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Resumo

No estudo da Teoria de Singularidade caracterizamos os pontos críticos de germes de fun-
ções suaves e analíticas. Neste trabalho apresentamos as noções introdutórias e essenciais
para esta caracterização, como a Álgebra Comutativa, Funções Analíticas e E.D.O. A
partir de um exemplo particular no caso real, apresentamos uma extensão, para o caso
analítico, da C0−suficiência de jatos de germes analíticos. Para uma tal abordagem, de-
monstramos lemas que nos levarão a associar a C0−suficiência analítica de um jato com
uma desigualdade que envolva o gradiente do respectivo germe.

Palavras-chave: C0−suficiência, germes analíticos, jatos.
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Abstract

In the study of Theory of Singularity we caracterize the critical points of germs of smooth
and analitical functions. In this work, we presente the introductory and essential notions
for this caracterization, as the Commutative Algebra, Analytical Functions and O.D.E.
From an particular example in the real case, we presente an extension, for the analytical
case, the C0−suficiency of jets of analytical germs. For this approach, we show lemmes
which will let us to associate the analytical C0−sufficiency of jet with an desiguality of
gradiente of the respective germe.

Key words : C0−suficiency, analytical germs, jets.
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Introdução

Esta é a introdução introdução introdução, introdução introdução introdução introdução
introdução, introdução introdução introdução introdução introdução introdução intro-
dução introdução, introdução introdução introdução introdução introdução introdução
introdução introdução, introdução introdução introdução.

Introdução introdução introdução, introdução introdução introdução introdução in-
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trodução, introdução introdução introdução introdução introdução introdução introdução
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ção introdução, introdução introdução introdução.
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Capítulo 1

Título das preliminares

1.1 Grupos e subgrupos

Definição 1.1.1 Um grupo é um conjunto não vazio G munido de uma operação ∗ :

G×G→ G satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀a, b, c ∈ G (Associatividade);

2. Existe um elemento e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a,∀a ∈ G (Existência de elemento
neutro);

3. Dado a ∈ G, existe b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = e (Existência de elemento oposto);

Além disso, um grupo G é chamado de grupo Abeliano (ou comutativo) se também
satisfaz a propriedade:

4. a ∗ b = b ∗ a,∀a, b ∈ G (Comutatividade).

1.2 Anéis, subanéis e ideais

Definição 1.2.1 Seja A um conjunto não vazio no qual estão definidas as operações de
soma e produto

+ : A× A→ A e · : A× A→ A.

Diremos que A é um anel quando são satisfeitas as seguintes propriedades:

1. (A,+) é um grupo abeliano;

2. (a.b).c = a.(b.c),∀a, b, c ∈ A (Associatividade do produto);

2



Capítulo 1. Título das preliminares

3. a.(b+ c) = a.b+ a.c e (a+ b).c = a.c+ b.c, ∀a, b, c ∈ A (Distributividades).

O anel A é dito um anel com unidade quando:

4. existe 1 ∈ A tal que 1.a = a.1 = a,∀a ∈ A;

Além disso, o anel A será chamado de anel comutativo quando:

5. a.b = b.a,∀a, b ∈ A.

Proposição 1.2.2 Seja (A,+, .) um anel. Então, para todo a, b ∈ A tem-se:

1. 0.a = a.0 = 0;

2. (−a).b = a.(−b) = −(a.b);

3. (−a).(−b) = a.b.

1.3 Domínios e corpos

Definição 1.3.1 Um conjunto não vazio D, munido de operações de soma e produto

+ : D ×D → D e · : D ×D → D,

é chamado de domínio de integridade quando (D,+, ·) for um anel comutativo com uni-
dade sem divisores de zero, isto é, D satisfaz a seguinte propriedade:

Dados x, y ∈ D, com xy = 0 então x = 0 ou y = 0.

3



Capítulo 2

Espaços vetoriais

2.1 Definição e exemplos

Definição 2.1.1 Um espaço vetorial sobre um corpo K é um conjunto não vazio V mu-
nido de operações de soma vetorial e produto por escalar

+ : V × V → V e · : K× V → V

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. V , com a soma vetorial +, é um grupo Abeliano;

2. (αβ)v = α(βv), para quaisquer α, β ∈ K e v ∈ V ;

3. Valem as leis de distributividade: para α, β ∈ K e u, v
∈ V ,

(α + β)u = αu+ βu e α(u+ v) = αu+ αv;

4. 1.v = v, para todo v ∈ V , em que 1 é a unidade de K.

Proposição 2.1.2 Em um espaço vetorial V sobre o corpo K o vetor nulo e o oposto são
únicos.

2.1.1 Propriedades

Na proposição seguinte listaremos algumas propriedades dos espaços vetoriais.

Proposição 2.1.3 Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Então, são válidas as
seguintes afirmativas.

4



Capítulo 2. Espaços vetoriais

a) Para qualquer α ∈ K, tem-se que α.0 = 0;

b) Dado qualquer vetor u ∈ V tem-se que 0u = 0;

c) Se αu = 0 então α = 0 ou u = 0;

d) (−α)u = α(−u) = −(αu) para quaisquer α ∈ K e u ∈ V ;

e) Para qualquer u ∈ V , tem-se que −(−u) = u;

f) Se u, v, w ∈ V são tais que u+ w = v + w então u = v;

g) Se u, v ∈ V então existe um único vetor w ∈ V tal que u+ w = v.

2.2 Subespaço vetorial

Consideremos os subconjuntos de R2 definidos por

P := {(x, x2) ∈ R2 / x ∈ R} e D := {(x, x) ∈ R2 / x ∈ R}.

Observe que dados, vetores u, v ∈ P e α ∈ R, nem sempre teremos u + v ∈ P e
αu ∈ P . Por exemplo, tomando u = (−1, 1), v = (2, 4) e α = 2. Por outro lado, dados
quaisquer u, v ∈ D e α ∈ R sempre teremos u+ v ∈ D e αu ∈ D.

Conforme podemos observar, o subconjunto D acima é fechado com as oprerações
de R2. O mesmo não ocorre com o subconjunto P . Os subconjuntos de um espaço vetorial
que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elementos é um elemento do
próprio subconjunto e a multiplicação de um elemento do subconjunto por um escalar
continua pertencendo ao subconjunto serão nosso objeto de estudo.

Definição 2.2.1 Um subconjunto não vazio U de um espaço vetorial V (sobre o corpo
K) é chamado de subespaço vetorial (sobre um corpo K) quando U , munido das mesmas
operações de soma vetorial e produto por escalar de V , for também um espaço vetorial.

Proposição 2.2.2 Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto U ⊂ V

é um subespaço vetorial de V se, e somente se, forem satisfeitas as seguintes condições:

sv1) 0 ∈ U ;

sv2) Se u, v ∈ U então u+ v ∈ U ;

sv3) Se u ∈ U então αu ∈ U para todo α ∈ K.

5



Capítulo 2. Espaços vetoriais

2.2.1 Soma direta

Definição 2.2.3 Sejam V um espaço vetorial sobre o corpo K, U e W subespaços veto-
riais de V . Definimos a soma U +W como sendo o conjunto formado pelos vetores da
forma u+ w em que u ∈ U e w ∈ W .

Proposição 2.2.4 A soma U +W é um subespaço vetorial de V .

6



Capítulo 3

Base e dimensão

3.1 Conjunto de geradores

Definição 3.1.1 Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Diremos que o vetor u ∈ V é
uma combinação linear dos vetores v1, v2, . . . , vn ∈ V se existem escalares α1, α2, . . . , αn ∈
K tais que u = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn.

Proposição 3.1.2 [ε] é um subespaço vetorial de V .

3.1.1 Independência linear

Definição 3.1.3 Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Os vetores v1, . . . , vn ∈ V
são chamados de linearmente independentes quando, dados α1, . . . , αn ∈ K tais que

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

tem-se que α1 = · · · = αn = 0.

Diremos que v1, . . . , vn ∈ V são linearmente dependentes quando não forem linear-
mente independentes.

3.2 Base

Definição 3.2.1 Seja V 6= {0} um espaço vetorial sobre o corpo K. Uma base ε de V é
um conjunto de geradores de V linearmente independente.

7



Capítulo 3. Base e dimensão

3.3 Dimensão

Teorema 3.3.1 Suponha que β = {v1, . . . , vn} é uma base do espaco vetorial V . Então:

1. Todo subconjunto de V contendo pelo menos n+1 vetores é linearmente dependente;

2. Todo subconjunto de V contendo no máximo n− 1 vetores não gera V .

3.4 Coordenadas de um vetor

Seja V um espaço vetorial de dimensão n e β uma base de V . Escolhida uma ordem para
os vetores de β, chamaremos β de uma base ordenada de V . Desta forma, podemos falar
em i-ésimo elemento da base.

Suponhamos que β = {v1, v2, . . . , vn}. Como sabemos (ver 3.3.1), dado um vetor
v ∈ V existem únicos escalares x1, x2, . . . , xn ∈ K tais que

v = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn.

8
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