UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

Fulano de Tal

Titulo da Dissertacao

Teresina - 2020



Fulano de Tal

Dissertacao de Mestrado:

Titulo da Dissertacao

Dissertacao submetida a Coordenagao do
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica - Profmat, da Universidade
Federal do Piaui, como requisito parcial
para obtencao do grau de Mestre em

Matematica na modalidade profissional.

Orientador:
Prof. Dr. Beltrano dos Anzois.

Teresina - 2020



Copyright (© 2020 by Fulano de Tal.
Direitos reservados, 2020 por Fulano de Tal.

Universidade Federal do Piaui - UFPI, Centro de Ciéncia da Natureza - CCN, Programa
de Pds-Graduacao em Matemdtica, Mestrado Profissional em Matemdtica. Cep 64049-550 -

Teresina, PI.

Nenhuma parte desta dissertacao pode ser reproduzida sem a expressa autorizacao

do autor.

Ficha Catalografica

de Tal, Fulano.
Titulo da Dissertagdo - Teresina-PI, UFPI. 2020.

Orientador: Prof. Dr. Beltrano dos Anzdis.

XXX.XX CDD(1.ed.) 512.5




Fulano de Tal

Titulo da Dissertacao

Dissertagao submetida a banca examinadora
abaixo discriminada em defesa publica e apro-

vada em XX/XX/XXXX.

BANCA EXAMINADORA

Nome do examinador orientador (Orientador)

Universidade Federal do Piaui

Nome do examinador

Universidade xxxxxxxx XX XXXXXXXX

Nome do outro examinador

Universidade XXxXXXXXX XX XXXXXXXX

Teresina - 2020



Dedico esta dissertacao a minha familia ........



Agradecimentos

Agradego em primeiro lugar & meu orientador ....... Agradecimento agradecimento agrade-
cimento agradecimento agradecimento agradecimento agradecimento agradecimento agra-

decimento agradecimento agradecimento agradecimento agradecimento agradecimento.

Agradecimento agradecimento, agradecimento agradecimento agradecimento, agradeci-
mento agradecimento agradecimento agradecimento, agradecimento agradecimento agra-

decimento agradecimento agradecimento agradecimento, agradecimento.

Agradecimento agradecimento agradecimento, agradecimento agradecimento agradeci-
mento agradecimento agradecimento, agradecimento agradecimento agradecimento agra-
decimento agradecimento agradecimento, agradecimento agradecimento agradecimento

agradecimento agradecimento agradecimento.

Agradego a CAPES pelo apoio financeiro.

11
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Resumo

No estudo da Teoria de Singularidade caracterizamos os pontos criticos de germes de fun-
¢oes suaves e analiticas. Neste trabalho apresentamos as nogoes introdutorias e essenciais
para esta caracterizacdo, como a Algebra Comutativa, Funcdes Analiticas e E.D.O. A
partir de um exemplo particular no caso real, apresentamos uma extensao, para o caso
analitico, da C°—suficiéncia de jatos de germes analiticos. Para uma tal abordagem, de-
monstramos lemas que nos levarao a associar a C°—suficiéncia analitica de um jato com

uma desigualdade que envolva o gradiente do respectivo germe.

Palavras-chave: C°—suficiéncia, germes analiticos, jatos.
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Abstract

In the study of Theory of Singularity we caracterize the critical points of germs of smooth
and analitical functions. In this work, we presente the introductory and essential notions
for this caracterization, as the Commutative Algebra, Analytical Functions and O.D.E.
From an particular example in the real case, we presente an extension, for the analytical
case, the C?—suficiency of jets of analytical germs. For this approach, we show lemmes
which will let us to associate the analytical C°—sufficiency of jet with an desiguality of

gradiente of the respective germe.

Key words : CY—suficiency, analytical germs, jets.



Sumario

Sumario

|1 Titulo das preliminares|

[1.1 Grupos e subgrupos| . . . . . . . . ... e
1.2 Anéis, subanéis e 1deals| . . . . . . .. L
1.3 Dominios e corpos| . . . . . . . ..

|2 Espacos vetoriais|

2.1 Definicao e exemplog| . . . . . . . ...

[2.1.1 Propriedades| . . . . . . . . . . .

2.2 Subespaco vetorial| . . . ... oo

3.1 Conjunto de geradores| . . . . . . . . ...

[3.1.1 Independéncia linear| . . . . . . . . . . .. ...

vi

iv

vi

[ NS, B SURN SOTN

co 0o N N I



Prefacio

Este é o prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefa-
cio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio

prefacio prefécio.

Preféacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefa-
cio prefacio prefacio prefacio preficio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio
prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio prefacio pre-
facio prefacio prefacio.



Introducao

Esta é a introducao introducao introducao, introducao introdugao introducao introducao
introducao, introducao introducao introducao introducao introducgao introdugao intro-
ducao introducao, introducao introducao introdugao introducao introducao introducao

introducao introducao, introducao introducao introducao.

Introducao introducgao introdugao, introducao introducgao introducgao introdugao in-
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Titulo das preliminares

1.1 Grupos e subgrupos

Definicao 1.1.1 Um grupo é um conjunto nao vazio G munido de uma opera¢ao * :

G x G — G satisfazendo as sequintes propriedades:

1. (axb)xc=ax*(bxc),Ya,b,c € G (Associatividade);

2. Existe um elemento e € G tal que axe =exa = a,Ya € G (Ezisténcia de elemento

neutro);

3. Dado a € G, existe b € G tal que axb = bx*a = e (Eristéncia de elemento oposto);

Além disso, um grupo G € chamado de grupo Abeliano (ou comutativo) se também

satisfaz a propriedade:

4. axb=>bxa,Ya,b € G (Comutatividade).

1.2 Anéis, subanéis e ideais

Definicao 1.2.1 Seja A um conjunto nao vazio no qual estao definidas as operagoes de

soma e produto

+:AxA—A e - AxA— A

Diremos que A é um anel quando sao satisfeitas as sequintes propriedades:

1. (A,+) € um grupo abeliano;

2. (a.b).c = a.(b.c),VYa,b,c € A (Associatividade do produto);
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3. a.(b+c)=ab+a.ce(a+b).c=ac+bc, Ya,b,c€ A (Distributividades).

O anel A € dito um anel com unidade quando:

4. existe 1 € A tal que 1.a =a.1 =a,Va € A;

Além disso, o anel A serd chamado de anel comutativo quando:

5. a.b=b.a,Va,be A.

Proposigao 1.2.2 Seja (A, +,.) um anel. Entao, para todo a,b € A tem-se:

1.3 Dominios e corpos

Definicao 1.3.1 Um conjunto nao vazio D, munido de operagoes de soma e produto
+:DxD—=D e - -:DxD—D,

¢ chamado de dominio de integridade quando (D,+,-) for um anel comutativo com uni-

dade sem divisores de zero, isto €, D satisfaz a sequinte propriedade:

Dados x,y € D, com xy =0 entao x =0 ou y = 0.




Capitulo 2

Espacos vetoriais

2.1 Definicao e exemplos

Definicao 2.1.1 Um espacgo vetorial sobre um corpo K é um conjunto nao vazio V- mu-

nido de operacoes de soma vetorial e produto por escalar
+: VXV =2V e KxV-=V
satisfazendo as sequintes propriedades:

1. V, com a soma vetorial +, é um grupo Abeliano;
2. (af)v = a(pv), para quaisquer a,f € K ev € V;

3. Valem as leis de distributividade: para o, B € K e u, v
eV,
(a+plu=au+pu e a(u+v)=au+ av;

4. 1.v =wv, para todo v € V, em que 1 € a unidade de K.

Proposicao 2.1.2 Em um espago vetorial V' sobre o corpo K o vetor nulo e o oposto sao

Unicos.
2.1.1 Propriedades

Na proposicao seguinte listaremos algumas propriedades dos espagos vetoriais.

Proposicao 2.1.3 Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. FEntao, sao vdlidas as

sequintes afirmativas.
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a) Para qualquer o € K, tem-se que a.0 = 0;

b) Dado qualquer vetor uw € V' tem-se que Ou = 0;

c) Se au =0 entao a =0 ou u = 0;

d) (—a)u = a(—u) = —(au) para quaisquer « € K eu € V;
e) Para qualquer w € V, tem-se que —(—u) = u;

f) Seu,v,w €V sao tais que u+ w = v+ w entdo u = v;

g) Seu,v €V entao existe um unico vetor w € V tal que u+ w = v.

2.2 Subespaco vetorial

Consideremos os subconjuntos de R? definidos por

P:={(z,2)€R* /2 €R} e D:={(r,2) €R* /2 € R}.

Observe que dados, vetores u,v € P e a € R, nem sempre teremos u +v € P e
au € P. Por exemplo, tomando u = (—1,1),v = (2,4) e « = 2. Por outro lado, dados

quaisquer u,v € D e o € R sempre teremos u+v € D e au € D.

Conforme podemos observar, o subconjunto D acima é fechado com as opreragoes
de R%. O mesmo nao ocorre com o subconjunto P. Os subconjuntos de um espaco vetorial
que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elementos é um elemento do
proprio subconjunto e a multiplicagao de um elemento do subconjunto por um escalar

continua pertencendo ao subconjunto serao nosso objeto de estudo.

Definigao 2.2.1 Um subconjunto nao vazio U de um espago vetorial V' (sobre o corpo
K) é chamado de subespaco vetorial (sobre um corpo K) quando U, munido das mesmas

operacoes de soma vetorial e produto por escalar de V', for também um espago vetorial.

Proposicao 2.2.2 Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto U C V

€ um subespaco vetorial de V' se, e somente se, forem satisfeitas as sequintes condigoes:

svl) 0 e Uy
sv2) Seu,v € U entaou+v € U;

sv3) Sew € U entiao au € U para todo o € K.
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2.2.1 Soma direta

Definicao 2.2.3 Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo K, U e W subespagos veto-
riats de V. Definimos a soma U + W como sendo o conjunto formado pelos vetores da

formau+w em queu e U ew € W.

Proposicao 2.2.4 A soma U + W € um subespaco vetorial de V.
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Base e dimensao

3.1 Conjunto de geradores

Definicao 3.1.1 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Diremos que o vetoru € V' é
uma combinacgao linear dos vetores vy, vs, ..., v, € V se existem escalares aq, g, ..., q, €

K tais que u = aqvy + vy + - - - + @, U,

Proposicao 3.1.2 [¢] é um subespago vetorial de V.

3.1.1 Independéncia linear

Definicao 3.1.3 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Os vetores vy,...,v, € V

sao chamados de linearmente independentes quando, dados oy, . .., o, € K tais que
a0 + -+ apu, =0

tem-se que oy = -+ - =y, = 0.

Diremos que vy, ...,v, € V sao linearmente dependentes quando nao forem linear-

mente independentes.

3.2 Base

Definigao 3.2.1 Seja V' # {0} um espago vetorial sobre o corpo K. Uma base e de V' é

um conjunto de geradores de V linearmente independente.
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3.3 Dimensao

Teorema 3.3.1 Suponha que = {vy,...,v,} € uma base do espaco vetorial V. Entdo:

1. Todo subconjunto de V' contendo pelo menos n—+1 vetores € linearmente dependente;

2. Todo subconjunto de V' contendo no mdximo n — 1 vetores nao gera V.

3.4 Coordenadas de um vetor

Seja V um espago vetorial de dimensao n e § uma base de V. Escolhida uma ordem para
os vetores de (3, chamaremos  de uma base ordenada de V. Desta forma, podemos falar

em 1-ésimo elemento da base.

Suponhamos que 8 = {v,vy,...,v,}. Como sabemos (ver [3.3.1)), dado um vetor

v € V existem TUnicos escalares x1, s, ...,x, € K tais que

V= T1V1 + ToU2 + -+ -+ TpUp.
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