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Resumo

Nesse trabalho iremos provar uma generalizacao do Teorema de Alexandrov, obtido

por Antonio Ros e Sebastian Montiel [14], para curvatura de ordem superior. Mais pre-

cisamente, provaremos o seguinte resultado:

“Uma hipersuperficie compacta n-dimensional mergulhada ou no espago
Euclidiano ou mo espaco hiperbdlico ou num hemisfério aberto da
esfera unitdria com r-ésima curvatura média constante, para algum

r=1,...,m, deve ser uma hiperesfera geodésica.”



Abstract

In this work we prove a generalization of Alexandrov’s theorem, obtained by Se-

bastian Montiel and Antonio Ros, for higher-order curvature. More precisely, we prove

the following result:

“A compact n-dimensional hypersurface embedded into the Fuclidean
space or into the hyperbolic space or onto the open half-sphere with

constant r-th mean curvature, for some r =1,...,n, must be a geodesic

hypersphere.”
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Introducao

O estudo das superficies no espaco Euclidiano R? com curvatura Gaussiana (ou média)
constante é um tema classico da Geometria Diferencial. Em meados do século XVIII
Jellett [10] mostrou que uma superficie estrelada S C R? com curvatura média constante
¢ uma esfera. Mais tarde, Hopf [7] provou uma generalizagao desse teorema mostrando
que uma superficie S imersa no espaco euclidiano R*® com curvatura média constante
homeomorfa a uma esfera deve ser uma esfera. Em 1899, Liebmann [12] mostrou que as
esferas sao as Unicas superficies compactas em R3 com curvatura Gaussiana constante. Ele
também mostrou que as esferas sdo as unicas superficies ovais (i.e., superficies compactas
em R? com curvatura estritamente positiva) com curvatura média H constante. Por outro
lado, para hipersuperficies podemos considerar a r-ésima funcao simétrica das curvaturas
principais, como segue abaixo.

Considere M™ uma variedade Riemanniana de dimensao m, compacta, orientavel e
seja P : M™ — M™" uma imersdo isométrica sobre a variedade Riemanniana (n+1)-
dimensional M. Sendo M orientavel, podemos escolher um campo normal unitario
global N. Denotaremos por V e V as conexdes Riemannianas de M™ e M”“, respectiva-
mente. Associado a segunda forma fundamental da imersao temos o operador autoadjunto
A, definido por

VxN = —A(X).

Sejam Ay, ..., Ay os autovalores de A num ponto p € M. Definimos a r-ésima cur-
vatura média H, da imersao 1 no ponto p da seguinte maneira:
1
H, = Z' Ao A
/1< <irn
No sentido de unificar a notacao definimos Hy = 1 e H, = 0 para todo r > n. Note que
para v = 1, H; = H é a curvatura média da imersao e no caso r = n, H,, é a curvatura

de Gauss-Kronecker.



Sumario 2

Em 1952, Siiss [17] provou que uma hipersuperficie compacta e convexa no espago
Euclidiano R™ ™! com algum H, constante deve ser uma esfera. A condicao de convexidade
foi melhorada por Hsiung [9], que mostrou que uma hipersuperficie M™ C R™*!, cuja
funcao suporte classica tem um sinal bem definido, possuindo algum H, constante deve
ser uma esfera. Uma descoberta fundamental no sentido de estender os resultados de
Liebmann foi feita em 1956 por Alexandrov [1]. Ele foi capaz de provar que a esfera é
a tnica hipersuperficie compacta mergulhada no espaco Euclidiano R™*! com curvatura
média constante. Recentemente, Ros [15] estendeu este resultado para qualquer r-ésima

curvatura média. Mais precisamente, ele provou que

“Uma hipersuperficie compacta mergulhada no espago Euclidiano R™ 1
com H, constante para algum r =1,...,m deve ser uma esfera.”

Vale observar que na década de oitenta do século passado Hsiang, Teng e Yu [8]
construiram exemplos de hipersuperficies compactas imersas em R?™ com curvatura média
constante que nao sao esferas.

Feitas essas consideracoes iniciais podemos enunciar o objetivo principal dessa dis-
sertacao, que é provar o resultado acima e estendé-lo para hipersuperficies mergulhadas
no espaco hiperbélico ou num hemisfério aberto da esfera. Assim, provaremos o seguinte

teorema obtido por A. Ros e S. Montiel [14]

Teorema 0.1. Considere M™ wuma hipersuperficie compacta mergulhada ou no espaco
Buclidiano R™Y, ou no espaco hiperbélico H™, ou num hemisfério aberto da esfera

S**t. Se H, € constante para algum v =1,...,n, entdo M™ € uma hiperesfera geodésica.

E importante salientar que os produtos de esferas produzem hipersuperficies na esfera
S™*! com H, constante para qualquer v = 1,...,n. Portanto, para hipersuperficies
contidas na esfera S™!, temos uma série de exemplos com H, constante, que nao sao
esferas (veja Secao 4.1). No entanto, recuando até as idéias de Jellett, A. Barros e P. Sousa
[3] provaram um resultado semelhante ao de Jellett [10] para hipersuperficies estreladas
na esfera S™! com curvatura média constante, sem assumir que estejam contidas em um

hemisfério aberto. Mais precisamente, eles provaram que

“Uma hipersuperficie estrelada M™ contida na esfera unitdria S com

curvatura média constante deve ser uma hiperesfera geodésica.”



Sumario 3

A presente dissertacao se inicia estabelecendo no Capitulo 1 pré-requisitos basicos
acerca de uma variedade Riemanniana M™. Faremos uma breve exposicao sobre fungoes
simétricas e definiremos o r-ésimo tensor de Newton associado a segunda forma fundamen-
tal de uma imersao {J : M™ — M. Provaremos ainda alguns resultados fundamentais
para os capitulos subsequentes. No Capitulo 2 provaremos o caso Euclidiano do Teorema
0.1. Os Capitulos 3 e 4 destinam-se a provar o Teorema 0.1 no espaco hiperbdlico e
na esfera, respectivamente. Na tentativa de deixar o texto um pouco menos dependente

incluimos um apéndice.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer a notacao a ser usada e lembrar de alguns conceitos
e fatos basicos, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Sendo assim a
prova de alguns resultados nao sera feita, mas em todo o texto ficard clara a referéncia
para obter tais justificativas. Para este trabalho iremos considerar M™ uma variedade
Riemanniana de dimensao n e classe C*, D(M) o anel das funcgoes reais de classe C*
definidas em M, X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*® em M, V e ()
representara sua conexao e métrica Riemanniana, respectivamente. Se p € M, entao T,M

denotara o espago tangente a M em p e TM o fibrado tangente a M.

1.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Definigao 1.1. Seja f € D(M). O gradiente de f é o campo de vetores em M, definido

pela sequinte condi¢ao:

(gradf,X) = X(f), VX € X(M).
Decorre da definigao que se f, g € D(M) entao:
1. grad(f+ g) = gradf + gradg;
2. grad(f-g)="*-gradg+ g - gradf.

Definicao 1.2. Seja X € X(M). A divergéncia de X € a func¢do divX: M — R, definida
por

divX(p) = tr[Y(p) — (VyX)(p)],
onde tr significa o trago da aplicagio Ve X : T,M — T, M.

4
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As propriedades abaixo decorrem diretamente da definicao.
1. div(X+4+Y)=divX+ divY;
2. div(f-X) =1 divX+ (gradf, X),

para quaisquer X, Y € X(M) e qualquer f € D(M).

Definigao 1.3. Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) — D(M)
definido por
Af = div(gradf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente que:
1. A(f+g) = Af+ Ag;
2. A(f-g)=f-Ag+g-Af+2(gradf, grad g),

para quaisquer f, g € D(M).

Observacao 1.1 (Referencial geodésico). Seja M™ uma variedade Riemanniana de di-

mensao N e p € M. Entao existe uma vizinhanca U C M de p e 1 campos de vetores

e1,...,en € X(U), ortonormais em cada ponto de U, tais que Ve.e(p) = 0. Uma tal
familia e, i=1,...,m, de campos de vetores é chamada um referencial (local) geodésico
emp.

Proposicao 1.1. Se{eq,...,en} € um referencial geodésico local em M, entdo

n
gradf = Z ei(f)e
i=1
Demonstracao. Escrevendo
n
gradf = Z aiey,
i=1
temos que

ej(f) = (gradf, e;) Z aiei, e5) = aj.

Logo,

gradf = Z ei(fle
i=1
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De fato, na proposicao acima, é suficiente que o referencial seja ortonormal.

Proposigao 1.2. Se X = Y 1" xiei, onde {ey,...,en} € um referencial geodésico local

em p € M, entao
divX(p) = Z ei(xi)(p)
i=1

Demonstragao. Inicialmente temos que

ei(x;j)ej, ei) + (x;Ve,e5,€1)) .

divX = i (Ve X, 1) :Z Zx)e] ei)
i=1 i=1
2

Como 0 = e;i(ei, e5) = (Ve €1, €j) + (€1, Ve, €5) temos (Ve €5, e1) = —(Ve, €1, €5).

Portanto,
divX = Z ei(x Z Xj(Ve, €1, €;j) Z Z (Ve i, X
i=1 i,j=1 i=1 i=1
= ) (eilxi) = (Ve X))
i=1
Em particular, como V., e;i(p) =0 temos divX(p) = > i, ei(xi)(p). O

Definigao 1.4. Seja f € D(M). Definimos o Hessiano de f em p € M como o operador
linear Hessf: T,M — T,M, dado por

Hessf(Y) = Vygradf, VY € T,M.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos X, Y € X(M),

temos

Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y).

1.2 Imersoes Isométricas

1.2.1 A segunda forma fundamental

. xyntm=k = . . . o ~ .
Seja (M ,(, ), V) uma variedade Riemanniana com métrica (, ) e conexao Rie-
manniana V. Seja M™ uma variedade diferencidavel n-dimensional e  : M — M uma

imersao, isto ¢, a derivada di, : T,M — Tpm é injetiva para todo p € M. Nestas
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condicoes, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Rieman-

niana em M através da definicao

(w,v)p = (dp(u), dbpy(V))pp), PEM, u,ve T,M.

Dizemos entao que a aplicacao P é uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que Pp(U) € M é uma sub-
variedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U € M de {(p) e um difeomorfismo
A:U — V C R¥ em um aberto V do R¥, tais que A aplica difeomorficamente (L) N'U
em um aberto do subespaco R™ C R¥.

Identificaremos entao U com P(U) e cada vetor v .€ T¢gM, q € U, com o vetor
dq(v) € Ty(q)M. Além disso, usando o difeomorfismo A podemos estender localmente
campos de vetores X, Y de M definidos em Pp(U) N U, a campos de vetores X, Y definidos
em U.

Para cada p € M, o produto interno em Tpm decompoe Tpm na soma direta
TM=T,Ma (T,M)*,

onde (T, M)+ é o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Sev € Tpm, P € M, podemos

escrever

v=v' +v, vl € T,M, vt € (T,M)"*.
Se X e Y sdao campos locais de vetores em M e X, Y sdo extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY) .

Verifica-se que V é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M por .

Dessa forma, se X e Y sao campos locais em M,
o(X,Y) = VxY — VxY
é um campo local em M normal a M.
Observacao 1.2. Ndo € dificil verificar que o(X,Y) ndo depende das extensées X, Y.

Indicaremos por X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a U. Pelas

propriedades das conexoes Riemannianas V e V obtemos a seguinte
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Proposicao 1.3. Se X, Y € X(U), a aplicacdo o : X(U) x X(U) = X(W)* dada por
O'(X, Y) = VYV - VxY
¢ bilinear e simétrica.

Defini¢ao 1.5. Sejap € M en € (T,M)*. A forma quadrdtica 11, definida em T,M
por

IL; (X) = (o(X, X),m)
€ chamada a sequnda forma fundamental da imersao P em p seqgundo o vetor normal n.

Associada a aplicacao o temos a aplicacao linear auto-adjunta A, : M — T,M
tal que
(An(X),Y) = (o(X,Y),m),

onde X, Y € T,M.

Proposigao 1.4. Sejap € M, X € T,M en € (T,M)*+. Seja N uma extensio local de

1N normal a M. Entdo

An(X) = —(VxN) T,

Demonstracao. Seja' Y € T,M e X, Y extensoes locais de X, Y, respectivamente, e tan-

gentes a M. Entdo (N,Y) = 0, e, portanto

(An(X),Y) = (a(X,Y)(p),N) = (VxY = VxY,N)(p)

para todo Y € T,M. O

. . ~ . ~ , . —n—+1
No caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ou seja, P : M™ — M~ ;

P(M) C M é entao denominada uma hipersuperficie.

Sejap € Men € (T,M)*, mf> =1. Como A, : T,M — T,M ¢é auto-adjunta, existe
uma base ortonormal {ey, ..., en} de T,M formada por autovetores com autovalores asso-
ciados A1, ..., A, isto é, A, (ei) = Aiei, 1 <1< n. Supondo que M e M sdo orientdveis e
estao orientadas entao o vetor n fica completamente determinado se exigirmos que sendo
{e1,...,en} uma base na orientacao de M, {ey,...,en,N} seja uma base na orientacao
de M. Nesse caso, denominamos os e; direcdes principais e os Ay curvaturas principais
da imersao . A aplicacado A = A,, é chamada o operador de Weingarten associado a

segunda forma fundamental. Nesse caso, vale a igualdade A(X) = —(VxN)T = —VxN.
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1.2.2 O r-ésimo Tensor de Newton

Definicao 1.6. Uma funcao f : R™ — R é simétrica, se f € invariante por permuta¢ao

de suas varidaveis independentes, isto €,

f(xb s 7Xn) - f(p(xla s 7Xn))7
onde p é uma permutacdo qualquer de (Xq1,...,%Xn).

Exemplo 1.1. As funcoes f, g : R™ — R, dadas por

n
f(x1,...,%n) = Hxi, g(x1,...,%Xn) = Z XXX
i1

1<i<j<kgn

sao exemplos de funcgoes simétricas.

Definicao 1.7. Um polinomio s, com coeficientes em um corpo ou em um anel associativo

e comutativo K com unidade, é simétrico, se s for uma func¢ao simétrica.

Definicao 1.8. O k-ésimo polinomio simétrico elementar sy : R™ — R € definido como

1 ,se k=0

k(X1 Xn) = Z Xi, .- X, ,se ke{l,...,n}
I<ii<...<ign
0 ,se k>n.

Proposicao 1.5. Seja sx : R™ — R 0 k-ésimo polinomio simétrico elementar, entao

0 ~
1. a_sk(xlw'-axn) = Sk—l(xlv"'>xj7"'>xn);
%
2. Sk(Xla-"aﬁv"'axn)_sk(xlw-'vi\jw"7XTL) - (Xj_xi)sk—l(xla-"77a7"'7)a7"'7xn);

= 2
3. E ijsk(xl,...,xn):k.sk(xl,...,xn),
=1 9
onde Xj indica que o elemento x; foi omitido.

Demonstracao. Os itens (1.) e (2.) decorrem diretamente da definicdo. A demonstracao

do item (3.) pode ser encontrada em [2]. O

. ~ . —n+1 . ~ . Sy .
Definicao 1.9. Seja y : M™ - M uma imersao tsométrica entre duas variedades

Riemannianas e seja A : T,M — T,M o operador linear autoadjunto associado a sequnda
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forma fundamental da imersao \p em cada ponto p € M. Associado a A, tem-se os n

invariantes Sy (A), 1 <1 < n, dados pela iqualdade

det(tI — A) = i(—l)kSk(A)t“_k,

k=0

onde So(A) =1 por definigao.

Quando {ey, ..., ey} é uma base de T,M formada por autovetores de A,, com auto-

valores respectivamente {A, ..., AL}, vé-se que
Sr(A) = ST(}\l? cee 7}\n)7

onde s, é o T-ésimo polindmio simétrico elementar.
Agora introduziremos o r-ésimo Tensor de Newton P.(A) : T,M — T,M, para cada

re{0,...,n— 1}, como sendo

Po(A) = 1

P.(A) = S.(A)T—AP,_1(A),

onde I é a identidade. Mais geralmente,

I ,se T=0

T

PuA)={ Y (1S, (AAT Lse Te{l,...,n—1}

i=0

\O ,8e T>2mn,

onde 0 denota a transformacao linear identicamente nula.

Observacao 1.3. Por simplicidade, de agora em diante, escreveremos apenas Py e S, ao

invés de P.(A) e S (A), respectivamente.

Note que sendo P, um polindbmio em A para todo r, ele é também auto-adjunto e
comuta com A. Entao toda base que diagonaliza A em p € M também diagonaliza todos
os P, em p € M. Sendo {ey, ..., e,} uma tal base, com A(e;) = A;ei, e denotando por A;
a restrigao de A a (e;)™ C T,M, definimos

S.(Ay) = > Ao A =5e (A A A

1<j1<...<jr<n
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.~ . < n+1 . ~ . e .
Proposicao 1.6. Seja P : M™ — M uma imersao isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A o operador linear associado a sua sequnda forma fundamental. O

r-ésimo Tensor de Newton associado a A satisfaz:
1. tr[P,] = (n—1)S;;
2. tr[AP,] = (r+ 1)S; 1.
Demonstracao. Mostraremos inicialmente que
Pr(ei) = Sr(Aidey, (1.1)

onde {eq,...,e,} é uma base que diagonaliza A.

A prova é feita por indugao sobre r. Para r = 1, temos: P; = S§;1— A. Portanto,
Pi(ei) = Siei — Alei) = (S1 — A)ei = Si(Ai)es.
Suponhamos verdadeiro para v — 1. Entao
P.(ei) = Srei —AP,_i(ei) = Srei —A(S,_1(Ai)ei) = (Sr — Sr—1(Ai)Ai)ei = Si(Ai)es.

Assim pela Proposicao 1.5 e pelo que vimos acima, segue que

trP] = ) (Prled),e) = ) (Si(Ades,e)
= ) SdA) =) (St —ASra(AY)

= nS, =) AS,a(A) =(n—7)S,,
i=1

0 que prova o item (1.).

Para o item (2.), devemos observar que a seguinte igualdade P,,; = S, ;11— AP, implica
AP, = Sr+II - Pr+1~
Dali,

tr[AP,] = tr[Sy Il —tr[Pr ] =nSoy —(m—7v—1)S 1 = (v + 1)Sp41.
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Associado a cada P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem
L, : D(M) — D(M) que aparece naturalmente no estudo da estabilidade de hipersu-
perficies com S, constante. Tal operador é eliptico, se P, for positivo definido. Passemos

entao ao conceito de L.

Definicao 1.10. Dada uma funcgao diferencidvel f: M™ - Rer €N, com (0 <r<n—1,

definimos o operador diferencial de sequnda ordem L, em M™ por:
L. (f)(p) = tr[(P, Hess ) (p)].

Observe que para v = 0, Lo(f) = tr[Hessf] = Af é o Laplaciano, o qual é sempre
um operador eliptico. Quando M ¢ uma variedade Riemanniana de curvatura sec-
cional constante, foi provado por H. Rosenberg em [16] que L, pode ser escrito na forma

divergente, mais precisamente
L. (f) = divm(Prgrad(f)),

onde div n denota o divergente de um campo vetorial sobre M™. Segue do teorema abaixo

que, se M é compacta entao IM L.(f)dM = 0.

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja M uma variedade Riemanniana compacta

com bordo e X € X(M). Entao

J divX dM = J (X,v)dS,
M oM
onde v € o campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Observacao 1.4. No caso em que M € uma variedade Riemanniana compacta (sem

bordo) seque que

J diwvX dM = 0.
M

1.2.3 Curvaturas médias de ordem superior

. —n+1 . ~ . S . . .
Sejap : M™ - M uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas.
Ao invés de trabalhar com os invariantes S, é por vezes mais conveniente trabalhar com

as curvaturas médias de ordem superior H, de 1, definidas para 0 < r < n por

S‘r ST(}\lw"a)\n)
Hy, = —or = 2n2b i)
(%)

(%)
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Provaremos agora uma proposigao que se encontra na tese de A. Caminha [4], onde
estaremos estabelecendo algumas desigualdades algébricas sobre as curvaturas médias de

ordem superior H,, que sao denominadas Desigualdades de Newton.

Lema 1.1. Se um polinomio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entdao sua derivada f’
possui ao menos kK — 1 raizes reais. Em particular, se todas as raizes de f forem reais

entao todas as raizes de f' também serao reais.

Demonstracao. Podemos supor k > 1. Sejam x; < --- < X raizes reais de f, com
multiplicidades respectivamente my, ..., my tais que m; +---+m; = k. Entao cada x; é
raiz de f’ com multiplicidade m; — 1, se m; > 2. Por outro lado, entre x; e xi,1 hé, pelo

teorema de Rolle, ao menos uma outra raiz de f’, de modo que contabilizamos ao menos
(m -1+ +m-D+(1-1)=k—-1
raizes reais para f’. O resto é imediato. O]

Proposicao 1.7. Sejam n > 1 inteiro, e Ay, ..., Ay numeros reais. Defina, para 0 <1 <

n, Sy = s;(A) e Hy = He(A) = (1) 'se (M),

1. Para 1 < v < mn, tem-se H2 > H,_; - H,y 4. Além disso, se a igualdade ocorrer

para v = 1 ou para algum 1 < r < n, com H,y1 # 0 neste ultimo caso, entdo

7\1 == }\n
2. Se Hy,Ha, ..., H,_1 sao nao negativas e H, € positivo para algum 1 <1 < n, entao
1 1 1
Hi > H; > H] > --- > Hi. Além disso, se a igualdade ocorrer para algum
1<j<r, entao Ay = -+ = Ay,

Demonstracao. Para provarmos o item (1) usaremos inducdo sobre a quantidade de
nimeros reais. Paran =2, H? > H, é equivalente a (A; —A3)? > 0, com a igualdade se e
86 se A = As.

Suponha as desigualdades validas para quaisquer n—1 ntimeros reais, com a igualdade
ocorrendo para H, 1 # 0 se e s6 se os n — 1 nimeros forem todos iguais. Dados n > 3

ndmeros reais Ay, ..., A, seja

fx)=(x+A)...-(x+Ay) = Z C}) H.(Ay)x™ .

=0
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Entao

Por outro lado, pelo lema anterior, existem reais vy, . .

f'(x) = nx+vyi)-

: (X‘I'Ynfl) =n

)anrfl

.,Yn_1 tais que

=

n—
n—1l—r

Srh/i)x

Desde que (n — 1) (’:) = n(“fl), comparando coeficientes obtemos H,(A;) = H,(vyi)

T

para 0 < r < n— 1. Portanto, segue da hipdtese de inducao que, para 1 <r < n — 2,

H2(A:) = H2(vi) = Heoa(vi) - Hega (v4)

= H,_1(Ay) - Hega (A).

Além disso, se tivermos igualdade para os A;, com H,1(A;) # 0, entdo também teremos

igualdade para os yi, com H, 1(yi) # 0. Novamente pela hipétese de inducdo, segue

que y; = -+ = Yn_1, € dai Ay = --- = A,. Para terminar, é suficiente provarmos que

H2 (A1) = Hyu2(Ai) - Ha(Ai), com igualdade para H,, # 0 se e s6 se todos os A; forem

iguais. Se algum A; = 0 a igualdade é 6bvia. Senao, H,, #0 e

—1
n H
H2 . >H, -, -H, < n
RIS [(n_l) >y

2 1
n H,
1 ’ 1
& (n—1) <Z)\—> >2nZ}\_)\..
i i FESPERAL A

i<

Denotando o; = %, temos a tultima desigualdade acima equivalente a
1

2
(n—1) (Z oci> > 2nZ 04 ;.

i<

Fazendo T(o) = (m—1) (> 1, o)’ —2n 2_i-j iy, obtemos

n 2 n 2
T(lxi) = n Z%) —(Zoq)
s
| i=1 i<

i=1 i=1

= niocf—(ioq) >0

— ZnZ X &

i<j

Y
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pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vé-se ainda que, nesse caso, a igualdade ocorre se
e s6 se todos os «; (e portanto os A;) forem iguais.

Note que o argumento acima também prova que H? = Hy se e s6 se todos os A; forem
iguais, posto que T(A;) = n?(n — 1)[HZ(A;) — Ha(A)].

Para o item (2), observe que H; > Hé segue do item (1). Suponha entao vélida para
algum 2 < k < r. Entao assumindo que Hy, Hy, ... Hx > 0 e Hxy 1 > 0 segue, pelo item
(1.), que Hx > 0. De fato, Hx =0 =0 > Hx ;1 -Hgyy = He gy = 0= H} =0 =
0-Hyyr = Hi1 - Hiyq, isto é, H2 = Hy_; - Hyyy com Hyyy # 0 logo, pelo item (1.),
A=A =--- =\, dai A¥ = Hy = 0 donde A = 0 e, portanto, Hi;1 = 0 o que é uma
contradicao. Assim H; > Hé > > HE, e entao

Hp > Hiq - Hig = HGE - Hig,

1 B

ou ainda Hf > H&l,. Segue agora imediatamente das desigualdades acima que, caso
1 1

Hf = H para algum 1 < k < n, entdo HY = Hy_; - Hiyq. Logo, o item (1) garante

que Ay = -+ = Ay, O

X —n+1 . S L. . .
Teorema 1.2. Sejap: M™ - M uma imersao isométrica entre duas variedades Rie-

mannianas (M™ conexa). Suponha que exista um ponto de M™ onde todas as curvaturas

Principais A, . . ., An sao positivas. Entao, se H, € sempre maior que zero em M™, temos
que o mesmo vale para Hy, k=1,...,vr—1. Além disso,
H* <Hgy e HESH, k=1,...,7

Se k > 2, a igualdade nas desigualdades acima ocorre somente nos pontos umbilicos.

Demonstracao. Devemos mostrar que Hy ¢é sempre positivo em M qualquer que seja
k=1,...,1r—1. O resto é consequéncia direta da Proposi¢ao 1.7.

Seja p € M o ponto onde as curvaturas principais sao todas positivas. Entao, por
verificacao direta, em p € M, Hy > 0. Por continuidade existe uma bola aberta B(p) C M
com centro em p € M tal que as fungdes Hy sao positivas em B(p).

Para qualquer g € M, sendo M conexo, existe um caminho y : [0, 1] — M ligando p e
qcom y(0) =pevy(l)=q. Defina ] ={t € [0,1] \ Hx >0 em v, k=1,...,7— 1}
Seja tg = SupJ. Note que Hx > 0 em B(p) implica ty > 0. Por continuidade, em ty,

1

1 1
Hy > 0 assim, pela Proposicao 1.7 H; > H3 > --- > H/=| > Hf > 0 em t, e, portanto,

ty € J. Agora se fosse ty < 1, por continuidade, existiria uma bola B(y(ty)) € M com
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centro em y(tg) tal que Hy > 0 em B(y(tg)) C M, o que contradiz a nossa escolha de
to = Sup]. Dai, tg = 1.
Assim, obtemos que Hy > 0 em q € M paratodok=1,...;,r—1e, como q € M é

arbitrario, o resultado estd demonstrado. [

. . ~ . fp S+l .
Mostraremos a seguir que toda imersao isométrica \p : M™ — M_  de uma hipersu-

perficie compacta possui um ponto onde todas as curvaturas principais sao positivas, onde

M+1

. representa R™ H™ ! ou um hemisfério aberto de S**!. Para isto, introduziremos

algumas notacoes e relembraremos alguns fatos.

Seja S¢ : R — R definida por

sinh(t), se c¢=—1;
Sc(t) = t, se ¢c=0;

sin(t), se c¢c=1.

ed: MLHI — R a funcao distancia para um ponto fixo py € ML‘“, isto é, d(p) = d(p, po)-
E sabido que d é suave em M?“ \ {po} e llgradd|| = 1.

Agora considere uma hiperesfera de centro pg e raio r, de M:H, a saber:
S'(r)={peM. " dp) =1}

Entao o campo unitario normal (interior) a S™(r) é N = —grad d. Por Jorge-Koutroufiotis

[11], temos que

wm
o~
&

(Vygradd,w) = ((v,w) — (gradd,v){gradd,w)) Vv, w € TMZLH.

Tomando v, w € TS™(r) obtemos

_ — S/(d
(A(v),w) = (=V,N,w) = (V,gradd,w) = chd; (v, w).
Isto diz que todas as curvaturas principais de S™(r) sdo constantes iguais a 2&%3

. - . —nt1 —n+1 e

Proposicao 1.8. Seja{: M™ — M., onde M, = R™ S (hemisfério aberto de

Sn), imersao isométrica de uma hipersuperficie compacta, entdo M™ possui um ponto
L ~ ., —n+1 ~ .

onde todas as curvaturas principais sio positivas. Se M, = H""! entdo existe um

ponto onde as curvaturas principais sao maiores que 1.
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5"

Figura 1.1:

Demonstragdo. Representaremos por py a origem de R™! ou o centro do hemisfério

aberto SI!. Seja @ € M™ o ponto onde a funcio d(p) = d(p,po) atinge o maximo. No

ponto , a hipersuperficie M™ é mais curvada que a esfera S™(r), entdao A; > gég% > 0.

Para o caso hiperbdlico basta observar que % > 1. (Veja Figura 1.1)

]

Finalizaremos esta subsecao apresentando mais alguns resultados envolvendo a funcao

Se(t)
Sc(t)

. Um célculo simples nos mostra que % (%) < 0, entao % é decrescente. Usare-

mos esta informacao para obtermos uma desigualdade que serd utilizada posteriormente
na prova de alguns fatos.

Seja 1 : M — M

. um mergulho de uma hipersuperficie compacta, entao existe

um dominio compacto QO C MTCLH tal que 0QQ = M. Seja ¢ : M™ — R definida por
c(p) =max{t >0 : d(M,exp,(tN(p))) = t},

onde N(p) é o normal a T,M interior a Q e exp,(tN(p)) = S (t) - p + Sc(t) - N(p) é a
aplicacao exponencial de MSH no ponto p aplicada em tN(p) € Tpmgﬂ.

Como (M, expy (c(pIN(p))) = c[p) temos que d(x, exp, (c(pIN(p))) > clp), Vx €
M. Portanto, S™(exp, (c(p)N(p)), c(p)) € Q. Como p € MNS™(exp, (c(p)N(p)), c(p)),

)
segue que as curvaturas principais de M (no ponto p) s@o menores ou iguais a gégzmg

(Veja Figura 1.2). Denotando por H(p) a curvatura média de M no ponto p, temos

, Vte[0,c(p)),
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} S™(exp CENEN o))

Figura 1.2:

onde A qx € @ maior curvatura principal positiva de M no ponto p. Provamos o seguinte

lema

Lema 1.2. Sejap : M™ — M‘Q“, onde Ml‘“ = R™ SiH ou HYL, mergulho de uma

hipersuperficie compacta M™. Entdo, dado p € M™ wale
c(p) < T ' Amax) < T H(H(p)),

onde T(t) = zég;

Como consequéncia do lema acima ganhamos o

Corolario 1.1. Seja{ : M™ — MSH, onde M:H =R™ SH ou H™Y, mergulho de
uma hipersuperficie compacta M™. Se A1, ..., Ax sdo as curvaturas principais de M™ no

ponto p, vale

n

T I(SEt) —AiSe()) < SL(t) — HSc(1).

i=1
para todo t € [0,c(p)). Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Ay = -+ = Ay

(i.e., p € um ponto umbilico).

Demonstragao. O Lema 1.2 implica que S.(t) —A;Sc(t)) > 0, para todo t € [0,c(p)) e

todo 1 <1< n. Pela Desigualdade das Médias, temos

n
n

(LU~ ASe(1) € = 3 (8100 — ASe(t)) = S(t) — HS. 1),
n

1 i=1

1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Ay = - -+ = A,,. O



Capitulo 2

O Teorema de Alexandrov em R™!

Em todo o capitulo denotaremos por V a conexao Riemanniana de R™™! e por V a

conexao Riemanniana de qualquer hipersuperficie M™ de R™ 1.

Teorema 2.1. Seja P : M™ — R uma hipersuperficie orientdvel imersa no espaco
euclidiano R™™ e N um campo normal unitdrio de vetores sobre M™. Entdo, para

r=0,....,n—1, temos
Lo ([WP) = 2[(n = 7)S; + (r + 1)Sy 11 (b, N)].

Demonstracdo. Dado p € M™, seja {e1(p),...,en(p)} C T,M uma base ortonormal
que diagonaliza o operador A em p. Sejam Aq,...,A, os autovalores de A associados
a e;(p),...,en(p), respectivamente. Denote por {ey, ..., e} o referencial geodésico que
estende a base acima a uma vizinhanca de p em M™.

Como Veei(p) =0, Vi=1,...,n, existe a € R tal que V. e; = a;N. Por outro
lado, como (e;, N) = 0 temos (V.. e;,N) = —(ei, Ve, N) = (ei, —V..N) = A;. Portanto,

Veiei = }\IN
Para todo X € X(M™) temos
X = 2(X, ),
consequentemente
XX = 2[X[* + 2(, VxX). (2.1)

19
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Observe que

L (W) = tr[P, - Hesshpl = Y ((P, - Hesshb|*)es, e:)
i=1
= Z(P (Ve gradhb[?) Z e gradpl*, Py (e;))
i=1 -1
— Z?\{(Veigmdhmg, ZA Z ()
i=1 i=1 =1

n
2
= E Aeiei[ Pl
i=1
onde A} é o autovalor de P, associado a e;i(p). Assim,

Lo (/) ZA*elemm (2.2)

Substituindo a Igualdade 2.1 na Igualdade 2.2 obtemos
L (W) = Z 7\{€i€i’1|)|2
i=1

= Y N(Qle® + 20, Vee1))

i=1

= 2i>\{ + 2i)\{<tl),?\iN>
i=1 i=1

= 2&7\{ + 20, N) im{
— —

= 2n—1)5; +2(r + 1)Sr+1<¢7 N>7

ou seja,

Lo(?) = 2l —1)S, + (r+ 1S40 (b, N)]. (2.3)

Como consequéncia temos o seguinte

Corolério 2.1 (Férmula de Minkowski). Seja ¥ : M™ — R™! uma imersao de uma
hipersuperficie compacta orientdvel M™ no espaco euclidiano R™™ e N um campo de

vetores mormal unitario sobre M™. Entao, paratr =0,...,n—1, vale

JUﬂ+HwNMNMMA=Q
M
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Demonstracao. Multiplicando ambos os membros da Igualdade 2.3 por W, onde

r=0,...,1n—1, encontramos

M%T_l)'l—r(llbﬁ) = 2[HT + Hr+1<l'|)7 N>]

Integrando sobre M™ e utilizando o Teorema da Divergéncia, obtemos

B rn—r—1)! 9
JM(Hr+Hr+1<¢,N>)dA - B JMLr(hm JdA
rln—r—1)!

— o 2
= —Q(n!) JM Divm [P, (gradfb|?)]dA

Portanto,

J (Hr +H 1 (W,N)))dA =0, Vr=0,...,n— 1.
M

m
Iremos provar, no teorema abaixo, uma desigualdade integral para hipersuperficies

compactas mergulhadas no espaco euclidiano R™ ™! onde a igualdade caracteriza as esferas.

Vejamos,

Teorema 2.2. Sejap : M™ — R uma hipersuperficie compacta mergulhada no espaco
euclidiano R™. Se a curvatura média H dep com relagcdo ao normal interior N é sempre

positiva sobre M™, entao a sequinte desigualdade € vdlida

1
JM HAA> (n+1)-V(Q),

onde V(Q) € a medida de Lebesgue do dominio compacto Q determinado por M™ com

0Q) = M™. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € uma esfera.

Demonstracao. Fazendo uso da Férmula 4.7

c(p)
J fdv = J J f(expp(tN(p)))F(p, t)dtdA
Q M Jo

com f =1 e levando em conta que, neste caso,
dV(exp, (tN(p))) = (1 = Ait) - ...+ (1 = Apt)dtdA = F(p,t)dtdA

temos

V(Q) = JQ dv = JM Jdp)u “At) .- (1= Ant)dtdA.
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Pelo Lema 1.2 temos c(p) < AL, < H (p). Além disso, se t € (0,c(p)) concluimos

pelo Corolario 1.1 que
(I—=At) ... (1 —=Ant) < (1 —tH)™,

ocorrendo a igualdade somente nos pontos umbilicos. Portanto,

1

V(Q) < JM LH (1—tH)"dtdA

[ o

Hn+1) |,
1 1
= —— | —dA
n+1 JM H
isto é,
1
J —dA > (n+1)-V(Q)
m H
e a igualdade ocorre se, e somente se, 1 é umbilica. O]

Estamos em condi¢ao de enunciar (e demonstrar) o teorema principal deste capitulo.

Fagamos.

Teorema 2.3. Sejap : M™ — R uma hipersuperficie compacta mergulhada no espaco

euclidiano. Se H, € constante para algum 1 < r < n, entao M™ € uma esfera.

Demonstracao. Sendo M™ compacta, existe um ponto onde todas as curvaturas princi-
pais, com relagao ao normal interior, sao positivas.
1
Portanto, H, é uma constante positiva e pelo Teorema 1.2 Hy < H. Utilizando o

teorema anterior, temos

1 1
m+1)-V(Q) < J —dAgJ _dA
m H M H;
1
- T J dA = A;’
Hy Im H;
isto é,
(4 1)HT - V(Q) < A, (2.4)

onde A ¢é a medida de Riemann de M™ e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é

umbilica. Ainda pelo Teorema 1.2 temos
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Disto, juntamente com a Férmula de Minkowski (Corolério 2.1), segue que

0 = J (Hy—1 + H: (), N))dA
M

> j (H7 4 H, (b, N))dA
M

— H;TJ (14 H7 (i, N))dA
M
Portanto,
J (14 Hi (b, N))dA < 0. (2.5)
M

Seja QO € R™"! 0 dominio compacto determinado por M™ com 9Q = M™. Se x denota

o vetor posicao em R™! e A representa o Laplaciano euclidiano, temos

o n+1 62’ ’2
Alx|* = Z n+1).
Assim, pelo Teorema da Divergéncia, obtemos
1 r
| e = 5 e oNpea
M 2Jm
1 r
= — | div(grad|x|*)dV
2Ja
1 —
= —| Ax*av
2Ja
= (n+1)-V(Q),
ou seja,
- [ wNaa=me-via) 2.6)
M

onde N ¢ escolhido sendo o campo normal interior em relacao a Q e V(Q) é a medida de
Lebesgue de Q.
Multiplicando a Igualdade 2.6 por Hr% , subtraindo A de ambos os membros e levando

em conta que H, é uma constante positiva, obtemos
A—Hin+1)-V(Q) = A—l—J Hi (b, N))dA
M
1
— J (1+H; @, N))dA
M

Portanto, pela Desigualdade 2.5, temos

Jun

A<HI(n+1)-V(Q).

==
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Disto, juntamente com a Desigualdade 2.4, decorre que
A=(n+DH! - V(Q)

0 que prova o teorema.



Capitulo 3

O Teorema de Alexandrov em H"t!

Denotaremos as (n + 2) componentes de um ponto x € R™2 por (xg, X1, ..., Xni1)-

Seja R o espaco vetorial R™*2 munido com a pseudométrica
(, )R} xR >R
dada por
<Xay> = —XoYo +X1Y1 + ... ¥ Xn+1Yn+1-
Esta métrica pseudorriemanniana é chamada métrica de Lorentz.

O espaco hiperbdlico real de curvatura seccional constante —1 pode ser visto como a

hipersuperficie tipoespaco de RT"? definida por
H™" = {x e RV \ x| = —1, xo > 1,

com a métrica positiva definida induzida pela métrica de Lorentz de R}**2.

Dado X € X(H™*!), se x denota o vetor posicao em H"™ ! temos
0 = X[x[* = 2(X, x)

o que implica (X,x) = 0 qualquer que seja X € X(H"*!). Portanto o campo normal
unitdrio a H™ ™! é o préprio vetor posicao.

Seja P : M™ — H"™*! uma imersao de uma hiperfuperficie compacta orientével no
espaco hiperbélico. Podemos ver \p como uma aplicacdo 1 : M™ — R} com > = —1
e g > 1. Da mesma forma, um campo normal unitario correspondendo a 1\ pode ser
considerado como uma aplicacio N : M™ — R*2 com N2 =1 e ({},N) = 0.

Tome a € R, arbitrariamente, e defina as funcoes F: H**! — Re f: M™ — R por
F=(x,a) e f=(,a). (3.1)

25
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Observe que sendo f a resticao de F a hipersuperficie M™ vale
grad (f) = Pm(grad (F)),

onde Pn(grad (F)) representa a projecao do gradiente de F no plano tangente de M™.
Em todo este capitulo denotaremos por V, V e V as conexdes Riemannianas de M™,

H™+! e R, respectivamente.

Teorema 3.1. Seja P : M™ — H™ ™ wuma hipersuperficie orientdvel imersa no espaco

hiperbélico. Para todo 0 <1 <n—1 e a € R arbitrdrio, a sequinte formula € valida

Lr((d”v a>) = (TL _ T)Sr<1l), Cl) + (T + 1)Sr+1<N7 (1>.

Demonstragdo. Sejam F e f as funcoes definidas em (3.1). Se X € X(H™*!), entao X(F) =
(X, a). Portanto grad(F) = Pgn+1(a), onde Pyn+1(a) representa a projeciao de a € R}2
no plano tangente de H™ !, Como consequéncia, obtemos

grad (f) = Ppm (Pgn+1(a)).

Dados X, Y € X(M), temos

<l|

(Vxgrad(f),Y) = m(Prn+1(a)),Y)

<l|

X PHn+1 a) - <PHn+1(Cl), N)N],Y)

<

XPH“+1 ) + Vx[ <PHn+1(Cl), N>N], Y>

M

PHn+1 ) Y> + <PHn+1 ((1), N><—va, Y>
xla + (@, V)Wl,Y) + (a, N)(A(X),Y)
a, ><VX¢ Y> <C1,N><A(X)’Y>

<l||

(Vx
{
{
=
{
{
{

a, )X, Y) + (a, N){A(X), Y),

isto é,
(Vxgrad(f),Y) = (b, a)(X,Y) + (N, a)(A(X), Y).

Por outro lado, dada uma base ortonormal {e,---,e,} de M™ que diagonaliza o
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operador A, temos

M

,ﬂ
I
_

tr[P, Hessf] = (Pr(Ve,grad(f)), e)

|
.I\/];

|_.
I
_

(Ve grad (), Pr(ei))

A (Ve grad (), ei)

I
.I\/]:

.~
I
_

I
hE

AL, a)(eis eq) + (N, a)(Afei), ei)]

H
I
_

)\IKII)) Cl> + 7\i<N7 a>]

I
.M:

i=1

= (,a) ) A[+(N,a) ) A,
i=1 i=1

onde A} e A; sao os autovalores de P, e A, respectivamente, associados ao autovetor e;.

Portanto,
L.((Y,a)) = tr[P.Hess(,a)l
= (@) ) A[+(N,a) ) A\
i=1 i=1
= (), a)tr[P,] + (N, a)tr[AP,]
= (Tl - T)Sr<1b7 CL> + (T + 1)Sr+1<Na a):
ou seja,

LT(<1-I)7 (1>) = (T‘L - T)Sr<1l), a) + (T + 1)Sr+1<N7 CL>.

Como consequéncia temos o seguinte

Coroldrio 3.1. Seja : M™ — H™ " uma hipersuperficie compacta orientdvel imersa no
espago hiperbélico. Para todo 0 < 1T <n—1 e a € R}? arbitrdrio a sequinte igualdade
¢ valida

JM(Hr<¢a Cl> + Hr+1<N, a))dA =0.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, vimos que para 0 <r < n —1 vale

L(($, @) = (=18, (%, @) + T+ 1)Sy41(N, ).
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Logo, multiplicando ambos os membros por W, obtemos
rm—r—1)! rI(n—r1)! r+1D!(n—(r+1))!
PR (e = TS a) S S¢11(N @)

- Hr<q)7 CL> + HT+1<N7 (l>.

Portanto, integrando a igualdade acima sobre o compacto M™ e utilizando o Teorema

da Divergeéncia, obtemos

rin—r—1)!

J (Hi (W, a) + Hy11(N,a))dA = —‘J L.(Y,a))dA
M n M

rn—r—1)!

= —‘J div[Pygrad ((P, a))]dA
n: M

Consequentemente, para todo 0 < r < n— 1, vale que
| o0+ He N aar = o.
M

]

No teorema seguinte provaremos uma desigualdade integral para hipersuperficies mer-
gulhadas no espaco hiperbélico H" ™!, cuja igualdade caracteriza as hiperesferas geodésicas.

Para comecar, denote por p a funcao positiva p : (1,+00) — R definida por

[cosh(t) — u - sinh(t)]™ cosh(t)dt.

arc cotgh (1)
ol = |

0
Teorema 3.2. Seja 1 : M™ — H"™ um mergulho de uma hipersuperficie compacta
M™ no espaco hiperbolico H". Assuma que a r-ésima curvatura média H,., para algum
1 <r<n, com relacdo ao normal interior N satisfaz H, > 1 em todos os pontos de M™.

Entao, temos

JM(<w, a) + H} (N, a))p(H})dA > 0

para a € RI'2 com |al> = —1 e ay < —1. Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

M™ € uma hiperesfera geodésica.

Demonstracao. Denote por Q o dominio compacto em H™! com 00 = M™. Se x é o
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vetor posicio dos pontos de H™ ! em R e a € R}, entdo

Alx,a) = divgna[grad((x,a))] = Y (Ve grad((x, a)), e;)
= Z(VeiPHﬂl(a), ei) = Z(Vei [a + (x, a)x], e;)
= Z< <X7 a>v€ix7 ei> = <X7 CL> Z(ei7 ei>
— (n+xa), )
isto é,
Alx,a) = (n+1)(x,a) (3.2)

onde A é o Laplaciano em H™*!. Integrando a Igualdade 3.2 em Q e utilizando o Teorema
da Divergeéncia, segue que

r

J m+1){x,a)dV = Ax, a)ydV

Q Ja

= divgn+1[grad ({x, a))]dV
Jo

= div Hn+1 [PHn+l (a)] dV

Jo

— | (=N, Puni(a))dA

Im

= —JM<N,a>dA,

ou seja,
J (n+1)<x,a>dV:—J (N, a)dA,
Q M

onde N ¢ escolhido sendo o normal interior em relagao a Q.
Como exp, (tN(p)) = cosh(t) - p + sinh(t) - N(p), obtemos da Igualdade 4.9 que

n

dV(exp, (tN(p))) = [ J(cosh(t) — A; sinh(t))dtdA.

i=1

Fazendo uso da Férmula 4.7 com f = (n+ 1)(x, a), obtemos

—JM<N,a)dA:

c(p) n
J J ’ (n+ 1)(cosh(t) - p + sinh(t) H (cosh(t) — Ay sinh(t))dtdA.
M

i=1
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No ponto de M™, onde a funcao distancia de H™"! alcanca o méximo, todas as cur-

vaturas principais sao positivas, na verdade, elas sdo maiores que 1 (veja Proposigao 1.8).

Isto combinado com a hipdtese H; > 1 e o Teorema 1.2 nos da
1
1 <Hi <H.

Pelo Lema 1.2 temos,

c(p) < arc cotgh (Amax) < arc cotgh (H(p)) < arc cotgh(Hf (p)),

Além disso, se t € (0,c(p)) o Corolario 1.1 nos diz que
< (cosh(t) — Hsinh(t))™

(cosh(t) — Ay sinh(t)) - ... (cosh(t) — A, sinh(t))
< (cosh(t) — Hf sinh(t)™

e a igualdade ocorre somente nos pontos umbilicos.
|a|2 = _17

Observe que (,a) > 1 para todo x € Q pois x, a € R com [x|?

Xo = 1 e ap < —1. Portanto, obtemos
—J (N, a)dA <
M

1
arc cotgh (H)

(n+1)(cosh(t)-p+sinh(t)-N(p), a)(cosh(t) — Hi sinh(t))"dtdA, (3.3)

J M J 0
e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é umbilica e portanto uma hiperesfera geodésica.

Agora, veja que para todo p em M™
) (3.4)

arc cotgh (HT%) 1 1
J (n + 1)(cosh(t) — Hy sinh(t))™(sinh(t) — Hy cosh(t))dt = —1
0
= cosh(t) — HT% sinh(t).

Para ver isto, é suficiente fazer uma mudanca de variavel w

Multiplicando a Igualdade 3.4 por (N, a) e integrando em M™, obtemos
— J (N,a)dA =
M

arc cotgh (H)

(n + 1)(cosh(t) — Hi sinh(t))"™ (sinh(t) — HF cosh(t))(N, a)dtdA.

I
Substituindo esta expressao na Desigualdade 3.3 e dividindo por (n + 1), segue que

1
arc cotgh (HT) 1 L
(cosh(t) — Hy sinh(t))™ cosh(t)({p, a) + Hi (N, a))dtdA

o< [
Im Jo
1
arc cotgh (Hy) 1
(cosh(t) — Hj sinh(t))™ cosh(t)dt | dA

({p, @) +H} (N, a)) j
JM 0
((p. @) + Hi (N, a))p(HF )dA.

JM



Capitulo 3. O Teorema de Alexandrov em H"™*! 31

Isto conclui a demonstracao. O

Tal como no caso onde o espaco ambiente era o espaco Euclidiano, podemos deduzir
a partir dos resultados vistos acima um teorema correspondendo a um tipo de Teorema

de Alexandrov. Vejamos, entao, o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.3. Seja M™ uma hipersuperficie compacta mergulhada no espago hiperbdlico

H"*. Se H, € constante para algum 1 <1 < n, entdo M™ é uma hiperesfera geodésica.

Demonstracao. Como foi observado na Proposicao 1.8, existe um ponto de M™ onde todas
as curvaturas principais sao maiores que 1. Portanto, a constante H, é também maior

que 1. Assim, do Teorema 3.2, temos
J ((p, @) + Hi (N, a))dA > 0 (3.5)
M

1
para todo a € R tal que |a]?> = —1 e ay < —1, pois p(H;) é uma constante positiva.
A igualdade (na Desigualdade 3.5) ocorre se, e somente se, M™ é umbilica. Por outro
r—1
lado, o Teorema 1.2 nos d4 H,_; > H," . Observe ainda que (p,a) > 1 para todo

p € M™. Portanto, o Corolério 3.1 implica

0 = J (Hy—1(p,a) + H:(N, a))dA
M

WV

J (H:™ (p. @) + Hy(N, a))dA
M

r—1

. J ((p, @) + HF (N, a))dA.
M

Porém H, é uma constante positiva, entao
JM((p, a) + Hi (N, a))dA < 0.

Desta desigualdade juntamente com a Desigualdade 3.5 encontramos
| (p.a)+HiN anar=o,

o que demonstra o teorema. O



Capitulo 4

O Teorema de Alexandrov em S™!

Seja S*! = {x € R""? : (x,x) = 1} a esfera unitaria (n + 1) dimensional de R™*?
com a métrica induzida pela métrica usual de R"*2. Dado X € X(S™™!), se p denota o
vetor posicao em S™*!, temos

0 = XIpl* = (X, p).
Portanto o campo normal unitario a S™*! é o préprio vetor posicao.

Seja P : M™ — S™! uma imersao de uma hipersuperficie compacta orientével na
esfera unitdria. Podemos ver 1 como uma aplicacao P : M™ — R"™2 com P> = 1.
Desta maneira, um campo normal unitario correspondendo a 1 pode ser visto como uma
aplicagao N : M™ — R™"2 com N> =1 e ({,N) = 0.

Tome a € R™"? arbitrdrio e defina as funcoes F: S™"!' — R e f: M™ — R por

F=(x,a) e f=,a). (4.1)
Observe que sendo f a resticao de F a hipersuperficie M™ temos

grad (f) = Pm(grad (F)),

onde Pp(grad (F)) denota a projecao do gradiente de F no plano tangente de M™.
Em todo este capitulo denotaremos por V, V e V as conexdes Riemannianas de Y
St e R™2 respectivamente.

Temos, de maneira analoga ao caso hiperbdlico, os seguintes resultados:

Teorema 4.1. Seja P : M™ — S™ uma hipersuperficie orientdvel imersa na esfera

unitdria. Para todo 0 <1t <n—1 e ac R"?2 arbitrdrio, a sequinte formula € valida
Lo, @) = (r+ 1S (N, @) — (n—1)S, (i, ).

32
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Demonstragdo. Sejam F e f as funcoes definidas em (4.1). Se X € X(S™1), entao X(F) =
(X, a). Assim grad (F) = Pgn+1(a), onde Pgn+1(a) denota a projegao de a € R™*2 no plano

tangente de S™!. Portanto,
grad (f) = Ppm(Psni1(a)).

Dados X, Y € X(M), temos

(Vxgrad(f),Y) = (Vx[Psni(a) — (Pgnei (@), NINLY)
= (Vxla—(a,p)] — (Pgaia(a), N)VxN,Y)
= —(a, )X, Y) + (a,N)(A(X),Y),
isto &,
(Vxgrad (f),Y) = (N, @)(A(X), Y) — (@, p)(X, V).
Portanto, dada uma base ortonormal {e;(p), ..., en(p)} de T,M™ que diagonaliza o

operador A, temos

L.((P,a)) = tr[P,Hess(1,a)l

n

= Y (Pi(Ve,grad((h, a))), e)

i=1
n

= Z(Veigmd((\b,a)),]’r(ei))

i=1

= > NN, a)(Aler), ex) — (b, a){es, )]
i=1

= (N,a) ) MAT—(h,a) ) A}
i=1 i=1
= <N7 a>tT[APr] - <1b, a>tT[Pr]
= (r4+1)S:1(N,a) — (n—7)S.(\, a).

onde A e A; sao os autovalores de P, e A, respectivamente, associados ao autovetor e;. [
Como consequéncia direta temos o seguinte

Corolario 4.1. Seja P : M™ — S™! uma hipersuperficie compacta orientdvel imersa na

esfera unitdria. Para todo r=0,...,n—1 e a € R™"2 arbitrdrio, temos

| trea) = Hoa N war =0,
M
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Agora, considere 1\ : M™ — S™"! uma hipersuperficie compacta mergulhada na esfera
unitdria, e O um dominio compacto em S™! com 0Q = M™. Se x é o vetor posicao dos

pontos de S* em R™2 e a € R™"?2 arbitrario, entao

Ax,a) = —(n+ 1)(x, a), (4.2)

onde A é o Laplaciano em S™*'. De fato,

n+1

Alx,a) = Y (Vegrad((x,a)), e;)

i=1

n+1

_ Z(Vei [a— (a,x)x], e;)
e won

- Z(—(a, x)eq, ei) = Z —(a,x)
i=1 i=1

= —(n+1){a,x).

Integrando a Igualdade 4.2 em Q) e utilizando o Teorema da Divergéencia, segue que

J m+1{x,a)dV = —| A{x,a)dV
Q Jo

= — | divgnrilgrad({x, a))]dV
J Q
= — div §n+1 [Pgn+1 (a)] dv
J Q

= —| (=N,Pgnii(a))dA

= J (N, a)dA,
M
isto é,

J (m+1)(x,a)dV :J (N, a)dA,
e} M

onde N ¢ escolhido sendo o normal interior em relagao a Q.

Como exp, (tN(p)) = cos(t) - p +sin(t) - N(p), obtemos da Igualdade 4.9 que

dV(exp, (tN(p))) = [ J(cos(t) — A sin(t))dtdA.

i=1

Utilizando a Férmula 4.7 com f = (n+ 1)(x, a), obtemos

JM<N,a)dA:

c(p) n
J J ’ (n+ 1){cos(t) - p +sin(t) - N(p), a) H(cos(t) — Ay sin(t))dtdA. (4.3)
M

o i=1
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No teorema seguinte provaremos uma desigualdade integral para hipersuperficies mer-
gulhadas na esfera unitdria S™™!' com a igualdade caracterizando as hipersuperficies
umbilicas.

De inicio, denote por p a funcao positiva definida em (0, +o00) por

arc cotg (1)
p(u) = J ’ [cos(t) —u - sin(t)]™ cos(t)dt.
0

Teorema 4.2. Seja P : M™ — S™ uma hipersuperficie compacta mergulhada na esfera
unitdria e contida mno hemisfério aberto com centro a € S™1. Se a r-ésima curvatura

média H,, para algum v =1,...,n, € positiva em todos os pontos de M™. Entao
1 1
| (a1 N apptiian =0
M
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € umbilica.

Demonstra¢ao. No ponto de M™, onde a funcao altura (1, a) alcanca o maximo (este
méximo existe devido a compacidade de M™), todos as curvaturas principais sao positivas
pois M™ estd no hemisfério aberto de centro a € S™!' (veja Proposigao 1.8). Isto,

combinado com a hipdtese H, > 0 e o Teorema 1.2 nos da
0<H <H,
Pelo Lema 1.2, temos
c(p) < arc cotg(Amax) < arc cotg(H(p)) < arc cotg(HT% (p)).
Além disso, se t € (0,c(p)) o Corolario 1.1 nos diz que

(cos(t) — Aysin(t)) - ... (cos(t) —Ansin(t)) < (cos(t) — Hsin(t))™

< (cos(t) — Hr% sin(t))™

e a igualdade ocorre somente nos pontos umbilicos.
Como M™ é mergulhada existem Q;, Q, C S™! dominios compactos tais que 0Q; =
00, =M™ e Q;UQy =S™. Seja ) o dominio contido no hemisfério de centro a e N

o normal interior a ), entao
(cos(t) - p +sin(t) - N(p),a) >0
Portanto, da Igualdade 4.3 obtemos

JM(N,chAg
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arc cotg(H%) 1
JM Jo (n+ 1){cos(t) - p +sin(t) - N(p), a)(cos(t) — Hy sin(t))"dtdA, (4.4

e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é umbilica. Agora, note que para todo ponto

p em M™

arc cotg(HT%)
J (n+ 1)(cos(t) — Hr% sin(t))™(sin(t) + H% cos(t))dt = 1. (4.5)
0

De fato, é suficiente fazer a mudanca de varidvel w = cos(t) — HT% sin(t). Multiplicando

a Igualdade 4.5 por (N, a) e integrando em M™ obtemos

JM<N,a)dA:JM

Substituindo esta expressao na Desigualdade 4.4 e dividindo por (n+ 1), segue que

arc cotg(Hr%) 1 1
J (n+1)(cos(t)—H;y sin(t))™(sin(t)+H;y cos(t))(N, a)dtdA.

0

arc cotg(HT%)
0 < J (cos(t) — HF sin(t))™ cos(t)((p, a) — Hi (N, a))dtdA

Im Jo
r 1 arc cotg(Hr%) 1

= ((p,a) —Hi(N,a)) J (cos(t) — Hy sin(t))™ cos(t)dt | dA
IM 0
[ 1 1

= | ({p,a) —Hi(N,a))p(Hr)dA.
J M

o que encerra a demonstracao. [

De forma andloga ao caso hiperbdlico obtemos o teorema principal deste capitulo.

Vejamos,

Teorema 4.3. Seja M™ uma hipersuperficie compacta mergulhada num hemisfério aberto
de SM1. Se H, € constante para algum v = 1,...,m, entdo M™ € uma hiperesfera

geodésica.

Demonstracao. Como foi destacado na Proposicao 1.8, existe um ponto de M™ onde todas
as curvaturas principais sao positivas. Portanto a constante H, ¢, também, positiva.

Ainda pelo Teorema 4.2, temos
J ((p,a) — Hi (N, a))dA > 0, (4.6)
M

1
onde a € S™! é o centro do hemisfério aberto que contém M™, pois p(Hy) é uma
constante positiva. A igualdade na Desigualdade 4.6 ocorre se, e somente se, M™ é

umbilica.
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g
Por outro lado, o Teorema 1.2 nos diz que H,"™ < H,_;. Note ainda que (p,a) > 0

para todo p € M™. Assim, o Corolario 4.1 acarreta
0 = J (Hrfl<pa a) - Hr<N7 a>)dA
M
> J (H:™ (p. @) — Hy(N, a))dA
M

r—1

W J ((p, @) — Hi(N, a))dA.
M

Como H, é uma constante positiva, a desigualdade acima implica

[ ((p,a) = HI (N, a))dA <0

JM

e esta desigualdade juntamente com a Desigualdade 4.6 nos d&

((p, @) — HI (N, a))dA =0

JM

o que conclui a demonstragao do teorema. O

4.1 Toro de Clifford

O objetivo desta secao é mostrar que, no Teorema 4.3, a hipdtese da hipersuperficie
M™ estar mergulhada num hemisfério aberto de S™*! é indispensével para a obtencao
do resultado. Faremos isto através de um exemplo. Apresentaremos uma hipersuperficie
(Toro de Clifford) mergulhada em S™"! com H, constante para algum r =1,...,n.

Antes, porém, precisamos relembrar alguns fatos e definigoes.

Definicao 4.1. Sejam My e My variedades Riemannianas e considere a variedade produto
My x My. Sejam 1 : My X My — My e o : My X My — My as projecoes naturais.
Introduzimos em My X My uma métrica Riemanniana, denominada métrica produto,
pondo:

(W, V) (ppa) = (dmm (), drry (v)),, + (drra (), d7a(v))2,

para todo (p1,p2) € My X Ma, U, v € T, py)Mi X My, Onde (, )' e (, )? representam

as métricas Riemannianas de My e My, respectivamente.

Sejam S™ (1) = {p1 € R™MF\ (py,p1) = 1}, S™2 (1) = {pa € R™*1\ (py, py) = 73}
e f, g as imersoes isométricas de S™ (r;) C R™ ™! e S"2(1ry) € R™*! dadas pelas inclusoes
canonicas. Ou seja

f:S™ (Tl) — Rn1+17 f(pl) =P,
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g:S™(ry) = R™* g(ps) = po,

e considere o produto dessas imersoes
@ =fxg:SM(r) x S"2(ry) = R o(py,ps) = (f(p1), gp2)).
Observacao 4.1. Nao € dificil verificar que @ € um merqulho.

Sejam N =n; + Ny e Ty, Ty € R tais que 17 + 13 = 1. Para todo (p1,p2) € S™(r1) x

S"2(ry), temos |(p1, p2)I* = [p1l* + |p2/* = v + 12 = 1. Portanto, temos a imersao
@ :S™ (1) x S"2(1y) — S™HL
chamada de toro de Clifford.

Proposicao 4.1. Se @ : S™ (11) x S™2(1y) — S™! € um toro de Clifford, entdo um vetor
normal e unitdrio em um ponto (p1,p2) € S™ (1) x S"2(ry) € dado por

T2 T

N =(—2p,, Xp,).
( p17r2‘p2)

T1
Demonstragao. Ponha M™ = S™ (1) x S™2(r3). Assim, como T(p, p,)yM ~ T,,S™ (1) X

T,,S™2(12), dado v € T(p, p,)M temos v = (v1,v5) com v; € T, S™i(r;), i =1, 2. Logo,

T T
NV = ((—2p1, —pa), (vi,v2))
T1 To
T T
= —T—jﬁ?h"l) + T—;<P2,V2> =0

pois (p1,v1) = (p2,v2) = 0. Entdo N é normal a M™ em (py,p2). Além disso,

T T T T
IN]? = «—fpbépﬁx—fpbépﬂ>
_ T i

— T’% <p17p1>1’% <p2,p2>

2 2

T T

= Zri+ T
T 12

2

2

1
_ 2 2
= 15+17 =1

o que prova que N é unitario. O

= (p1,p2) e

Considere « : (—¢,e) — M™ uma curva diferenciavel com «(0) = p
o/(0) =v = (vi,v2). Entao a(t) = (o1 (t), xa(t)), onde o : (—e, e) = S™i(ry),i=1, 2 e

portanto

(Noa)(t) = (— 2oy (1), Lay(t)).
T T2
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Logo,

AN,() = S (No o)ty

Em particular, para w = (wy,0), temos

T T
AN (@) = (~2@,0) = —2(w,,0) = —2w.
T1 T T

Da mesma maneira, para w = (0, ws), temos

Provando que os autovalores da segunda forma fundamental A da imersao @ sao :—j e —:—;

(note a troca dos sinais!), sendo os autoespacos a eles associados de dimensao n; e Ny,

respectivamente. Portanto existe uma base {e1, ..., en} em T,M na qual A tem a seguinte
forma:
Ty
[A] — " Inl ’ )
0 —:—;Im

onde I,,, e [,,, denotam, respectivamente, as matrizes identidade de ordem m; e ns.

Observagao 4.2. Note que a r-ésima curvatura média H, do toro de Clifford é constante

para todor =1,...,1n.

Observacao 4.3. Paran =2k, N =Ny =kKer; =79 = \/75 temos que a curvatura média
: 5 : — . k(2 k(V2 2k+1 4
do toro de Clifford ¢ identicamente nula (H = 0). Ou seja, S¥(%5%) x S*(*5) C §¥F+! ¢

uma hipersuperficie minima.

Observe também que o toro de Clifford nao estd contido em nenhum hemisfério aberto

de S™*! pois 0 mesmo contém pontos antipodas.



Apendice

. . . . . ~ <+l . . .
Sejam M™ uma variedade Riemanniana de dimensaon, M,  uma variedade Riemanni-
ana completa, simplismente conexa de curvatura seccional constante igual a ¢ € {—1,0, 1}

e1.|):7\/l“—>mn+1

. um mergulho compacto, entao M™ ¢ a fonteira de um dominio com-

5 n+1 . , C . . . N
pacto QO C M:+ , isto é, 0QQ = M™. Escolhendo N o campo unitario normal interior a
M™ temos, para toda funcao integravel f: QO — R, a seguinte férmula de integracao

c(p)
J fdv = J J f(exp, (tN(p)))F(p, t) dtdA, (4.7)
Q M Jo

onde dV ¢é a medida Riemanniana de MSH, dA ¢é a medida induzida sobre M™,

c(p) =max{t >0 : d(M,exp, (tN(p)) =t} e F(p,t) é¢ dada por
dV(exp, (tN(p))) = F(p, t) dtdA. (4.8)

Agora consideremos a funcao S. : R — R definida por

sinh(t), se c¢=—1;
Sc(t) = t, se ¢=0;

sin(t), se c=1.

Neste caso, exp, (tN(p)) = S((t) - p+Sc(t) - N(p) ¢ a aplicacio exponencial de MSH
no ponto p aplicada em tN(p) € Tpmgﬂ. Quando ¢ : M™ — M

¢ ¢ um mergulho

podemos parametrizar QO com
Pi(p) = exp, (tN(p)) = Sc(t) - p + Sc(t) - N(p),

onde t € [0,c(p)) ep € M™.
Observe que

d d
<all)t(p)a all)t(PD =1

40
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De fato, como (b (p), by (p)) = (SZ(1))2 - Ipl + 252 (t) - SL() (p, N(p)) + (SL(1))?
temos que, para ¢ = 0, é imediato. Para ¢ = —1, lembrando que (p,N(p)) = 0 e

Ip|l> = —1, temos
(e (p), e (p)) = —(sinh()* + (cosh(t))* = 1
dt e Pl g P = U
Para ¢ = 1, observando que (p,N(p)) =0 e ||pl|* = 1, temos
d d .
(all)t(]ﬂ), all)t(]?)) = (—sin(t))* + (cos(t))* = 1.

Seja {e1,...,en} C ToM uma base ortonormal que diagonaliza o operador A e seja

& @ (—e, €) =& M™ uma curva suave tal que o;(0) =p e &{(0) =e;, 1 <1< n. Assim,

abu(pec = T bulon()lsco = - (SLE) - aa(s) + Selt) - Nlaa(s))lco
= L0 + Se(t) S N(o(s)) oo = SL(H) - e~ Sc(t) - Aled)

= (Si(t) —AiSc(t))ey.
Portanto,
(A (p) e, dbe(p) €5) = 835(SL(t) — AiSc(t)).
Observe ainda que
(S0u(p), dbp) e = 0.

Donde concluimos que a matriz da métrica de Q é

1 0 0
0 (SL(t) —AiSc(t)? --- 0

G: . .
0 0 e (SE(t) = AnSc(1))?

Consequentemente, o elemento de volume dV de QQ é dado por

dV = Vdet o dtdA = [ J(SL(t) —AiSc(t)) dtdA. (4.9)
i=1
Concluimos que,
J fdv = J Jdp) f(exp, (tN(p))) ﬁ(S’ (t) — AiSc(t)) dtdA. (4.10)
Q M P ¢

0 i=1
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