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Humberto, André, Prof. Marcolino, Wilson (coração de papel), Dr Ernani (professor

da UFC), Kelton. Agradeço também aos amigos que fiz na UFC, Damião, Tiago Veras

(buda), Disson, Eraldo;
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Resumo

Estudaremos folheações de formas espaciais por hipersuperf́ıcies completas, com algu-

mas restrições sobre as curvaturas médias de ordem superior. Em particular, no espaço

Euclidiano, obteremos um teorema tipo-Bernstein para gráficos cujas curvaturas média

e escalar não mudam de sinal, mas por outro lado, não necessariamente são constantes.

Estabeleceremos também a não existência de folheações da esfera Euclidiana cujas folhas

são completas e possuem curvatura escalar constante, assim estendendo um teorema de

Barbosa, Kenmotsu e Oshikiri. Para o caso geral de folheações r-mı́nimas do espaço Eu-

clidiano, possivelmente com um conjunto singular, utilizamos um teorema de Ferus para

obter condições sob as quais as folhas não-singulares são folheadas por hiperplanos.
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Abstract

We study foliations of space forms by complete hypersurfaces, under some mild condi-

tions on its higher curvatures. In particular, in Euclidean space we obtain a Bernstein-type

theorem for graphs whose mean and scalar curvature do not change sign but may on the

other hand be nonconstant. We also establish the nonexistence of foliations of the stan-

dard sphere whose leaves are complete and have constant scalar curvature, thus extending

a theorem of Barbosa, Kenmotsu and Oshikiri. For the more general case of r-minimal

foliations of the Euclidean space, possibly with a singular set, we are able to invoke a

theorem of Ferus to give conditions under which the non-singular leaves are foliated by

hyperplanes.
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Introdução

Folheações, de codimensão 1, de espaços Riemannianos têm sido estudadas desde o

começo do século passado. Em 1915, S. Bernstein [17] provou que os únicos gráficos

mı́nimos inteiros no R3 são os planos. Este resultado foi extendido por J. Simons [13]

para gráficos mı́nimos inteiros em Rn+1, para n 6 7. Em 1968, E. Bombieri, E. de Giorgi

e E. Giusti [7] mostraram que o resultado não vale para n > 8.

Uma extensão natural para o problema descrito acima, é considerar folheações com-

pletas de formas espaciais de codimensão 1 cujas folhas têm curvatura média constante.

Neste sentido, J. L. Barbosa, K. Kenmotsu e G. Oshikiri [4] provaram que, se o espaço em

questão é flat então uma tal folheação deve ter folhas mı́nimas, e que a esfera Euclidiana

não adimite uma folheação com tais propriedades.

No Caṕıtulo 1, começamos com um breve resumo de conceitos e resultado que serão

de fundamental importância para o bom entendimento deste trabalho.

No Caṕıtulo 2, apresentamos na Seção 2.1 o conceito de distribuição tangente (ou

simplesmente distribuição) e daremos destaque ao importante Teorema de Frobenius. Na

Seção 2.2, apresentamos o conceito de ı́ndice de nulidade relativa, algumas propriedades

e provamos o Teorema de Ferus, que é de fundamental importância no desenvolvimento

deste trabalho.

O Caṕıtulo 3 é dedicado ao operador Lr, onde destacamos algumas de suas pro-

priedades, calcularemos o Lr das funções suporte e apresentamos um resultado relacio-

nando a derivada de uma contração com o divergente de um campo.

No Caṕıtulo 4, destacamos a Proposição 17 por sua importância na demonstração do

Teorema 7, feita no Caṕıtulo 5.

Ainda no no Caṕıtulo 5, consideraremos variedades Riemannianas munidas de fol-

heações transversalmente orientáveis, ou seja, tais que é posśıvel escolher um campo ve-

torial unitário N suave, normal a cada folha da folheação. Quando a variedade ambiente
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Sumário 2

é a esfera Euclidiana provamos o seguinte resultado:

Não existe folheação suave na esfera Euclidiana Sn+1 transversalmente orientável de

codimensão 1, cujas folhas são completas e possuem curvatura escalar constante maior

que 1.

Finalmente, no Caṕıtulo 5, calculamos uma expressão para a divergência do campo

Pr(∇NN). Também consideramos uma generalização do problema de Bernstein, que é o

estudo de folheações r-mı́nimas do espaço Euclidiano. Neste caso, utilizamos o Teorema

de Ferus para provarmos o resultado abaixo:

Seja F uma folheação suave, transversalmente orientável, singular, de codimensão 1

de Rn+1, cujas folhas são completas, r-mı́nimas e tal que Sr não muda de sinal nas folhas.

Se |X| ∈ L1 e |A| é limitada em cada folha, então cada folha tem nulidade relativa de no

mı́nimo n−r. Em particular, se Sr 6= 0 na folha, então esta folha é admite uma folheação

por hiperplanos de dimensão n− r.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo estabeleceremos a notação a ser usada e recordamos alguns conceitos

e fatos básicos, necessários ao desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes. Sendo assim, a

prova de alguns resultados não será feita, mas em todo o texto ficará clara a referência

para obter tais justificativas. Para recomendamos detalhes recomendamos ao leitor a

referência [6].

1.1 Gradiente e Hessiano

No que se segue Mn denotará uma variedade Riemanniana suave, munida da métrica

Riemanniana 〈, 〉 e conexão Riemanniana ∇.

Definição 1 (Gradiente). Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o

campo vetorial suave ∇f ∈ X(M), definido em M por

〈∇ f,X〉 = X(f), (1.1)

para todo X ∈ X(M).

No lema abaixo, apresentamos uma forma de escrever o gradiente de uma função em

um referencial ortonormal local.

Lema 1. Sejam f :Mn → R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal

local em uma vizinhança aberta U ⊂M. Então

∇ f =
n∑
j=1

ej(f)ej,

e o segundo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

3



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 4

Demonstração. Seja X = xiei em U, então:

X(f) =

n∑
i=i

xiei(f) =

〈
n∑
i=i

xiei,

n∑
j=1

ej(f)ej

〉
=

〈
X,

n∑
j=1

ej(f)ej

〉
.

Dáı, por (1.1)

∇ f =
n∑
j=1

ej(f)ej.

Se {e1, . . . , en} for outro referencial ortonormal em U, com ej =

n∑
j=1

xijei em U, então

a matriz (xij(p))n×n é ortogonal em p ∈ U, e dáı

n∑
j

ej(f)ej =

n∑
j,l,t=1

xtjxljet(f)el =

n∑
l,t=1

δtlet(f)el =

n∑
t=1

et(f)et.

Como consequência imediata do lema anterior, obtemos algumas propriedades que o

operador gradiente satisfaz.

Proposição 1. Sejam f,g :Mn → R funções suaves, então

(a) ∇ (f+ g) = ∇ f+∇g.

(b) ∇ (fg) = g · ∇ f+ f · ∇g.

Definição 2 (Divergente). Seja X um campo vetorial suave em Mn. O divergente de

X é a função suave definida em M por

divX : M −→ R

p 7−→ divX(p) = tr [υ 7−→ (∇υX)(p)],

onde υ ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre colchetes.

No lema a seguir, apresentamos sem demonstração, uma forma de escrever o divergente

de um campo vetorial em um referencial ortonormal local.

Proposição 2. Sejam X um campo suave em Mn e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂M. Se X =

n∑
i=1

xiei em U, então

divX =

n∑
i=1

(
ei(xi) − 〈∇eiei,X〉

)
.
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Observação 1 (Refencial Geodésico). Seja Mn uma variedade Riemannianna e p ∈Mn.

Dizemos que um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U ⊂ M é geodésico

em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos 1 6 i, j 6 n. Neste caso, temos que a expressão

obtida no lema anterior para o divergente de um campo vetorial pode ser expressa da

seguinte forma

divX =

n∑
i=1

ei(xi).

As propriedades, que o divergente de um campo vetorial satisfaz, apresentadas no lema

abaixo, seguem como consequência direta do lema acima.

Proposição 3. Sejam X, Y campos vetoriais suaves em Mn e f : Mn → R uma função

suave, então

(a) div (X+ Y) = divX+ div Y.

(b) div (fX) = f · divX+ 〈∇ f,X〉.

Definição 3 (Laplaciano). Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M → R uma

função suave. O Laplaciano de f é a função ∆f :M→ R dada por

∆f = div(∇ f). (1.2)

Temos agora a seguinte:

Proposição 4. Sejam f : Mn → R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em um aberto U ⊂M. Então,

∆f =

n∑
i=1

(
ei(ei(f)) − (∇eiei)(f)

)
.

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U, então temos em p que

∆f =

n∑
i=1

ei(ei(f)).

Definição 4 (Hessiano). Seja f : M → R uma função suave. O Hessiano de f em

p ∈M é o operador linear Hess fp : TpM→ TpM definido por

Hess fp(υ) = ∇υ∇ f.
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Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X ∈ X(M) é uma extensão

de υ a uma vizinhança de p ∈M, então

Hess fp(υ) = ∇X(p)∇ f.

Desta forma, podemos considerar o operador hessiano Hess f : X(M)→ X(M) definido

como

Hess f(X) = ∇X∇ f.

Proposição 5. Se f :M→ R é uma função suave, então o hessiano de f é um operador

linear auto-adjunto.

Demonstração. Dados U,V ∈ X(M), temos que

〈Hess f(U),V〉 = 〈∇U∇ f,V〉

= U 〈∇ f,V〉− 〈∇ f,∇UV〉

= U 〈∇ f,V〉− 〈∇ f, [U,V] +∇VU〉

= U(V(f)) − 〈∇ f, [U,V] +∇VU〉

= V(U(f)) + [U,V]f− 〈∇ f,∇VU〉− 〈∇ f, [U,V]〉

= V(U(f)) + [U,V]f− 〈∇ f,∇VU〉− [U,V]f

= V(U(f)) − 〈∇ f,∇VU〉

= 〈Hess f(V),U〉 .

Apresentamos a seguir um fato importante, cuja prova segue como consequência da

definição de hessiano:

∆f = tr (Hess f).

1.2 Curvaturas

Nesta seção, apresentaremos os conceitos e resultados básicos sobre tensor curvatura.

Definição 5 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma

correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação

R(X, Y) : X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, ∀Z ∈ X(M),
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onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Um fato básico é: se M = Rn então R(X, Y)Z = 0 para quaisquer X, Y,Z ∈ X(Rn).

Proposição 6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

(i) R é C∞(M)-bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) → X(M) é

C∞(M)-linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z,

f ∈ C∞(M), Z, W ∈ X(M).

(iii) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0. (1.3)

(iv) Para todos X, Y, Z, T ∈ X(M) valem as seguintes propriedades de simetria:

(a) 〈R(X, Y)Z, T〉+ 〈R(Y,Z)X, T〉+ 〈R(Z,X)Y, T〉 = 0

(b) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(Y,X)Z, T〉

(c) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(X, Y)T ,Z〉

(d) 〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(Z, T)X, Y〉.

Definição 6 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p ∈M e um subespaço bi-dimensional

σ ⊂ TpM, o número real

K(σ) = K(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
,

onde {x,y} é uma base qualquer de σ e | x ∧ y |2= 〈x, x〉〈y,y〉 − 〈x,y〉2, é chamado de

curvatura seccional de σ em p. Pode-se mostrar que K(σ) não depende da escolha dos

vetores x,y ∈ σ.
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Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretações geométricas,

sua importância provém do fato de que o conhecimento de K(σ), para todo σ, determina

completamente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico, como mostra o lema

abaixo.

Lema 2. Seja V um espaço vetorial de dimensão n > 2, munido de um produto interno

〈 , 〉. Sejam R : V × V × V → V e R ′ : V × V × V → V aplicações trilineares tais que as

condições (iii), iv-(a), iv-(b), iv-(c) e iv-(d) da Proposição 6 sejam satisfeitas. Se x, y

são dois vetores linearmente independentes, consideremos

K(σ) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
e K ′(σ) =

〈R ′(x,y)x,y〉
|x∧ y|2

,

onde σ é o subespaço bi-dimensional gerado por x e y. Se para todo σ ⊂ V tivermos

K(σ) = K ′(σ), então R = R ′.

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel

fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-

tria relativamente simples e bem conhecida, servem como espaços modelo para geometria

de comparação. Além disso, construções geométricas com tais espaços são menos compli-

cadas de serem feitas do que quando se considera variáveis abstratas quaisquer.

O lema a seguir apresenta uma caracterização da curvatura para as variedades Rie-

mannianas de curvatura seccional constante.

Lema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈M. Defina uma aplicação trilinear

R ′ : TpM× TpM× TpM −→ TpM por

〈R ′(X, Y)W,Z〉 = 〈X,W〉〈Y,Z〉− 〈Y,W〉〈X,Z〉 =
〈
〈X,W〉Y − 〈Y,W〉X,Z

〉
,

para todos X, Y, W, Z ∈ TpM. Então M tem curvatura seccional constante igual a K0

se, e somente se, R = K0R
′ R onde denota a curvatura de M.

Utilizando a curvatura seccional de uma variedade, podemos definir outras curvaturas

com importantes propriedades e interpretações geométricas, que serão utilizadas apartir

do Caṕıtulo 3 quando tratarmos de formas espaciais.

Definição 7 (Curvatura de Ricci). Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M, x

um vetor unitário em TpM e {z1, . . . , zn−1, zn = x} uma base ortonormal de TpM. A

curvatura Ricci de M na direção x em p é definida por

Ricp(x) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

〈R(x, zi)x, zi〉.
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Definição 8 (Curvatura Escalar). Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e

{z1, . . . , zn−1, zn} uma base ortonormal de TpM. A curvatura escalar de M em p é definida

por

R(p) =
1

n

n∑
j=1

Ricp(zj).

1.3 Imersões Isométricas

Parte substancial das definições e resultados enunciados nesta seção foram extráıdos

da referência [6].

Seja
(
M
n+m=k

, 〈 , 〉,∇
)

uma variedade Riemanniana com métrica 〈 , 〉 e conexão

Riemanniana ∇. Sejam Mn uma variedade n-dimensional e f :Mn →M
k

uma imersão.

Nestas condições, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M através da definição

〈u, v〉p = 〈dfp(u),dfp(v)〉f(p), ∀p ∈M, ∀u, v ∈ TpM.

Dessa forma, a aplicação f é uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M, existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma

subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhança U de f(p) e um difeomorfismo

Φ : U −→ V ⊂ Rk em um aberto V do Rk, tais que Φ aplica difeomorficamente f(U)∩U

em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rk. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TqM,

q ∈ U, com o vetor dfq(v) ∈ Tf(q)M. Assim, para cada p ∈ M, o produto interno em

TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Se p ∈ M e v ∈ TpM,

podemos escrever

v = vT + v⊥, vT ∈ TpM, v⊥ ∈ (TpM)⊥.

Denominamos vT a componente tangencial de v e v⊥ a componente normal de v. Além

disso, usando o difeomorfismo Φ podemos estender localmente campos de vetores X, Y de

M definidos em f(U) ∩U, a campos de vetores X, Y definidos em U de modo tal que

X|U = X.
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Se X e Y são campos locais de vetores em M, denotaremos por X e Y suas extensões

locais M.

Lema 4. A conexão Riemanniana ∇ de M relativa à métrica induzida de M por f,

definida abaixo, independe das extensõses X e Y:

∇XY =
(
∇XY

)T
.

Definição 9 (Campo Normal). Sejam f : M → M uma imersão isométrica, U ⊂ M

uma vizinhança de p ∈M tal que f(U) ⊂M é uma subvariedade de M e X ∈ X(U) um

campo local em M, com U ⊂ M aberto f(U) ⊂ U. O campo N diz-se normal a M se

N(p) = Np ∈ (TpM)⊥, para todo p ∈ f(U)∩U. Dessa forma, se X e Y são campos locais

em M então

h(X, Y) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M. Mostra-se que a aplicação

h : X(U)× X(U)→ X(U)⊥ assim definida é bilinear e simétrica.

Observação 2. Expressando a aplicação h em um sistema de coordenadas, verifica-se

que o valor de h(X, Y)(p) depende apenas de X(p) e de Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental de uma imersão isométrica. Da-

dos p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, a aplicação Hη : TpM× TpM→ R dada por

Hη(x,y) = 〈h(x,y),η〉, x,y ∈ TpM, (1.4)

é uma forma bilinear e simétrica.

Definição 10. Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. A forma quadrática IIη definida em TpM

por

IIη(x) = Hη(x, x) = 〈h(x, x),η〉 (1.5)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Observação 3. :

(a) Às vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental para designar

a aplicação h.
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(b) Associada à aplicação Hη temos a aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM −→ TpM,

definida por

〈Aη(x),y〉 = Hη(x,y) = 〈h(x,y),η〉

onde x, y ∈ TpM.

Proposição 7. Sejam p ∈M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Se N é uma extensão local de η

normal a M, então

Aη(x) = −
(
∇xN

)>
.

Considerando o caso particular em que a codimensão da imersão é 1, a imersão

f :Mn →M
n+1

é denominada uma hipersuperf́ıcie.

Sejam f(M) ⊂ M uma hipersuperf́ıcie, p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥ unitário. Como

Aη : TpM→ TpM é auto-adjunta, existe uma base ortonormal {e1, ..., en} de TpM formada

por autovetores de Aη com autovalores associados λ1, ..., λn, isto é, Aη(ei) = λi · ei e

1 6 i 6 n. Supondo que M e M são orientáveis e estão orientadas, então o vetor η

fica univocamente determinado. Se exigirmos que {e1, ..., en} seja uma base na orientação

de M, então {e1, ..., en,η} é uma base na orientção de M. Neste caso, denominamos os

vetores ei de direções principais e os autovaloes λi de curvaturas principais da imersão f.

A aplicação A = Aη é chamada de operador de Weingarten associado à segunda forma

fundamental. Nesse caso, vale a igualdade Aη(x) = −
(
∇xN

)>
= −∇xN.

No teorema abaixo, relacionaremos a curvatura seccional de M com a curvatura sec-

cional de M. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM são linearmente independentes, indicaremos por

K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente.

Teorema 1 (Teorema de Gauss). Sejam f : Mn → M
n+m

uma imersão isométrica,

p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM. Então

K(x,y) − K(x,y) =
〈
h(x, x),h(y,y)

〉
− |h(x,y)|2.

Corolário 1. No caso de uma hipersuperf́ıcie f :Mn →M
n+1

, a fórmula de Gauss dada

no teorema anterior admite uma expressão mais simples. Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥

unitário. Se {e1, ..., en} é uma base ortonormal de TpM que diagonaliza A = Aη, com

autovalores {λ1, ..., λn}, então

K(ei, ej) − K(ei, ej) = λiλj.
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Definição 11 (Imersão Geodésica). Uma imersão f : Mn → M
n+m

é geodésica em

p ∈M se para todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental Hη é identicamente nula

em p. Este fato equivale a dizer que h é nula em p. A imersão f é totalmente geodésica

se é geodésica para todo p ∈M.



Caṕıtulo 2

Folheações e o Teorema de Ferus

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns conceitos e fatos de fundamental importância

para a compreensão dos demais resultados do trabalho. Concentraremo-nos apenas nos

fatos mais essenciais. Daremos as definições básicas, alguns exemplos ilustrativos, resul-

tados sem demonstração e em seguida apresentaremos de maneira sucinta o Teorema de

Ferus a ser utilizado posteriormente.

2.1 Folheações

As definições e os resultados desta seção forma extráıdos substancialmente da referência

[14].

Definição 12. Uma distribuição tangente (ou simplesmente uma distribuição, ou um

campo de k-planos) numa variedade suave M, é uma aplicação D que associa a cada

ponto p ∈M um subespaço vetorial de dimensão k de TpM.

Uma distribuição é suave se a união de todos estes subespaços formam um subfibrado

tangente D =
∐
p∈M

Dp ⊂ TM.

No lema a seguir, apresentamos outra forma de verificarmos a suavidade de uma

distribuição.

Lema 5. Seja M uma variedade suave e suponha que D ⊂ TM é uma distribuição k-

dimensional. Então D é suave se, e somente se, cada ponto p ∈M possui uma vizinhança

U na qual existem campos vetoriais suaves Y1, . . . ,Yk : U→ TM tais que Y1(q), . . . ,Yk(q)

formam uma base para Dq em cada q ∈ U.

13
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Definição 13. Seja D ⊂ TM uma distribuição suave em M. Uma subvariedade imersa

N ⊂M é chamada uma variedade integral de D se TpN = Dp para cada p ∈ N.

Exemplo 1. Defina uma distribuição em Rn \ {0} da seguinte forma: Dp é o subespaço

de Tp(Rn \ {0}) ortogonal ao vetor posição e1(p) = p. Consideremos um referencial

local ortonormal {e1, . . . , en}, então D é localmente gerado por {e2, . . . , en}. Assim D é

uma distribuição (n − 1)-dimensional suave em Rn \ {0}. Além disso, para cada ponto

p ∈ Rn \ {0} a esfera de raio |p | centrada na origem é uma variedade integral.

Dizemos que uma distribuição D em M é involutiva se: dados campos suaves X, Y

definidos em um aberto U ⊂M tais que Xp, Yp ∈ Dp, para todo p ∈ U, então o colchete

de Lie [X, Y] é tal que [X, Y]p ∈ Dp, para todo p ∈ U. Dizemos que D é integrável se

cada ponto de M pertence a uma variedade integral de D.

Proposição 8. Toda distribuição integrável é involutiva.

Demonstração. SejaD ⊂ TM uma distribuição integrável. Suponha que X e Y são campos

suaves definidos em um aberto U ⊂ M, tais que Xp, Yp ∈ Dp para todo p ∈ U. Seja N

uma variedade integral, então Xp, Yp ∈ Dp = TpN para todo ponto p ∈ N. Dáı, X, Y são

tangentes à N. Donde segue que [X, Y] também é tangente à N, assim [Xp, Yp] ∈ Dp.

Definição 14. SejamM uma variedade n-dimensional e D uma distribuição k-dimensional,

dizemos que uma carta (U,ϕ) em M é plana se ϕ(U) é um produto de conjuntos abertos

conexos U
′ ×U ′′ ⊂ Rk ×Rn−k e, nos pontos de U, D é gerado pelos k primeiros campos

coordenados. Dizemos que a distribuição D ⊂ TM é completamente integrável se

existe uma carta plana na vizinhança de todo ponto de M.

Observe que toda distribuição completamente integrável é integrável, portanto invo-

lutiva. A pergunta que surge naturalmente é: vale a rećıproca ?

A resposta é afirmativa, e é dada pelo seguinte

Teorema 2 (Frobenius). Toda distribuição involutiva é completamente integrável.

Exemplo 2. Seja D a distribuição gerada pelos campos vetoriais V ,W : R3 → R3

definidos por

V(x,y, z) = x
∂

∂x
+
∂

∂y
+ x(y+ 1)

∂

∂z
e W(x,y, z) =

∂

∂x
+ y

∂

∂z
.
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Afirmamos que D é completamente integrável. Para isto, basta mostrarmos que D é

involutiva. Com efeito,

[V ,W]f =

[
x
∂

∂x
+
∂

∂y
+ x(y+ 1)

∂

∂z
,
∂

∂x
+ y

∂

∂z

]
f

=

(
x
∂

∂x
+
∂

∂y
+ x(y+ 1)

∂

∂z

)(
∂f

∂x
+ y

∂f

∂z

)
−

(
∂

∂x
+ y

∂

∂z

)(
x
∂f

∂x
+
∂f

∂y
+ x(y+ 1)

∂f

∂z

)
= x

∂2f

∂x2
+ xy

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y∂x
+
∂f

∂z
+ y

∂2f

∂y∂z
+ x(y+ 1)

∂2f

∂z∂x

+xy(y+ 1)
∂2f

∂z∂x
−
∂f

∂x
− x

∂2f

∂x2
−

∂2f

∂x∂y
− y

∂f

∂z
− xy

∂2f

∂x∂z

−
∂f

∂z
− x

∂2f

∂x∂z
− xy

∂2f

∂z∂x
− y

∂2f

∂z∂y
− xy(y+ 1)

∂2f

∂z2

= −
∂f

∂x
− y

∂f

∂z
.

Assim, [V ,W]f = −
(
∂
∂x

+ y ∂
∂z

)
f = −Wf para toda f suave. Logo, [V ,W] = −W ∈ D.

Portanto, D é involutiva e pelo Teorema de Frobenius D é completamente integrável. Veja

que a distribuição D também é gerada pelos campos X =W e Y = V − xW, ou seja,

X =
∂

∂x
+ y

∂

∂z
e Y =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
.

Não é dif́ıcil verificar que o fluxo αt de X e o fluxo βt de Y são, respectivamente

αt(x,y, z) = (x+ t,y, z+ yt) e βt(x,y, z) = (x,y+ t, z+ xt).

Fazendo uso de um argumento, não trivial da teoria das Equações Diferenciais Parci-

ais, temos que as variedades integrais de D são as curvas de ńıveis da função w(x,y, z)

onde

(u, v,w) = ψ−1(x,y, z) e ψ(u, v,w) = αu ◦ βv(0, 0,w).

Com um cálculo simples obtemos que ψ(u, v,w) = (u, v, z+ uv) e w(x,y, z) = z− xy.

Exemplo 3. Seja M uma variedade Riemanniana, dizemos que um campo V ∈ X(M) é

conforme se

LV〈 , 〉 = 2ψ〈 , 〉

para alguma função ψ ∈ C∞(M), onde LV〈 , 〉 denota a derivada de Lie da métrica na

direção do campo V. A função ψ é o fator conforme de V.



Caṕıtulo 2. Folheações e o Teorema de Ferus 16

Dizemos que um campo conforme V ∈ X(M) é fechado quando ∇XV = ψX, para todo

X ∈ X(M). Esta definição, é uma alusão ao fato de que a sua 1-forma dual é fechada.

Considere a distribuição suave V> em M definida, em cada ponto p ∈M, como segue

V> := {w ∈ TpM : 〈w,V(p)〉 = 0}.

Mostraremos que a distribuição V> é involutiva. De fato, dados X, Y ∈ X(M), tais

que Xp, Yp ∈ V>p , temos que 〈X,V〉 = 〈Y,V〉 = 0, ∇XV = ψX e ∇YV = ψY. Dáı,

〈[X, Y],V〉 = 〈∇XY,V〉− 〈∇YX,V〉

= X〈Y,V〉− 〈Y,∇XV〉

−Y〈X,V〉+ 〈X,∇YV〉

= 〈X,∇YV〉− 〈Y,∇XV〉 = 0.

Donde conclúımos que 〈[X, Y],V〉 = 0, ou seja, [X, Y]p ∈ V>p . Isto diz que a distribuição

é involutiva, pelo Teorema de Frobenius a mesma é completamente integrável.

Definição 15. Seja U ⊂ Rn. Uma k-fatia de U é um subconjunto da forma

{(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) ∈ U : xk+1 = ck+1, . . . , xn = cn}

para constantes ck+1, . . . , cn.

Sejam Mn uma variedade suave e (U,ϕ) uma carta local em M. Seja S ⊂ U tal que

ϕ(S) é uma k-fatia de ϕ(U), então dizemos que S é uma k-fatia de U.

Definição 16. Definimos uma folheação de dimensão k em uma variedade Mn como a

coleção de subvariedades de dimensão k, disjuntas, conexas e imersas em M (chamadas

as folhas da folheação), cuja união é M e tal que numa vizinhança de cada ponto p ∈M,

existe uma carta suave (U,ϕ) com a propriedade ϕ(U) = U1 ×U2, onde U1 ⊂ Rk,U2 ⊂

Rn−k são conjuntos abertos, e cada folha da folheação intersecta U ou em um conjunto

vazio ou em uma união enumerável de fatias de dimensão k. Tal carta é chamada uma

carta plana para a folheação.

Exemplo 4. Apresentamos quatro exemplos de folheações:

(i) (Folheações definidas por submersões) Seja f :Mn+k → Nn uma submersão suave.

Pela forma local das submersões, dados p ∈ M e q = f(p) ∈ N, existem cartas
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locais (U,ϕ) em M e (V ,ψ) em N tais que p ∈ U, q ∈ V, ϕ(U) = U1 × U2 ⊂

Rk × Rn, ψ(V) = V2 ⊃ U2 e tal que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : U1 × U2 → U2 coincide com

a projeção (x,y) 7→ y. Portanto, as cartas locais (U,ϕ) definem uma estrutura de

variedade folheada onde as folhas são as componentes conexas das subvariedades de

ńıvel f−1(c) k-dimensionais, onde c ∈ N;

(ii) SeM e N são variedades suaves conexas, a coleção de subconjuntos da forma {q}×N,

onde q varia sobre M, forma uma folheação de M×N. Cada folha da folheação é

difeomorfa a N;

(iii) A coleção de todas as esferas, centradas na origem, é uma folheação (n − 1)-

dimensional do Rn \ {0};

(iv) Sejam u : Rn → R uma função suave e Mn = {(x,u(x)) : x ∈ Rn} o gráfico de u.

A famı́lia F = {M + c : c ∈ R} = {(x,u(x) + c) : x ∈ Rn e c ∈ R} é uma folheação

de dimensão n do espaço Euclidiano Rn+1.

O lema seguinte relaciona involutividade com folheação.

Lema 6. Seja F uma folheação da variedade suave Mn. A coleção de todos os espaços

tangentes nas folhas de F forma uma distribuição involutiva em M.

Portanto, temos uma generalização do Teorema de Frobenius.

Teorema 3 (Teorema Global de Frobenius). Seja D uma distribuição involutiva em uma

variedade suave M. A coleção de todas as variedades integrais conexas de D formam uma

folheação de M.

Definição 17. Seja F uma folheação de dimensão k de uma variedade n-dimensional M.

Então chamaremos de codimensão da folheação F ao número n− k.

O seguinte resultado nos será bastante útil e sua demonstração encontra-se em [12].

Proposição 9. Sejam F uma folheação de codimensão 1 de uma variedade Riemanianna

conexa M e f :M→ R uma função que é constante ao longo das folhas de F. Se f não é

constante em M, então o conjunto

A = {x ∈M; f(x) = max
M

(f(x))}

contém pelo menos uma folha compacta.
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2.2 Teorema de Ferus

Ao leitor mais curioso, que deseja obter mais informações a cerca das definições e

resultados que apresentaremos nesta seção, indicamos a referência [15].

Seja f : Mn → M
n+k

uma imersão isométrica. Dado p ∈ M, o subespaço de TpM

definido como

∆(p) = {u ∈ TpM : h(u,w) = 0,∀w ∈ TpM} ,

onde h é a segunda forma fundamental de f, é o subespaço de nulidade relativa de f

em p. A dimensão υ(p) de ∆(p) é o ı́ndice de nulidade relativa de f em p.

Considere um variedade Riemanniana Mn, e uma distribuição suave D definida em

um aberto U ⊂ M, que é involutiva e possui folhas totalmente geodésicas. Defina a

distribuição DT em U tomando para cada x ∈ U o complemento ortogonal (Dx)
⊥ de Dx

em TxM. Associamos para cada X ∈ D a aplicação

CX : D⊥ −→ D⊥

Y 7−→ CXY = −P(∇YX),

onde P : TU −→ D⊥ é a projeção ortogonal. A aplicação

C : D×D⊥ −→ D⊥

(X, Y) 7−→ C(X, Y) = CYX,

com X ∈ D e Y ∈ D⊥, é um tensor, pois

C(fX, Y) = CfXY = −P(∇YfX)

= −P(f∇YX+ Y(f)X)

= −P(f∇YX)

= fCXY

= fC(X, Y)

e

C(X, fY) = CXfY = −P(∇fYX)

= −P(f∇YX) = −fP(∇YX)

= fC(X, Y)
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para toda f ∈ C∞(U). Observe que D⊥ é involutiva se e somente se CX é simétrica para

todo X ∈ D. Neste caso, CX é precisamente o operador forma na direção de X da inclusão

das folhas de D⊥ em M.

Seja Z ∈ D e Y ∈ D⊥. Como ∇ZW ∈ D, para todo W ∈ D, temos que

0 = Z 〈Y,W〉 = 〈∇ZY,W〉 ,

e além disso,

∇ZY ∈ D⊥ (2.1)

para todo Z ∈ D e Y ∈ D⊥. Em particular, definimos a derivada covariante de CX por

(∇ZCX)Y = ∇Z(CXY) − CX∇ZY. (2.2)

Proposição 10. O operador Cγ ′ ao longo de uma geodésica γ contida na folha de D,

satisfaz a seguinte equação diferencial:

D

dt
Cγ ′ = C

2
γ ′ + P(R(·,γ ′)γ ′). (2.3)

Demonstração. Seja Y ∈ TM e Z ∈ D. Por (2.1) temos que ∇ZP(Y) ∈ D⊥. Assim

∇Z(Y − P(Y)) ∈ D. Além disso,

P(∇ZX) = P(∇Z(Y − P(Y))) +∇ZP(Y) = ∇ZP(Y). (2.4)

Sejam X ∈ D uma extensão local de γ ′ e Y ∈ D⊥. Ao longo de γ por (2.4) e por (2.2)

temos que

(∇XCX)Y = ∇X(CXY) − CX∇XY

= ∇X(−P(∇YX)) + P(∇∇XYX)

= −P(∇X∇YX) + P(∇∇XYX)

= P(R(Y,X)X−∇Y∇XX+∇[Y,X]X) + P(∇∇XYX)

= P(R(Y,X)X) + P(∇∇YXX).

Onde P(∇Y∇XX) = −C∇XXY = 0, pois ∇XX = 0 ao longo de γ ′. Sendo

P(∇∇YXX) = −Cγ ′P(∇YX) = C2
γ ′Y,

obtemos que (
D

dt
Cγ ′

)
Y = C2

γ ′Y + P(R(Y,γ ′)γ ′).
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Definição 18. Seja f : Mn → M
n+k

uma imersão isométrica. Denotaremos por υ0 o

ı́ndice de nulidade relativa mı́nima de f, definido como

υ0 = min
p∈M

υ(p),

onde υ(p) é o ı́ndice de nulidade relativa de f em p ∈M.

Na proposição seguinte, apresentamos propriedades satisfeitas pelo ı́ndice de nulidade

relativa.

Proposição 11. Para uma imersão isométrica f :Mn →M
n+k

temos:

(i) A distribuição de nulidade relativa p 7→ ∆(p) é suave em qualquer subconjunto

aberto onde υ é constante;

(ii) O conjunto O = {p ∈M;υ(p) = υ0} é aberto.

Temos o seguinte

Lema 7. Seja f : Mn → M
n+k

(c) uma imersão isométrica. Para cada W ∈ ∆T (γ(0)),

existe um único campo vetorial Y sobre γ
∣∣
[0,b)

tal que:

(1) Y(0) =W;

(2)
D

dt
Y + Cγ ′Y = 0, 0 6 t < b,

e Y se estende suavemente a t = b.

Demonstração. Segue do Teorema de Existência e Unicidade, da Teoria das Equações

Diferenciais Ordinárias, que os itens (1) e (2) são válidos. Desta forma, nos resta mostrar

que Y se estende suavemente a t = b. Calculando a segunda derivada temos que

0 =
D2

dt2
Y +

D

dt
Cγ ′Y

=
D2

dt2
Y +

(
D

dt
Cγ ′

)
Y + Cγ ′

D

dt
Y

=
D2

dt2
Y +

(
D

dt
Cγ ′

)
Y − C2

γ ′Y

=
D2

dt2
Y + P(R(Y,γ ′)γ ′)

=
D2

dt2
Y + cY,

onde a última equação segue da Proposição (10). Isto nos diz que Y é solução de uma

EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes em [0,b), e assim estende-se a

t = b.
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Finalmente, enunciamos e demonstramos o

Teorema 4 (Ferus). Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional

constante c, f : Mn → M
n+k

(c) uma imersão isométrica e U ⊂ M um conjunto aberto

com ı́ndice de nulidade relativa constante igual a m. Então, em U, temos

(i) A distribuição de nulidade relativa ∆ é suave e integrável, e suas folhas são total-

mente geodésicas em Mn e M
n+k

;

(ii) Se γ : [0,b] −→M é uma geodésica tal que γ([0,b]) está contido em uma folha de

∆, então υ(γ(b)) = m;

(iii) Se M é completa, então as folhas da distribuição com nulidade relativa mı́nima são

completas.

Demonstração. Dados X, Y ∈ ∆ e Z ∈ TM, temos que

(∇⊥ZA)(X, Y) = ∇⊥ZA(X, Y) −A(∇ZX, Y) −A(X,∇ZY) = 0 (2.5)

Dáı, pela equação de Codazzi segue que

0 = (∇⊥XA)(Z, Y) = −A(Z,∇XY).

Assim∇XY ∈ ∆. Analogamente∇YX ∈ ∆, donde obtemos que [X, Y] ∈ ∆ e conclúımos

que ∆ é involutiva. Pelo Teorema 2 segue que ∆ é completamente integrável. Além disso

∇XY = ∇XY +A(X, Y) = ∇XY ∈ ∆,

o que mostra que as folhas são totalmente geodésicas em Mn e M
n+k

. E portanto está

demonstrado o item (i).

Sejam F uma folha de ∆ contendo γ([0,b)) e Z um campo de vetores, paralelo ao

longo de γ, tal que Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)). É suficiente mostrar que Z(γ(0)) ∈ ∆(γ(0)). Dáı,

teremos que υ(γ(0)) > υ(γ(b)) e assim υ(γ(0)) = υ(γ(b)).

Sejam X uma extensão de γ ′ em ∆ e Y como no Lema 7. Temos que,

∇⊥γ ′h(Y,Z) = (∇⊥Xh)(Y,Z) + h

(
D

dt
Y,Z

)
= (∇⊥Yh)(X,Z) + h

(
D

dt
Y,Z

)
= −h(∇YX,Z) + h

(
D

dt
Y,Z

)
= h

(
Cγ ′Y +

D

dt
Y,Z

)
= 0.
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Em particular, ‖h(Y,Z)‖ é constante ao longo de γ e se anula em γ(b). De fato, como

Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)) temos A(Y(γ(0)),Z(γ(0))) = 0 e, portanto, Z(γ(0)) ∈ ∆(γ(0)). Isto

prova o item (ii). O item (iii) segue imediatamente de (ii).

Exemplo 5. Seja f : M2 → R3 uma superf́ıcie com curvatura gaussiana nula, tal que

υ = 1 em M. Então pelo Teorema de Ferus, a distribuição ∆ é integrável e possui folhas

totalmente geodésicas em M e em R3, que são retas.
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O operador Lr

Seja M
n+1

(c) uma variedade Riemanniana orientável simplesmente conexa de cur-

vatura seccional constante c. Uma vez que M é orientável, podemos considerar um

elemento de volume dM globalmente definida sobre M. Considere agora, uma imersão

isométrica x : Mn → M
n+1

(c) de uma variedade Riemanniana orientável compacta

conexa Mn. Sejam A o operador de Weingarten da imersão x, Sr =
∑

i1<···<ir

λi1 · · · λir a

r-ésima função simétricas elementar associada a A e Hr =
Sr(
n
r

) a r-ésima curvatura média.

Lembremos que, as funções simétricas elementares Sr associadas a A podem ser definidas

usando o polinômio caracteŕıstico de A, a saber:

det(tI−A) = (t− λ1) · · · (t− λn) =
n∑
r

(−1)rSrt
n−r.

Proposição 12. Seja x : Mn → M
n+1

(c) uma imersão num espaço de curvatura sec-

cional constante c. Então a curvatura escalar R de M é dada por

n(n− 1)(R− c) = 2S2.

Em particular, S2 ≡ 0 se, e só se, R = c.

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} a base ortonormal de TpM que diagonaliza A, associada

aos autovalores {λ1, . . . , λn}. Então, por definição temos que

R(p) =
1

n

n∑
j=1

Ricp(ej).

Assim,

Ricp(ej) =
1

n− 1

∑
i 6=j

〈R(ej, ei)ei, ej〉 .

23
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Dáı, obtemos que

R(p) =
1

n(n− 1)

n∑
j=1

∑
i 6=j

〈R(ej, ei)ei, ej〉

=
1

n(n− 1)

∑
ij

n∑
j=1

〈R(ej, ei)ei, ej〉

=
1

n(n− 1)

∑
i 6=j

n∑
j=1

K(ei, ej).

Pela Equação de Gauss, segue que K(ei, ej) = c+ λiλj. Donde obtemos

n(n− 1)R(p) =
∑
i 6=j

n∑
j=1

(c+ λiλj),

isto é,

n(n− 1)R(p) = cn(n− 1) + 2
∑
i<j

λiλj.

Portanto,

n(n− 1)(R− c) = 2S2.

Na proposição a seguir, estabelecemos uma desigualdade que será de fundamental

importância para demonstração de alguns resultados. A demonstração da proposição

pode ser encontrada em [2].

Proposição 13. Dados n ∈ N números reais λ1, . . . , λn, para cada 0 6 r 6 n defina

Sr =
∑

i1<···<ir

λi1 · · · λir e Hr =
Sr(
n
r

) .

(i) Para todo 1 6 r < n, temos que H2
r > Hr−1Hr+1. Além disso, a igualdade ocorre para

r = 1 ou para algum 1 < r < n, com Hr+1 6= 0, se e somente se, λ1 = . . . = λn;

(ii) Se H1,H2, . . . ,Hr > 0 para algum 1 < r 6 n, então vale a seguinte desigualdade

H1 >
√
H2 > 3

√
H3 > . . . > r

√
Hr. Além disso, se a igualdade ocorre para algum

1 6 j < r, então λ1 = . . . = λn;

(iii) Se para algum 1 6 r < n temos que Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0 para todo

r 6 j 6 n. Em particular, no máximo r− 1 dos λi são diferentes de zero.

As transformações clássicas de Newton Pr são definidas indutivamente por:
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P0 = I

Pr = SrI−APr−1.

Segue da fórmula de recorrência que Pr =

r∑
j=0

(−1)jSr−jA
j, onde S0 = 1. Como A é

um operador auto-adjunto, segue que cada Aj também o é. Por outro lado, como a soma

de operadores auto-adjuntos é um operador auto-adjunto, segue da expressão obitida que,

para cada r, Pr é um operador auto-adjunto.

Sejam {e1, . . . , en} uma base ortonormal de autovetores de A, correspondendo respec-

tivamente aos autovalores λ1, . . . , λn. Da expressão obtida para Pr, segue que

Pr(ei) =

(
r∑
j=0

(−1)jSr−jλi
j

)
ei.

Assim, cada Pr possui os mesmos autovetores de A. Representando por Ai a restrição

da transformação A ao subespaço normal a ei, e por Sr(Ai) a r-função simétrica associada

a Ai. Considerando Sn+1 = 0, no lema abaixo apresentamos alguns resultados clássicos

sobre os autovalores do operador Pr.

Lema 8. Para cada 1 6 r 6 n− 1, vale:

(1) Pr(ei) = Sr(Ai)ei, para cada 1 6 i 6 n;

(2) tr(Pr) =

n∑
i=1

Sr(Ai) = (n− r)Sr;

(3) tr(APr) =

n∑
i=1

λiSr(Ai) = (r+ 1)Sr+1;

(4) tr(A2Pr) =

n∑
i=1

λ2iSr(Ai) = S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2.

onde tr denota o traço do operador.

Demonstração. Para provarmos o item (1), faremos indução sobre r. Para r = 1 temos

P1(ei) = (S1I−A)ei = (λ1 + · · ·+ λn)ei− λiei = (λ1 + · · ·+ λ̂i+ · · ·+ λn)ei = S1(Ai)ei.

Agora suponhamos que o resultado é válido para r− 1, isto é,

Pr−1(ei) = Sr−1(Ai)ei.
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Desta forma,

Pr(ei) = SrI(ei) −A(Pr−1(ei)) = (Sr − Sr−1(Ai) · λi) ei = Sr(Ai)ei.

Para o item (2), observe que os autovalores de Pr associados a base ortonormal

e1, . . . , en são Sr(A1), . . . ,Sr(An), respectivamente. Assim tr(Pr) =

n∑
i=1

Sr(Ai), o que

prova a primeira igualdade do item (2). Para provar a segunda igualdade, considere Sr e

Sr(Ai) como polinômios homogêneos nas variáveis λi. Se i 6∈ {j1, . . . , jr}, cada monômio

λj1 · · · λjr de Sr é também um monômio de Sr(Ai). Assim, cada monômio aparece exata-

mente n− r vezes no somatório
∑

Sr(Ai). Reciprocamente, cada monômio de Sr(Ai) é

um monômio de Sr. Portanto,

n∑
i=1

Sr(Ai) = (n − r)Sr o que prova a segunda igualdade

do item (2).

Segue do item (1) que os autovalores de APr, associados a base ortonormal {e1, . . . , en}

são, respectivamente, λ1Sr(A1), . . . , λrSr(An). Assim tr(APr) =

n∑
i=1

λiSr(Ai), o que

prova a primeira igualdade do item (3). Da definição do operador Pr segue que

tr(APr) = tr(Sr+1I) − tr(Pr+1) = nSr+1 − (n+ r− 1)Sr+1 = (r+ 1)Sr+1.

Concluindo a prova do item (3). Novamente pelo item (1), temos que os autovalores de

A2Pr são, respectivamente, λ21Sr(A1), . . . , λ2rSr(An). Assim tr(A2Pr) =

n∑
i=1

λ2iSr(Ai), o

que prova a primeira igualdade do item (4). Da igualdade Pr+1 = Sr+1I−APr conclúımos

que

tr(A2Pr) = tr(Sr+1A) − tr(APr+1) = S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2,

finalizando a demonstração do lema.

Associado a cada transformção de Newton Pr, da imersão x :Mn −→M
n+1

, temos o

operador diferencial de segunda ordem Lr definido abaixo por:

Lr(f) = tr(PrHess (f)).

Quando M
n+1

é uma variedade Riemanniana orientável simplesmente conexa de cur-

vatura seccional constante c, H. Rosenberg provou em [10], como uma consequência da

equação de Codazzi que

Lr(f) = div (Pr∇f).

Uma consequência muito útil deste fato é dada na seguinte proposição.
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Proposição 14. Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana compacta sem bordo em um forma espacial. Então,∫
M

Lr(f)dM = 0 e

∫
M

fLr(f)dM = −

∫
M

〈Pr∇f,∇f〉dM.

Demonstração. Como podemos escrever Lr na forma divergente Lr(f) = div (Pr∇f), segue

diretamente do Teorema da Divergência que

∫
M

Lr(f)dM = 0. Para provar a segunda

igualdade, observe que, das propriedades do operador divergente, temos

div (f · Pr∇f) = f · Lr(f) + 〈∇f,Pr∇f〉.

Pelo Teorema da Divergência, segue que

0 =

∫
M

div (f · Pr∇f)dM =

∫
M

f · Lr(f)dM+

∫
M

〈∇f,Pr∇f〉dM,

donde obtemos a igualdade desejada.

Representaremos por M
n+1

(c) o espaço Euclidiano (n+ 1)-dimensional, no caso onde

c = 0, ou a esfera Euclidiana (n + 1)-dimensional, no caso em que c > 0, ou o espaço

Hiperbólico (n+ 1)-dimensional, no caso em que c < 0. O modelo do espaço Hiperbólico

considerado é definido a seguir:

A métrica de Lorentz em Rn+2 é definida do seguinte modo: consideremos a base

canônica a1 = (1, 0, · · · , 0), · · · ,an+2 = (0, · · · , 0, 1) e introduzamos a forma bilinear

simétrica 〈 , 〉 em Rn+2 definida por

〈ai,aj〉 = δij, 〈an+2,ai〉 = 0, 〈an+2,an+2〉 = −1, onde 1 6 i, j 6 n+ 1.

A forma bilinear 〈 , 〉 define um produto interno em Rn+2 (que não é positivo definido),

denominado de métrica de Lorentz. Indicaremos o espaço Euclidiano Rn+2 munido da

métrica 〈 , 〉 por En+2.

Considere agora, o conjunto dos pontos x ∈ En+2 tais que 〈x, x〉 = −1. Escrevendo

x = x1a1 + · · ·+ xn+1an+1 + xn+2an+2, temos que

〈x, x〉 = x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 − x
2
n+2 = −1.

Um tal conjunto é um ”hiperbolóide de duas folhas“ em En+2, a componente conexa

do hiperbolóide correspondente a xn+2 > 0 será indicada por Hn+1(−1) e denominada de

espaço Hiperbólico. Mostra-se que: a restrição da forma bilinear 〈 , 〉 a Hn+1(−1) define
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uma métrica; Hn+1(−1) tem curvatura seccional constante igual a −1; o espaço tangente

em cada ponto de Hn+1(−1) é normal a x, na métrica de Lorentz.

Considere um vetor fixo U ∈ Rn+2. Dada um imersão isométrica x :Mn →M
n+1

(c),

seja N o campo unitário normal à imersão. As funções suporte f = 〈N,U〉 e g = 〈x,U〉

têm um importante papel na teoria das imersões. Alguns autores, por exemplo [4] e

[10], obtiveram importantes fórmulas envolvendo tais funções suportes. Apresentaremos

na proposição abaixo as expressões do gradiente e do Laplaciano das funções suporte

definidas. Para isto, apresentamos a definição de derivada covariante de tensores e algumas

propriedades básicas.

Definição 19. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana M é uma

aplicação multilinear

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r−fatores

→ C∞(M).

Definição 20. Seja T um tensor de ordem r numa variedade Riemanniana, com conexão

∇. A derivada covariante ∇ T de T é um tensor de ordem (r+ 1) dado por

∇ T(Y1, . . . ,Yr,X) = X(T(Y1, . . . ,Yr)) −

n∑
i=1

T(Y1, . . . ,∇XYi, . . . ,Yr).

Para cada X ∈ X(M), a derivada covariante ∇XT de T em relação a X é um tensor de

ordem r dado por

∇XT(Y1, . . . ,Yr) = ∇ T(Y1, . . . ,Yr,X).

Observação 4. Nas definições 19 e 20, se considerarmos o caso particular r = 2 temos

∇ T(Y,X) = ∇XT(Y) − T(∇XY).

Além disso, mostra-se no caso r = 1 que tr(∇XT) = X(tr T).

Proposição 15. Para toda imersão x : Mn → Mn+1(c) onde Mn+1(c) representa o

Rn+1, a esfera Euclidiana Sn+1(1) ou o espaço Hiperbólico Hn+1(−1), as funções suporte

f = 〈N,U〉 e g = 〈x,U〉 satisfazem:

∇g = U>;

Lr(g) = (r+ 1)Sr+1f− c(n− r)Srg;

∇ f = −A(U>);

Lr(f) = − [S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2] f+ c(r+ 1)Sr+1g−∇UTSr+1.

onde U> denota a projeção do campo U sobre o fibrado tangente da imersão x.
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Demonstração. Denotaremos por ∇ e ∇ as conexões de Mn e Mn+1(c), respectivamente.

Dado p ∈ M, seja {e1(p), . . . , en(p)} uma base de TpM que diagonaliza o operador de

Weingarten A em p. Sejam λi, . . . , λn os autovalores de A associados a e1(p), . . . , en(p),

respectivamente. Denotemos por λri , . . . , λrn os autovalores de Pr associados aos vetores

e1(p), . . . , en(p), respectivamente. Seja {e1, . . . , en} o referencial geodésico, em p, que

estende a base acima a uma vizinhança de p em Mn+1(c).

Veja que, ei(g) = 〈ei,U〉 = 〈ei,U>〉. Segue que, ∇g = U>. Assim, no ponto p,

temos que

Lr(g) = tr (PrHessg) =

n∑
i=1

〈PrHessg(ei), ei〉

=

n∑
i=1

〈Hessg(ei),Pr(ei)〉 =
n∑
i=1

λri〈Hessg(ei), ei〉

=

n∑
i=1

λri〈∇ei∇g, ei〉 =
n∑
i=1

λri〈∇eiU>, ei〉

=

n∑
i=1

λri〈∇ei(U− 〈N,U〉N− c · 〈x,U〉x), ei〉

=

n∑
i=1

λri (〈N,U〉〈A(ei), ei〉− c · 〈x,U〉〈ei, ei〉)

=

n∑
i=1

(λri · λi · 〈N,U〉− c · λri · 〈x,U〉〈ei, ei〉) .

Observe também que

tr(APr) =

n∑
i=1

〈APr(ei), ei〉 =
n∑
i=1

〈Pr(ei),A(ei)〉

=

n∑
i=1

〈λriei, λiei〉 =
n∑
i=1

λriλi 〈ei, ei〉

=

n∑
i=1

λriλi. (3.1)

Pelo Lema 8 e por (3.1), temos que

Lr(g) = (r+ 1)Sr+1f− c(n− r)Srg.

Agora observe que, ei(f) = 〈∇eiN,U〉 = −〈A(ei),U〉 = −〈ei,A(U>)〉. Donde obte-

mos que ∇ f = −A(U>). Para o cálculo do Lr(f), usamos em (∗) que o operador Pr

é livre de divergência, a demonstração deste fato pode ser encontrada em [10]. Mais
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precisamente, temos

Lr(f) = tr (PrHess f) =

n∑
i=1

〈PrHess f(ei), ei〉

=

n∑
i=1

〈Pr (∇ei∇ f) , ei〉
(∗)
=

n∑
i=1

〈∇eiPr (∇ f) , ei〉 = −

n∑
i=1

〈∇eiPrA(U>), ei〉

= −

n∑
i=1

〈PrA(∇eiU>), ei〉−
n∑
i=1

〈∇(PrA)(ei,U>), ei〉

= −

n∑
i=1

λri · λi · 〈∇eiU>, ei〉− tr (∇U>(PrA))

= −

n∑
i=1

λri · λi · 〈∇ei(U− 〈N,U〉N− c · 〈x,U〉x), ei〉−U>(tr(PrA))

= −

n∑
i=1

λri · λi · (〈N,U〉〈A(ei), ei〉− c · 〈x,U〉〈ei, ei〉) − (r+ 1)∇U>Sr+1

= −

n∑
i=1

(
λri · λ2i · 〈N,U〉− c · λri · λi〈x,U〉

)
− (r+ 1)∇U>Sr+1.

Do mesmo modo, temos que

tr(A2Pr) =

n∑
i=1

〈
A2Pr(ei), ei

〉
=

n∑
i=1

〈APr(ei),A(ei)〉

=

n∑
i=1

〈APr(ei), λiei〉 =
n∑
i=1

〈Pr(ei), λiA(ei)〉

=

n∑
i=1

〈
λriei, λ

2
iei
〉

=

n∑
i=1

λriλ
2
i . (3.2)

Portanto pelo Lema 8, por (3.1) e por (3.2) temos que

Lr(g) = − [S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2] f+ c(r+ 1)Sr+1g−∇UTSr+1.

Definição 21. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada e X ∈ X(M). Dada

ω ∈ Ωk(M), a contração de ω na direção de X é a (k− 1)-forma ιXω ∈ Ωk−1(M) dada

por

(ιXω)p(u1, . . . ,uk−1) = ωp(Xp,u1, . . . ,uk−1)

para todo p ∈M e quaisquer u1, . . . ,uk−1 ∈ TpM.
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Proposição 16. Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana orientada e dM a forma

canônica do elemento de volume. Então para qualquer campo vetorial X, vale

d(ιXdM) = divX · dM.

Demonstração. Seja p ∈ M. Tome uma base ortonormal {e1, . . . , en} de TpM. Como a

n-forma dM é paralela, temos

(De1(ιXdM))p(e1, . . . , en) = (dM)p(De1X, e1, . . . , en).

Donde conclúımos que

(d(ιXdM))p =

n∑
i=1

dM(e1, . . . ,De1X, . . . , en)

=

n∑
i=1

g(ei,DeiX) · dM(e1, . . . , en)

= divX · dM.
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Em [18], S.T. Yau obteve uma versão do Teorema de Stokes para variedades Rieman-

niana completas não-compactas, a saber:

Lema 9. Seja ω uma (n− 1)-forma suave integrável definida em Mn. Então existe uma

sequência de domı́nios Bi ⊂Mn tal que Mn =
⋃
i

Bi, Bi ⊂ Bi+1, e

lim
i→∞

∫
Bi

dω = 0.

A demonstração deste teorema utiliza argumentos da teoria geométrica da medida e

a fórmula da Co-área.

Definição 22. Seja Mn uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma função suave

f :Mn → R é harmônica (subharmônica) se ∆f = (>)0.

Aplicando o resultado do lema acima para ω = ι∇ fdM, onde f : M → R é uma

função suave e ι∇ fdM é a contração do elemento de volume dM na direção de ∇ f,

Yau estabeleceu a seguinte extensão do Teorema de Hopf para variedades Riemanniana

completas não-compactas.

Corolário 2. Sejam M uma variedade Riemanniana completa não-compacta e

u :M→ R uma função subharmônica tal que
∫
M

|du| <∞, então u é harmônica.

Suponhamos que M seja orientada pelo elemento de volume dM, denotaremos por

L1(M) o espaço das funções Lebesgue integráveis em M.

Proposição 17. Seja X um campo de vetores suave em M, variedade n-dimensional

completa, não-compacta e orientada, tal que divX não muda de sinal em M. Se |X| ∈

L1(M), então divX = 0 em M.

32
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Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que divX > 0 em M. Seja ω a

(n−1)-forma em M dada por ω = ιXdM, isto é, a contração de dM na direção do campo

X. Se {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal em um aberto U ⊂ M, com coreferencial

{ω1, ...,ωn}, então

ιXdM =

n∑
i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ωn.

Por outro lado, se escrevermos X =

n∑
j=1

xjej, temos

ωi(X) = ωi

( n∑
j=1

xjej

)
=

n∑
j=1

xjωi(ej) =

n∑
j=1

xjδij =

n∑
j=1

xj 〈ej, ei〉 = 〈X, ei〉 .

Assim,

ιXdM =

n∑
i=1

(−1)i−1 〈X, ei〉ω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ωn.

Como as (n−1)-formas ω1∧ . . .∧ω̂i∧ . . .∧ωn são ortonormais em Ωn−1(M), temos

que

|ω|2 =

n∑
i=1

〈X, ei〉2 = |X|2.

Isto nos diz que |ω| ∈ L1(M), pois |X| ∈ L1(M). Além disso, pela Proposição 16

temos que dω = d(ιXdM) = divX · dM. Logo, tomando Bi como no Lema 9 temos∫
Bi

divX · dM =

∫
Bi

dω
i→ 0.

Agora usando nossa hipótese divX > 0, segue que divX = 0.

Agora, sejam M
n+1

uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional e M uma hiper-

superf́ıcie orientável, completa, imersa em M, orientada pela escolha de um campo de

vetores normal unitário suave N. Seja A : TM → TM o operador de Weingarten, isto é,

A(X) = −∇XN onde ∇ é a conexão de M.

Corolário 3. Seja x :Mn →M
n+1

(c) uma hipersuperf́ıcie completa, orientada de uma

forma espacial M
n+1

(c), com segunda forma fundamental limitada. Se f :M→ R é uma

função suave tal que |∇f| ∈ L1(M) e Lr(f) não muda de sinal em M, então Lr(f) = 0.

Demonstração. Os autovalores de A são funções cont́ınuas em M. Pela expressão

Pr =

r∑
j=0

(−1)jSr−jA
j, segue-se que ‖Pr‖ é limitada em M. Dáı, existe uma contante



Caṕıtulo 4. Gráficos no Espaço Euclidiano 34

k > 0 tal que ‖Pr‖ 6 k. Logo,

|Pr(∇ f)| 6 ‖Pr‖|∇ f| 6 k|∇ f| ∈ L1(M).

Como Lr(f) = div (Pr∇ f) não muda de sinal em M, pela proposição anterior segue

que Lr(f) = 0 em M.

Estamos interessados em analisar o caso M
n+1

(0) = Rn+1. Seja U um vetor fixo de

Rn+1 e considere f,g :M −→ R dadas por:

f = 〈N,U〉 e g = 〈x,U〉 ,

onde N é o campo vetorial unitário normal a M. Denotemos por UT a projeção de U

sobre TpM para qualquer p ∈M.

Consideremos o caso que M é o gráfico de uma função suave u : Rn → R , isto é,

Mn = {(x1, . . . , xn,u(x1, . . . , xn)) : (x1, . . . , xn) ∈ Rn}.

Suponha ainda que U = (−V , 1), onde V é um vetor fixo de Rn. Consideremos agora

a parametrização ϕ : Rn →Mn dada naturalmente por

ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn,u(x1, . . . , xn)).

Com um cálculo direto, obtemos as expressões abaixo para os campos coordenados

ϕ1, . . . ,ϕn:

ϕi =
∂ϕ

∂xi
= ei + ui · en+1,

onde {e1, . . . , en, en+1} é base canônica do Rn+1. Encontraremos a expressão do campo

normal unitário a M. Para isto, suponha que

N =

n+1∑
i=1

αiei.

Dáı,

0 = 〈N,ϕk〉 =

〈
n+1∑
i=1

αiei, ek + uken+1

〉

=

〈
n∑
i=1

αiei + αn+1en+1, ek + uken+1

〉

=

〈
n∑
i=1

αiei, ek

〉
+

〈
n∑
i=1

αiei,uken+1

〉
+ 〈αn+1en+1, ek〉+ 〈αn+1en+1,uken+1〉

= αk + αn+1uk,
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donde obtemos

αk = −αn+1uk.

Por outro lado,

1 = |N |2 =

〈
n∑
i=1

αiei + αn+1en+1,

n∑
i=1

αiei + αn+1en+1

〉

=

〈
n∑
i=1

αiei,

n∑
i=1

αiei

〉
+ 2

〈
n∑
i=1

αiei,αn+1en+1

〉
+ 〈αn+1en+1,αn+1en+1〉

=

〈
n∑
i=1

αiei,

n∑
i=1

αiei

〉
+ α2

n+1.

Portanto

1 =

〈
n∑
i=1

(−αn+1uiei),

n∑
i=1

(−αn+1uiei)

〉

= α2
n+1

〈
n∑
i=1

uiei,

n∑
i=1

uiei

〉
+ α2

n+1

= α2
n+1

(
‖∇u‖2 + 1

)
,

ou seja,

αn+1 =
1√

‖∇u‖2 + 1
.

Com isto, obtemos a seguinte expressão para o campo normal unitário

N =
1

W
(−∇u, 1),

onde W =
√

|∇u|2 + 1 e ∇u denota o gradiente da função u.

Agora calculemos a expressão para a componente tangente de U. Sendo U = (−V , 1)

e UT = U− 〈U,N〉N, temos

U> = U− 〈U,N〉N

= (−V , 1) −
1

W2
〈(−V , 1), (−∇u, 1)〉 · (−∇u, 1)

=
1

W2

[(
−(|∇u|2 + 1)V , (|∇u|2 + 1))

)
− (〈V ,∇u〉+ 1) · (−∇u, 1)

]
=

1

W2

[
(−|∇u|2V − V + 〈V ,∇u〉 · ∇u+∇u, (|∇u|2 + 1) − 〈V ,∇u〉− 1)

]
.

Portanto,

UT =
1

W2
(∇u− V + 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V , 〈∇u,∇u− V〉).
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Obteremos uma estimativa para |UT |. Para isto, veja que

|UT |2 =
〈
UT ,UT

〉
=

1

W4

[
|∇u− V + 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2

]
+

1

W4

[
| 〈∇u,∇u− V〉 |2

]
.

Agora observe que,

|∇u− V + 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2 = |∇u− V |2 + 2
〈
∇u− V , 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V

〉
+| 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2.

Mais ainda,

〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V = 〈∇u,V〉∇u− 〈∇u,∇u〉V

= 〈∇u,V〉∇u− 〈∇u,V〉V

+ 〈∇u,V〉V − V 〈∇u,∇u〉V

= 〈∇u,V〉 (∇u− V) + 〈∇u,V −∇u〉V .

Com isto, obtemos

| 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V | = | 〈∇u,V〉 (∇u− V) + 〈∇u,V −∇u〉V |

6 | 〈∇u,V〉 ||∇u− V |+ | 〈∇u,V −∇u〉 ||V |

6 |∇u||V ||∇u− V |+ |∇u||∇u− V ||V |

= 2|∇u| · |V | · |∇u− V |.

Dáı conclúımos também que

〈
∇u− V , 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V

〉
6 |∇u− V | · | 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |

6 2|∇u− V |2 · |∇u| · |V |.

Utilizando que | 〈∇u,∇u− V〉 |2 6 |∇u|2 · |∇u− V |2, obtemos a estimativa abaixo:

|∇u− V + 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2 = |∇u− V |2 + 2
〈
∇u− V , 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V

〉
+| 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2

6 |∇u− V |2 + 4|∇u− V |2|V | · |∇u|

+4|∇u|2|V |2|∇u− V |2.
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Finalmente, obtemos a estimativa a seguir para |U>|

|UT |2 =
1

W4

[
|∇u− V + 〈∇u,V〉∇u− |∇u|2V |2 + | 〈∇u,∇u− V〉 |2

]
6

1

W4

[
|∇u− V |2 + 4|∇u− V |2|V | · |∇u|+ 4|∇u|2|V |2|∇u− V |2

]
+

1

W4
|∇u|2|∇u− V |2

6
|∇u− V |2

W4

[
1 + 4|∇u| · |V |+ 4|∇u|2 · |V |2 + |∇u|2

]
6

|∇u− V |2

W4

[
1 + 2|∇u|2 + 2|V |2 + 4|V |2|∇u|2 + |∇u|2

]
=

|∇u− V |2

W4

[
1 + 3|∇u|2 + 2|V |2 + 4|V |2|∇u|2

]
6

|∇u− V |2

W4

[
3 + 3|∇u|2 + 6|V |2 + 6|V |2|∇u|2

]
=

3|∇u− V |2

W4

[
1 + |∇u|2 + 2|V |2 + 2|V |2|∇u|2

]
=

3|∇u− V |2

W4

[
(1 + 2|V |2) + (1 + 2|V |2)|∇u|2

]
=

3|∇u− V |2

W4

[
(1 + 2|V |2)(1 + |∇u|2)

]
=

3|∇u− V |2

W2
(1 + 2|V |2).

Então

|UT | 6
C

W
|∇u− V |,

onde C =
√

3(1 + 2|V |2). Portanto,∫
M

|UT |dM =

∫
Rn

|UT |Wdx 6
∫
Rn

C

W
|∇u− V |Wdx = C

∫
Rn

|∇u− V |dx.

Suponha que existam constantes positivas R, c e α tais que

|p| > R ⇒ |∇u(p) − V | 6 c

|p|n+α
.

Seja B = B(0, 1) a bola unitária do Rn de centro na origem. Mostraremos que a

função p 7→ c

|p|n+α
é integrável. Para tal, basta mostrarmos que a função é integrável

sobre BC = Rn \ B. De fato, utilizando coordenadas polares temos∫
BC

1

|x|n+α
dx =

∫∞
1

∫
Sn−1

1

|rx ′|n+α
rn−1 dx ′dr

= vol(Sn−1)

∫∞
1

r−1−α dr

= vol(Sn−1)
r−α

−α

∣∣∣∣∞
1

= vol(Sn−1)
1

α
<∞.
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Isto implica que |∇u− V | ∈ L1(Rn). Donde obtemos que |U>| ∈ L1(Rn).

Outra questão que agora trataremos é: relacionar a segunda forma fundamental do

gráfico de u como a hessiana de u. Seja h a segunda forma fundamental de Mn com

relação ao vetor normal N calculado anteriormente, ou seja,

N =
1

W
(−∇u, 1).

Sejam {ϕ1, . . . ,ϕn} os campos coordenados associados à parametrização canônica de

M. Então, em coordenadas, temos que

h(ϕi,ϕj) = −
〈
∇ϕiN,ϕj

〉
.

Entretanto

0 = ϕi 〈N,ϕj〉 =
〈
∇ϕiN,ϕj

〉
+
〈
N,∇ϕiϕj

〉
,

assim

−
〈
∇ϕiN,ϕj

〉
=
〈
N,∇ϕiϕj

〉
.

Logo,

h(ϕi,ϕj) =
〈
N,∇ϕiϕj

〉
=
〈
∇(ei+uien+1)(ej + ujen+1),N

〉
.

Calculemos ∇(ei+uien+1)(ej + ujen+1).

∇(ei+uien+1)(ej + ujen+1) = ∇ei(ej + ujen+1) +∇uien+1
(ej + ujen+1)

= ∇eiej +∇ei
(
∂u

∂xj
en+1

)
+ ui∇en+1

ej

+ui∇en+1

(
∂u

∂xj
en+1

)
= ∇eiej + uj∇eien+1 +

∂2u

∂xi∂xj
en+1

+ui∇en+1
ej + uiuj∇en+1

en+1.

Utilizando que {e1, . . . , en} é a base canônica e ∇ é a derivada usual do Rn, podemos

inferir que

∇(ei+uien+1)(ej + ujen+1) =
∂2u

∂xi∂xj
en+1.

Portanto,

h(ϕi,ϕj) =
〈
∇ϕiϕj,N

〉
=

〈
∂2u

∂xi∂xj
en+1,N

〉
.

Agora, fazendo uso da expressão de N temos

h(ei, ej) = h(ϕi,ϕj) =
1

W

∂2u

∂xi∂xj
=

1

W
Hessu(ei, ej).
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Logo a segunda forma fundamental h do gráfico da função u, com relação ao vetor

normal unitário N = 1
W
(−∇u, 1), é

h =
1

W
Hessu.

Desta forma, dizer que a segunda forma fundamental é limitada é equivalente a existir

uma constante c > 0 para qual

|h|2 6 c⇔ 1

|W|2
||Hessu||2 6 c⇔ ||Hess u||2 6 c(1 + |∇ u|2).

Agora podemos provar o seguinte:

Teorema 5. Seja Mn ⊂ Rn+1 o gráfico de uma função suave u : Rn → R tal que

|∇u − V | ∈ L1(Rn) para algum V ∈ Rn e ||Hessu||2 6 c(1 + |∇u|2) para algum c > 0.

Se existe um inteiro 0 6 r 6 n− 2 tal que as funções simétricas elementares Sr+1 e Sr+2

não mudam de sinal em M, então M tem ı́ndice de nulidade relativa υ > n − r. Em

particular, se Sr 6= 0 então o gráfico é folheado por hiperplanos de dimensão n− r.

Demonstração. Sejam f e g as funções suporte definidas anteriormente. Afirmamos, que

f e g são integráveis. De fato, sendo

|∇f| = |−A(UT )| 6 ||A|| · |UT | e |∇g| = |UT |

como a condição ||Hessu||2 6 c(1 + |∇u|2) nos diz que segunda forma fundamental é

limitada e |U>| ∈ L1(Rn) temos que |∇f|, |∇g| ∈ L1(Rn). Por outro lado, como M é um

gráfico então f é positiva ou é negativa em M.

Por hipótese, Sr+1 não muda de sinal M, então Lr(g) = (r + 1)Sr+1f não muda de

sinal. Dáı, temos como consequência que Lr(g) = 0. Com isto, teremos que Sr+1 se anula

em M. Pela expressão Lr(f) = −(S1Sr+1 − (r+ 2)Sr+2)f−U
T (Sr+1), inferimos

Lr(f) = (r+ 2)Sr+2f.

Como por hipótese, Sr+2 não muda de sinal em M, conclúımos que Lr(f) = 0. Assim,

Sr+2 = 0 em M. Portanto, Sr+1 = Sr+2 = 0. Pela Proposição 13, temos que Sr = 0 para

todo j > r+ 1, e assim υ > n− r.

Em particular, se Sr 6= 0 temos que υ = n− r. Portanto, pelo Teorema de Ferus a dis-

tribuição de nulidade relativa determina uma folheação de M cujas folhas são totalmente

geodésicas em M e em Rn+1, logo são hiperplanos.
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Corolário 4. Seja Mn ⊂ Rn+1 o gráfico de uma função suave u : Rn → R tal que

|∇u − V | ∈ L1(Rn) para algum V ∈ Rn e ||Hessu||2 6 c(1 + |∇u|2) para algum c > 0.

Se a curvatura média e a curvatura escalar de M não mudam de sinal, então M é um

hiperplano de Rn+1 ortogonal a (−V , 1).

Demonstração. Denotemos por H e R, respectivamente, a curvatura média e escalar de

M. Por definição, temos S1 = nH. Pela Proposição 12 segue que

n(n− 1)R = 2S2.

Então, as curvaturas S1 e S2 não mudam de sinal em M. Procedendo de modo análogo

ao que foi feito no Teorema 5, conclúımos que M possui nulidade relativa igual a n. Como

M é completa, segue pelo Teorema de Ferus que M é um hiperplano. O resto segue de

nossas discussões anteriores.

Observação 5. Observe que as condições sobre a função u não são supérfluas. Para

vermos isto, considere os dois exemplos:

(1) Se u(x1, . . . , xn) = (x21 + . . . + x2r)(αr+1xr+1 + . . . + αnxn), onde αr+1, . . . ,αn são

constantes reais todas não nulas. Se M é o gráfico de u, então, fora do hiperplano

αr+1xr+1 + . . . + αnxn = 0, M possui ı́ndice de nulidade relativa exatamente igual

a n− r. Em particular, Sr+1 = Sr+2 = 0. Por outro lado, existe um vetor V tal que

|∇u− V | 6∈ L1(Rn). Além disso, não existe c > 0 tal que ||Hessu||2 6 c(1 + |∇u|2).

(2) Se u(x1, . . . , xn) = x
2
1+ . . .+x2n e M é gráfico de u, então as curvaturas S1 e S2 > 0

são positivas em M e ||Hessu||2 6 4n(1 + |∇u|2). Contudo, existe V ∈ Rn tal que

|∇u− V | 6∈ L1(Rn).
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Folheações de Formas Espaciais

Durante todo o caṕıtulo, M
n+1

denotará uma variedade Riemanniana orientável e F

uma folheação suave de codimensão 1 emM. Diremos que F é transversalmente orientável

se podemos escolher um campo vetorial unitário suave N ∈ X(M) que é normal em cada

folha de F. Neste caso, para cada p ∈M consideremos o operador linear A : TpM→ TpM

definido por

A(Y(p)) = −∇Y(p)N,

onde ∇ denota a conexão de Levi-Civita de M. É claro que se Y é um campo de ve-

tores suave em M, então A(Y) também o é. Além disso, se AF denota a segunda forma

fundamental de uma folha F de F, então A
∣∣
F
= AF. Neste sentido, o operador linear

Pr : TpM −→ TpM coincide com o r-ésimo tensor de Newton em cada folha da folheação.

Seguindo [12], tomemos X = ∇NN que é tangente as folhas da folheação e independe

da escolha do campo N. No que se segue, calcularemos o divergente de Pr(X) em M e em

uma folha F de F.

Proposição 18. Sejam F uma folheação suave transversalmente orientável de codimensão

1 da variedade Riemanniana M
n+1

, N ∈ X(M) um campo vetorial normal nas folhas de

F e X = ∇NN. Se F é uma folha de F, então

divF(Pr(X)) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉

+tr (A2Pr) + 〈X,Pr(X)〉−N(Sr+1), (5.1)

onde R é o tensor curvatura de M, {ei} é referencial ortonormal em F e tr (·) é o traço

41
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do operador entre parênteses em F. Além disso,

divMPr(X) = divFPr(X) − 〈Pr(X),X〉 . (5.2)

Demonstração. Dado p ∈ F, escolha um referencial adaptado {e1, e2, . . . , en, en+1} definido

numa vizinhança de p em M, isto é, um conjunto ortonormal de campos vetoriais tal que

e1, . . . , en são tangentes em cada folha e en+1 = N. Além disso, o referencial pode ser

escolhido de tal forma que A(ei(p)) = λiei(p), para todo 1 6 i 6 n. Denotando por ∇

a conexão Levi-Civita de F, temos

divFPr(X) =

n∑
i=1

〈∇eiPr(X), ei〉 . (5.3)

Mas,

ei 〈Pr(X), ei〉 = 〈∇eiPr(X), ei〉+ 〈Pr(X),∇eiei〉 . (5.4)

Sustituindo (5.4) em (5.3), temos que

divFPr(X) =

n∑
i=1

ei 〈Pr(X), ei〉−
n∑
i=1

〈Pr(X),∇eiei〉

=

n∑
i=1

ei 〈X,Pr(ei)〉−
n∑
i=1

〈X,Pr(∇eiei)〉

=

n∑
i=1

ei
〈
∇NN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇NN,Pr(∇eiei)

〉
=

n∑
i=1

〈
∇ei∇NN,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇NN,∇eiPr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇NN,Pr(∇eiei)

〉
. (5.5)

Agora, observe que

R(N, ei)N = ∇ei∇NN−∇N∇eiN+∇[N,ei]N. (5.6)

Substituindo (5.6) em (5.5), temos
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divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇N∇eiN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇[N,ei]N,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇NN,∇eiPr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇NN,Pr(∇eiei)

〉
=

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇NA(ei),Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇[N,ei]N,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇NN,∇eiPr(ei) − Pr(∇eiei)

〉
. (5.7)

Como

[N, ei] =

n∑
j=1

〈[N, ei], ej〉 ej + 〈[N, ei],N〉N,

então

∇[N,ei]N = ∇∑n
j=1〈[N,ei],ej〉ej+〈[N,ei],N〉NN

=

n∑
j=1

〈[N, ei], ej〉∇ejN+ 〈[N, ei],N〉∇NN.

Logo,

n∑
i=1

〈
∇[N,ei]N,Pr(ei)

〉
=

n∑
i,j=1

〈[N, ei], ej〉
〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈[N, ei],N〉
〈
∇NN,Pr(ei)

〉
. (5.8)

Também temos que,

N 〈A(ei),Pr(ei)〉 =
〈
∇NA(ei),Pr(ei)

〉
+
〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
. (5.9)

Logo, substituindo (5.9) e (5.8) em (5.7), obtemos

divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N

( n∑
i=1

〈A(ei),Pr(ei)〉
)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
−

n∑
i,j=1

〈[N, ei], ej〉
〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈[N, ei]〉
〈
∇NN,Pr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉 . (5.10)
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Sendo [N, ei] = ∇Nei − ∇eiN, segue que 〈[N, ei], ej〉 =
〈
∇Nei, ej

〉
−
〈
∇eiN, ej

〉
.

Portanto,

n∑
i,j=1

〈[N, ei], ej〉
〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
=

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉 〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i,j=1

〈
∇eiN, ej

〉 〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
. (5.11)

Procedendo de modo análogo, obtemos que

n∑
i=1

〈[N, ei],N〉
〈
∇NN,Pr(ei)

〉
=

n∑
i=1

〈
∇Nei,N

〉 〈
∇NN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇eiN,N

〉 〈
∇NN,Pr(ei)

〉
. (5.12)

Agora por (5.12), (5.11) e (5.10), temos

divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N

( n∑
i=1

〈ei,APr(ei)〉
)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
−

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉 〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
+

n∑
i,j=1

〈
∇eiN, ej

〉 〈
∇ejN,Pr(ei)

〉
−

n∑
i=1

〈
∇Nei,N

〉 〈
∇NN,Pr(ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇eiN,N

〉 〈
∇NN,Pr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉 . (5.13)

Agora, usando que ∇ejN = −A(ej) e as demais igualdades obtidas, temos que (5.13)

pode expresso da seguinte forma
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divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N

( n∑
i=1

〈ei,APr(ei)〉
)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉

+

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉

−

n∑
i,j=1

〈
∇eiN, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉

−

n∑
i=1

〈
∇Nei,N

〉
〈X,Pr(ei)〉

+

n∑
i=1

〈
∇eiN,N

〉
〈X,Pr(ei)〉 . (5.14)

Como

n∑
i=1

〈
∇eiN,N

〉
〈X,Pr(ei)〉 = 0, então por (5.14) temos que

divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N(tr APr)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉

+

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉 〈A(ej),Pr(ei)〉

+

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉

+

n∑
i=1

〈
ei,∇NN

〉
〈X,Pr(ei)〉

onde usamos que 0 = N 〈ei,N〉 =
〈
∇Nei,N

〉
+
〈
ei,∇NN

〉
.
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Donde obtemos,

divFPr(X) =

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N(trAPr)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉

+

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉 〈A(ej),Pr(ei)〉

+

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉

+

n∑
i=1

〈
ei,∇NN

〉
〈Pr(X), ei〉

=

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N(trAPr)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉

+

n∑
i=1

〈A(ei),APr(ei)〉+
n∑
i,j=1

〈
∇ei , ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉

+
〈
∇NN,Pr(X)

〉
=

n∑
i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
−N(trAPr)

+

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
+ 〈X, divFPr〉+ tr A2Pr

+ 〈X,Pr(X)〉+
n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉 . (5.15)

A fim de simplificar os últimos dois somatórios na expressão acima, consideremos a

notação lij =
〈
∇Nei, ej

〉
e mji = 〈A(ej),Pr(ei)〉. Pode-se verificar sem dificuldades que

lij = −lji e mji = mij. Assim,

n∑
i,j=1

〈
∇Nei, ej

〉
〈A(ej),Pr(ei)〉 =

n∑
i,j=1

lijmji = 0.

Por outro lado, usando a propriedade de compatibilidade da conexão com a métrica,

temos que

N 〈Pr(ei), ej〉 =
〈
∇NPr(ei), ej

〉
+
〈
Pr(ei),∇Nej

〉
,
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donde inferimos que

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
=

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉
〈
∇NPr(ei), ej

〉
=

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉N (〈Pr(ei), ej〉)

−

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉
〈
Pr(ei),∇Nej

〉
=

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉N (〈Pr(ei), ej〉)

−

n∑
i,j,k=1

〈A(ei), ej〉 〈Pr(ei), ek〉
〈
∇Nej, ek

〉
.

Fazendo hij = 〈A(ei), ej〉 e tik = 〈Pr(ei), ek〉, obtemos que hij = hji e tik = tki. Dáı,

n∑
i,j,k=1

〈A(ei), ej〉 〈Pr(ei), ek〉
〈
∇Nej, ek

〉
=

n∑
i,j,k=1

hijtikljk = 0.

Portanto,

n∑
i=1

〈
A(ei),∇NPr(ei)

〉
=

n∑
i,j=1

〈A(ei), ej〉N (〈Pr(ei), ej〉)

=

n∑
i,j=1

hijN(tij)

= N

(
n∑
i,j=1

hijtij

)
−

n∑
i,j=1

N(hij)tij

= N(trAPr) −

n∑
i,j=1

N(hij)tij.

Procedendo como em [2], mostramos que no ponto p vale
∑n
i,j=1N(hij)tij = N(Sr+1),

donde obtemos (5.1). Além disso,

divMPr(X) =

n∑
i=1

〈
∇eiPr(X), ei

〉
+
〈
∇NPr(X),N

〉
=

n∑
i=1

〈
∇eiPr(X), ei

〉
−
〈
Pr(X),∇NN

〉
= divFPr(X) − 〈Pr(X),X〉 .

Isto conclui a demonstração da proposição.
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Observação 6. Com relação aos cálculos acima, se M possui curvatura seccional

constante, então H. Rosenberg provou em [10] que divFPr = 0, assim simplificando (5.1).

Usaremos este fato no que segue.

Agora estudaremos folheações de codimensão 1 de Sn+1 cujas folhas possuem curvatura

escalar constante, assim estendendo o Corolário 3.5 de [12].

Teorema 6. Não existe folheação suave, transversalmente orientável de codimensão 1 da

esfera Euclidiana Sn+1, cujas folhas são completas e possuem curvatura escalar constante

maior do que 1.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existe uma folheação F de Sn+1 com

as propriedades acima. Por hipótese, como F é transversalmente orientável, podemos

escolher um campo de vetores suave N unitário que é normal às folhas de F. Agora

considere AF(·) = −∇(·)N o operador de Weingarten de uma folha com respeito a N.

Considere também RF, a curvatura escalar da folha F ∈ F. Como foi provado anterior-

mente,

2S2 = n(n− 1)(RF − 1).

Donde obtemos que S2 é uma constante positiva. Sejam λ1, . . . , λn os autovalores de

AF. Como a norma de A é dada por ||A||2 = trA2 =

n∑
i=1

λ2i , segue que

S21 =

n∑
i=1

λ2i + 2
∑
i<j

λiλj

= ‖A‖2 + 2S2(A)

> ‖A‖2 > λ2i .

Escolhendo a orientação de F de tal forma que S1 > 0, então segue da desigualdade

acima que S1 − λi > 0. Isto nos diz que P1 é positivo definido em F.

Considere a função curvatura escalar R : Sn+1 → R, que associa a cada ponto o valor

da curvatura escalar na folha no ponto dado. Como estamos supondo que R é constante

nas folhas, pela Proposição 9 temos que ou R é constante em Sn+1 ou existe uma folha

compacta F de F com a seguinte propriedade

RF = max
p∈Sn+1

R(p).



Caṕıtulo 5. Folheações de Formas Espaciais 49

Suponhamos que R não é constante em Sn+1, e seja F uma folha compacta de F com

curvatura escalar maximal, assim N(S2) = 0 sobre F. Pela Proposição 18, temos

divFP1(X) = tr (P1) + tr (A2P1) + 〈X,P1(X)〉 > 0.

Por outro lado, como F é compacta, segue pelo Teorema da Divergência que∫
F

divFP1(X)dF = 0,

o que é absurdo. Agora, suponha que R é constante em Sn+1. Então N(S2) = 0, e com

isto obtemos a seguinte igualdade

div P1(X) = tr (P1) + tr (A
2P1) > 0.

Além disso, integrando sobre Sn+1 temos que tr (P1) = tr (A2P1) = 0, que contradiz o

fato de P1 ser positivo definido.

Observação 7. Existem famı́lias, que não são folheações, de toros compactos em Sn+1

com curvatura escalar maior que 1. Construiremos uma famı́lia de toros com curvatura

escalar constante igual a 3
2
.

Consideremos o toro de Clifford Sn1(r1) × Sn2(r2) ↪→ Sn(1), fazendo β =
(
r2
r1

)2
e

usando a relação n(n− 1)(R− 1) = 2S2 temos que

n(n− 1)(R− 1)β = n1(n1 − 1)β2 − 2n1n2β+ n2(n2 − 1).

Vamos analisar o caso β = 1 e R = 3
2
. Substituindo estes valores na relação encon-

trada, obtemos

(n1 + n2)(n1 + n2 − 1) = 8n1n2.

Toda solução n1 = a1, n2 = a2 para a equação obtida, gera uma famı́lia n1 = ak, n2 =

ak+1 de soluções, onde a sequencia (ak)k>1 satisfaz a seguinte relação de recorrência:

ak+2 = 6ak+1 − ak + 1. Assim, a solução n1 = 1, n2 = 7 gera uma famı́lia de toros de

Clifford tendo curvatura escalar 3
2
.

Teorema 7. Seja F uma folheação suave, transversalmente orientável, singular, de codi-

mensão 1 de Rn+1, cujas folhas são completas, r-mı́nimas e tal que Sr não muda de sinal

em Rn+1. Se |X| ∈ L1 e ||A|| é limitada sobre cada folha, então cada folha tem ı́ndice de

nulidade relativa no mı́nimo n− r. Em particular, se Sr 6= 0 numa folha então esta folha

é folheada por hiperplanos de dimensão n− r.
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Demonstração. Seja F uma folha de F. Como Sr não muda de sinal em F, temos que Pr é

semi-definida, assim temos que tr (A2Pr) e 〈X,Pr(X)〉 são ambos não negativos ou ambos

não positivos em F. Dáı, aplicando (5.1) e a Observação 6 temos que

divF(Pr(X)) = tr(A2Pr) + 〈X,Pr(X)〉

é não negativo ou não positivo em F. Assim, segue pela Proposição 17 que divF(Pr(X)) = 0.

Logo, Sr+1 = 0 em F e

tr (A2Pr) = −(r+ 2)Sr+2 = 0.

Portanto, temos que Sk = 0 para todo k > r+ 1. Com isto conclúımos que υ > n− r.

Em particular, pelo Teorema de Ferus temos que se Sr 6= 0 na folha F, então a folha F é

folheada por (n− r)-hiperplanos.

Observação 8. Como um exemplo da situação descrita pelo teorema acima, temos que

F := {Srρ × Rn−r ⊂ Rr+1 × Rn−r|ρ ∈ R e 2r > n} é uma folheação singular de Rn+1 por

cilindros concêntricos. O conjunto singular da folheação é o (n − r)-plano {0} × Rn−r.

De fato, dado (x,y) ∈ Srρ × Rn−r temos que o campo normal unitário, no ponto (x,y),

é N(x,y) = (− x
|x|

, 0). Com isto, obtemos que os autovalores do operador de Weingarten

são λ1 = · · · = λr = 1
ρ

e λr+1 = · · · = λn = 0. Donde conclúımos que Sr+1 = 0, Sr > 0 e

||A|| é constante sobre cada folha. Seja α(t) = (x,y)+ tN(x,y) a reta que passa no ponto

(x,y) na direção de N(x,y), então

N(α(t)) =

(
−
x

|x|
, 0

)
e conclúımos que X(x,y) = ∇N(x,y)N = 0, implicando que |X| ∈ L1.
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