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Resumo

Estudaremos folheagoes de formas espaciais por hipersuperficies completas, com algu-
mas restricoes sobre as curvaturas médias de ordem superior. Em particular, no espaco
Euclidiano, obteremos um teorema tipo-Bernstein para graficos cujas curvaturas média
e escalar nao mudam de sinal, mas por outro lado, nao necessariamente sao constantes.
Estabeleceremos também a nao existéncia de folheacoes da esfera Euclidiana cujas folhas
sao completas e possuem curvatura escalar constante, assim estendendo um teorema de
Barbosa, Kenmotsu e Oshikiri. Para o caso geral de folheacoes r-minimas do espago Eu-
clidiano, possivelmente com um conjunto singular, utilizamos um teorema de Ferus para

obter condigoes sob as quais as folhas nao-singulares sao folheadas por hiperplanos.



Abstract

We study foliations of space forms by complete hypersurfaces, under some mild condi-
tions on its higher curvatures. In particular, in Euclidean space we obtain a Bernstein-type
theorem for graphs whose mean and scalar curvature do not change sign but may on the
other hand be nonconstant. We also establish the nonexistence of foliations of the stan-
dard sphere whose leaves are complete and have constant scalar curvature, thus extending
a theorem of Barbosa, Kenmotsu and Oshikiri. For the more general case of r-minimal
foliations of the Euclidean space, possibly with a singular set, we are able to invoke a
theorem of Ferus to give conditions under which the non-singular leaves are foliated by

hyperplanes.

vi
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Introducao

Folheagoes, de codimensao 1, de espacos Riemannianos tém sido estudadas desde o
comego do século passado. Em 1915, S. Bernstein [17] provou que os tnicos graficos
minimos inteiros no R* sdo os planos. Este resultado foi extendido por J. Simons [13]
para graficos minimos inteiros em R™™!, paran < 7. Em 1968, E. Bombieri, E. de Giorgi
e E. Giusti [7] mostraram que o resultado nao vale para n > 8.

Uma extensao natural para o problema descrito acima, é considerar folheagoes com-
pletas de formas espaciais de codimensao 1 cujas folhas tém curvatura média constante.
Neste sentido, J. L. Barbosa, K. Kenmotsu e G. Oshikiri [4] provaram que, se o espago em
questao é flat entao uma tal folheagao deve ter folhas minimas, e que a esfera Euclidiana
nao adimite uma folheacao com tais propriedades.

No Capitulo 1, comegamos com um breve resumo de conceitos e resultado que serao
de fundamental importancia para o bom entendimento deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos na Secao 2.1 o conceito de distribuicao tangente (ou
simplesmente distribui¢ao) e daremos destaque ao importante Teorema de Frobenius. Na
Secao 2.2, apresentamos o conceito de indice de nulidade relativa, algumas propriedades
e provamos o Teorema de Ferus, que é de fundamental importancia no desenvolvimento
deste trabalho.

O Capitulo 3 é dedicado ao operador L,, onde destacamos algumas de suas pro-
priedades, calcularemos o L, das funcgoes suporte e apresentamos um resultado relacio-
nando a derivada de uma contracao com o divergente de um campo.

No Capitulo 4, destacamos a Proposicao 17 por sua importancia na demonstragao do
Teorema 7, feita no Capitulo 5.

Ainda no no Capitulo 5, consideraremos variedades Riemannianas munidas de fol-
heacoes transversalmente orientaveis, ou seja, tais que é possivel escolher um campo ve-

torial unitario N suave, normal a cada folha da folheacao. Quando a variedade ambiente



Sumario 2

é a esfera Euclidiana provamos o seguinte resultado:

Nao existe folheacio suave na esfera Euclidiana S transversalmente orientdvel de
codimensao 1, cujas folhas sao completas e possuem curvatura escalar constante maior
que 1.

Finalmente, no Capitulo 5, calculamos uma expressao para a divergéncia do campo
P.(VNN). Também consideramos uma generalizacdo do problema de Bernstein, que é o
estudo de folheacoes r-minimas do espaco Euclidiano. Neste caso, utilizamos o Teorema
de Ferus para provarmos o resultado abaixo:

Seja F uma folheacao suave, transversalmente orientavel, singular, de codimensao 1
de R cujas folhas sao completas, T-minimas e tal que S, ndo muda de sinal nas folhas.
Se |X| € L e |A| € limitada em cada folha, entao cada folha tem nulidade relativa de no
minimo n—r. Em particular, se S, # 0 na folha, entao esta folha é admite uma folheagao

por hiperplanos de dimensao n —r.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos a notacao a ser usada e recordamos alguns conceitos
e fatos basicos, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Sendo assim, a
prova de alguns resultados nao sera feita, mas em todo o texto ficard clara a referéncia
para obter tais justificativas. Para recomendamos detalhes recomendamos ao leitor a

referéncia [6].

1.1 Gradiente e Hessiano

No que se segue M™ denotara uma variedade Riemanniana suave, munida da métrica

Riemanniana (,) e conexdo Riemanniana V.

Definigao 1 (Gradiente). Seja f: M™ — R uma fun¢do suave. O gradiente de f € o
campo vetorial suave VI € X(M), definido em M por

(V,X) = X(f), (1.1)
para todo X € X(M).

No lema abaixo, apresentamos uma forma de escrever o gradiente de uma fungao em

um referencial ortonormal local.

Lema 1. Sejam f: M™ — R uma funcdo suave e {e,...,en} um referencial ortonormal

local em uma vizinhang¢a aberta U C M. Entao

n

V= Zej(f)ej,

j=1

e o seqgundo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

3
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Demonstracao. Seja X = x;e; em U, entao:

= inei(f) = <ZX{€1, Z e)-(f)ej> = <X, Z 6j(f)€j> .
i=i i=1 j=1 j=1

Dai, por (1.1)

n
V= E ej(f)e
j=1
Se {€y, ..., en} for outro referencial ortonormal em U, com €; = E xije; em U, entao

j=1
a matriz (xij(p))nxn € ortogonal em p € U, e dai

n

> gl Z xexye(fer = Z duec(fler =) eilfle
t=1

j j,Lt=1 L,t=1

]

Como consequéncia imediata do lema anterior, obtemos algumas propriedades que o

operador gradiente satisfaz.

Proposigao 1. Sejam f, g : M™ — R fungoes suaves, entao
(a) V(f+g)=VIf+Vg.

(b) V(fg)=g-VIf+f-Vg.

Definigao 2 (Divergente). Seja X um campo vetorial suave em M™. O divergente de

X € a fungao suave definida em M por

divX : M — R
p — divX(p) =trvr— (V,X)(p)],

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre colchetes.

No lema a seguir, apresentamos sem demonstracao, uma forma de escrever o divergente

de um campo vetorial em um referencial ortonormal local.

Proposigao 2. Sejam X um campo suave em M™ e {ei,...,en} um referencial
n

ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M. Se X = inei em U, entdo
i=1

divX = Z ei(xi) — (Ve.ei, X)).
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Observagao 1 (Refencial Geodésico). Seja M™ uma variedade Riemannianna e p € M™.
Dizemos que um referencial ortonormal {eq,...,en} em um aberto U C M € geodésico
emp € U se (Ve,e5)(p) =0 para todos 1 < 1i,j < n. Neste caso, temos que a expressao
obtida no lema anterior para o divergente de um campo vetorial pode ser expressa da

sequinte forma

divX = Z ei(xi).
i=1

As propriedades, que o divergente de um campo vetorial satisfaz, apresentadas no lema

abaixo, seguem como consequeéencia direta do lema acima.

Proposicao 3. Sejam X,Y campos vetoriais suaves em M™ e f: M™ — R uma funcao

suave, entao
(a) div(X+Y)=divX+divY.
(b) div (fX) =f-divX+ (Vf, X).

Definicao 3 (Laplaciano). Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma

fungao suave. O Laplaciano de f é a funcao Af: M — R dada por
Af =div(Vf). (1.2)
Temos agora a seguinte:

Proposigao 4. Sejam f : M™ — R uma fung¢ao suave e {eq,...,en} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Entao,

n

Af=) (eileilf) — (Vee)(f)).

i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
n
Af =) ei(eilf)).
i=1

Definigao 4 (Hessiano). Seja f : M — R uma fun¢do suave. O Hesstiano de f em

P € M € o operador linear Hess f, : T,M — T,M definido por

Hess f,(v) = V, V1.
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Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X € X(M) é uma extensao

de v a uma vizinhanca de p € M, entao
Hess fp (V) = Vx(p)V .

Desta forma, podemos considerar o operador hessiano Hess f : X(M) — X(M) definido
como

Hess f(X) = VxV 1.

Proposicao 5. Se f: M — R ¢ uma funcdao suave, entao o hessiano de f é um operador

linear auto-adjunto.
Demonstracao. Dados U,V € X(M), temos que

(Hess f(U), V) = (VyV f, V)
= U(VF,V)— (VFVyV)
= U(VF,V)— (VU V] +Vyl)
— U(V(F) — (V T, [U, V] + VyU)
= V(U() + [U, VIf — (V £, Vi U) — (V £, [U, V])
= V(U(f) + [U, VIf — (V £, Vo, U) — [U, VIf
= V(U(f)) — (V £, VyU)
= (Hess f(V), U) .

]

Apresentamos a seguir um fato importante, cuja prova segue como consequéncia da
definicao de hessiano:

Af = tr (Hessf).

1.2 Curvaturas

Nesta secao, apresentaremos os conceitos e resultados bésicos sobre tensor curvatura.

Definigao 5 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma

correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) wma aplicagio

R(X,Y): X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z = Vyvxz — VxVyZ + V[X,Y]Z, VZ € %(M),
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onde V é a conexao Riemanniana de M.
Um fato béasico é: se M = R™ entao R(X,Y)Z = 0 para quaisquer X,Y,Z € X(R").

Proposicao 6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
(i) R € C*®(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto €,
R(fX; + gXa, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xs, Y1),
R(X1, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(Xq, Ya),
f, g e C®(M), Xy, Xg, Y1, Yo € X(M).

(il) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
C>(M)-linear, isto ¢,

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z +R(X,Y)W,

R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,

feC®M), Z, We X(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (1.3)

(iv) Para todos X, Y, Z, T € X(M) valem as sequintes propriedades de simetria:

) (RX,Y)Z,T) + (R(Y,Z)X, T) + (R(Z,X)Y,T) =0
) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T)
) (RX,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z, )X, Y).

Definig¢ao 6 (Curvatura Seccional). Dado um pontop € M e um subespago bi-dimensional

o C T,M, o nimero real

Kl = (ROcY)xy)
K(o) =Kpxy) == 28 55

onde {x,y} € uma base qualquer de 0 e | x ANy |*= (x,x)(y,y) — (x,y)?, € chamado de
curvatura seccional de o em p. Pode-se mostrar que K(o) nao depende da escolha dos

vetores X,y € 0.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 8

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretacoes geométricas,
sua importancia provém do fato de que o conhecimento de K(o), para todo o, determina
completamente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico, como mostra o lema

abaixo.

Lema 2. Seja V um espago vetorial de dimensdo n = 2, munido de um produto interno
(,). Sejam R: VXV XV =V eR :VXxVxV =YV aplicagdes trilineares tais que as
condigoes (iii), iv-(a), iv-(b), iv-(c) e iv-(d) da Proposicio 6 sejam satisfeitas. Se x, y
sao dois vetores linearmente independentes, consideremos

(R(x,y)x,y) (R"(x,y)x,y)
Ix Ayl? Ix Ayl 7

onde o € o subespaco bi-dimensional gerado por x e y. Se para todo o C V tivermos

K(o) =K’(0), entao R =R’.

K(o) = e K'(o) =

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-
tria relativamente simples e bem conhecida, servem como espacos modelo para geometria
de comparacao. Além disso, construgoes geométricas com tais espacos sao menos compli-
cadas de serem feitas do que quando se considera variaveis abstratas quaisquer.

O lema a seguir apresenta uma caracterizacao da curvatura para as variedades Rie-

mannianas de curvatura seccional constante.

Lema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Defina uma aplicagao trilinear
R": T,M x T,M x TM — T,M por

(R'(X, Y)W, Z) = (X, W)Y, Z) — (Y, W)(X, Z) = <<X,W>Y— (Y, W)X, Z>,
para todos X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ko

se, e somente se, R =KyR’ R onde denota a curvatura de M.

Utilizando a curvatura seccional de uma variedade, podemos definir outras curvaturas
com importantes propriedades e interpretacoes geométricas, que serao utilizadas apartir

do Capitulo 3 quando tratarmos de formas espaciais.

Definigao 7 (Curvatura de Ricci). Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, x
um vetor unitario em T,M e {zy,...,zn_1,2n = X} uma base ortonormal de T,M. A

curvatura Ricci de Ml na direcao x em p € definida por
1 n—1
no14 (R(x, zi)x, z4).

Ricy(x) =
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Definigao 8 (Curvatura Escalar). Sejam M wuma variedade Riemanniana, p € M e
{z1,...,2Zn—1,Zn} uma base ortonormal de T,M. A curvatura escalar de M emp € definida

por

R(p) = % D Ricy(z).
j=1

1.3 Imersoes Isométricas

Parte substancial das defini¢oes e resultados enunciados nesta secao foram extraidos
da referéncia [6].
. T7nt+m=k = . . . o ~
Seja (M ,(,), V) uma variedade Riemanniana com métrica (, ) e conexao
. . = . . . . EWiL . ~
Riemanniana V. Sejam M™ uma variedade n-dimensional e f: M™ — M uma imersao.
Nestas condicoes, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M através da definicao
<ua V>P - <dfp(u)a dfp(v)>f(p), \V/P S M, VLL,V € TPM

Dessa forma, a aplicacao f é uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) € M é uma
subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo
®: U — V C R¥ em um aberto V do R¥, tais que @ aplica difeomorficamente f(U) N U
em um aberto do subespaco R™ C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TqM,
q € U, com o vetor dfq(v) € Tf(q)m. Assim, para cada p € M, o produto interno em

Tpm decompoe Tpm na soma direta
TM=T,Ma (T,M)*,

onde (T,M)+ ¢é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se p € M ev € T,M,

podemos escrever

v=v' +vt vl e T,M, vt e (T,M)*.

Denominamos v' a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Além
disso, usando o difeomorfismo ®@ podemos estender localmente campos de vetores X, Y de

M definidos em f(U) N U, a campos de vetores X, Y definidos em U de modo tal que

Xlu = X.
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Se X e Y sao campos locais de vetores em M, denotaremos por X e Y suas extensoes

locais M.

Lema 4. A conexio Riemanniana ¥V de M relativa & métrica induzida de M por f,

definida abaizo, independe das extensoses X e Y:
= o\ T
VxY = (VxY) .

Defini¢do 9 (Campo Normal). Sejam f : M — M uma imersio isométrica, U C M
uma vizinhanga de p € M tal que f(U) C M € uma subvariedade de M e X € X(U) um
campo local em M, com U C M aberto f(U) C U. O campo N diz-se normal a M se
N(p) = Np € (T,M)*, para todo p € f(U) NU. Dessa forma, se X e Y sdo campos locais
em M entao

h(X,Y) = VgY — VxY

¢ um campo local em M normal a M. Mostra-se que a aplicacdo

h:X(U) x X(U) — %(U)L assim definida € bilinear e simétrica.

Observacao 2. Expressando a aplicacao h em um sistema de coordenadas, verifica-se

que o valor de h(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e de Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental de uma imersao isométrica. Da-

dosp € M en € (T,M)*, a aplicagao H,, : T,M x T,M — R dada por

Hn(xay) :<h(XaU),ﬂ>’ X,y ET]DM7 (14)
é uma forma bilinear e simétrica.

Definigao 10. Sejam p € M en € (T,M)*. A forma quadrdtica 11, definida em T,M
por

HT] (x) = Hn (x,x) = <h(X, X))ﬂ) (15)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Observacgao 3. :

(a) Aswvezes se utiliza também a expressio segunda forma fundamental para designar

a aplicagao h.
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(b) Associada a aplicagcdo Hy, temos a aplicacao linear auto-adjunta Ay : TM — T,M,
definida por
<Aﬂ(x)7y> = HT](X7U) = <h(X>U)7Tl>

onde x, y € T,M.

Proposigao 7. Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Se N € uma extensio local de 1
normal a M, entao

An(x) = —(ViN) .

Considerando o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, a imersao
f:M™ = M ¢ denominada uma hipersuperficie.

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M e n € (T,M)* unitério. Como
Ayt ToM — T, M é auto-adjunta, existe uma base ortonormal {es, ..., e, } de TyM formada
por autovetores de A, com autovalores associados Ay, ..., Ay, isto é, A, (ei) = A;-e; e
1 < i< n. Supondo que M e M sdo orientédveis e estdao orientadas, entdo o vetor n
fica univocamente determinado. Se exigirmos que {ey, ..., €, } seja uma base na orientacao
de M, entéo {eq, ..., en,n} é uma base na orientcio de M. Neste caso, denominamos os
vetores e; de direcoes principais e os autovaloes A; de curvaturas principais da imersao f.
A aplicagao A = A, é chamada de operador de Weingarten associado a segunda forma
fundamental. Nesse caso, vale a igualdade A, (x) = — (VXN)T = —V,N.

No teorema abaixo, relacionaremos a curvatura seccional de M com a curvatura sec-
cional de M. Se x, y € oM C Tpm sao linearmente independentes, indicaremos por

K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente.

. 5 n+m . ~ . . .
Teorema 1 (Teorema de Gauss). Sejam f : M™ — M uma imersao isomeétrica,

p € M e x, y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(x,y) — K(x,y) = (h(x,x), h(y,y)) — h(x,y)*

Corolario 1. No caso de uma hipersuperficie f : M™ — M

, a formula de Gauss dada
no teorema anterior admite uma expressao mais simples. Sejam p € M en € (Tpf\/l)L
unitdrio. Se {ei,...,en} € uma base ortonormal de T,M que diagonaliza A = A, com

autovalores {A1, ..., An}, entdo

K(eiv e]) - R(eb e]) - Al}\]
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Definigao 11 (Imersao Geodésica). Uma imersao f : M™ — M ¢ geodésica em

p € M se para todon € (T,M)*, a sequnda forma fundamental Hy, € identicamente nula
em p. Este fato equivale a dizer que h € nula em p. A imersao f é totalmente geodésica

se € geodésica para todo p € M.



Capitulo 2

Folheacoes e o Teorema de Ferus

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e fatos de fundamental importancia
para a compreensao dos demais resultados do trabalho. Concentraremo-nos apenas nos
fatos mais essenciais. Daremos as defini¢oes bésicas, alguns exemplos ilustrativos, resul-
tados sem demonstracao e em seguida apresentaremos de maneira sucinta o Teorema de

Ferus a ser utilizado posteriormente.

2.1 Folheacoes

As definicoes e os resultados desta segao forma extraidos substancialmente da referéncia

[14].

Definicao 12. Uma distribuicdo tangente (ou simplesmente uma distribuicao, ou um
campo de k-planos) numa variedade suave M, é uma aplicagio D que associa a cada
ponto p € M um subespaco vetorial de dimensao k de T,M.

Uma distribuicao € suave se a uniao de todos estes subespagos formam um subfibrado

tangente D = H D, C TM.
PEM

No lema a seguir, apresentamos outra forma de verificarmos a suavidade de uma

distribuicao.

Lema 5. Seja M uma variedade suave e suponha que D C TM ¢é uma distribuicdo k-
dimensional. Entao D € suave se, e somente se, cada pontop € M possui uma vizinhanca
U na qual existem campos vetoriais suaves Yy, ..., Yy : U — TM tais que Y1(q), ..., Yx(q)

formam uma base para Dq em cada q € U.

13
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Definicao 13. Seja D C TM wuma distribuicao suave em M. Uma subvariedade imersa

N C M € chamada uma variedade integral de D se T,N = D, para cada p € N.

Exemplo 1. Defina uma distribuicio em R™\ {0} da sequinte forma: Dy, € o subespaco
de T,(R™\ {0}) ortogonal ao vetor posicao ei(p) = p. Consideremos um referencial
local ortonormal {eq,...,en}, entdo D € localmente gerado por {es,...,en}. Assim D €
uma distribuicao (m — 1)-dimensional suave em R™ \ {0}. Além disso, para cada ponto

p € R™"\ {0} a esfera de raio |p| centrada na origem é uma variedade integral.

Dizemos que uma distribuicao D em M ¢ involutiva se: dados campos suaves X,Y
definidos em um aberto U C M tais que X,,,Y, € D, para todo p € U, entao o colchete
de Lie [X,Y] ¢ tal que [X,Y], € Dy, para todo p € U. Dizemos que D ¢é integravel se

cada ponto de M pertence a uma variedade integral de D.

Proposicao 8. Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstracao. Seja D C TM uma distribuicao integravel. Suponha que X e Y sao campos
suaves definidos em um aberto U C M, tais que X;,,Y, € D, para todo p € U. Seja N
uma variedade integral, entao X,,Y, € D, = T, N para todo ponto p € N. Dai, X,Y sao

tangentes a N. Donde segue que [X, Y] também ¢é tangente a N, assim [X,,Y,] € D,. O

Definicao 14. Sejam M uma variedade n-dimensional e D uma distribuicao k-dimensional,
dizemos que uma carta (U, @) em M € plana se @(U) é um produto de conjuntos abertos
conezos U x U" C R* x R ¢, nos pontos de U, D € gerado pelos k primeiros campos
coordenados. Dizemos que a distribuicao D C TM ¢é completamente integrdvel se

existe uma carta plana na vizinhanca de todo ponto de M.

Observe que toda distribuicao completamente integréavel é integravel, portanto invo-
lutiva. A pergunta que surge naturalmente é: vale a reciproca ?

A resposta é afirmativa, e é dada pelo seguinte
Teorema 2 (Frobenius). Toda distribui¢do involutiva é completamente integravel.

Exemplo 2. Seja D a distribuicio gerada pelos campos vetoriais V,W : R3 — R3

definidos por

0 0 0 0 0
% =X+ — 1)— e W = ty—.
(x,y,2) Xax + oy +x(y + )az e W(x,y,z) ax+”az
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Afirmamos que D € completamente integravel. Para isto, basta mostrarmos que D €

involutiva. Com efeito,

d

x Tt a 0z’ dx | Y0z
d o\ [of  of
a_ a_ (y+1)6>(6x+ya_z)

DUl
ox oy YT Y,

v = x

e

0 0 0
— +x(y+1)— +y— ]f

0%f 62f 0% f af 0%f 0% f
= %52 P53y Tagex "oz TVayaz TV T Vo
xy(y +1) 0%f —ﬁ—xﬁ— 0%f _yaf - 0%f
0zox  0x ox2  0x0y 0z 0x0z
of 0%f 0%f 0%f 0%f
Tz Yoxoz Yozox Y 0zdy wly+ N5 0z?
_of of
- o Yoz

Assim, [V, W]f = — (% + y%) f = —WT para toda f suave. Logo, [V,W] = —-W € D.
Portanto, D € involutiva e pelo Teorema de Frobenius D é completamente integravel. Veja

que a distribuicao D também é gerada pelos campos X =W eY =V —xW, ou seja,

9 9 Y—i—kxi

X —
x Y3 T oy %z

Nao ¢€ dificil verificar que o fluzo ot de X e o fluzo By de Y sao, respectivamente
a(x,y,z) = (x+t,y,z+yt) e Be(x,y,2) = (x,y +t,z+ xt).

Fazendo uso de um argumento, nao trivial da teoria das Equacoes Diferenciais Parci-
ais, temos que as variedades integrais de D sao as curvas de niveis da fun¢ao w(x,y, z)

onde

(u7v7w) :ll)_l(x7y7z) e ll)(u7v7w) — (Xu o BV(()? O’W)'
Com um cdlculo simples obtemos que Pp(u,v,w) = (u,v,z+uv) e w(x,y,z) =z —xy.

Exemplo 3. Seja M uma variedade Riemanniana, dizemos que um campo V € X(M) é

conforme se
LV<7 > = 21b<7 >

para alguma fungdo \p € C*(M), onde Ly (, ) denota a derivada de Lie da métrica na

direcao do campo V. A funcdo \ € o fator conforme de V.
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Dizemos que um campo conforme V € X(M) € fechado quando VxV =X, para todo
X € X(M). Esta definicao, € uma alusdo ao fato de que a sua 1-forma dual € fechada.

Considere a distribuicio suave V' em M definida, em cada ponto p € M, como seque
Vi={we T,M: (w,V(p)) =0}

Mostraremos que a distribuicao VT € involutiva. De fato, dados X,Y € X(M), tais
que Xp,Yp € VpT, temos que (X, V) = (Y, V) =0, VxV =1VX e VyV =1Y. Dai,

(X, YL, V) = (VxY,V)—(VyX,V)
= X(Y,V) = (Y, VxV)
—Y(X, V) + (X, VyV)
= (X, VyV)—(Y,VxV) =0.

Donde concluimos que ([X,Y], V) =0, ou seja, [X,Y], € VpT. Isto diz que a distribuicao

¢ involutiva, pelo Teorema de Frobenius a mesma é completamente integravel.

Definicao 15. Seja U C R™. Uma k-fatia de U é um subconjunto da forma

K Lk K K
[, oo xR x™M) e WX =R Xt =)

para constantes c*tt, ... c™.

Sejam M™ uma variedade suave e (U, ¢) uma carta local em M. Seja S C U tal que

@(S) é uma k-fatia de @(U), entao dizemos que S é uma k-fatia de U.

Definicao 16. Definimos uma folheacdo de dimensdo k em uma variedade M™ como a
colecao de subvariedades de dimensao k, disjuntas, conezas e imersas em M (chamadas
as folhas da folheagdo), cuja uniago é M e tal que numa vizinhan¢a de cada ponto p € M,
existe uma carta suave (U, @) com a propriedade @(U) = U; x Uy, onde U; C R¥, U, C
R™* sdo conjuntos abertos, e cada folha da folheacao intersecta U ou em um conjunto
vazio ou em uma uniao enumerdvel de fatias de dimensao K. Tal carta € chamada uma

carta plana para a folheacao.
Exemplo 4. Apresentamos quatro exemplos de folheacgoes:

(i) (Folheagies definidas por submersdes) Seja f: M™% — N™ uma submersdo suave.

Pela forma local das submersoes, dados p € M e q = f(p) € N, existem cartas
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locais (U, @) em M e (V,) em N tais quep € U, g € V, o(U) = U; x Uy C
R* x R™, P(V) =V, D Uy e tal que pofoet: U x Uy = Uy coincide com
a projecdo (x,y) — y. Portanto, as cartas locais (U, @) definem uma estrutura de
variedade folheada onde as folhas sao as componentes conezras das subvariedades de

nivel £71(¢) k-dimensionais, onde ¢ € N;

(i) Se M e N sdo variedades suaves conezas, a cole¢ao de subconjuntos da forma{q}xN,
onde q varia sobre M, forma uma folheagao de M x N. Cada folha da folheagao é
difeomorfa a N;

(11i) A colecao de todas as esferas, centradas na origem, € uma folhea¢ao (n — 1)-

dimensional do R™ \ {0};

(iv) Sejam u:R™ — R uma fungao suave e M™ = {(x,u(x)) : x € R"} o grdfico de .
A familia F ={M+c:ce R} ={(x,u(x)+¢c):x € R* e c € R} € uma folheacao

de dimensdo 1 do espaco Euclidiano R™T!.
O lema seguinte relaciona involutividade com folheacao.

Lema 6. Seja F uma folheacdo da variedade suave M™. A colecao de todos os espacos

tangentes nas folhas de F forma uma distribui¢ao involutiva em M.
Portanto, temos uma generalizacao do Teorema de Frobenius.

Teorema 3 (Teorema Global de Frobenius). Seja D uma distribui¢do involutiva em uma

variedade suave M. A colegcdo de todas as variedades integrais conexas de D formam uma

folheagao de M.

Definicao 17. Seja F uma folheagao de dimensao k de uma variedade n-dimensional M.

Entao chamaremos de codimensao da folheagao F ao nimero n — XK.
O seguinte resultado nos sera bastante 1til e sua demonstragao encontra-se em [12].

Proposicao 9. Sejam F uma folheagao de codimensao 1 de uma variedade Riemanianna
conexa M e f: M — R uma funcdo que é constante ao longo das folhas de F. Se f nao é

constante em M, entao o conjunto
A={xeM;f(x) = m}&x(f(x))}

contém pelo menos uma folha compacta.
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2.2 Teorema de Ferus

Ao leitor mais curioso, que deseja obter mais informacoes a cerca das definices e
resultados que apresentaremos nesta segao, indicamos a referéncia [15].
. —n+k . ~ . s .
Seja f : M™ — M uma imersao isométrica. Dado p € M, o subespaco de T,M

definido como

Alp) ={ue T,M: h(u,w) =0,Vw € T,M},

onde h é a segunda forma fundamental de f, é o subespago de nulidade relativa de f
em p. A dimensao v(p) de A(p) é o indice de nulidade relativa de f em p.
Considere um variedade Riemanniana M™, e uma distribuicao suave D definida em
um aberto U C M, que é involutiva e possui folhas totalmente geodésicas. Defina a
distribuicio DT em U tomando para cada x € U o complemento ortogonal (Dy)* de Dy

em T, M. Associamos para cada X € D a aplicacao

CX:DJ‘—> D+

Y +— CxY = —P(Vyx),
onde P: TU — D+ é a projecao ortogonal. A aplicacao

C: DxD+t — D+
(XaY) — C(X7Y) = CYX7

com X € DeY € D, é um tensor, pois

C(X,Y) = CixY = —P(VyfX)
= —P(fVyX + Y(£)X)
= _P(fVyX)
= fCxY
— fC(X,Y)

C(X,fY) = CxfY = —P(V¢yX)
= —P(fVyX) = —fP(VyX)
= fC(X,Y)
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para toda f € C*®(U). Observe que D+ ¢é involutiva se e somente se Cx ¢ simétrica para
todo X € D. Neste caso, Cx é precisamente o operador forma na direcao de X da inclusao
das folhas de D+ em M.

Seja Z€ D eY e Dt. Como VzW € D, para todo W € D, temos que

0=Z(Y,W)=(VzY,W),
e além disso,
VzY e D+ (2.1)
para todo Z € D e Y € D+. Em particular, definimos a derivada covariante de Cx por
(VzCx)Y =Vz(CxY) — CxV2Y. (2.2)

Proposicao 10. O operador C,/ ao longo de uma geodésica y contida na folha de D,

satisfaz a sequinte equacao diferencial:

D / /
75 = & HPREY WY (2.3)

Demonstragdo. Seja Y € TM e Z € D. Por (2.1) temos que VzP(Y) € D*. Assim
Vz(Y—P(Y)) € D. Além disso,

P(VzX) =P(Vz(Y—=P(Y))) + VZP(Y) = VZP(Y). (2.4)
Sejam X € D uma extensao local de y’ e Y € D+. Ao longo de y por (2.4) e por (2.2)
temos que
(VxCx)Y = Vx(CxY) — CxVxY

= Vx(=P(VyX)) + P(Vy,vX)

= —P(VxVyX) + P(Vy,vX)

= P(R(Y, X)X = VyVxX + Vv x1X) + P(VoyyX)

= P(R(Y,X)X) 4+ P(Vy,xX).
Onde P(VyVxX) = —CyxY =0, pois VxX =0 ao longo de y’. Sendo

P(Vy,xX) = —Cy/P(VyX) = C2Y,

obtemos que

D NA,!
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. o~ . —n+k . ~ . -
Definicao 18. Seja f: M™ — M uma imersao isométrica. Denotaremos por vy o

indice de nulidade relativa minima de f, definido como

Vg = min v
0 ]gréli\r/ll (p)7

onde v(p) € o indice de nulidade relativa de f em p € M.

Na proposicao seguinte, apresentamos propriedades satisfeitas pelo indice de nulidade

relativa.
o ~ . ~ . P n —n+k
Proposicao 11. Para uma imersao isométrica f: M™ — M temos:

(i) A distribui¢ao de nulidade relativa p — A(p) € suave em qualquer subconjunto

aberto onde v € constante;

(i) O conjunto O = {p € M;v(p) = vo} € aberto.
Temos o seguinte

Lema 7. Seja f: M™ — M“k(c) uma imersao isométrica. Para cada W € AT(y(0)),

existe um unico campo vetorial Y sobre y|[0 b) tal que:
(1) Y(0) =W;
D
(2) =Y+C,Y=0,0<t<b,
dt
e Y se estende suavemente a t =b.

Demonstracao. Segue do Teorema de Existéncia e Unicidade, da Teoria das Equagoes
Diferenciais Ordinarias, que os itens (1) e (2) s@o vélidos. Desta forma, nos resta mostrar

que Y se estende suavemente a t = b. Calculando a segunda derivada temos que

D2 D
= —Y+—C,Y
0 dt2 +dt Y

D? D D
ooV (3o ) v Dy

onde a ultima equagao segue da Proposigao (10). Isto nos diz que Y é solugdo de uma
EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes em [0, b), e assim estende-se a

t=b. 0
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Finalmente, enunciamos e demonstramos o

Teorema 4 (Ferus). Sejam M wuma variedade Riemanniana com curvatura seccional
—n+k . .. S .
constante c, f: M™ — M (¢) uma imersao isométrica e U C M um conjunto aberto

com indice de nulidade relativa constante igual a m. Entao, em U, temos

(i) A distribuicao de nulidade relativa A € suave e integrdvel, e suas folhas sao total-

L. —n+k
mente geodésicas em M™ e M~ ;

(ii) Sey :[0,b] — M € uma geodésica tal que y([0,b]) estd contido em uma folha de
A, entdo v(y(b)) = m;

(111) Se M € completa, entao as folhas da distribuicdo com nulidade relativa minima sao

completas.
Demonstragcao. Dados X, Y € A e Z € TM, temos que
(VZA)X,Y) =VZA(X,Y) —A(VzX,Y) —A(X,VzY) =0 (2.5)
Dai, pela equacao de Codazzi segue que
0= (VxA)(Z,Y) = —A(Z, VxY).

Assim VxY € A. Analogamente VyX € A, donde obtemos que [X, Y] € A e concluimos

que A ¢ involutiva. Pelo Teorema 2 segue que A é completamente integravel. Além disso
VxY =VxY+A(X,Y) = VxY € A,

o que mostra que as folhas sao totalmente geodésicas em M™ e M E portanto esta
demonstrado o item (i).

Sejam F uma folha de A contendo y([0,b)) e Z um campo de vetores, paralelo ao
longo de vy, tal que Z(y(b)) € A(y(b)). E suficiente mostrar que Z(y(0)) € A(y(0)). Dai,
teremos que V(y(0)) = v(y(b)) e assim v(y(0)) = v(y(b)).

Sejam X uma extensao de y’ em A e Y como no Lema 7. Temos que,

Vi h(Y,Z) = (Vxh)(Y,Z) +h (%Y, z)

D

= (V¥h)(X,Z) +h (EY, z)
D

= —h(VyX,Z)+h (EY’ z)

D
=h(C,Y+—Y,Z)=0.
(V +dt’)
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Em particular, ||h(Y, Z)|| é constante ao longo de y e se anula em y(b). De fato, como
Z(y(b)) € A(y(b)) temos A(Y(v(0)), Z(v(0))) = 0 e, portanto, Z(y(0)) € A(y(0)). Isto

prova o item (ii). O item (iii) segue imediatamente de (ii). O

Exemplo 5. Seja f: M? — R3 uma superficie com curvatura gaussiana nula, tal que
v =1 em M. Entdo pelo Teorema de Ferus, a distribuicao A € integravel e possui folhas

totalmente geodésicas em M e em R3, que sdo retas.
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O operador L,

Seja M“H(c) uma variedade Riemanniana orientavel simplesmente conexa de cur-
vatura seccional constante c¢. Uma vez que M é orientdvel, podemos considerar um
elemento de volume dM globalmente definida sobre M. Considere agora, uma imersio
isométrica x : M™ — M““(c) de uma variedade Riemanniana orientavel compacta

conexa M™. Sejam A o operador de Weingarten da imersao x, S, = E Aiy oo A, @
i< <ir
- N : Sy - .
T-ésima fungao simétricas elementar associada a A e H, = m a r-ésima curvatura média.
~ . 7’ . 'r .
Lembremos que, as funcoes simétricas elementares S, associadas a A podem ser definidas

usando o polinomio caracteristico de A, a saber:

det(tl—A) = (t—A) -+ (t—An) =) (—1)"S;t™ "

T

. o~ . < n+1 . ~
Proposigao 12. Seja x : M™ — M (c¢) uma imersao num espago de curvatura sec-

cional constante c. Entao a curvatura escalar R de M € dada por
n(n—1)(R—c) =2S,.
Em particular, S = 0 se, e so se, R =c.

Demonstragao. Seja {eq,...,en} a base ortonormal de T,M que diagonaliza A, associada

aos autovalores {A1,...,An}. Entao, por definicdo temos que
1 n
R(p) = — Ri ).
)= 32 Rieyle)

Assim,

. 1
Rlcp(e]—) = ﬁ <R(€j, ei)ei, €j> .
i#j

23
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Dali, obtemos que

R(p) = ;Z (R(ej, ei)ei, €;)

i#j
Z <R(€j, ei)ei, €j>
j=1
2

m K(ei,e]-).

Pela Equacgao de Gauss, segue que K(e;, ;) = ¢ 4+ AjAj. Donde obtemos

nn—1DRp) =) D (c+Ay),
i#j j=1
isto é,
nn—1)R(p)=cn(n—1) + QZ AiA;
i<j
Portanto,

]

Na proposicao a seguir, estabelecemos uma desigualdade que serd de fundamental
importancia para demonstracao de alguns resultados. A demonstragao da proposi¢ao

pode ser encontrada em [2].

Proposicao 13. Dados n € N numeros reais Ay, ...,An, para cada 0 < v < n defina
S
ST: Z }\il"'}\iTeHT:TT-
1'_1<...<"L,r (T‘)

(1) Paratodo1 <1 <mn, temos que H% > H,_1H,.1. Além disso, a igualdade ocorre para

r=1 ou para algum 1 <1 <m, com H,,1 #0, se e somente se, Ay = ... = An;

(it) Se Hy,Hg,...,H;, > 0 para algum 1 < r < n, entao vale a sequinte desigualdade
H; > VHy > vVHz > ... > V/H,. Além disso, se a igqualdade ocorre para algum

1<j<r, entao Ay = ... = Ay;

(iit) Se para algum 1 < v < m temos que H, = H,y1 = 0, entdo H; = 0 para todo

r <j<n. Em particular, no mdrimo v — 1 dos Ay sao diferentes de zero.

As transformacoes classicas de Newton P, sdo definidas indutivamente por:
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T

Segue da férmula de recorréncia que P, = Z(—Uisr,in, onde Sy = 1. Como A é
j=0
um operador auto-adjunto, segue que cada AJ também o é. Por outro lado, como a soma

de operadores auto-adjuntos é um operador auto-adjunto, segue da expressao obitida que,
para cada r, P. é um operador auto-adjunto.
Sejam {ey, ..., en} uma base ortonormal de autovetores de A, correspondendo respec-

tivamente aos autovalores Ay, ..., A,. Da expressao obtida para P, segue que

P.(ei) = (i(—l)jsr;‘?\ij> e;.

j=0
Assim, cada P, possui os mesmos autovetores de A. Representando por A; a restrigao
da transformacao A ao subespaco normal a e;, e por S;(A;) a r-funcao simétrica associada
a A;. Considerando S, 1 = 0, no lema abaixo apresentamos alguns resultados clédssicos

sobre os autovalores do operador P;.
Lema 8. Para cada 1 < v <n—1, vale:

(1) P.(ei) = S+ (Ai)ei, para cada 1 <i<n;

n

(2) tr(P) =Y S:(A) = (n—71)S,;

i=1

(3) tr(AP,) = > AiSp(A)) = (1+1)Sp41;
i=1

(4) tr(A%P,) = iA%sT(Ai) = $1Se 1 — (142)Sr 2.
i=1
onde tr denota o traco do operador.
Demonstracao. Para provarmos o item (1), faremos inducao sobre r. Para v = 1 temos
Pilei) = (SiT—A)ei = (A +---+An)ei —Aiei = (A1 +- -+ A +---+An)er = Si(Ad)es.
Agora suponhamos que o resultado é valido para r — 1, isto é,

P._i(ei) = Sy—1(Ai)ei.
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Desta forma,
P.(ei) = S.1(ei) — A(Pr_1(ei)) = (S¢ — Si—1(Ai) - Ai) ei = S (Ai)es.

Para o item (2), observe que os autovalores de P, associados a base ortonormal
e,...,en sao S;(A1),...,S:(An), respectivamente. Assim tr(P Z S.(Ay), o que
prova a primeira igualdade do item (2). Para provar a segunda 1gualdade, considere S, e
S+(A{) como polindémios homogéneos nas varidveis A;. Se 1 € {ji,...,jr}, cada monémio
Aj, - -+ Ay, de Sy é também um monomio de S, (A;). Assim, cada monomio aparece exata-

mente N — 1 vezes no somatorio E S+(Aj). Reciprocamente, cada monomio de S,.(A;) é

um monomio de S,. Portanto, Z S:(Ai) = (n —71)S; o que prova a segunda igualdade
do item (2). -

Segue do item (1) que os autovalores de AP, associados a base ortonormal {e1,...,en}
sao, respectivamente, A1S;(A1),...,A:S:(An). Assim tr(AP;) Z?\ S+ (Ai), o que

prova a primeira igualdade do item (3). Da definicao do operador P, segue que
tr(APT) - tT(5r+1U - t‘r(Pr—b—l) - TLS1”+1 - (TL +1— 1)ST+1 - (T' + 1)Sr+1-
Concluindo a prova do item (3). Novamente pelo item (1), temos que os autovalores de

A?P. sdo, respectivamente, A3S.(A1),...,A2S.(A,). Assim tr(A?P, Z AZS,

que prova a primeira igualdade do item (4). Da igualdade P, 1 = S, 11— AP concluimos
que

tT(AQPT) = tr(sr—i—lA) - tr(APr—b—l) =518, 41— (r+ 2)8r+2>

finalizando a demonstracao do lema. O

. ~ . ~ T nt1
Associado a cada transformc¢ao de Newton P, da imersao x : M™ — M | temos o

operador diferencial de segunda ordem L, definido abaixo por:
L,(f) = tr(P.Hess (f)).

—n+1 , . . . . , .
Quando M ¢ uma variedade Riemanniana orientavel simplesmente conexa de cur-
vatura seccional constante ¢, H. Rosenberg provou em [10], como uma consequéncia da

equacao de Codazzi que

L,(f) = div (P, V).

Uma consequéncia muito util deste fato ¢ dada na seguinte proposigao.
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.~ . T7n+1 . ~ sy .
Proposicao 14. Seja x : M™ — M " (c) uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana compacta sem bordo em um forma espacial. Entao,

J L(fldM =0 e J fL,(f)dM = —J (P,VF, V)dM.
M M M

Demonstracao. Como podemos escrever L, na forma divergente L, (f) = div (P, V), segue
diretamente do Teorema da Divergéncia que J L,(f)JdM = 0. Para provar a segunda

M

igualdade, observe que, das propriedades do operador divergente, temos
div (f - P, Vf) = f - L. (f) + (Vf, P, Vf).

Pelo Teorema da Divergéncia, segue que

0 :J div (f - P,VF)dM :J
M

Lo (f)dM + J (V£, P, V) dM,
M

M

donde obtemos a igualdade desejada. O]

Representaremos por W‘“(c) o espaco Euclidiano (n+ 1)-dimensional, no caso onde
¢ = 0, ou a esfera Euclidiana (n + 1)-dimensional, no caso em que ¢ > 0, ou o espaco
Hiperbdlico (n + 1)-dimensional, no caso em que ¢ < 0. O modelo do espaco Hiperbdlico
considerado é definido a seguir:

A métrica de Lorentz em R™"? é definida do seguinte modo: consideremos a base
canonica a; = (1,0,---,0), -+ ,dnye = (0,---,0,1) e introduzamos a forma bilinear

simétrica (, ) em R™™2 definida por
(ai, aj) =845, (Ant2,ai) =0, (Anio,ange) =—1, onde 1 <i,j <n+ 1

A forma bilinear (, ) define um produto interno em R™*? (que néo é positivo definido),
denominado de métrica de Lorentz. Indicaremos o espaco Euclidiano R™*? munido da
métrica (, ) por EM*2,

Considere agora, o conjunto dos pontos x € E™? tais que (x,x) = —1. Escrevendo

X =%X101 + -+ Xni1Qnt1 + XnioQnia, temos que
2 2 2 2
(X)) =X+ X5+ X — X = — 1

Um tal conjunto é um "hiperboléide de duas folhas“ em E™*2, a componente conexa
do hiperboléide correspondente a X420 > 0 serd indicada por H™*!(—1) e denominada de

espago Hiperbdlico. Mostra-se que: a restricao da forma bilinear {, ) a H™*!(—1) define
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uma métrica; H™ ! (—1) tem curvatura seccional constante igual a —1; o espaco tangente
em cada ponto de H™ " (—1) é normal a x, na métrica de Lorentz.

Considere um vetor fixo U € R™"*"2. Dada um imersao isométrica x : M™ — M““(c),
seja N o campo unitdrio normal & imersao. As fungoes suporte f = (N, U) e g = (x, U)
tém um importante papel na teoria das imersdes. Alguns autores, por exemplo [4] e
[10], obtiveram importantes férmulas envolvendo tais fungoes suportes. Apresentaremos
na proposicao abaixo as expressoes do gradiente e do Laplaciano das fungoes suporte
definidas. Para isto, apresentamos a defini¢ao de derivada covariante de tensores e algumas

propriedades bésicas.

Definicao 19. Um tensor T de ordem v em uma variedade Riemanniana M é uma
aplicacao multilinear
T:X(M) x--- xX(M) = C®(M).

NV
r—fatores

Definicao 20. Seja T um tensor de ordem v numa variedade Riemanniana, com conexdo

V. A derivada covariante VT de T € um tensor de ordem (v + 1) dado por
VTV, Y X) = X(T(Yr L Ye) = ) TV, VY, Y.
i=1
Para cada X € X(M), a derivada covariante VxT de T em relagao a X € um tensor de

ordem v dado por

VxT(Y1,...,Y:) =VT(Yq,..., Y, X).
Observagao 4. Nas defini¢oes 19 e 20, se considerarmos o caso particular v = 2 temos
VTY,X)=VxT(Y)—=T(VxY).
Além disso, mostra-se no caso r =1 que tr(VxT) = X(tr T).
Proposicao 15. Para toda imersio x : M™ — M™"1(c) onde M™"1(c) representa o
R esfera Euclidiana S™(1) ou o espaco Hiperbdlico H™ 1 (—1), as funcoes suporte
f=(N,U) e g=(x,U) satisfazem:
Vg = u';
Li(g) = (r+1)Srf—cn—r1)Sg;
Vi = —A(U");
L.(f) = —I[$1Sei1—(r+2)Se ol f+c(r+1)Se519—VyurSiyr.

onde UT denota a projecio do campo U sobre o fibrado tangente da imersdo x.
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Demonstracao. Denotaremos por V e V as conexdes de M™ e M™1(c), respectivamente.

Dado p € M, seja {e1(p),...,en(p)} uma base de T,M que diagonaliza o operador de

Weingarten A em p. Sejam Ay, ..., A, os autovalores de A associados a e1(p),. .., en(p),
respectivamente. Denotemos por Al,..., A} os autovalores de P, associados aos vetores
e1(p),...,en(p), respectivamente. Seja {ei,...,en} o referencial geodésico, em p, que

estende a base acima a uma vizinhanca de p em M™"1(c¢).

Veja que, ei(g) = (e, U) = (e;,UT). Segue que, Vg = UT. Assim, no ponto p,

temos que
L.(g) = tr(P;Hessg) =i<PTHessg(ei),ei>
i=1
= i(Hess g(ei),P.(ey)) = i?\{(HeSS glei), ei)
i=1 i=1
= imwv g, e:) ZAT (Vo UT, e
i=1

- vae_ (U— (N, U)N —c - (x, U)x), e;)

= > AN, UN(A(er), ) —c - (x, U)(eq, e1))

i=1
= i(?\{ A (NSU) —c- AL - (x, U) (e, eq)) .
Observe também que
tr(AP,) = ) (AP.(ei)er) =) (Pi(ei), Ale))

i=1

(Alei, Aseq) :iA Ai (ei, e
i=1

,4
I
—

I
.M:

Il
=

1

ATA: (3.1)

1

I
.I\/]:

I
-

1

Pelo Lema 8 e por (3.1), temos que
Lr(g) =(r+ 1)Sr+1f_ C(TI—T)STQ-

Agora observe que, e;(f) = (V¢ N,U) = —(A(e;),U) = —(e;,A(UT)). Donde obte-
mos que Vf = —A(UT). Para o célculo do L,(f), usamos em (*) que o operador P,

é livre de divergéncia, a demonstracao deste fato pode ser encontrada em [10]. Mais
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precisamente, temos

L.(f) = tI‘(PrHeSSf):Z<PrHeSSf(ei)7ei>
i=1

n n n
*)

= ) (Pr(Ve Vi) ,e) = Y (VePr (Vi) e) =—) (Ve PrA(UT), )

i=1 i=1 i=1

= —ZPAVQIUT i (PrA)(ei, UT), e1)

i=1 i=1

= =) AN A (Ve U &) —tr (Vyr(PA))

= _iM A (Ve (U— (N, UIN —c - {(x, U)x), e;) — UT (tr(P,A))
= — ) A-Ac- ((NJUN(A(es), es) — - (x, U (er, eq)) — (T + 1)Vt Seqa

= — ) (AL-AT-(NJU) —c AT - Ay(x,U)) — (r+ 1) V7S
Do mesmo modo, temos que
tr(A*P,) =

ei),ei) = ) (AP:(ei), Aley))

M= gk

(AP.(ei),Aiey) = (Pr(e1), AMiA(er))

1

,ﬂ.
I

(Alei,Nle;)

ATAL. (3.2)

2
2
>
>

Portanto pelo Lema 8, por (3.1) e por (3.2) temos que

Lr(g) = - [Slsr+1 - (T + 2)Sr+2] T+ C(T + 1)Sr+1g - VUTSrJrl'
]
Definigao 21. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada e X € X(M). Dada
w € QF(M), a contracdo de w na direcio de X é a (k—1)-forma .xw € Q¥1(M) dada

por

(LXw)p(ub coUk—) = wp(Xp,U-b oy Uk—1)

para todo p € M e quaisquer uy, ..., ux_1 € T,M.
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Proposigao 16. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana orientada e dM a forma

canonica do elemento de volume. Entao para qualquer campo vetorial X, vale
d(ixdM) =divX - dM.

Demonstracao. Seja p € M. Tome uma base ortonormal {ey,...,en} de T,M. Como a

n-forma dM é paralela, temos
(De, (xdM))p (€1, ..., en) = (dM)p(De, X, €1, .. €0).
Donde concluimos que

(d(xdM)), = Y dM(er,..., DX, .. €n)
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Em [18], S.T. Yau obteve uma versao do Teorema de Stokes para variedades Rieman-

niana completas nao-compactas, a saber:

Lema 9. Seja w uma (n—1)-forma suave integrdvel definida em M™. Entao existe uma
sequéncia de dominios By C M™ tal que M™ = UBi’ B; C Biyq, e
i
lim J dw =0.
i—o0 Bi
A demonstracao deste teorema utiliza argumentos da teoria geométrica da medida e

a féormula da Co-4rea.

Definicao 22. Seja M™ uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma fun¢do suave

f: M™ — R ¢ harmoénica (subharménica) se Af = (>)0.

Aplicando o resultado do lema acima para w = ty+dM, onde f : M — R é uma
funcao suave e ty+dM é a contracao do elemento de volume dM na direcao de V f,
Yau estabeleceu a seguinte extensao do Teorema de Hopf para variedades Riemanniana

completas nao-compactas.

Corolario 2. Sejam M uma wvariedade Riemanniana completa ndo-compacta e

u: M — R uma fungdo subharmonica tal que IM |du| < oo, entdo w € harmonica.

Suponhamos que M seja orientada pelo elemento de volume dM, denotaremos por

L1(M) o espaco das funcoes Lebesgue integraveis em M.

Proposicao 17. Seja X um campo de vetores suave em M, variedade n-dimensional

completa, nao-compacta e orientada, tal que divX nao muda de sinal em M. Se |X| €

L1(M), entio divX =0 em M.

32
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Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que divX > 0 em M. Seja w a
(n—1)-forma em M dada por w = txdM, isto é, a contracao de dM na direcao do campo
X. Se {ey,...,en} é um referencial ortonormal em um aberto U C M, com coreferencial
{wyq, ..., wn}, entao

n

(xdM = Z(—Ui—lwi(xml A ADIA. A Wy
i=1
n

Por outro lado, se escrevermos X = E Xjej, temos
j=1

n n n
:wi< E XjGj) = E iji(ej) = E Xjélj E Xj 63,61 X €>
j=1 j=1 j=1

Assim,

(xdM = Z DN X e) i AL ADLA LA Wy,

Como as (n—1)-formas w; A...AWi/\...Awy sao ortonormais em Q™ 1(M), temos

que
n

Wl =) (X e)* = X

i=1
Isto nos diz que |w| € L£}(M), pois |X| € £1(M). Além disso, pela Proposicao 16
temos que dw = d(1xdM) = div X - dM. Logo, tomando B; como no Lema 9 temos

J divX-dM:J dw 0.
Agora usando nossa hipétese div X > 0, segue que div X = 0. O

. —n+1 . . . . . .
Agora, sejam M~ uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional e M uma hiper-
superficie orientavel, completa, imersa em M, orientada pela escolha de um campo de

vetores normal unitario suave N. Seja A : TM — TM o operador de Weingarten, isto é,

A(X) = —=VxN onde V é a conexao de M.

Corolario 3. Seja x : M™ — M““(c) uma hipersuperficie completa, orientada de uma
forma espacial M““(c), com sequnda forma fundamental limitada. Se f: M — R € uma

funcao suave tal que [V£] € LY(M) e L.(f) ndo muda de sinal em M, entdo L.(f) = 0.

Demonstracao. Os autovalores de A sao fungoes continuas em M. Pela expressao
T

P, = Z(—l)’.STﬂ-A]’, segue-se que ||P,|| é limitada em M. Dai, existe uma contante
=0
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k > 0 tal que [|P;|| < k. Logo,
P (V) <[PV <KV A € £(M).

Como L, (f) = div (P,V f) ndo muda de sinal em M, pela proposicao anterior segue
que L.(f) =0 em M. H

1

Estamos interessados em analisar o caso M (0) = R™"!. Seja U um vetor fixo de

R™*! e considere f,g: M — R dadas por:
f=(N,U) e g=x1U),

onde N é o campo vetorial unitario normal a M. Denotemos por U" a projecao de U
sobre T,M para qualquer p € M.

Consideremos o caso que M é o grafico de uma funcao suave u: R™ — R | isto é,
M™ ={(xq,...,xn,w(x1, ..., Xn)) : (X1,...,%Xn) € R™L

Suponha ainda que U = (—V, 1), onde V é um vetor fixo de R™. Consideremos agora

a parametrizacao ¢@ : R™ — M™ dada naturalmente por

(p(xla s 7XT1) = (X17 s 7Xn7u(xla s 7xn))~

Com um calculo direto, obtemos as expressoes abaixo para os campos coordenados

P1,.--, Pn:
0@
P =5 T €i +Ui-enyi1,
1
onde {ej,...,en,ens1} é base canonica do R™™!. Encontraremos a expressao do campo

normal unitario a M. Para isto, suponha que

n+1

N ZZZEZ Xiéi.
i=1

Dali,

n+1
0 = (N,ox) = <Z i€, ex +uken+1>

i=1

n
= < E Xi€i + Xny1€ni1,€x + uk€n+1>

i=1

mn mn
= E Xi€i, ex ) + E Xi€i, Uklny1
i=1 i=1
+(nt1€ni1, ex) + (Xni1€ni1, Ukni1)

= O+ pnp1l,
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donde obtemos
X = —&ny1Ugk.
Por outro lado,
n n
1 = NP = <Z o€ + O 1€ni1, ) Xiei+ “n+1en+1>
i=1 i=1
n n n
= <Z xieq, Z OCi€i> +2 <Z xieq, 0¢n+1€n+1>
i=1 i=1 i=1
+ <(Xn+len+17 “n+len+1>
n n
= <Z Xiei, Z ociei> + OC?I+1.
i=1 i=1
Portanto
n n
1 = <Z(—an+1uiel D (—otnirue >
i=1 i=1
n
= ochH <Z uiei, Z uiei> + oc?1+1
= oy, (Ivul+ 1)
ou seja,
1
Xny1 = B e—
A AIVu||” + 1
Com isto, obtemos a seguinte expressao para o campo normal unitario
N L (—Vu, 1)
= 5 \—Vu, )
w
onde W = /|[Vu2 + 1 e Vu denota o gradiente da funcao wu.
Agora calculemos a expressao para a componente tangente de U. Sendo U = (—V, 1)

e U" =U— (U,N)N, temos

u’ = Uu—(U,N)N

- (V1) — V\1/2<( V1), (—V 1)) - (=Y, 1)
- V\% [(_UVUP + 1)V, (|VLL|2 + 1))) —(V,Vu) +1)- (-Vu, 1)}
= # [(—IVUuPV—=V+(V,Vu) - Vu+Vu, ([VuP +1) — (V,Vu) - 1)]..
Portanto,
U’ = —(Vu—V+(Vu, V) Vu— [VurV, (Vu, Vu — V)).

W2
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Obteremos uma estimativa para [U'|. Para isto, veja que
1
u™?=(ut,umy = i IV =V (Vi V) V= [V Ve
1
iy [V, Vu=V) .
Agora observe que,

Vu—V+ (Vu, V) Vu— |[VuPV]*? = [Vu— VP +2(Vu—V,(Vu, V) Vu—[Vul*V)
+{(Vu, V) Vu — [Vul2 V2.

Mais ainda,

(Vu, V) Vu— [Vu’v = (Vu,V)Vu— (Vu, Vu) VvV
= (Vu,V)Vu— (Vu, V)V
+(Vu, V) V-V (Vu,Vu) vV
= (Vu, V) (Vu—V) + (Vu,V—Vu) V.

Com isto, obtemos

| (Vu, V) Vu — [Vul*V] [(Vu,V) (Vu—V)+(Vu,V-vVu) V|

/A

[(Vu, V) [[Vu = V] + [(Vu,V = Vu) ||V|

/N

IVul[V]IVu — V[ + [Vu|[Vu — V||V
= 2|Vul-|V]-[Vu—V|.

Dai concluimos também que

(Vu—V,(Vu,V) Vu—[Vul’V) < |[Vu—V|:[(Vu,V)Vu—|VulV|
< 2]Vu— V- |Vul - |V].

Utilizando que | (Vu, Vu— V) > < |[Vu? - [Vu — V|?, obtemos a estimativa abaixo:

Vu—V+(Vu, V) Vu— [VuPV]? = [Vu—VP+2(Vu—V,(Vu,V)Vu— [VuPV)
+(Vu, V) Vu — [VuPV?
< [Vu— VP +4[Vu— VP V|- |Vul
+H4 VUV Vu — VA
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Finalmente, obtemos a estimativa a seguir para [UT|

u'p = \/% [[Vu—V+ (Vu, V) Vu— [VuPPVP’ + [ (Vu, Vu— V) |?]
< % [[Vu— VP +4Vu— VPV [Vul + 4 Vul[VFVu — V]
b VUV = VP
< DM v VI AT VR 9]
< WL:/V—ZVP [1+2[Vul + 2[V]* + 4|V Vul? + [Vuf’]
= P v+ v v
< oM s vur 4 ovE + 6V
= IV v 2V 2V
= AV VR 0w 4 (14 2V ]
= ?"WT:V'Q [(1+ 2V (L + [Vul)]
- W“T;V'Z(l +2IVPR).

Entao

C

onde C = 1/3(1 + 2|V|?). Portanto,

J u'dam = J U Wdx < J
M n

n

V\E/|Vu — V|Wdx = CJ IVu — V|dx.

Rn
Suponha que existam constantes positivas R, ¢ e « tais que

C
’p’nJroc'

Ipl >R = [Vu(p) = VI <

Seja B = B(0,1) a bola unitdaria do R™ de centro na origem. Mostraremos que a

funcao p — é integravel. Para tal, basta mostrarmos que a funcao é integravel

|p|n+oc
sobre B¢ = R™ \ B. De fato, utilizando coordenadas polares temos

L gx= N L vt gyg
BC |x|ntee X = L Jenot |Txlln+(xr xar

= vol(S”‘l)J r T ar

1
oo

o0

=vol(S™ 1)

1
=vol(S" )= < oo.
x
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Isto implica que [Vu— V| € L'(R™). Donde obtemos que |[UT| € L' (R™).
Outra questao que agora trataremos é: relacionar a segunda forma fundamental do
grafico de u como a hessiana de u. Seja h a segunda forma fundamental de M™ com

relacao ao vetor normal N calculado anteriormente, ou seja,

N = v—lv(—Vu,l).

Sejam {@1,..., @} 0os campos coordenados associados a parametrizacao canonica de

M. Entao, em coordenadas, temos que

h((pi; (Pj) = <v(~PiN7 (Pj> :

Entretanto
0= (N, 0;) = (Vo,N, 05) + (N, Vo, 05,
assim
—(Vo:N,95) = (N, V. 05).
Logo,

h((Pia (Pj) - <Nav<pi(pj> - <v(ei+uien+1)(e)’ +ujen+l)a N> .

Calculemos V (e, yen.q) (€5 + Ujeni1).

Vieitwen) (€ FUjeni1) = vei(e)’ +ujen1) +vuien+1(ej +ujeni1)

_ _ ou _
= Veie]- + Vei (a—x€n+1> +uiven+1€j
)

= ou
+uiven+1 (_en+1>
an
o*u .
aXian n

+LL1V €; + uiujVenHenH.

= Ve +ujVeenyr +
€n+1

Utilizando que {eq, ..., en} é a base canénica e V é a derivada usual do R™, podemos

inferir que
_ 0%u
Vietuen) (€ +Ujeni1) = Wenﬂ-

Portanto,
h(en 0) = (Vo o N) = { =0 e, 11N
Oy, (P) - (piq)]v - aXian n+1, .
Agora, fazendo uso da expressao de N temos
1 02 1
h(ei,e;) = hy, @5) = > = —Hessu(ei, ¢;).

N W aXi an w
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Logo a segunda forma fundamental h do grafico da funcao u, com relacao ao vetor

normal unitario N = & (—=Vu, 1), é

w

1
h = WHess u.

Desta forma, dizer que a segunda forma fundamental é limitada é equivalente a existir

uma constante ¢ > 0 para qual

1
h?<ce WHHessuH2 < c < ||Hess ul]? <c(l1+|V up?).

Agora podemos provar o seguinte:

Teorema 5. Seja M™ C R™™! o grdfico de uma fungdo suave u : R™ — R tal que
IVu— V| e LYR"™) para algum V € R™ e |[Hessul* < ¢(1 + [V ul?) para algum ¢ > 0.
Se existe um inteiro 0 < v < n—2 tal que as fungoes simétricas elementares Sy, 1 € Syyo
nao mudam de sinal em M, entao M tem indice de nulidade relativa v > n—71. Em

particular, se S, # 0 entao o grdfico € folheado por hiperplanos de dimensao n —r.

Demonstracao. Sejam f e g as fungoes suporte definidas anteriormente. Afirmamos, que

f e g sao integraveis. De fato, sendo
IVl == AUD < [A]-[UT] e [Vg| = UT|

como a condicao |[Hessul*> < c¢(1 + |[Vul?) nos diz que segunda forma fundamental é
limitada e [U"| € L}(R™) temos que |V1],|Vg| € L(R™). Por outro lado, como M é um
grafico entao f é positiva ou é negativa em M.

Por hipétese, S, 1 ndo muda de sinal M, entao L.(g) = (r + 1)S,1f nao muda de
sinal. Dai, temos como consequéncia que L,(g) = 0. Com isto, teremos que S, se anula

em M. Pela expressao L. (f) = —($1S+11 — (Tt +2)Syp0)f — UT(S,4 1), inferimos
L. (f) = (v +2)S;of.

Como por hipétese, S, 2 ndo muda de sinal em M, concluimos que L, (f) = 0. Assim,
S+i2 =0 em M. Portanto, S;,1 = S, 2 = 0. Pela Proposicao 13, temos que S, = 0 para
todoj >2r+1,eassimv>n—r.

Em particular, se S, # 0 temos que v = n—r. Portanto, pelo Teorema de Ferus a dis-
tribuicao de nulidade relativa determina uma folheacao de M cujas folhas sao totalmente

geodésicas em M e em R™!, logo sao hiperplanos. O]
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Corolario 4. Seja M™ C R"" o grdfico de uma funcdo suave u : R™ — R tal que
IVu— V] e LYR"™) para algum V € R™ e |[Hessul> < ¢(1 + [V ul?) para algum ¢ > 0.
Se a curvatura média e a curvatura escalar de M nao mudam de sinal, entdo M € um

hiperplano de R™* ortogonal a (—V,1).

Demonstracao. Denotemos por H e R, respectivamente, a curvatura média e escalar de

M. Por definigao, temos S; = nH. Pela Proposicao 12 segue que
n(n—1)R =2S,.

Entao, as curvaturas S; e S; nao mudam de sinal em M. Procedendo de modo anédlogo
ao que foi feito no Teorema 5, concluimos que M possui nulidade relativa igual a n. Como
M é completa, segue pelo Teorema de Ferus que M é um hiperplano. O resto segue de

nossas discussoes anteriores. O

Observagao 5. Observe que as condi¢oes sobre a fun¢dao w nao sao supérfluas. Para

vermos isto, considere os dois exemplos:

(1) Seu(xy,....,xn) = (X3 + ... + X3 (s 1Xr1 + ... + XnXn), onde Xy, .., &y 8GO
constantes reais todas nao nulas. Se M € o grafico de u, entao, fora do hiperplano
i1 Xrp1 + - ..+ dnXn = 0, M possui indice de nulidade relativa exatamente igual
an—r. Em particular, Sy 1 = Sy12 = 0. Por outro lado, existe um vetor V tal que

[Vu—V| & LYR™). Além disso, ndo existe ¢ > 0 tal que ||[Hessul> < c(1 + [Vul?).

(2) Sew(xi,...,xn) =x2+...+%x% e M € grdfico de u, entdo as curvaturas Sy e Sy > 0
sao positivas em M e |[Hessul|> < 4n(1 4+ |[Vul?). Contudo, existe V. € R™ tal que
[Vu—V| & LYRM).



Capitulo 5

Folheacoes de Formas Espaciais

Durante todo o capitulo, M"™" denotard uma variedade Riemanniana orientével ¢ F
uma folheacdo suave de codimensao 1 em M. Diremos que F é transversalmente orientdvel
se podemos escolher um campo vetorial unitédrio suave N € X(M) que é normal em cada
folha de F. Neste caso, para cada p € M consideremos o operador linear A : Tpm — Tpm

definido por

onde V denota a conexao de Levi-Civita de M. E claro que se Y é um campo de ve-
tores suave em M, entdo A(Y) também o é. Além disso, se Ar denota a segunda forma
fundamental de uma folha F de &, entao A‘F = Af. Neste sentido, o operador linear
P.: Tpm — Tpm coincide com o r-ésimo tensor de Newton em cada folha da folheacao.

Seguindo [12], tomemos X = VNN que é tangente as folhas da folheacdo e independe
da escolha do campo N. No que se segue, calcularemos o divergente de P,.(X) em M e em

uma folha F de &.

Proposicao 18. Sejam F uma folheacdao suave transversalmente orientdvel de codimensao
1 da variedade Riemanniana M““, N € X(M) um campo vetorial normal nas folhas de

T e X =VnN. SeF ¢ uma folha de F, entio

le]: Z N e1N P el>+ XleFP>
i=1

(AQPT) <X7 PT(X)> - N(Sr+1)7 (51)

onde R € o tensor curvatura de M, {e;} € referencial ortonormal em F e tr (-) € o traco

41
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do operador entre parénteses em F. Além disso,
divggPy(X) = diveP (X) — (P+(X), X) . (5.2)

Demonstra¢ao. Dadop € F, escolha um referencial adaptado {eq, es, ..., €y, €n41} definido
numa vizinhanga de p em M, isto ¢, um conjunto ortonormal de campos vetoriais tal que
ey, ...,en sao tangentes em cada folha e e, ;1 = N. Além disso, o referencial pode ser
escolhido de tal forma que A(ei(p)) = Aiei(p), para todo 1 < i < n. Denotando por V

a conexao Levi-Civita de F, temos

diveP, Z (Ve Pr(X), €1) . (5.3)
Mas,
ei (Pr(X), ei) = (Ve Pr(X), €1) + (Pr(X), Ve,ei) . (5.4)

Sustituindo (5.4) em (5.3), temos que

divePr(X) = iei (P+(X), es) —i<PT(X),Veiei>
1 o1
= iQ <x,PT(e1)>—i<x,PT(vele1)>
1 -
— iel <VNN,PT(61)>—i<VNN P (Veer))
i1 i
= i<7617NN,Pr(el)>+i<VNN,V81Pr(eJ>
i1 i1
— i (VNN P, (Vee)). (5.5)
i1
Agora, observe que
R(N,e;)N =V, VNN = VnVe N + Vine N, (5.6)

Substituindo (5.6) em (5.5), temos
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diviP,(X) = Z(R (N,ei)N,Ple)) + Y (VNVe N, Pr(er))

- Z <vNN> Pr(veiei)>

i=1
= Z (N, ei)N, Py )>—Z<VNA(61),PT(61)>
i=1 i=1
—Z<v[N,egN,Pr(ei)>
i=1
+Z <vNN7veiPr(ei) _Pr(veiei)>- (57)
i=1
Como
=3 (N e+ (N, e, N) N,
j=1
entao
VineaN = vz 1([Neilej) e5+(IN e RO
=Y (N ) Ve,N + (N, ei],N) VaN.
j=1
Logo,
> (VineaN, Pr Z ej) (Ve,N, Py (ei))
i=1 j=1
Z ) (VNN, Py(es)). (5.8)
Também temos que,
N (A(ei), Pr(ei)) = (VnA(er), Prler)) + (Alei), VnPr(er)) . (5.9)

Logo, substituindo (5.9) e (5.8) em (5.7), obtemos

diveP, (X i( R(N, )N, P.( N<Z<A(ei);Pr(ei)>>

i=1 i=1

3

+) (Ale), VnPrled)) — ) (IN,ed,ej) (Ve N, Prfes))

i

=

— > {IN,eid) (VNN,Py(e1)) + (X, diveP,) . (5.10)
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Sendo [N,ei] = Vnei — Ve, N, segue que ([N, e, e;) = (Vnei,e5) — (Ve N, ¢).
Portanto,

Z <[N,€i],€j> <ve].N,Pr(ei)> = Z <VNei,e]~> <VejN,Pr(ei)>
i,j=1

ij=1

- i (VeN,e5) (Ve;N, Prled)) . (5.11)

ij=1

Procedendo de modo analogo, obtemos que

Z (IN,ei],N) (VNN, P.(ey)) = Z (Vnei, N) (VAN P (ey))

i=

—

i=1

Y (TN (TaNPe). (512)

i=1

Agora por (5.12), (5.11) e (5.10), temos

divePy (X Z<R (N, )N, P.(es)) (Z(ei,APT(em)

i=1

+Z<A ei), VNP Z Vnei, €) (Ve,N,Py(er))

- Z (VeN,e;) (Ve,N, Pr(er)

i,j=1
— Y (TnewN) (VaN, Py (e)

i=1

+ 3 (Ve,N,NY (VNN, Prer)) + (X, divePy) . (5.13)

i=1
Agora, usando que VejN = —A(ej) e as demais igualdades obtidas, temos que (5.13)

pode expresso da seguinte forma
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diveP, ( Z (N, e;)N, P, (Z ei, AP, (e;) )
+ Z (e)) + (X, diveP,)
+ Z (Vnei, ) (A e))
|
S S (TN ey} (Aley), Prled)
~3 (e N) X Prer)

+i (Ve:N,N) (X, Pr(ei)) . (5.14)

Como Z <veiN, N> (X, P.(ei)) =0, entao por (5.14) temos que

M

diveP,(X) = (R(N, e;)N,P.(e)) — N(tr AP;)

,4.
I

VR

,4
I
_

+_ (Ales), VnPr(e)) + (X, divePy)

(Alei), e;5) (Aley), Prlei))

-+
“'I\/]:‘

._.
N
I

_

(Ve e5) (Ale;), Pr(er))

,ﬂ
<
I

R

-+
'I\/]:

+ <ei7vNN> (X, Pr(e1))

™

,4
I
—

onde usamos que 0 = N (e;, N) = <vNei,N> + <ei,VNN>.
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Donde obtemos,

diveP,(X) = i@(N,ei)N,Pr(eiD—N(trAPr)

+> (Aler), VnPrler)) + (X, divePy)

i,j=1
+ Y (Vneigj) (Aley), Prler))
i,j=1
+Y (e, VaN) (Pr(X), 1)
i=1

+) (Aler), VnPr(er)) + (X, divePy)
+> (Aler), APy(e) +Z Ve ;) (Ale;), Pr(er))
i=1 i,j=1
+(VNN, P (X))
= i(ﬁ(N,ei)N Pr(ei)) — N(tr AP;)

+ > (Alei), VnPr(er)) + (X, diveP,) + tr AP,
1

i=

+GPAXD) 4 S (Vnen e5) (Aley), Plen)) (5.15)

ij=1
A fim de simplificar os tltimos dois somatérios na expressao acima, consideremos a
notacao li; = <VN e, e > e mj; = (A(ej), Pr(ei)). Pode-se verificar sem dificuldades que
lij = —lji e mﬁ = mij. ASSlm,
n n
Z (Vnei g) (Aley), Prles)) = Z liym;; = 0.
ij=1 ij=1
Por outro lado, usando a propriedade de compatibilidade da conexao com a métrica,

temos que

N (P.(ei), e5) = (VnPr(ei), e5) + (Prlei), Vines),
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donde inferimos que

> (Al FnPrle)) = 3 (Aledloes) (TuPlerley)
i=1 Li=1
= il <A(€i),€]>N(<Pr(el)7e)>)
ij=
— i <A(ei), ej> <Pr(€1),vNe]>
i,j=1
= i <A(€i),€j>N (<Pr(el)ve)>)
ij=1
_ g (Aler), &) (Prler), ex) (Ve e)
i,j,k=1

Fazendo hij = <A(€i), €j> e tix = <Pr(ei)7 €k>, obtemos que hi)' = hji e tix = tyi. Dai,

Z (Aler), e5) (Prler), ex) (Vney, ex) = Z hiticlje = 0.

1j,k= 1y k=1

—_

Portanto,

i=1 i,j=1
= Z hl)N(tlj)
i,j=1
() frmn
i,j=1 i,j=1

N(tr AP,) ZN )t

i,j=1

Procedendo como em [2], mostramos que no ponto p vale 3 ',

N(hi;)ty; = N(Syp),

donde obtemos (5.1). Além disso,
divgePr(X) = Y (Ve Pr(X), e1) + (VnPr(X),N)

=) (VePr(X),e) — (Pr(X), VaN)

diveP, (X) — (Pr(X), X) .

Isto conclui a demonstragao da proposicao. O]
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Observagao 6. Com relagdo aos cdlculos acima, se M possui curvatura Sseccional
constante, entao H. Rosenberg provou em [10] que diveP, =0, assim simplificando (5.1).

Usaremos este fato no que seque.

Agora estudaremos folheacoes de codimensao 1 de S**! cujas folhas possuem curvatura

escalar constante, assim estendendo o Coroldrio 3.5 de [12].

Teorema 6. Nao existe folheacao suave, transversalmente orientdvel de codimensao 1 da
esfera Euclidiana S™, cujas folhas sao completas e possuem curvatura escalar constante

mator do que 1.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que existe uma folheacao F de S™! com
as propriedades acima. Por hipdtese, como F é transversalmente orientavel, podemos
escolher um campo de vetores suave N unitario que é normal as folhas de F. Agora
considere Af(:) = —V(.)N o operador de Weingarten de uma folha com respeito a N.

Considere também Rg, a curvatura escalar da folha F € . Como foi provado anterior-

mente,

Donde obtemos que Sy é uma constante positiva. Sejam Aq, ..., A, os autovalores de
n

Af. Como a norma de A é dada por ||[A]]? =tr A2 = Z Af, segue que

i=1
ST=) AM+2) AA
i=1 i<j
= |AlI* + 2S2(A)

> Al = AL

Escolhendo a orientacao de F de tal forma que S; > 0, entao segue da desigualdade
acima que S; — A; > 0. Isto nos diz que P; é positivo definido em F.

Considere a funcao curvatura escalar R : S*™! — R, que associa a cada ponto o valor
da curvatura escalar na folha no ponto dado. Como estamos supondo que R é constante
nas folhas, pela Proposicao 9 temos que ou R é constante em S™*! ou existe uma folha
compacta F de I com a seguinte propriedade

Rr = max R(p).
pGSn+l
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Suponhamos que R nao é constante em S™*!, e seja F uma folha compacta de F com

curvatura escalar maximal, assim N(Sy) = 0 sobre F. Pela Proposicao 18, temos
divePy(X) = tr (Py) + tr (A%P1) + (X, P1(X)) > 0.
Por outro lado, como F é compacta, segue pelo Teorema da Divergéncia que
L divePy (X)dF =0,

o que é absurdo. Agora, suponha que R é constante em S™*!. Entdao N(Sy) = 0, e com

isto obtemos a seguinte igualdade
div Py (X) = tr (P1) + tr (A®Py) > 0.

Além disso, integrando sobre S™*! temos que tr (P;) = tr (A%2P;) = 0, que contradiz o

fato de Py ser positivo definido. n

Observacao 7. Ewistem familias, que ndo sao folheacoes, de toros compactos em S™T*
com curvatura escalar maior que 1. Construiremos uma familia de toros com curvatura

escalar constante igual a %

2
Consideremos o toro de Clifford S™ (r1) x S™2(ry) — S™(1), fazendo p = <r—2> e

T1

usando a relacao n(n —1)(R —1) = 2S, temos que
nn—1(R—-1B =ny(n; —1)P* — 2nmyP + np(ny — 1).

Vamos analisar o caso p =1 e R = % Substituindo estes valores na relagao encon-
trada, obtemos

(111 +T12)(T11 + ng — 1) = 8111TL2.

Toda solu¢ao Ny = ai, Ny = Ay para a equacgao obtida, gera uma familia Ny = Qy, Ny =
ax41 de solugoes, onde a sequencia (Qy)x>1 satisfaz a sequinte relagdo de recorréncia:
Qrio = 6ayx 1 —ax + 1. Assim, a solucao Ny = 1, Ny = 7 gera uma familia de toros de

3

Clifford tendo curvatura escalar 3

Teorema 7. Seja F uma folheacao suave, transversalmente orientdvel, singular, de codi-

mensdo 1 de R cujas folhas sao completas, T-minimas e tal que Sy nao muda de sinal

em R Se [X| € £ e ||A]

€ limitada sobre cada folha, entao cada folha tem indice de
nulidade relativa no minimo n—r. Em particular, se Sy # 0 numa folha entdo esta folha

¢ folheada por hiperplanos de dimensao n —r.
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Demonstracao. Seja F uma folha de F. Como S, nao muda de sinal em F, temos que P, é
semi-definida, assim temos que tr (A%P,) e (X, P.(X)) sdo ambos nao negativos ou ambos

nao positivos em F. Dali, aplicando (5.1) e a Observacao 6 temos que
diVF(PT(X)) = tr(Azpr) + <X, Pr(X)>

¢ ndo negativo ou nao positivo em F. Assim, segue pela Proposicao 17 que divg (P, (X)) = 0.

Logo, Sy11 =0em Fe
tr (A*P,) = —(r +2)S,40 = 0.

Portanto, temos que Sy = 0 para todo k > r+ 1. Com isto concluimos que v > n—r.
Em particular, pelo Teorema de Ferus temos que se S, # 0 na folha F, entao a folha F é

folheada por (n — r)-hiperplanos. ]

Observacao 8. Como um exemplo da situacao descrita pelo teorema acima, temos que
F:={S; xR C R x R Tlp € R e 2r > n} € uma folheacao singular de R™! por
cilindros concéntricos. O conjunto singular da folheacdo € o (n — v)-plano {0} x R™ T,
De fato, dado (x,y) € S, x R™™" temos que o campo normal unitdrio, no ponto (x,y),

¢ N(x,y) = (—Z,0). Com isto, obtemos que os autovalores do operador de Weingarten

—&,
SAO AL = -+ = Ap = % eAjp1=---=A, =0. Donde concluimos que S,,1 =0, S, >0 ¢
Al € constante sobre cada folha. Seja x(t) = (x,y)+tN(x,y) a reta que passa no ponto

(x,y) na dire¢iao de N(x,y), entdo

N(a(t)) = (—ﬁo)

e concluimos que X(x,Y) = Vn(xy)N = 0, implicando que |X| € L.
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