
Universidade Federal do Piaúı
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Luciano Cabral, Paulo Douglas, Ćıcera Carla, Fatima Maria, Sami Kelson, José Ari-
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“Obvious is the most dangerous word in

mathematics.”.

Eric Temple Bell.



Resumo

Neste trabalhos provaremos a existência e unicidade de soluções fracas para um sistema

do tipo térmo-elástico. Este trabalho foi baseado no artigo ”On a Nonlinear System”de

A.O. Marinho, M.R. Clark, O.A. Lima (Applied Mathematical Sciences, Vol. 2, 2008, no.

60, 2963-2972.).
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Abstract

In this work we will prove the existence and uniqueness of weak solutions for a thermo-

elastic system. This work was based on the article ”On a Nonlinear System”A.O. Marino,

M.R. Clark, O.A. Lima (Applied Mathematical Sciences, Vol 2, 2008, no. 60, 2963-2972.).
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Introdução

Este trabalho tem como objetivo estudar a existência e unicidade de solução fraca para o

problema misto associado ao seguinte sistema termo-elástico:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ′′ + ∆2u −M(‖u‖2)∆u + |u|ρu + θ = f em Q

θ ′ − ∆θ+ u ′ = g em Q

u =
∂u

∂η
= θ = 0 sobre Σ

u(x, 0) = u0(x); θ(x, 0) = θ0(x) e u ′(x, 0) = u1(x) em Ω.

O sistema acima representa a equação da viga fixa com sua extremidades fixas acoplada

com a equação do calor onde não aumento de temperatura nas extermidades da viga. E

temos que Ω é um aberto limitado do Rn com fronteira regular Γ , Q = Ω × (0, T), com

T > 0, denota-se o cilindro cuja fronteira lateral Γ × (0, T) é representado por Σ e M é

uma função real cont́ınua.

O trabalho é dividido em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo são fixadas algumas

notações e resultados de grande importância para a compreensão da demonstração do

teorema principal deste trabalho. Também faremos uma rápida introdução sobre Teoria

da Distribuições e Espaços de Sobolev.

No segundo caṕıtulo, abordaremos o Teorema Espectral para Operadores Compactos

Simétricos o qual será ultilizado na demosntração do resultado principal.

No terceiro e último caṕıtulo, provaremos a do Resultado Principal desta dissertação

que é mostrar a existência e unicidade da solução fraca da equação acima. A demonstração

do teorema principal será feita usando o método de Faedo- Galerkin, que consiste em

aproximar o problema inicial por sistemas aproximados equivalentes, porém em dimensão

finita. Na primeira parte do cápitulo 3 mostraremos a existência de soluções para esses tais

problemas aproximados. No segunda parte iremos fazer estimativas sobres os problemas

com intuito de prolongar as soluçãos aproximadas ao intervalo [0,T ], bem como provar
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Sumário 2

sua convergência para solução do sistema inicial. Na terceira parte garantiremos que as

soluções encontradas satisfaçam as condições iniciais do problema e na quarta e última

parte a partir de algumas hipóteses adicionais provatemos a unicidade da solução.



Notação

Notações necessárias para melhor entendimento desta dissertação:

- SejaΩ ⊂ Rn, um aberto limitado bem regular com fronteira Γ e seja Q = Ω×(0, T)T > 0

um cilindro em Rn+1, com fronteira lateral Σ = Γ × (0, T);

- Seja ∆ =

n∑
1

∂2

∂x2i
o operador Laplaciano e ∆2 = ∆ ◦ ∆ é o operador biharmônico.

- Denotaremos por | · | e (· , ·) a Norma e o produto interno respectivamente em L2(Ω).

Ocasionalmente | · | denotará também o valor absoluto e o contexto deixará claro a

distinção;

- E por ‖ · ‖ e ((· , ·)) denotaremos a norma e produto interno respectivamente em H1
0(Ω);
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo mencionaremos os principais resultados de Análise Clássica, Análise Fun-

cional, Equações Diferenciais Ordinárias e Teoria das Distribuições necessários para o

entendimento do nosso problema em estudo, o qual será objeto de análise nos caṕıtulos

seguintes.

1.1 Alguns resuldados de Análise

Definição 1. (Condições de Carathéodory) Sejam D um subconjunto de Rn+1 e f : D −→

Rn uma função. Dizemos que f satisfaz as Condições de Carathéodory sobre D se

(i) f(t,x) é mensurável em t para cada x fixo;

(ii) f(t,x) é cont́ınua em x para cada t fixo;

(iii) para cada compacto U em D existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(t, x)| 6 mU(t), ∀(t, x) ∈ U.

Teorema 1. (Carathéodory) Seja f : R −→ Rn onde R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t − t0| 6

a, |x − x0| 6 b, a > 0, b > 0}, satisfazendo as condições de Carathéodory sobre R. Então

existe uma solução x(t) de  x ′ = f(t, x)

x(t0) = x0,
(1.1)

onde (t0, x0) ∈ R, sobre algum intervalo |t − t0| 6 β (β > 0).

Prova: Ver [11], pág. 156.
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Corolário 1. Seja D aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições de Carathéodory sobre

D, então o problema (1.1) tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D

Prova: Ver [11], pág. 159.

Definição 2. Seja ϕ(t) uma solução de (1.1) sobre um intervalo I e I ⊂ I1. Diz-se que

ϕ(t) tem um prolongamento até I1 se existe um ϕ1(t) uma solução de (1.1) sobre I1 e

ϕ1(t) = ϕ(t) para todo t ∈ I.

Corolário 2. Seja D = [0, T]× B, T > 0, B = {x ∈ Rn; |x| 6 b}, b > 0 e f nas condições

do Teorema de Carathéodory. Seja ϕ(t) uma solução de

x ′ = f(t, x)

x(0) = x0, |x0| 6 b.

Suponhamos que em qualquer intervalo de I, onde ϕ(t) está definida, se tenha |ϕ(t)| 6 K

para todo t ∈ I, K independente de I e K < b. Então ϕ tem um prologamento até [0,T].

Prova: Ver [11], pág. 164.

Teorema 2. (Representação de Riesz): Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp(Ω)) ′ ≡ Lp ′(Ω).

Então existe uma única u ∈ Lp ′(Ω) tal que,

(ϕ, f) =

∫
Ω

uf dx, ∀ f ∈ Lp(Ω),

onde ‖u‖
Lp ′ = ‖ϕ‖(Lp(Ω)) ′ e 1

p
+ 1

p ′
= 1.

Prova: Ver [1], pág. 97.

Definição 3. Seja X um espaço normado. Uma forma bilinear a : X× X −→ R é dita

(i) cont́ınua se existe uma constante positiva C tal que

|a(u, v)| 6 C‖u‖X ‖v‖X ∀ u, v ∈ X;

(ii) coerciva se existe uma contante α > 0 tal que

a(v, v) > α‖v‖2X ∀ v ∈ X.

Teorema 3. (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva em X.

Então dado qualquer φ ∈ X ′, onde X ′ é o espaço dual de X, existe um único elemento

u ∈ X tal que

a(u, v) = 〈φ, v〉X ′×X, ∀ v ∈ X.

Prova: Ver [1], pág. 140.
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Definição 4. Dizemos que uma sequência (xn)n ⊂ X é fortemente limitada quando é

limitada na norma do seu espaço, isto é, quando existe uma constante C > 0 real tal que

‖xn‖X 6 C, ∀ n ∈ N.

Exemplo 1. Seja X um espaço normado de dimensão finita e seja o subconjunto B={x ∈

X; ‖x‖X 6 1}. Dado uma sequência (xn)n ∈ B temos que a sequência (xn)n é fortemente

limitada pois

‖xn‖X 6 1.

Definição 5. (Convergência forte) Uma sequência (xn)n pertencente ao espaço normado

X é dita fortemente convergente para o vetor x se

‖xn − x‖X −→ 0.

Representaremos a convergência forte em X por:

xn −→ x em X.

Definição 6. (Convergência fraca) Seja (xn)n uma sequência no espaço normado X. Ela

é dita ser fracamente convergente para x em X se

f(xn) −→ f(x) ∀ f ∈ X ′,

onde X ′ é o espaço dual de X. A notação convencional para convergência fraca é

xn ⇀ x em X.

Definição 7. (Convergência fraca − ∗) Dizemos que uma uma sequência (fn)n de X ′ é

fraco-∗ convergente a f em X ′ se

fn(x) −→ f(x), ∀ x ∈ X.

Nesse caso escrevemos

fn
∗
⇀ f.

Definição 8. (Espaço Reflexivo) Seja X espaço vetorial normado, definimos por

X ′′ = (X ′) ′,

X ′′ é chamado espaço bidual de X. Podemos definir um operador linear limitado canônico

J : X −→ X ′′

da seguinte maneira: para cada x ∈ X, seja o funcional Jx : X ′ −→ R dado por

(Jx)(f) = f(x)

para todo f ∈ X ′.
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Claramente o operador J é linear e é uma isometria, isto é, ‖Jx‖X ′′ = ‖x‖X. Notemos

que em geral J não é sobrejetivo (ver[1]). Quando J for sobrejetivo dizemos que X é

reflexivo.

Proposição 1. Se fn ⇀ f em X ′ então fn
∗
⇀ f em X ′.

Prova: Ver [3], pág.66.

Proposição 2. Seja X um espaço de Banach reflexivo e suponha que fn
∗
⇀ f em X ′.

Então fn ⇀ f em X ′.

Prova: Ver [3], pág.65.

Teorema 4. (Banach-Alaoglu-Boubarki): Sejam X um espaço de Banach separável e (fn)n

uma sequência fortemente limitada em X ′. Então (fn)n tem uma subsequência (fnk
)k que

converge fraco-∗, isto é, fnk

∗
⇀ f em X ′.

Prova: Ver [1], pág. 66.

Teorema 5. (Kakutani): Seja X um espaço de Banach. X é reflexivo se, e somente

se toda sequência (xn)n fortemente limitada em X possui uma subsequência (xnk
)k que

converge fraco, isto é, xnk
⇀ x em X.

Prova: Ver [1], pág 67.

Definição 9. (Imersão) Seja X ⊆ Y, diz-se que X é imerso continuamente ou apenas

imerso em Y se a aplicação inclusão

i : X −→ Y, i(x) = x ∀ x ∈ X,

é cont́ınua. Este fato equivale a

‖x‖Y 6 C‖x‖X ∀ x ∈ X.

Simbolizamos este fato por: X↪→Y.

Se X↪→Y e X é denso em Y, diz-se que X é imerso cont́ınuamente e densamente em Y.

Se a aplicação i : X −→ Y é cont́ınua e compacta, diz-se que X é imerso compactamente

em Y. A imersão compacta de X em Y é denotada por X
c
↪→Y.

Teorema 6. (Lema de Lions): Sejam Ω um aberto limitado do Rn, g e gj funções de

Lq(Ω), onde 1 < q <∞ e j ∈ N tais que

‖gj‖Lq(Ω) 6 C, para todo j
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e

gj −→ g quase sempre em Ω.

Então

gj ⇀ g em Lq(Ω).

Prova:Ver [3], pág. 72.

Teorema 7. (Lebesgue): Seja (un)n uma sequência de funções integráveis em (a,b) que

converge quase sempre para uma função u. Se existir uma função integrável u0 tal que

|un(t)| 6 u0 para todo n ∈ N, então u será integrável e tem-se que∫ b
a

u = lim
n−→∞

∫ b
a

un.

Teorema 8. (Desigualdade de Gronwall ) Sejam, C > 0 uma constante, u > 0 quase

sempre em (0, T), uma função integrável em (s, T) e ϕ : [s, T] −→ R uma função cont́ınua

e não negativa tal que

ϕ(t) 6 C +

∫T
s

u(τ)ϕ(τ) dτ, ∀ t ∈ [s, T].

Então

ϕ(t) 6 Ce
∫T
s u(τ)dτ, ∀ t ∈ [s, T].

Prova:Ver [3], pág. 55.

1.2 Introdução ás Distribuições

1.2.1 Distribuiçoes escalares

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u : Ω→ R uma função real cont́ınua. O suporte de u é, por

definição, o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; u 6= 0} e, o representamos por supp(u).

Denotaremos por C∞0 (Ω) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis cujo suporte

é um compacto contido em Ω.

Um multi-́ındice é uma n-upla α = (α1, · · · ,αn), αi ∈ N, i= 1,· · · ,n. Escreveremos

| α |= α1 + · · ·+ αn e representaremos por Dα como o operador derivação de ordem α:

Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂x

αn
n

.

Observe que, para α = (0, · · · , 0) temos D0 = I isto é, D0u = u.

Introduzimos, a seguir, uma topologia em C∞0 (Ω), denominada topologia limite in-

dutivo, que faz deste espaço um espaço vetorial topológico denotado por D(Ω) e cujos

objetos serão denominados funções testes.
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Definição 10. Dizemos que uma sequência (ϕn)n de funções teste converge para uma

função ϕ ∈ D(Ω), quando:

(i) Existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp(ϕn) ⊂ K∀ n e supp(ϕ) ⊂ K.

(ii) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente em K, para todo multi-́ındice α.

Por distribuição escalar sobre Ω entendemos uma forma linear cont́ınua sobre D(Ω), isto

é, uma aplicação T: D(Ω) −→ R, tal que:

T(αϕ+ψ) = αT(ϕ) + T(ψ),∀α ∈ R e ∀ϕ, ψ ∈ D(Ω).

E, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D então (T(ϕn))n∈N converge para T(ϕ) em R. O valor

da distribuição T em ϕ será representado por 〈T ,ϕ〉. E denotamos por D ′(Ω) a coleção

de todas as formas lineares cont́ınuas T: D(Ω) −→ R, isto é, de todos as distribuições de

Ω.

Dados T e S ∈ D ′(Ω) definimos:

(i) 〈T + S,ϕ〉 = 〈T,ϕ〉+ 〈S,ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω);

(ii) 〈αT,ϕ〉 = α〈T,ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω) eα ∈ R.

Munido dessas operações D ′(Ω) se torna um espaço vetorial chamado espaço das dis-

tribuições escalares sobre Ω.

Definição 11. Dizemos que uma sequência de distribuições (Tn)n∈R converge para T, em

D ′(Ω) quando:

〈Tn,ϕ〉 −→ 〈T,ϕ〉 em R, para toda ϕ ∈ D(Ω).

Com esta noção de convergência, D ′(Ω) passa a ser um espaço vetorial topológico.

Exemplo 2. Representamos por L1
Loc(Ω) o espaço vetorial das classes de funções u ∈

L1(K), para todo K ⊂ Ω compacto.

Para u ∈ L1
Loc(Ω) fixada, considere o funcional

Tu : D(Ω) −→ R, 〈Tu,ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Temos que Tu é uma distribuição sobre Ω.

De fato a linearidade de Tu decorre da própria lineridade da integral. Quanto à con-

tinuidade, primeiro observer que se (ϕν)ν converge à zero em D(Ω) então,

supp(ϕν) ⊆ K, para algum compacto K ⊂ Ω, ∀ν = 1, 2, · · ·
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e

ϕν −→ 0 uniformemente Ω.

Dáı,

|〈Tu,ϕν〉| =
∣∣∣∣ ∫
Ω

u(x)ϕν(x) dx

∣∣∣∣ 6 max
x∈K

|ϕν(x)|

∫
Ω

u(x) dx

e o lado direito dessa desigualdade tende a zero quando ν −→∞.

Obs. 1. Se Ω ⊂ Rn é um aberto e p > 1 então, LP(Ω) ⊂ LP
Loc(Ω) ⊂ L1

Loc(Ω). Assim

toda função de LP(Ω) pode ser vista como uma distribuição sobre Ω. Além disso se (uν)

é uma sequência de LP(Ω) e

uν −→ u em LP(Ω)

então,

uν −→ u em D ′(Ω).

A noção da derivada fraca de uma função foi proposta inicialmente por Sobolev mo-

tivado pela fórmula de integração por partes do cálculo.

De fato, em dimensão 1, temos a formula de integração por partes∫ b
a

u ′(x)ϕ(x) dx = u(b)ϕ(b) − u(a)ϕ(a) −

∫ b
a

u(x)ϕ ′(x) dx,

e quando ϕ ∈ D(Ω), temos:∫ b
a

u ′(x)ϕ(x) dx = −

∫ b
a

u(x)ϕ ′(x) dx.

Motivado pela igualdade acima, Sobolev definiu a derivada fraca de uma função u ∈

L1
Loc(a, b) uma função v ∈ L1

Loc(a,b), caso exista, como:∫ b
a

u ′(x)ϕ(x) dx = −

∫ b
a

v(x)ϕ ′(x) dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Este conceito foi generalizado para distribuições quaisquer em D ′(Ω) por L. Schwartz da

seguinte maneira:

Definição 12. Dados T ∈ D ′(Ω) e α ∈ Nn multíındice, definimos a derivada distribu-

cional de ordem α de T como a forma linear DαT : D(Ω) −→ R dada por

〈DαT,ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ϕ ∈ D(Ω).

Temos que a operação derivada, no sentido distribucional, é uma operação fechada

dentro do espaço D ′(Ω), isto é,

Dα : D ′(Ω) −→ D ′(Ω).

De fato, vamos mostrar que DαT é uma distribuição se T é uma distribuição. Temos para

quaisquer ϕ, ψ ∈ D(Ω) e λ ∈ R que:

〈DαT, λϕ+ψ〉 = (−1)|α|〈T, Dα(λϕ+ψ)〉 = (−1)|α|λ〈T, Dαϕ〉+ (−1)|α|〈T, Dαψ〉 =
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= λ〈DαT,ϕ〉+ 〈DαT,ψ〉.

A seguir, mostraremos que DαT é uma aplicação cont́ınua. Seja (ϕn)n uma sequência que

converge para ϕ em D(Ω), isso significa que Dαϕn −→ Dαϕ para todo multíıdince α.

Dáı,

lim
n→∞〈DαT,ϕn〉 = (−1)|α| lim

n→∞〈T, Dαϕn〉 = (−1)|α|〈T, Dαϕ〉 = 〈DαT,ϕ〉.

Segue dáı que DαT é uma distribuição.

Outro fato muito importante em relação às derivadas no sentido das distribuições é

que nem toda derivada de uma função localmente integrável é uma função localmente

integrável; para mais informações consulte [10].

1.2.2 Distribuiçoes Vetoriais

Seja X um espaço de Banach. Chamamos de função simples, toda função ϕ : (0, T) −→

X que assume apenas um número finito de valores não nulos, onde cada valor não nulo

é assumido num conjunto mensurável de medida finita. Toda função simples possui uma

representação canônica da forma

ϕ(t) =

k∑
i=1

χEi(t)ϕi,

onde ϕi ∈ X e Ei ⊂ (0, T) é mensurável e µ(Ei) <∞ para i = 1, · · · , k.

Teorema 9. Seja (ϕn)n∈N uma seqüência de funções simples tais que

lim
n,m−→∞

∫T
0

‖ϕn(t) −ϕm(t)‖X dt = 0.

Então existe uma única função vetorial u : (0, T) −→ X tal que ‖u(t)‖X e ‖ϕn(t)− u(t)‖X
são mensuráveis em (0,T) para todo n e

lim
n−→∞

∫T
0

‖ϕn(t) − u(t)‖X dt = 0.

Prova: Ver [8], pág. 124.

Corolário 3. Nas condições do Teorema 9 a sequência
(∫T

0 ϕn(t) dt
)

converge em X e

seu limite é unicamente determinado por u. Este limite é, por definição, a Integral de

Bochner da função u e é denotado por
∫T
0 u(t) dt.

Desta forma, a integral de Bochner da função vetorial u é o vetor de X dado por∫T
0

u(t) dt = lim
n−→∞

∫T
0

ϕn(t) dt,

onde o limite é considerado na norma de X.

Dizer que uma função vetorial u é integrável no sentido de Bochner-Lebesgue ou

simplesmente B-integrável, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre em
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(0,T ), por uma sequência de funções simples satisfazendo o Teorema 9 e consequentemente

o Corolário 3.

Definição 13. Uma função u : (0, T) −→ X é dita ser fracamente mensurável (w-

mensurável) se a função numérica t 7→ 〈φ, u(t)〉 for mensurável para qualquer φ ∈ X ′.

Dizemos que a função u é fortemente mensurável (s-mensurável) quando existir uma

sequência de funções simples (ϕn)n∈N tal que

ϕn(t) −→ u(t), em X quase sempre em (0,T).

Em particular, quando u é s-mensurável, a função numérica t −→ ‖u(t)‖X é mensurável

a Lebesgue.

Denotamos por Lp(0, T; X), 1 6 p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções

u : (0, T) −→ X s-mensuráveis e tais que a função numérica t −→ ‖u(t)‖X está em

Lp(0, T), sendo um espaço de Banach munido da norma

‖u(t)‖Lp(0,T;X) =

( ∫T
0

‖u(t)‖pX dt

)p

.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T; H) é um espaço de

Hilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T;H) =

∫T
0

(
(u(t), v(t))

)
H

dt.

Por L∞(0, T; X) representaremos o espaço de Banach das (classes de) funções vetoriais

u : (0, T) −→ X que são fortemente mensuráveis e t −→ ‖u(t)‖X ∈ L∞(0, T) com norma

‖u(t)‖L∞(0,T;X) = sup
t∈[0,T]

ess ‖u(t)‖X.

Lema 1. Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos que X ↪→ Y. Se 1 6 r 6

s 6∞, então

Lr(0, T; X) ↪→ Ls(0, T; Y).

Prova: Ver [8], pág.122.

Obs. 2. Considerando X = Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞ obtemos o espaço Lp(0, T; Lp(Ω)), o

qual se identifica via Teorema de Fubini, com o espaço de Hilbert de funções numéricas

Lp(Q). De fato, dada uma função u ∈ Lp(0, T; Lp(Ω)) então para cada t ∈ (0, T) temos

que u(t) ∈ Lp(Ω) e portanto ‖u(t)‖Lp(Ω) é uma função de Ω −→ R cujo valor em x será

denotado por ‖u(x, t)‖Lp(Ω). Assim,∫T
0

‖u(t)‖pLp(Ω) dt =

∫T
0

∫
Ω

|u(t, x)|p dxdt =

∫
Q

|u(t, x)|p dQ = ‖u‖pLp(Q).

Com isto, estabelecemos uma isometria entre Lp(Q) e Lp(0, T; Lp(Ω)).
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Quando X é reflexivo, separável e 1 < p < ∞, temos que Lp(0, T; X) é um espaço

reflexivo e separável, cujo dual topológico se indentifica o espaço de Banach Lq(0, T; X ′),

onde p e q são expoentes conjugados,isto é, 1
p
+ 1

q
= 1. No caso de p = 1 o dual topológico

do espaço L1(0, T; X) se indentifica ao espaço L∞(0, T; X ′). Para mais detalhes sobre o

dual dos espaços Lp(0, T; X) veja [12].

Por C0([0, T]; X), 0 < T < ∞, representaremos o espaço de Banach das funções

cont́ınuas u : [0, T] −→ X, munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C0([0,T];X) = max
t∈[0,T]

‖u(t)‖X.

Lema 2. Sejam V e H espaços de Banach, V ↪→ H, u ∈ Lp(0, T; V) e u’ a derivada de u

está em Lp(0, T; H), com 1 < p <∞. Então

u ∈ C0([0, T]; V).

Para uma formulação adequada e importância dos espaços Lp(0, T; X) consulte Lions

[6] ou Lions-Stampacchia [7].

Vamos mostrar que as funções do tipo Lp(0, T; X) são distribuições. Fixemos uma

função u ∈ Lp(0, T) arbitrária e consideremos o espaço das fuções teste D(0, T). Associada

à função u definimos a aplicação,

Tu : D(0, T) −→ X, 〈Tu,φ〉 =
∫T
0

u(s)φ(s) ds, ∀φ ∈ D(0, T).

Em primeiro lugar notemos que a integral

∫T
0

u(s)φ(s) ds representa um vetor do espaço

normado X.

É imediato que Tu é uma aplicação linear. Quanto à continuidade, seja (φν)ν uma

sequência em D(0, T) convergindo a zero em D(0, T). Provaremos que 〈Tu,φν〉 −→ 0,

em X. De fato:

‖〈Tu,φν〉‖X =
∥∥ ∫T

0

u(s)φν(s) ds
∥∥
X
6
∫T
0

‖u(s)‖X|φν(s)| ds

6
( ∫T

0

‖u(s)‖pX ds
) 1

p
( ∫T

0

|φν(s)|
q ds
) 1

q ,
1

p
+

1

q
= 1,

ou seja,

‖〈Tu,φν〉‖X 6 ‖u‖Lp(0,T;X)‖φν‖Lq(0,T).

Como φν −→ 0 uniformemente em [0,T ] deduzimos que ‖φν‖Lq(0,T) −→ 0, quando ν −→∞, provando que Tu é cont́ınua. Dizemos então, que Tu, é uma distribuição sobre (0,T ),

a valores no espaço vetorial X, definida por uma função u ∈ Lp(0, T; X), e escrevemos:

Tu ∈ L(D(0, T), X).

O espaço L(D(0, T), X) é dito espaço vetorial de todas as distribuições sobre (0,T ), a
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valores em X e contém, em particular, as distribuições vetoriais definidas por elementos

de Lp(0, T; X).

Por fim, enuciaremos dois importantes Teoremas envolvendo os epaços Lp(0, T; X) que

serão usados na demonstração de resultado principal desta dissertação.

Teorema 10. (Aubin-Lions): Sejam X, B, Y espaços de Banach, X é reflexivo e X
c
↪→

B ↪→ Y. Suponha que (un)n seja uma sequência uniformemente limitada em Lp(0, T : X)

tal que ( d
dt

un)n = (u ′n)n seja limitada em Lp(0, T; Y) para algum p > 1. Então existe uma

subsequência de (un)n que converge fortemente em L2(0, T; B).

Prova:Ver [3], pág. 70.

Teorema 11. Seja X um espaço de Banach com dual X’. Suponha u, v ∈ Lp(0, T; X).

São equivalentes:

(i) u(t) = ξ+

∫T
0

v(s) ds, onde ξ é uma constante em X.

(ii)
d

dt
〈u(t), w〉 = 〈v(t), w〉 ∀w ∈ X ′, no sentido das distribuições sobre (0,T).

(iii)

∫T
0

u(s)φ ′(s) ds = −

∫T
0

v(s)φ(s) ds ∀φ ∈ D(0, T).

Prova: Ver [3] pág. 33.

1.3 Espaços de Sobolev

Sendo Lp(Ω) ↪→ L1
Loc(Ω), para todo 1 6 p 6 ∞, segue que toda função u ∈ Lp(Ω) pode

ser identificada com a distribuição por ela definida. Assim u possui derivadas de todas

as ordens no sentido das distribuições, que são também distribuições escalares sobre Ω.

No entanto, em geral, Dαu não é uma distribuição definida por uma função de Lp(Ω).

Isto motiva o conceito de um novo espaço de Banach, que será denominado Espaço de

Sobolev, o qual definiremos a seguir. Representamos por Wm,p(Ω), o espaço vetorial das

funções u de Lp(Ω) para as quais as derivadas distribucionais Dαu estão em Lp(Ω), com

|α| < m. A norma nesse espaço é definida por

‖u‖Wm,p(Ω) =

( ∑
|α|<m

∣∣Dαu
∣∣p
Lp(Ω)

) 1
p

, se 1 6 p <∞
e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑

|α|<m

∣∣Dαu
∣∣
L∞(Ω)

, se p =∞.
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O espaço normado Wm,p(Ω) é um espaço de Banach denominado Espaço de Sobolev.

No caso em que p = 2 o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert, separável continuamente

,imerso em L2(Ω) e é denotado por Hm(Ω) com norma

‖u‖Hm(Ω) =

( ∑
|α|<m

∫
Ω

∣∣Dαu(x)
∣∣2 dx

) 1
2

e produto interno (
(u, v)

)
Hm(Ω)

=
∑

|α|<m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx.

Embora o espaço das funções testes D(Ω) seja denso em Lp(Ω), 1 6 p <∞, em geral

ele não é denso em Wm,p(Ω). Por esta razão definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o

fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

D(Ω) = Wm,p
0 (Ω).

Quando p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Se 1 6 p < ∞ e q é o expoente conjugado de p, representamos por W-m,q(Ω), o dual

topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H-m(Ω) o dual topológico de Hm

0 (Ω).

A seguir seguem o enunciado da Desigualdade de Poincaré-Friedricks, um corolário

dessa teorema e alguns teoremas de imersões em espaços de Sobolev.

Teorema 12. (Desigualdade de Poincaré-Friedricks): Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto

aberto e limitado. Então existe uma constante C=C(Ω) > 0 tal que

|u| 6 C|∇u|, para todo u ∈ H1
0(Ω).

Prova: Ver [10], pág. 91.

Como consequência da desigualdade de Poincaré-Friedricks, pode-se provar facilmente

o seguinte resultado:

Corolário 4. Em H1
0(Ω) as normas do |∇u| e ‖u‖ são equivalentes.

Prova: Ver [10], pág. 91.

Uma outra consequência não menos trivial da desigualdade de Poincaré-Friedricks é:

Corolário 5. Em H2
0(Ω), as normas ‖v‖H2(Ω) e |∆v| são equivalentes.

Prova:

Temos que,

(∆v)2 =

n∑
i=1

(∂2v

∂x2i

)2
+ 2
∑
i<j

∂2v

∂x2i

∂2v

∂x2j
, ∀ v ∈ H2

0(Ω).

Pelo Teorema da Divergência de Gauss para u, v em D(Ω), obtemos:
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Ω

∂2u

∂x2i

∂2v

∂x2j
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi

∂

∂xi

∂2v

∂xj
dx =

∫
Ω

∂2u

∂xi∂xj

∂2v

∂xi∂xj
dx.

Dáı resulta que,

|∆v|2 =

∫
Ω

(∆v)2dx =

n∑
i=1

∫
Ω

(∂v2

∂x2i

)2
dx + 2

∑
i<j

∫
Ω

( ∂2v
∂xi∂xj

)2
dx.

A norma de H2(Ω) é dada por:

‖v‖2
H2(Ω)

=

∫
Ω

v2dx +

n∑
i=1

∫
Ω

(∂v2

∂x2i

)2
dx +

n∑
i,j=1

∫
Ω

( ∂2v

∂xi∂xj

)2
dx.

Conclui-se das desiguladades acima que,

|∆v| 6 ‖v‖H2(Ω).

Pela Desiguladade de Poincaré-Friedricks, obtém-se:∫
Ω

v2dx 6 C

n∑
i=1

∫
Ω

( ∂v

∂xi

)2
dx 6 C0

n∑
i,j=1

( ∂2v
∂xi∂xj

)2
dx.

Aplicando esse resultado na norma de v em H2(Ω) obtemos a outra desiguldade,

‖v‖H2(Ω) 6 C1|∆v|,

onde C1 = máx{C, C0}. Concluindo-se a equivalência da normas.

Teorema 13. (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω um aberto limitado do Rn, Ω de classe C1

e 1 6 p 6∞. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) W1,p ↪→ Lq(Ω), 1 6 q 6
np

n − p
se p < n;

(ii) W1,p ↪→ Lq(Ω), 1 6 q <∞ se p = n;

(iii) W1,p ↪→ C0(Ω̄) se p > n.

Prova: Ver [9], pág.79.
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Teorema Espectral e Aplicações

Devido a importância da Teoria Espectral para investigação de existência e unicidade

de solução fraca para sistemas de EDO, iremos, neste caṕıtulo, demonstrar o Teorema

Espectral para Operadores Compactos Simétricos e como aplicações, mostraremos que

o operador Laplaciano e o operador Biharmônico (∆2) estão nas condições do Teorema

Espectral, para mais informações veja [13] e [4].

2.1 Definições e Exemplos

Definição 14. Seja H um espaço com produto interno, isto é, espaço vetorial munido de

um produto interno e seja A : H −→ H um operador linear. A é dito simétrico se:

(Au, v) = (u, Av),∀u, v ∈ H.

Note que, quando A é simétrico, (Ax,x) é um numero real. De fato, (Au,u)=(u,Au)=(Au, u).

Definição 15. Sejam X,Y espaços normados e A: X−→Y uma aplicação linear. A é dito

compacto se para qualquer sequência limitada (xn)n ⊂ X, a sequência (Axn)n contém uma

subsequência que converge em Y.

Exemplo 3. Sejam X,Y espaços normados e A: X−→Y uma aplicação compacta. Então

A é limitado.De fato, se A não fosse limitado então para cada n ∈ N existiria um yn 6= 0

com ‖Ayn‖Y > n‖yn‖Y. Logo xn =
yn
‖yn‖Y

é limitada mas ‖Axn‖Y > n. Portanto (Axn)

não contém subsequência convergente, donde A não seria compacto, o que contradiz a

hipótese.

17
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Obs. 3. Se A é um operador simétrico e limitado em um espaço com produto interno X,

então uma norma seria

‖A‖ = sup‖x‖=1 |(Ax, x)|.

Adiante determinaremos o espectro dos operadores compactos simétricos. Provaremos

que o espectro de tais operadores é no máximo enumerável, conforme o seguinte teorema.

Teorema 14. Seja A um operador linear compacto simétrico em um espaço com produto

interno H tal que ‖A‖ > 0. Então existe um valor próprio λ0 de A e existe um vetor

próprio correspondente tal que:

Av = λv, ‖v‖ = 1 e |λ| = ‖A‖ = |(Av, v)|.

Prova: Pela Observação 3 e pela definição de supremo existe uma sequência (un ) em

H, tal que

|(Aun, un)| −→ ‖A‖, quando n −→∞. (2.1)

e, já que {(Aun, un)} é uma sequência limitada de numeros reais, temos pelo teorema

de Bolzano-Weiertrass ela possui uma subsequência (Aum, um) convergente a qual vamos

denotar da mesma forma da sequência (Aum, um), isto é: (Aum, um) −→ λ quando m −→∞. Logo,

|(Aum, um)| −→ |λ| quando m −→∞. (2.2)

De (2.1) e (2.2) segue que |λ| = ‖A‖. Agora temos:

‖Aum − λum‖2 = (Aum − λum, Aum − λum) = ‖Aum‖2 − 2λ(Aum, um) + λ
2‖um‖2 6

‖A‖2 − 2λ(Aum, um) + λ
2.

Dáı obtemos:

‖Aum − λum‖2 −→ 0 se m −→∞.

Sendo A um operador compacto e (um) uma sequência limitada, temos que a sequência

(Aum) contém uma subsequência convergente digamos,

Auν −→ v se ν −→∞, para algum v ∈ H. (2.3)

Desde que |λ| > 0 temos também o seguinte,

uν = λ−1(λuν − Auν) + λ
−1Auν −→ λ−10 + λ−1v = λ−1v, quandoν −→∞. (2.4)
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Fazendo em (2.4) u = λ−1v temos que:

Auν −→ A(λ−1v) = Au, quandoν −→∞. (2.5)

De (2.3) e (2.5) obtemos que v = Au e portanto,

Au = λu.

Como uν −→ u e ‖uν‖ = 1, temos que ‖u‖ = 1 e portanto, λ é um valor próprio de A.

2.2 Teorema Espectral

Teorema 15. (Teorema Espectral para Operadores Simétricos Compactos) Seja A um

operador linear compacto simétrico em um espaço com produto interno H tal que ‖A‖ > 0.

Então:

(i) Existe uma sequência (λn) de valores próprios de A e uma sequência ortonormal (un)

de vetores próprios correspondentes. Se (λn) não for finita, tem-se que |λn| −→ 0, se

n −→∞.

(ii) Para qualquer u ∈ H temos a expansão:

Au =

∞∑
m=1

λm(u, um)um =

∞∑
m=1

(Au, um)um, (2.6)

que se reduz a uma soma finita se (λn) for finita.

(iii) Cada valor próprio não nulo de A deve estar na sequência (λn).

(iv) Para cada i = 1, 2, 3, · · · o subespaço Nλi = {u ∈ H; Au = λiu} é de dimensão finita e

a mutiplicidade de λi é o número de vezes que λi aparece na sequência (λn).

Prova:

(i) Para obter uma expansão em vetores próprios associada com um operador linear

compacto simétrico não nulo, vamos aplicar o Teorema 14 repetidas vezes.

Primeiro escreva H1 = H e A1 = A e usando o Teorema 14, sabemos que existe um

valor próprio λ1 e um u1 ∈ H tais que:

Au1 = λ1u1, ‖u1‖ = 1 e |λ1| = ‖A1‖ = |(A1u1, u1)|.

Em seguida, defina:

H2 = {u ∈ H1; (u, u1) = 0}.
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Note que H2 é um subespaço de H1.

Denote por A2 a restrição A1|H2
, ou seja, A2 : H2 −→ H2 é compacto e simétrico em

H2.

Dois caso podem ocorrer: ou ‖A2‖ = 0 ou então ‖A2‖ > 0.

(1◦) Se ‖A2‖ = 0, para todo u ∈ H definimos:

v2 = u − (u, u1)u1,

então

(v2, u1) = (u − (u, u1)u1, u1) = (u, u1) − (u, u1)‖u1‖2 = 0,

donde v2 ∈ H2. Logo, ‖A2v2‖ 6 ‖A2‖ · ‖v2‖ = 0 · ‖v2‖ = 0. Sendo ‖A2‖ = 0 temos a

representação:

Au = λ1(u, u1)u1, ∀u ∈ H.

(2◦) Se ‖A2‖ > 0 podemos aplicar novamente o Teorema 14 para determinar λ2 e u2 tais

que,

A2u2 = λ2u2, ‖u2‖ = 1 e |λ2| = ‖A2‖ = |(Au2, u2)|.

Também já que A2u = A1u, ∀u ∈ H2, temos que ‖A2‖ 6 ‖A1‖, ou seja, |λ2| 6 |λ1|.

Agora, definimos o subespaço

H3 = {u ∈ H2; (u, u2) = 0}

e seja A3 = A|H3 . Então A3 é compacto e simétrico em H3. Se ‖A3‖ = 0, para todo u ∈ H

definimos

v3 = u − (u, u1)u1 − (u, u2)u2

então (v3, u1) = 0, e (v3, u2) = 0 donde v3 ∈ H3. Como ‖A3‖ = 0 temos

0 = A3v3 = Au − (u, u1)Au1 − (u, u2)Au2 = Au − (u, u1)λ1u1 − (u, u2)λ2u2.

Logo se ‖A3‖ = 0 temos a representação

Au = λ1(u, u1)u1 + λ2(u, u2)u2, ∀ u ∈ H.

Mas se ‖A3‖ > 0, podemos aplicar o Teorema 14 para determinar a existencia de λ3 e

u3 ∈ H3 tais que A3u3 = λ3u3, ‖u3‖ = 1 e |λ3| = ‖A3‖ = |(A3u3, u3)|. Desde que A3u = A2u

∀ u ∈ H3, temos que ‖A3‖ 6 ‖A2‖, ou seja, |λ3| 6 |λ2|.Procedendo dessa maneira, temos:

(1) Ou existe um n > 2 tal que ‖An‖ = 0.

(2) Ou ‖An‖ > 0, ∀ n > 2.
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No caso (1) vimos que para todo u ∈ H temos:

Au =

n−1∑
k=1

λk(u, uk)uk. (2.7)

No caso (2) existe (λn) e (un) ∈ Hn tais que Aun = λnun, ‖un‖ = 1 e |λn| = ‖An‖ =

|(Aun, un)|. Álem disso, temos

|λ1| > |λ2| > |λ3| > . . . > |λn| > . . .

Mostraremos agora que |λn| −→ 0 se n −→ ∞. De fato, como a sequência (|λn|) é de-

crescente e limitada inferiormente por 0 ela deve convergir para um p = inf
n∈N

|λn| > 0.

Suponhamos que p > 0, então |λn| > p ∀n ∈ N, e portanto, (λ−1
n un) é uma sequência lim-

itada em H.Sendo A compacto, a sequência (Aλ−1
n un) = (un) contém uma subsequência

convergente mas, (un) é ortonormal e portanto ‖ui−uj‖ =
√
‖ui‖2 − 2(ui, uj) + ‖uj‖2 =

√
2

para i 6= j, o que contraria o fato que (un) contém uma subsequência convergente pois,

supondo que se (unk
), subsequência de (un), convergisse então a sequência (unk+1

− unk
)

convergeria para zero, o que não ocorre pois cada elemento da sequência se distancia uma

distância constante de
√

2. Portanto, devemos ter p=0, ou seja, |λn| −→ 0 se n −→∞.

(ii) Agora vamos mostar que para todo u ∈ H temos a expansão

Au =

∞∑
k=1

λk(u, uk)uk.

Para todo u ∈ H e n > 2, definimos:

vn = u −

n−1∑
k=1

(u, uk)uk. (2.8)

Então vn ∈ Hn e

‖vn‖2 = ‖u‖2 − 2

n−1∑
k=1

|(u, uk)|
2 +

n−1∑
k=1

|(u, uk)|
2 6 ‖u‖2 −

n−1∑
k=1

|(u, uk)|
2 6 ‖u‖2.

Logo,

‖Avn‖ 6 ‖A‖ ‖vn‖ = |λn| ‖vn‖ 6 |λn| ‖u‖ −→ 0, n −→∞
portanto, Avn −→ 0 quando n −→∞ e por (2.8), temos que

Avn = Au −

n−1∑
k=1

(u, uk)Auk = Au −

n−1∑
k=1

λk(u, uk)uk −→ 0

e portanto

Au =

∞∑
k=1

λk(u, uk)uk.

Pela igualdade abaixo
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λk(u, uk) = (u, λkuk) = (u, Auk) = (Au, uk)

concluimos que

Au =

∞∑
k=1

λk(u, uk)uk =

∞∑
k=1

(Au, uk)uk.

(iii) Seja λ um valor próprio não nulo de A e suponha que λ 6= λk ∀k ∈ N. Correspon-

dente a λ escolhe-se um vetor própio uλ com ‖uλ‖ = 1. Então como A é simétrico e

λk ∈ R temos

λ(uλ, uk) = (λuλ, uk) = (Auλ, uk) = (uλ, Auk) = (uλ, λkuk) = λk(uλ, uk).

Como λ 6= λk ∀ ∈ N então (uλ, uk) = 0∀ k ∈ N. Por (2.8) temos que

0 =

∞∑
k=1

(uλ, uk)uk = Auλ ⇒ ‖Auλ‖ = 0⇒ ‖λuλ‖ = 0⇒ |λ| ‖uλ‖ = 0⇒ |λ| = 0⇒ λ = 0,

o que contradiz o fato de λ ser não nulo.

(iv) Seja um λi valor próprio não nulo tomado da parte (i). Como λn −→ 0 quando

n −→∞, o conjunto {k ∈ N; λk = λi} deve ser finito com p elementos distintos, digamos:

i(1), i(2), · · · , i(p). Considere os vetores próprios ui(1), ui(2), . . . , ui(p) correspondentes a

λi(1), λi(2), · · · , λi(p). Obtemos que Vp, o subespaço gerado por ui(1), ui(2), · · · , ui(p), está

contido em Nλi . De fato, seja v ∈ Vp; então v = t1ui(1) + t2ui(2) + · · · + tpui(p), onde

t1, t2, . . . , tp estão em R. Dáı,

Av = t1Aui(1) + t2Aui(2) + . . . + tpAui(p) = λi
(
t1ui(1) + t2ui(2) + . . . + tpui(p)

)
= λiv.

Logo v ∈ Nλi , concluindo que Vp ⊂ Nλi .

Agora supomos que Vp não é todo o Nλi , então existe u ∈ Nλi com ‖u‖=1 tal que

{ui(1), ui(2), . . . , ui(p), u} é um conjunto ortonormal. Mas, se k 6= i(1), i(2), . . . , i(p), obtemos

que λk 6= λi e portanto (u, uk) = 0. Consequentemente, (u, uk) = 0 ∀k ∈ N e assim por

(2.8),

Au =

∞∑
k=1

λk(u, uk)uk = 0.

Logo,

0 = ‖Au‖ = |λi| ‖u‖ = |λi|,

o que contraria o fato que λi ser não nulo. Portanto, devemos ter dim(Nλi) = p e a prova

está completa.
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2.3 Aplicações: Os Operadores Laplaciano e Biharmônico

Considere o problema de autovalores:∣∣∣∣∣∣ −∆w = λw em Ω,

w = 0 sobre Γ ,
(2.9)

onde Ω ⊂ Rn eλ > 0 é um aberto limitado com fronteira Γ .

Teorema 16. Existe uma base ortonormal (wm) de L2(Ω) e uma sequência de números

reais (λm) com λm −→∞ se m −→∞ tais que:

0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λm 6 . . . e∣∣∣∣∣∣ −∆wm = λmwm em Ω,

wm ∈ H1
0(Ω) ∩ C∞(Ω).

(2.10)

Prova:

Dado f ∈ L2(Ω), pelo Teorema 3 (Lax-Milgram) existe uma única solução fraca Gf ∈

H1
0(Ω) do problema de Dirichlet ∣∣∣∣∣∣ −∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre Γ .
(2.11)

Temos então que

(−∆(Gf), v) = (f, v)⇒
∫
Ω

(−∆(Gf))v dx =

∫
Ω

fv dx.

integrando por partes e observando que Gf ∈ H1
0(Ω) temos:∫

Ω

∇(Gf) · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx, ∀ v ∈ H1
0(Ω). (2.12)

Como Ω é limitado, a imersão de H1
0(Ω) em L2(Ω) é compacta, de acordo com o Teorema

13 (Rellich-Kondrachoff). Assim G é considerado como um operador compacto de L2(Ω)

em H0
1(Ω).

Temos ainda que:

(I) G é simétrico. De fato,

De fato, de (2.12) obtemos∫
Ω

(Gf)g dx =

∫
Ω

gGf dx =

∫
Ω

∇(Gg).∇(Gf) dx =

=

∫
Ω

∇(Gf) · ∇(Gg) dx =

∫
Ω

fGg dx,

ou seja,

(Gf, g) = (f, Gg), ∀ f, g ∈ L2(Ω)
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(II) G é positivo definido.

De fato, de (2.12) obtemos∫
Ω

(Gf)f dx =

∫
Ω

fGf dx =

∫
Ω

∇(Gf) · ∇Gfdx = ‖Gf‖2H1
0
> 0

se f 6= 0.

Pelo Teorema Espectral para operadores compactos simétricos e positivos definido, isto

é, pelo Teorema 15, existe um sistema ortonormal de funções próprias (wm) em L2(Ω) e

uma sequência de valores próprios positivos (µm) decrescente para zero tal que

Gwm = µmwm. (2.13)

Se considerarmos λm = µ−1
m então:

wm =
1

µm

Gwm = G(µ−1
m wm) = G(λmwm). (2.14)

Como a imagem de G está em H1
0(Ω), wm ∈ H1

0(Ω) e por (2.12) e (2.14) temos:

∫
Ω

∇wm.∇v dx =

∫
Ω

∇(G(λmwm)).∇v dx = λm

∫
Ω

wmv dx, ∀ v ∈ H1
0(Ω).

Em particular, ∫
Ω

∇wm.∇ϕ dx = λm

∫
Ω

wmϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω),

donde,

(−∆wm,ϕ) = (λmwm,ϕ), ϕ ∈ D(Ω),

isto é,

−∆wm = λwm no sentido de D ′(Ω).

Para mostrar que wm ∈ C∞(Ω), sejam x ∈ Ω e B(x,r), a bola de centro x e raio r, com

r > 0 tal que B(x, r) ⊂ Ω.

Agora, como wm ∈ L2(B(x, r)) e satisfaz a equação −∆wm = λmwm, isso implica que
∂2

∂x2
wm ∈ H2(B(x, r)). Repetindo o mesmo argumento segue-se que wm ∈ H4(B(x, r)) e

assim por diante, por um resultado de regularidade no interior.

Assim, wm ∈ Hk(B(x, r)) para todo k ∈ N e pelo Teorema ??, temos que wm ∈

C∞(B(x, r)). Como x ∈ Ω é qualquer, segue-se que

wm ∈ C∞(Ω).

Agora mostraremos que o operador biharmônico ∆2 satisfaz as condições do teorema

espectral para operadores compactos, mas antes enunciaremos a seguinte proposição que

demonstra diretamente o resultado.
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Proposição 3. Sejam X, Y, Z espaços de Banach e sejam T: X−→Y e K: Y−→Z

operadores lineares. Se T e K são operadores compactos então T◦K:X−→Z é um operador

compacto.

Prova: Ver [1], pág. 159.

Temos obviamente que o operador ∆2 é positivo. Agora dados os vetores u, v ∈ H2(Ω),

temos pela integração por partes que

(∆2u, v) =

∫
Ω

∆2u(x)v(x) dx =

∫
Ω

u(x)∆2v(x) dx = (u,∆2v).

Logo ∆2 é simétrico, e segue diretamente da Proposição 3 que ∆2 é compacto, pois ∆2 =

∆ ◦ ∆ o que já vimos que é um operador compacto. Portanto o operador biharmônico

satifaz as condições do teorema espectral para operadores compactos.



Caṕıtulo 3

Problema Misto para um Sistema

Termo-elástico.

Neste caṕıtulo, provaremos a existência e unicidade da solução fraca para o problema

Termo-elástico

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ′′ + ∆2u − M(‖u‖2)∆u + |u|ρu + θ = f em Q

θ ′ − ∆θ+ u ′ = g em Q

u =
∂u

∂η
= θ = 0 sobre Σ

u(x, 0) = u0(x); θ(x, 0) = θ0(x) e u ′(x, 0) = u1(x) em Ω,

(3.1)

onde assumiremos as seguintes hipóteses:

• M(λ) é uma função real cont́ınua satisfazendo

M(λ) > −β,∀ λ > 0 e 0 < β < λ1,

onde λ1 é o primeiro autovalor do problema espectral para o operador biharmônico ∆2,

isto é,

(−∆u,−∆v) = λ((u, v)), ∀v ∈ H2
0(Ω);

• 0 < ρ se n = 1,2 e 0 < ρ 6
2

n − 2
se n > 3.

Definição 16. Dizemos que um par de funções {u(x, t), θ(x, t)} é solução fraca do problema

(3.1) se:

u ∈ L∞(0, T; H2
0(Ω));

u ′ ∈ L∞(0, T; L2(Ω));

u ′′ ∈ L2(0, T; H−2(Ω));

θ ∈ L2(0, T; H1
0(Ω));

26
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θ ′ ∈ L2(0, T; H−1(Ω));

d

dt
(u ′(t),ω) + (∆2u(t),ω) + M(

∫
Ω

|∇u(t)|2dx)((u(t),ω)) + (|u(t)|ρu(t),ω)+

(θ(t),ω) = (f(t),ω);

d

dt
(θ(t),ω) + ((θ(t),ω)) + (u ′(t),ω) = (g(t),ω),

para todo ω ∈ H2
0(Ω) no sentido de D ′(0, T).

Álem disso,

u(0) = u0, u ′(0) = u1, θ(0) = θ0.

O seguinte teorema estabelece o resultado principal desta dissertação.

Teorema 17. Sejam u0 ∈ H2
0(Ω), u1, θ0 ∈ L2(Ω) e f,g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Então existe

somente um par de funções {u, θ} solução do problema (3.1) no sentido da Definição 16.

3.1 Existência de Soluções para o Problema Aproxi-

mado

Para resolução do problema proposto acima se empregará o Método de Faedo-Galerkin,

que consiste em aproximar o sistema inicial através de um sitema, porém em dimensão

finita.

Nesta seção estudaremos a existência de uma solução para o tal problema aproximado.

Seja Vm o subespaço gerado por ω1, · · · ,ωm, onde os ωk ∈ H2
0(Ω) para k = 1, · · · , m

são os vetores próprios do operador biharmônico ∆2. Isto significa que:

• todo subconjunto finito de ωi é Linearmente Independente;

• as combinações lineares finitas dos ωi são densas em H2
0(Ω).

Em Vm, vamos demonstrar que o sistema aproximado a seguir possui uma solução aproxi-

mada do problema (3.1):
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(u ′′m(t),ωk) + (∆2um(t),ωk) + M(‖um(t)‖2)(−∆um(t),ωk) + (|um(t)|
ρum(t),ωk)

+ (θm(t),ωk) = (f(t),ωk) (3.2)

(θ ′m(t),ωk) − (∆θm(t),ωk) + (u ′m(t),ωk) = (g(t),ωk), k = 1, · · · , m (3.3)

um(0) = u0m (3.4)

u ′m(0) = u1m (3.5)

θm(0) = θ0m, (3.6)

onde

um(0) = u0m −→ u0 forte em H2
0(Ω),

u ′m(0) = u1m −→ u1 forte em L2(Ω),

θm(0) = θ0m −→ θ0 forte em L2(Ω),

quando m −→∞ para todo ωk ∈ Vm.

Sejam um(t) e θm(t) ∈ Vm; isto significa que:

um(t, x) =

m∑
j=1

cjm(t)ωj(x), θm(t, x) =

m∑
j=1

djm(t)ωj(x),

u0m =

m∑
j=1

αjmωj(x), θ0m =

m∑
j=1

γjmωj(x) e

u1m =

m∑
j=1

δjmωj(x),

onde cjm(0) = αjm, djm(0) = γjm, c ′jm(0) = δjm para todo j = 1, · · · , m.

Logo se provarmos que existem cjm(t) e djm(t) soluções do sistema de equações difer-

encias ordinárias:

m∑
j=1

c ′′jm(t)(ωi,ωj) +

m∑
j=1

cjm(t)(∆ωi,∆ωj)+

M(‖um(t)‖2)
∑m

j=1 cjm(t)(∇ωi,∇ωj) +
∣∣ m∑
j=1

cjm(t)ωi

∣∣ρ m∑
j=1

cjm(t)(ωi,ωj)+

m∑
j=1

djm(t)(ωi,ωj) = (f(t),ωj); i = 1, · · · , m

m∑
j=1

d ′jm(t)(ωi,ωj) +

m∑
j=1

djm(t)(∇ωi,∇ωj) +

m∑
j=1

c ′jm(t)(ωi,ωj) = (g(t),ωj)

cjm(0) = αjm e c ′jm(0) = δj; j = 1, · · · , m

djm(0) = γjm; j = 1, · · · , m,

(3.7)
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ficará demonstrado que existem um(t) e θm(t) soluções em Vm, para o problema aproxi-

mado (3.2)-(3.6). Vamos transformar o sistema (3.7) em sistemas vetoriais equivalentes.

Para isso, nós definimos as seguintes matrizes:

• W = [(ωi,ωj)]m×m,

• A = [(∆ωi,∆ωj)]m×m,

• B = [(∇ωi,∇ωj)]m×m,

• C = [c1m(t) · · · cmm(t)]
∗
m×1,

• D = [d1m (t) · · · dmm(t)]
∗
m×1,

• F = [(f(t),ω1) · · · (f(t),ωm)]
∗
m×1,

• G = [(g(t),ω1) · · · (g(t),ωm)]
∗
m×1,

sendo [ ]∗ a matriz transposta. O sistema (3.7) assume a seguinte forma matricial:



WC ′′ + WD = F − AC −M(‖um(t)‖2)BC −
∣∣ m∑
j=1

cjm(t)ωj

∣∣ρWC

WD ′ + WC ′ = G − BD

C(0) = C0 C ′(0) = C1

D(0) = D0,

(3.8)

onde C0 = [α1m · · ·αmm]
∗, C1 = [δ1m · · · δmm]

∗ e D0 = [γ1m · · ·γmm]
∗.

Temos que a matriz W é invert́ıvel. De fato, definimos o operador Λ como sendo

Λα = Wα =

m∑
i=1

(ωi,ωj)αi,

onde α = [α1 · · ·αm]
∗. Para provar que o operador Λ é inverśıvel basta mostrar que ele é

injetivo, ou seja, Ker(Λ) = {
−→
0 }. Seja Λα = 0. Então:

m∑
i=1

(ωi,ωj)αi = 0⇐⇒
( m∑

i=1

ωiαi,ωj

)
= 0.

Mutiplicando a última equação por αj e somando em j, para todo j = 1, · · · , m, tem-se( m∑
i=1

ωiαi,

m∑
j=1

ωjαj

)
= 0⇐⇒ (um, um) = 0⇐⇒ |um|

2 = 0⇐⇒ um = 0 em Vm.

Logo,
m∑
i=1

αiωi = 0,

e dáı temos que αi = 0 para todo i = 1, · · · , m, pois ωi são L.I.. Portanto α = 0, ou seja,
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o operador A é injetivo; segue então que ele possui uma inversa a esquerda. Aplicando o

operador Λ−1 = W−1, à equação (3.8), obtemos:

C ′′ + D = W−1F− W−1AC −M(‖um(t)‖2)W−1BC −
∣∣ m∑
j=1

cjm(t)ωj

∣∣ρC

D ′ + C ′ = W−1G − W−1BD

C(0) = C0 C ′(0) = C1

D(0) = D0

(3.9)

Tomando

Z =


C ′

D

C


3m×1

, V =


0̄ −I P̄

−I −W−1B 0̄

I 0̄ 0̄


3m×3m

e E =


F̄

Ḡ

0̂


3m×1

,

onde

• P̄ = −W−1A −M(‖um(t)‖2)W−1B −
∣∣ m∑
j=1

cjm(t)ωj

∣∣ρ,

• F̄ = W−1F,

• Ḡ = W−1G,

0̄ e I são as matrizes nula e identidade m×m, respectivamente, e 0̂ é a matirz nula m× 1,

temos que o sistema (3.9) assume a seguinte forma equivalente: Z ′ = Φ(t, Z) = VZ + E

Z(0) = Z0,
(3.10)

onde Z0 =


C1

D0

C0

.

Vamos mostrar que a função Φ(t,Z) satisfaz as condições de Carathéodory (ver

definição 1, Cap.1). Para isto, seja:

R = {(t, Z) ∈ [0, T]×R3m; t 6 a, |Z − Z0| 6 b, com a, b > 0},

então:

1. Φ(t, Z) é mensurável em t, para cada Z fixo. De fato, sendo f, g ∈ L2(0, T; L2(Ω)),

temos que (f(t),ωj) e (g(t),ωj) são mensuravéis e W não dependem de t, segue que

W−1F e W−1G são mensuráveis, logo E é mensurável. V também é mensurável, pelo

fato que sendo M é uma função cont́ınua e W, A, B não dependerem de t, segue



Caṕıtulo 3. Problema Misto para um Sistema Termo-elástico. 31

que P̄ e W−1B são mensuráveis; logo V é mensuravel, portanto Φ(t, Z) é mensuravel

para Z fixo.

2. Agora fixando t a continuidade de φ(t,Z) decorre de sua linearidade.

3. Dado K um compacto em R, existe uma função real integrável h(t) tal que |Φ(t, Z)| 6

h(t), ∀(t, Z) ∈ K. De fato, como Φ(t, Z) é uniformemente cont́ınua em R, então Φ é

cont́ınua em cada compacto K e, portanto, em cada compacto onde Φ está definida,

ela é limitada por uma função constante.

Logo, estão satisfeitas as condições do Teorema de Carathéodory e segue por este Teorema

que, para cada m o sistema (3.10) possui uma soluções local no intervalo [0, tm), tm < T,

obtendo assim as funções cjm e djm, j = 1, 2, . . . , m e consequentemente, as funções um(t)

e θm(t) com t ∈ [0, tm), tm < T que satisfaz o problema (3.2)-(3.6).

3.2 Estimativas

Nesta seção iremos obter estimativas que nos permitem estender ao intervalo [0,T ] as

soluções encontradas na seção anterior.

Estimativas. Multiplicando a equação (3.2) por c ′km e somando em k de 1 até m

obtemos:

(u ′′m(t),u
′
m(t)) + (∆2um(t), u ′m(t)) +M(‖um(t)‖2)(−∆um(t), u ′m(t)) + (|um(t)|

ρum(t), u ′m(t))

= −(θm(t), u ′m(t)) + (f(t), u ′m(t))

Note que :

• (u ′′m(t), u ′m(t)) =
1

2

d

dt
|u ′m(t)|

2.

• (∆2um(t), u ′m(t)) =

∫
Ω

∆2um(x, t)u ′m(x, t)dx =

∫
Ω

∆(∆um(x, t))u ′m(x, t)dx.

=

∫
Ω

∆um(x, t)∆u ′m(x, t)dx = (∆um(x, t),∆u ′m(x, t)) =
1

2

d

dt
|∆um(t)|

2.

Usando a integração por partes e o fato de que um ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω), temos:

• M(‖um(t)‖2)(−∆um(t), u ′m(t)) = M(‖um(t)‖2)
∫
Ω

(
− ∆um(x, t)

)
u ′m(x, t)dx =
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M(‖um(t)‖2)
(
−

n∑
i=1

∫
Ω

∂2um(x, t)

∂x2i
u ′m(x, t)dx

)
=

M(‖um(t)‖2)
( n∑

i=1

∫
Ω

∂um(x, t)

∂xi

∂u ′m(x, t)

∂xi
dx

)
=

M(‖um(t)‖2)((um(t), u ′m(t))) = M(‖um(t)‖2)
1

2

d

dt
‖um(t)‖2 =

1

2

d

dt
M̃(‖um(t)‖2),

onde M̃(λ) =

∫λ
o

M(s)ds.

Da seguinte igualdade:
1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx =
ρ+ 2

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+1 d

dt
|um(x, t)| dx =

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+1 um(x, t)

|um(x, t)|
u ′m(x, t) dx =∫

Ω

|um(x, t)|ρum(x, t)u ′m(x, t) dx,

tem-se:

• (|um(t)|
ρum(t), u ′m(t)) =

∫
Ω

|um(x, t)|ρum(x, t)u ′m(x, t)dx =
1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2dx =

1

p

d

dt
‖um(t)‖pLp(Ω),

sendo p = ρ+ 2.

Logo obtemos:

1

2

d

dt
|u ′m(t)|

2 +
1

2

d

dt
|∆um(t)|

2 +
1

2

d

dt
M̃(‖um(t)‖2) +

1

p

d

dt
‖um(t)‖pLp(Ω) =

= −(u ′m(t), θm(t)) + (f(t), u ′m(t)). (3.11)

Agora, multiplicando (3.3) por dkm(t) e somando em k obtemos:

(θ ′m(t), θm(t)) − (∆θm(t), θm(t)) + (u ′m(t), θm(t)) = (g(t), θm(t)).

Note que :

• (θ ′m(t), θm(t)) =
1

2

d

dt
|θm(t)|

2.

• (−∆θm(t), θm(t)) =

∫
Ω

−∆θm(x, t)θm(x, t)dx =

∫
Ω

∇θm(x, t)∇θm(t, x)dx = ‖θm(t)‖2.

Dáı obtemos:

1

2

d

dt
|θm(t)|

2 + ‖θm(t)‖2 = −(u ′m(t), θm(t)) + (g(t), θm(t)). (3.12)

Somando (3.11) com (3.12) obtemos :
1

2

d

dt

{
|u ′m(t)|

2 + |∆um(t)|
2 + M̃(‖um(t)‖2) +

2

p
‖um(t)‖pLp(Ω) + |θm(t)|

2
}
+ ‖θm(t)‖2 =
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− 2(θm(t), u ′m(t)) + (f(t), u ′m(t)) + (g(t), θm(t)) 6 |θm(t)|
2 + |u ′m(t)|

2 +
1

2
|f(t)|2 +

1

2
|u ′m(t)|

2 +
1

2
|g(t)|2 +

1

2
|θm(t)|

2 6
3

2
|u ′m(t)|

2 +
3

2
|θm(t)|

2 + |f(t)|2 + |g(t)|2,

onde usamos o fato: ab 6
1

2
a2 +

1

2
b2,∀ a, b ∈ R. Agora, integrando de 0 a t 6 tm a

desigualdade acima, obtemos:

1

2

{
|u ′m(t)|

2 + |∆um(t)|
2 + M̃(‖um(t)‖2) +

2

p
‖um(t)‖pLp(Ω) + |θm(t)|

2
}
+

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6

1

2

{
|u1m|

2 +
1

p
‖u0m‖pLp(Ω) + |∆u0m|

2 + |θ0m|
2 + M̃(‖u0m‖2)

}
+

3

2

∫ t
0

{|u ′m(s)|
2 + |θm(s)|

2}ds

+

∫ t
0

{|f(s)|2 + |g(s)|2}ds. (3.13)

Como (u0m), (u1m) e (θ0m) são sequências convergentes segue que elas são limitadas

em suas respectivas normas. Além disso, como f, g ∈ L2(0, T; L2(Ω)), temos que∫T
0

{|f(s)|2 + |g(s)|2}ds é limitada. Assim (3.13) pode ser escrita como:

|u ′m(t)|
2 + |∆um(t)|

2 + M̃(‖um(t)‖2) +
2

p
‖um(t)‖pLp(Ω) + |θm(t)|

2 +

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6

6 C +
3

2

∫ t
0

{|u ′m(s)|
2 + |θm(s)|

2}ds, (3.14)

onde C é uma contante positiva dependendo das condiçoes iniciais, de f, g e independente

de m e t.

Da hipótese sobre M obtemos:

M̃(‖um(t)‖2) =
∫‖um(t)‖2

0

M(s)ds >
∫‖um(t)‖2

0

(−β)ds > −β‖um(t)‖2

> −
β

λ1
|∆um(t)|

2. (3.15)

De (3.14) e (3.15) segue que:

|u ′m(t)|
2 + (1 −

β

λ1
)|∆um(t)|

2 +
2

p
‖um(t)‖pLp(Ω) + |θm(t)|

2 +

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6

C +
3

2

∫ t
0

{
|u ′m(s)|

2 + |θm(s)|
2
}

ds.

Em particular, temos

|u ′m(t)|
2 + |θm(t)|

2 6 C +
3

2

∫ t
0

{|u ′m(s)|
2 + |θm(s)|

2}ds.

Pela desigualdade de Gronwall, Teorema 8 do Cap. 1, obtemos

|u ′m(t)|
2 + |θm(t)|

2 6 C, ∀m = 1, 2, · · · e∀t ∈ [0, T [, T > 0 arbitrário e fixo.

Dáı,

|u ′m(t)|
2 + (1 −

β

λ1
)|∆um(t)|

2 +
2

p
‖um(t)‖pLp(Ω) + |θm(t)|

2 +

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6 C, (3.16)
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onde C é uma contante que independe de m e t.

Pelo Corolário do Teorema 12 (Cap.1) temos que ‖um(t)‖H2(Ω) 6 C|∆um(t)|, e por

(3.16) obtemos então que:

• sup
06t6T

ess‖um(t)‖H2(Ω) é limitado; dáı podemos concluir que:

(um)m é limitada em L∞(0, T; H2
0(Ω)); (3.17)

• sup
06t6T

ess|u ′m(t)| é limitado:

(u ′m)m é limitada em L∞(0, T; L2(Ω)); (3.18)

• sup
06t6T

ess|θm(t)| é limitado, donde :

(θm)m é limitada em L∞(0, T; L2(Ω)); (3.19)

•
∫ t
0

‖θm(s)‖2 ds é limitado, dáı:

(θm)m é limitada em L2(0, T; H1
0(Ω)); (3.20)

• ‖um(t)‖pLp(Ω)é limitado, onde p = ρ+ 2; temos então que

‖um(t)‖pLp(Ω) =

∫ t
0

|um(s)|
p ds =

∫ t
0

|um(s)|
ρ+2 ds =

∫ t
0

|um(s)|
ρ+1(ρ+2

ρ+1 ) ds =∫ t
0

(|um(s)|
ρ|um(s)|)

ρ+2
ρ+1 ds = ‖ |um(t)|

ρum(t)‖
ρ+2
ρ+1

L
ρ+2
ρ+1 (Q)

.

Podemos concluir que

(|um|
ρum)m é limitado em L

ρ+2
ρ+1 (Q). (3.21)

Para um dado espaço de Banach X, temos que L∞(0, T; X) =

(
L1(0, T; X ′)

) ′
e

L2(0, T; X) =

(
L2(0, T; X ′)

) ′
, onde usamos o Teorema 2 (Representação de Riez ). Logo

pelas limitações obtidas em (3.17) e (3.18), segue-se do Teorema 4 (Banach-Alaoglu-

Boubarki) que existe uma subsequência (uν)ν de (um)m, tal que

uν
∗
⇀ u em L∞(0, T; H2

0(Ω)) (3.22)
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e

u ′ν
∗
⇀ ũ em L∞(0, T; L2(Ω)). (3.23)

Provaremos a seguir que ũ = u ′.

De fato, por (3.22) e do fato que H2
0(Ω) ↪→ L2(Ω) tem-se que Ls(0, T; H2

0(Ω)) ↪→

Lr(0, T; L2(Ω)), para 1 6 s 6 r 6∞. Logo obtemos

uν
∗
⇀ u em L∞(0, T; L2(Ω))

e consequentemente,

uν ⇀ u em L2(0, T; L2(Ω)) ≡ L2(Q). (3.24)

Como L2(Q) ⊂ D ′(Q) e a convergência fraca em L2(Q) implica convergência no sentido

das distribuições, resulta que

uν ⇀ u em D ′(Q).

Sendo a derivação, uma operação cont́ınua em D ′(Q) tem-se que

u ′ν ⇀ u ′ em D ′(Q).

Analogamente de (3.23) obtemos:

u ′ν ⇀ ū em D ′(Q).

Pela unicidade do limite fraco-∗ em X ’ segue que u ′ = ũ.

Logo,

u ′ν
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T; L2(Ω)). (3.25)

Agora como H1
0(Ω) é reflexivo segue que L2(0, T; H1

0(Ω)) é também reflexivo; então

por (3.20) e pelo Teorema 5 (Kakutani) existe uma subsequência (θν)ν de (θm) tal que

θm ⇀ θ em L2(0, T; H1
0(Ω)). (3.26)

De (3.22), (3.25) e pelo Teorema de Aubin-Lions, segue que existe uma subsequência

de (uν)ν tal que

uν −→ u em L2(0, T; H1
0(Ω)), (3.27)

donde,

uν(t) −→ u(t) quase sempre em (0, T).

Dáı
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‖uν(t)‖2 −→ ‖u(t)‖2 em R.

Como a função M é cont́ınua temos

M(‖uν(t)‖2) −→ M(‖u(t)‖2) em R.

Da mesma forma temos

|M(‖uν(t)‖2)|2 −→ |M(‖u(t)‖2)|2 em R. (3.28)

Dáı, obtemos:

|M(‖uν(t)‖2)|2 6 C quase sempre em (0, T),∀ν = 1, 2, · · · (3.29)

Por (3.28), (3.29) e pelo Teorema 7 (Lebesgue) obtemos∫T
0

|M(‖uν(t)‖2)|2 dt −→
∫T
0

|M(‖u(t)‖2)|2 dt,

ou ainda

M(‖uν(t)‖2) −→ M(‖u(t)‖2) em R. (3.30)

Agora, por (3.22) temos que:

∆uν
∗
⇀ ∆u em L∞(0, T; L2(Ω)). (3.31)

Como L∞(0, T; L2(Ω)) é reflexivo logo:

∆uν ⇀ ∆u em L∞(0, T; L2(Ω)). (3.32)

Temos então por (3.30) e (3.32) que

M(‖uν(t)‖2)∆uν ⇀ M(‖u(t)‖2)∆u em L2(0, T; L2(Ω)). (3.33)

Como H1
0(Ω)

c
↪→ L2(Ω) temos então por (3.17), (3.18) e por Aubin-Lions existe uma

subsequência (uν)ν, tal que,

uν −→ u forte em L2(0, T; L2(Ω)) ≡ L2(Q)

e

uν −→ u quase sempre em Q.

Dáı,

|uν|
ρuν −→ |u|ρu quase sempre em Q. (3.34)

Logo por (3.21) e (3.34) e pelo Teorema 6 (Lema de Lions) temos

|uν|
ρuν ⇀ |u|ρu em L

ρ+2
ρ+1 (Q). (3.35)
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Consideremos agora as equações aproximadas (3.2) e (3.3) na seguinte forma
(u ′′ν(t),ω) + (∆2uν(t),ω) − M(‖uν‖2)(∆uν,ω) + (|uν(t)|

ρuν(t),ω)+

(θν(t),ω) = (f(t),ω)

(θ ′ν(t),ω) − (∆θν(t),ω) + (u ′ν(t),ω) = (g(t),ω), ∀ ω ∈ Vm,ν > m.

Multiplicando as equações acima por ϕ(t) ∈ D(0, T) obtemos:

(u ′′ν(t),ω)ϕ+ (∆2uν(t),ω)ϕ− M(‖uν‖2)(∆uν,ω)ϕ+ (|uν(t)|
ρuν(t),ω)ϕ+

(θν(t),ω)ϕ = (f(t),ω)ϕ,

(θ ′ν(t),ω)ϕ− (∆θν(t),ω)ϕ+ (u ′ν(t),ω)ϕ = (g(t),ω)ϕ, ∀ ω ∈ Vm,ν > m.

Integrando agora de 0 a T temos∫T
0

(u ′′ν(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(∆2uν(t),ω)ϕ dt −

∫T
0

M(‖uν‖2)(∆uν,ω)ϕ dt+∫T
0

(|uν(t)|
ρuν(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(θν(t),ω)ϕ dt =

∫T
0

(f(t),ω)ϕ dt,∫T
0

(θ ′ν(t),ω)ϕ dt −

∫T
0

(∆θν(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(u ′ν(t),ω)ϕ dt =∫T
0 (g(t),ω)ϕ dt, ∀ ω ∈ Vm,ν > m.

Dáı, integrando por partes a primeira integral da primeira e segunda equaçôes, respecti-

vamente, obtemos:

−

∫T
0

(u ′ν(t),ω)ϕ ′ dt +

∫T
0

(∆uν(t),∆ω)ϕ dt −

∫T
0

(M(‖uν(t)‖)∆uν(t),ω)ϕ dt+∫T
0

(|uν(t)|
ρuν(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(θν(t),ω)ϕ dt =

∫T
0

(f(t),ω)ϕ dt,∫T
0

(θν(t),ω)ϕ ′ dt −

∫T
0

(θν(t),∆ω)ϕ dt +

∫T
0

(u ′ν(t),ω)ϕ dt =∫T
0

(g(t),ω)ϕ dt, ∀ ω ∈ Vm,ν > m. (3.36)

Como u ′ν
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T; L2(Ω)) =

(
L1(0, T; L2(Ω))

) ′
então

〈u ′ν(x, t),φ(x, t)〉 −→ 〈u ′,φ〉, ∀φ ∈ L1(0, T; L2(Ω)).

Sendo 〈u ′ν,φ〉 =
∫T
0

(u ′ν(t, x),φ(x, t)) dt, temos para φ(x, t) = ω(x)ψ(t) que:∫T
0

(u ′ν(t, x),φ(x, t)) dt =

∫T
0

(u ′ν(x, t),ω(x))ψ(t) dt, ∀ω ∈ L2(Ω), ∀ψ(t) ∈ L1(0, T).

Segue então que∫T
0

(u ′ν(x, t),ω(x))ψ(t) dt −→
∫T
0

(u ′(x, t),ω(x))ψ(t) dt, ∀ω ∈ L2(Ω), ∀ψ ∈ L1(0, T).

Em particular, ∫T
0

(u ′ν(x, t),ω(x))ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

(u ′(t, x),ω(x))ϕ ′(t) dt, (3.37)
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∀ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ψ = ϕ ′, ϕ ∈ D(0, T) ⊂ L1(0, T).

A convergência (3.22) implica que

∆uν
∗
⇀ ∆u em L∞(0, T; L2(Ω)),

o que significa que:

〈∆uν(x, t),φ(x, t)〉 −→ 〈∆u(t),φ(x, t)〉, ∀φ ∈ L1(0, T; L2(Ω)),

ou seja,∫T
0

(∆uν(x, t),φ(x, t)) dt −→
∫T
0

(∆u(x, t),φ(x, t)) dt, ∀φ ∈ L1(0, T; L2(Ω)).

Tomando, em particular, φ(x, t) = ∆ω(x)ϕ(t), onde ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω) e ϕ ∈ D(0, T),

resulta que ∫T
0

(∆uν(x, t),∆ω(x))ϕ(t) dt −→
∫T
0

(∆u(x, t),∆ω(x))ϕ(t) dt. (3.38)

Como convergir fracamente implica convergir fraco-∗ (Proposição 1, Cap. 1) temos

por (3.33) que

M(‖uν(t)‖2)∆uν
∗
⇀ M(‖u(t)‖2)∆u em L∞(0, T; L2(Ω))

Dáı segue-se que

〈M(‖uν(t)‖2)∆uν(x, t),φ(x, t)〉 −→ 〈M(‖u(t)‖2)∆u(t),φ(x, t)〉, ∀φ ∈ L2(0, T; L2(Ω)),

ou ainda∫T
0

(
M(‖uν(t)‖2)∆uν(t),φ(x, t)

)
dt −→

∫T
0

(
M(‖u(t)‖2)∆u(t),φ(x, t)

)
dt, ∀φ ∈ L2(0, T; L2(Ω)).

Em particular, tomando φ(x, t) = ω(x)ϕ(t), onde ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω) ⊂ L2(Ω) e ϕ ∈

D(0, T) ⊂ L2(0, T) temos∫T
0

(
M(‖uν(t)‖2)∆uν(t),ω(x)

)
ϕ(t) dt −→

∫T
0

(
M(‖u(t)‖2)∆u(t),ω(x)

)
ϕ(t) dt, (3.39)

∀ ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω) e ∀ ϕ ∈ D(0, T).

Da hipótese do Teorema 18 temos que: 0 < ρ 6
2

n − 2
se n > 3. Somando 2 em cada

membro dessa desigualdade tem-se 2 < ρ+ 2 6
2n − 2

n − 2
e pelo Teorema 13 parte (i) com

m = 1 e p = 2 temos:

H2
0(Ω)

c
↪→ Lρ+2(Ω),

pois, 1 6 ρ+ 2 6
2n

n − 2
e 2 < n. Para caso n=2 temos pela parte (ii) do Teorema 13 que:

H2
0(Ω) ↪→ H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω),

e para o caso n=1 temos pela parte (iii) do Teorema 13 que:

H2
0(Ω) ↪→ C0(Ω) ↪→ L2(Ω).

Segue por (3.35) que:
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|uν|
ρuν

∗
⇀ |u|ρu em L

ρ+2
ρ+1 (Q) ≡ L

ρ+2
ρ+1 (0, T; L

ρ+2
ρ+1 (Ω)),

ou ainda,

〈|uν|ρuν,φ〉 −→ 〈|u|ρu,φ〉, ∀φ ∈ Lρ+2(0, T; Lρ+2),

pois ρ+ 2 é o conjugado de
ρ+ 2

ρ+ 1
. Dáı podemos escrever∫T

0

(|uν(t)|
ρuν(t),ω(x))ϕ(t) dt −→

∫T
0

(|u(t)|ρu(t),ω(x))ϕ(t) dt,

∀ω ∈ Lρ+2(Ω), ∀ϕ ∈ Lρ+2(0, T).

Como foi mostrado acima H2
0(Ω)

c
↪→ Lρ+2(Ω), então em particular temos:∫T

0

(|uν(t)|
ρuν(t),ω(x))ϕ(t) ds −→

∫T
0

(|u(t)|ρu(t),ω(x))ϕ(t) dt, (3.40)

∀ω ∈ H2
0(Ω) ⊂ Lρ+2(Ω), ∀ϕ ∈ D(0, T) ⊂ Lρ+2(0, T).

Temos por (3.20) e pelo Teorema 4 (Alaoglu-Banach-Boubarki) que (θm)m possui uma

subsequência (θν)ν, tal que,

θν
∗
⇀ θ̄ em L∞(0, T; L2(Ω)).

Já temos o conhecimento que θm ⇀ θ em L2(0, T; H1
0(Ω)). Então como L2(0, T; H1

0(Ω)) ↪→

L2(0, T; L2(Ω)), segue que

θm ⇀ θ em L2(0, T; L2(Ω)),

o que implica

θm
∗
⇀ θ em L∞(0, T; L2(Ω)).

Sendo o limite da convergência fraca-∗ único, segue que θ = θ̄, dáı

〈θν(t),φ(x, t)〉 −→ 〈θ(t),φ(x, t)〉, ∀φ ∈ L1(0, T; L2(Ω)),

ou ainda podemos escrever,∫T
0

(θν(t),φ(x, t)) dt −→
∫T
0

(θ(t),φ(x, t)) dt, ∀φ ∈ L1(0, T; L2(Ω)).

Fazendo φ(x, t) = ω(x)ψ(t) temos que:∫T
0

(θν(t),ω(x))ψ(t) dt −→
∫T
0

(θ(t),ω(x))ψ(t) dt, ∀ω ∈ L2(0, T), ∀ψ ∈ L1(0, T).

Em paticular, ∫T
0

(θν(t),ω(x))ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

(θ(t),ω(x))ϕ ′(t) dt, (3.41)

∀ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω) ⊂ L2(0, T), ∀ψ = ϕ ′, ϕ ∈ D(0, T) ⊂ L1(0, T).

Agora para φ(x, t) = ∆ω(x)ϕ(t), onde ω ∈ H2
0(Ω) obtemos:∫T

0

(θν(t),∆ω(x))ϕ(t) dt −→
∫T
0

(θ(t),∆ω(x))ϕ(t) dt, (3.42)

∀ω ∈ Vm ⊂ H2
0(Ω), ∀ϕ ∈ D(0, T) ⊂ L1(0, T).
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Finalmente tomando o limite ν −→∞ em (3.36) e usando (3.37), (3.38), (3.39), (3.40),

(3.41) e (3.42) obtemos:

−

∫T
0

(u ′(t),ω)ϕ ′ dt +

∫T
0

(∆u(t),∆ω)ϕ dt −

∫T
0

(M(‖u(t)‖)∆u(t),ω)ϕ dt+∫T
0

(|u(t)|ρu(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(θ(t),ω)ϕ dt =

∫T
0

(f(t),ω)ϕdt, (3.43)

−

∫T
0

(θ(t),ω)ϕ ′ dt −

∫T
0

(θ(t),∆ω)ϕ dt +

∫T
0

(u ′(t),ω)ϕ dt =∫T
0

(g(t),ω)ϕ dt, ∀ ω ∈ Vm, ∀ϕ ∈ D(0, T).

Sendo Vm denso em H2
0(Ω) então (3.43) vale para todo ω ∈ H2

0(Ω). E, por integração

por partes temos,∫T
0

d

dt
(u ′(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(∆2u(t),ω)ϕ dt −

∫T
0

M(‖u(t)‖)(∆u(t),ω)ϕ dt+∫T
0

(|u(t)|ρu(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(θ(t),ω)ϕ dt =

∫T
0

(f(t),ω)ϕ dt, (3.44)∫T
0

d

dt
(θ(t),ω)ϕ dt −

∫T
0

(∆θ(t),ω)ϕ dt +

∫T
0

(u ′(t),ω)ϕ dt =∫T
0

(g(t),ω)ϕ dt, ∀ ω ∈ H2
0(Ω), ∀ϕ ∈ D(0, T).

Como Lp(0, T; X) com X espaço de Banach e 1 6 p 6 ∞, está contido no espaço

D ′(0, T; X) das distribuições vetoriais (ver [12]), segue que as funções acima definem

uma distribuição sobre (0,T ). Assim, podemos afirmar〈
d

dt
(u ′(t),ω) + (∆2u(t),ω) + M(‖u(t)‖)((u(t),ω)) + (|u(t)|ρu(t),ω)+

(θ(t),ω),ϕ

〉
D ′(0,T)×D(0,T)

= 〈(f(t),ω),ϕ〉D ′(0,T)×D(0,T), (3.45)

〈
d

dt
(θ(t),ω) + ((θ(t),ω)) + (u ′(t),ω),ϕ

〉
D ′(0,T)×D(0,T)

= 〈(g(t),ω),ϕ〉D ′(0,T)×D(0,T),

para toda ϕ. De modo equivalente,

d

dt
(u ′(t),ω) + (∆2u(t),ω) + M(‖u(t)‖)((u(t),ω)) + (|u(t)|ρu(t),ω)+

(θ(t),ω) = (f(t),ω),

d

dt
(θ(t),ω) + ((θ(t),ω)) + (u ′(t),ω) = (g(t),ω), (3.46)

para todo ω ∈ H2
0(Ω) no sentido de D ′(0, T). Com isto conclui-se que o sistema (3.1)

possui solução fraca {u(t), θ(t)} no sentido das distribuições.
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A seguir será demonstrado que

u ′′ ∈ L2(0, T; H−2(Ω)) e θ ′ ∈ L2(0, T; H−1(Ω)).

Observando que

(u ′(t),ω) = 〈u ′(t),ω〉H−2(Ω)×H2
0(Ω), (∆2u(t),ω) = 〈∆2u(t),ω〉H−2(Ω)×H2

0(Ω),

(M(‖u(t)‖)∆u(t),ω) = 〈M(‖u(t)‖)∆u(t),ω〉H−2(Ω)×H2
0(Ω),

(|u(t)|ρu(t),ω) = 〈|u(t)|ρu(t),ω〉H−2(Ω)×H2
0(Ω), (θ(t),ω) = 〈θ(t),ω〉H−2(Ω)×H2

0(Ω) e

(f(t)ω) = 〈f(t),ω〉H−2(Ω)×H2
0(Ω),

substituindo essas igualdades em (3.43) e pela integração por partes, temos

−

∫T
0

〈u ′(t),ω〉H−2(Ω)×H2
0(Ω)ϕ

′ dt =

−

∫T
0

〈
∆2u(t) − M(‖u(t)‖)∆u(t) + |u(t)|ρu(t) + θ(t) − f(t),ω

〉
H−2(Ω)×H2

0(Ω)

ϕ dt,

∀ ω ∈ H2
0(Ω), ou ainda 〈

−

∫T
0

u ′(t)ϕ ′ dt,ω

〉
H−2(Ω)×H2

0(Ω)

=

〈 ∫T
0

−
(
∆2u(t) − M(‖u(t)‖)∆u(t) + |u(t)|ρu(t) + θ(t) − f(t)

)
ϕ dt,ω

〉
H−2(Ω)×H2

0(Ω)

,

∀ ω ∈ H2
0(Ω).

Logo temos

−

∫T
0

u ′(t)ϕ ′ dt =

∫T
0

h(t)ϕ dt em H−2(Ω), (3.47)

onde h(t) = −
(
∆2u(t) − M(‖u(t)‖)∆u(t) + |u(t)|ρu(t) + θ(t) − f(t)

)
.

Como u ′, h ∈ L2(0, T;H−2(Ω)), pelo Teorema 11 segue que (3.47) é equivalente a

u ′(t) = ξ+

∫ t
0

h(s) ds,

sendo ξ uma constante. Portanto,

u ′′(t) = h(t) ∈ L2(0, T; H−2(Ω)). (3.48)

Agora só resta mostrar que θ ′ ∈ L2(0, T; H−1(Ω)). A demonstração é análoga ao caso

acima. De fato, como H2
0(Ω) ⊂ H1

0(Ω), temos as seguintes igualdades

(θ(t),ω) = 〈θ(t),ω〉H−1(Ω)×H1
0(Ω), (∆θ(t),ω) = 〈∆θ(t),ω〉H−1(Ω)×H1

0(Ω)

(u ′(t),ω) = 〈u ′(t),ω〉H−1(Ω)×H1
0(Ω), (g(t),ω) = 〈g(t),ω〉H−1(Ω)×H1

0(Ω).

Substituindo essas igualdades em (3.43) temos:

−

∫T
0

〈θ(t),ω〉H−1(Ω)×H1
0(Ω)ϕ

′ dt = −

∫T
0

〈(
− ∆θ(t) + u ′(t) − g(t)

)
,ω
〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
ϕ dt,
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∀ω ∈ H1
0, que ainda pode ser escrito como〈

−

∫T
0

θ(t)ϕ ′ dt,ω

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)

=

〈 ∫T
0

(
∆θ(t) − u ′(t) + g(t)

)
ϕ dt,ω

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)

∀ω ∈ H1
0. Consequentemente,

−

∫T
0

θ(t)ϕ ′ dt =

∫T
0

k(t)ϕ dt em H−1(Ω), (3.49)

onde k(t) = ∆θ(t) − u ′(t) + g(t).

Visto que θ, k ∈ L2(0, T; H−1) e satifazem a condição (iii) do Teorema 11, segue que a

igualdade acima é equivalente a

θ(t) = ξ+

∫ t
0

k(s) ds,

sendo ξ constante. Portanto,

θ ′(t) = k(t) ∈ L2(0, T; H−1(Ω)), (3.50)

como queriamos demonstrar.

3.3 Verificação das Condições iniciais

Mostraremos que a solução (u, θ) satisfaz as condições iniciais.

i) u(0) = u0.

De (3.22) e (3.25) temos que u ∈ L∞(0, T; H2
0(Ω)) e u ′ ∈ L∞(0, T; L2(Ω)). Logo pelo

Lema 2 temos que u ∈ C∞([0, T]; L2(Ω)) e portanto faz sentido calcular u(0). Note que

uν
∗
⇀ u em L∞(0, T; H2

0(Ω)). Assim temos:∫T
0

(uν(t),ω(x))ψ(t) dt −→
∫T
0

(u(t),ω(x))ψ(t) dt,

∀ ω ∈ H−2(Ω), ∀ψ ∈ L1(0, T).

Como L2(Ω) ↪→ H−2(Ω), tomando em particular ω ∈ L2(Ω) e fazendo ψ = ϕ ′, onde

ϕ ∈ C1([0, T])( ϕ ′ ∈ C0([0, T]) ⊂ L1(0, T)) com ϕ(T) = 0 e ϕ(0) = 1, temos então∫T
0

(uν(t),ω(x))ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

(u(t),ω(x))ϕ ′(t) dt, (3.51)

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Como, u ′ν
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T; L2(Ω)), segue que∫T

0

(u ′ν(t),ω(x))ψ(t) dt −→
∫T
0

(u ′(t),ω(x))ψ(t) dt,

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ψ ∈ L1(0, T).
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Em particular, para toda ψ = ϕ ∈ C1([0, T]) ⊂ L1(0, T) com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0,

obtemos ∫T
0

(u ′ν(t),ω(x))ϕ(t) dt −→
∫T
0

(u ′(t),ω(x))ϕ(t) dt, (3.52)

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Somando (3.51) e (3.52) obtemos∫T
0

(uν(t),ω(x))ϕ ′(t) dt +

∫T
0

(u ′ν(t),ω(x))ϕ(t) dt −→∫T
0 (u(t),ω(x))ϕ ′(t) dt +

∫T
0 (u

′(t),ω(x))ϕ(t) dt,

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Dáı, ∫T
0

d

dt

(
(uν(t),ω(x))ϕ(t)

)
dt −→

∫T
0

d

dt

(
(u(t),ω(x))ϕ(t)

)
dt,

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Logo temos

(uν(T),ω)ϕ(T) − (u(0),ω)ϕ(0) −→ (u(T),ω)ϕ(T) − (u(0),ω)ϕ(0), ∀ω ∈ L2(Ω),

donde,

(uν(0),ω) −→ (u(0),ω), ∀ω ∈ L2(Ω).

Assim,

uν(0) ⇀ u(0) em L2(Ω). (3.53)

Por outro lado, temos por (3.4) que uν(0) −→ u0 em H2
0(Ω). Como H2

0(Ω) ↪→ L2(Ω)

temos u(0) −→ u0 em L2(Ω), implicando que

uν(0) ⇀ u0 em L2(Ω). (3.54)

De (3.53), (3.54) e da unicidade da convergência fraca obtemos:

u(0) = u0.

ii)u ′(0)=u1

De (3.27) e (3.48), temos u ′ ∈ L2(0, T; L2(Ω)) e u ′′ ∈ L2(0, T; H−2(Ω)). Logo u ′ ∈

C([0, T]; H−2(Ω)) de acordo com o Lema 2, portanto faz sentido calcular u ′(0). Note que,

u ′′ν
∗
⇀ u ′′ em L2(0, T; H−2(Ω)), ou seja:∫T

0

〈u ′′ν(t),ω(x)〉ψ(t) dt −→
∫T
0

〈u ′′(t),ω(x)〉ψ(t) dt,

∀ ω ∈ H2
0(Ω), ∀ψ ∈ L2(0, T).
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Em particular, ∫T
0

〈u ′′ν(t),ω(x)〉ϕ(t) dt −→
∫T
0

〈u ′′(t),ω(x)〉ϕ(t) dt, (3.55)

∀ ω ∈ H2
0(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]) ⊂ L2(0, T), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Como u ′ν
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T; L2(Ω)), temos por (3.52) que∫T

0

(u ′ν(t),ω(x))ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

(u ′(t),ω(x))ϕ ′(t) dt,

∀ ω ∈ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Em particular, ∫T
0

〈u ′ν(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

〈u ′(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt, (3.56)

∀ ω ∈ H2
0(Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Somando (3.55) e (3.56) obtemos∫T
0

〈u ′′ν(t),ω(x)〉ϕ(t) dt +

∫T
0

〈u ′ν(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt −→∫T
0

〈u ′′(t),ω(x)〉ϕ(t) dt +

∫T
0

〈u ′(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt,

∀ ω ∈ H2
0(Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Donde ∫T
0

d

dt

(
〈u ′ν(t),ω(x)〉ϕ(t)

)
dt −→

∫T
0

d

dt

(
〈u ′(t),ω(x)〉ϕ(t)

)
dt,

∀ ω ∈ H2
0(Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Logo,

〈u ′ν(T),ω(x)〉ϕ(T) − 〈u ′ν(0),ω(x)〉ϕ(0) −→ 〈u ′(T),ω(x)〉ϕ(T) − 〈u ′(0),ω(x)〉ϕ(0),

∀ω ∈ H2
0(Ω).

Assim, como ϕ(T) = 0 e ϕ(0) = 1, obtemos

〈u ′ν(0),ω(x)〉 −→ 〈u ′(0),ω(x)〉.

Dáı,

u ′ν(0) ⇀ u ′(0), em H−2(Ω). (3.57)

Mas por (3.5) temos u ′ν(0)→ u1 em L2(Ω). Como L2(Ω) ↪→ H−2(Ω) segue que

u ′ν(0) −→ u1 em H−2(Ω), donde

u ′ν(0) ⇀ u1 em H−2(Ω). (3.58)

Logo de (3.57), (3.58) e pela unicidade do limite fraco, temos que

u ′(0) = u1.
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iii) θ(0) = θ0

De (3.25) e (3.50) temos que θ ∈ L2(0, T; H1
0(Ω)) e θ ′ ∈ L2(0, T; H−1(Ω)). Portanto

faz sentido então calcular θ(0). Note que como θ ′ν
∗
⇀ θ ′ em L2(0, T; H−1) temos que∫T

0

〈θ ′ν(t),ω(x)〉ψ(t) dt −→
∫T
0

〈θ ′(t),ω(x)〉ψ(t) dt,

∀ ω ∈ H1
0(Ω), ∀ ψ ∈ L2(0, T).

Em particular, para ψ
∣∣
C1([0,T])

= ϕ tem-se∫T
0

〈θ ′ν(t),ω(x)〉ϕ(t) dt −→
∫T
0

〈θ ′(t),ω(x)〉ϕ(t) dt, (3.59)

∀ ω ∈ H1
0(Ω), ∀ ϕ ∈ C1([0, T]) ⊂ L2(0, T), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Como convergência fraca implica convergência fraca-∗, temos que θν
∗
⇀ θ em L2(0, T; H1(Ω));

dáı segue ∫T
0

〈θν(t),ω(x)〉ψ(t) dt −→
∫T
0

〈θ(t),ω(x)〉ψ(t) dt,

∀ ω ∈ H−1(Ω), ∀ ψ ∈ L2(0, T).

Em particular, ∫T
0

〈θν(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt −→
∫T
0

〈θ(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt, (3.60)

∀ ω ∈ H1
0(Ω) ⊂ H−1(Ω), ∀ ϕ ∈ C1([0, T]) ⊂ L2(0, T), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Somando (3.59) e (3.60) obtemos∫T
0

〈θ ′ν(t),ω(x)〉ϕ(t) dt +

∫T
0

〈θν(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt −→∫T
0

〈θ ′(t),ω(x)〉ϕ(t) dt +

∫T
0

〈θ(t),ω(x)〉ϕ ′(t) dt,

∀ ω ∈ H1
0(Ω), ∀ ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Donde ∫T
0

d

dt

(
〈θν(t),ω(x)〉ϕ(t)

)
dt −→

∫T
0

d

dt

(
〈θ(t),ω(x)〉ϕ(t)

)
dt,

∀ ω ∈ H1
0(Ω), ∀ ϕ ∈ C1([0, T]), com ϕ(T) = 0, ϕ(0) = 1.

Logo,

〈θν(T),ω(x)〉ϕ(T) − 〈θν(0),ω(x)〉ϕ(0) −→ 〈θ(T),ω(x)〉ϕ(T) − 〈θ(0),ω(x)〉ϕ(0),

∀ω ∈ H1
0(Ω).

Sendo ϕ(T) = 0 e ϕ(0) = 1, temos

〈θν(0),ω(x)〉ϕ(0) −→ 〈θ(0),ω(x)〉ϕ(0), ∀ω ∈ H1
0(Ω).

Dáı,

θν(0) ⇀ θ(0) em H−1(Ω). (3.61)
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Por outro lado, temos por (3.6) que θ(0) −→ θ0 em L2(Ω). Como L2(Ω) ↪→ H−1(Ω),

temos θ(0) −→ θ0 em H−1(Ω). Portanto segue-se que

θ(0) ⇀ θ0 em H−1(Ω). (3.62)

De (3.61), (3.62) e pela unicidade do limite fraco temos

θ(0) = θ0.

3.4 Unicidade das soluções

Para a prova da unicidade, nós acrescentamos a hipótese de

M ser uma função de derivada limitada e M(λ) > 0,∀ λ ∈ R.

Sejam [u, θ] e [û, θ̂] duas soluções de (3.1) nas condições do Teorema 18. Considere

w = u − û e v = θ− θ̂. Então [w, v] satisfazem:

d

dt
(w ′, z) + (∆2w, z) + M(

∫
Ω

|∇u|2dx)((u, z)) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)((û, z))+

M(

∫
Ω

|∇u|2dx)((û, z)) − M(

∫
Ω

|∇û|2dx)((û, z)) + (|u|ρu − |û|ρû, z) + (v, z) = 0,

d

dt
(v, z) + ((v, z)) + (w ′, z) = 0.

Ou ainda:
d

dt
(w ′, z) + (∆2w, z) + M(

∫
Ω

|∇u|2dx)(∇w,∇z) + (|u|ρu − |û|ρû, z)

+(v, z) = M(

∫
Ω

|∇û|2dx)(∇û,∇z) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)(∇û,∇z), (3.63)

d

dt
(v, z) + (∇v,∇z) + (w ′, z) = 0. (3.64)

Fazendo z = w ′ em (3.63) e z = v em (3.64) respectivamente, obtemos
d

dt
(w ′, w ′) + (∆2w, w ′) + M(

∫
Ω

|∇u)|2dx)(∇w,∇w ′) + (|u(t)|ρu − |û|ρû, w ′)+

(v, w ′) = M(

∫
Ω

|∇û|2dx)(∇û,∇w ′) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)(∇û,∇w ′),

d

dt
(v, v) + (∇v,∇v) + (w ′, v) = 0.

De onde obtemos:
d

dt

(
|w ′|2 +

1

2
|∆w|2

)
+ M

(∫
Ω

|∇u|2dx

)
1

2

d

dt
‖w‖2 +

∫
Ω

(|u(t)|ρu − |û|ρû)w ′dx+

(v, w ′) = M(

∫
Ω

|∇û|2dx)(∇û,∇w ′) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)(∇û,∇w ′), (3.65)
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d

dt
|v|2 + ‖v‖2 + (w ′, v) = 0, (3.66)

no sentido de D ′(0,T ). Adicionando (3.65) com (3.66) temos
d

dt

(
|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2

)
+

1

2
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)
d

dt
‖w‖2 + ‖v‖2

=

∫
Ω

(|û|ρû − |u|ρu)w ′dx − 2(w ′, v) +M(

∫
Ω

|∇û|2dx)(∇û,∇w ′) (3.67)

−M(

∫
Ω

|∇u|2dx)(∇û,∇w ′).

A seguir, iremos estimar cada termo do lado direito de (3.67). Usando o fato que

sup(a, b) 6 (a + b) temos que o primeiro termo se estima como segue:∣∣∣∣ ∫
Ω

(|û|ρû − |u|ρu)w ′dx

∣∣∣∣ 6 ∫
Ω

∣∣|û|ρû − |u|ρu
∣∣|w ′|dx 6

∫
Ω

sup
t
(|û|ρ, |u|ρ)|û − u| |w ′| dx =∫

Ω

sup
t
(|û|ρ, |u|ρ)|w| |w ′|dx 6

∫
Ω

(|û|ρ + |u|ρ)|w| |w ′|dx.

Agora usando a Desigualdade de Holder Generalizada com 1
q
+ 1

n
+ 1

2
= 1, temos:∫

Ω

(|û|ρ + |u|ρ)|w| |w ′|dx 6
(
‖ |û|ρ‖Ln(Ω) + ‖ |u|ρ‖Ln(Ω)

)
‖w‖Lq(Ω)|w

′|L2(Ω).

Obs. 4. A partir de agora, para não carregar o texto com muitas constantes, repre-

sentaremos todas elas por C.

Pela hipótese do Teorema 18 temos que 0 < ρ 6 2
n−2

para n > 3, e, como foi dito

anteriormente: 1
q
= 1

2
− 1

n
= n−2

2n
⇒ q = 2n

n−2
> ρn > 0. Logo pelo teorema de imersão

(Teorema ?? parte (i)) temos

H1
0(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ Lq(Ω).

Temos então que : ∣∣∣∣ ∫
Ω

(|û|ρû − |u|ρu)w ′
∣∣∣∣ 6 C(‖û‖ρ + ‖u‖ρ)‖w‖ |w ′|.

Como u, û ∈ L∞(0, T ; H2
0(Ω)), podemos escrever:∣∣∣∣ ∫

Ω

(|û|ρû − |u|ρu)w ′
∣∣∣∣ 6 C‖w‖ |w ′|. (3.68)

O segundo termo estima-se pela Desigualdade de Schwartz:

2|(v, w ′)| 6 2|v| |w ′|. (3.69)

Vamos agora estimar os dois últimos termos de (3.67). Sendo M ∈ C1, pelo Teorema

do Valor Médio de Lagrange e pela Desiguladade de Schawrz temos∣∣∣∣M(∫
Ω

|∇û|2dx

)
− M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

∣∣∣∣ (∇û,∇w ′) 6 |M ′(ξ)|
∣∣ |∇û|2 − |∇u|2

∣∣ |(−∆)û| |w ′|,
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onde ξ esta entre |∇û|2 e |∇u|2. Como M ∈ C1, temos que |M ′(ξ)| é limitado. Dáı,∣∣∣∣M(

∫
Ω

|∇û|2dx) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

∣∣∣∣ (|∇û,∇w ′)| 6 C
∣∣|∇û|+ |∇u|

∣∣ ∣∣ |∇û|− |∇u|
∣∣ |(−∆)û| |w ′|.

Como û, u ∈ L∞(0, T ; H2
0(Ω)) temos que

∣∣ |∇û| + |∇u|
∣∣ e |(−∆)û| são limitados por uma

constante C . E, usando a desigualdade,
∣∣ |x|− |y|

∣∣ 6 |x − y|, podemos estimar:∣∣ |∇û|− |∇u|
∣∣ 6 ∣∣∇(û − u)

∣∣ = |∇w| 6 C‖w‖.

Assim, ∣∣∣∣M(

∫
Ω

|∇û|2dx) − M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

∣∣∣∣ (|∇û,∇w ′) 6 C|w ′| ‖w‖. (3.70)

Substituindo (3.68), (3.69), (3.70) em (3.21) e notando que

M(

∫
Ω

|∇u|2dx)
d

dt
|∇w|2 =

d

dt

(
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)|∇w|2
)
−

[
d

dt
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

]
|∇w|2,

obtemos:
d

dt
{|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2}+

d

dt

(
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)|∇w|2
)
−

[
d

dt
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

]
|∇w|2 + ‖v‖2 6

C‖w‖ |w ′|+ 2|v| |w ′|+ C‖w ′‖ ‖w‖.

Usando a desigualdade elementar ”2|a| |b| 6 |a|2 + |b|2”, ∀ a, b ∈ R e passando um dos

termos do primeiro membro para o segundo, obtemos:
d

dt

{
|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2 + M

(∫
Ω

|∇u|2dx

)
|∇w|2

}
+ ‖v‖2 6

C
1

2
{‖w‖2 + |w ′|2}+ |v|2 + |w ′|2 + C

1

2
{|w ′|2 + ‖w‖2}+

∣∣∣∣ d

dt
M

(∫
Ω

|∇u|2dx

) ∣∣∣∣|∇w|2.

Somando e majorando os escalares por C temos o seguinte:
d

dt

{
|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2 + M

(∫
Ω

|∇u|2dx

)
|∇w|2

}
+ ‖v‖2

6 |v|2 + C|w ′|2 + C‖w‖2 +
∣∣∣∣ d

dt
M(

∫
Ω

|∇u|2dx)

∣∣∣∣ |∇w|2.

Como já foi dito, M ∈ C1 logo

∣∣∣∣ d

dt
M
(∫
Ω
|∇u|2dx

) ∣∣∣∣ 6 C segue então

d

dt

{
|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2 + M

(∫
Ω

|∇u|2dx

)
|∇w|2

}
+ ‖v‖2

6 |v|2 + C|w ′|2 + C‖w‖2 6 C{|v|2 + |w ′|2 + ‖w‖2}.

Como ‖w‖ 6 C|∆w| segue então que

d

dt

{
|w ′|2 + |v|2 +

1

2
|∆w|2 + M

(∫
Ω

|∇u|2dx

)
|∇w|2

}
+ ‖v‖2 (3.71)

6 C{|v|2 + |w ′|2 + |∆w|2}.

Integrando (3.71) de 0 a t 6 T, usando o fato de M(λ) > 0 e lembrando que como w = u−û

e v = θ− θ̂, obviamente temos w(0) = v(0) = 0, dáı

|w ′(t)|2 + |v(t)|2 +
1

2
|∆w(t)|2 +

∫ t
0

‖v(s)‖2 ds 6 |w ′(t)|2 + |v(t)|2 +
1

2
|∆w(t)|2+
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M

(∫
Ω

|∇u|2 dx

)
|∇w|2 +

∫ t
0

‖v(s)‖2 ds 6 C

∫ t
0

{|v(s)|2 + |w ′(s)|2 + |∆w(s)|2} ds.

Segue-se que,

|w ′(t)|+ |v(t)|2 + |∆w(t)|2 6 2|w ′(t)|2 + 2|v(t)|2 + |∆w(t)|2 + 2

∫ t
0

‖v(s)‖2 ds 6

2C

∫ t
0

{|v(s)|2 + |w ′(s)|2 + |∆w(s)|2} ds,

ou ainda,

|w ′(t)|+ |v(t)|2 + |∆w(t)|2 6 C

∫ t
0

{|v(s)|2 + |w ′(s)|2 + |∆w(s)|2} ds.

Pelo Lema de Gronwall segue da desiguladade acima que:

|w ′(t)|+ |v(t)|2 + |∆w(t)|2 6 0,

pelo Corolário 5 temos que v(t) = w(t) = 0 ∀ t ∈ [0, T]. Portanto u(t) = û(t) e θ(t) = θ̂(t),

concluindo a prova da unicidade do sistema Termo-elástico.



Referências Bibliográficas
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