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Resumo

Neste trabalhos provaremos a existéncia e unicidade de solucoes fracas para um sistema
do tipo térmo-elastico. Este trabalho foi baseado no artigo ”On a Nonlinear System”de
A.O. Marinho, M.R. Clark, O.A. Lima (Applied Mathematical Sciences, Vol. 2, 2008, no.
60, 2963-2972.).



Abstract

In this work we will prove the existence and uniqueness of weak solutions for a thermo-
elastic system. This work was based on the article ”On a Nonlinear System” A.O. Marino,

M.R. Clark, O.A. Lima (Applied Mathematical Sciences, Vol 2, 2008, no. 60, 2963-2972.).
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar a existéncia e unicidade de solucao fraca para o

problema misto associado ao seguinte sistema termo-elastico:

u”+A2u—M(||u||2)Au—|—|u|p’u+9 =fem Q

0 —A0+u =gem Q
0

u= -2 =9 =0sobre &
on

u(x,0) = ug(x);0(x,0) = 0g(x) e v'(x,0) = u1(x) em Q.

O sistema acima representa a equacao da viga fixa com sua extremidades fixas acoplada
com a equacao do calor onde nao aumento de temperatura nas extermidades da viga. E
temos que Q é um aberto limitado do R™ com fronteira regular I', Q = Q x (0, T), com
T > 0, denota-se o cilindro cuja fronteira lateral ' x (0, T) é representado por X e M é
uma funcao real continua.

O trabalho é dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo sao fixadas algumas
notagoes e resultados de grande importancia para a compreensao da demonstracao do
teorema principal deste trabalho. Também faremos uma rapida introducao sobre Teoria
da Distribuigoes e Espacos de Sobolev.

No segundo capitulo, abordaremos o Teorema Espectral para Operadores Compactos
Simétricos o qual serd ultilizado na demosntragao do resultado principal.

No terceiro e ultimo capitulo, provaremos a do Resultado Principal desta dissertacao
que é mostrar a existéncia e unicidade da solucao fraca da equacao acima. A demonstragao
do teorema principal sera feita usando o método de Faedo- Galerkin, que consiste em
aproximar o problema inicial por sistemas aproximados equivalentes, porém em dimensao
finita. Na primeira parte do capitulo 3 mostraremos a existéncia de solugoes para esses tais
problemas aproximados. No segunda parte iremos fazer estimativas sobres os problemas

com intuito de prolongar as solucaos aproximadas ao intervalo [0,7], bem como provar
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sua convergencia para solucao do sistema inicial. Na terceira parte garantiremos que as
solugoes encontradas satisfacam as condigoes iniciais do problema e na quarta e ultima

parte a partir de algumas hipdteses adicionais provatemos a unicidade da solugao.



Notacao

Notacoes necessarias para melhor entendimento desta dissertacao:

Seja QO C R", um aberto limitado bem regular com fronteira I' e seja Q@ = Qx (0, )T > 0

um cilindro em R™"!, com fronteira lateral £ =T x (0, T);

n a2
Seja A = Z 32 o operador Laplaciano e A> = Ao A é o operador biharmonico.
- :

2

- Denotaremos por |- | e (-,-) a Norma e o produto interno respectivamente em L*(Q).
Ocasionalmente | - | denotard também o valor absoluto e o contexto deixard claro a

distingao;

E por ||-|| e ((-,-)) denotaremos a norma e produto interno respectivamente em Hj(Q);
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Preliminares

Neste capitulo mencionaremos os principais resultados de Anélise Classica, Analise Fun-
cional, Equacoes Diferenciais Ordinarias e Teoria das Distribuigoes necessarios para o
entendimento do nosso problema em estudo, o qual serda objeto de andlise nos capitulos

seguintes.

1.1 Alguns resuldados de Analise

Definigao 1. (Condigoes de Carathéodory) Sejam D um subconjunto de R™™' e f: D —

R™ uma fungao. Dizemos que [ satisfaz as Condi¢oes de Carathéodory sobre D se
(i) f(t,x) € mensurdvel em t para cada z fizo;
(ii) f(t,x) € continua em z para cada t fixo;

(iii) para cada compacto U em D existe uma fun¢ao real integrdvel my(t) tal que

At 2)l < my(d), V(E2) € U

Teorema 1. (Carathéodory) Seja f: R — R™ onde R = {(t,1) € R™™; |t — t| <
a, |t — x| < b, a >0, b > 0}, satisfazendo as condicoes de Carathéodory sobre R. Entao
existe uma solucao x(t) de

' = flt, x)

o(ty) = o,
onde (ty, 1) € R, sobre algum intervalo |t — t] < B (B > 0).

(1.1)

Prova: Ver [11], pag. 156.
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Corolario 1. Seja D aberto de R™"! e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre

D, entao o problema (1.1) tem solug¢ao para qualquer (ty, 7o) € D
Prova: Ver [11], pag. 159.

Definicao 2. Seja ¢(t) uma solugio de (1.1) sobre um intervalo I e I C I). Diz-se que
@ (t) tem um prolongamento até I, se existe um @1(t) uma solugao de (1.1) sobre I e

@1(t) = @(t) para todo t € 1.

Corolério 2. Seja D=1[0,T1 x B, T>0, B={xe€ R"™ |2 < b}, b >0 e f nas condigoes
do Teorema de Carathéodory. Seja @(t) uma solugao de
' = f{t, )
2(0) = xo, |20l < 0.
Suponhamos que em qualquer intervalo de I, onde @(t) estd definida, se tenha |@(t)] < K

para todo t € I, K independente de I e K < b. Entdao @ tem um prologamento até [0,T].
Prova: Ver [11], pag. 164.

Teorema 2. (Representa¢io de Riesz): Sejam 1 < p < oo e @ € (LF(Q)) = L’ (Q).
Entio existe uma vnica u € LP (Q) tal que,

(0.f) = L ufds, Y fe L(Q),

onde ||ull = @l e 1+ 5 =1,

Prova: Ver [1], pag. 97.
Definicao 3. Seja X um espaco normado. Uma forma bilinear a: X x X — R € dita

(i) continua se existe uma constante positiva C tal que

la(u, v)| < Cllu|lx||vl|lx Yu, veX;

(ii) coerciva se existe uma contante o« > 0 tal que

a(v,v) = «f|v]|3% Yve X

Teorema 3. (Laz-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em X.
Entdo dado qualquer & € X', onde X' € o espaco dual de X, existe um tnico elemento
u e X tal que

a(u,v) = (P, V) xrxx, VVE X.

Prova: Ver [1], pag. 140.
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Definigao 4. Dizemos que uma sequéncia (x,), C X € fortemente limitada quando €
limitada na norma do seu espaco, isto €, quando existe uma constante C > 0 real tal que

||xn||X < 07 VneN.

Exemplo 1. Seja X um espaco normado de dimensao finita e seja o subconjunto B={x €
X; ||zl|x < 1}. Dado uma sequéncia (x,), € B temos que a sequéncia (z,), € fortemente
limitada pois

][ x < 1.

Definigao 5. (Convergéncia forte) Uma sequéncia (x,), pertencente ao espago normado
X ¢ dita fortemente convergente para o vetor x se

|z, — || x — 0.
Representaremos a convergéncia forte em X por:

T, — ¢ em X.

Definigao 6. (Convergéncia fraca) Seja (z,), uma sequéncia no espaco normado X. Ela
¢ dita ser fracamente convergente para x em X se

Nz,) — fla)Vfe X,
onde X' é o espaco dual de X. A notacdo convencional para convergéncia fraca é

T, — v em X.

Definigao 7. (Convergéncia fraca — ) Dizemos que uma uma sequéncia (f,), de X' €

fraco-* convergente a f em X' se
folz) — flz), Vz e X.

Nesse caso escrevemos
fi =1
Definigao 8. (Espaco Refiexivo) Seja X espaco vetorial normado, definimos por
X// — (X/)/
X" ¢ chamado espaco bidual de X. Podemos definir um operador linear limitado candnico

J: X — X"

da sequinte maneira: para cada x € X, seja o funcional Jr: X' — R dado por

(J2)(f) = flz)

para todo fe X'.
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Claramente o operador J € linear e € uma isometria, isto é, || Ja||x» = ||| x. Notemos
que em geral J nao € sobrejetivo (ver(1]). Quando J for sobrejetivo dizemos que X €

reflexivo.
Proposicao 1. Se f, — f em X entdo f, = fem X'.
Prova: Ver [3], pdg.66.

Proposicao 2. Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que f, = fem X'

Entao f, — fem X'.
Prova: Ver [3], pdg.65.

Teorema 4. (Banach-Alaoglu-Boubarki): Sejam X um espaco de Banach separdvel e (f,),
uma sequéncia fortemente limitada em X'. Entao (f,), tem uma subsequéncia (f, )i que

converge fraco-x, isto €, f,. S fem X',
Prova: Ver [1], pag. 66.

Teorema 5. (Kakutani): Seja X um espago de Banach. X € reflexivo se, e somente
se toda sequéncia (x,), fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (z, )k que

converge fraco, isto €, z, — z em X.
Prova: Ver [1], pag 67.

Definigao 9. (Imersao) Seja X C Y, diz-se que X € imerso continuamente ou apenas
mmerso em Y se a aplicacdao inclusao

i: X— Y i(zx) =zVzeX,
¢ continua. Este fato equivale a

|2y < Cl|zf|xVz € X.

Simbolizamos este fato por: X—Y.
Se X—=Y e X é denso em Y, diz-se que X € imerso continuamente e densamente em Y.
Se a aplicagao 1: X — Y € continua e compacta, diz-se que X € imerso compactamente

em Y. A imersao compacta de X em Y é denotada por X5y,

Teorema 6. (Lema de Lions): Sejam Q um aberto limitado do R", g e g; fungoes de
LYQ), onde 1 < ¢< oo ej €N tais que

l9ll22) < C, para todo j
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g; —> g quase sempre em Q.
Entao

g; — g em LU(Q).
Prova:Ver [3], pag. 72.

Teorema 7. (Lebesgue): Seja (u,), uma sequéncia de funcgéoes integrdveis em (a,b) que
converge quase sempre para uma fungdo u. Se existir uma fungao integrdavel uy tal que

lun (t)] < ug para todo n € IN, entdo u serd integrdvel e tem-se que

b b
u= lim Upy.
a n—--o0o a

Teorema 8. (Desigualdade de Gronwall ) Sejam, C > 0 uma constante, u > 0 quase
sempre em (0, T), uma funcao integravel em (s, T) e @ : [s, T| — R uma funcdao continua

e nao negativa tal que
T

o(t) < 0+J ul() (1) dt, Vi€ [s, T

Entao
@) < CeldDd e [s T,

Prova:Ver [3], pag. 55.

1.2 Introducao as Distribuicoes

1.2.1 Distribuicoes escalares

Sejam (O C R™ um aberto e u: QO — R uma funcao real continua. O suporte de u é, por
definic¢ao, o fecho em Q do conjunto {z € Q; u # 0} e, o representamos por supp(u).
Denotaremos por Cg°(Q) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis cujo suporte
¢ um compacto contido em Q.
Um multi-indice é uma n-upla & = (1, , &), &«; € N, i= 1,--- n. Escreveremos
| ¢ |= 1 + -+ - + &, e representaremos por D™ como o operador derivacao de ordem «:

x ol
D™= dzy 1.0z
Observe que, para & = (0, ---,0) temos D’ = Iisto é, D'u = w.
Introduzimos, a seguir, uma topologia em C;’(Q)), denominada topologia limite in-
dutivo, que faz deste espago um espaco vetorial topolégico denotado por D(Q) e cujos

objetos serao denominados fungoes testes.
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Definigao 10. Dizemos que uma sequéncia (@,), de funcoes teste converge para uma

fungdo @ € D(Q), quando:

(i) Existe um subconjunto compacto K C Q tal que

supp(@,) C KV n e supp(p) C K.
(1)) D*@,, — D% uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Por distribuicao escalar sobre Q entendemos uma forma linear continua sobre ©(Q), isto
¢, uma aplicacao T: D(Q) — R, tal que:
T(xe +VP) = o«T(@)+T(W),Vae ReVe, P eDQ).
E, se (@) nen converge para @ em D entao (T(@,,)).en converge para T(¢@) em R. O valor
da distribuigdo T em ¢ serd representado por (T, @). E denotamos por D’(Q) a colegao
de todas as formas lineares continuas T: ®(Q) — R, isto é, de todos as distribuicoes de
Q.
Dados T e S € ©'(Q) definimos:

(i) (T+S,0) =(T,@)+(S,0), ¢ € D(Q);
(i) (aT, @) =a(T, @), p € D(Q)eax € R.

Munido dessas operacoes D’(Q) se torna um espaco vetorial chamado espaco das dis-

tribuicoes escalares sobre Q).

Definigao 11. Dizemos que uma sequéncia de distribuicoes (T,)ner converge para T, em
D'(Q) quando:
(Th, ) — (T, @) em R, para toda @ € D(Q).

Com esta nocao de convergéncia, ®’(()) passa a ser um espaco vetorial topoldgico.

Exemplo 2. Representamos por Lj,.(Q) o espago vetorial das classes de fungées u €
LK), para todo K C Q compacto.
Para u € L}, (Q) fizada, considere o funcional

T.: D(Q) — R, (T, ®) :J u(z)e(z) dr, Vo € D(Q).
Temos que T, € uma distribuicao sobre Q. °
De fato a linearidade de Tu decorre da propria lineridade da integral. Quanto a con-
tinuidade, primeiro observer que se (@~ )y converge a zero em D(Q) entao,

supp(@~) C K, para algum compacto K C Q, Vv =1,2,---
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©v —> 0 uniformemente Q.

Dat,

(T o)l = ‘ [ worosta) de < maslou(o | uto) s

e o lado direito dessa desigualdade tende a zero quando v — o0.

Obs. 1. Se Q C R" € um aberto e p > 1 entio, L'(Q) c LY (Q) C LL (Q). Assim
toda funcdo de L¥(Q) pode ser vista como uma distribuicao sobre Q. Além disso se (uy)
¢ uma sequéncia de L¥(Q) e

uwy, — u em LY (Q)
entao,

Uy — u em D'(Q).

A nocao da derivada fraca de uma funcao foi proposta inicialmente por Sobolev mo-
tivado pela férmula de integracao por partes do calculo.

De fato, em dimensao 1, temos a formula de integracao por partes
b

b
J o (1) (2) de = u(b)@(b) — u(a)o(a) —J ul2) (1) d,

a a

e quando @ € D(Q), temos:
b

r o' (2)@(a) do = —L u(z) @’ (z) dr.

Motivado pela igualdade acima, Sobolev definiu a derivada fraca de uma fungao u €

L;,.(a,b) uma funcio v € L} .(a,b), caso bexista, como:

b
J v (z)@(z) do = —J v(z)'(z) dr, V@ € D(Q).

Este conceito foi generalizado para distribui¢oes quaisquer em ®’(Q) por L. Schwartz da

seguinte maneira:

Definicao 12. Dados T € D'(Q) e o € IN" multiindice, definimos a derivada distribu-
cional de ordem o de T como a forma linear D*T: D(Q) — R dada por

(D*T, @) = (—1)I*|(T,D*g), ¢ € D(Q).

Temos que a operacao derivada, no sentido distribucional, é uma operacao fechada
dentro do espaco ®'(Q), isto é,
D*: D'(Q) — D'(Q).
De fato, vamos mostrar que DT é uma distribuicao se T é uma distribuicao. Temos para
quaisquer @, P € D(Q) e A € R que:
(DT A + %) = (—1)/(T, D*(Ag + ) = (~1)]*A(T, D%¢) + (~1)/*(T, D*p) =
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= AND*T, @) + (DT ).
A seguir, mostraremos que D*T é uma aplicacao continua. Seja (¢,), uma sequéncia que
converge para @ em ©D(Q), isso significa que D*@,, — D%@ para todo multiidince «.
Dai,
lim (D*T, @) = (=1)'*! lim (T, D%¢,) = (—=1)*(T, D%¢) = (D*T, ).

Segue dai que D*T é uma distribuigao.

Outro fato muito importante em relacao as derivadas no sentido das distribuicoes é
que nem toda derivada de uma funcao localmente integravel é uma funcao localmente

integravel; para mais informagoes consulte [10].

1.2.2 Distribuicoes Vetoriais

Seja X um espaco de Banach. Chamamos de fungao simples, toda funcao ¢ : (0, T) —
X que assume apenas um numero finito de valores nao nulos, onde cada valor nao nulo
é assumido num conjunto mensuravel de medida finita. Toda fungao simples possui uma

representacao canonica da forma

k
o) =) xut)e;
=1

onde @; € Xe E; C (0, T) é mensuravel e ;(El) <ocoparai=1,---,k

Teorema 9. Seja (@,)new uma seqiéncia de funcoes simples tais que

T
iim_ | e = on(llxde =0
n,m——o0 |

Entao existe uma unica fungao vetorial u: (0, T) — X tal que ||u(t)||x e ||@n(t) — u(t)|| x

sao mensurdveis em (0,T) para todo n e
T

lim j l@n(t) — ul®)]x dt = 0.

n—=oo

Prova: Ver [8], pag. 124.

Corolario 3. Nas condigoes do Teorema 9 a sequéncia (fOT ©,(1) dt) converge em X e
seu limite € unicamente determinado por u. Este limite €, por definicao, a Integral de

Bochner da funcao u e € denotado por f()T u(t) dt.

Desta forma, a integral de Bochner da funcao vetorial v é o vetor de X dado por

T T
J u(t) dt = lim J ©,(1) dt,
0 n—>0o0 J
onde o limite é considerado na norma de X.
Dizer que uma funcao vetorial u ¢é integravel no sentido de Bochner-Lebesgue ou

simplesmente B-integravel, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre em
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(0,T), por uma sequéncia de fungoes simples satisfazendo o Teorema 9 e consequentemente

o Corolario 3.

Defini¢ao 13. Uma fun¢ao u: (0, T) — X € dita ser fracamente mensurdvel (w-
mensurdvel) se a fun¢ao numérica t — (b, u(t)) for mensurdvel para qualquer ¢ € X'.
Dizemos que a funcgdo u € fortemente mensurdvel (s-mensurdvel) quando existir uma
sequéncia de fungoes simples (@n)nen tal que

@n(t) — u(t), em X quase sempre em (0,T).

Em particular, quando u é s-mensuravel, a fun¢ao numérica t —» ||u(t)|| x é mensurdvel
a Lebesgue.
Denotamos por LP(0, T: X), 1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) fungoes
u : (0,7) — X s-mensurdveis e tais que a fungdo numérica t — ||u(t)||x estd em
LP(0, T), sendo um espaco de Banach munido djz} norma ,
fuDllono = ( | Tl )
Quando p=2e X = H é um espaco de Hifbert, o espaco L*(0, T: H) é um espaco de
Hilbert cujo produto interno é dado por ,
(0 = | (), o8) .
Por L*(0, T; X) representaremos o espag(z) de Banach das (classes de) fungoes vetoriais

u: (0, T) — X que sao fortemente mensuraveis e t — ||u(t)||x € L>(0, T) com norma

|w(t)|| o0, 7x) = sup ess||u(t)| x.
te(0,7]

Lema 1. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Se 1 < r <
s < 00, entao

L0, T, X) — L*(0, T; Y).
Prova: Ver [8], pag.122.

Obs. 2. Considerando X = LP(Q), 1 < p < oo obtemos o espaco LF(0, T; LP(Q)), o
qual se identifica via Teorema de Fubini, com o espaco de Hilbert de fungoes numéricas
LP(Q). De fato, dada uma funcao u € LP(0, T; LP(Q)) entdo para cada t € (0, T) temos
que u(t) € LP(Q) e portanto ||u(t)||zr(q) € uma fung¢io de Q — R cujo valor em z serd

denotado por ||u(z, )| r(q). Assim,

T T
L ()12 ) dt = L L lu(t, 2)|P dodt = JQ lu(t, 2)” dQ = [[ull%, g-
Com isto, estabelecemos uma isometria entre LP(Q) e LP(0, T; LF(Q)).
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Quando X é reflexivo, separavel e 1 < p < oo, temos que LF(0, T} X) é um espago
reflexivo e separdvel, cujo dual topolégico se indentifica o espaco de Banach L?(0, T: X'),
onde p e ¢ sao expoentes conjugados,isto é, %—i—é = 1. No caso de p = 1 o dual topoldgico
do espaco L'(0, T: X) se indentifica ao espaco L*(0, T: X’). Para mais detalhes sobre o
dual dos espagos L*(0, T: X) veja [12].

Por C°([0, T]; X), 0 < T < oo, representaremos o espaco de Banach das funcoes

continuas u: [0, 7] — X, munido da norma da convergéncia uniforme

e )| x.
||UHCO([0,T],X) tg%g:% u(®)||x

Lema 2. Sejam V e H espacos de Banach, V— H, ue L(0, T, V) e u’ a derivada de u
esta em LP(0, T H), com 1 < p < 0o. Entao

uwe C°([0, T); V).

Para uma formulacao adequada e importancia dos espagos L”(0, T} X) consulte Lions
[6] ou Lions-Stampacchia [7].

Vamos mostrar que as funcoes do tipo LP(0, T X) sao distribuicées. Fixemos uma
funcao u € L*(0, T) arbitréaria e consideremos o espaco das fugoes teste D (0, T). Associada

a funcao u definimos a aplicacao,
T

T,:900,7) — X, (T, d) :J u(s)Pp(s)ds, Vb € ©(0, T).

0
T

Em primeiro lugar notemos que a integral J u(s)d(s) ds representa um vetor do espaco
0
normado X.
E imediato que T, é uma aplicacao linear. Quanto a continuidade, seja (¢~ ), uma

sequéncia em D (0, T) convergindo a zero em ®(0, 7). Provaremos que (T, ¢) — 0,

em X. De fato: . )
T )l = || uls)(s) sl < | o)l ()] s
0 0
< (JTHH(S)H” dS);qT!cb ()7ds)%, =+ 2 =1
. h 0 X 0 Y ’ p q o
ou seja,

(T, ) 1 x < [Jull o0, 0 [| P [ 2210, 1) -

Como ¢ — 0 uniformemente em [0, 7] deduzimos que ||~

|La0,7) — 0, quando v —

0o, provando que T, é continua. Dizemos entao, que T, é uma distribui¢ao sobre (0,7),

a valores no espaco vetorial X, definida por uma funcao u € L?(0, T} X), e escrevemos:
T, € £(9(0,7), X).

O espago £(D(0, T), X) é dito espago vetorial de todas as distribui¢oes sobre (0,7), a
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valores em X e contém, em particular, as distribuicoes vetoriais definidas por elementos
de LF(0, T} X).
Por fim, enuciaremos dois importantes Teoremas envolvendo os epagos LF(0, T} X) que

serao usados na demonstracao de resultado principal desta dissertacao.

Teorema 10. (Aubin-Lions): Sejam X, B, Y espagos de Banach, X € reflexivo e XS
B < Y. Suponha que (u,), seja uma sequéncia uniformemente limitada em LP(0, T : X)
tal que (ditun)n = (u,), seja limitada em L*(0, T} Y) para algum p > 1. Entao existe uma

subsequéncia de (u,), que converge fortemente em L*(0, T: B).
Prova:Ver [3], pag. 70.

Teorema 11. Seja X um espaco de Banach com dual X’. Suponha u, v € LP(0, T; X).

Sao equivalentes:

T
(2) ul(t) =§ —I-J v(s) ds, onde & é uma constante em X.
0

d
(i2) Et<u(t), w) = (v(t), w)Vw € X', no sentido das distribuig¢oes sobre (0,T).

T T
(431) Jo u(s)d’(s) ds = —J v(s)d(s)ds Vb € D(0, T).

0
Prova: Ver [3] pag. 33.

1.3 Espacos de Sobolev

Sendo LP(Q) < Lj,.(Q), para todo 1 < p < 0o, segue que toda funcio u € LF(Q) pode
ser identificada com a distribuicdao por ela definida. Assim wu possui derivadas de todas
as ordens no sentido das distribuigoes, que sao também distribuicoes escalares sobre Q.
No entanto, em geral, D*u nao é uma distribuicao definida por uma funcao de L*(Q).
Isto motiva o conceito de um novo espaco de Banach, que serd denominado Espaco de
Sobolev, o qual definiremos a seguir. Representamos por W"?(Q), o espago vetorial das
funcoes v de LP(Q) para as quais as derivadas distribucionais D*u estao em LP(Q), com

|| < m. A norma nesse espaco é definida por

lullwrr (o) = < > |D°‘“’§p(o>) ,sel<p<oo

lax|<m

3 =

lul ey = Y [ D% s€ p = 00.

la|<m
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O espaco normado W™P(Q)) é um espaco de Banach denominado Espaco de Sobolev.
No caso em que p = 2 0 espaco W™?(Q) é um espaco de Hilbert, separdvel continuamente
Jimerso em L*(Q) e é denotado por H™(Q) com norma

||| (@) = ( Z J ‘D“u(:l?)‘gdx)z

lx|<m
e produto interno

((u, ’U))Hm(ﬂ) = Z J D*u(z) D*v(z) dx.

ol <m ” €
Embora o espaco das funcoes testes D (Q) seja denso em LF(Q), 1 < p < oo, em geral

ele nao é denso em W™P(Q). Por esta razao definimos o espago W,"*(Q) como sendo o
fecho de ©(Q) em W™P(Q), isto é,
D(Q) = W5(Q).
Quando p =2, o espaco W;"(Q) serd representado por Hj'(Q).
Se 1 < p<ooeqéoexpoente conjugado de p, representamos por W™4(Q), o dual
topoldgico de Wi"*(Q) e por H™(Q) o dual topoldgico de Hy'(Q).
A seguir seguem o enunciado da Desigualdade de Poincaré-Friedricks, um corolério

dessa teorema e alguns teoremas de imersoes em espagos de Sobolev.

Teorema 12. (Desigualdade de Poincaré-Friedricks): Seja Q C R™ um subconjunto
aberto e limitado. Entao existe uma constante C=C(Q) > 0 tal que

lu| < AVul, para todo u € Hy(Q).

Prova: Ver [10], pag. 91.
Como consequéncia da desigualdade de Poincaré-Friedricks, pode-se provar facilmente

o seguinte resultado:
Corolério 4. Em H}(Q) as normas do [Vu| e ||u|| sdo equivalentes.

Prova: Ver [10], pag. 91.

Uma outra consequéncia nao menos trivial da desigualdade de Poincaré-Friedricks é:
Coroldrio 5. Em Hy(Q), as normas ||v]| ;2 € |Ad sdo equivalentes.

Prova:

Temos que,
n

0%, 2 0%v0%v
9 2
(Av)® = ;1 (—a 12') + 2 > 32 g_a ]2-’ Vove Hy(Q).

Pelo Teorema da Divergéncia de Gauss para u, v em D(Q), obtemos:
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[(Zudry_ [modu, [ ou o
Q 61% ail,']2 N Q ax,- a[l?i aZEj Q al‘ialﬁj al’ial’j
Dai resulta que,

= 0% 2 0%v |2
AP = | (Av)de= J ) dz+2 J d
A L)( =3 [ (G Z o)
A norma de H*(Q) é dada por:

%v |2
2 —
||v||H2(Q)_J &dﬁZJ —x? dx+ZJ a%M]) dz.

Q

Conclui-se das desiguladades acima que,
[Avl < HUHHQ(Q)'

Pela Desiguladade de Poincaré-Friedricks, obtém-se:

J Pdr < CZJ av dx< COZ a ax dx
j

Aplicando esse resultado na norma de v em HQ(Q) obtemos a outra desiguldade,

H"J”H2(Q) < GilAY,

onde C; = max{C, Cy}. Concluindo-se a equivaléncia da normas.

Teorema 13. (Rellich-Kondrachov) Sejam Q um aberto limitado do R"™, Q de classe ct
el < p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:
. 1 np
(i) WP — LYQ), 1< q¢< sep<m
n—p
(ii) W'P — LQ), 1< q< o0 sep=mn;

(iii) W'? — °(Q) se p > n.

Prova: Ver [9], pdg.79.
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Teorema Espectral e Aplicacoes

Devido a importancia da Teoria Espectral para investigacao de existéncia e unicidade
de solucao fraca para sistemas de EDO, iremos, neste capitulo, demonstrar o Teorema
Espectral para Operadores Compactos Simétricos e como aplicagbes, mostraremos que
o operador Laplaciano e o operador Biharmonico (A?) estao nas condigoes do Teorema

Espectral, para mais informagcoes veja [13] e [4].

2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 14. Seja H um espago com produto interno, isto €, espago vetorial munido de
um produto interno e seja A : H— H um operador linear. A € dito simétrico se:

(Au, v) = (u, Av),Vu,v € H.

Note que, quando A € simétrico, (Ax,z) é um numero real. De fato, (Au,u)=(u,Au)=(Au, u).

Definicao 15. Sejam X,Y espacos normados e A: X— Y uma aplicacdo linear. A € dito
compacto se para qualquer sequéncia limitada (z,), C X, a sequéncia (Ax,), contém uma

subsequéncia que converge em Y.

Exemplo 3. Sejam X,Y espacos normados e A: X— Y uma aplica¢ao compacta. Entao

A € limitado.De fato, se A nao fosse limitado entao para cada n € N existiria um y,, 7 0

com || Ay,|ly > nlly,|ly- Logo z, = ¢ limitada mas ||Az,||y > n. Portanto (Ax,)

[9ally
nao contém subsequéncia convergente, donde A mao seria compacto, o que contradiz a

hipdtese.

17
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Obs. 3. Se A ¢ um operador simétrico e limitado em um espaco com produto interno X,
entao uma norma Seria

| A|l = supj =1 |(Az, z)|.

Adiante determinaremos o espectro dos operadores compactos simétricos. Provaremos

que o espectro de tais operadores é no maximo enumeravel, conforme o seguinte teorema.

Teorema 14. Seja A um operador linear compacto simétrico em um espaco com produto
interno H tal que |A|| > 0. Entao existe um valor préprio Ay de A e existe um vetor

proprio correspondente tal que:

Av=>Av, o] =1 e Al = [|A]| = |(Av, v)].

Prova: Pela Observacao 3 e pela definicao de supremo existe uma sequéncia (u, ) em

H, tal que
|(Aup, u,)| — ||All, quando n — oo. (2.1)

e, ja que {(Au,, u,)} é uma sequéncia limitada de numeros reais, temos pelo teorema
de Bolzano-Weiertrass ela possui uma subsequéncia (A, u,,) convergente a qual vamos
denotar da mesma forma da sequéncia (Au,,, ), isto é: (Auy,, u,) — A quando m —

oo. Logo,
|(Atp, um)| — A quando m — oo. (2.2)
De (2.1) e (2.2) segue que |[A| = ||Al|. Agora temos:

| At — 7\um||2 = (A, — ANy, Aty — Auyy) = ||Aum||2 — 2N (A, Up,) + 7\2||um||2 <

ANl = 2A (A, wpn) + A%,

Dai obtemos:
| At — Aty ||* — 0 se m — oo.
Sendo A um operador compacto e (u,,) uma sequéncia limitada, temos que a sequéncia

(Au,,) contém uma subsequéncia convergente digamos,
Au, — v se v —> 00, para algum v € H. (2.3)
Desde que |A| > 0 temos também o seguinte,

Uy =AY Auy — Auy) F A T Auy, — A0+ Ao = AN, quandov — oo. (2.4)
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Fazendo em (2.4) u = A"'v temos que:
Auy, — AN ") = Au, quandov — . (2.5)
De (2.3) e (2.5) obtemos que v = Au e portanto,
Au = Au.

Como u, — u e ||uy|| = 1, temos que ||u|| = 1 e portanto, A ¢ um valor préprio de A.

2.2 Teorema Espectral

Teorema 15. (Teorema FEspectral para Operadores Simétricos Compactos) Seja A um
operador linear compacto simétrico em um espaco com produto interno H tal que || Al| > 0.

Entao:

(i) Eziste uma sequéncia (N,) de valores prdprios de A e uma sequéncia ortonormal (u,)
de vetores proprios correspondentes. Se (A,) ndao for finita, tem-se que |A,| — 0, se

n — 00.

(ii) Para qualquer w € H temos a expansao:

Au = Z A (U, Upp) Uy = Z(Au, Upp,) Uy (2.6)
m=1 m=1

que se reduz a uma soma finita se (A,) for finita.
(11i) Cada valor préprio nao nulo de A deve estar na sequéncia (N,).

(iv) Para cada i=1,2,3,--- o subespago Nx, ={u € H; Au= Au} € de dimensdo finita e

a mutiplicidade de A; € o nimero de vezes que N; aparece na sequéncia (A,).

Prova:
(¢) Para obter uma expansao em vetores préprios associada com um operador linear
compacto simétrico nao nulo, vamos aplicar o Teorema 14 repetidas vezes.
Primeiro escreva H; = He A; = A e usando o Teorema 14, sabemos que existe um
valor préprio A; e um u; € H tais que:
Aug = A, HU1H =1e M= HA1|| = |(Arug, up)l.
Em seguida, defina:

Hy ={u e Hy;(u,uy) =0}
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Note que H, é um subespago de H;.
Denote por As a restrigdo Ai|g,, ou seja, As : Hp — H, é compacto e simétrico em
H,.

Dois caso podem ocorrer: ou || Az|| = 0 ou entao ||As|| > 0.

(1°) Se ||As|| =0, para todo u € H definimos:
v = u— (u, ur)us,
entao
(v, w) = (u— (u, wn)ur, w) = (u, ) — (u, w)|Ju||* = 0,
donde vy € Hy. Logo, ||[Aswa|| < [[Az| - ||v2|]l =0 ]|wa|| = 0. Sendo ||As|| = 0 temos a
representacao:

Au= A (u, u1)u, Yu € H.

(2°) Se ||As]| > 0 podemos aplicar novamente o Teorema 14 para determinar Ay e uy tais
que,
Agug = Mg, Jua]] = 1 € [Aof = || Az|| = |(Aug, u2)].

Também ja que Asu = Aju, Vu € Ha, temos que ||As|| < ||A1], ou seja, Ag] < Al

Agora, definimos o subespaco
Hs ={u € Hy; (u, up) = 0}
e seja A3 = Alp,. Entao Az é compacto e simétrico em Hz. Se ||As|| = 0, para todo v € H
definimos
v = u— (U, u)uy — (u, ug)up
entao (vs,u1) =0, e (v3, uz) = 0 donde v3 € Hs. Como ||As]| = 0 temos
0=Asv3 = A, — (u, u1)Auy — (u, up) Aup = Au— (u, u) Ay — (U, ug) Ao,
Logo se ||As]| = 0 temos a representagao
Au = A (u, ug)ug + Ao (u, ug)ug, Vue H

Mas se ||As|| > 0, podemos aplicar o Teorema 14 para determinar a existencia de A3 e

uz € Hj tais que Asug = Asug, ||ug]| = 1 e [A3] = || As|| = [(Asus, us)]. Desde que Asu = Asu

YV u € Hs, temos que || Asz|| < ||Az||, ou seja, [Az] < [Ag].Procedendo dessa maneira, temos:
(1) Ou existe um n > 2 tal que ||A,]| = 0.

(2) Ou [|A,|| >0,Vn=>2.
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No caso (1) vimos que para todo u € H temos:

n—1
Au= Z Ai(w, ug) uy,. (2.7)
k=1

No caso (2) existe (A,) e (u,) € H, tais que Au, = Ay, [|u,] =1 e N = |4l =
(A, uy,)]. Alem disso, temos
Al = Dol Z A1 > ... 2 A > ...
Mostraremos agora que |A,] —> 0 se n — oco. De fato, como a sequéncia (|A,|) é de-
crescente e limitada inferiormente por 0 ela deve convergir para um p = Tlllelﬂf\l Al > 0.
Suponhamos que p > 0, entao [A,| > p Vn € N, e portanto, (A, 'u,) é uma sequéncia lim-

itada em H.Sendo A compacto, a sequéncia (AA 'u,) = (u,) contém uma subsequéncia

convergente mas, (u,) é ortonormal e portanto ||u—wu;| = v/[Jul[2 — 2(w;, ;) + ]2 = V2
para i # j, o que contraria o fato que (u,) contém uma subsequéncia convergente pois,
supondo que se (uy,), subsequéncia de (u,), convergisse entao a sequéncia (U, — Un,)
convergeria para zero, o que nao ocorre pois cada elemento da sequéncia se distancia uma

distancia constante de v/2. Portanto, devemos ter p=0, ou seja, [A,| — 0 se n — co.

(#2) Agora vamos mostar que para todo u € H temos a expansao

Au= Z Al u, ug) up.
k=1

Para todo u € H e n > 2, definimos:

Up = U— Z(u, Up,) Uy (2.8)

Entao v, € H, e
n—1 n—1 n—1
ol =l =2 > I wdP+ > 1w w)® < Jull®> = 3 10w u) P < [lul®
k=1 k=1 k=1
Logo,
[ Avall < [[A[l [[vnll = Anl vnl] < Anl[Juf| — 0, n— o0

portanto, Av, — 0 quando n — oo e por (2.8), temos que

n—1 n—1
Avy = Au— Z(u, u ) A, = Au— Z Ap(u, up)u, — 0
k=1 f=1
e portanto
Au = Z A, ug) uy.
k=1

Pela igualdade abaixo
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e, u) = (u, Agwg) = (u, Aug) = (Au, ug)

concluimos que
o0

Au = Z Ar(u, up) up = Z(AU, Up,) Uy,
h—1

k=

—

(¢22) Seja A um valor préprio nao nulo de A e suponha que A # A, Vk € IN. Correspon-
dente a A escolhe-se um vetor prépio uy com ||up]| = 1. Entdo como A é simétrico e
Ar € R temos

Alun, up) = (Aun, ) = (Aun, up) = (un, Aug) = (un, Apur) = Ag(un, ug).
Comooz\ # MV € IN entdo (up, ug) =0V k€ IN. Por (2.8) temos que

0=> (un, up)up = Aup = [Aua]| =0 = |Awal| = 0= A[[|ur =0 = A| =0 = A =0,
k=1
o que contradiz o fato de A ser nao nulo.

(#v) Seja um A; valor préprio nao nulo tomado da parte (¢). Como A,, — 0 quando
n — 00, o conjunto {k € IN; A, = A;} deve ser finito com p elementos distintos, digamos:
i(1),4(2),--- ,i(p). Considere os vetores préprios u;y, i), - .-, Ui(p) correspondentes a
Ai(1); Ni2)s -+ s Ai(p)- Obtemos que V), o subespaco gerado por w1y, ti2), - , Ui(p), esta
contido em Nj,. De fato, seja v € V); entao v = tiu;1) + bauie) + - -+ + tpuyp), onde
ti, b2, ..., t, estao em R. Dali,

Av =t Ay + LAy + ..+ G Aug) =N (bua) + i) + ..+ L)) = A
Logo v € N,,, concluindo que V), C Nj,.

Agora supomos que V, ndo é todo o N,,, entdo existe u € Ny, com |lul|=1 tal que
{1y, wig2), - - -, Ui(p), u} € um conjunto ortonormal. Mas, se k # i(1),4(2), ..., i(p), obtemos
que A; # A; e portanto (u, u;) = 0. Consequentemente, (u, u;) = 0 Vk € IN e assim por

(e.¢]

Au = Z Ar(u, up)u, = 0.

k=1
Logo,

0 = [[Aull = Nl [lull = N,
o que contraria o fato que A; ser nao nulo. Portanto, devemos ter dim(N,,) = p e a prova

esta completa.
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2.3 Aplicacoes: Os Operadores Laplaciano e Biharmonico

Considere o problema de autovalores:

—Aw=Awem Q,
(2.9)
w =0 sobre T,

onde Q C R™ eA > 0 é um aberto limitado com fronteira T'.

Teorema 16. Eriste uma base ortonormal (w,,) de L*(Q) e uma sequéncia de nimeros

reais (A,,) com \,, — 00 se m — 0o tais que:
O<Ai <A <<...<A, <., ¢

—Aw,y, = AW, em
(2.10)
w, € Hy(Q) N C*(Q).
Prova:
Dado f€ L*(Q), pelo Teorema 3 (Lax-Milgram) existe uma tnica solucao fraca Gf €

Hy(Q) do problema de Dirichlet

—Au=Auem Q,
(2.11)
u =0 sobre I.
Temos entao que
(—A(Gf),v) = (f,v) = J (—A(Gﬂ)vd$:J fvdex.
o o)
integrando por partes e observando que Gf € Hy(Q) temos:
J V(Gﬂ~Vvdx:J fudr, Yve Hy(Q). (2.12)
Q Q

Como Q é limitado, a imersio de Hy(Q) em L?(Q) é compacta, de acordo com o Teorema

13 (Rellich-Kondrachoff). Assim G é considerado como um operador compacto de L*(Q)
em HY(Q).

Temos ainda que:

(I) G é simétrico. De fato,
De fato, de (2.12) obtemos

L(Gﬂg dr = JQ gGfdr = L V(Gq).V(Gf) dz =

:J V(Gf) - V(Gyg) dx:J Gy dz,
Q Q
ou seja,

(Gf.9) = (f. Gg), Vg € L*(Q)
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(II) G ¢é positivo definido.
De fato, de (2.12) obtemos
J (GNfdz = J fodsz V(Gf) - VGfdr = ||Gﬂ|?{(1) >0
Q o) 0
se f#£ 0.

Pelo Teorema Espectral para operadores compactos simétricos e positivos definido, isto
é, pelo Teorema 15, existe um sistema ortonormal de funcoes préprias (wy,) em L*(Q) e

uma sequéncia de valores proprios positivos (u,,) decrescente para zero tal que
Gy, = Won Wiy (2.13)
Se considerarmos A, = W' entao:

1
Wy = — Gy, = G, ) = GAmw,,). (2.14)

Hm

Como a imagem de G estd em Hy(Q), w,, € Hy(Q) e por (2.12) e (2.14) temos:

J Vwm.Vvdx:J V(GA,wy)).Vode = AmJ wvdz, Yo Hy(Q).
Q Q Q

Em particular,
J Vuw, Ve dr= ?\mJ W@ dr, Yo € D(Q),
Q

e}
donde,

(—Awn, @) = Apwn, @), @ € D(Q),
isto é,
—Aw,, = Aw,, no sentido de D'(Q).
Para mostrar que w,, € C*(Q), sejam z € Q e B(z,r), a bola de centro z e raio r, com
r> 0 tal que B(x,r) C Q.
Agora, como w,, € L*(B(z, 1)) e satisfaz a equacio —Aw,, = AmWy,, isso implica que

2
—w,, € H*(B(z,1)). Repetindo o mesmo argumento segue-se que w,, € H'(B(z, 1)) ¢

2
:sa;im por diante, por um resultado de regularidade no interior.
Assim, w,, € H*(B(z, 1)) para todo k € N e pelo Teorema ??, temos que w,, €
C*(B(x,1)). Como x € Q é qualquer, segue-se que
Wy, € C(Q).
Agora mostraremos que o operador biharmonico A? satisfaz as condicoes do teorema

espectral para operadores compactos, mas antes enunciaremos a seguinte proposicao que

demonstra diretamente o resultado.
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Proposicao 3. Sejam X, Y, Z espacos de Banach e sejam T: X—Y e K: Y—Z7
operadores lineares. Se T e K sao operadores compactos entao ToK:X— 7 é um operador

compacto.

Prova: Ver [1], pdg. 159.
Temos obviamente que o operador A% é positivo. Agora dados os vetores u, v € H*(Q),
temos pela integracao por partes que
(A%u, v) = J A*u(z)v(z) de = J u(x)A%u(z) dz = (u, A%v).
Logo A? é simétrico, e seguge) diretamente da Plg"loposi(;éo 3 que A? é compacto, pois A? =

Ao A o que ja vimos que é um operador compacto. Portanto o operador biharmonico

satifaz as condicoes do teorema espectral para operadores compactos.



Capitulo 3

Problema Misto para um Sistema

Termo-elastico.

Neste capitulo, provaremos a existéncia e unicidade da solugao fraca para o problema

Termo-eldstico

u" 4+ A?u— M(||ul|>)Au+ ulPu+0 = fem Q

0 —AB+u =gem Q

3.1
u:a—u:9:050bre2 (3:1)
on

u(x,0) = up(x); 0(x,0) = 0p(x) e u'(x,0) = u;(x) em Q,

onde assumiremos as seguintes hipéteses:
e M(A) é uma funcao real continua satisfazendo
MA) > —B,YA>0 e 0< B <Ay,
onde A; é o primeiro autovalor do problema espectral para o operador biharmoénico AZ,
isto é,

(—Au,—Av) = A((u,v)), Yve Hg(Q);

e 0<psen=12e0<p< sen = 3.

Definigao 16. Dizemos que um par de func¢oes{u(z, t), 0(z, t)} € solugdo fraca do problema
(3.1) se:
uwe L0, T: Ha(Q));
w' € L*(0, T; L*(Q));
u" € L*(0, T; H2(Q));
0 € L*(0, T% Hy(Q));

26
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0’ e L*(0, T H '(Q));

%(U’(t),w)Jr(AQU(th)+M(J IVu(t)? da) ((u(t), w)) + (u(t)]®u(t), w)+
Q

(6(1), w) = (1), w);

%(e(t),w) +((8(8), w)) + (4 (1), w) = (9(B), w),

para todo w € Hi(Q) no sentido de D'(0, T).

Alem disso,
u(0) = ug, u'(0) = w1, 6(0) = Bo.

O seguinte teorema estabelece o resultado principal desta dissertagao.

Teorema 17. Sejam uy € HZ(Q), u1,00 € L2(Q) e f,g € L2(0,T;L*(Q)). Entdao existe

somente um par de fungoes {u, 0} solugdo do problema (3.1) no sentido da Definigdo 16.

3.1 Existéncia de Solucoes para o Problema Aproxi-
mado

Para resolucao do problema proposto acima se empregara o Método de Faedo-Galerkin,
que consiste em aproximar o sistema inicial através de um sitema, porém em dimensao
finita.
Nesta secao estudaremos a existéncia de uma solucao para o tal problema aproximado.
Seja V,, o subespaco gerado por Wy, - - - , Wy, onde os wy € H3(Q) para k=1,--- ,m

sao os vetores proprios do operador biharmonico A2. Isto significa que:
e todo subconjunto finito de w; é Linearmente Independente;
e as combinacoes lineares finitas dos w; sao densas em Hg(Q).

Em V,,, vamos demonstrar que o sistema aproximado a seguir possui uma solu¢ao aproxi-

mada do problema (3.1):
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(up (£), W) + (A% up (), Wi) 4+ M| () IP) (=AU (1), W) + ([ ()P (1), )

+ (0(1), wi) = (f1), wy)

w
[\

(3.2)

(67,(8), i) — (A8,,(8), wi) + (uy, (1), wi) = (g(t), wi), k=1,---,m (3.3)

um(0) = tom (3.4)

() = wy (3:5)

0..(0) = Bom, (3.6)
onde

U (0) = gy — U forte em HZ(Q),
u! (0) = uy,, — u; forte em L*(Q),
0,,(0) = B¢, —> 0 forte em [*(Q),

quando m — oo para todo wy € V.

Sejam u,,(t) e 0,,(t) € V,,; isto significa que:

onde ¢ (0) = &jm, djm(0) = Vjm, ¢},,(0) = 8jy, para todo j=1,---,m
Logo se provarmos que existem ¢;,(t) e d;,(t) solucoes do sistema de equagoes difer-

encias ordinarias:
m
124
E Cim (1) (Wi, ;) +E Cim (1) (Aw,, Aw;)+
=1

M([Jum(8)]?) 272 cjm(D)(Vws, Vay) Z Cim| wz| chm (i, w;)+

m

Zdjm (.UZ,(,UJ _(f(t)aw))7Z:17 , M (37)
Z & (D(wn ) + Y DV, Vo) + 3 B, w;) = (4(8), ;)
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ficara demonstrado que existem wu,,(t) e 0,,(t) solucoes em V,,, para o problema aproxi-
mado (3.2)-(3.6). Vamos transformar o sistema (3.7) em sistemas vetoriais equivalentes.

Para isso, nds definimos as seguintes matrizes:

e W=[(w,, wj)]mxn“w

o A

[(Awia ij)]mx m

e B

[(vwiy ij)]mx m

° C = [Clm(t) e Cmm(t)]:@XD

[ ]

S|

I
=
=
g
=
=
S
=
S ¥
X

sendo [ |* a matriz transposta. O sistema (3.7) assume a seguinte forma matricial:

( m

WC” + WD =F — AC — M(||un(0)2)BC — | Y eim(t)w;|"WC
j=1
WD’ + WC’ = G — BD (3.8)
C(0) =Cy C'(0) =C,
D(0) = Dy,

\
onde C0 = [(le to (xmm]*a Cl = [61m to 6mm]>|< € DO = h/lm e ‘Ymm]*

Temos que a matriz W é invertivel. De fato, definimos o operador A como sendo
Ax =Wax = Z(wi, w;)

i=1
onde & = [&; - - &,,]*. Para provar que o operador A é inversivel basta mostrar que ele é

injetivo, ou seja, Ker(/A) = {ﬁ}. Seja Ax = 0. Entao:
Z(wi, wj)oc,- =0<«= ( w;;, (.Uj) =0.
=1

=1 [

Mutiplicando a tltima equacao por «; e somando em j, para todo j=1,---,m, tem-se
m m
> w3 o) - 0l =0 -
< w; 0, wjocj) =0 <= (Up, Uy) =0 <= |Uup|" =0 <= u, =0 em V,,.
=1 j=1
Logo,
m
Z xX;,w,; = 0,
=1

e dai temos que «; = 0 para todo i = 1:- -+, m, pois w; sao L.I.. Portanto o = 0, ou seja,
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o operador A é injetivo; segue entao que ele possui uma inversa a esquerda. Aplicando o
operador A1 = W1 & equagao (3.8), obtemos:

(

C"+D =W '"F=W "AC — M(||u,(8)[|»)W'BC — | i cim(t)w;|°C
j=1
D'+C' =W™'G-W'BD (3.9)
C(0)=Cy C'(0)=Cy
| D(0) =Dy
Tomando
C’ 0 -1 P F
Z=1|D , V= - —-W'B 0 e E=|G :
3mx1 I 0 0 3mXx3m 0 3mx1

o P=—-W'A-M(|un(DHW 'B—| > cim(tw,|”,
=1

e F=W'F,
e G=W1Q,

0 e I sdo as matrizes nula e identidade m x m, respectivamente, e 0 é a matirz nula m x 1,

temos que o sistema (3.9) assume a seguinte forma equivalente:

7' —®(t7) = VZ+E
Z(O) = ZO7

(3.10)

Cy
onde Zg = | D,

Co
Vamos mostrar que a fungao ®@(t,Z) satisfaz as condigoes de Carathéodory (ver

definigao 1, Cap.1). Para isto, seja:
R={(t,2) € [0,T] x R*; t < a,|Z — Zo| < b, com a, b > 0},

entao:

1. ®(t,Z) é mensurdvel em t, para cada Z fixo. De fato, sendo f, g € L*(0, T: L*(Q)),
temos que (f(t), w;) e (¢(t), w,;) sao mensuravéis e W nao dependem de ¢, segue que
W'F e W'G sao mensuraveis, logo E é mensuravel. V também é mensuréavel, pelo

fato que sendo M é uma funcao continua e W, A, B nao dependerem de ¢, segue
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que P e W'B sdo mensuraveis; logo V é mensuravel, portanto ® (¢, Z) é mensuravel

para 7 fixo.
2. Agora fixando t a continuidade de & (¢, Z) decorre de sua linearidade.

3. Dado K um compacto em R, existe uma funcao real integravel h(t) tal que |@ (¢, Z)| <
h(t),¥(t,7Z) € K. De fato, como ®(t, Z) é uniformemente continua em R, entdao @ é
continua em cada compacto K e, portanto, em cada compacto onde @ esta definida,

ela é limitada por uma func¢ao constante.

Logo, estao satisfeitas as condi¢oes do Teorema de Carathéodory e segue por este Teorema
que, para cada m o sistema (3.10) possui uma solugdes local no intervalo [0, t,,), t,, < T,
obtendo assim as fungoes ¢;, € djm, j = 1,2,..., m e consequentemente, as fungoes w,,(t)

e 0,,(t) com t €[0,1t,), t, < T que satisfaz o problema (3.2)-(3.6).

3.2 Estimativas

Nesta se¢ao iremos obter estimativas que nos permitem estender ao intervalo [0,7] as
solugoes encontradas na secao anterior.

Estimativas. Multiplicando a equagao (3.2) por ¢, . e somando em k de 1 até m

obtemos:
(tn ()07, (£)) 4 (A2 (8), 117, (8)) 4 Mt (O I*) (= At (8), 207, () 4 (V14 (8)]® 00 (), 07, (1))
= —(0m(1), u,, (1) + (f(1), u,, (1)
Note que :
o (), (9) = 5l (AP

o (A2u,(t),u (1) :J Ay, (7, t)u! (1, t)dx —J A(Auy(z, t)u, (2, t)d.
Q

) m Q
/ / 1 d 2
= | Aun(z, AU (2, ) ds = (Auy(, 1), Aul(2,1) = S—|Au (1),
o 2 dt

Usando a integracao por partes e o fato de que u,, € V,, C HS(Q_), temos:

o M{[un(Dl2)(—Aun(), o, (1)) = M{[lun(D)]2) J (= Dl ) (2, ) do =
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M| wn(#) ( i “m(”“" Dt t)dx) _

aum z, t) ou, (z,t) B

M (1) ( o Ox oz; dx> N
o 2 1d- 2

. A
onde M(A) :J M(s)ds.

o
Da seguinte igualdade:

1 d p+2 d U (T, 1)
—— ml(z, D)°PT? de = —— J mtp+1—mtd:J ml(z, )Py (0, 8) do =
il 01 e = S 007 Tl D= |, 07 () e
[t (2, )P U (, B, (2, 8) d,
Q
tem-se:
1 d
R R L e e A M
o p+2dt)n
EE&H”m“NV&@)
sendo p=p + 2.
Logo obtemos:
1d, . . , 1d.- 1d
- ——A ——M - Pp —
2dt| Uy, (1)] +2dt| U (1) +2dt (fJwm ()]]) ‘|‘ ||Um Wzr o
= —(uy, (1), 0m (1)) + (f(1), uy, (1)) (3.11)

Agora, multiplicando (3.3) por dy,,(t) e somando em k obtemos:

(07,(1), 05(8)) — (A0,(1), 0,(2) + (1, (1), 0:(2) = (9(2), 0,,(2)).
Note que :

1d

o (6,,(1),0n(1) =5

—10,,(8).
2dtl (t)]

o (—A0,,(1),0,,(1) = JQ —AB,,(z,1)0,,(z, t)dx = J;) V0,.(z, ) VO,,(t, ) dz = ||0,,(1)||*.

Daf obtemos:

§ELIG (OF + 110, (D* = —(up,(8), 0,(8)) + (g(2), 0, (1)). (3.12)

Somando (3.11) com (3.12) obtemos :

335 U O+ 800 + R 1) + (Dl )+ 10 (D} + @8] =



Capitulo 3. Problema Misto para um Sistema Termo-elastico. 33

= 20u(8 00+ (10, 10,0) + 10 00(0) < I0ulOF+ i (9 + S+
Sl (O + Slg( + 210, ()|2<§| O + 210, (AP + VP +1g(AP

1
onde usamos o fato: ab < 5& + 562,Va, b € R. Agora, integrando de 0 a t < £, a

desigualdade acima, obtemos:
t
—{ru (OF + [ Aun (B + M| un(1)]]*) —Hum Hip(m+rem(t)l2}+L 10m(s)]|*ds <
2 1 2 2, 7 2 3( 2 2
0l + om0+ 1800 + 0l + Fltonl)} + 5 | )P + 18l )P) s

T J WP+ 1g(s)P)ds. (3.13)
0

Como (ugm), (u1m) € (0gn) sdo sequéncias convergentes segue que elas sao limitadas
em suas respectivas normas. Além disso, como f, g € L*(0, T: L*(Q)), temos que

T
J {/(s))? + |g(5)[*}ds é limitada. Assim (3.13) pode ser escrita como:
0

(B + 1A (D + M| ()2 5||um 2, + 18,00 J||9 (s)]2ds <

3 ! / 2 2
+§Jo{lum(3)| +10,(5))ds, (3.14)

onde C é uma contante positiva dependendo das condicoes iniciais, de f, g e independente
de m e t.

Da hipétese sobre M obtemos:

- ll e (£) ] llum (81
M(||um(t)||2) :J M(S)ds Z J (_B)ds Z _Bl|um(t)||2
0 0
> Piau,p. (3.15)
A1
De (3.14) e (3.15) segue que:
O + (1= VAP + 8] + 180 J 18n(5)]2ds <

J {Iu (s)% +10,( )|2}ds.
Em particular, temos
U (OF + 10,(0F < O+ 2 J:ﬂu;n(s)ﬁ +10,0(5) 2} ds.
Pela desigualdade de Gronwall, Teorema 8 do Cap. 1, obtemos
lu! (D + 10,0 < C, Vm=1,2,--- eVt € [0, T[, T > 0 arbitrdrio e fixo.
Dai,

p

/! 2 2 2 2
08 + (1= F N (O + 2 Dl )+ 0] Jue JIPds< €, (3.16)
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onde C' é uma contante que independe de m e t.
Pelo Coroldrio do Teorema 12 (Cap.1) temos que |[un(t)||p2(q) < CAun(1)], e por

(3.16) obtemos entao que:

o sup ess|un(t)] 2 q) ¢ limitado; dai podemos concluir que:
0<I<T

() € limitada em L™(0, T; Ha(Q)); (3.17)
e sup ess|u, (#)| é limitado:
0t T
(4! ) ¢ limitada em L®(0, T L*(Q)); (3.18)
e sup ess|0,,(t)] é limitado, donde :
0Kt T

(8,n)m é limitada em L*(0, T L*(Q)); (3.19)

t
J 10,n(5)||* ds é limitado, dai:
0

(0,0)m € limitada em L*(0, T: Hy(Q)); (3.20)

||um(t)||’£p(mé limitado, onde p = p + 2; temos entao que

t t t
a2y = | B s = | (P2 s = | ()15 ds =
0 0 0
! o2 o+2
| (P35 ds = (O (B,
0 LeF1(Q)
Podemos concluir que
(|t|® tyn) . € limitado em L%(Q). (3.21)

/
Para um dado espaco de Banach X, temos que L*(0,T:X) = (Ll(O, T, X’)) e
/

L*(0, 5 X) = (L2(0, T; X')) , onde usamos o Teorema 2 (Representacao de Riez). Logo
pelas limitagoes obtidas em (3.17) e (3.18), segue-se do Teorema 4 (Banach-Alaoglu-

Boubarki) que existe uma subsequéncia (uy )y de (uy)n, tal que

Uy = wem L0, T HA(Q)) (3.22)
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/

! Sdem L®(0, T, L*(Q)). (3.23)

U

Provaremos a seguir que u = u/'.
De fato, por (3.22) e do fato que H;(Q) — L*(Q) tem-se que L°(0, T% H3(Q)) <
L7(0, T; L*(Q)), para 1 < s < 7 < 0o. Logo obtemos
uy, = uwem L®(0, T; L*(Q))

e consequentemente,
uy, — uem L0, T: L*(Q)) = L*(Q). (3.24)

Como L*(Q) C ©'(Q) e a convergéncia fraca em L*( Q) implica convergéncia no sentido
das distribuigoes, resulta que
Uy — uem D'(Q).
Sendo a derivagao, uma operacao continua em D'( Q) tem-se que
ul, = u' em D'(Q).
Analogamente de (3.23) obtemos:
ul, = uwem D'(Q).
Pela unicidade do limite fraco-*x em X’ segue que v’ = .

Logo,
wl, = ' em L0, T: L*(Q)). (3.25)

Agora como Hy(Q) é reflexivo segue que L*(0, T% Hy(Q)) é também reflexivo; entdo

por (3.20) e pelo Teorema 5 (Kakutani) existe uma subsequéncia (6+ )y de (0,,) tal que
0,, — 0 em L*(0, T; Hy(Q)). (3.26)

De (3.22), (3.25) e pelo Teorema de Aubin-Lions, segue que existe uma subsequéncia

de (uy )+ tal que
uy, — wem L*(0, T: H5(Q)), (3.27)

donde,
U () — u(t) quase sempre em (0, 7).
Dai
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luy (D]* — [lu(B)]* em R.
Como a funcao M é continua temos
M(||uvy (D)]|?) — M(||u(t)])?) em R.
Da mesma forma temos
|M(||uv (B[P P — [M(||u(t)]|*)? em R. (3.28)
Dai, obtemos:
|M(||uv (8)[|*)* < C quase sempre em (0, T),Vv =1,2,- - (3.29)
Por (3.28), (3.29) e pelo Teorema 7 (Lebesgue) obtemos
T T
| 1t coPae de—s | e e a
0 0
ou ainda
M(]|un (9)]1*) — M([Ju(8)]]*) em R. (3.30)
Agora, por (3.22) temos que:
Auy = Auem L0, T: L*(Q)). (3.31)
Como L*(0, T; L*(Q)) é reflexivo logo:
Auy — Auem L®(0, T: L*(Q)). (3.32)
Temos entao por (3.30) e (3.32) que
M(|uy (8]} Auy = M([lu()[|*)Au em L*(0, T L*(Q)). (3.33)

Como H:(Q) < L*(Q) temos entdo por (3.17), (3.18) e por Aubin-Lions existe uma

subsequéncia (uy )+, tal que,

uy, — u forte em L*(0, T: L*(Q)) = L*(Q)
Uy — U quase sempre em ().
Dali,
|ty Py — |l u quase sempre em ().
Logo por (3.21) e (3.34) e pelo Teorema 6 (Lema de Lions) temos

2
Juy [Py — uPu em Lo+ (Q).

(3.34)

(3.35)
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Consideremos agora as equagoes aproximadas (3.2) e (3.3) na seguinte forma

(uy (1), w) + (A%uy (1), w) — M([[uv[[?) (Auy, @) + (luy ()P uy (), w)+
(6+ (1), w) = (f{1), w)
(63 (2), w) = (A8 (1), w) + (uq, (1), w) = (g(8), w), V w € Vi, v = m.

Multiplicando as equagoes acima por @(t) € ©(0, T) obtemos:

(uy (1), W)@ + (A%uy (1), )@ — M([|uv[[*) (Auy, w)@ + (luy (1P uy (1), w) o+
(6+ (1), w)eo = (fit), w)e,

(05(1), w)o — (ABy (1), w)e + (uy, (1), w)e = (g(t), W)@, V w € Vi, v = m.
Integrando agora de 0 a 7' temos

JT(ux(tJ,w)@ dt+jT

0 0

T
(A%, (1), ) dt—L M)t |} (At @) @ di

T T
J (g (B]Puy (), ) dt+J (0, (1), w)e dtzj (1), w)e d,
0 0 0 T

T T

| 20,000 di— | (a0, (0,000 di+ | (0. @l =

0 0 0
T

fo (g(t)7w)(p dta Vwe Vm7v 2 m.

Dai, integrando por partes a primeira integral da primeira e segunda equacgoes, respecti-

vamente, obtemos:

T T T
—J (u;m,w)(pfmj (Auy (1), Aw) dt—J (MU (B])) At (1), o) di+
nTO ‘ T OT
(g (B]°uy (), ) dt+J (0, (f), W) dtzj (1), w)ep dt,
JO 0 0
T T T
(ev(t),w)cp’dt—j (8, (1), Aw)e dt+J (1), ) p di =
JO 0 0
T
(g(t), w)edt, Vwe V,,v=m. (3.36)
JO

!/

Como v/, = u' em L®(0, T; [*(Q)) = <L1(0, T, L2(Q))) entao

T{“'v(% 1), d(z,t)) — (u', d), Vb € L0, T; L*(Q)).
Sendo (ul,, ) = J (ul,(t, x), d(z, 1)) dt, temos para ¢(z, t) = w(z)P() que:

0
T

Jo (us,(t, z), d(z, 1)) dt = Jo (v (2, 1), w(z)P(t) dt, Vw € L*(Q), V(1) € L'(0, T).
Segue entao que

T
J (o, (2. ), (@) (1) df — J (! (2, 1), w(@)(1) dt, Y € THQ), Vb € LM(0, T).
Emoparticular, ’

T
j (o, (2, 1), w(2)) @' (1) dt—>J (o (1, 2), (@) @'(1) d, (3.37)
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Vwe V, C HX(Q) C L*(Q), VY =¢9', @ €D(0,T)C L0, 7).
A convergeéncia (3.22) implica que
Auy = Auem L0, T: L*(Q)),
o que significa que:
(Auy (2, 1), bz, 1) — (Au(t), d(z, 1)), Vb € L'(0, T; L*(Q)),
ou seja,

JT(Auv(x, 1), d(z, 1) dt — JT(Au(x, ), d(z, 1) dt, Vo € L0, T L*(Q)).
Tomand(;), em particular, ¢(z,t) = Aow(x)(p(t), onde w € V,, C H3(Q) e @ € D(0,T),
resulta que

T

T
L (Auy (z, 1), Aw(z)) @(t) dt — L (Au(z, t), Aw(x))@(1) dt. (3.38)

Como convergir fracamente implica convergir fraco-x (Proposigao 1, Cap. 1) temos

por (3.33) que
M (B)]2)Auy = M{[[(§)]|)Au em L2(0, T; L(Q)))

Dai segue-se que

(Mt (8)]2) Aty (3, 8), (3, ) —> (M| (B])Au(8), bz, 8), Vb € L0, T: IX(Q)),
ou ainda

|, o180 0.0 j (MO Au(t), &(z, 1) dt, ¥ € I2(0, T I3(Q)).

Em particular, tomando d)(x t) = w(z)e(t), onde w € V,, C Hiy(Q) C L*(Q) e @ €
9(0, T) C L*(0, T) temos

JOT (M([Jun (D) Ay (1), w () @(8) dEt — LT (M([[u(8) ) Ault), w(2)) @(1) dt,  (3.39)

VweV,CH(Q) eV eeD(0,T).

Da hipdtese do Teorema 18 temos que: 0 < p < 5 se n > 3. Somando 2 em cada

membro dessa desigualdade tem-se 2 < p + 2 <

e pelo Teorema 13 parte (i) com

m=1¢e p=2 temos:

H(Q) < LPH2(Q),
2n

n—

pois, 1 < p+2<

e 2 < n. Para caso n=2 temos pela parte (ii) do Teorema 13 que:
Hy(Q) = Hy(Q) — L*(Q),
e para o caso n=1 temos pela parte (iii) do Teorema 13 que:
H(Q) — Q) — L*(Q).
Segue por (3.35) que:
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[y [Puy = [ulPu em Lo (Q) = L1 (0, T L1 (Q)),
ou ainda,

(luv Py, @) — (ulPu, d), Vb € LPF3(0, T; LPH?),

) , ) p+2
ois p + 2 é o conjugado de
pois p jug o+ 1

. Dai podemos escrever

T T
J (lun (D[P un (1), w(2)) () dt — J (lu(D)Pu(t), w(z)) (1) dt,
0 0

Yw € LPT2(Q), Yo € LPT(0, 7).
Como foi mostrado acima Ha(Q) <% LPT2(Q), entdo em particular temos:

T

T
L (1P (), w(2)) (1) ds — JO (u(0)°u(t), w()) (1) ds (3.40)

Yw € Hy(Q) C LPT*(Q), Yo € D(0, T) C L°*2(0, T).
Temos por (3.20) e pelo Teorema 4 (Alaoglu-Banach-Boubarki) que (0,,),, possui uma
subsequéncia (6 )+, tal que,
0, =0 em L®(0, 5 L*(Q)).
J4 temos o conhecimento que 0,, — 0 em L*(0, T Hy(Q)). Entao como L*(0, T Hy(Q)) —
L*(0, T; L*(Q)), segue que
0,, — 0 em L*(0, T L*(Q)),
o que implica
0,, — 0 em L®(0, T L*(Q)).
Sendo o limite da convergéncia fraca-* nico, segue que 0 = 0, daf
(04(8), & (z, 6)) —> (0(1), b(w, 1), Vb € L'(0, T: [2(Q)),

ou ainda podemos escrever,
T

T
| 80,0l 0) dt— | (010 0l 0) dt, v € L0, B Q).
Fazendo d)(xo, t) = w(z)P(t) temos qge:

T

T
L (0 (1), w(z)WP(t) dt — Jo (0(8), w(2)W(t) dt, Yw € L*(0, T), Y € L'(0, T).
Em paticular,

T

j (0,(0), w()'(1 dt—>j (0(1), w()) o’ (1) dt, (3.41)

0 0
Vw eV, C Hi(Q) C L*(0,T), Y =¢@’, @ € D(0,T) C L'(0, T).
Agora para ¢(z, 1) = Aw(z)@(t), onde w € H;(Q) obtemos:
T

L (03(1), Acw(2)) (1) di — L (0(1), Aw(x)) (1) di. (3.42)

Yw eV, C H(Q), Vo €D(0,T) C L'(0, 7).
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Finalmente tomando o limite v — oo em (3.36) e usando (3.37), (3.38), (3.39), (3.40),
(3.41) e (3.42) obtemos:

T T

(Au(t), Aw) g di — L (M| u(8))Au(t), w) e di+

(0(1), w)e dt:JO (f(t), w) @dt, (3.43)

— JOT(u’(t), w)e’ dt+ L :

JOT(m(tnpu(t),w)cp dt+L

T T

(0(t), Aw) e dt+J (u'(t), w)e dt =

0

— JT(G(t), w)e’ dt—J

0 0

T
J (g(t),w)pdt, Vwe V,, Vo € D(0,T).
0

Sendo V,, denso em H5(Q) entdo (3.43) vale para todo w € H:(Q). E, por integragio

por partes temos,

T d T T

(1), w)e dt+J (A%u(f), ) dt—] MBI (Au(t), ) di+
JO 0 0

(u(01°u(t), ) dt+J (8(1), w)e dt:J (D), w)o d, (3.44)
JO 0 0

rT d T T , B
I, Eﬁ(@(t),w)q) dt—L (AB(t), w)e dt—l—L (u'(t), w)e dt =

(g(D), w)e dt, ¥V w € HA(Q), Yo € D(0, T).

Como LP(0, T; X) com X espaco de Banach e 1 < p < oo, estd contido no espaco
D'(0, Ty X) das distribuigbes vetoriais (ver [12]), segue que as fungoes acima definem

uma distribui¢ao sobre (0,7). Assim, podemos afirmar
<%(U'(t),w) + (A%u(1), ) + M([Ju()D((u(t), w)) + (ulDIPu(t), w)+
©(0.w).0) — (D), @), @)oo, 110101 (3.45)

D/(0,T)x®(0,T)

d
(SoM0.w)+ (000, @) + ({1, @) 0) = ({6l @), @)ai0 mo0m,
D/(0,T)xD(0,T)
para toda . De modo equivalente,

d
dt
(6(1), w) = (f{1), w),

(6(2), w) + ((6(2), w)) + (u'(2), w) = (g(1), w), (3.46)

(u'(1), @) + (A%u(t), w) + M([lu(H)D ((u(t), w)) + (Jul?)]Pu(t), w)+

dt
para todo w € Hi(Q) no sentido de ®’(0, 7). Com isto conclui-se que o sistema (3.1)

possui solucao fraca {u(t),0(¢)} no sentido das distribuicoes.
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A seguir serd demonstrado que
' e L0, T- H2(Q)) e 8 € L*(0, T H(Q)).
Observando que
(' (1), w) = (u'(1), W) g2(a)x (), (Ault), W) = (A*u(t), W) g2 (0)x 12 (0)
(Ml 1) Au(0), @) = (M([|ul )N Au( ), ) y-2(02) i)
(lu(B)[Pul), ) = {[ulB)Pu(t), ) -2 0 ey (O, w) = (O(8), W) 200 ) ©
(fiw) = (1), w) g2 (0)xr2(0)

substituindo essas igualdades em (3.43) e pela integracao por partes, temos

T
—J (u'(t), W) g2 (q) <R (Q) P "dt =
0

- <A2 M8 ) Au(®) + [u(B)Pult) + 6(8 —fm,w> o dt,
H2(Q)xH2(Q)

0
Vwe Hg(Q), ou ainda
T
<—J u'(t)(p'dt,w> =
0 H2(Q)xH3(Q)

T
<J —(A%u(t) — M(|Ju(t) ) Au(t) + [u(B)|Pu(t) + 6(t) — (1)) ¢ dt,w> ,
0 H2(Q)xH3(Q)
Y we H(Q).
Logo temos
T T
—J u'(H) ! dt = J h(t)@ dt em H 2(Q), (3.47)
0 0
onde h(t) = —(A%u(t) — M(||u(t)|)Ault) + [u(t)[Pu(t) + 6(1) — f(1)).

Como v, h € L2(O, T: H2(Q)), pelo Teorema 11 segue que (3.47) é equivalente a
t
u'(t) = £+J h(s) ds,
0

sendo & uma constante. Portanto,
u"(t) = h(t) € L*(0, T: H %(Q)). (3.48)

Agora s6 resta mostrar que 8’ € L*(0, T: H '(Q)). A demonstracio é andloga ao caso
acima. De fato, como H3(Q) C Hy(Q), temos as seguintes igualdades

(0(2), w) = (6(1), W) 1 (a)xm (o), (AB(H), W) = (AB(E), W) y1(0)x ()

(u'(t), w) = (u'(1), w>H*1(Q)><H(1)(Q)a (g(t), w) = (g(1), w>H*1(Q)xH5(Q)-
Substituindo essas igualdades em (3.43) temos:

T

T
_J (0(8), w)g1(Q)xm )@ dt = _J ((=A0(1) +u/(1) = 9(1)), W) 11 3 sy ) @ s
0 0
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Vw e H(l), que ainda pode ser escrito como

T
<—J G(t)(p'dt,w> :<
0 HY(Q)xH}(Q)

Vw e H(l). Consequentemente,

JO (AG(t) — U/(t) + g(t))(P dt, w>H—1(Q)><H(1)(Q)

—JTe(t)@’dt:JTk(t)cp dtem H™'(Q), (3.49)

onde k(t) = AO(t) — u/(t) + g(1).
Visto que 0, k € L*(0, T: H ') e satifazem a condicdo (i) do Teorema 11, segue que a
igualdade acima ¢é equivalente a

t

0(t) = E,—i—J k(s) ds,
0
sendo & constante. Portanto,

0'(t) = k(t) € L*(0, T H1(Q)), (3.50)

como queriamos demonstrar.

3.3 Verificacao das Condicoes iniciais

Mostraremos que a solucgao (u, 0) satisfaz as condigoes iniciais.

i) u(0) = uo.

De (3.22) e (3.25) temos que u € L™(0, T5 H3(Q)) e w' € L0, T; L*(Q)). Logo pelo
Lema 2 temos que v € C*([0, T1; L*(Q)) e portanto faz sentido calcular u(0). Note que

Uy = wem L0, T; HA(Q)). Assim temos:
T T

||t bt dt— | (at) G i
Vwe Q) Ve L0, 7).
Como L*(Q) — H ?*(Q), tomando em particular w € L*(Q) e fazendo P = ¢’, onde
@ € C([0, TN ( @' € ([0, T1) c L*0, T)) com @(T) =0 e @(0) = 1, temos entdo
T

ngwwmwwmwﬁmeMWWMﬁ (3.51)

VweL*Q), Ve e (0, T]), com o(T) =0, ¢(0) =1.
Como, u/, = u' em L*(0, T; L*(Q)), segue que
T T
LMM@MWMWHLMMWMMMM
Vwe L*Q), Ve LY(0, 7).
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Em particular, para toda {p = ¢ € C'([0, 7)) C L'(0,T) com @(0) =1 e @(T) = 0,
obtemos

T

T
qummmwmw—%memmmwmw, (3.52)

Vwe L*Q), Ve e C(0,T), com ¢(T) =0, ¢(0) = 1.
Somando (3.51) e (3.52) obtemos
T T
Lmﬂmwumwmw+Lummwunmnw—+

[ (ult), w(x)) @’ () dt+ [o (w'(1), w(x)) (1) dt,
VweL*(Q), Ve e 0,1, com @(T) =0, ¢(0) =1.

Dai,
| gm0, wbnen) de— | (0. wix00) d
VweL*Q), Ve e (0, T]), com o(T) =0, ¢(0) =1.

Logo temos
(un (T), )@ (1) — (u(0), ) p(0) — (u( T), w)@(T) — (u(0), w)e(0), Yw € L*(Q),
donde,
(uy (0), w) — (u(0), w), Yw € L*(Q).

Assim,
Uy (0) — u(0) em L*(Q). (3.53)

Por outro lado, temos por (3.4) que uy(0) — uy em Hi(Q). Como Hi(Q) — L*(Q)

temos u(0) — uy em L*(Q), implicando que
Uy (0) = uy em L2(Q). (3.54)

De (3.53), (3.54) e da unicidade da convergeéncia fraca obtemos:

u(0) = wp.

ii)u’(0)=wu,

De (3.27) e (3.48), temos ' € L*(0, T; L*(Q)) e " € L*(0, T: H *(Q)). Logo u' €
C([0, T1; H%(Q)) de acordo com o Lema 2, portanto faz sentido calcular «/(0). Note que,
w! 5w em L*(0, T H2(Q)), ou seja:

JT<U§/U), w(z)) (1) dt — JT<U"(t), w(z)) (1) di,
' Ywe H(Q), vwoe L*(0, 7).
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Em particular,

T

JO (W (8), (@) p(1) dt —s J (w(4), () (8) db (3.55)

Ywe H(Q), Ve e CH[0,T) C L*(0,T), com @(T) =0, ¢(0) = 1.

Como u/, = ' em L*(0, T: L*(Q)), temos por (3.52) que
T T

) (us, (1), ()@’ (1) dt — L (u'(t), w(z)) @' (t) dt,
VweL*Q), Ve e (0,1, com @(T) =0, ¢(0) =1.

Em particular,

T

T
|| et et a— | wio,wl)er (3.56)

Vw e H(Q) C L*(Q), Ve € C'([0, T1), com ¢(T) =0, ¢(0) =1.
Somando (3.55) e (3.56) obtemos

(
|, oo der | o, wla)er
Vwe HQ)c L*Q), Yo e ([0, T]), com @(T) =0, @(0) = 1.

Donde . .
| . w)em) d— | 2 (o, wla)oln) i
0 0
Ve H(Q), Yo € 0, 71), com o(T) =0, o(0) = 1.
Logo,

(1w, (1), w()) @(T) — (1, (0), w(2))@(0) — (w/(T), w(x))o(T) — (u(0), w(x)) @(0),
Yw e H(Q).
Assim, como @(7T) =0 e ¢@(0) = 1, obtemos
(ul,(0), w(z)) — (u'(0), w(z)).
Dali,

ul (0) = u/(0), em H 2(Q). (3.57)

Mas por (3.5) temos u/,(0) — u; em L*(Q). Como L*(Q) — H *(Q) segue que

u! (0) — u; em H *(Q), donde
ul (0) — u; em H2(Q). (3.58)

Logo de (3.57), (3.58) e pela unicidade do limite fraco, temos que
u'(0) = .
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iii) 0(0) = 0,
De (3.25) e (3.50) temos que 0 € L*(0, T: Hy(Q)) e 6’ € L*(0, T: H '(Q)). Portanto
faz sentido entéao calc;ﬂar 0(0). Note que como GT(, 50" em L*(0, T H ') temos que
| w0t a— [ o, ww
’ VweHg(Q),vwoe L*(0, 7).

Em particular, para ‘4"01([ ) = @ tem-se

0,7

T

T
| ouin.wlnettar— | @' wl@)e( d (3.59)

Ywe H(Q),V e C(0,7) c L*(0, T), com @(T) =0, @(0) = 1.

Como convergéncia fraca implica convergéncia fraca-x, temos que 8, — 0 em L*(0, T H*(Q));
dai segue

T T

| st0. @ a—s [ ot wlw d
0 0
YweH'Q), Ve L0, 7).
Em particular,
T

| @0t it — | oo, wiae'tn a (3.60)

Ywe Hy(Q)c HHQ), VY eec (0,7 C L*0, T), com @(T) =0, @(0) = 1.

Somando (3.59) e (3.60) obtemos
T T

qumwmmmw+wammmwmmwﬁ

T
L@%Mﬂﬂ@mﬁ+me&MWMﬂ%
Vwe H(Q),V e e C'([0,T]), com @(T) =0, ¢(0) =1.
Donde

Td Td
[ S0, o) ar— | (@00, wlhot0) a
0 0
Ywe H(Q),Y e 0, 1]), com @(T) =0, @(0) =1.

Logo,

(05 (T), w(2)o(T) — (6+(0), w(2))9(0) — (B(T), w(x))9(T) — (8(0), w())9(0),
Yw € Hy(Q).
Sendo @(T) =0e @(0) =1, temos

(65(0), w(x))@(0) — (6(0), w(x))@(0), Yw € Hy(Q).

Dali,

0,(0) — 0(0) em H '(Q). (3.61)
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Por outro lado, temos por (3.6) que 8(0) — 0y em L*(Q). Como L*(Q) — H '(Q),

temos 0(0) — 8y em H '(Q). Portanto segue-se que
0(0) — 8y em H '(Q). (3.62)

De (3.61), (3.62) e pela unicidade do limite fraco temos

3.4 Unicidade das solugoes

Para a prova da unicidade, nés acrescentamos a hipétese de
M ser uma funcao de derivada limitada e M(A) > 0,VA € R.
Sejam [u, 0] e [u, 0] duas solucdes de (3.1) nas condigdes do Teorema 18. Considere

A

w=u—uev=0—0. Entao [w, v] satisfazem:

Lt )+ (8% 2) + M(J Vul2da)((u, 2)) — M(J IV ul2da) (i, 2)) +
Q

dt Q
M(J IVul? dz)((@, 2)) — M(J IVl dz) (@, 2) + (luPu—1ul°a, 2) + (v, 2) =0,
Q Q
%(v, 2) 4+ ((v,2)) + (v, 2) = 0.
Ou ainda:
i(w’, 2) + (A2w, 2) + M(J \Vul? dz) (Vw, Vz) + (JuPu— 9P, 2)
+(v, 2) = M(J \Vu?dz)(Via, Vz) — M(J IVul?dz)(Vi, Vz), (3.63)

Q Q
%(v, 2) + (Vo,V2) + (v, 2) = 0. (3.64)

Fazendo z= w' em (3.63) e z= v em (3.64) respectivamente, obtemos

d
Et(w/’ w') + (A%w, w') + M(J V) da) (Vao, V') + (Ju(t)]®u— [P @, w')+
Q

(v,w') = M(L) \Vul2de)(Vi, Vu') — M(JQ \Vul*dz) (Vi, V'),

d
E(v, v) + (Vo, Vo) + (w',v) = 0.

De onde obtemos:

1 1
d%(|w’|2 + §|Aw|2> + M (JQ !Vu|2dx) 5%”21}”2 + JQ(Iu(thu— |9 ° ) w' do+

(v, w') = M(JQ |V dr) (Vi, V') — M(JQ \Vuldz) (Vi, V'), (3.65)



Capitulo 3. Problema Misto para um Sistema Termo-elastico. 47

d
Etw +[vll* + (v, v) = 0, (3.66)

no sentido de ®'(0,7). Adicionando (3.65) com (3.66) temos
d 1 1 d
= (!w'|2 + v + §|Aw|2> + EM(JQ |Vu|2dx)zt”w||2 + |02

= J (%P0 — |ulPu)w'dz — 2(w', v) + M(J Vi dz) (Via, V') (3.67)
Q Q

—M(J \Vul*dz) (Vi, V'),

Q

A seguir, iremos estimar cada termo do lado direito de (3.67). Usando o fato que
sup(a, b) < (a+ b) temos que o primeiro termo se estima como segue:

H (18° % — |ul®v)w' dz SJ !’ZL!‘)@—IUI"UHw’\d$<J
Q Q

o
sup(|#®, [ul®)|wl |w'|de < | (18 + |ul®)]w] [w'|d.
o t Q
Agora usando a Desigualdade de Holder Generalizada com %1 + % + % =1, temos:

J (1id® + 1)l o' dz < (|| d®
Q

sup(4°, [ul®)|t — ul |w'| dz =
t

@) F [HulPll o)) 1wl ooy w2 )

Obs. 4. A partir de agora, para ndao carregar o texto com muitas constantes, repre-

sentaremos todas elas por C.

Pela hipdtese do Teorema 18 temos que 0 < p < ﬁ para n > 3, e, como foi dito

1

anteriormente: * =1 -1 —n=2 - o 21> 5, 5 (. Logo pelo teorema de imersio
q n 2n n—2

1
2
(Teorema ?7 parte (i)) temos
H(Q) — H'(Q) — LY(Q).
Temos entao que :
J (1a° % — ulPu)w'| < CUall® + [lul]®) | w]| [w].
Q

Como u, & € L®(0,T; H3(Q)), podemos escrever:

H (il — |l w)
Q

< O] |w'. (3.68)
O segundo termo estima-se pela Desigualdade de Schwartz:
2|(v, w)| < 2Jof [w']. (3.69)

Vamos agora estimar os dois tiltimos termos de (3.67). Sendo M € C', pelo Teorema

do Valor Médio de Lagrange e pela Desiguladade de Schawrz temos

’M(J |va|2d:c) —M(J V)| (Vi, Vo) < [ME) | Vil — V| (=AY [/,
Q Q
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onde & esta entre V2 ¢ [Vu2. Como M€ C', temos que |M'(£)| é limitado. Dai,

‘M(J IVQIQd:E)—M(J Vuf*dz) | IV, V') < C| Vil + [Vl | | Vil — [Vl | [(=A) il [w].
(o] Q

Como @, u € L™(0,T; H3(Q)) temos que | IVl + [Vl ‘ e |[(—A)% sao limitados por uma
constante C' . E, usando a desigualdade, | l2] — |y ‘ < |z — 9|, podemos estimar:
|Vl =Vl | < [V(i—u)| = Vul < Cllul.
Assim,

‘M(J IV dz) — M(J \Vul*dr)| (|Va, Vu') < Clw'| ||w. (3.70)
Q Q

Substituindo (3.68), (3.69), (3.70) em (3.21) e notando que

M(J IVulzdzt)—IVwI2 jt (M(JQ IVulzdx)IVwP) — [%l\/l(Ll |Vu|2dx)] IV w?,

obtemos:
dooo 2 1 2 d 2 2 d 2 2 2
—{|w'|* + [v* + Z|Awl*} + — | M(| |Vul*de)|Vw]® | — | =M(| |Vu°dz)| [Vuwl®+ [|v]]* <
dt 2 dt a dt Jo

Cllw|| [w'] 4 2| |w'| + Cl|w'|| || w]]-
Usando a desigualdade elementar "2|a||b] < |a/?> + |b]*”, Va, b € R e passando um dos

termos do primeiro membro para o segundo, obtemos:
d 1
AP+ 1ol + SlAuf? + M (JQ |W|2dx> Vul®} + (o] <
1 1 d
C’§{||w\|2 + w2+ o 4 ')+ C§{|w’|2 + [|w]|?} + ’@M (J IVulzdx) ’IV@UIQ.
Q
Somando e majorando os escalares por C temos o seguinte:

d 1
E{|w'|2 + | + Z|Awf* + M(J |Vu|2dx> IVul*} + ||
t 2 o

< |u? + Cw'* + Of|w|* + IV w2

d 2
EtM(L2 |V ul* dx)

d
Como ja foi dito, M € C" logo ’— ([ IVul*dz) ’ < C segue entao

d
SR 1 D 1 ([ 19ude) 19} + ol
Q
< P 4+ Qu'? + Cllw|]* < o + [w')? + ||w]|*}.

Como ||w|| < ClAu| segue entao que

d 1
Ef{‘w/P + [ + §!Aw!2 +M (JQ IVulzdx> !Vw!Q} + ||v|? (3.71)

< o + [w']? + |Auwl?).
Integrando (3.71) de 0 a t < T, usando o fato de M(A) > 0 e lembrando que como w = u—1u

e v=0— 0, obviamente temos w(O) v(0) =0, dai

WP+ 0 + 800 + [ [ ds < o/ (OF + (AP + Flau(a+
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t t
M (J IV u)? da:) IV wl? +J |v(s)||* ds < CJ {lo(s)]2 + |0’ (s)* + |Aw(s)|*} ds.
o 0 0
Segue-se que,

' ()] + [o(D) + 1Aw() < 21w’ ()17 + 20D + [Aw(?)]* + 2J [o(s)]|* ds <
0

20[ QulF + /9 + u P
ou ainda, ’ t
W ()] + () + |Aw()]* < CJ {lu(s)P + |’ (s)* + [Aw(s)[*)} ds.
Pelo Lema de Gronwall segue da desigulada(()ie acima que:
|w' (8)] + [o(B)* + |Aw(t)]* <0,
pelo Corolério 5 temos que v(t) = w(t) = 0 V¢ € [0, T]. Portanto u(t) = a(t) e 8(1) = 6(1),

concluindo a prova da unicidade do sistema Termo-elastico.
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