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Resumo

Neste trabalho consideramos um método incremental relativamente novo para proble-
mas de otimizagao convexa em larga escala: método proximal-subgradiente incremental
(Bertsekas, 2010). Visando uma melhor compreensao deste método, fazemos uma breve
abordagem sobre os métodos subgradiente incremental e proximal incremental (Wajs e
Bertsekas, 2003) e provamos uma relagao entre suas iteragoes, conseguindo também uma
estimativa 1til para a analise de convergéncia do método em questao. Para esta analise
consideramos o método sob a ordem ciclica, usando algumas hipoteses e a nocao de quase-
Fejér convergéncia obtemos uma estimativa do nimero de iteracoes necessarias para se

obter certo nivel de otimalidade e em que condigoes essa convergéencia se torna exata.

Palavras-chave

Otimizacao convexa, Métodos Incrementais, Método Proximal-Subgradiente Incremental.
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Abstract

In this work we consider a relatively new incremental method for large-scale convex opti-
mization problems: incremental proximal-subgradient method (Bertsekas, 2010). Aiming
at a better understanding of this method, we make a brief approach to the incremental
proximal and incremental subgradient methods (Wajs and Bertsekas, 2003) and prove
a relation between their iterations, also obtaining a useful estimate for the convergence
analysis of the method in question. For this analysis we consider the method under the
cyclic order, using some hypotheses and the notion of quase-Fejér convergence we obtain
an estimate of the number of iterations necessary to have a certain level of optimality and

what conditions this convergence becomes accurate.

Keywords

Convex optimization, incremental methods, incremental proximal-subgradient method.
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Introducao

Neste trabalho, a nossa atencao estd concentrada em alguns métodos voltados para o

seguinte problema de minimizagao

m

iny f 1
min 2 (x) (1)

onde f; : R™ - RU{+o0}, 1 =1, ..., m, sao fun¢oes convexas, C é um conjunto fechado,
convexo e nao vazio. Quando m, o nimero das fun¢oes componentes, é grande ha um
interesse em métodos incrementais, isto é, que usam somente uma funcao componente a
cada iteragdo. Problemas como em (1) surgem em muitos contextos: Problemas dual,
aprendizado de maquina (regularizacado dos minimos quadrados), o Problema de Fermat-
Weber em teoria da localizacao, estimativa de maxima verossimilhanca, para mais detalhes
ver [9], [26], [29]. Abaixo, temos a explanagao de alguns desses problemas, que sao

interessantes a nossa abordagem.

1. Regularizacao dos Minimos Quadrados

Em muitos problemas de inferéncia estatistica, aprendizado mecéanico e sinal de
processamento envolvem a minimizacao da soma de funcoes componentes f;(x), que
corresponde a erros entre dados e a saida de um modelo que é parametrizado por um
vetor x. Um exemplo seria o problema dos minimos quadrados, onde f; é quadratico.
Normalmente uma funcao de regularizacao convexa R(x) é adicionada aos minimos
quadrados objetivo, para induzir algumas propriedades desejaveis na solucao. E assim o
nosso problema é da seguinte forma

min R(x) +
x€ER™

N | —

D ({e,x) —d)?

onde c¢; e d; sao vetores e escalares, respectivamente. R(x) pode ter uma forma
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diferencidvel (quadrética) como no exemplo abaixo:

R(x) = ¥ |x|

Onde vy é um escalar positivo. Mas, para que possamos usar os métodos incrementais,
possuir esta forma nao é fundamental. O mais importante é que R tenha uma forma
simples tal qual facilite o uso de algoritmos proximais. Por exemplo, R poderia ter uma
forma separavel, de forma que a iteracao proximal aplicada em R seja simplificada
através de uma decomposicao. Um exemplo é no problema de {; - regularizagao, onde R

é da seguinte forma
n
RO =Vl =v Y bol.
j=1
v é um escalar positivo e X) ¢ a j-ésima coordenada de x. Para mais detalhes veja [5].

2. Problema de Weber em Teoria da Localizagao

Queremos encontrar um ponto x no plano, cuja a soma das distancia ponderadas de um
dado conjunto de pontos Yy, ...,y € minimizada. O nosso problema tem a seguinte

forma

min f(x) = ZWiHX —Yil|,
i=1

xERM™

onde wy, ..., Wy, sao escalares positivos dados. Para mais detalhes a respeito deste

problema, ver [29].

3. Problema de Viabilidade
Considere a seguinte generalizacao do problema de viabilidade

min f(x),

onde f; : R™ — R é uma funcao convexa e Ci, onde i =1, ..., m, s@o conjuntos convexos
fechados. O problema acima pode ser convertido em um outro problema, tal que envolva
uma soma de fungoes componentes. E dessa maneira, se temos f Lipschitz continua e y

suficientemente grande, o problema acima pode ser dado da seguinte forma

m
min f(x) +vy Z dist(x; Cy).

xXER™ ‘
i=1

onde y > 0 é uma parametro de penalidade, veja [5].
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Podemos ver na literatura, a utilizacao do método do subgradiente e do método pro-
ximal, em suas versoes incrementais, para problemas como (1). Neste trabalho, aborda-
remos um método que consiste na combinagao dos métodos incrementais citados acima,
conhecido como método proximal-subgradiente incremental e visando a compreencao deste
método, organizaremos esta dissertacao da seguinte forma, no Capitulo 1, apresentamos
algumas defini¢oes e resultados de Analise no R™ e Otimizagdo que serao utilizadas no
decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2, faremos uma breve abordagem sobre os métodos do subgradiente (gradi-
ente) e proximal incremental, vendo como operam seus respectivos algoritmos e usando
algumas propriedades conseguiremos uma relacao entre suas iteracoes e um resultado que
serd usado no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, usando alguns resultados do capitulo anterior, faremos uma anéalise de
convergencia do método sob a ordem ciclica. Dessa forma, sob certas condigoes, obtere-
remos uma estimatima do nimero de iteragoes necessarias para obter um certo grau de
otimalidade, e que em que condigoes essa convergéncia se torna exata.

Finalizando, apresentaremos as conclusoes finais e as referéncias bibliograficas



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados necessarios para o desenvol-
vimento dos demais capitulos, que podem ser encontrados, por exemplo, em [1], [2], [7],

[8], [10], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [21], [27], [28].

1.1 Definicoes e Alguns Resultados de Analise

Defini¢ao 1. A norma (euclidiana) de um vetor x = (X1, X2, ..., Xn) € R™ €, por defini¢do,

o numero real ||x||, dado por

Il = /By = y/xE 4 e

A distancia (euclidiana) entre x,y € R™, d(x,y), é definida por

d(x,y) =[x —yll.

Considerando-se em R™ um sistema cartesiano de coordenadas, tem-se que geometrica-
mente, a distancia entre dois pontos corresponde ao comprimento do segmento de reta que
os une. Em particular, para todo x € R™, [|x|| = d(x,0) é o comprimento do segmento
cujos extremos sao a origem e o ponto x. Dados x,y € R™ e A € R, verificam-se as

seguintes propriedades:
L Il = 0ellxl][ =0« x = 0;
2. [ = [AIlll;

3. Il +yll < [l + Tyl
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Teorema 1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados x,y € R™, tem-se

106y < Iyl
valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € mailtiplo do outro.

Demonstracdo: O resultado é imediato para x = 0 ou y = 0. Supondo-se, entdo, x,y # 0,
definimos a fungao f(t) = (x—ty, x—ty), t € R. Note que f é ndo negativa e que f possui um zero
se, e somente se, x é miltiplo de y. Além disso, f(t) = (x —ty,x —ty) = [lyl[*t> —2(x, y)t +xI?,
isto é, f é uma funcao quadratica nao negativa de t. Logo, seu discriminante deve ser nao
positivo e portanto,

4(x,y)% — 4IxIPllyl* < 0,

em que vale a igualdade se, e somente se, f possui um unico zero. o

Agora veremos algumas propriedades e defini¢oes a respeito de supremo e infimo que

serao uteis nos proximos capitulos.

Definicao 2. Seja X C R um subconjunto limitado superiormente. Um elemento b € R

¢ dito supremo de X se satisfaz as sequintes condicoes:
S1. Para todo x € X, tem-se x < b;
S2. Dado c <b em R existe x € X tal que ¢ < x.

Analogamente, um elemento a € R chama-se infimo de um conjunto Y C R, limitado

inferiormente, quando a satisfaz as condi¢oes sequintes:
I1. Para todoy €Y, tem-se a < y;
I2. Dadoc € R com a<c, existey € Y tal quey < c.

O supremo e infimo, quando existem sao unicos e serao indicados, respectivamente por:

b=supX ea=infY.

Definigao 3. Seja (xn) uma sequéncia limitada de nimeros reais, digamos com & <
Xn < B para todo n € N. Escrevamos X, = {Xn, Xn41,...}. Temos [, Bl D X; D Xy D

.. D X D ... Logo, pondo a,, =inf X, e b, =sup X,,, vem

oc<a1<a2<...<an<...<bn<...<b2<b1<[3.
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Existem, portanto, os limites
a = lim a, = sup a, = supinf X,,,
n
b = limb,, =infb,, = infsup X,,.
n

Escrevemos a = liminf x,,, b = limsup x,,, diremos que a € o limite inferior e que b € o

limite superior da sequéncia (xn). Tem-se evidentemente
liminf x,, < limsupx,.

Teorema 2. (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstragao: Ver [ 17 ], pdg. 17. o

1.2 Definicoes e Alguns Resultados de Otimizacao

Dados C C R™ e uma funcgao f : R™ — R U{+o00}, o problema de minimizar f em C é

escrito como

{(réig f(x). (1.1)

O conjunto C é chamado conjunto viavel do problema, os pontos de C sao chamados de
pontos viaveis e f é chamada func¢ao objetivo. Quando C # R™ dizemos que (1.1) é um

problema restrito e quando C = R™ dizemos que o problema é irretrito.
Definigao 4. Dizemos que vV € [—o0,+00) definido por
v = inf f(x)
xeC
¢ o valor étimo de (1.1).

Defini¢ao 5. Considere ainda o problema (1.1). Dizemos que um ponto X €

a) Minimizador global de f sobre C, se

x € Cndom(f) e f(x)= igg f(x);

b) Minimizador local de f sobre C, se x € CNdom(f) e existe uma vizinhan¢a V de X

tal que

f(x) <f(x), VxeCnV.
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Definigao 6. O dominio efetivo de uma fungao f : R™ — RU{+o00}, denotado por dom(f),

€ o conjunto dado por dom(f) = {x € R™; f(x) < 4+o0}.
Definigao 7. Uma funcdo f: R™ — R U {400} € prépria quando dom(f) # (.

Definigao 8. Se dom(f) # 0, entao o conjunto dos seus minimizadores globais € dado
por

argmin f = { x € R™ f(x) = inff(x)}.
X
Exemplo 1. Considere a sequinte func¢ao

—In(x), se x>0,
f(x) =

400, se x<0.

Claramente, f : R™ — R U {400} € uma func¢dao propria.

A seguir, veremos as defini¢coes e proposicoes de sequéncias Fejér e quase-Fejér con-
vergente, muito relevantes para a obtencao de alguns resultados nos capitulos posterio-
res. Sendo um destes, relacionados com a andlise de convergéncia do método Proximal-

Subgradiente incremental.

Defini¢ao 9. Uma sequéncia {xi,} C R™ € dita ser Fejér convergente a um conjunto nao

vazio U C R™ se para cada w € U e para todo k = 0 vale
icr —ufl? < e —ulf*.

Definicao 10. Uma sequéncia {xx} C R™ € quase-Fejér convergente ao conjunto nao

vazio U C R™ se para cada w € U existe uma sequéncia {€x} C R, com €, > 0, tal que

o0
Z €x < 00 e para todo kK = 0 wvale
k=0

[Peicer —ufl* < e —uff* + ex.
Proposig¢ao 1. Se {xi} C R™ ¢ quase-Fejér convergente ao conjunto nao vazio U C R™
entao {xx} € limitada. E mais, se existir algum ponto de acumula¢do X de Xy tal que

x € U, entdo limxy, = X.

Demonstracao: Seja u € U. Pela Definicdo 10 temos que

k—1 00
e —wl® < fxo—ull? + Y &5 <llxo—ul>+ Y ej.
j=0 j=0
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Assim temos que {xx} € limitada. Agora, consideremos X € U um ponto de acumulacdo de {xy}

ed>0. Seja{xy,} uma subsequéncia de {xi}, tal que limxy, =X. Pela mesma Defini¢do, existe

o0
5 .
ko tal que Zk €5 < 3 e existe k1 = ko tal que
)=Ko

o
X, —%1* < 5 para todo k > k.

FEntao para todo k > ki wvale

k—1 [e%9)
_ _ _ 5 b
i = %I7 <l = %12+ D € <l = %P+ D €5 < gtg=2?
j=ki j=ki

Dessa forma, temos que limxy = X. o

Claramente podemos ver que proposicao acima é valida para o caso onde {xy} é Fejér

convergente ao conjunto U, basta considerar €, = 0.

Definicao 11. Um conjunto C C R™ é chamado conjunto convexo se para quaisquer

x,y € Ceacl0,1], tem-se ax+ (1 — )y € C.

Exemplo 2. O conjunto vazio, o espaco R™ e o conjunto que contém um ponto so, sao

trivialmente convexos.

Exemplo 3. Uma bola em R™, isto €, um conjunto {x € R™ tal que ||x]| < ¢}, onde ¢ €

R, também é um conjunto convexo.

Defini¢ao 12. a) Uma combinagdo afim de elementos X1, ...,xx € R™ é um elemento
k k

da forma E xiXi, onde os coeficientes satisfazem E o = 1.

i=1 i=1

b) Uma variedade afim em R™ € um conjunto contendo todas suas combinagoes afins.

c) Seja S C R™ um conjunto nao vazio. O fecho afim de S é denotado por aff (S) é
a variedade afim gerada por S, isto €, a intersecao de todas as variedades afins que

contem S.

Definicao 13. Seja C C R™ um conjunto convexo. O interior relativo de C, denotado
por Ti(C) € o interior de C com relagdo a topologia relativa do fecho afim de S, isto €,

x € 1i(C) se, e somente se, x € aff(C) e existe & > 0 tal que aff(C) N B(x,8) C C.

Definigao 14. Sejam C C R™ um conjuto convero e x € C. O cone normal (cone de

dire¢oes normais), no ponto X em rela¢ao ao conjunto C € dado por

Ne(®) ={d e R" | (d,x—%) <0,V x € C}.
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Observagao 1. Se x € int C, entdo N¢(x) = 0.
Com efeito, veja que se X € int C, entdo existe & > 0 tal que, B(X,0) C R™ e pela

definicao de cone isto so € possivel se d = 0.
Observagao 2. Se C = R" entao N¢c(x) =0, V x € R™.

Definig¢ao 15. Seja C C R™ um conjunto convexo, diz-se que a funcdao f: R™ — RU{+oo}

propria, € convexa em C quando para quaisquer x,y € C e & € (0, 1), tem-se
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — &)f(y),

e a funcao f € dita estritamente convexa em C, quando a desigualdade acima € estrita
para todos x #y, com x,y € dom(f). A funcdo diz-se fortemente convera em C, com

mddulo y > 0, quando para quaisquer x,y € C e &« € (0,1), tem-se
flox + (1 — a)y) < f(x) + (1 — ) f(y) =y (1 — o) [[x —y]*.

Claramente vemos que uma funcao fortemente convexa em C é estritamente convexa

em C, e uma estritamente convexa em C é convexa em C.

Exemplo 4. A funcdo f: C — R, onde C C R™, dada por f(x) = ||[x—x¢l|?, para x, € R™

¢ fortemente conveza.

Exemplo 5. A funcio f: R — R, dada por f(x) = e* ¢é estritamente convera (mas ndo

¢ fortemente convezxa).

Exemplo 6. A funcio f: R — R, dada por f(x) = x € convexa (mas ndo é estritamente

convera,).

Teorema 3. Sejam C C R™ um conjunto convexo e f : R™ — R U {400} uma funcdao
convexa e propria, entao um minimo local de f sobre C é também um minimo global. E

mais, se f € estritamente convexa, entdo exriste no mdximo um minimo global de f sobre
C.
Demonstragao: Ver [6], pdgina 87. o

Teorema 4. Seja f : R — R U {400} uma fung¢ao convexa. Entdo f € relativamente
continua em qualquer conjunto C relativamente aberto e convexo em dom(f), em parti-

cular em ri(dom(f)).

Demonstragao: Ver [21], pdgina 82. o
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Definigao 16. Seja f: R™ — R U{+o0}, prdpria e C C R™. Dizemos que f é Lipschitz

continua sobre C se C C dom(f) e existe uma constante L > 0 tal que
() =ty < Lx—yll, ¥vxyeC

Teorema 5. Seja f : C — R U{+oo} uma funcdao propria e convexa em C qualquer

subconjunto compacto em ri(dom(f), entao f é Lispchitz-continua em C.

Demonstragdao: Ver [21], pdgina 86. o

Proposigao 2. Seja C C R™ um conjunto convezxo. Se f: R™ — RU{+o0} € uma fung¢dio
convexa em C e h: R™ — RU{+o00} € fortemente convexa em C, entdo f+h € fortemente
conveza em C.

Demonstragao: Sejam x,y € C, entdo

flox + (1 — a)y) < of(x) + (1 — ) f(y), se x € [0,1]

hlox + (1 — a)y) < ath(x) + (1 — x)h(y) —ya (1 — o) |x —y||?, se x €[0,1],
entao temos
(f+h)(oex+ (1 —a)y) = flox+ (1 —a)y)+hlax+ (1 —x)y)
< af(x) + (1 — a)f(y) + ah(x) + (1 — a)h(y) — vy (1 — &) [[x —y]?
= alf +h)(x)+ (1 — o) (f+h)(y) —ya(l— o) [x—y]*.
Logo, f+h € fortemente conveza em C. o

Definigao 17. Dizemos que a fungao f: R™ — R U{+oo} € semi-continua inferiormente
no ponto x € dom(f), quando para qualquer sequéncia {xy.} C dom(f) tal que {xy} —

x (k — 00), tem-se
lim inf f(xi) = f(x). (1.2)

Observagao 3. Nas mesmas condi¢oes acima, dizemos que f é fechada quando a desi-

gualdade (1.2) é vdlida para todo x € R™.

Definicao 18. Seja f: R™ — RU{+o0} uma func¢do convexa. Dizemos quey € R™ € um

subgradiente de f no ponto x € dom(f) se
f(z) > f(x) + (y,z—x), VzeR™

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado subdiferencial de f em x e sua

notacdo € dada por 0f(x). Se f nao € finito em x, entao definimos 0f(x) = ().
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Teorema 6. Seja f: R™ — R U {400} uma funcdao convexa e propria. Entdo para todo
x € int(dom(f)), o conjunto 0f(x) € convexo, compacto e ndao vazio.

Demonstragao: Ver [21], pdgina 217. o

Teorema 7. Sejam f; : R — RU{+o0},i = 1,...,m fungdes convexas, prdprias e

assuma que F =fy + ... + f. € propria. Entao temos que:

a) OF(x) D Of1(x) + ... + 0f i (x), Vx € R™.

b) Se m ri(dom (f;)) # 0 temos que
k=1
oF(x) = ofy(x) + ... + of  (x), Vx € R™.
Demonstragao: Ver [21], pdagina 223. o

Definigao 19. Para f : R™ — R U{+o00}, 0 epigrafo de f é o conjunto dado por
Er ={(x,0) e R" x R| f(x) < «}.

Teorema 8. Seja f : R™ — R U {+o0}, entdao f € fechada no R™ se, e somente se, o
epigrafo B¢ € fechado em R™ x R.
Demonstragao: Ver [28], pagina 9. o

Teorema 9. Seja f : R™ — R U {400}, entdo f é convexa no R™ se, e somente se, o

epigrafo B¢ € um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstragao: Ver [28], pagina 40. o
f f
Ey Ey
f nido é convexa f é convexa
D ]

Figura 1.1: Convexidade da funcao f < convexidade do epigrafo de f.
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Definigao 20. Dado um subconjunto ndao vazio S C R™, a funcdo Is : R™ — R U {+o0}
definida por
0, se xe€8,
+o00 se x ¢S
¢ chamada funcao indicadora de S. Se S é um conjunto convexo, fechado e nao vazio

entdo Is € uma funcao convexa, fechada e propria.

Observagao 4. Sejam f: R™ — R U {400} uma fun¢io convexa e C C R™ um conjunto

ndo vazio e convero. Se dom(f) N C # () entao ¢ : R™ — R U{+o0}, definida por

o f(x), se xeC,
' +o0o se x¢C

€ uma funcao convexa e propria. Observe também que ¢ = f + Ic. Assim, resolver o

problema
min f(x)
xeC
¢ equivalente a resolver
min ¢(x).
xERM

Na seguinte proposicao observamos uma relagao entre o operador normalizador e a

funcao indicadora de um conjunto.

Proposicao 3. O operador normalizador do conjunto S C R™ (Ns(x)) € definido por
Ns(x) = 0Is(x), V x € R™.

Demonstragao: Sejay € 0ls(x), entao:
a) Sex &S temos que Is(x) = 400 entdo, pela definicao de subgradiente teriamos que
Is(z) > 400, Vz e R™,

o que é um absurdo, pois paray € S teriamos: 0 = +oo. Logo 9ls(x) = ().

b) Sex €S entao, temos que Is(x) =0, dai
Is(z) 2 (y,z—x), VzeR™

Assim, temos dois casos:
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i) Sez ¢S entdo, (y,z—x) < +00.
it) Sez € S entao, (y,z—x) <0

Dessa forma, temos que:

fyeRY(y,z—x) <0, VzeS}, se x€S§,
0, se x¢&S.

dls(x) =

E pela definicao de subgradiente e normalizador, temos que o resultado € verdadeiro. o

Teorema 10. (Condi¢do de otimalidade para minimizac¢do convexa num con-
junto convexo) Sejam f: R™ — R U {+o0} uma funcao conveza, prdpria e fechada, e
C € R™ um conjunto convexo, ndo vazio e fechado. Assuma que ri(C) Nri(dom(f)) # 0.

Entao x € R™ € um minimizador de f em C se, e somente se,
Jy € of(x) tal que (y,x —%x) >0, Vx € C,
ou, equivalentemente,
0 € of(x) + Nc(x). (1.3)
Em particular, X € um minimizador de f no R™ se, e somente se,
0 € of(x).
Demonstragao: Ver [1], pdgina 120. o

Observacao 5. Veja ainda que com a definicao e propriedades de funcdo indicadora,
(1.8) € equivalente a
0€0(f+Ic) (x).

1.2.1 Operador Projecao

Uma projecao do ponto x € R™ sobre um conjunto nao vazio C C R™ é o ponto de C que
estd mais préximo de x (a distancia aqui considerada é proveniente da norma euclidiana).

Assim temos que, a projecao de x sobre C é uma solucao (global) do problema
i —X||.
min [y — x|

E ainda, quando C é fechado esta projecao existe para qualquer x € R™. O teorema a
seguir nos garante a unicidade da projecao (sob algumas condigoes) e o subsequente nos

dara uma propriedade que sera usada no Capitulo 3.
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Teorema 11. (Teorema da projecao) Seja C € R™ um conjunto convezxo, fechado e
nao vazio. Entao para todo x € R™, a projecdo de x sobre C, denotada por Pc(x), existe

e € unica. Além disso, X = Pc(x) se, e somente se,
xeC, (x—%xy—x)<0,VyeC, (1.4)

ou, equivalentemente,
%€ C, x—%€ Nc(x).
Demonstragao: Ver [13], pagina 9. o

Observacgao 6. Veja que se C = R"™, entdo Pc(x) =%, Vx € R"™,

Teorema 12. (O operador proje¢do é Lipschitz) Seja C C R™ um conjunto convexo,

fechado e nao vazio. Entao para x,y € R™ quaisquer, temos:

IPc(x) = Pe(y)ll < [x =yl

Demonstragao: Temos que Pc(x) € C e Pc(y) € C e usando (1.4) para x ey, respectivamente,

temos

(x —=Pc(x),Pc(y) —Pc(x)) <0,
(y—"Pcl(y),Pc(x) =Pcly)) <0.

Somando as desigualdades acima obtemos

0 > (y—Pcly) —x+Pc(x),Pc(x) —Pcly))

= [[Pc(x) = Pc)]* + (y — x, Pc(x) — Pc(y)),

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressio acima temos

IPc(x) =PcWlllx—yll > (x—y,Pc(x)—Pcly))

> |[Pc(x) —Pc)*.

Se Pc(x) = Pcly) o resultado € claro. Caso contrdrio, divimos os dois lados da desigualdade

acima por ||Pc(x) —Pc(y)|| e obtemos a desigualdade desejada. o
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1.2.2 Operador Proximal

O operador proximal é o elemento chave nos algoritmos de otimizacao convexa, por exem-
plo, calcular o operador proximal de uma funcao é a operacao base do método proximal.

A seguir veremos algumas propriedades deste operador.

Defini¢ao 21. Seja f : R™ — R U{+o00}. Dado um pardametro positivo &, o operador

prozimal de uma funcao f em um ponto w € R™ € definido por

1
prox¢(u) := arg min (f(x) + %‘Hx — u||2)

x€eR"

Observagao 7. Para f : R™ — R U {400} propria, fechada e convexa e u,p € R™ temos
que

p = prox¢(u) se, e somente se uw—p € of(p).
Com efeito, veja que pela definicdio acima e pelo Teorema 10 temos que
1 2
p =prox;(u) < 0 € d(f + [l —ulI*) (p).

Veja que,

Q(1-+ 51l = wl?)(p) = 3(p) + 0 5llp —ul?) = r(p) +p .

Assim temos que,

0e€of(p)+p—usu—p e df(p).

Definicao 22. T : R™ — P(R"™), onde P(R™) € o conjunto das partes de R™, ¢ dito

monotono se
OS(x—y,u—W, (15)
para todo x,y € R™, ue T(x) ev e T(y).

Proposigao 4. Seja f: R™ — R U{4+00} uma funcao convera, entio of é mondtono.

Demonstragao: Ver [27], pdgina 110. o

Definicao 23. Seja D C R™ Dizemos que um operador T : D — R™ ¢é firmemente nao

expansivo se

ITx) =T < (Tx) —T(y),x—y), ¥x,y € D.
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Observagao 8. Para f : R™ — R U {+o0} € propria, fechada e convexa temos que o

operador
proxs : R™ — R™

¢ firmemente nao expansivo.

Com efeito, veja que 0f € um operador mondtono, dessarte temos que

y = prox¢(x), v =proxs(u) = x—y € 0of(y), u—v € of(v)
= 0<{(x—y—u+v,y—v)

= Jly—v[* < &x—wy—v)

Veja ainda que, o operador proxs € Lipschitz-continuo, basta usar a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para iltima desigualdade acima. E assim, temos
ly —vI* < lx —ulllly —v].

Dividindo a equagao acima por ||y —v|| temos a validade desta iltima observagao.



Capitulo 2

Métodos Incrementais

Neste capitulo, fazemos uma breve abordagem sobre alguns métodos usados em problemas

de otimizagao convexa em grande escala do tipo

m

min 2 fi(x) (2.1)

onde f; : R™ - RU{4o00}, i =1,..., m, sdo fungoes convexas (nao necessariamente dife-
renciaveis) e C é um conjunto fechado e convexo. Quando o nimero m de componentes é
grande é preferivel usar métodos incrementais, caracterizados por atuar em cada fungao f;
a cada interagao. Os métodos incrementais tem se tornado preferiveis em problemas como
em (2.1), por causa de sua rapida taxa de convergéncia inicial. Tais métodos surgiram de
problemas oriundos de treinamento de redes neurais, regularizacao dos minimos quadra-
dos, problema de Fermat-Weber em teoria da localizacao, problema dual, estimativa de
maxima verossimilhanca, etc.

E importante ressaltar que, para a analise de convergeéncia, neste trabalho a ordem em
que as componentes {f;, hi} serdo escolhidas para as iteracoes, serd a ciclica. Na ordem
ciclica, as componentes {f;, hi} sdo tomadas na ordem determinista fixa 1, ..., m, de modo
que

1 = (k médulo m) + 1,

ou seja, i, equivalente a 1 mais o resto da divisao de k por m. Um bloco continuo de
iteracoes envolvendo {f1, hi},..., {f;n, hin}, nesta ordem e exatamente uma vez é chamado
ciclo. Vamos assumir que o passo &y € constante ao longo de um ciclo, ou seja, para todo

k, onde iy = 1, temos que ¢ = X1 = ... = Xktm_1-

17
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2.1 Meétodo do Subgradiente Incremental

Veremos a seguir o método do subgradiente projetado, em sua versao classica. Por sim-

plicidade, vamos nos referir a ele como método do subgradiente.

2.1.1 Método do Subgradiente

O método do Subgradiente é um algoritmo usado em problemas de minimizagao de fungoes
convexas nao diferencidveis, este método foi originalmente desenvolvido por Shor [24], na

Uniao Soviética, nas décadas de 60 e 70. Considere o seguinte problema

min F(x), (2.2)

xeC

onde F : R™ — R U {400} é uma funcao convexa, fechada e prépria e C um conjunto
convexo, nao vazio e fechado. Vamos considerar a seguinte hipétese: C C ri(dom(F)).
Assim, iniciando com um ponto em Xy € C, este método gera uma sequéncia {x;} de

pontos no R™, da forma
Xk4+1 = PC <Xk — O(k%F(Xk)> . (23)

Onde %F(Xk) ¢ algum subgradiente de F em xy e ax é um escalar positivo.

Este método possui algumas propriedades de convergeéncia, para mais detalhes consulte

[5].

2.1.2 Método do Subgradiente Incremental(SI)

Este método é voltado para problemas como (2.1), ele pode ser visto como uma genera-
lizagdo do Método do Gradiente Incremental (GI), cujo algoritmo é da seguinte forma:

Escolha xo € C

Passo 1 Seja

(Do,m = Xk
Passo 2 Apéds obter Vf;, (®i_; ) obtenha

Dy = PC(q)i—l,k - (Xkaik((Di—Lk)), i=1,..,m.

Passo 3 Atualize xj11 = Oy m



Capitulo 2. Métodos Incrementais 19

Tome k := k + 1 e retorne para o Passo 1.

Onde oy é um passo positivo.

Veja que este algoritmo ¢ um ciclo de m subiteragoes, assim se Xy ¢ um ponto obtido
ap6s k ciclos, entao o ponto xy41 obtido apds mais um ciclo é dado por @y 1, (que é obtido
apos m passos) e este ciclo foi iniciado com xx = @g. O método SI foi primeiramente
proposto na Uniao Soviética por Kibardin [15], onde o problema (2.1), foi considerado
0 caso irrestrito. Posteriormente, considerando o problema no caso restrito, Solodov
e Zavriev [25] analisaram a convergéncia deste método, considerando a func¢ao objetivo
Lipschitz continua e C adotado como convexo e compacto. Nedi¢ e Bertsekas [20] também
propuseram uma analise de convergeéncia deste método, porém neste exige a convexidade

da funcao f. O método do subgradiente incremental tem a seguinte forma
Xk+1 = PC (Xk — ockﬁfik (Xk)> . (24)

Onde ﬁfik (xx) é um subgradiente de f;, em xy. Ele opera de forma analoga ao método GI,
em ciclos (de m subiteragoes) e ao invés de usar o gradiente Vf;, (xx), da componenete fj,,
¢ usado um subgradiente arbitréario %fik (xx). A semelhanca esta também na necessidade
de diminuicao do passo &y para que o método tenha convergéncia. E importante ressaltar
que o método SI converge mais rapidamente quando o ponto inicial é tomado distante do
ponto convergente, mas convergem lentamente se for tomado préximo do ponto limite de

convergeéncia, pois objetiva minimizar cada fungao componente separadamente, veja [3].

2.2 Método Proximal Incremental

Visando um melhor entendimento do método proximal, veremos agora a sua versao para

uma unica funcao e algumas de suas propriedades.

2.2.1 Método do Ponto Proximal

O algoritmo de ponto proximal foi proposto por Martinet [19] e Rockafellar [22], na década

de 70 e ele é usado resolver problemas como o seguinte

min F(x),
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sendo F: R™ — R U {400} uma funcao convexa, fechada e prépria C C R™ um conjunto
convexo, fechado e nao vazio. Consideremos aqui a seguinte hipétese: C C ri(dom(F)).
Iniciando com um ponto xq € C, este método gera sequéncias, {xx} C R", da seguinte

forma

1
- indF — lx — xi|I? 2.5
X1 arginelg{ (x) + Q(XkHX Xx|| }, (2.5)

onde o, ¢ uma sequéncia de escalares positivos. Observe que este método estd bem

definido, para isso considere

1
Frelx) = F(x) + Te () + o—[lx = x|,
Xy

Veja que o problema (2.5) é equivalente a

Xicr1 = arg min Fr(x).

Dessa forma, sendo Fy a soma de fungoes convexas, F e I¢, com uma funcao estritamente
convexa, ||x — xx||?, temos que Fy é fungdo estritamente convexa e como consequéncia,

possui um unico minimo global, garantindo assim a boa definicao do algoritmo.

Teorema 13. Seja {xy} a sequéncia gerada pela iteracdao (2.5), entdao

1

(X_k(xk — Xi41) € OF(X41) + Nel(xxs1).

Demonstragao: Se xyy1 € um minimizador de Fy entdo
1
0 € 0Fk(xky1) = O <F(Xk+1) +Ic (k1) + E”Xk+l - XkH2>
1
= OF(xx41) + Nelxkr1) + oTk(XkH — XK.

Assim, obtemos que

1

oTk(Xk —Xk+1) € OF(Xie41) + Ne(xxs1)-

Provando a validade do teorema. o

Lema 1. Se {xy} € a sequéncia gerada pela iteracao acima, entao para todo x € C wvale

e =x[* < [l x[* = [ — xicl® — 200 (F(xics) — F(x)) (2.6)
< e —x1* = 200 (F(xie1) — F(x)) . (2.7)
Demonstracdo: Seja x € C entdo

o =l = xx = X1+ xier1 — x| (2.8)

=[x =2 l® = 2000 = 241, % = xae41) + [P — X% (2.9)
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Temos, pelo Teorema 13, que

1

oTk(Xk —Xx+1) € OF(Xi41) + Ne(xXk41),

usando esta relacdo e as definicoes de OF(xy 1) e Nc(xxa1) obtemos,

1
F(xyq1) + OTk<Xk — X1, X — Xk41) < F(x). (2.10)

Combinando (2.10) com a igualdade (2.8) — (2.9) temos
X1 — x| < i — x| = [Ixic — xx1 ]| — 200¢ (Flx1) — F(x)) -
A desigualde (2.5) € clara. o

Lema 2. A sequéncia {F(xy)} € mondtona nao crescente.

Demonstragao: Usando o Lema 1 e fazendo x = xx temos que
0 < fxaeqr — xill* < —oa (F(xar1) — Flxa)) -
Claramente obtemos,
F(xi+1) < Fxk),
garantindo entao, veracidade deste lema. o

O proximo Teorema diz respeito a convergéncia do método em questao e para um

melhor esclarecimento deste, vamos assumir que
F*=inf F(x) e S={xe C|F(k)=F},
xeC
Podendo o conjunto S ser vazio.

Teorema 14. Sejam {xy} € a sequéncia gerada pelo algoritmo (2.5). Se a sequéncia {oy}

€ tal que Z xx = 400, entao
k=0
lilzn inf F(x,) = F*.

E além disso, se o conjunto S € nao vazio entao limx, =X, com X € S.
k
Demonstracdo: Vamos demonstrar inicialmente a primeira parte. Assim, suponha por absurdo

que tal limite nao seja verdadeiro, entdo existe € > 0 tal que
liminf F(xy) > F* + 2e.
Assim, existe Y € C de tal forma que,

lim inf F(xy) > F(y) + 2e.
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Seja ko suficientemente grande, assim, para todo k > ko obtemos
F(x1) = liminf F(x) — €.
Combinando estas duas desigualdades obtemos
Flxi) —F(y) > e. (2.11)
Pelo Lema 1, temos que
200 (F(xac1) — F(x)) < [P = x]* = [ =]

Fazendo k =0,1,...,n na desigualdade acima e somando-as obtemos

n

2 Z o (Foxaeyn) =F(x)) < D (I = x[I* = [[xicea —x[I?)
k=0
= [lxo — x| = IIxn+1 — x|
Dessa forma, a expressdo abaixo € verdadeira
2 Z o (F(xiy1) — F(x)) < [[xo — x| = [lxn 1 —x|%,
entao
QZ ot (F(xaer1) — F(x)) < llxo — x|,

Fazendo gy = x nesta dltima relagao e considerando (2.11) temos,

2 ogee < Jlxo— > (2.12)

Um absurdo, para X suficientemente grande.
Agora, para demonstrar a sequnda parte, suponha que F tenha um minimizador, ou seja,

S # 0 e suponha que gy € S, entao pelo Lema 1, temos que
i1 = 9l1% < lxi — gl

Assim, temos que {xy} € Fejér convergente ao conjunto S e pela defini¢io de Fejér convergente
temos que esta sequéncia € limitada e dessa forma, pelo Teorema de Weierstrass, ela possui uma
subsequéncia convergente, sejam {xkj} esta subsequéncia e X = li{n Xk; - Assim, X € um ponto de
acumulacao de {xi} e pela Proposicao de sequéncias Fejér convergentes temos que, X = li1£n Xk -

E como F é fechada temos que
lilgn inf F(xy) > F(x),

logo x € S. o
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2.2.2 Meétodo Proximal Incremental

A seguinte iteragao proximal incremental resolve problemas como em (2.1)

. 1 2
Xict1 = arg min {fik(x) + MHX — xk|| } : (2.13)
Onde f; : R™ — R U {+00} sao funcoes convexas, o sao sequéncias escalares positivas e
C é um conjunto fechado, convexo. Vamos considerar a seguinte hipétese: C C dom(fy).
O método em (2.3), tem uma relagao direta com o algoritmo de minimizacao proximal
proposto por Martinet [19] e Rockafellar [22]. Estes tipos de métodos sao considerados,
geralmente, mais estaveis que o método do subgradiente, pelo fato de ser possivel obter a
limitacao das sequéncias geradas por ele. No entanto, Bertsekas em [4] menciona que este
método pode requer uma estrutura especial, no que diz respeito as fungoes componentes.
E dessa forma, faz sentido considerar um método que combine as iteracoes proximais e as
iteragoes de subgradiente/gradiente, como veremos no Capitulo 3. Para Ma [23], assumir
que uma certa funcao f tem uma estrutura especial, significa dizer seu operador proximal
dado por

: 1 9
prox¢(u) := arg min (f(x) + ﬁHX —u| )

com parametro A > 0, é relativamente facil de computar. Exemplo:

Exemplo 7. Se f(x) =0 entdo prox¢(u) = u.

Exemplo 8. Se f(x) = Ic(x) entdo prox(u) = arg min Ix —u|* = Pc(u).
x€

A proposicao a seguir nos da resultados que serao muito tteis, no proximo capitulo.
A parte a) obtemos uma aproximagcao entre as iteragdes proximais e de subgradiente e na
parte b) obtemos uma desigualdade que serd usada na anélise de convergéncia do método

no capitulo seguinte.

Proposicao 5. Sejam C um conjunto nao vazio, convezo, fechado e f: R™ — R U{+oo}
uma fungao convexa, fechada e propria tal que C C ri(dom(f)). Considere a sequinte
iteragao proximal

1 2
_ ; — |Ix — 2.14
Xic41 = argmin {f(x) + 5 k||x Xl } (2.14)

Para qualquer xi. € C e o > 0, temos:
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(a) A iteragao pode ser escrita como
X1 = Pe (xk — kaﬁf(xkﬂ)), (2.15)
onde 6f(xk+1) € algum subgradiente de f em Xy, 1.

(b) Para todoy € C, temos que

X —yll? - < [ =yl — 200 (F(xieq1) — F(y)) — lIxic — il
(2.16)
<

Ixic — ylI* — 200 (Fxks1) — (y))
Demonstragao:

(a) Veja que mostrar que o método em (2.14) estd bem definido e € equivalente a mostrar a
boa definicao de

. 1
Xi+1 = arg min {f(X) +Ic(x) + mllx - kuIQ} :

Para mostrar este ultimo, considere
1 2
fie(x) = f(x) + T (x) + o _—lx —xll”.
(497

Veja que f e Ic sao fungoes convexas no R™ e g(x) = ﬁllx—xkll2 é fortemente convexa,
portanto Ty € fortemente convexa no R™ o que implica que fy possui um dnico minimizador
global, daf temos a boa definicio do método. Temos que Ty € prépria e ri(dom(f)) N

ri(dom(Ic)) Nri(dom(g)) # 0, entdo pelo Teorema 7 temos que
Ofk(x) = 0f(x) + 9l (x) + 0g(x),

assim,

Ofi(x) = 0f(x) + Nc(x) + i(x — Xy ).
Xk

Como xx41 € minimizador de fy temos
1
0 € Ofi(xkr1) = 0F (x4 1) + Ne(xkr1) + OTk(XkH —Xk)-

Da relagdo acima, temos que existem vetores vi € 0f(xx 1) e va € Ne(xka1) tal que

1
— (XK = Xk41) = V1 + V2,
Xk

portanto,

1
OTk(Xk —Xkr1) € 0F (1) + Ne(Xkr1)- (2.17)
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Dessa forma, de (2.17) podemos concluir que eziste 6f(xk+1) € 0f(xky1) tal que

(xi — Xit1) — X VF(xie1) € Ne(xier1)

e pelo Teorema da Projecdo temos que a relagdo acima € equivalente a
Xk+1 = Pc (Xk - Oéka(XkH)) :

(b) Veja que ||xk —yl|? = ||xk — Xkt1 + Xx+1 —Yl||? e ezpandindo esta norma temos que

i — yl? = I = i1l — 200 — Xae4 1,y = Xiep1) + a1 — yl (2.18)
Por (2.17) temos que existem vetores vi € 0f(xy4+1) e va € Nc(xk41) tais que

1
— (X —Xx41) = V1 +va.
Xk

Usando a definicao de subgradiente e cone normal temos que para todoy € C wvale
1) + (vi, Yy — xi1) < fy) e (va,y —xi41) <O
e somando estas desigualdades obtemos
1
1) + oTk<Xk —Xk+1,Y — Xk+1) < f(y).
Da desigualdade acima temos que
(e = X141, Y — Xker1) < ok (Fy) — flx1)) -

Combinando esta ultima desigualdade com (2.18) temos que a desigualdade em (2.16) é vdlida.

&



Capitulo 3

Método Proximal-Subgradiente

Incremental

Este novo método foi estudado por Bertsekas [3], [4] e os resultados obtidos nesse trabalho
tem como base os trabalhos deste autor.

Em problemas de minimizagao convexa, podem ocorrer casos em que algumas funcoes
tenham uma estrutura especial, de tal forma que aplicar o método proximal pode ser
mais vantajoso que o método do subgradiente, como pode haver também outros em que
certas funcgoes sejam inapropriadas para as iteragoes proximais, sendo mais vidveis as

iteragoes de subgradiente, isto porque, a seguinte minimizagao

Xky1 = arg min {fik(x) + LHx — ka2}
xeC 2(Xk
pode tornar-se incoveniente para estas fungoes. Levando isto em conta, faz sentido consi-
derar uma combinacgao entre as iteragoes proximais e de subgradiente. E pensando nisto,
para o problema a seguir, vamos supor aqui que as funcoes f; sejam apropriadas para

as iteracoes proximais, enquanto que as fung¢oes h; nao sao e assim, sendo preferiveis as

iteracoes que envolvem o subgradiente.

min F(x) = ; Fi(x). (3.1)

Onde F; é da forma

Fi(x) = fi(x) + hi(x)

fi:R™ > RU{4+o0} e hy : R" - RU{+o0}, i =1,..., m sao fungoes convexas, fechadas

e préprias, e C é um conjunto nao vazio, fechado e convexo. Vamos supor aqui que C

26
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satisfaca a seguinte condicao:
C C ri(dom(f;)) e C cCri(dom(hy)).

E assim nosso algoritmo para problemas como em (3.1) sera da seguinte maneira

. 1
Zx = argiﬂéél{fik()() + E||X—Xk||2} (32)
Xk+1 = Pc (Zk — (xkﬁhik(zk)> : (3.3)

A boa definicao deste algoritmo é garantida pelo fato das fungoes f; serem convexas e
|| x —xx||? ser uma funcao estritamente convexa e, de acordo com Teorema 3, 0 minimo em
(3.2) existe e neste caso é unico. Quanto ao subdiferencial dh;(zy) ¢ diferente do vazio,
pois as fungoes h; sao convexas.

Quando as funcoes f; ou h; sao todas nulas, temos casos especiais como as iteragoes
proximais (3.2) ou de subgradiente (3.3), respectivamente. Claramente, podemos ver que
as sequéncias {xy } e {z} estao restritas ao conjunto C. Mas, como vimos na Observacao 4,
podemos transformar um problema com restrigoes em um problema irrestrito, facilitanto
assim os calculos. Dessa forma havera casos onde podemos trabalhar com irrestrigoes
tanto para as iteragoes proximais quanto para as de subgradiente, o que nos leva aos seus

respectivos algoritmos

zx = arg ){2% {fik(x) + i”x — xk||2} (3.4)
Xk+1 = Pc <zk — ock%hik(zk)> (3.5)
e
Zrk = Xi — ock%hik (xx). (3.6)
Xki1 = arg irg(r:l {fik(x) + i”x — ZkHz} : (3.7)

Veja que diante dos algoritmos citados e com a parte (a) da Proposi¢ao 5, obtemos os

seguintes resultados:

(1) A iteragao (3.2)-(3.3) pode ser escrita como

zx = Pc (Xk — (xkefik(zk)> , Xx+1 = Pc (Zk — ‘xkﬁhik(zk)) : (3.8)
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(2) A iteragao (3.4)-(3.5) pode ser escrita como
Zi = X — Vi, (zi), Xip1 = Pe <Zk — Oékﬁhik(zk» : (3.9)
(3) A iteragao (3.6)-(3.7) pode ser escrita como

Zx = Xk — “k%hik(xk)a Xx+1 = Pc (Zk — O(k%fik (Xk+1)> : (3.10)

Observe que pelas atualizagoes acima, o subgradiente 6]111( pode ser qualquer vetor no
subdifencial de h;, , mas %fik ¢ um vetor especifico, em 0f;, , que satisfaz Proposigao 5(a).

Observe também que a iteragao (3.9) ainda pode ser escrita da seguinte forma
Xk+1 = Pc (Xk — OCkVFik(Zk)> :
e assim temos o método do subgradiente para minimizar sobre o conjunto C a funcao

objetivo
m m

Fix) =) Filx) =) (fi(x) + hi(x)).
3.1 Analise de Convergéncia para o Método com a

Ordem Ciclica

Nesta secao, faremos uma analise da convergéncia do método para a ordem ciclica. De-

notaremos por F* o valor 6timo:

PR

e por S o conjunto de solugoes 6timas (podendo ser vazio):
S={xeC|Fx)=F}.

E mais, para um conjunto C nao vazio, fechado e convexo, denotamos por dist(.; C) como

sendo a funcao distancia dada por
dist(x; C) = min ||x —z|, x € R™.
zeC

Vamos assumir as seguintes hipotéses,
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Hipotése 1. (Para as iteragoes (3.8) e (3.9)) Existe uma constante ¢ € R tal que para

todo k temos

max{n%fik(zk)n, ||§hik(zk)||} <c. (3.11)

Além disso, para todo k que marca o inicio de um ciclo (isto é k > 0, com i, = 1),

temos que para todoj =1,2,...,m,
max {fj (X1 ) — fj(zk+j—1), hy(xi) — N (zir5—1)} < e — zij—1 |- (3.12)

Hipotése 2. (Para a iteragao (3.10)) Existe uma constante ¢ € R tal que para todo k
tem-se

mase { |9, (xice )l [ Vhe, (xi) 1} < e (3.13)

Além disso, para todo k que marca o inicio de um ciclo (isto €k >0, com i = 1), temos

que para todo j =1,2,...,m,
max {fj(xx) — fj (Xij-1), hy (%) — Ny (Xiej—1)} < cffxc — X1, (3.14)

£ (Xierj—1) — f5 (%) < efpxacj—r — xil- (3.15)

Veja que da convexidade de fj e h;, garantimos a existéncia de seus respectivos sub-

gradientes em Xy, logo existem %fj (xx) € ofj(xx) e 6h]- (xx) € Ohj(xx) de forma que

(i) — F5(y) < (Vi (x), 3 — y) < [V (0| —yl, ¥y € R™

hy () = () < (Vhy (a3 —y) < VR Bad [l =y, Yy € R™

e assim, se estes subgradientes forem limitados em norma por c, temos que as condicoes
(3.12) e (3.14) sao satisfeitas. A seguir temos algumas condi¢oes que implicam nestas

hipéteses:
a) Para o algoritmo (3.8): Se f; e h; sdo Lipschitz continuas em C.
b) Para os algoritmos (3.9) e (3.10): Se f; e hy sao Lipschitz continuas em R™.

c) Se as sequéncias {xx} e {zyx} sdo limitadas (pois f; e h; sao fungoes de valores reais
e convexas, logo serao Lipschitz continuas sobre qualquer conjunto limitado que

contenha {xy} e {zy}).
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Proposicao 6. Seja {xx} a sequéncia gerada pelos algortimos (3.8)-(3.10), com a ordem
ciclica da selecao de componentes. Entao para todo y € C e para todo k que marca o

inicio de um ciclo( ou seja i, = 1), temos
[Peicsm = YlI* < [P — ylI* — 200 (Fxie) — Fly)) + o pm?e?. (3.16)

Onde p = =44 no caso (3.8) e (3.9) e B = = +4 no caso (3.10).
Demonstragdo: Primeiro vamos provar o resultado para os algoritmos (3.8) e (3.9). Para isso,

veja que, pela Proposicdo 5(b), temos que
Iz = ylI* < lxie = ylI* — 200 (fi, (26) = Fi, (y) VyeC. (3.17)
Veja também que devido a projecdo (Pc) ser Lipschitz temos

X1 —yl2 = [Pz — e Vhi, (zi0)) —yl?
<z — (Xk%hik(zk) —yl?

=z — ylI* — 200 (Vhy, (zic), 2k — y) + o [ Vi, (zi) |1
Da relacdo acima, diante da Hipdtese 1 e da defini¢do de subgradiente obtemos
i1 =yl < llzie —yl1? = 200 (i, (21) — hay (Y)) + odic®. (3.18)
Combinando (3.17) e (3.18) e usando a definicdo de Fi = fi + hy obtemos
i = ylI? < llxie = ylI* = 200 (Fi (21) = Fi (y) + o, (3.19)

Seja k o inicio de um ciclo, isto € ix = 1. Considerando a ordem ciclica, na itera¢do k+j — 1,
a selecao de componentes € {f)-,hj}, onde j = 1,...,m. Usando (3.19) e substituindo k por

k+1,...,k+m—1 temos

I} —yl? < [xe —ylI? — 200 (Fi(zi) — Fi(y)) + egic®

Iz =yl? < xieen = ylP =206 (Fa(zie1) — Fo(y) + agic?

||Xk+m _U”2 < ||Xk+m71 _yH2 — 20 (Fm(Zkerfl) - Fm(y)) + o‘icz'

Combinando as desigualdades acima teremos

m
icrm —yl? < [ =yl =200 D (Fi(zieps-1) — Fi(y)) + meic®.
=1
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m m

Sabemos que F = Z F;, com isto e adicionando Z (Fj (xk) — F (xk)) no lado direito da relacdo
j=1 j=1

anterior obtemos ainda que

Pacem =yll* < [Pac = yll* — 200 (FOxi) — Fly)) + mogee®
m
+ 20 Z (Fj (Xk) — Fj (ijL]',l)) . (320)
j=1
Da relagao (3.12) conseguimos temos
Fj (Xk) — Fj (Zk+j—1) < QC”Xk — Zk+j—1” N j, tal que, 1< ] <m. (3.21)

Observe também que
X = zicj 1l < xie =Xl + -+ [xacsi—1 — Zic |-

Pela defini¢ao dos algoritmos (3.8) e (3.9), pela propriedade Lipschitz de Pc e assumindo que
vale a parte (3.11) da Hipdtese 1 obtemos

Ixq =xq41ll = lxq —Pclzq — ®qVhi,(zq)ll

N

Ixq —2zq — “qehiq (zq)

< lxq —zqll + O‘qHVhiq(Zq)H
= aql[Vfi, (zq)ll + g Vi, (2q)
= 20qc V q=Kk,...,k+j—2.
Assim,
XKk — Zi4j—1]| < 200cc(j — 1) + axe = aee(2j — 1). (3.22)
Combinando (3.21) e (3.22) obtemos
Fj (Xk) — F(ZkJrj,l) < QO(kC2(2j — 1) (323)

De (3.20) e (3.23) concluimos que

m
Ixkim =yl < |xe —ylI? — 204 (F(xk) — F(y)) + madc? + 4ok c? Z(Qj —1)
=1

1
= — 2 — 200 (Flxic) — F(y)) + adm?2c? (m N 4> ,

—

Agora, vamos provar o resultado para o algoritmo (3.10). De tal algoritmo obtemos

lze —yl? = |Ixk —y — aVhy, (xi) |2

< x =yl = 200¢(Vhi, (xi), xic — y) + o2 [ Vhy, (x|
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Veja que,
R (y) = hi, (i) = —(Vhy, (x), %1 — y)
com isto e fazendo uso da Hipdtese 2 consequimos ainda que
Iz =yl < [l —yl* — 200 (hy, (i) — hi (Y) + ogc”. (3.24)
comparando (3.10) com (2.15) e usando a Proposicao 5(b) temos
e = yll* < llzie =yl = 200 (i, (1) — i, (). (3.25)

De (3.24) e (3.25) obtemos

i1 —ylI> < e —yll? — 20 (Fi (xie1) + by (xi) — iy (y) — i (Y) + egic?

= |} —ylI? — 200 (Fiy (xx) — Fip (U) + 200¢ (Fiy (xi) — iy (xic1)) + e,

Considere que k marca o comego de um ciclo (ix = 1). Usando um procedimento andlogo ao
anterior (dos algoritmos (3.8) e (3.9)), repentindo o processo e substituindo k por k+1,....k+

m— 1, temos que

Pxicsm —yl* < IIXk—yH2—20<kZ j(xri—1) —Fi(y)

+ QakZ j(xkj—1) — Fj(xk45)) + mog.c?.

Adicionando Z(Fj(xk) —Fj(x)) no lado direito da desigualdade acima obtemos ainda que
j=1

Xkrm =yl < [} —yl* — 200 [F(xi) — +2(XkZ (i) — Fj(xieri-1))

+ 2ockZ 5 (Xkgj—1) — 15 (xk+])) + mocicQ. (3.26)
Usando a Hipdtese 2, para os somatorios em (3.26) temos
Fj(xi) = Fj(xk4j—1) < 2¢||xx — Xxj—1]-
Pela Desigualdade Triangular ganhamos que
Fi(xx) — Fj(xitj-1) < 2c([xie = Xae1 || + -+ [[Xktj—2 — Xxj—1l])-

Devido a propriedade lipschitiziana de Pc, a definicdo do algoritmo em questdo e valendo-se de

(3.13), vemos que cada norma acima € limitada por 20a.c. Assim,

Fj(xx) — Fj(xisj—1) < dogee?(j — 1).
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E mais, deste algoritmo e da Hipdtese 2, parte (3.15), temos

5 (xiej—1) — 5 (xie) < eflxrajo1 — Xieq | < 200¢?

Combinando as duas relagées acima e somando-as obtemos

QOCkZ § (X — 1))+206kZ (Xktj—1) — F5 (Xi45))

j=1

m
< 8odc? Z(j —1) + 4o c*m
j=1

= 4dodc’m? +4odcim

4
= (4 + E) ofc?m?,
Por isto e pela desigualde em (3.26) temos a validade da relagao (3.16), onde B = (4—1— %) o

A Proposigao 6 nos garante ainda que, considerando a ordem ciclica, dada a iterada xy
no comego de um ciclo e qualquer y € C com menor custo que xy (ou seja, F(y) < F(xy)),
os algoritmos rendem um ponto Xy, (no final do ciclo) que estard mais préximo de y
que Xy, desde que o passo oy seja suficientemente pequeno, tal que satisfaga

o 2(F(xx) — F(y)) '

k X Bm202

Em particular, assumindo que exista a solugao 6tima X, para qualquer € > 0 temos que

o pm2c?

F(xi) < F(x) + 5

+ €,
ou a distancia quadrada a X serd estritamente decrescida por 2x€,
) _p
IXktm — X||° < [[xk — X||* — 2axe€.

A seguinte proposicao nos mostra que, para o passo &j constante, a convergéncia é

estabilizada na vizinhanga do valor étimo.

Proposigao 7. Seja{xy} a sequéncia gerada por qualquer um dos algoritmos (3.8)—(3.10),
com a ordem ciclica da sele¢ao de componentes e seja xx = &, para algum & > 0 constante.

Temos que

a) Se F* = —c0, entao

lim inf F(xy) = F*.

k—o00
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b) Se F* > —o0, entao

2.2
lim inf F(x) < F* 4+ B¢
k—o0 2

Onde ¢ e 3 sao constantes da Proposicao 6.

Demonstragao:  Consideremos inicialmente a parte b). Suponha por absurdo que o resultado

ndo € vdlido, entao existe € > 0 tal que

apm?c?

5 + 2e. (3.27)

liminf F(xgm) > F* +

Considere y € C tal que

apm?c?

2 _2€>F(g)7

lim inf F(xym) —

e pela defini¢ao de limite inferior podemos encontar ko (suficientemente grande) tal que ¥V k > kg

temos
Fixim) — 22 2e > Fy)
e assim, da desigualdade acima obtemos
— (Flxiem) — F(§)) < — (""57;12"2 i 26) | (3.28)
Usando a Proposicao 6, ondey =Y teremos
X(er1ym = GlIP < [Paem = Gl1? = 20 (Flxm) — F(Y)) + o’ pme?. (3.29)

E usando (3.28) em (3.29) e fazendo algumas manipulagdes obteremos
xgeeym = Gl < fxiem — Gl — dea.
Desta desigualdade, obtemos que para todo k = Ko,

IXrtym —UlI° < IX(k—1)ym — YlI> — 8xe

N

< xke —Ull? — 4 (k+1—ko) xe.

Um absurdo para k suficientemente grande. Veja que a prova da parte a) é analoga ¢ demon-
tracao acima, basta supor por absurdo que a igualdade em a) nao € vdlida e usar o fato de

F* = —o0 em (3.27) e deforma similar a b) garantimos a validade do resultado. o

Na proposi¢ao a seguir, podemos ver o niimero de iteragoes necessarias para garantir

um certo nivel de otimalidade.
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Proposigao 8. Seja {xx} uma sequéncia gerada como na Proposicao 6 e suponha que

S # 0. Entao para € > 0 temos

min F(xx) < F +

0<k<N

Sendo N € dado por

N=m|

dist(xo;S)?
€ L xe

| definido como o maior inteiro menor ou igual a

apmic?+e

. (3.30)

dist(xq; S)?
oe

1,

dist(xg:;S)?
€

Demonstragao:  Suponha, por absurdo, que (3.30) nao € vdlida, entdo para todo k, onde 0 <

km < N tem-se

F(ka) >F +

apm?c? + e
2

Usando a desigualdade acima e a Proposicio 6, onde o), = o ey € algum vetor de S que

minimiza a distincia de Xjm @ S, obtemos

N

dist(X(x41)m: S)?
<

<

Nesta ultima relacdo, fazendo k =

dist(xxm; S)? — 2& (F(xiem ) — F*) + o?fm2c?
dist(xim; S)? — (e?pm?c? + xe) + a?pm?c?

dist(xxm; S)? — we.

0,1,...., % e somando as desiqualdades, obtemos ainda que

N
dist(xnam; S)? < dist(xg; $)? — (m + 1) €.

FE assim temos

N
( + 1> ae < dist(xo; S)?
m

Um absurdo, pela forma como definimos N. o

Nesta proxima proposicao, veremos que para 0 passo & convergindo a zero, mas
(o)

satisfazendo E X = 00, obtemos um resultado a respeito da convergéncia.

k=0

Proposicao 9. Seja {xx} uma sequéncia gerada pelos algoritmos (3.8) — (3.10), com a

ordem ciclica da selagao de componentes e seja xy o passo satisfazendo

00
limock:O, E X = OQ.
k=0

Entao

lilzn inf F(xy) = F*.
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Além disso, se S # 0 e

o
Z o < 00,
k=0
entdo {xy} converge para algum x* € S.

Demonstracao: Veja que para mostrar a primeira parte, € suficiente provar que liminf F(xym) =

F*, dessa forma suponha por absurdo que tal limite ndo seja vdlido. Entao existe € > 0 tal que
li{n inf F(xxm) > F* + 2e.
Assim, pela defini¢ao de infimo e da continuidade de F temos que existe y € C tal que
lilr<n inf F(xxkm) > F(y) + 2e. (3.31)
Seja ko suficientemente grande, tal que para todo k = ko temos que
F(xym) = li)Igl inf F(xxm ) — €. (3.32)
Combinando (3.31) e (3.32) tem-se
F(xkm) — F(y) > €. (3.33)
Usando (3.33) na Proposicao 6 e fazendo y =1y obtemos

||x(k+1)m - QHQ < kam - g||2 - 20‘km (F(ka) - F(g)) + “imBmQCQ

_—p) 2 2
< fxkm —Yl* — okm (2€ + Bogmm?e?) .
Temos que oy — 0 e como kg € suficientemente grande, podemos assim assumi-lo de forma que
2¢ — Bogm?c? > €, Vk = k.

FE ainda, para todo k > kg obtemos

Ixerym —GlI° < fxem —GlI* — €xtiem
< xX—1ym — glI>—e (ockm + o‘(kfl)m)
<
k
< kaom_gHQ_e Z Klm-

l=ko
Um absurdo, quando k — oco. Logo liminf F(xyxm) = F*. Para provar a sequnda parte, observe

que pela Proposi¢ao 6, obtemos que para todo x* € S ek >0

Xernym =X 12 < xaem =X )* = 200em (Flxiem) — F(x*)) + o BmPc?

< Ixkm — x*H2 + ocimﬁmQCQ.
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o0
Dessa forma, pela hipdtese de Z oci < o0, pela proposicio e definicdo de quase-Fejér con-
k=0
vergéncia temos que {Xxm} € limitada, logo possui uma subsequéncia convergente. Considere
{ijm} esta subsequéncia de {xym} € X = lim {ijm}. Assim,

F(x) = liminf Fxi;m) = li]1£n inf F(xm) = FF,
)

garantindo que X € S e dessa forma obtemos que, limxm = X . Para mostrar que {xx} converge
a X, note que para o0s algoritmos em questao provamos que ||xx11 — Xk|| < 2axc € como {oc%} é
somdvel temos que || xx4+1 — Xk|| — 0. Como {xxm} converge para X, temos que {xy} também ird

COMVETYIT para X. o



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Nesta dissertagao, que teve por base os trabalhos de Bertsekas [4], vimos um método
relativamente novo, voltado para problemas que envolvem a minimizagao da soma de um
grande numero de func¢oes. Este método faz uma unificagao de algoritmos: o algoritmo
proximal incremental e o algoritmo do subgradiente incremental, mostrando assim, que
ele pode ser bem conveniente, no caso onde algumas das fungoes nessa minimizacao forem
mais propicias a serem usadas as itercoes proximais e outras as iteracoes de subgradiente.
Vimos também, algumas propriedades de convergéncia deste método. Um ponto inte-
ressante também, seria avaliar se a combinacao de outros métodos proveria resultados

semelhantes, para o problema de minimizacao em larga escala.
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