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Resumo

Neste trabalho contém um estudo qualitativo associado a um sistema termoelástico não

linear com não linearidade local e não local, o qual está submetido à condições de fronteira

mista dos tipos: Dirichlet e realimentação não linear, e condições iniciais. Especificamente

será mostrada a existência de solução forte global por meio do método de Faedo-Lions-

Galerkin, e unicidade pelo método da Energia. Além disso, será estabelecida uma taxa

de decaimento exponencial da energia total associada ao sistema.

Palavras-Chave: Sistema termoelástico não linear. Existência e unicidade soluções

globais fortes. Realimentação não linear na fronteira. Comportamento assintótico da

Energia.
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Abstract

In this work contains a qualitative study associated with a non linear thermoelastic sys-

tem with local and non-local linearities, which is subject to mixed boundary conditions

of the types: Dirichlet and non-linear feedback, and initial conditions. Specifically, the

existence of a strong global solution will be shown by the Faedo-Lions-Galerkin method,

and uniqueness by the Energy one. In addition, an exponential decay rate of the total

energy associated with the global strong solutions will be established, too.

Key Words: Nonlinear thermoelastic system. Existence and uniqueness of strong global

solutions. Nonlinear feedback on boundary. Asymptotic behavior.

vi



Sumário

Resumo v

Abstract vi

1 Introdução 1

1.1 Uma dedução F́ısica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 O modelo a ser estudado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Preliminares 8
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste caṕıtulo será deduzido um modelo termoelástico não linear, com não linearidades

locais. Este sistema que será encontrado foi obtido expandindo um pouco as ideias de

M. Slemrold [19]. As equações que derivam esta formulação surgem em fenômenos f́ısicos

estudados na mecânica de meios cont́ınuos, e tem grande importância para a F́ısica-

Matemática.

1.1 Uma dedução F́ısica

Considere um corpo tridimensional B homogêneo e isotrópico em um sistema de coorde-

nadas fixado. Seja xi, i = 1, 2, 3 as funções coordenadas em um tempo t > 0 de um ponto

material de B que possuia coordenadas Xi, i = 1, 2, 3 quando B configurava-se sobre uma

região homogênea B0 não deformada com o tempo. O tensor gradiente de deformações F

é dado por

Fij =
∂

∂Xj
xi(X

1,X2,X3, t).

As leis de equiĺıbrio para o momento linear e para a energia segundo a mecânica de meios

cont́ınuos são dadas respectivamente por

ρ0x
′′ = Div ST + ρ0b, (1.1)

ρ0ε
′ = tr(SF ′) − Div q + ρ0r, (1.2)

onde os simbolos ” ′ ” denotam derivadas parciais com relação a t, e

S - Primeiro Tensor de tensão de Piola-Kirchoff,

ε - Energia interna, q - fluxo de calor,

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

b - força de corpo (Surge a partir da presença de um campo),

r- fonte de calor,

Div - divergente sobre Xj,

ρ0 - densidade material da configuração B0,

η - entropia espećıfica,

T - temperatura absoluta,

ψ ≡ ε− Tη - energia livre de Helmholtz,

Grad - o gradiente sobre Xj.

A condição para um modelo ser considerado termoelástico é que as funções S, η, ψ e

q dependam implicitamente de F, T , g = Grad T , isto é,

S = Ŝ(F, T ; g), q = q̂(F, T , g), ψ = ψ̂(F, T , g), η = η̂(F, T , g).

A desigualdade de Clausius-Duhem expressa a segunda lei da termodinâmica através da

relação
d

dt

∫
U

ρ0ηdX >
∫
U

ρ0
r

T
dX−

∫
∂U

q · n
T
dA,

para cada subcorpo U de B, onde n denota o vetor normal à ∂U. A desigualdade de

Clausius-Duhem quando restrita à Ŝ, ψ̂ e η̂ implica a validade das seguintes relações:

ψ = ψ̂(F, T); η = −
∂ψ̂

∂T
(F, T); S = ρ0

(
∂ψ̂

∂F

)T
(F, T); q̂ ·Grad T 6 0. (1.3)

A partir destas relações pode-se deduzir as equações de evolução para o sistema ter-

moelástico. Inicialmente derivando a igualdade ε = ψ+ Tη, obtém-se

ε ′ = ψ ′ + T ′η+ Tη ′. (1.4)

Aplicando a regra da cadeia e utilizando relações (1.3)2 e (1.3)3, segue que

ψ ′ = tr


(
∂ψ̂

∂F

)T
F ′

+
∂ψ̂

∂T
T ′ =

1

ρ0
tr(SF ′) − ηT ′. (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4), obtém-se

ε ′ =
1

ρ0
tr(SF ′) + Tη ′. (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.2), tem-se

ρ0Tη
′ = −Div q + ρ0r. (1.7)
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Derivando η = η̂(F, T) em relação a t, obtém-se pela regra da cadeia

η ′ = tr

{(
∂η̂

∂F

)T
F ′

}
+
∂η̂

∂T
T ′. (1.8)

Utilizando (1.3)2 em (1.8), segue que

−η ′ = tr


(
∂2ψ̂

∂F∂T

)T
F ′

+
∂2ψ̂

∂T 2
T ′. (1.9)

Substituindo (1.3)3 em (1.1), e (1.9) em (1.7), reformulam-se as equações que governam

a evolução dos corpos termoelásticos através do sistema abaixo

x ′′ = Div
∂ψ̂

∂F
+ b, (1.10)

−ρ0T

tr


(
∂2ψ̂

∂F∂T

)T
F ′

+
∂2ψ̂

∂T 2
T ′

 = −Div q + ρ0r. (1.11)

O movimento do corpo é dito longitudinal, quando as funções coordenadas tiverem a

seguinte configuração

x1 = ω(X1, t), x2 = X2, x3 = X3, T = T̂(X1, t).

Veja que o tensor gradiente de deformação é dado por

F =


∂ω

∂X1
0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

isto é, o tensor gradiente de deformação não varia com relação as variáveis espacial e

tempotal, exceto na coordenada F11 que varia com relação a X1 e t. Para reescrever as

equações (1.10) e (1.11) no caso longitudinal, veja que

Div
∂ψ̂

∂F
=
∑
i,j

∂

∂Xj

(
∂ψ̂

∂F

)
ij

ei =
∑
i,j

∂

∂Xj

(
∂ψ̂

∂Fij

)
ei =:

∂

∂Xj

(
∂ψ̂

∂Fij

)
. (1.12)

Pela regra da cadeia e usando que a única coodenada de F que varia com relação a alguma

variável temporal é F11, tém-se

∂

∂Xj

(
∂ψ̂

∂Fij

)
=
∑
(r,s)

∂

∂Frs

(
∂ψ̂

∂Fij

)
∂Frs

∂Xj
+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂Fij

)
∂T

∂Xj

=
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂Fij

)
∂F11

∂Xj
+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂Fij

)
∂T

∂Xj
.

(1.13)
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Como F e T só dependem de X1 e t, pode-se reduzir em (1.13) as somas em j para que

(1.12) torne-se

Div
∂ψ̂

∂F
=
∑
i

[
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂Fi1

)
∂F11

∂X1

+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂Fi1

)
∂T

∂X1

]
ei. (1.14)

Já que as coordenadas diferentes de F11 são constantes,
∂ψ̂

∂Fi1
≡ 0 para i 6= 1, obtém-se

Div
∂ψ̂

∂F
=

[
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂F11

∂X1

+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂T

∂X1

]
e1. (1.15)

Como posição só varia em uma direção, então a força de corpo age sobre B apenas nesta

direção, isto é, b = b1e1. Logo (1.10), reescreve-se assim

∂2x1

∂t2
e1 =

[
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂F11

∂X1

+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂T

∂X1

+ b1

]
e1. (1.16)

Se (1.16) é vãlida, então

∂2x1

∂t2
=

∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂F11

∂X1

+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂Fij

)
∂T

∂X1

+ b1. (1.17)

Em relação a identidade (1.11) observa-se que

tr


(
∂2ψ̂

∂F∂T

)T
F ′

 =
∑
(i,j)

(
∂2ψ̂

∂F∂T

)
ij

(F ′)ij =
∑
(i,j)

(
∂2ψ̂

∂Fij∂T

)
∂Fij

∂t
.

Usando que a única coordenada de F que varia com relação a t é F11, obtém-se

tr


(
∂2ψ̂

∂F∂T

)T
F ′

 =
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂T

)
∂F11

∂t
. (1.18)

Como a variação do movimento é longitudinal, o fluxo de calor varia apenas com relação

a coordenada X1, logo

Div q =
∂q1

∂X1
. (1.19)

Assim, (1.11) reescreve-se para movimentos longitudinais como

−ρ0T

(
∂2ψ̂

∂F11∂T
+
∂2ψ̂

∂T 2
∂T

∂t

)
= −

∂q1

∂X1
+ ρ0r.

Portanto, as equações que governam os movimentos termoelásticos longitudinais são

∂2x1

∂t2
=
∂2ω

∂t2
=

∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂F11

∂X1

+
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂F11

)
∂T

∂X1

+ b1, (1.20)
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−ρ0T

(
∂

∂F11

(
∂ψ̂

∂T

)
∂F11

∂t
+
∂2ψ̂

∂T 2
∂T

∂t

)
= −

∂q1

∂X1
+ ρ0r. (1.21)

A partir daqui considera-se r = b1 = 0, e também que q1 não dependa de F e η, mas apenas

de TX1
, isto é consistente pois não contradiz (1.3)4. Considera-se agora que a configuração

inicial da posição seja dada por ω(X1, 0) = X1, e que a temperatura absoluta inicial seja

constante, isto é, T(X1, 0) = T0. Fazendo

u = ω− X1, θ = T − T0,

e usando que q1 = q1(θx), o sistema (1.20)-(1.21) torna-se

utt = uxx
∂2ψ̂

∂F2
(ux + 1, θ+ T0) +

∂2ψ̂

∂T∂F
(ux + 1, θ+ T0)θx, (1.22)

ρ0(θ+ T0)

(
utx

∂2ψ̂

∂F∂T
(ux + 1, θ+ T0) + θt

∂2ψ̂

∂T 2
(ux + 1, θ+ T0)

)
= −(q1)

′(θx)θxx.

(1.23)

Para eliminar o caso singular da equação anterior em que θ = −T0, considera-se f(θ) =

θ+T0 para −
T0

2
6 θ 6

T0

2
. Esta função é estritamente positiva, infinitamente diferenciável

e limitada. Assim as equações (1.22)-(1.23) reeescrevem-se da seguinte forma

utt = uxx
∂2ψ̂

∂F2
(ux + 1, θ+ T0) +

∂2ψ̂

∂T∂F
(ux + 1, θ+ T0)θx, (1.24)

utx
∂2ψ̂

∂F∂T
(ux + 1, θ+ T0) + θt

∂2ψ̂

∂T 2
(ux + 1, θ+ T0) = −

(q1)
′(θx)

ρ0f(θ)
θxx. (1.25)

Este ultimo sistema por sua vez é totalmente não linear, pois os coeficientes dependem

de ux e θ. Uma linearização de (1.24)-(1.25) é dada por∣∣∣∣∣∣ utt(x, t) − a(x, t)uxx(x, t) + b(x, t)θx = 0,

c(x, t)θt(x, t) + b(x, t)uxt(x, t) − d(x, t)θxx(x, t) = 0,
(1.26)

O sistema acima tem sido estudado em diferentes situações nas últimas décadas. No

caso unidimensional (como em (1.26)) com fronteira fixa cita-se, por exemplo, Hansen [11],

Henry, Lopes & Perisinotto [12] e Slemrold [20]. No caso também unidimensional com

fronteira dependente do tempo (fronteira móvel) cita-se o trabalho de Caldas, Barreto &

Ĺımaco [4] e Rincon, Santos & Ĺımaco [19].

Clark, Jutuca & Milla Miranda [5] investigaram um sistema termoelástico linear com

coeficientes variáveis e condições de Dirichlet e realimentação (feedback) sobre a fronteira.
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No trabalho [5] usa-se fortemente ideias encontrada no artigo de Milla Miranda & Medeiros

[17], no qual é investigado uma equação de ondas com coeficientes variáveis linear e

também condições de Dirichlet e realimentação sobre a fronteira.

1.2 O modelo a ser estudado

Uma extensão natural do modelo unidimensional (1.26) à dimensões superiores pode ser

dada por ∣∣∣∣∣∣∣
u ′′ − α∆u+ (a · ∇)θ = 0 em Q;

θ ′ −M∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Q,

(I)

onde a é o vetor constante (a1,a2, . . . ,an) ∈ Rn, α, e M são funções temporais reais com

valores reais, (a · ∇) é o operador

(a · ∇) =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

∆ é o usual operador de Laplace em Rn e Q = Ω×]0, T [, com T > 0 arbitrário e Ω é um

aberto e limitado de Rn.

Na equação de difusão (I)2, isto é θ ′−M(t)∆θ = 0, quando as medidas da temperatura

θ não são feitas localmente (i.é., pontualmente), mas, em média, através do condutor Ω,

uma boa aproximação da lei Fourier pode ser dada por q = −M(t)∇θ onde M é a função

M(t) = β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
,

i.e., a velocidade de propagação da temperatura depende do calor total sobre Ω. Assim,

obtém-se a seguinte equação de difusão não linear com não linearidade não local

θ ′(x, t) − β

(∫
Ω

θ(x, t)dx

)
∆θ(x, t) = 0. (II)

Para mais detalhes sobre a equação (II), veja por exemplo Chipot & Lovar [8].

Motivado, pelo sistema (I) e equação (II) considera-se neste trabalho o seguinte sistema

não linear termoelástico com não linearidade local e não local:∣∣∣∣∣∣∣∣
u ′′ − µ∆u+ (a · ∇)θ+ f(u) = 0 em Q;

θ ′ − β

(∫
Ω

θ(x, t) dx

)
∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Q,

(III)

onde f é uma função cont́ınua. A não linearidade local f(u) no caso em que f(u) = |u|ρu

de (III)1 surge em problemas clássicos de equações de onda, veja por exemplo Lions [13].
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O sistema (III) será submetido à condições de fronteira do tipo Dirichlet-Neuman e dados

iniciais. As condições sobre os objetos do sistema (III) serão definidas precisamente no

Caṕıtulo 3.

Nesta dissertação o objetivo é estabelecer:

(a) Existência e unicidade de soluções globais fortes.

(b) Comportamento assintótico da energia total do sistema associado às soluções fortes.

A existência de soluções globais são estabelecidas por meio dos Métodos de Faedo-

Galerkin-Lions e de Compacidade, a unicidade de soluções pelo Método da Energia e o

comportamento assintótico da energia, por meio da construção de um operador do tipo

Lyapunov.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresenta-se todo conteúdo básico suficiente para o entendimento da res-

olução do problema (III), que será desenvolvida no caṕıtulo seguinte.

2.1 Tópicos de Análise Funcional

2.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

Definição 2.1. (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então uν ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ,uν〉 → 〈ϕ,u〉, para todo ϕ ∈ E ′.

Definição 2.2. (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E ′ e (ϕν)ν∈N uma sequência de E ′. Diz-se ϕν
∗
⇀ ϕ fraca estrela se, e somente

se, 〈ϕν,u〉 → 〈ϕ,u〉, para todo u ∈ E.

Proposição 2.3. Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′;

(ii) Se xn → x forte então xn ⇀ x fracamente para σ(E,E ′);

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′ (isto é, ‖fn − f‖E ′ → 0)

então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração. Brezis ([2], p. 35).

8
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2.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivo

Definição 2.4. Diz-se que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E numerável e denso.

Definição 2.5. Sejam E um espaço de Banach e J : E→ E ′′ a injeção canônica definida

de modo que J(x)(f) = f(x), ∀f ∈ E ′. Diz-se que E é reflexivo se J(E) = E ′′.

Quando o espaço E é reflexivo identifica-se implicitamente E e E ′′.

Teorema 2.6. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espaço de Banach e E ′ o

seu dual topológico. Então o conjunto

BE ′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ 6 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração. Brezis ([2], p. 42).

Teorema 2.7. Sejam E um espaço de Banach separável e E ′ o seu dual topológico. Então

o conjunto

BE ′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ 6 1} é metrizável na topoloǵıa fraca estrela.

Reciprocamente, se BE ′ é metrizável na topoloǵıa fraca estrela, então E é separável.

Demonstração. Brezis ([2], p.48).

O primeiro resultado (o corolário) é uma consequência do Teorema 2.6 e Teorema 2.7.

Corolário 2.8. Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E ′. Então existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N tal que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração. Brezis ([2], p. 50).

Teorema 2.9. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (fk)k∈N ⊂ E uma sequência

limitada. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E tal que

fkj ⇀ f.

Demonstração. Evans ([10], p. 639).
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2.2 Teoria das Distribuições Escalares

Definição 2.10. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e ϕ : Ω ⊂ Rn → R uma função

cont́ınua. Denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que

ϕ (x) 6= 0. Simbolicamente,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω

.

Definição 2.11. Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções cont́ınuas e infini-

tamente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

O espaço C∞0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que há interesse

em estudar funcionais lineares cont́ınuos definidos em C∞0 (Ω).

Dado Ω como acima, considere o espaço vetorial topológico C∞0 (Ω). Diz-se que uma

sequência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem

satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N;

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência definida acima será represen-

tada por D (Ω) e denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R

cont́ınua com respeito a topologia de D (Ω). Isto significa que T satisfaz as seguintes

condições:

i) T(αϕ+ βψ) = αT(ϕ) + βT(ψ), ∀ϕ,ψ ∈ D(Ω), ∀α,β ∈ R;

ii) T é continua, isto é, se uma sequência (ϕν)ν∈N converge, em D (Ω) para ϕ, então,

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T ,ϕ〉. Equipa-se o

espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergencia:
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Considera-se o espaço de todas as distrbuições sobre Ω. Neste espaço, diz-se que a

sequência (Tν)ν∈N converge para T , quando a sucessão (〈Tν,ϕ〉)ν∈N converge para 〈T ,ϕ〉

em R para toda ϕ ∈ D(Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, denotado

por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de

estudar os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para

objetos de D ′(Ω). A motivação no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito

de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes

de Cálculo, sendo este conceito generalizado para distribuições quisquer em D ′(Ω).

Dada uma distribuição T em D′ (Ω) e dado um multi-́ındice α ∈ Nn define-se a

derivada distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e cont́ınua DαT :

D (Ω)→ R dada por

〈DαT ,ϕ〉 = (−1)
|α| 〈T ,Dαϕ〉 , para todo ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas as

ordens. Note-se que a aplicação

Dα : D ′(Ω)→ D ′(Ω), (2.1)

é linear e continua no sentido da convergência definida em D ′(Ω). Isto significa que

lim
v→∞ Tv = T em D ′(Ω) então lim

v→∞DαTv = DαT em D ′(Ω). (2.2)

2.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção serão dadas algumas definições e propriedades elementares dos espaços Lp(Ω).

Definição 2.12. Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 6 p < ∞.

Define-se

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖Lp(Ω) =
[ ∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Definição 2.13. Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto, define-se o espaço

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e ∃ Cconstante tal que |f(x)| 6 C q.s em Ω}.
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O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C; |f(x)| 6 C q.s em Ω}.

Teorema 2.14. (Desigualdade de Hölder). Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω) com

1 6 p 6∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p
+ 1
q
= 1. Então f.g ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|fg|dx 6 ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Brezis ([2], p. 56).

Observação 2.15. É importante mencionar uma consequência muito útil da desigualdade

de Hölder: sejam f1, f2, . . . , fk funções tais que

fi ∈ Lpi(Ω) para 1 6 i 6 k com
1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pk
6 1.

Então o produto f = f1f2f3 . . . fk pertence a Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) 6 ‖f1‖Lp1(Ω)‖f2‖Lp2(Ω) . . . ‖fk‖Lpk(Ω).

Demonstração. Brezis ([2], p. 57).

Teorema 2.16. (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (fn)n∈N uma

sequência de funções em L1 que satisfaz:

(a) fn(x) −→ f(x) em q.t.p de Ω,

(b) existe uma função g ∈ L1 tal que, para todo n tem-se |fn(x)| 6 g(x), em q.t.p de Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1 → 0.

Demonstração. Brezis ([2], p. 54).

Teorema 2.17. Sejam (fn)n∈N uma sequência de Lp e f ∈ Lp, tal que ‖fn − f‖Lp → 0.

Então, existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N e uma função h ∈ Lp tal que

(a) fnk(x) −→ f(x) em q.t.p de Ω,

(b) |fnk(x)| 6 h(x) para todo k e em q.t.p de Ω.

Demonstração. Brezis ([2], p. 58).

Definição 2.18. Diz-se que uma função f : Ω→ R é localmente integrável em Ω, quando

f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integravéis é denotado por L1loc(Ω). Em śımbolos tem-se

f ∈ L1loc(Ω)⇔
∫
K

|f|dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.
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As distribuções que aparecem com mais frequência são aquelas definidas a partir de

funções localmente integráveis.

Exemplo 2.19. Seja u ∈ L1loc(Ω), define-se Tu : D(Ω)→ R por

〈Tu,ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

Nestas condições Tu é uma distribução escalar sobre Ω.

De fato, não é dificil mostrar a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da integral.

Resta mostrar que Tu é continua.

Seja uma sequência (ϕν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D(Ω) para

uma função teste ϕ, então

|〈Tu,ϕν〉− 〈Tu,ϕ〉| = |〈Tu,ϕν −ϕ〉| =

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(ϕν −ϕ)(x)dx

∣∣∣∣
6
∫
Ω

|u(x)(ϕν −ϕ)(x)|dx

6 sup |ϕν −ϕ|

∫
Ω

|u(x)|dx→ 0,

pois, ϕν → ϕ uniformemente.

A distribução Tu assim definida é dita “gerada pela função localamente integrável u”e,

usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por u,

no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste sentido

identifica-se u com a distribuição Tu e o espaço L1loc(Ω) das funções localmente integráveis

pode ser visto como parte do espaço das distribuições D ′(Ω).

Lema 2.20. (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([14], p. 12).

Observação 2.21. Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1loc(Ω),

não é em geral uma função de L1loc(Ω).

Tal fato, motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaços de Sobolev.
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2.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções em

Lp(Ω).

2.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Chama-se de multi-́ındice toda n-upla α = (α1,α2, ...,αn) de números naturais. Dado

um multi-́ındice α, definimos a ordem |α| de α por |α| = α1+α2+ ...+αn, e representa-se

por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαnn

.

Definição 2.22. Sejam Ω um aberto do Rn, 1 6 p 6∞ e m ∈ N. O Espaço de Sobolev

que denotado por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das (classes de) funções em Lp(Ω) cujas

derivadas distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-́ındice α com

|α| 6 m. Simbolicamente escreve-se:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| 6 m}.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑

|α|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

,

também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑

|α|6m

sup essΩ|D
αu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um Espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas

por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑

|α|6m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖u‖Hm(Ω) =
( ∑

|α|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Observação 2.23. Note que D(Ω) é denso em H1(Ω). Se u, v ∈ D(Ω), vale a identidade∫
Ω

∂

∂xi
(uv)dx =

∫
Γ

uvνidΓ ,
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sendo νi = cos(xi,ν), ν normal unitária externa a Γ . Portanto∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

uvνidΓ ,

para todo par de funções u, v ∈ D(Ω). Por densidade, estende-se este resultado para

funções u, v ∈ H1(Ω). Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([16], p. 126).

2.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observe que, embora o espaço vetorial das funções testes D(Ω) seja denso em Lp(Ω) para

1 6 p < ∞, em geral ele não é denso em Wm,p(Ω). Isto acontece porque a norma de

Wm,p(Ω) é “bem maior”que a norma de Lp(Ω), é por isso que Wm,p(Ω) possui menos

sequências convergentes. Esta observação motiva considerar os espaços Wm,p
0 (Ω).

Definição 2.24. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn, define-se

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm0 (Ω).

Teorema 2.25. (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Ω é um subconjunto aberto e

limitado de Rn e 1 6 p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω e p) tal

que

‖u‖Lp(Ω) 6 C‖∇u‖Lp(Ω), para todo u ∈W1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver Brezis ([3], p. 290).

Observação 2.26. Em particular a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma no espaçoW1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ‖u‖W1,p(Ω); em H1
0(Ω) tem-se o produto interno

((u, v)) =

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ‖∇u‖L2(Ω), equivalente a norma ‖u‖H1(Ω).

Demonstração. Brezis ([3], p. 290).

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e em particular os espaços Hm0 (Ω), desempenham papel funda-

mental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.

Se 1 6 p < ∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é 1
p
+ 1
q

= 1, então
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representa-se por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual

topológido de Hm0 (Ω). Em outras palavras, um elemento de H−m(Ω), é um funcional

linear limitado sobre Hm0 (Ω).

Definição 2.27. Se f ∈ H−1(Ω) a norma é definida como sendo

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f,u〉; para todo u ∈ H1
0(Ω) com ‖u‖H1

0(Ω) 6 1}.

Através das diversas formas de definir o espaço Hm(Ω) motiva-se a introdução do

espaço Hs(Ω) para s > 0 real e Ω bem regular, o qual é um espaço de Hilbert com uma

norma bem definida e seu Dual é denotado por H−s. Para uma exposição mais detalhada

de tais espaços vide Medeiros, L. A. [13]. Estes espaços tem relevância significativa para o

entendimento do comportamento de determinadas funções sobre a fronteira de Ω através

do teorema do traço enunciado a seguir.

Teorema 2.28. Existe uma aplicação linear e cont́ınua γ que parte do espaço Hm(Ω) e

chega em

m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (Γ), com núcleo γ−1(0) = Hm0 (Ω), verificando a seguinte condição:

γ(u) = (γ0u, ...,γm−1u), ∀u ∈ D(Ω),

onde γiϕ =
∂iϕ

∂νi
, para todo ϕ ∈ D(Ω), sendo ν a direção normal a Γ (fronteira de Ω).

Tal aplicação admite uma inversa à direita cont́ınua.

Demonstração. Medeiros, L. A. ([13], p. 120).

É de suma importância que determinadas identidades do cálculo façam sentido dentro

de um contexto mais geral, como por exemplo a Identidade de Green∫
Ω

(v∆u− u∆v)dx =

∫
Γ

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dΓ .

Para tal é necessário que se considere o espaço

H0 = {u ∈ L2(Ω);∆u ∈ L2(Ω)}.

Teorema 2.29. D(Ω) é denso em H0.

Observação 2.30. Como Hs(Ω) ⊂ L2(Ω), ∀s > 0, então identificando L2(Ω) com

seu dual, pode-se afirmar que L2(Ω) ⊂ H−s(Ω), ∀s > 0, implicando que γ0u, γ1u ∈

H−s(Ω), ∀s > 0.
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Teorema 2.31. A aplicação que parte de D(Ω) e chega em H−1/2(Ω) × H−3/2(Ω), tal

que

u 7−→ (γ0u,γ1u),

admite um prolongamento cont́ınuo a H0 e vale a seguinte identidade

(∆v,u)L2(Ω) − (∆u, v)L2(Ω) = 〈γ1u,γ0v〉− 〈γ1v,γ0u〉,

para todo u ∈ H0 e v ∈ H2(Ω).

Observação 2.32. Observe que no teorema acima 〈γ1u,γ0v〉 representa a ação do fun-

cional γ1u ∈ H−3/2 sobre γ0u ∈ H3/2, donde considera-se o seguinte abuso de notação∫
Γ

v
∂u

∂ν
dΓ ,

embora γ1u não pertença de fato a L2(Ω).

Proposição 2.33. Se u ∈ H∆(Ω) = H0∩H1(Ω), então γ1u ∈ H−1/2(Ω). Considerando

H∆(Ω) com a norma

‖u‖2H∆(Ω) = ‖u‖2H1(Ω) + ‖∆u‖2L2(Ω),

a aplicação γ1 é cont́ınua de H∆(Ω) em H−1/2(Ω).

Demonstração. Medeiros, L. A; Milla Miranda, M. ([15], p. 122-123).

Observação 2.34. A aplicação γ1 como definida na proposição anterior é denominada

traço da derivada normal.

Observação 2.35. Nos resultados seguintes considera-se o seguinte subespaço de H1(Ω)

V = {u ∈ H1(Ω); u = 0 em Γ0}.

Proposição 2.36. Em V a norma do gradiente é equivalente a norma H1(Ω).

Demonstração. Medeiros, L. A; Milla Miranda, M. ([15], p. 119).

Proposição 2.37. Sejam f ∈ L2(Ω) e g ∈ H−1/2(Γ1), então a solução do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−∆u = f em Ω;

u = 0 em Γ0;

∂u

∂ν
= g em Γ1,

(2.3)

pertence a V ∩H∆(Ω) e

‖u‖H1(Ω) 6 C
(
|f|+ ‖u‖H−1/2(Γ1)

)
.
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Demonstração. Considere o par {0,g} ∈ H−1/2(Γ)×H−1/2(Γ) onde

u =

∣∣∣∣∣∣∣
0 em Γ0;

g em Γ1.

(2.4)

Da demonstração do Teorema 2.31 e a Proposição 2.33 existe uma constante C > 0 tal

que

C1‖g‖H−1/2(Γ1) > ‖h‖H∆(Ω). (2.5)

Seja ω a solução de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−∆ω = f− ∆h em Ω,

ω = 0 em Γ0,

∂ω

∂ν
= 0 em Γ1.

(2.6)

Veja que tem solução pertencente à V∩H∆(Ω). Mais ainda, pelo resultado de regularidade

Eĺıptica a solução deste problema pertence a H2(Ω) e vale a desigualdade

‖ω‖H2(Ω) 6 C
(
|f|+ |∆h|L2(Ω)

)
. (2.7)

Portanto, seja u := ω + h ∈ V ∩ H∆(Ω) e usando a desigualdade triangular, que

‖u‖H1(Ω) 6 ‖u‖H2(Ω), as relações (2.7) e (2.5), tem-se

‖u‖H1(Ω) 6 ‖ω‖H1(Ω) + ‖h‖H1(Ω)

6 max{C, 1}
(
|f|L2(Ω) + |∆h|L2(Ω) + ‖h‖H1(Ω)

)
= max{C, 1}

(
|f|L2(Ω) + ‖h‖H∆(Ω)

)
6 max{C1,C, 1}

(
|f|L2(Ω) + ‖g‖H−1/2(Γ1)

)
. (2.8)

Corolário 2.38. Em V ∩H∆(Ω) a norma H∆(Ω) e a norma

u 7→
(
|∆u|2L2(Ω) +

∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥2
H−1/2(Γ1)

)1/2

.

são equivalentes.

Demonstração. De fato, pelo que foi demonstrado anteriormente vale a desigualdade

abaixo

‖u‖H∆ = ‖u‖H1(Ω) + |∆u|L2(Ω) 6 (C+ 1)|∆u|L2(Ω) + C
∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥
H−1/2(Γ1)

6 max{C,C+ 1}

(
|∆u|L2(Ω) +

∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥
H−1/2(Γ1)

)
.

(2.9)
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Pela desigualdade entre as normas da soma e a norma eucludiana, obtém-se

‖u‖H∆ 6 2 max{C,C+ 1}

(
|∆u|2L2(Ω) +

∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥2
H−1/2(Γ1)

)1/2

. (2.10)

Para demonstrar o outro lado da desigualdade veja que pela Proposição 2.33, tem-se

as seguintes desigualdades

|∆u|L2(Ω) 6 ‖u‖H∆ e
∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥
H−1/2(Γ1)

6 C‖u‖H∆

Elevando ao quadrado, somando, e elevando a 1/2, tem-se

(
|∆u|2L2(Ω) +

∥∥∥∂u
∂ν

∥∥∥2
H−1/2(Γ1)

)1/2

= (1 + C2)1/2‖u‖H∆ .

Lema 2.39. Seja u0 ∈ V ∩H∆(Ω), u1 ∈ V satisfazendo

∂u0

∂ν
+ g(·,u1) = 0 em Γ1,

onde g(x, s) é uma função Lipschitz em Γ1 × R, observe que se isto ocorre existe uma

constante C > 0 tal que ∀ p,q ∈ V

‖g(·,p) − g(·,q)‖H−1/2(Γ1) 6 C‖p− q‖H1/2(Γ1), (2.11)

então para todo ε > 0 existem funções u0
ε e u1

ε tais que

‖u0 − u0
ε‖V∩H∆(Ω) < ε; ‖u1 − u1

ε‖V < ε,

ainda satisfazendo
∂u0
ε

∂ν
+ g(·,u1

ε) = 0 em Γ1.

Demonstração. Veja que D(Ω) ⊂ V ∩ H∆(Ω) ⊂ V . Como norma de V e a norma de

H1
0(Ω) são equivalentes

V = D(Ω)
V
⊂ V ∩H∆(Ω)

V
⊂ V .

Isto implica que dado ε > 0, existe u1
ε ∈ V tal que

‖u1 − u1
ε‖V < min

{
ε,

ε√
C2

}
6 ε,
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onde C2 a constante que aparecerá em (2.13). Dáı, considera-se u0
ε solução do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆u0
ε = −∆u0 em Ω,

u0
ε = 0 em Γ0,

∂u0
ε

∂ν
= −g(·,u1

ε) em Γ1.

(2.12)

pela Proposição 2.37, u0
ε ∈ V∩H∆(Ω). Utilizando em sequência o Corolário 2.38, (2.12)1,

(2.12)3, (2.11), o Teorema do Traço, a desigualdade entre as normas de V e a norma de

H1 em V, segue que

‖u0 − u0
ε‖2V∩H∆(Ω) = |∆u0

ε − ∆u
0|2L2(Ω) +

∥∥∥∂u0

∂ν
−
∂u0
ε

∂ν

∥∥∥2
H−1/2(Γ1)

=
∥∥∥g(·,u1) − g(·,u1

ε)
∥∥∥2
H−1/2(Γ1)

6 C
∥∥∥u1 − u1

ε

∥∥∥2
H1/2(Γ1)

6 C1

∥∥∥u1 − u1
ε

∥∥∥2
H1(Ω)

6 C2

∥∥∥u1 − u1
ε

∥∥∥2
V
6 C2ε

2 6 ε2. (2.13)

2.5 Espaços Lp (0, T ;X)

Estende-se as noções de mensurabilidade, integrabilidade, para funções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ‖.‖.

Definição 2.40. (i) Uma função s : [0, T ]→ X é chamada simples se tem a forma

s(t) =

m∑
i=1

χEi(t)ui, (0 6 t 6 T),

onde cada Ei é um subconjunto Lebesgue mensurável de [0, T ] e ui ∈ X, (i=1,2,...,m).

(ii) Uma função f : [0, T ] −→ X é fortemente mensurável se existem funções simples

sk : [0, T ]→ X tais que

sk(t) −→ f(t); para q.s 0 6 t 6 T .

(iii) Uma função f : [0, T ] −→ X é fracamente mensurável se, para cada u∗ ∈ X∗ a

aplicação t 7→ 〈u∗, f(t)〉 é Lebesgue mensurável.
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Definição 2.41. (i) Se s(t) =
∑m
i=1 χEi(t)ui é uma função simples, define-se∫T
0

s(t)dt =

m∑
i=1

|Ei|ui.

(ii) Diz-se que f : [0, T ] −→ X é somável se existe uma sequência de {sk}
∞
k=1 de funções

simples, tal que ∫T
0

‖sk(t) − f(t)‖dt→ 0; quando k→∞.

(iii) Se a função f é somável, define-se∫T
0

f(t)dt = lim
k→∞

∫T
0

sk(t)dt.

Definição 2.42. Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 6 p 6 ∞ o espaço vetorial das

(classes de) funções u : (0, T) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais

que; se 1 6 p <∞ a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à Lebesgue em (0, T); e se p =∞
a função t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma definida por

‖u‖Lp(0,T ;X) =
(∫T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

, se 1 6 p <∞.

Se p =∞ norma acima é substitúıda por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

‖u (t)‖X .

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈v,u〉L2(0,T ;X) =
∫T
0

〈v (t) ,u (t)〉X dt.

Quando X é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço reflexivo e

separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X′), onde p e

p′ são ı́ndices conjugados, isto é, 1
p
+ 1
p′

= 1. A dualidade entre esses espaços é dada na

forma integral por

〈v,u〉Lp ′(0,T ;X ′)×Lp(0,T ;X) =
∫T
0

〈v (t) ,u (t)〉X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identifica ao espaço L∞ (0, T ;X′).
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Definição 2.43. Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

cont́ınuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = max
06t6T

‖u (t)‖X <∞.

Pode-se citar algumas propriedades importantes do espaço Lp(0, T ;X) que serão úteis

no desenvolvimento do trabalho.

Observação 2.44. Considera-se o intervalo aberto I ⊂ R e um espaço de Banach X.

(i) Se I é um intervalo limitado e p 6 q, então

Lq(I,X) ↪→ Lp(I,X) e ‖f‖Lp(I,X) 6 |I|
q−p
pq ‖f‖Lq(I,X).

(ii) Se Y é um espaço de Banach e se A : X → Y um operador linear e cont́ınua, então

para todo f ∈ Lp(I,X) tem-se Af ∈ Lp(I, Y) e

‖Af‖Lp(I,Y) 6 ‖A‖‖f‖Lp(I,X).

Em particular se X ↪→ Y e se f ∈ Lp(I,X), então f ∈ Lp(I, Y) (quando toma-se A sendo

a imersão)

Demonstração. Cazenave ([7], p. 17).

Teorema 2.45 (Aubin-Lions). Sejam B0, B, B1 espaços de Banach, B0 e B1 reflexivos,

a imersão de B0 em B é compacta, B imerso continuamente em B1, 1 < p0, p1 <∞ e W

o espaço

W = {u ∈ Lp0 (0, T ;B0) ; u′ ∈ Lp1 (0, T ;B1)} ,

equipado da norma

‖u‖W = ‖u‖Lp0(0,T ;B0)
+ ‖u′‖Lp1(0,T ;B1)

.

Então W é um espaço de Banach, e a imersão de W em Lp0 (0, T ;B) é compacta.

Demonstração. Lions ([13], p. 58).

Observação 2.46. Uma consequência do Teorema de Aubin-Lions: se (uν)ν∈N é uma

sequência limitada em L2 (0, T ;B0) e (u′ν)ν∈N é uma sequência limitada em L2 (0, T ;B1)

então (uν)ν∈N é limitada em W. Dáı, segue-se que existe uma subsequência (uνk)k∈N de

(uν)ν∈N tal que uνk −→ u forte em L2 (0, T ;B) .
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Lema 2.47. Seja Q um subconjunto aberto limitado de Rnx × Rt, gm e g funções de

Lq(Q) com 1 < q <∞, satisfazendo

|gm|Lq(Q) 6 C e gm → g, em q.t.p de Q.

Então

gm ⇀ g, em Lq(Q).

Demonstração. Lions ([13], p. 12).

Lema 2.48. Sejam V ,H,V ′ três espaços de Hilbert, sendo V ′ o dual de V. Se uma

função u pertence ao espaço L2(0, T ;V) e seu derivada u ′ pertence ao espaço L2(0, T ;V ′),

então u é quase sempre igual a uma função cont́ınua de [0, T ] em H, e tem-se a seguinte

igualdade no sentido de distribuição escalar em (0, T)

d

dt
|u|2 = 2〈u ′,u〉.

A igualdade acima faz sentido desde que as funções

t 7→ |u(t)|2 e t 7→ 〈u ′(t),u(t)〉,

sejam ambas integráveis em [0, T ].

Demonstração. Temam ([21], p. 261).

Lema 2.49. Seja X um espaço de Banach, f ∈ Lp(0, T ;X) e f ′ ∈ Lp(0, T ;X) com 1 6

p 6∞, então

f ∈ C([0, T ];X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula).

Demonstração. Lions ([13], p. 7).

2.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com norma ‖.‖, considera-se

as seguintes definições
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Definição 2.50. Uma distribuição vetorial sobre (0, T) com valores em X, é uma função

f : D (0, T)→ X linear e cont́ınua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T) com valores em X e é denotado por

D ′(0, T ;X) = L(D (0, T) ;X).

Definição 2.51. Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
,ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T) .

Observação 2.52. Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 6 p 6∞, então

define-se uma distribuição ainda denotada por f, dada por

f(ϕ) =

∫T
0

f(t)ϕ(t)dt, para todo ϕ ∈ D (0, T) .

Para maiores detalhes vide Lions ([13], p. 7).

2.7 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentam-se alguns resultados importantes que serão utilizados no decorrer

do trabalho.

2.7.1 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 2.53. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn. Então existe uma

sequência não decrescente de números reais (λm)m∈N com λ1 > 0 tal que

λm →∞ quando m→∞.

E uma base Hilbertiana (ωm)m∈N de L2(Ω) tais que, ωm ∈ H1
0(Ω)∣∣∣∣∣∣ −∆wj = λjwj em Ω,

wj = 0 em Γ ,

para j = 1, 2 . . .

Diz-se que os números (λm)m∈N são os autovalores de −∆ (com a condição de Dirichlet)

e as funções que formam as sequência (ωm)m∈N são as funções próprias associadas a tais

autovalores.

Demonstração. Evans ([10], p. 335).
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2.7.2 O Teorema de Carathéodory

Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t) onde

x ∈ Rn e t ∈ R, seja f : D → Rn. Diz-se que f satisfaz as condições de Carathéodory

sobre D quando:

• f (x, t) é mensurável em t, para cada x fixo;

• f (x, t) é cont́ınua em x, para cada t fixo;

• Para cada compacto K em D, existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| 6 mK (t), para todo (x, t) ∈ K.

Definição 2.54. Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy∣∣∣∣∣∣ x
′ = f(x, t),

x(t0) = x0,

é uma função φ(t) absolutamente cont́ınua tal que, para algum β real, tenha-se

i) (φ(t), t) ∈ D, para todo, t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) φ′(t) = f(t,φ(t)) para todo t ∈ [t0−β, t0+β], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retângulo

R =
{
(x, t) ∈ Rn+1; |t− t0| 6 a, |x− x0| 6 b

}
,

com a,b > 0. Então, tem-se os seguintes resultados:

Teorema 2.55 (Carathéodory). Seja f : R→ Rn satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre R, então sobre algum intervalo |t− t0| 6 β (β > 0) , existe uma solução no sentido

estendido do problema de valor inicial∣∣∣∣∣∣ x
′ = f(x, t),

x(t0) = x0.

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 156).
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Corolário 2.56. Seja D aberto de Rn+1 e f satisfaz as condições de Carathéodory sobre

D, então o problema ∣∣∣∣∣∣ x
′ = f(x, t),

x(t0) = x0,

tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 159).

Teorema 2.57. Seja D aberto limitado conexo em Rn+1, uma função f que satisfaz as

duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e existe uma função integrável m(t)

tal que |f(t, x)| 6 m(t), para todo (t, x) ∈ D. Seja ϕ uma solução de

x ′ = f(t, x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a,b) então

i) Existe ϕ(a+ 0),ϕ(b− 0);

ii) Se (b,ϕ(b − 0)) ∈ D então ϕ pode ser prolongada até (a,b + δ] para algun δ. O

resultado análogo também vale para a;

iii) ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ,ω) tal que (γ;ϕ(γ+0)), (ω,ϕ(ω−0))

pertencem a ∂D (fronteira de D);

iv) Se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades então ϕ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ,ω] tal que (γ,ϕ(γ+ 0)), (ω,ϕ(ω− 0)) ∈ ∂D.

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 159).

Corolário 2.58. (Prolongamento de solução). Sejam D = B × [0, T ] , com 0 < T < ∞
e B = {x ∈ Rn; |x| 6 b}, b > 0 e a função f nas condições do Teorema 2.57. Seja φ (t)

uma solução de ∣∣∣∣∣∣ x
′ = f(x, t),

x(0) = x0 e |x0| 6 b.

Se em qualquer intervalo I onde φ (t) está definida, se tenha, |φ (t)| 6M, para todo t ∈ I,

M independente de t e M < b. Então φ tem um prolongamento até [0, T ].

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([18], p. 164).
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2.7.3 Lema de Gronwall

Lema 2.59 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja η (·) uma função não

negativa, absolutamente cont́ınua em [0, T ].

i) Se η satisfaz para t q.s. a desigualdade diferencial

η′ (t) 6 ψ (t) +ϕ (t)η (t) , (2.14)

onde ϕ (t) e ψ (t) são funções não negativas e integráveis em [0, T ], então para todo

0 6 t 6 T .

ii) Em particular, se η′ 6 ϕη em [0, T ] e η (0) = 0, tem-se

η ≡ 0 em [0, T ] .

Demonstração. Evans ([10], p. 624).
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Existência e Unicidade de Soluções

Fortes

Seja Ω um aberto limitado e conexo do Rn. Denotando por Γ a fronteira suave de Ω.

Suponha que Γ admita uma partição determinada pelos subconjuntos Γ0, Γ1 ambos de

medida positiva e tais que Γ 0 ∩ Γ 1 = ∅.

Fixando α, β, f e g com valores reais, satisfazendo as seguintes propriedades

(1) α ∈W1,∞
loc (R+), α ′ ∈ L1(R+) e α(t) > α0 > 0;

(2) β ∈W1,∞
loc (R+) e β(t) > β0 > 0;

(3) f Lipschitz em R com f(0) = 0 e f(s)s > 0;

(4) g uma função real Lipschitz definida em Γ1 × R tal que

[g(x, s) − g(x, r)](s− r) > g0(s− r)2 e g(x, 0) = 0,

onde g0 é uma constante real positiva.

(3.1)

Neste caṕıtulo mostra-se a existência e unicidade de soluções fortes do sistema não

linear acoplado∣∣∣∣∣∣∣
u ′′(x, t) − α(t)∆u(x, t) + f(u(x, t)) + (a · ∇)θ(x, t) = 0 em Ω×]0,∞[,

θ ′(x, t) − β

(∫
Ω

θ(x, t)dx

)
∆θ(x, t) + (a · ∇)u ′(x, t) = 0 em Ω×]0,∞[,

(3.2)

submetido as seguintes condições de fronteira

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u(x, t) = 0 em Γ0×]0,∞[,
∂u

∂ν
(x, t) + g(x,u ′(x, t)) = 0 em Γ1×]0,∞[,

θ(x, t) = 0 em Γ×]0,∞[,

(3.3)

28
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e as condições iniciais

u(0) = u0, u
′(0) = u1, θ(0) = θ0 em Ω, (3.4)

onde ν denota o vetor unitário cuja direção é normal a Γ1.

No decorrer do trabalho as notações (·, ·) e | · | e ((·, ·)), || · || indicarão o produto interno

e a norma dos espaços L2(Ω) e H1
0(Ω) respectivamente, serão também reservadas, a menos

de menção explicita, as notações | · |R e “ · ” para indicar respectivamente o módulo em R

e o produto interno euclidiano do Rn.

3.1 Existência de Soluções Fortes

Mostra-se nesta seção, a existência de soluções fortes do sistema misto (3.2)-(3.4), as

ideias que embasam o denvolvimento da mesma, bem como todo o corpo deste trabalho,

são fortemente baseadas em H. Clark [6].

Definição 3.1. Uma solução global do problema não linear (3.2)-(3.4) é um par de funções

{u, θ} definidas em Ω× [0,∞[, assumindo valores reais, tais que

u ∈ L∞loc(0,∞;V ∩H∆(Ω)), u ′ ∈ L∞loc(0,∞;V),

u ′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)), θ ∈ H1
loc(0,∞;H1

0(Ω)),
(3.5)

satisfazendo ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ′′ − α∆u+ f(u) + (a · ∇)θ = 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)),

θ ′ − β

(∫
Ω

θ dx

)
∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)),

∂u

∂ν
+ g(. ,u ′) = 0 em L∞(0, T ;H−1/2(Γ1)),

u(0) = u0, u
′(0) = u1, θ(0) = θ0 em Ω.

(3.6)

Teorema 3.2. Suponha u0 ∈ V ∩H∆(Ω), u1 ∈ V , θ0 ∈ H1
0(Ω) e

∂u0

∂ν
+ g(. ,u1) = 0 em Γ1.

Então existe única solução global do problema (3.2)-(3.4), no sentido da Definição 3.1.
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Demonstração: A demonstração do Teorema 3.2 é baseada nos Métodos de Faedo-

Galerkin-Lions e de Compacidade, a qual é organizada nas seguintes seções:

3.1.1 Formulação Variacional;

3.1.2 Soluções do problema aproximado;

3.1.3 Estimativas “a priori”das soluções aproximadas;

3.1.4 Passagem ao limite das soluções aproximadas;

3.1.5 Verificação dos dados iniciais;

3.1.6 Unicidade das soluções.

3.1.1 Formulação Variacional

Supondo u ∈ C2(Ω × [0, T ]), satisfazendo (3.2)1-(3.3) e ξ ∈ C1(Ω), com ξ|Γ0 = 0, vale a

identidade Green abaixo∫
Ω

ξ(x)∆u(x, t) dx =

∫
Γ1

∂u(x, t)

∂ν
ξ(x) dΓ −

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ξ(x) dx. (3.7)

Multiplicando a equação (3.2)1 aplicada em t por ξ ∈ C1(Ω), tal que ξ|Γ0 = 0, inte-

grando sobre Ω, e usando (3.7), tem-se∫
Ω

u(x, t) ′′ξ(x)dx+ α(t)

(∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ξ(x)dx−
∫
Γ1

∂u

∂ν
(x, t)ξ(x)dΓ

)
+

∫
Ω

f(u(x, t))ξ(x)dx+

∫
Ω

ξ(x)(a · ∇)θ(x, t)dx = 0.

(3.8)

Utilizando (3.3)2 em (3.8) obtém-se∫
Ω

u ′′(x, t)ξ(x)dx+ α(t)

(∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ξ(x)dx+
∫
Γ1

g(x,u ′(x, t))ξ(x)dΓ

)
+

∫
Ω

f(u(x, t))ξ(x)dx+

∫
Ω

ξ(x)(a · ∇)θ(x, t)dx = 0.

(3.9)

Do mesmo modo, considerando θ ∈ C2(Ω × [0, T ]), satisfazendo (3.2)2 e λ ∈ C1(Ω),

com θ|Γ = 0, obtém-se multiplicando (3.2)2, aplicada em t, por λ; integrando sobre Ω e

utilizando a identidade de Green, que∫
Ω

θ(x, t) ′λ(x)dx+ β

(∫
Ω

θ(x, t)dx

) ∫
Ω

∇θ(x, t) · ∇λ(x)dx

+

∫
Ω

λ(a · ∇)u ′(x, t)dx = 0.

(3.10)
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O problema de determinar u e θ com uma regularidade conveniente satisfazendo (3.9)

e (3.10) no sentido das distribuições para toda ξ ∈ V ∩H∆(Ω) e λ ∈ H1
0(Ω) denomina-se

formulação variacional para o problema (3.2). Esta nova formulação motiva considerar a

etapa do problema aproximado como segue.

3.1.2 Soluções Aproximadas do Problema Misto

A partir desta seção, para que a notação não fique sobrecarregada convenciona-se que∫
Ω

f(x, t)dx =:

∫
Ω

f(t)dx.

Tornando impĺıcito através de “dx”a dependência do integrando com relação a variável

x.

Pelo Lema 2.39, existem sequências (u0
m)m∈N, (u1

m)m∈N tais que

u0
k → u0 em V ∩H∆, (3.11)

u1
k → u1 em V , (3.12)

∂u1
k

∂ν
= −g( . ,u1

k). (3.13)

Fixando k, obtém-se pelo lema de Zorn uma base Hilbertiana para V ∩H∆(Ω)

ωk1 , . . . ,ωkm, . . .

onde u0
k, u1

k ∈ [ωk1 ,ωk2 ]. Para H1
0(Ω) fixa-se a base espectral do operador laplaciano

σ1, . . . ,σm, . . .

Das bases anteriores considera-se os espaços

Wm = [σ1, . . . ,σm] e Vmk = [ωk1 , . . . ,ωkm], (3.14)

de modo que se ukm(t) ∈ Vmk e θm(t) ∈Wm, existem {hmk1(t), . . . ,hmkm(t)} e {pm1(t), . . . ,

pmm(t)} tais que

ukm(t) =

m∑
j=1

hmkj(t)ω
k
j , (3.15)

θm(t) =

m∑
j=1

pmj(t)σj. (3.16)
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A partir das formulações variacionais obtidas na seção anterior considera-se para k

fixado, o problema aproximado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u ′′km(t), ξ) + α[(∇ukm(t),∇ξ) + (g( . ,u ′), ξ)Γ1 ] + (f(ukm(t)), ξ)

+((a · ∇)θm, ξ) = 0,

(θ ′m(t), λ) + β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θm(t),∇λ) + ((a · ∇)u ′km(t), λ) = 0,

(3.17)

para todo ξ ∈ Vmk e λ ∈Wm. As condições iniciais são dadas por

ukm(0) = u0
k,

u ′km(0) = u1
k, (3.18)

θm(0) = θ0m → θ0 em H1
0(Ω).

Em termo das bases, utilizando (3.17) e omitindo o ı́ndice k para não sobrecarregar

anotação, obtém-se

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m∑
j=1

h ′′mj(t)(ωj,ωi) + α(t)

[
m∑
j=1

hmj(t)(∇ωj,∇ωi) + (g

(
m∑
j=1

hmj(t)ωj

)
,ωi)Γ1

]

+(f

(
m∑
j=1

hmj(t)

)
,ωi) +

m∑
j=1

pmj(t)((a · ∇)σj,ωi) = 0,

m∑
j=1

p ′mj(t)(σj,σi) + β

(∫
Ω

m∑
j=1

pmj(t)σjdx

)
m∑
j=1

pmj(t)(∇σj,∇σi)

+

m∑
j=1

h ′mj((a · ∇)ωj,σi) = 0.

(3.19)

Reescrevendo o sistema em sua formulação matricial, denotando “ ·” o produto matricial,

obtém-se ∣∣∣∣∣∣ V ·H(t)
′′ + α(A ·H(t)) +G(H ′(t)) + F(H(t)) +A · P(t) = 0,

W · P ′(t) +ϕ(P(t))B · P(t) +D ·H ′(t) = 0,
(3.20)

ondeH(t) = (hm1(t), . . . ,hmm(t))V∩H∆ , P(t) = (pm1(t), . . . ,pmm(t))H1
0
, Aij = (∇ωj,∇ωi),

Wij = (σj,σi), Vij = (ωj,ωi), Dij = (a · ∇ωj,σi), Aij = ((a · ∇)σj,ωi), Bij =

(∇σj,∇σi), F(H) = ((f(H),ω1), . . . , (f(H),ωm)), G(H
′) = ((g(H ′),ω1)Γ1 , . . . , (g(H ′),ωm)Γ1)

e
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ϕ(P(t)) = β

(∫
Ω

∑
j

pmj(t)ωjdx

)
= β(〈P(t), w〉),

sendo w := (
∫
Ω
ω1, . . .

∫
Ω
ωm).

Considerando X(t) =


P(t)

H(t)

H ′(t)

 , tem-se X ′(t) =


P ′(t)

H ′(t)

H ′′(t)

. Por (3.20)

X ′ =


−ϕ(P)W−1BP −W−1DH ′

H

−α(t)V−1AH− α(t)V−1G(H ′) − V−1F(H) − V−1AP

 (3.21)

=


0 0 −W−1D

0 I 0

−V−1A 0 0

X+


−W−1ϕ(P)B

0

−α(t)V−1A− α(t)V−1G(H ′) − V−1F(H)

 .

Portanto o sistema (3.21) é equivalente a EDO

Y ′ = Φ(Y, t) (3.22)

Y(0) = ((θ0)H1
0
, (u0

k)V∩H∆ , (u1
k)V∩H∆)

onde a notação (v)W significa o vetor m-dimensional escrito na base tomada em W e

Φ : R3m × R→ R3m é dada por

Φ(Y, t) =


0 0 −W−1D

0 I 0

−V−1A 0 0

 Y (3.23)

+


−W−1ϕ(P1(Y))B

0

−α(t)V−1A− α(t)V−1G(P3(Y)) − V
−1F(P2(Y))

 ,

sendo P1(y1, . . . ,y3m) = (y1, . . . ,ym),P2(y1, . . . ,y3m) = (ym+1, . . . ,y2m), P3(y2m+1, . . . ,y3m) =

(y1, . . . ,y3m). Observe que

1. Para Y0 fixado, Φ(Y0, t), é integrável em R;

2. Pata t0 fixado Φ(Y, t0), é uma função cont́ınua pois o produto interno, P1, P2, P3,

f e g são funções cont́ınuas;
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3. Para cada K ⊂ R3m × R compacto, pela continuidade do produto interno e das

funções P1, P2, P3, f e g, existem constantes C ′ e C ′′ que dependem de K tais que

|Φ(Y, t)| 6 C ′′ + α(t)C ′.

Como α ∈ W1,∞
loc (R+), no intervalo [0, T ] e Ω é limitado o Teorema 2.55 garante a ex-

istência de uma solução X(t) da equação (3.22) em um intervalo [0, tm], com tm < T . A

Estimativa I abaixo, garante a existência de uma extensão da solução em todo o intervalo

[0, T ] graças ao Corolário 2.58.

3.1.3 Estimativa “a priori”das Soluções Aproximadas

Na seção anterior mostrou-se a existência de pares de funções {um(t), θm(t)} soluções do

problema aproximado (3.17) em [0, tm]. Este intervalo será estendido ao intervalo [0, T ]

onde T > 0 é arbitrário, utilizando a primeira estimativa estabelecida a seguir.

Estimativa I. Tomando ξ = 2u ′m(t) e λ = 2θm(t) em (3.17)1 e (3.17)2 respectivamente,

resulta∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2(u ′′m(t),u
′
m(t)) + 2α(t)

(
(∇um(t),u ′m(t)) + (g(u ′m(t)),u

′
m(t))Γ1

)
+ 2(f(um(t)),u

′
m(t))

+2((a · ∇)θm(t),u ′m(t)) = 0,

2(θ ′m(t), θm(t)) + 2β
( ∫
Ω

θm(t)dx
)(
∇θm(t),∇θm(t)

)
+ 2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) = 0.

(3.24)

Como wj ∈ H1
0(Ω), para j = 1, 2, 3, . . . ,m, então da identidade Gauss tem-se∫

Ω

∂u ′m
∂xi

(t)θm(t)dx = −

∫
Ω

u ′m(x)
∂θm

∂xi
(t)dx,

para i = 1, 2, 3, . . . ,n. Note que

2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) = 2

∫
Ω

(a · ∇)u ′m(t)θm(t)dx = 2

n∑
i=1

∫
Ω

ai
∂u ′m
∂xi

(t)θm(t)dx

= −2

n∑
i=1

∫
Ω

ai
∂θm

∂xi
(t)u ′m(t)dx

= −2

∫
Ω

(a · ∇)θm(t)u ′m(t)dx

= −2((a · ∇)θm(t),u ′m(t)),

logo,

2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) + 2(u ′m(t), (a · ∇)θm(t)) = 0. (3.25)
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Por (3.25) e as identidades seguintes, válidas pelo Lema 2.48,

2(u ′′m(t),u
′
m(t)) =

d

dt
|u ′m(t)|

2,

2(θ ′m(t), θm(t)) =
d

dt
|θm(t)|

2,

α ′(t)(∇um(t),∇um(t)) + 2α(t)(∇um(t),∇u ′m(t)) =
d

dt

{
α(t)|∇um(t)|2

}
,

2(f(um(t)),u
′
m(t)) = 2

∫
Ω

f(um(t))u
′
m(t)dx = 2

d

dt

{∫
Ω

F(um(t))dx

}
,

onde F(λ) =
∫λ
0 f(ζ)dζ, vale a igualdade abaixo para a soma de (3.24)1 com (3.24)2

d

dt
E(t)+2α(g(u ′m(t)),u

′
m(t))Γ1+2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
|∇θm(t)|2 = α ′(t)|∇um(t)|2, (3.26)

onde

E(t) = |u ′m(t)|
2 + |θm(t)|

2 + α(t)|∇um(t)|2 + 2

∫
Ω

F(um(t))dx. (3.27)

Por (3.1)(1),(2),(4), obtém-se

2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
|∇θm(t)|2 > 2β0|∇θm(t)|2, (3.28)

2α(t)(g(u ′m(t)),u
′
m(t))Γ1 > 2α0g0|u

′
m(t)|

2
Γ1

. (3.29)

Utilizando as estimativas (3.28), (3.29) em (3.26), e observando que 1 6
α(t)

α0

, tem-se

d

dt
E(t) + 2α0g0|u

′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0|∇θm(t)|2 6 α ′(t)|∇um(t)|2

6 |α ′(t)|R|∇um(t)|2

6 |α ′(t)|R
α(t)

α0

|∇um(t)|2

6
|α ′(t)|R
α0

E(t), (3.30)

para cada t ∈ [0, tm]. Integrando (3.30) de 0 a t ∈ (0, tm), tem-se

E(t) + 2

∫ t
0

α0g0|u
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0

∫ t
0

|∇θm(t)|2 6
1

α0

∫ t
0

|α ′(s)|RE(s) + E(0). (3.31)

Observe que

θ0m → θ0 em H1
0(Ω) ⇒ θ0m → θ0, ∇θ0m → ∇θ0 em L2(Ω), (3.32)

u0
k → u0 em V ∩H∆(Ω) ⇒ ∇u0

k → ∇u0 em L2(Ω), (3.33)

u1
k → u1 em V ⇒ ∇u1

k → ∇u1 em L2(Ω)

⇒ u1
k → u1 em H1(Ω) (3.34)

⇒ u1
k → u1 em L2(Ω).
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Por (3.1)(3), f(0) = 0 e |f(ξ)| 6 C|ξ|, para algum C > 0. Portanto∫
Ω

F(u0
k(x))dx 6

∫
Ω

∫u0
k(x)

0

f(s)dsdx 6 C
∫
Ω

∫u0
k(x)

0

|s|Rdsdx. (3.35)

Como ∫u0
k(x)

0

|s|Rds = max

{
u0
k(x)

2

2
,
−u0

k(x)
2

2

}
6

|u0
k(x)|

2
R

2
,

estima-se novamente (3.35) utilizando a desigualdade de Poincaré como segue∫
Ω

F(u0
k(x))dx 6

∫
Ω

∫u0
k(x)

0

f(s)dsdx 6
C

2

∫
Ω

|u0
k(x)|

2
Rdx 6

C

2
|u0
k|

2
V 6 C, (3.36)

onde C é uma constante que não depende de k, m. Das convergências (3.32)-(3.34) e a

desigualdade em (3.36), obtém-se

E(0) = |u ′k(0)|
2 + |θm(0)|

2 + α(0)|∇ukm(0)|2 + 2

∫
Ω

F(ukm(0))dx

= |u1
m(0)|

2 + |θ0m|
2 + α(0)|∇u0

k|
2 + 2

∫
Ω

F(u0
k(x))dx 6 C. (3.37)

Logo de (3.31) e (3.37), segue

E(t) + 2

∫ t
0

α0g0|u
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0

∫ t
0

|∇θm(t)|2 6
1

α0

∫ t
0

|α ′(s)|RE(s) + C. (3.38)

Aplicando o Lema de Gronwall a desigualdade (3.38) e lembrando que α ′ ∈ L1(R+), por

(3.1)(1), segue que

E(t) + 2

∫ t
0

α0g0|u
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0

∫ t
0

|∇θm(t)|2 6 Ce(1/α0)
∫t
0 |α

′(t)|Rds 6 C,

onde observa-se que C é uma constante que não depende de k, m e T .

Estimativa II. Como ϕ é continuamente diferenciável as funções hjm(t) e pjm(t),

para j = 1, 2, 3, . . . ,m, são de classe C2([0, T ]) e C1([0, T ]) respectivamente, de modo que

derivando (3.17)1 e (3.17)2 em relação a t e observando que α é derivável obtém-se∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u ′′′m(t), ξ) + α
′(t)
(
(∇um(t),∇ξ) + (g(u ′m(t)), ξ)

)
Γ1
+ α(t)(∇u ′m(t),∇ξ),

+α(t)
(
g ′(u ′m(t))u

′′
m(t), ξ

)
Γ1
+ (f ′(um(t))u

′
m(t), λ) + ((a · ∇)θ ′m(t), ξ) = 0,

(θ ′′m(t), λ) + β
′
( ∫
Ω

θm(t)
)( ∫

Ω

θ ′m(t)
)
(∇θm(t),∇λ) + β

( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θ ′m(t),∇λ)

+((a · ∇)u ′′m(t), λ) = 0.

(3.39)
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Tomando ξ = 2u ′′m(t) e λ = 2θ ′m(t), resulta∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2(u ′′′m(t),u
′′
m(t)) + 2α ′(t)

(
(∇um(t),∇u ′′m(t)) + (g(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

)
+

+2α(t)(∇u ′m(t),∇u ′′m(t)) + 2α(t)
(
g ′(u ′m(t))u

′′
m(t),u

′′
m(t)

)
Γ1
+

2(f ′(um(t))u
′
m(t),u

′′
m(t)) + 2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) = 0,

2(θ ′′m(t), θ
′
m(t)) + 2β ′

( ∫
Ω

θm(t)
)( ∫

Ω

θ ′m(t)
)
(∇θm(t),∇θ ′m(t)) + 2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′m(t))

+2β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θ ′m(t),∇θ ′m(t)) = 0.

(3.40)

Além disto, novamente utilizando que ωj ∈ H1
0(Ω), para todo j=1,2,...,m, tem-se pelo

Lema de Gauss ∫
Ω

∂θ ′m
∂xi

(t)u ′′m(t)dx = −

∫
Ω

θ ′m(t)
∂u ′′m
∂xi

(t)dx,

para i = 1, 2, 3, . . . ,n. Como

2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) = 2

∫
Ω

(a · ∇)θ ′m(t)u ′′m(t)dx = 2

n∑
i=1

ai

∫
Ω

∂θ ′m
∂xi

(t)u ′′m(t)dx

= −2

n∑
i=1

ai

∫
Ω

∂u ′′m
∂xi

(t)θ ′m(t)dx

= −2

∫
Ω

(a · ∇)u ′′m(t)θ ′m(t)dx

= −2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′(t)),

então

2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) + 2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′(t)) = 0. (3.41)

Pelo Lema 2.48 e a regra do produto, segue que

2(u ′′′m(t),u
′′
m(t)) =

d

dt
|u ′′m(t)|

2,

2(θ ′′m(t), θ
′
m(t)) =

d

dt
|θ ′m(t)|

2,

α ′(t)|∇u ′m(t)|2 + 2α(t)(∇u ′m(t),∇u ′′m(t)) =
d

dt

{
α(t)|∇u ′m(t)|2

}
.

(3.42)

Somando as equações (3.40)1 e (3.40)2, e utilizando (3.42)1,2,3 ,obtém-se

d

dt
E1(t) + 2β

( ∫
Ω

θm(t)
)
|∇θ ′m(t)|2 + α(t)(g(u ′m(t)),u ′′m(t))Γ1 =

− 2α ′(t)
(
(∇um(t),∇u ′′m(t)) + (g(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

)
+ α ′(t)|∇u ′m(t)|2 − 2(f ′(um(t))u

′
m(t),u

′′
m(t))

− 2β ′
( ∫
Ω

θm(t)
)( ∫

Ω

θ ′m(t)
)
(∇θm(t),∇θ ′m(t)), (3.43)
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onde

E1(t) = |u ′′m(t)|
2 + α(t)|∇u ′m(t)|2 + |θ ′m(t)|

2.

Por (3.1)(1),(2),(4) seguem as desigualdades abaixo

2β
( ∫
Ω

θm(t)dx
)
|∇θ ′m(t)| > 2β0|∇θ ′m(t)|2, (3.44)

2α(t)(g ′(u ′m(t))u
′′
m(t),u

′′
m(t))Γ1 > 2α0g0|u

′′
m(t)|

2
Γ1

. (3.45)

Dáı, utilizando as estimativas (3.44) e (3.45) em (3.43), resulta

d

dt
E1(t) + 2β0|∇θ ′m(t)|2 + 2α0g0|u

′′
m(t)|

2
Γ1

6

− 2α ′(t)
(
(∇um(t),∇u ′′m(t)) + (g(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

)
+ α ′(t)|∇u ′m(t)|2 − 2(f ′(um(t))u

′
m(t),u

′′
m(t))

− 2β ′
( ∫
Ω

θm(t)
)( ∫

Ω

θ ′m(t)
)
(∇θm(t),∇θ ′m(t)). (3.46)

f sendo lipschitiziana, ela é derivável e vale |f ′(ξ)|R 6 C q.t.p em R. Utilizando

(3.1)(1), a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e que 1 6
α(t)

α0

, tem-se

2α ′(t)|∇u ′m(t)|2 − 2(f ′(um(t))u
′
m(t),u

′′
m(t)) 6 CTα(t)|∇u ′m(t)|2 + 2|f ′(um(t))||u

′
m(t)|

6 CTα(t)|∇u ′m(t)|2 + |f ′(um(t))|
2 + |u ′m(t)|

2 6 C2 + CTE1(t),

(3.47)

onde CT daqui em diante denotará constantes que dependem de T > 0.

Utilizando que |β ′(ξ)| 6 C, tem-se

2β ′
( ∫
Ω

θm(t)
)( ∫

Ω

θ ′m(t)
)
(∇θm(t),∇θ ′m(t)) 6 2CT |θ

′
m(t)|L1(Ω)|∇θm(t)||∇θ ′m(t)|

6
2CT√
β0

√
β0|θ

′
m(t)||∇θm(t)||∇θ ′m(t)|

6
C2
T

β0

|∇θm(t)|2E1(t) + β0|∇θ ′m(t)|2.

(3.48)

Portanto, obtém-se de (3.47), (3.48) e (3.46) que

d

dt
E1(t) +2 β0|∇θ ′m(t)|2 + 2α0g0|u

′′
m(t)|

2
Γ1

6

− 2α ′(t)
(
(∇um(t),∇u ′′m(t)) + (g(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

)
+ C+ CTE1 + CT |∇θm(t)|2E1(t). (3.49)
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Tomando ξ =
−α(t) ′

α(t)
u ′′m(t) em (3.17)1, obtém-se

− 2α ′(t)
[
(∇um(t),∇u ′′m(t)) + (g(u ′m(t),u

′′
m(t)))Γ1

]
= 2

α ′(t)

α(t)
|u ′′m(t)|

2 +

2
α ′(t)

α(t)
(f(um(t)),u

′′
m(t)) +

α ′(t)

α(t)
((a · ∇)θm(t),u ′′m(t)). (3.50)

Por (3.1)(1), (3) α
′(t) 6 CT e |f(ξ)|R 6 C|ξ|R. Logo, pelas desigualdade de Cauchy-

Schwarz, Young, e a estimativa I, estima-se o termo à esquerda da igualdade em (3.50)

da seguinte forma

2
α ′(t)

α(t)
|u ′′m(t)|

2 + 2
α ′(t)

α(t)
(f(um(t)),u

′′
m(t)) +

α ′(t)

α(t)
((a · ∇)θm(t),u ′′m(t)) 6

CT |um(t)|
2 + CT |∇θm(t)|2 + CT |u ′′m(t)|2 6 CT + CT |∇θm(t)|2 + CTE1(t).

(3.51)

Utilizando (3.50) e (3.51) em (3.49), segue que

d

dt
E1(t) + β0|∇θ ′m(t)|2 + 2α0g0|u

′′
m(t)|

2
Γ1

6 CT + CT |∇θ(t)|2E1(t) + CTE1(t). (3.52)

Por outro lado tomando t = 0 e ξ = u ′′m(0) em (3.17)1

(u ′′m(0),u
′′
m(0)) + α(0)(∇um(0),∇u ′′m(0)) + (g(u ′m(0)),u

′′
m(0))Γ1

+(f(um(0)),u
′′
m(0)) + ((a · ∇)θm(0),u ′′m(0)) = 0.

(3.53)

Utilizando que a base de H∆ ∩ V tem a regularidade suficiente para o uso da identidade

de Green resulta que

(u ′′m(0),u
′′
m(0)) − α(0)(∆um(0),u

′′
m(0))+

(f(um(0)),u
′′
m(0)) + ((a · ∇)θm(0),u ′′m(0)) = 0.

(3.54)

Como |f(ξ)| 6 C|ξ|R, tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|u ′′m(0)|
2 6 α(0)|∆um(0)||u

′′
m(0)|+ C|u

′′
m(0)|+ C|θm(0)||u

′′
m(0)| 6 C|θm(0)|

2 +
1

6
|u ′′m(0)|

2.

Fazendo uso das convergências obtidas de (3.32) à (3.34) na desigualdade anterior, obte-

mos

|u ′′m(0)| 6 C, (3.55)

onde C é uma constante que não depende de m e k. Analogamente fazendo t = 0 e

λ = θ ′(0) em (3.17)2, obtém-se

(θ ′m(0), θ
′
m(0)) + β

( ∫
Ω

θm(0)
)
(∇θm(0),∇θ ′m(0)) + ((a · ∇)u ′km(0), θ ′m(0)) = 0.

(3.56)
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Como a base espectral em H1
0(Ω) possui regularidade suficiente para uso da identidade

de Green, tem-se

|θ ′m(0)|
2 = −β

( ∫
Ω

θm(0)
)
(∇θm(0),∇θ ′m(0)) − ((a · ∇)u ′km(0), θ ′m(0))

6
∣∣∣β( ∫

Ω

θm(0)
)∣∣∣|(∆θm(0), θ ′m(0))|+ |((a · ∇)u1

m(0), θ
′
m(0))|.

(3.57)

Visto que Ω é limitado, L2(Ω) ↪→ L1(Ω), logo

|θm(0)|1 6 CΩ|θm(0)|2.

Da continuidade de β e (3.37), estima-se (3.57) como segue

|θ ′m(0)|
2 6 CΩ|(∆θm(0), θ

′
m(0))|+ |((a · ∇)u1

m(0), θ
′
m(0))|. (3.58)

Sabe-se que (σj)j∈N é a base espectral e valem as convergências em (3.32) e (3.34). Pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Young, tem-se

|θ ′m(0)|
2 6 C+

|θ ′m(0)|
2

2
, (3.59)

onde C é uma constante que não depende de m e k. Subtraindo em ambos os lados da

desigualdade
|θ ′m(0)|

2

2
, obtém-se

|θ ′m(0)|
2 6 2C. (3.60)

Integrando (3.52) de 0 a t, e usando o Lema de Gronwall existe uma constante C(T) que

depende de T tal que

E1(t) + 2α0g0

∫ t
0

|u ′′(s)|2Γ1ds+ β0

∫ t
0

|∇θ ′m(s)|2ds 6 C(T),

onde 0 < T pode ser fixado arbitráriamente.

3.1.4 Passagem ao Limite

Nesta seção, toma-se o limite quando m e k vão para o infinito na equações aproximadas

do problema. Encontrou-se na seção enterior as seguintes estimativas

E(t) + 2α0g0

∫ t
0

|u ′m(t)|
2
Γ1
+ 2β0

∫ t
0

|∇θm(t)|2 6 C,

E(t) = |u ′m(t)|
2 + |θm(t)|

2 + α(t)|∇um(t)|2 + 2

∫
Ω

F(um(t))dx,

E1(t) + 2α0g0

∫ t
0

|u ′′(s)|2Γ1ds+ β0

∫ t
0

|∇θ ′m(s)|2ds 6 CT , ∀t ∈ (0, T),

E1(t) = |u ′′m(t)|
2 + α(t)|∇u ′m(t)|2 + |θ ′m(t)|

2.

(3.61)
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De (3.61), seguem as implicações

α(t)|∇um(t)|2 6 C =⇒ (ukm) é limitado em L∞loc(0,∞;V),

α(t)|∇u ′m(t)|2 6 CT =⇒ (u ′km) é limitado em L∞loc(0,∞;V),

|u ′′m(t)|
2 6 CT =⇒ (u ′′km) é limitado em L∞loc(0,∞;L2(Ω)),∫ t

0

|∇θm(t)|2ds+
∫ t
0

|∇θ ′m(s)|2ds 6 C+ CT =⇒ )θm)é limitado em H1
loc(0,∞;H1

0(Ω)),∫ t
0

|u ′m(t)|
2
Γ1
ds+

∫ t
0

|u ′′m(t)|
2
Γ1
ds =⇒ (u ′km) é limitado em H1

loc(0,∞;L2(Γ1)).

(3.62)

Verificar-se-à a existência de uma função uk de modo que pode-se extrair subsequências

satisfazendo

ukm
∗
⇀ uk em L∞loc(0,∞;V),

u ′km
∗
⇀ u ′k em L∞loc(0,∞;V),

u ′′km
∗
⇀ u ′′k em L∞loc(0,∞;L2(Ω)),

u ′km ⇀ u ′k em H1
loc(0,∞;L2(Γ1)).

(3.63)

De fato, fixado k arbitrariamente, para o tempo variando no intervalo [0, 1] considere a

função u
(1)
k : Ω×]0, 1[→ R, Φ

(1)
k : Ω×]0, 1[→ R, χ

(1)
k : Ω×]0, 1[→ R e Υ

(1)
k : Ω×]0, 1[→ R

para o qual existe pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 2.9) uma sub-

sequência no ı́ndice m tal que

(u
(1)
km)

∗
⇀ (u

(1)
k ) em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′ ∗⇀ Φ
(1)
k em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′′ ∗⇀ χ
(1)
k em L∞(0, 1;L2(Ω)),

(u
(1)
km)

′ ⇀ Υ
(1)
k em H1(0, 1;L2(Γ1)),

(3.64)

sendo esta última apenas convergência fraca, devido a reflexibilidade de H1(0, 1;L2(Γ1)).

Já que V ↪→ L2(Ω), então

(L2(Ω)) ′ ↪→ V ′.

Assim,

L2(0, 1; (L2(Ω)) ′) ↪→ L2(0, 1;V ′).

Como L2(0, 1) ↪→ L1(0, 1), tem-se

L∞(0, 1;V) =
(
L1(0, 1;V ′)

) ′
↪→
(
L2
(
0, 1; (L2(Ω)) ′

) ) ′
.
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Portanto, segue de (3.64)1 que

(u
(1)
km)

∗
⇀ (u

(1)
k ) em

(
L2
(
0, 1; (L2(Ω)) ′

) ) ′
.

Isto quer dizer que∫ 1
0

∫
Ω

u
(1)
km(x, t)ϕ(x, t)dxdt→

∫ 1
0

∫
Ω

u
(1)
k (x, t)ϕ(x, t)dxdt, ∀ϕ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

em particular para ϕ = −
∂ξ

∂t
, onde ξ ∈ D(Ω×]0, 1[), tem-se

(u
(1)
km)

′ → (u
(1)
k ) ′ em D ′(Ω×]0, 1[),

tendo em vista que neste caso, a derivada no sentido clássico (Dini), coincide com a

derivada no sentido distribucional acima. Analogamente para ((u
(1)
km)

′)m tomando ϕ =

ξ ∈ D(Ω×]0, 1[) obtém-se

(u
(1)
km)

′ → Φ
(1)
k em D ′(Ω×]0, 1[),

isto é, Φ
(1)
k = (u

(1)
k ) ′. Da mesma forma

(u
(1)
km)

∗
⇀ (u

(1)
k ) em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′ em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′′ em L∞(0, 1;L2(Ω)).

(3.65)

Por fim, como H1(0, 1) ↪→ L2(0, 1), segue que

H1(0, 1;L2(Γ1)) ↪→ L2(0, 1;L2(Γ1)),

de forma análoga ao que foi feito anteriormente, (u
(1)
km)

′ → Υ
(1)
k em D ′(Γ1×]0, 1[). Por

(3.65)2, tem-se pelo teorema do traço que

(u
(1)
km)

′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′ em L∞(0, 1;L2(Γ1)),

o que implica (u
(1)
km)

′ ⇀ (u
(1)
k ) ′ em D ′(Γ1×]0, 1[). Pela unicidade do limite Υ

(1)
k = (u

(1)
k ) ′.

Em suma

(u
(1)
km)

∗
⇀ (u

(1)
k ) em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′ em L∞(0, 1;V),

(u
(1)
km)

′′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′′ em L∞(0, 1;L2(Ω))

(u
(1)
km)

′ ⇀ (u
(1)
k ) ′ em H1(0, 1;L2(Γ1)).

(3.66)
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Assim, indutivamente no intervalo [0, l], para todo l > 2 existe uma subsequência u
(l)
km

de u
(l−1)
km e uma função u

(l)
k : Ω×]0, l[→ R, onde u

(l)
k = u

(l−1)
k em Ω×]0, l−1[, pois neste

intervalo estas funções são soluções de um mesmo problema de valor inicial, de modo que

u
(l)
k converge como em (3.68) em Ω×]0, l[.

Define-se agora uk : Ω×]0,∞[→ R, onde uk(x) = ulk(x), x ∈ Ω×]0, l[ para algum

l > 0. Da forma com que ulk foi definido uk está bem definida, agora será mostrado que

u
(m)
km

∗
⇀ uk em L∞loc(0,∞;V), para as outras convergências basta seguir um racioćınio

análogo. Para mostrar que u
(m)
km

∗
⇀ uk em L∞loc(0,∞;V), deve-se mostrar que para todo

K ⊂ (0,∞) compacto

u
(m)
km

∗
⇀ uk em L∞(K;V),

de fato, existe um natural L para o qual K ⊂ (0,L), nosso problema agora resume-se em

mostrar que a convergência de uk ocorre em (0,L). Pela construção de cada u
(l)
km, tem-se

u
(L)
km

∗
⇀ u

(L)
k em L∞(0,L;V),

isto quer dizer que

u
(L)
km(ω)→ u

(L)
k (ω) para todo ω ∈ L1(0,L;V ′),

isto é,

|u
(L)
km(ω) − u

(L)
k (ω)|→ 0 em L1(0,L;V ′).

Portanto, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo ω ∈ L1(0,L;V)

|u
(L)
km(ω) − u

(L)
k (ω)| 6 ε sempre que m > n0. (3.67)

Como uk = u
(L)
k em Ω×]0,L[, observando que se m > n1 = max{L,n0},

u
(m)
km = u

(L)
km em Ω×]0,L[.

(3.67) implica que para todo ω ∈ L1(0,L;V)

|u
(m)
km (ω) − uk(ω)| 6 ε sempre que m > n1.

Logo, como queria-se demonstrar

u
(m)
km

∗
⇀ uk em L∞(0,L;V).
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Procedendo de forma análoga para as derivadas obtém-se

(u
(1)
km)

∗
⇀ (u

(1)
k ) em L∞loc(0,∞;V),

(u
(1)
km)

′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′ em L∞loc(0,∞;V),

(u
(1)
km)

′′ ∗⇀ (u
(1)
k ) ′′ em L∞loc(0,∞;L2(Ω)),

(u
(1)
km)

′ ⇀ (u
(1)
k ) ′ em H1

loc(0,∞;L2(Γ1)).

(3.68)

Já que as constantes que limitam as Estimativas I e II não dependem de m e k, uk

é limitada em cada um dos espaços em (3.68), portanto, o mesmo processo que foi feito

anteriormente, agora para o ı́ndice k, garante a existência de funções u e θ em cada um

dos respectivos espaços tais que

ukm ⇀ u em L2loc(0,∞;V),

u ′km
∗
⇀ u ′ em L∞loc(0,∞;V),

u ′′km
∗
⇀ u ′′ em L∞loc(0,∞;L2(Ω)),

θm ⇀ θ em H1
loc(0,∞;H1

0(Ω)),

u ′km ⇀ u ′ em H1
loc(0,∞;L2(Γ1)),

(3.69)

onde usa-se a imersão de L2 em L1 para garantir a convergência apenas fraca em L2loc(0,∞;V)

de forma análoga a de L∞loc(0,∞;V), a conta é a mesma, porém, ja fica registrado a ve-

racidade da convergência fraca estrela em L∞loc(0,∞;V) de ukm. As convergências acima

são suficientes para a passagem ao limite nos termos lineares do sistema.

Multiplicando as equações aproximadas por ψ ∈ D(0,∞) e integrando, obtém-se

∫∞
0

(u ′′km(t), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

(∇ukm(t),∇ξ)αψ(t)dt+
∫∞
0

(g( . ,u ′km), ξ))Γ1αψ(t)dt

∫∞
0

(f(ukm(t)), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)θm(t), ξ)ψ(t)dt = 0, ∀ξ ∈ Vkm,

∫∞
0

(θ ′m(t), λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θm(t),∇λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)u ′km(t), λ)ψ(t)dt = 0, ∀λ ∈Wm.

(3.70)

Limite do termo

∫∞
0

(u ′′km(t), ξ)ψ(t)dt:
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De fato, para cada k ∈ N e T > 0 obtém-se de (3.69)3∫T
0

(u ′′km(t), τ(t))L2(Ω)×L2(Ω) ′dt→
∫T
0

(u ′′k(t), τ(t))L2(Ω)×L2(Ω) ′dt, ∀τ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

(3.71)

Visto que ψ ∈ D(0, T) para algum T > 0. Como Vkm−1 ⊂ Vkm ⊂ L2(Ω), (3.71) é valida

para ξ ∈ Vkj com j > m. Fazendo τ = ξψ tem-se

∫∞
0

(u ′′km(t), ξ)ψdt→
∫∞
0

(u ′′k(t), ξ)ψdt, ∀ξ ∈ Vkj , j > m. (3.72)

Analogamente por (3.69)4 obtém-se∫∞
0

(θ ′m(t), λ)ψdt→
∫∞
0

(θ ′(t), λ)ψdt, ∀λ ∈Wj, j > m. (3.73)

Limite do termo

∫∞
0

((a · ∇)u ′km(t), λ)ψ(t)dt :

De (3.61)3 a sequência ((a ·∇)u ′km(t))m∈N é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)). Então pelo

Corolário 2.8 existe uma subsequência denotada por ((a · ∇)u ′km(t))m∈N tal que

(a · ∇)u ′km
∗
⇀ χ(k) em L∞(0, T ;L2(Ω)),

esta convergência significa

〈 (a · ∇)u ′km, v 〉L∞(0,T ;L2(Ω))×L1(0,T ;L2(Ω)) → 〈χ(k), v 〉L∞(0,T ;L2(Ω))×L1(0,T ;L2(Ω)),

isto é ∫T
0

〈 (a · ∇)u ′km(t), v(t) 〉L2(Ω)×L2(Ω)dt→
∫T
0

〈χ(k)(t), v(t) 〉L2(Ω)×L2(Ω)dt.

Assim, pelo teorema da Representação de Riesz, tem-se∫T
0

( (a · ∇)u ′km(t), v(t) )dt→
∫T
0

(χ(k)(t), v(t) )dt, (3.74)

para todo v ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). A seguir, mostra-se que χ(k) = (a·∇)uk. De fato, de (3.61)

as sequências (u ′km)m∈N, (u ′′km)m∈N são limitadas em L2(0, T ;V) e L2(0, T ;L2(Ω)),

respectivamente. Então lembrando que V
c
↪→ L2(Ω), tem-se pelo Teorema de Aubin-Lions

existe uma subsequência (u ′km)m∈N tal que

u ′km → u ′k em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.75)
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Dado v ∈ L2(Q) define-se uma distribuição Tv dada por

〈 Tv,φ 〉 =
∫
Q

v(x, t)φ(x, t)dxdt, para todo φ ∈ D(Q),

e sendo D(Q) ↪→ L2(Q) de (3.75) tem-se

〈 Tu ′km ,φ 〉 =
∫
Q

u ′kmφdxdt→
∫
Q

u ′kφdxdt = 〈 Tu ′k ,φ 〉 para todo φ ∈ D(Q),

portanto, Tukm → Tuk e pela continuidade da derivação em D ′(Q), resulta

T(a·∇)u ′km
→ T(a·∇)u ′k

em D ′(Q).

Assim de (3.74) e pela unicidade do limite tem-se T(a·∇)u ′k
= Tχ(k) . Então, pelo teorema

de Du Bois Raymond χ(k) = (a · ∇)u ′k em quase todo ponto de Q. Portanto∫T
0

( (a · ∇)u ′km(t), ξ )ψ(t)dt→
∫T
0

( (a · ∇)u ′k(t), ξ )ψ(t)dt, ∀ξ ∈ L2(Ω) (3.76)

E assim,∫∞
0

( (a · ∇)u ′km(t), ξ )ψ(t)dt→
∫∞
0

( (a · ∇)u ′k(t), ξ )ψ(t)dt, ∀ξ ∈ L2(Ω). (3.77)

Analogamente∫∞
0

( (a · ∇)θm(t), λ )ψ(t)dt→
∫∞
0

( (a · ∇)θ(t), λ )ψ(t)dt, ∀λ ∈ L2(Ω),

∫∞
0

(∇ukm(t),∇λ )ψ(t)dt→
∫∞
0

(∇uk,∇λ )ψ(t)dt, ∀λ ∈ Vkj , j > m.

(3.78)

Observe (3.78)2 é suficiente para∫∞
0

α(t)(∇ukm(t),∇λ )ψ(t)dt→
∫∞
0

α(t)(∇uk,∇λ )ψ(t)dt, ∀λ ∈ Vkj , j > m, (3.79)

tendo em vista que α(t) ∈W1,∞
loc (R+) e a desigualdade de Cauchy-Swchartz

Limite do termo

∫∞
0

(f(ukm(t)), ξ)ψ(t)dt :

Por (3.62), utilizando novamente o teorema de Aubin-Lions

ukm → uk forte em L2(0, T ;L2(Ω)), (3.80)

θm → θ forte em L2(0, T ;L2(Ω)), (3.81)

u ′km → u ′k forte em L2(0, T ;L2(Γ1)). (3.82)
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Isto é equivalente à

ukm → uk forte em L2(Q),

θm → θ forte em L2(Q),

u ′km → u ′k forte em L2(Γ1×]0, T [).

Portanto, pode-se extrair subsequências ainda denotadas segundo o ı́ndice m tais que

ukm → uk q.t.p em Q, (3.83)

θm → θ q.t.p em Q, (3.84)

u ′km → u ′k q.t.p em Γ1×]0, T [. (3.85)

Utilizando a continuidade de f e (3.83) tem-se

f(ukm)→ f(uk) em Q. (3.86)

A convergência de (3.80) implica que (ukm) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)), como f é

cont́ınua, obtém-se também que (f(ukm)) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)) portanto pelo

lema de Lions

f(ukm) ⇀ f(uk) em L2(0, T ;L2(Ω)),

ou ainda,∫T
0

(f(ukm(t)),φ(t))dt→
∫T
0

(f(uk(t)),φ(t))dt ∀φ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (3.87)

Esta ultima convergência implica que∫∞
0

(f(ukm(t)), ξ)ψ(t)dt→
∫∞
0

(f(uk(t)), ξ)ψ(t)dt ∀ξ ∈ L2(Ω). (3.88)

Limite do termo

∫∞
0

β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θm(t),∇λ)ψ(t)dt:

Recordando que a base tomada em H1
0(Ω) é a base espectral para o operador lapla-

ciano, θm(t) ∈ H2 ∩H1
0 pode-se tomar λ = −∆θ(t) em (3.17)2. Fazendo isto, obtém-se

−(θ ′m(t),∆θm(t)) − 2β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∇θm(t),∇(∆θm(t))) + ((a · ∇)u ′km(t),∆θm(t)) = 0.

(3.89)
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Pelo teorema de Gauss

(∇θ ′m(t),∇θm(t)) + β
( ∫
Ω

θm(t)
)
(∆θm(t),∆θm(t))) + ((a · ∇)u ′km(t),∆θm(t)) = 0.

(3.90)

Observando que

1

2

d

dt
|∇θm(t)|2 = (∇θ ′m(t),∇θm(t))

β0 6 β(t),

tem-se

1

2

d

dt
|∇θm(t)|2 + β0|∆θm(t)|

2 + ((a · ∇)u ′km(t),∆θm(t)) 6 0.

Multiplicando por 2 e utilizando a desigualdade de Cauchy-Swhartz seguida da Desigual-

dade de Young obtém-se

d

dt
|∇θm(t)|2 + 2β0|∆θm(t)|

2 6 C|∇u ′km(t)|2 + β0|∆θm(t)|
2. (3.91)

Integrando (3.91) de 0 a T e fazendo uso da estimativa I tem-se

|∇θm(t)|2 +
∫T
0

|∆θm(t)|
2dt 6 C. (3.92)

Agora, observe que pela desigualdade de Cauchy-Swchartz

|(∇θm(t),∇λ)|R 6
1

2
|∇θm(t)|2 +

1

2
|∇λ|2 6 C, (3.93)

para todo λ ∈ Wm. Como L1(Ω) ↪→ L2(Ω) então
∣∣∣ ∫Ω θm(t)∣∣∣R 6 C|θm(t)| 6 C, pela

continuidade de β e (3.83)2, obtém-se pelo teorema da convergência dominada que∣∣∣∣β( ∫
Ω

θm(t)
)
− β

( ∫
Ω

θ(t)
)∣∣∣∣

R
→ 0. (3.94)

em virtude da desigualdade de Cauchy-Swchartz∣∣∣∣β(∫
Ω

θ(t))

∣∣∣∣
R

6 C, (3.95)

|([∇θm(t) −∇θ(t)],∇λ)|R 6 C|∇θm(t) −∇θ(t)|. (3.96)

Por fim, observando a veracidade da igualdade abaixo
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∫T
0

(
β
( ∫
Ω

θm(t)
)
∇θm(t) − β

( ∫
Ω

θ(t)
)
∇θ(t),∇λ

)
dt

=

∫T
0

[
β
( ∫
Ω

θm(t)
)
− β

( ∫
Ω

θ(t)
)]

(∇θm(t),∇λ)dt

+

∫T
0

(
β
( ∫
Ω

θ(t)
)
[∇θm(t) −∇θ(t)],∇λ

)
dt.

(3.97)

Utiliza-se (3.93), (3.94), (3.95) e (3.96) em (3.97), obtém-se ∀v ∈Wj, j > m que∣∣∣ ∫T
0

(
β
( ∫
Ω

θm(t)
)
∇θm(t) − β

( ∫
Ω

θ(t)
)
∇θ(t),∇λ

)
dt
∣∣∣
R
→ 0,

isto é,∫∞
0

β
( ∫
Ω

θm(t)
)(
∇θm(t),∇λ

)
ψ(t)dt→

∫∞
0

β
( ∫
Ω

θ(t)
)(
∇θ(t),∇λ

)
ψ(t)dt, (3.98)

para todo λ ∈Wj, j > m.

Limite do termo

∫∞
0

(g(·,u ′km), ξ)Γ1ψ(t)dt :

Agora, pelo teorema do traço, a convergência em (3.68)2 implica que

u ′km
∗
⇀ u ′k em L∞(0, T ;H1/2(Γ1)).

Logo,

u ′km ⇀ u ′k em L2(0, T ;H1/2(Γ1)).

Portanto, (u ′km) é limitada em L2(0, T ;H1/2(Γ1)). (3.68)5 implica

u ′′km ⇀ u ′′k em L2(0, T ;L2(Γ1)).

Dai, também encontra-se que (u ′′km) é limitada em L2(0, T ;L2(Γ1)). Como H1/2(Ω)
c
↪→

L2(Ω) o teorema de Aubin-Lions implica que

u ′km → u ′k forte em L2(0, T ;L2(Γ1)).

Pela continuidade de g, obtém-se

g(·,u ′km)→ g(·,u ′k) forte em L2(0, T ;L2(Γ1)).
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Como a convergência forte implica a convergência fraca, tem-se∫T
0

(g(·,u ′km),φ)Γ1dt→
∫T
0

(g(·,uk),φ)Γ1dt, ∀φ ∈ L2(0, T ;L2(Γ1)).

Em particular∫∞
0

(g(·,u ′km), ξ)Γ1ψ(t)dt→
∫∞
0

(g(·,uk), ξ)Γ1ψ(t)dt, ∀ξ ∈ Vkj , j > m. (3.99)

Passando o limite em (3.70), utilizando (3.72), (3.73), (3.78)1,2, (3.77), (3.79), (3.88),

(3.98) e (3.99) obtém-se∫∞
0

(u ′′k(t), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

(∇uk(t),∇ξ)α(t)ψ(t)dt+
∫∞
0

(g( . ,u ′k), ξ))Γ1α(t)ψ(t)dt

∫∞
0

(f(uk(t)), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ψ(t)dt = 0, ∀ξ ∈ Vkj , j > m,

∫∞
0

(θ ′(t), λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

β
( ∫
Ω

θ(t)
)
(∇θ(t),∇λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)u ′k(t), λ)ψ(t)dt = 0, ∀λ ∈Wj, j > m.

(3.100)

Já que {ω1,ω2, · · · } e {σ1,σ2, · · · } é base Hilbertiana para V∩H∆(Ω) e H1
0(Ω) respectiva-

mente, tem-se a validade de (3.100) para todo ξ ∈ V∩H∆(Ω) e λ ∈ H1
0(Ω). Analogamente,

tomando o limite em k obtém-se

∫∞
0

(u ′′(t), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

(∇u(t),∇ξ)α(t)ψ(t)dt+
∫∞
0

(g( . ,u ′), ξ))Γ1α(t)ψ(t)dt

∫∞
0

(f(u(t)), ξ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ψ(t)dt = 0, ∀ξ ∈ V ∩H2
∆(Ω),

∫∞
0

(θ ′(t), λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

β
( ∫
Ω

θ(t)
)
(∇θ(t),∇λ)ψ(t)dt+

∫∞
0

((a · ∇)u ′(t), λ)ψ(t)dt = 0, ∀λ ∈ H1
0(Ω).

(3.101)

Tomando em particular ξ ∈ D(Ω) ⊂ V em (3.101)1, segue que

u ′′ − α∆u+ f(u) + (a · ∇)θ = 0 em L∞loc(0,∞;L2(Ω)). (3.102)



Caṕıtulo 3. Existência e Unicidade de Soluções Fortes 51

Já que f é cont́ınua tem-se da igualdade acima que ∆(αu) ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)) de (3.69)1

tem-se αu ∈ L∞loc(0,∞;V). Como V ⊂ H1(Ω) tem-se pelo Teorema 2.33 que

α
∂u

∂ν
∈ L∞loc(0,∞;H−1/2(Γ1)).

Ainda pelo Teorema 2.33, multiplicando (3.102) por ξψ com ξ ∈ V e ψ ∈ D(0,∞) e

integrando de 0 a ∞, obtém-se∫∞
0

(u ′′k(t), ξ)ψ(t) +

∫∞
0

(∇uk(t),∇ξ)α(t)ψ(t) −
∫∞
0

〈
α
∂u

∂ν
, ξ
〉
H−1/2(Γ1)×H1/2(Γ1)

ψ(t) +

∫∞
0

(f(uk(t)), ξ)ψ(t) +

∫∞
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ψ(t) = 0.

Por (3.101)1, tem-se∫∞
0

〈
α

(
∂u

∂ν
+ g(·,u ′)

)
, ξ
〉
H−1/2(Γ1)×H1/2(Γ1)

ψ(t)dt = 0, ∀ψ ∈ D(0, T),

implicando que

∂u

∂ν
+ g(·,u ′) = 0 em Γ1 × (0,∞). (3.103)

3.1.5 Verificação dos dados iniciais

Nesta seção, verifica-se as condições iniciais. Inicialmente mostra-se que

u(x, 0) = u0(x).

Observe que faz sentido avaliar u nos extremos de cada intervalo (0,T) uma vez que

u ∈ L∞(0, T ;V) e u ′ ∈ L∞(0, T ;V) implica que u ∈ C([0, T ],V)

uk
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V),

u ′k
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T ;V),

resulta ∫T
0

(uk(t),ν(t))dt→
∫T
0

(u(t),ν(t))dt;∫T
0

(u ′k(t),ν(t))dt→
∫T
0

(u ′(t),ν(t))dt,

vale para todo ν ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Em particular, se ν(x, t) = ν(x)φ(t) com φ ∈

C1([0, T ]), φ(T) = 0 e φ(0) = 1 então∫T
0

(uk(t), v )φ
′(t)dt→

∫T
0

(u(t), v )φ ′(t)dt,
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0

(u ′k(t), v )φ(t)dt→
∫T
0

(u ′(t), v )φ(t)dt,

para todo v ∈ L2(Ω). Somando as duas equações acima∫T
0

d

dt
{(uk(t), v )φ(t)}dt→

∫T
0

d

dt
{(u(t), v )φ(t)}dt,

assim

(uk(T), v)φ(T) − (uk(0), v)φ(0)→ (u(T), v)φ(T) − (u(0), v)φ(0),

logo

(uk(0), v)→ (u(0), v) para todo v ∈ L2(Ω). (3.104)

Como do sistema aproximado formulou-se que ukm(0) = u
0
k, obtém-se

uk(0) = u
0
k → u0 em V ∩H∆(Ω) ⊂ L2(Ω).

Desde que toda convergência forte implica a convergência fraca, tem-se

(uk(0), v)→ (u0, v) para todo v ∈ L2(Ω). (3.105)

Das convergências em (3.104) e (3.105) obtém-se

(u0 − u(0), v) = 0 para todo v ∈ L2(Ω),

portanto,

u(x, 0) = u0(x) em Ω.

Analogamente obtém-se

θ(x, 0) = θ0 em Ω.

Para finalizar, deve-se mostrar que

u ′(x, 0) = u1(x).

Seja ϕ ∈ C1([0, T ]) a função tal que ϕ(T) = 0 e ϕ(0) = 1. Assim como foi obtido (3.76)

obtém-se∫T
0

(u ′′k(t), ξ)ϕ(t) +

∫T
0

(∇uk(t),∇ξ)αϕ(t) +
∫T
0

(g( . ,u ′k), ξ))Γ1αϕ(t) +∫T
0

(f(uk(t)), ξ)ψ(t) +

∫T
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ϕ(t) = 0,
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para todo ξ ∈ V ∩H∆(Ω) ⊂ L2(Ω). Integrando por partes a primeira integral da equação

precedente e usando a definição de ϕ encontra-se∫T
0

d

dt
{(u ′k(t), v)}ϕ(t) = −(u ′k(0), v) −

∫T
0

(u ′k(t), v)ϕ
′(t).

Assim

(u ′k(0), v) −

∫T
0

(u ′k(t), v)ϕ
′(t) +

∫T
0

(∇uk(t),∇ξ)αϕ(t) +
∫T
0

(g( . ,u ′k), ξ))Γ1αϕ(t) +∫T
0

(f(uk(t)), ξ)ψ(t) +

∫T
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ϕ(t) = 0, (3.106)

Por (3.33)

u ′k(0) −→ u1 em V .

Tomando o limite k→∞ em (3.106), tem-se

(u1, v) −

∫T
0

(u ′(t), v)ϕ ′(t) +

∫T
0

(∇u(t),∇ξ)αϕ(t) +
∫T
0

(g( . ,u ′), ξ))Γ1αϕ(t) +∫T
0

(f(u(t)), ξ)ψ(t) +

∫T
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ϕ(t) = 0,

Novamente integrando por partes o primeiro termo integral, obtém-se

(u1, v) + (u ′(0), v) +

∫T
0

(u ′′(t), ξ)ϕ(t) +

∫T
0

(∇u(t),∇ξ)αϕ(t) +∫T
0

(g( . ,u ′), ξ))Γ1αϕ(t) +

∫T
0

(f(u(t)), ξ)ψ(t) +

∫T
0

((a · ∇)θ(t), ξ)ϕ(t) = 0,

como ja foi obtido

u ′′ − α∆u+ f(u) + (a · ∇)θ = 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)).

Portanto, a soma das parcelas que possuem integral resultam em zero, implicando

u ′(x, 0) = u1(x) em Ω.

logo, as condições iniciais do problema são satisfeitas.

3.1.6 Unicidade das Soluções Fortes

Esta sessão dedica-se a mostrar que são únicas as soluções do problema (3.2), o método

utilizado é denominado método da energia. Inicialmente supõe-se que além do par {u, θ}
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exista um par {v,ϕ} que verifique (3.2)-(3.3), tomando a diferença entre as respectivas

condições que {u, θ} e {v,ϕ} satisfazem e denotando ω = u− v e ψ = θ−ϕ, obtém-se

(ω ′′(t), ξ) + α(t)
(
(∇ω,∇ξ) + ([g(u ′(t) − g(v ′(t))], ξ)Γ1

)
+

(f(u(t)), ξ) − (f(v(t)), ξ) + (a · ∇ψ(t), ξ) = 0, (3.107)

(ψ(t), λ) + β
( ∫
Ω

θ(t)
)
(∇ϕ,∇λ) − β

( ∫
Ω

ϕ(t)
)
(∇ϕ,∇λ) +

((a · ∇)ω ′(t), λ) = 0,

ω(x, t) = 0 em Γ0 × (0,∞)

ψ(x, t) = 0 em Γ × (0,∞), (3.108)

ω(x, 0) = 0, ω ′(x, 0) = 0, ψ(x, 0) = 0; em Ω,

para todo ξ ∈ V e λ ∈ H1
0(Ω). Fazendo ξ = 2ω ′(t) e λ = 2ψ(t)

2(ω ′′(t),ω ′(t)) + 2α(t)
(
(∇ω,∇ω ′(t)) + 2([g(u ′(t) − g(v ′(t))],ω ′(t))Γ1

)
+

2(f(u(t)),ω ′(t)) − 2(f(v(t)),ω ′(t)) + 2(a · ∇ψ(t),ω ′(t)) = 0; (3.109)

2(ψ(t),ψ(t)) + 2β
( ∫
Ω

θ(t)
)
(∇ϕ,∇ψ(t)) − 2β

( ∫
Ω

ϕ(t)
)
(∇ϕ,∇ψ(t)) +

2((a · ∇)ω ′(t),ψ(t)) = 0, (3.110)

como valem as identidades

2((a · ∇)ψ(t),ω ′(t)) + 2((a · ∇)ω ′(t),ψ(t)) = 0,

2(ω ′(t),ω(t)) =
d

dt
|ω ′(t)|2,

2(∇ω ′(t),∇ω(t)) =
d

dt
|∇ω(t)|2,

2(ψ ′(t),ψ(t)) =
d

dt
|ψ(t)|2,

somando (3.109) e (3.110) resulta

d

dt
(|ω ′(t)|2 + α(t)|∇ω(t)|2 + |ψ(t)|2) + α(t)([g(u ′(t)) − g(v ′(t))],u ′(t) − v ′(t))Γ1 −

α ′(t)|∇ω ′(t)|2 + 2(f(u(t)) − f(v(t)),ω ′(t)) + 2β(

∫
Ω

θ(t))(∇ψ(t),∇ψ(t)) +

2[β(

∫
Ω

ϕ(t)) − β(

∫
Ω

θ(t))](∇ϕ(t),∇ψ(t)) = 0. (3.111)
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De (3.1), valem as seguintes desigualdades

α(t)(g(u ′(t)) − g(v ′(t)),u ′(t) − v ′(t))Γ1 > g0α0‖ω ′(t)‖2L2(Γ1), (3.112)

|− 2(f(u(t)) − f(v(t)),ω ′(t))| 6 2|(f(u(t)) − f(v(t))|.|ω ′(t)|

6 2C0|ω(t)|.|ω ′(t)|

6 2C0(|ω(t)|2 + |ω ′(t)|2),

2β(

∫
Ω

θ(t))|∇ψ(t)|2 > 2β0|∇ψ(t)|2, (3.113)

|2[β(

∫
Ω

ϕ(t)) − β(

∫
Ω

θ(t))](∇ϕ(t),∇ψ(t))| 6 C‖ψ(t)‖L1 |∇ϕ(t)|.|∇ψ(t)|2.(3.114)

Em (3.114) observando que φ ∈ L∞loc(0,∞;V ∩ H∆(Ω)) obtém-se pela desigualdade de

Young

|2[β(

∫
Ω

ϕ(t)) − β(

∫
Ω

θ(t))](∇ϕ(t),∇ψ(t))| 6 C‖ψ(t)‖L1(Ω)|∇ϕ(t)|.|∇ψ(t)|2

6
C

β0

|ψ(t)|2 + β0|∇ψ(t)|2. (3.115)

Ajustando essas desigualdades (3.112)-(3.115) à (3.111), obtém-se a seguinte desigualdade

d

dt
(|ω ′(t)|2 + α(t)|∇ω(t)|2 + |ψ(t)|2) + β0|∇ψ(t)|2 6

|ω ′(t)|2 + (C+ |α ′(t)|)|∇ω(t)|2 +
C

4β0

|ψ(t)|2.

Donde segue, fazendo E(t) = |ω ′(t)|2 + α(t)|∇ω(t)|2 + |ψ(t)|2, que

d

dt
E(t) 6 max

{
C+ CT , 1,

( C
4β0

− β0

)}
E(t).

Pelo Lemma de Grownwall, utilizando (3.108), obtém-se E(t) = 0, isto implica que u = v

e θ = ϕ.
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Estabilidade Assintótica da Energia

O objetivo desta seção é provar que sob determinadas hipóteses sobre a função g a energia

total associada ao sistema (3.2) decai exponencialmente. O racioćınio desenvolvido para

demonstração deste resultado foi baseado nos trabalhos de (Komornik, V., ZuaZua, E.

[22]).

Fixado um ponto x0 ∈ Rn seja m : Rn → Rn dada por m(x) = x − x0, considera-se

Γ0 = {x ∈ Γ ; ν(x) ·m(x) 6 0}, Γ1 = {x ∈ Γ ; ν(x) ·m(x) > 0}, e g tal que

g(x, s) = [ν(x) ·m(x)]g1(s),∀x ∈ Γ1;

[g1(s) − g1(r)](s− r) > g0(s− r)
2, ∀r, s ∈ R; (4.1)

|g(s)| 6 C|s|, ∀s ∈ R,

onde g1 é uma função real cont́ınua e g0 é uma constante real. Considera-se ainda a

existência de ξ e ε tal que

(n− (1/2 + δ))f(s)s > (2n+ ξ)F(s), onde δ ∈ (1/2, 1), (4.2)

|α ′(t)|R 6 α0ε, ∀t > 0, onde ε = min

{
1

ω
,

β0

κ1 + 1/(2λ1)
,
g0

κ2

}
, (4.3)

onde ω :=
2
√
R+ (n− 1/2)C

2
√
α0

, 1/λ1 = C > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré

e κ1, κ2 são dados respestivamente pelas expressões em (4.29) e (4.30).

Teorema 4.1. Supondo válidas as condições (4.1)-(4.3), existem constantes ε1, ε2 tais

que

E(t) 6
ε2

ε1
E(0)e−(ε/ε2)t, ∀t > 0,

56
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onde

E(t) =
1

2

{
|u ′(t)|2 + α(t)|∇u(t)|2 + |θ(t)|2 + 2

∫
Ω

F(u(t))dx
}

.

Demonstração. Seja

Eε := E(t) + ερ(t), (4.4)

ρ(t) := 2(u ′(t), (m · ∇)u(t)) + (n− 1/2)(u ′(t),u(t)). (4.5)

Observe que

ρ ′(t) = 2α(t)(∆u(t), (m · ∇)u(t)) − 2((a · ∇)θ(t), (m · ∇)u(t))

−2(f(u(t)), (m · ∇)u(t)) + 2(u ′(t), (m · ∇)u ′(t))

+(n− 1/2)α(t)(∆u(t),u(t)) − (n− 1/2)((a · ∇)θ(t),u(t))

−(n− 1/2)(f(u(t)),u(t)) + (n− 1/2)|u ′(t)|2 =: I1 + ... + I8.

(4.6)

agora estima-se cada um dos termos Ij, j = 1, ..., 8.

Estimativa do termo I1= 2α(t)(∆u(t), (m · ∇)u(t)).

Utiliza-se a seguir a desigualdade demonstrada em (Komornik, V., ZuaZua, E. [22], p.

41), semelhante a identidade de Rellich

(∆u(t), (m · ∇)u(t)) 6 (n− 2)|∇u|2 −
∫
Γ

(m · ν)|∇u|2dΓ + 2

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇)udΓ , (4.7)

para todo u ∈ V ∩H2(Ω) ⊂ V ∩H∆(Ω). Como ν(x) ·m(x) > 0 em Γ1, segue que∫
Γ

(m · ν)|∇u|2 =
∫
Γ0

(m · ν)|∇u|2 +
∫
Γ1

(m · ν)|∇u|2 >
∫
Γ0

(m · ν)|∇u|2.

Multiplicando por -1, obtém-se

−

∫
Γ

(m · ν)|∇u|2dΓ 6 −

∫
Γ0

(m · ν)|∇u|2dΓ0 = −

∫
Γ0

(m · ν)
(∂u
∂ν

)2
dΓ0. (4.8)

Utilizando agora que em Γ0, ∇u =
∂u

∂ν
ν (pois u

∣∣
Γ0

= 0), obtém-se

2

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ = 2

∫
Γ1

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ + 2

∫
Γ0

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ (4.9)

= 2

∫
Γ1

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ + 2

∫
Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m · ν) dΓ . (4.10)

Somando −
∫
Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m ·ν) dΓ em ambos os lados da equação e utilizando que a parcela∫

Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m · ν) dΓ é negativa, segue que

2

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ −

∫
Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m · ν) dΓ 6 2

∫
Γ1

∂u

∂ν
(m · ∇)u. (4.11)
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Já que g(x, s) = (m(x) · ν(x))g1(s),
∂u

∂ν
+ g(·,u ′) = 0 e |g1(s)| 6 |s|, tem-se

2

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ −

∫
Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m · ν) dΓ 6 −2

∫
Γ1

(m · ν)g1(u ′)(m · ∇)u dΓ

6 −2

∫
Γ1

(m · ν)u ′(m · ∇)u dΓ . (4.12)

Para continuar estimando considera-se R =: supx∈Ω{
∑
j6n |mi(x)|R} e observa-se que pela

desigualdade de Cauchy-Schwartz, a desigualdade de Young e a desigualdade triangular

tem-se

|2u ′(m · ∇)u|R = 2|u ′|R|(m · ∇)u|R

6 R2|u ′|2R +
|(m · ∇)u|2R

R2

= R2|u ′|2R +
1

R2

∣∣∣∣∣∑
j6n

∂u

∂xi
mi

∣∣∣∣∣
2

R

6 R2|u ′|2R +
1

R2

(∑
j6n

∣∣∣∣ ∂u∂ximi
∣∣∣∣
R

)2

6 R2|u ′|2R +
1

R2

(∑
j6n

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2
R

)1/2(∑
j6n

|mi|R

)2

6 R2|u ′|2R + (∇u · ∇u). (4.13)

Substituindo a estimativa (4.13) em (4.12), e utilizando que 2
∫
Γ1
(m · ν)(∇u · ∇u) dΓ é

positivo, segue que

2

∫
Γ

∂u

∂ν
(m · ∇)u dΓ −

∫
Γ0

(∂u
∂ν

)2
(m · ν) dΓ 6 −2

∫
Γ1

(m · ν)R2|u ′|2R dΓ

− 2

∫
Γ1

(m · ν)(∇u · ∇u) dΓ

6 −2

∫
Γ1

(m · ν)R2|u ′|2R dΓ

6 2

∫
Γ1

(m · ν)R2|u ′|2R dΓ . (4.14)

Utilizando (4.14) em (4.7) e multiplicando tudo por 2α(t) > 0, obtém-se

I1 6 α(t)(n− 2)|∇u|2 − α(t)2R2

∫
Γ1

(m · ν)|u ′|2R dΓ . (4.15)

Estimativa do termo I2= −2((a · ∇)θ(t), (m · ∇)u(t)).
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Por Cauchy-Schwartz, a desigualdade de Young, que 1 6 (α(t)/α0)
1/2, e o racioćınio

análogo ao feito em (4.13) para o integrando em |(m · ∇)u(t)| obtém-se

I2 6 |I2|R = 2|((a · ∇)θ, (m · ∇)u)|R

6
σ21
α0

|(a · ∇)θ|2 + α(t)

σ21
|(m · ∇)u|2

=
σ21
α0

∫
Ω

|(a · ∇)θ|2R dx+
α(t)

σ21

∫
Ω

|(m · ∇)u|2R dx

6
σ21
α0

(∑
i6n

|ai|
2

)
|∇θ|2 + α(t)

σ21
R2|∇u|2

=
σ21
α0

‖a‖2|∇θ|2 + α(t)

σ21
R2|∇u|2, (4.16)

onde ‖a‖2 =
(∑

i6n |ai|
2
)

.

Estimativa do termo I3 = −2(f(u(t)), (m · ∇)u(t)).

Já que

f(u)
∂u

∂xi
=

∂

∂xi

(∫u
0

f(s) ds

)
=
∂F(u)

∂xi
,

F(0) = 0, e u
∣∣
Γ0

= 0, segue pelo teorema de Gauss-Green que

I3 = −2

∫
Ω

f(u)(m · ∇u) dx

= −2

∫
Ω

∑
j6n

mjf(u)
∂u

∂xj
dx

= −2

∫
Ω

∑
j6n

mj
∂F(u)

∂xj
dx

= −2

∫
Ω

m · ∇F(u) dx

= 2

∫
Ω

Div(m)F(u) dx− 2

∫
Γ

F(u)(m · ν) dΓ

= 2n

∫
Ω

F(u) dx− 2

∫
Γ1

F(u)(m · ν) dΓ . (4.17)

Já que f(s) > 0 para s > 0 pois f(s)s > 0, e sobre (m · ν)
∣∣
Γ1

> 0 segue que

2

∫
Γ1

F(u)(m · ν) dΓ > 0 (4.18)

(4.18) em (4.17) implica que

I3 6 2n

∫
Ω

F(u) dx. (4.19)
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Estimativa do termo I4 = 2(u ′(t), (m · ∇)u ′(t)).

Veja que pelo teorema da Gauss-Green, usando que (m · ν)
∣∣
Γ0

6 0 e que 1 6
α(t)

α0

I4 = 2

∫
Ω

(∑
j6n

mj(x)u
′(t)

∂u ′(t)

∂xj

)
dx

=

∫
Ω

(∑
j6n

mj(x)
∂|u ′(t)|2R
∂xj

)
dx

=

∫
Ω

m · ∇|u ′(t)|2R dx

=

∫
Γ

|u ′(t)|2R(m · ν) dΓ −
∫
Ω

|u ′(t)|2RDiv(m) dx

6 −n|u ′(x)|2 +

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(x)|2R dΓ

6 −n|u ′(t)|2 +
α(t)

α0

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(x)|2R dΓ . (4.20)

Estimativa do termo I5 = (n− 1/2)α(t)(∆u(t),u(t)).

Novamente usando que (m · ν)
∣∣
Γ0

6 0, que
∂u

∂ν
+ g(·,u ′) = 0, (4.1) e o Teorema de

Green-Gauss obtém-se

(n− 1/2)α(t)

∫
Ω

u∆u dx = (n− 1/2)α(t)

[∫
Γ

(u∇u · ν) dΓ −
∫
Ω

(∇u · ∇u) dx
]

= (n− 1/2)α(t)

[∫
Γ

u(m · ν)g1(u ′) dΓ − |∇u|2
]

6 (n− 1/2)α(t)

[∫
Γ1

u(m · ν)g1(u ′) dΓ − |∇u|2
]

6 (n− 1/2)α(t)

[∫
Γ1

|u|R|(m · ν)|R|u ′|R dΓ − |∇u|2
]

.

(4.21)

Antes de prosseguir com as estimativas, é importante estimar superiormente
∫
Γ1
(m ·ν)u2,

para tal, veja que o Teorema do Traço e a equivalência entre as normas de V e H1(Ω)

determinam a existência de constantes Θ > 0 e Θ0 > 0 , de modo que seja verdadeira a

seguinte cadeia de desigualdades∫
Γ

u2 dΓ 6 Θ‖u‖H1 6 Θ0Θ|∇u| = Θ1|∇u|2,
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onde Θ0Θ =: Θ1, desta ultima desigualdade, obtém-se∫
Γ1

(m · ν)u2 dΓ 6 Θ1

(
sup
x∈Ω

{(m(x) · ν(x))}

)
|∇u|2 = Θ2|∇u|2, (4.22)

onde Θ2 =: Θ1

(
supx∈Ω{(m(x) · ν(x))}

)
. Feito isto, usa-se a desigualdade de Young e

(4.22) para concluir que(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Γ1

|u|R|(m · ν)|R|u ′|R dΓ = α(t)

∫
Γ1

(
n−

1

2

)
|u|R

√
(m · ν)

√
(m · ν)|u ′|R dΓ

=
α(t)σ22(n− 1/2)2

2

∫
Γ1

(m · ν)|u ′|2 dΓ

+
α(t)

2σ22

∫
Γ1

(m · ν)|u|2 dΓ

6
α(t)σ22(n− 1/2)2

2

∫
Γ1

(m · ν)|u ′|2 dΓ

+
α(t)

2σ22
Θ2|∇u|2. (4.23)

Usando a estimativa (4.23) em (4.21), segue que

I5 6 −α(t)

(
n−

1

2
+
α(t)

2σ22
Θ2

)
|∇u|2 + α(t)σ22(n− 1/2)2

2

∫
Γ1

(m · ν)|u ′|2 dΓ . (4.24)

Estimativa do termo I6 = −(n− 1/2)((a · ∇)θ(t),u(t)).

Integrando por partes usando que 1 6 (α(t)/α0)
1/2, a desigualdade Young e a de-

sigualdade de Poincaré tem-se



Caṕıtulo 4. Estabilidade Assintótica da Energia 62

I6 = −(n− 1/2)

∫
Ω

(∑
j6n

aj
∂θ(t)

∂xj
u(t)

)
dx

= −(n− 1/2)
∑
j6n

∫
Ω

aj
∂θ(t)

∂xj
u(t) dx

6
∑
j6n

∫
Ω

(n− 1/2)aj
∂u(t)

∂xj
θ(t) dx

6
∑
j6n

∫
Ω

(
σ23(n− 1/2)2|aj|

2
R|θ(t)|

2
R

2α0

+

∣∣∣∣∂u(t)∂xj

∣∣∣∣2
R

α(t)

2σ23

)
dx

6
∑
j6n

σ23(n− 1/2)2|aj|
2
R

2α0

|θ(t)|2 +
α(t)

2σ23
|∇u|2

6 n
σ23(n− 1/2)2

2α0

|∇θ(t)|2
(∑
j6n

|aj|
2

)
+
α(t)

2σ23
|∇u|2

= Θ3n
σ23(n− 1/2)2

2α0

|∇θ(t)|2‖a‖2 + α(t)

2σ23
|∇u|2, (4.25)

onde Θ3 é a constante que satisfaz |θ|2 6 Θ3|∇θ|2.

Estimativa do termo I7 = −(n− 1/2)(f(u(t)),u(t)).

Por (4.2), segue que −(n− 1/2)sf(s) 6 −F(s), dáı

I7 =

∫
Ω

−(n− 1/2)f(u(t))u(t) dx 6 −(2n+ ξ)

∫
Ω

F(u(t))dx. (4.26)

Voltando a ρ ′(t), obtém-se de (4.15), (4.16), (4.19), (4.20), (4.24), (4.25) e (4.26), segue

que

ρ ′(t) 6 α(t)

(
n− 2 +

R2

σ21
− n+

1

2
−
Θ2

2σ22
+
Θ3

2σ23

)
|∇u(t)|2

+

(
σ21
α0

‖a‖2 + nσ
2
3(n− 1/2)2‖a‖2

2α0

)
|∇θ(t)|2

+ (−n+ n− 1/2)|u ′(t)|2

+ (2n− 2n− ξ)

∫
Ω

F(u(t)) dx

+ α(t)

(
2R2 +

σ22(n− 1/2)2

2
+

1

α0

) ∫
Γ1

(m · ν)|u ′(t)|2R dΓ . (4.27)

Tomando σ22 = Θ2, σ
2
3 = Θ3 e σ21 = 2R2 e desenvolvendo os termos entre parênteses
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obtém-se

ρ ′(t) 6 −α(t)|∇u(t)|2 + κ1|∇θ(t)|2 −
1

2
|u ′(t)|2 − ξ

∫
Ω

F(u(t)) dx

+ α(t)κ2

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(t)|2R, (4.28)

onde

κ1 :=
‖a‖2

α0

(
2R2 + n

(n− 1/2)2Θ3

2

)
, (4.29)

κ2 := 2R2 +
(n− 1/2)2Θ2

2
. (4.30)

De (3.26), junto de (3.28), (4.1) e (4.3) obtém-se

E ′(t) + g0α(t)

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(t)|2R dΓ + β0|∇θ(t)|2 6
εα(t)

2
|∇u(t)|2. (4.31)

Multiplicando (4.28) por

ε = min

{
1

ω
,

β0

κ1 + 1/(2λ1)
,
g0

κ2

}
> 0, (4.32)

somando à (4.31), e agregando os termos, obtém-se

E ′ε(t) 6 − ε
1

2
|u ′(t)|2 − ε

α(t)

2
|∇u(t)|2 − [β0 − εκ1]|∇θ(t)|2

− εξ

∫
Ω

F(u(t)) dx− α0[g0 − εκ2]

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(t)|2R dΓ . (4.33)

Veja agora, que

ε 6
β0

κ1 + 1/(2λ1)
⇒ εκ1 +

ε

2λ1
6 β0 ⇒ β0 − εκ1 >

ε

2λ1
,

esta ultima desigualdade implica que

−[β0 − εκ1]|∇θ(t)|2 6 −
ε

2λ1
|∇θ(t)|2 6 −

ε

2
|θ(t)|2. (4.34)

Visto que a constante λ1 é tomada de modo que λ1|θ(t)|
2 6 |∇θ(t)|2, ∀θ(t) ∈ H1

0(Ω). Da

mesma forma

ε 6
g0

κ2
⇒ εκ2 6 g0 ⇒ g0 − εκ2 > 0,

o que por sua vez implica que

α0[g0 − εκ2]

∫
Γ1

(m · ν)|u ′(t)|2R dΓ > 0. (4.35)
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Outra informação interessante é que para s 6= 0

sF ′(s) = sf(s) > 0, (4.36)

a desigualdade (4.36) implica que para s < 0, F é não-crescente, como F(0) = 0, obtém-se

F(s) > 0 para todo s < 0, por outro lado tem-se que F é não-decrescente para s > 0,

como F(0) = 0, encontra-se que F(s) > 0 para todo s > 0. Em todo caso

F(R) ∈ R+,

que por si, produz que ∫
Ω

F(u(t)) dx > 0. (4.37)

Portanto usando as estimativas (4.34), (4.35), (4.37) e que −ξ 6 0 6 1, em (4.33),

obtém-se

E ′ε(t) 6 − ε
1

2
|u ′(t)|2 − ε

α(t)

2
|∇u(t)|2 − ε

2
|θ(t)|2

− ε

∫
Ω

F(u(t)) dx = −εE(t). (4.38)

Como 1 6 (α(t)/α0)
1/2, da desigualdade Young e da desigualdade de Poincaré verifica-se

que

ε−1|Eε(t) − E(t)| = |ρ(t)| 6 2|u ′(t)||(m · ∇u(t)|+ (n− 1/2)|u ′(t)||u(t)|

6 2|u ′(t)||∇u(t)|
√
R+ (n− 1/2)|u ′(t)|C|∇u(t)|

6
2
√
R+ (n− 1/2)C

2
√
α0

2
√
α(t)|u ′(t)||∇u(t)| (4.39)

6
2
√
R+ (n− 1/2)C

2
√
α0

E(t) 6 ωE(t). (4.40)

Observando que por (4.32), (1 −ωε) > 0 e denotando

ε1 := (1 −ωε); ε2 := (1 +ωε).

A desigualdade (4.39), implica que

ε1E(t) 6 Eε(t) 6 ε2E(t). (4.41)

Multiplicando a desigualdade a direita de Eε(t) 6 ε2E(t) por ε−1
2 , em seguida por −ε

obtém-se

−εE(t) 6 −
ε

ε2
Eε(t).
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Esta ultima desigualdade junto de (4.38), permitem a seguinte caideia de implicações

E ′ε(t) 6 −
ε

ε2
Eε(t)⇒

(
Eε(t)e

tε/ε2
) ′

6 0⇒ Eε(t) 6 Eε(0)e
−tε/ε2 . (4.42)

Finalmente, (4.42) e (4.41), implica que

E(t) 6
1

ε1
Eε(t) 6

Eε(0)

ε1
e−tε/ε2 6

ε2

ε1
E(0)e−tε/ε2 .
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[15] Medeiros, L. A., Milla Miranda, M., Introdução às Equações Diferenciais Parciais
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[17] Milla Miranda, M., Medeiros, L. A., On a Boundary Value Problem for Wave Equa-

tions: Existence, Uniqueness-Asymptotic Behavior, Revista de Matemáticas Apli-
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[18] Medeiros, L. A., Rivera, P. H., Espaços de Sobolev e Equações Diferenciais Parciais,
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