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@A RESENTACA

Este texto € destinado aos estudantes do programa de
Educacdo a Distancia da Universidade Aberta do Piaui (UAPI)
vinculada ao consércio formado pela Universidade Federal do Piaui
(UFPI), Universidade Estadual do Piaui (UESPI), Centro Federal de
Ensino Tecnolégico do Piaui (CEFET-PI), com apoio do Governo
do estado do Piaui, através da Secretaria de Educacéo. O texto é
composto de trés unidades, contendo itens e subitens que
discorrem sobre a Ldgica Proposicional e a Légica de Predicados,
evidenciando como estas estruturas podem ser utilizadas no

estudo da Informatica.

Na Unidade 1, é analisada a Légica Proposicional e as suas
principais estruturas, abordando as sentencas e diversas formas de
construcdo, buscando encontrar formas e metodologias de provas

da validade ou falsidade de argumentos.

Na Unidade 2 sdo feitas comparacdes com teorias
conhecidas como a Teoria dos Conjuntos e a Algebra de George
Boole, além de ser feita uma justificativa sobre o principio da
indugéo finita.

A Unidade 3 é dedicada ao estudo da Ldgica de Predicados
como forma alternativa para a construgcdo de expressdes cujos
significados ndo podem ser capturados pelos construtores da
Logica Proposicional. Na unidade também é apresentado o
problema da indecibilidade do Calculo de Predicados de Primeira
Ordem, fazendo aluséo a ligacdo existente entre esta teoria e a

conhecida “Tese de Church”.
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Unidade 1

Logica Proposicional

RESUMO

O objetivo principal desta unidade é apresentar 0s
principais conceitos e estruturas da Logica Proposicional bem
como ela pode ser utilizada no ordenamento do raciocinio
humano, na busca de solu¢des para os problemas que ocorrem
na natureza.Na unidade é mostrada a evolucéo historica desde
a sua utilizacdo apenas como formulacdo correta de
argumentos, utilizada apenas pelas Ciéncias Sociais, até o seu
emprego atual na Ciéncia da Computacéo. A unidade também
contém varios exemplos, e exercicios resolvidos tentando
proporcionar ao leitor o entendimento pleno dos conceitos
envolvidos, além de serem propostos varios exercicios para
sedimentar a teoria apresentada. A forma de apresentacao
utilizada é de acordo com o exigido para o ensino a distancia,
ou seja, tendo em vista sempre esta nova modalidade de

ensino.
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LOGICA PROPOSICIONAL

1.1 Introducéo

A Logica teve seu inicio com o grego Aristoteles (384-322
a. C.) quando outros filésofos, também gregos, passaram a
utilizar seus enunciados resultando em grande simplificacdo e

clareza para a Matemética.

Por volta de 1666, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
usou em varios trabalhos o que chamou de Calculus Rationator,
ou Logica Matemética ou ainda Logistica. Estas idéias nunca
foram teorizadas por Leibniz, porém seus escritos trouxeram a

idéia da Logica Matemaética.

No século XVIII, Leonhard Euler (1707-1783) introduziu a
representacdo grafica das relacbes entre sentencas ou
proposicdes, mais tarde ampliada por John Venn (1834 - 1923),
E. W. Veitch em 1952 e M. Karnaugh em 1953. Em 1847,
Augustus DeMorgan (1806-1871) publicou um tratado Formal
Logic envolvendo-se em uma discussdo publica com o filésofo
escocés William Hamilton, conhecido por sua aversdo a
Matematica, que escreveu “A Matematica congela e embota a
mente; um excessivo estudo da Matemética incapacita a mente
para as energias que a filosofia e a vida requerem.” George
Boole (1815-1864), ligado a DeMorgan, tomou as dores do
amigo e escreveu “The Mathematical Analysis of Logic” em
1848. Em 1854 ele escreveu o livro “An Investigation of the Laws
of Thoutght” e em 1859 escreveu “Treatise on Defferantial

Equations” no qual discutiu 0 método simbdlico geral.

O trabalho de George Boole foi amplliado por Lewis
Carroll em 1896, por Whitehead em 1898, por Huntington em
1904 e em 1933, por Sheffer em 1913, entre outros. Este

Aristoteles

Euler.



periodo de desenvolvimento da Légica culminou com a
publicagdo do “Principia Mathematica” por Alfred North-
Whitehead (1861-1947) e por Bertand Russel (1872-1970), que
representou uma grande ajuda para completar o programa
sugerido por Leibniz, que visava dar uma base I6gica para toda
a Matematica.

1.2 Primeiros passos

Para facilitar o nosso entendimento sobre a Ldgica,
vamos analisar de que forma ela é importante e que papel ela
desempenha no ordenamento do raciocinio humano, na busca

de solugBes para os problemas que ocorrem na natureza.

Antigamente, a Légica era utilizada apenas como forma
de ordenamento de argumentos, conhecidos como premissas,
para se chegar a uma conclusdo que representasse o resultado
de alguma questdo. Desta forma, a Logica era tdo somente uma
técnica utilizada principalmente pela Filosofia e pelas ciéncias

humanas.

Atualmente, o computador representa uma maquina
capaz de processar muitos calculos de forma correta e a grande
velocidade. Desta forma, eles passaram a ser utilizados na
busca de solucbes para os mais diversos problemas da
natureza. Estes problemas para serem processados pelos
computadores devem ser tratados de forma adequada para que

as solucdes encontradas sejam representativas.

Analisemos uma situagao classica, em que dois amigos,
Francisco e Jorge, se encontram em uma sexta-feira a noite em
um bar para jogar conversa fora, acompanhados de chopp
gelado e peixe frito. Francisco argumenta euforicamente que

“‘Kaka é o melhor jogador de futebol do mundo”, instante em que



Jorge refuta, sob o calor da “agua que passarinho nao bebe”,
que “o melhor jogador de futebol do mundo é, sem qualquer
sombra de duvidas, Ronaldinho Gaucho”. Deve-se facilmente
depreender que esta discussdo deve ter continuado até a
madrugada, principalmente porque chegou & mesa um argentino

chamado Celso.

Por outro lado, imaginemos agora a afirmagao: “5 é um
namero natural primo”. Esta proposicao nao desperta qualquer
davida, uma vez que sabemos o0 que significa um numero ser
primo e sabemos verificar, de forma inequivoca, que o numero 5

obedece as exigéncias para que um numero seja primo.

Analisando estas expressoes, verifica-se que é possivel
decidir de forma irrefutavel se o nimero 5 é primo mas nao
podemos decidir se o gol feito por um jogador € mais bonito que
o feito por outro, porque esta decisdo varia de pessoa para

pessoa.

Com estes dois exemplos, pretendemos caracterizar a
necessidade de um rigor na linguagem natural corrente. Isto nos
leva a uma linguagem matematica, estudando os principios da

chamada “Logica Matematica”.

1.3 Construcao de sentencas

As expressOes analisadas na seg¢ao anterior, tanto na
linguagem matematica quanto na linguagem corrente, envolvem
certas  entidades, cada uma delas representadas
convenientemente por simbolos. Na oragéo “Kakd € o melhor
jogador de futebol do mundo” aparecem as entidades “Kaka”,
‘jogador de futebol”, “melhor jogador de futebol” e “melhor
jogador de futebol do mundo”. Nao se deve confundir uma



entidade com a sua representacdo, uma vez que uma mesma
entidade pode ter mais de uma representacgéo. por exemplo, “3”

e “raiz quadrada de nove” representam a mesma entidade.

As sentencas sao expressfes da linguagem as quais pode-se
atribuir um valor verdadeiro ou falso. Por exemplo, “Brasilia é a
capital do Brasil” € uma sentenga verdadeira, enquanto “5 é um
namero par” é uma sentenca falsa. Normalmente, o valor
verdadeiro é simbolizado pela letra mailscula V, enquanto o
valor falso é simbolizado pela letra maitscula F. Num primeiro
estudo da Logica Matematica sera admitido que toda proposicéo
tenha apenas dois valores possiveis: V ou F. Esta idéia deve ser
abandonada ao estudarmos outras teorias onde as sentencas
possam ter valores distintos de F e V. As sentencas, por sua
vez, podem ser representadas pelas letras mindsculas p, q, r,
etc. Desta forma, podemos definir uma sentenca da seguinte

forma:

Definicdo 1.1. Uma sentenca ou proposicdo € uma expressao
de wuma dada Ilinguagem, que pode ser
classificada como verdadeira ou falsa, de maneira

exclusiva, em um contexto.

Exemplo 1.1. As expressdes a seguir sdo sentencas.
a) Teresina € uma cidade quente.
b) A Amazbnia € um deserto.
c) O Papa é romano ou nao.
d) Barack Obama é e ndo é americano.

e) Se algo é igual a si proprio e tudo é igual a si proprio,

entdo Socrates e Obama sao iguais.



Exemplo 1.2. As sentencas imperativas, interrogativas ou
exclamativas ndo serdo consideradas em nosso estudo. As

expressdes a seguir ndo sdo exemplos de sentencas:

a) Estude para a prova de Légica!
b) Qual foi a sua nota na prova de Ldogica?

c) Que saudade de Amélia!

As expressdes do Exemplo 1.1 s&o sentencas porque
pode-se atribuir a cada uma delas um valor verdadeiro ou falso,
0 que nao é possivel com as expressbes do Exemplo 1.2
porque elas representam uma frase imperativa, uma

interrogativa e uma exclamativa, respectivamente.

1.4 Conectivos légicos

Uma caracteristica importante das sentencas € que elas
podem ser combinadas para construir outras sentencas,
envolvendo expressées como e, ou, se .. entdo, se e somente
se, que sao aplicadas a duas sentencas. As sentencas do
Exemplo 1.1 podem ser combinadas para formar as seguintes

sentencas, além de outras:

a) Barack Obama é e ndo € americano e o Papa é romano
ou néo..

b) A Amazbnia é um deserto mas Barack Obama n&o é
americano.

c) Se o Papa é romano entdo Teresina é uma cidade

quente.



Também é possivel construir sentencas aplicando as
expressbes ndo e é possivel que. Neste caso elas sédo
aplicadas a uma Uunica sentenca, diferente da forma como se
constroem sentencas utilizando outras expressdes que
necessitam de duas sentencas. Como exemplo, podemos

construir as sentencas:
a) A Amazdbnia ndo é um deserto

b) E possivel que o Papa seja romano

Embora as expressdes néo, e, ou, se .. entdo, se e
somente se e é possivel que ndo possuam a mesma
classificacdo gramatical, do ponto de vista da Légica, todas elas
possuem a mesma fung¢do que é construir sentencas a partir de
uma ou mais sentencas previamente dadas. No estudo da

Logica, estas expressdes tém uma denominacgao especial.

Definicdo 1.2. Um conectivo é uma expressdo de uma dada
linguagem, utilizada para formar sentencas a

partir de sentencas dadas.

Exemplo 1.3. Dadas as sentencas “5 é impar’ e “4 < 27,

podemos formar as seguintes sentencas:
a) 5éimpare4<?2.
b) 5 ¢é imparou 4 < 2.
c) Se b5 é impar, entdo 4 < 2.
d) 5é impar se, e somente se 4 <2

e) 5néo é impar.



Uma forma interessante de se analisar 0os conectivos é
considera-los como as operagfes aritméticas da Matemética.
Uma operacao aritmética é uma forma de combinar elementos
para formar novos elementos. Por exemplo, a operacdo de
multiplicacdo processa 0os nimeros 3 e 4 e associa o resultado
deste processamento ao valor 12. No caso dos conectivos, 0S
elementos a serem operados sao sentencas e o resultado obtido

€ uma nova sentenca.

Peso de um conectivo

Embora existam muitos conectivos que podem ser
utilizados na construcdo de sentencas, sO nos interessam para o
estudo da Ldgica um pequeno subconjunto deles. Nosso objetivo
€ estudar certos aspectos l6gicos da atividade matematica.
Desta forma, serdo considerados apenas 0s conectivos néo, e,

ou, se...entdo e se, e somente se.

Podemos verificar que, na construgao da sentenca “5 néo
€ impar”, o conectivo nao foi aplicado a uma Unica sentenca,
mas para construir a sentenca “5 € impar e 4 < 2” o conectivo e
foi aplicado a duas sentencas. Os conectivos sdo classificados
de acordo com o0 numero de sentencas que eles precisam para

formar uma nova sentenca.

Definicdo 1.3. O peso ou aridade de um conectivo € o numero
exato de sentencas utilizadas para formar uma nova

sentenca, por meio deste conectivo.

A Tabela 1.1 mostra os pesos dos principais conectivos. (prox.

Pagina)



Tabela 1.1 - Os conectivos e seus pesos.

CONECTIVO PESO (ARIDADE)
N&o 1
2
Ou 2
se ... entdo 2
se, e somente se 2

1.5 Sentencas atbmicas e sentencas moleculares

As sentencas podem ser classificadas de acordo com o
fato de terem sido, ou ndo, obtidas de outras sentencas

utilizando conectivos.

Definicdo 1.4. Uma sentenca é chamada atbmica se ela ndo

tem qualquer conectivo.

A partir desta definicdo, verifica-se que as expressoes
negativas de uma linguagem n&o sdo sentencas atomicas. As
sentencas atbmicas sdo consideradas as sentencas basicas, ou

seja, a partir delas sdo construidas outras sentencas.

Exemplo 1.4. As sentencas seguintes sao atbmicas:
a) 5 é um namero primo.
b) O rio Parnaiba é perene.
c) Joao Pessoa é a capital da Paraiba.

d) Aterra é um planeta.



Definicdo 1.5. Uma sentenca € molecular se ela ndo for atbmica,

ou seja, se tiver pelo menos um conectivo.

Exemplo 1.5. As sentencas a seguir sdo moleculares:
a) 5nao é um namero primo.
b) Jodo Pessoa € a capital da Paraiba e a terra € um planeta.
c) O sol € uma estrela ou a terra € um planeta.

d) Se aterra € um planeta entdo o sol é uma estrela.

Neste texto, as letras romanas minusculas representarao
as sentencas atdmicas, por exemplo, p, q, r, etc. As letras gregas
minusculas serdo usadas para representar tanto as sentencas
atbmicas quanto as sentencas moleculares. As letras gregas
minusculas serdo utilizadas quando se deseja atribuir um grau de
generalidade, ou seja, representar uma sentenca que pode ser

atbmica ou molecular

Classificacao das sentencas moleculares

As sentencas moleculares podem ser classificadas de
acordo com o conectivo utilizado em sua construcdo. Nesta
secao, serdao mostradas diversas definicbes que fundamentam a

classificacdo das sentencas moleculares.

Definicdo 1.6. Uma sentenca € uma negacao se ela for obtida a

partir de outra utilizando o conectivo néo.

Exemplo 1.6. A sentenca “5 ndo € um numero primo” pode ser
considerada uma negacdao obtida pela aplicagédo do conectivo néo

a sentenga “5 € um namero primo”.



Definicdo 1.7. A sentenga utilizada na construgdo de uma
negacdo €é chamada de sentenca negada ou

componente da negacao.

No caso do Exemplo 1.6, a sentenga “5 € um numero
primo” é a sentengca negada ou a componente da negagéo “5

nao é primo”.

Definicdo 1.8. Uma sentenca é uma conjuncéao se ela for obtida
a partir de duas outras sentencas através do

conectivo e.

Exemplo 1.7. A sentenca “4 ndo divide 7 nem 9” deve ser re-
escrita como “4 ndo divide 7 e 4 ndo divide 9” para que se possa
entender o que realmente ela quer significar. Neste caso, a
sentenga € a conjungao das sentengas “4 nao divide 7" e “4 nao
divide 9” aplicando o conectivo e. Por sua vez, a sentencga “4 nao
divide 77 é a negacao da sentencga “4 divide 7” e a sentencga “4
nao divide 9” é a negacéo da sentenca “4 divide 9”. O leitor deve
observar que neste caso, foi necesséario reescrever a sentenca
original de forma que ela pudesse ser analisada corretamente.
Este tema serd abordado brevemente.

O leitor atento deve ter observado que o conectivo e foi aplicado
a duas sentencas, uma vez que ele é um conectivo de peso 2. A
primeira sentenca é chamada primeira componente e a segunda

sentenca é chamada segunda componente da conjuncao.

Voltando ao Exemplo 1.7, a sentenca “4 nao divide 7” é a
primeira componente e a sentenca “4 ndo divide 9” é a segunda

componente da conjuncgao.

Definicdo 1.9. Uma sentenca € uma disjuncao se ela for obtida
a partir de duas outras sentencas, através do

conectivo ou.



Exemplo 1.8. A sentenga “5 € impar ou 13 é par” é obtida a partir
das sentengas “5 é impar” e “13 € par” aplicando-se o conectivo

ou.

Como observado para o0 conectivo e, que tem peso 2 e
forma conjuncdes, o conectivo ou também tem peso 2 e por isso
a disjuncédo também precisa de duas sentencas para que ela seja
formada, conforme pode ser observado no Exemplo 1.8, onde a
primeira sentenca € denominada primeira componente e a

segunda sentenca € chamada segunda componente da disjuncéo.

Definicdo 1.10. Uma sentencga é uma implicagéo se ela for obtida
a partir de duas outras, através do conectivo

se...entao.

Exemplo 1.9. A sentencga “Célia viajou para Campina Grande se
Tarcisio comprou um carro novo” deve ser reescrita como “se
Tarcisio comprou um carro novo, entdo Célia viajou para Campina
Grande”. Esta sentenca é uma implicacdo formada pelas
sentengas “Tarcisio comprou um carro novo” e “Célia viajou para

Campina Grande” utilizando o conectivo se...entéo.

As duas (o conectivo se...entdo tem peso 2) sentencas sao
chamadas de componentes da implicacdo, onde a sentenca
“Tarcisio comprou um carro novo” € denominada antecedente e a
sentengca “Célia viajou para Campina Grande” &€ denominada

consequente da implicacao.

Definicdo 1.11. Uma sentenca & uma biimplicagcdo se ela for
obtida a partir de duas outras sentencas, atraves do

conectivo se, e somente se.



Exemplo 1.10. A sentenga “Vou a Parnaiba se, e somente se,
a estrada foi consertada” é a biimplicacao das sentencgas “Vou
a Parnaiba” e “a estrada foi consertada”, aplicando-se o

conectivo se, e somente se.

Estas duas sentencas sdo chamadas de componentes
da biimplicagdo, sendo “Vou a Parnaiba” a primeira
componente e “a estrada foi consertada” a segunda

componente.

1.6 Reescrita de sentencas

Em alguns dos exemplos mostrados anteriormente foi
verificado que para se analisar corretamente a sentenga, foi
necessario reescrevé-la para que a analise pudesse ser feita
corretamente. Serdo analisados, a seguir, alguns exemplos

onde esta técnica se torna necessaria.

Exemplo 1.11. Seja a sentenca: “5 ndo é impar”. Um numero
natural que ndo € impar € obrigatoriamente um nuamero par.
Assim, a sentenca acima pode ser entendida como “5 é par”.
Neste caso, a sentenca ndo apresenta qualquer conectivo e,
portanto, ela é uma sentenca atbmica. Por outro lado,
podemos analisar a sentenca como sendo a negacdo da
sentenga “5 € impar’. Neste caso, ela € uma sentencga

molecular.

Exemplo 1.12. Seja a sentenga “Emiliano e Chagas séo
casados”. Qual é a intengao da sentenga? N&o esta claro que
0 objetivo desta sentenca seja informar que Emiliano tem uma
esposa e Chagas tem outra. Da forma como a sentenca esta
escrita, pode-se também deduzir que Emiliano e Chagas sédo

casados um com o outro.



Estes exemplos mostram que algumas sentencas podem
ter mais de uma interpretacdo. Neste caso, diz-se que elas séo
ambiguas e isto pode acarretar anélises l6gicas incompativeis. E
necessario que a formacéao de sentencas obedeca regras precisas

para que estas ambiguidades ndo acontegcam.

Regras de reescrita

Existem algumas regras basicas que devem ser seguidas
na construcdo de sentencas. Em uma primeira etapa, deve-se
explicitar as sentencas atbmicas que compdem a sentenca final,
atribuindo a elas um simbolo, por exemplo, as letras romanas
minusculas, p, q, r, s, t, etc, transformando-as em sentencas
simbolizadas. Em uma etapa posterior, devem ser atribuidos
simbolos aos conectivos. Os conectivos sdo representados pelos
simbolos mostrados na Tabela 1.4. A seguir serd mostrado um

conjunto de regras que devem ser utilizadas nestas reescritas.

Tabela 1.2 - Reescritas de algumas sentencgas atébmicas.

. SENTENCA ATOMICA
SENTENCA ATOMICA
REESCRITA
5é um numero impar (5 € um numero impar)
10 é maior que 100 (10 é maior que 100)
Thais é psicdéloga (Thais é psicéloga)
Mariane é uma boa aluna (Mariane é uma boa aluna)

Regra 1. Uma sentenca atomica p deve ser reescrita entre

parénteses, ou seja, (p).

Exemplo 1.13. Para facilitar a compreenséo, algumas sentencas
atbmicas estdo mostradas na primeira coluna da Tabela 1.2 e

suas reescritas estdo mostradas na segunda coluna.




Regra 2. A negacdo de uma sentenca p deve ser reescrita

como (=(p)), onde p € a sentenca negada.

Exemplo 1.14. Utilizando as mesmas sentencas mostradas na
Tabela 1.2 foi construida a Tabela 1.3 que mostra cada uma
destas sentencas reescritas em suas formas negadas. Deve ser
observado que, apesar do exemplo mostrar apenas a negacao
de sentencas atdmicas, ela pode ser aplicada também a

sentencgas moleculares.

Tabela 1.3 - Negacao de sentencas.

SENTENCA NEGACAO REESCRITA
5 é impar (= (5 é impar))
10 é maior que 100 (=(10 é maior que 100))
Thais é psicologa (=(Thais é psicéloga))
Mariane é uma boa aluna (=(Mariane € uma boa aluna))

Regra 3. Uma conjuncdo de duas sentencas p e q, previamente

reescritas, deve ser reescrita como ((p) A (q)).

Exemplo 1.15. A conjuncgéo “5 ndo é impar, nem é maior que 0”
deve ser entendida como a conjuncédo “5 nédo é impar e 5 ndo é
maior que 0”. Neste caso, ela deve ser reescrita como ((=(5 é

impar)) A (=(5 é maior que 0))).

Exemplo 1.16. Ja& sabemos que a conjungdo “Nathalie e
Natasha foram a Barras” €& ambigua, uma vez que pode ser
interpretada como “Nathalie foi a Barras e Natasha foi a Barras”
ou como “Nathalie e Natasha foram a Barras, juntas”. Esta
ambigilidade de significado provoca também ambiglidade de
construcdo porque ndo € possivel decidir se esta sentenca é
atdbmica (na segunda interpretacdo) ou se ela € molecular, como

a primeira interpretacdo. Como solucao, foi feita uma convencéo



de que onde ocorra este tipo de problema, a sentenca deve ser
considerada em sua forma molecular. Desta forma, a sentenga
acima deve ser reescrita por (Nathalie foi a Barras A Natasha foi a
Barras).

Regra 4. Uma disjuncdo de duas sentencas p e ¢, previamente

reescritas, deve ser reescrita como ((p) V (q)).

Exemplo 1.17. A disjuncéo “20 ndo é maior que 10 ou, 4 é primo
e 1 é maior que 4” deve ser reescrita como ((—=(20 é maior que
10)) V ((4 é primo) A (1 é maior que 4))).

Regra 5. Uma implicacdo de duas sentencas p e ¢, sendo p a
sentenca antecedente e g a sentenga consequente, previamente

reescritas, deve ser reescrita como ((p) —(q)).

Exemplo 1.18. A sentenca “As sextas-feiras Anténio vai ao bar da
Miuda” pode ser entendida como “se for sexta-feira, entdo Anténio
vai ao bar da Miuda” que deve ser reescrita por ((é sexta-feira)

—(Antbnio vai ao bar da Mitda)).

Regra 6. Uma biimplicacdo de duas sentencas componentes p e

g, previamente reescritas, deve ser reescrita como ((p) «<(q)).

Exemplo 1.19. A biimplicagéo “Zefinha emagrecera se, e somente
se ndo beber refrigerante nem comer macarrao” deve ser
reescrita como ((Zefinha emagrece) <« ((~(Zefinha bebe

refrigerante)) A (=(Zefinha come macarréo)))).

Sempre que possivel, as sentengas devem ser reescritas
no presente do indicativo, ou seja, ndo deve ser levado em conta

o tempo verbal.



1.7 Simbologia das sentencas

Deve ser levado em conta que nosso objetivo é
determinar se uma determinada sentenca p €, ou ndo, uma
verdade logica. Para isto, deve-se verificar se p é verdadeira,
ou ndo, em todos os contextos. O fato de uma sentenca ser
verdadeira em todos os contextos depende da forma como ela
foi construida e ndo de seu conteudo. As regras de reescritas
permitem explicitar como as sentencas sdo formadas, mas €
necessario analisar como as sentencas sado simbolizadas. Este
€ o0 passo final da reescrita porque permite “esconder” o
contetdo e explicitar a forma. A Tabela 1.4, a seguir, mostra

um resumo dos conectivos e seus respectivos simbolos.

Tabela 1.4 - Os conectivos e seus simbolos.

CONECTIVO SIMBOLO

nao

d

e
ou

se...entdo

1l <>

se, e somente se

Sejam as sentencas:
a) 5 é impar ou 5 nao é impar.
b) Einstein é brasileiro ou Einstein néo € brasileiro.

c) O conjunto dos numeros perfeitos possui um maior
elemento ou o conjunto dos numeros perfeitos nao

possui um maior elemento.



Pode-se observar, sem qualquer dificuldade, que todas estas

sentencas séo disjuncbes e, de acordo com o0 que foi visto

anteriormente, devem ser reescritas da seguinte forma:

a)
b)

c)

((5 é impar) V (=( 5 é impar))).
((Einstein é brasileiro) V (—(Einstein é brasileiro))).

((O conjunto dos numeros perfeitos tem um maior elemento)
V (=(O conjunto dos numeros perfeitos tem um maior

elemento))).

Vamos examinar cada uma destas sentencas em separado.

a)

b)

A sentenca “((5 € impar) V (=( 6 é impar)))” € a disjungéo
entre a sentenca atdmica “5 € impar” e a sentenca “(=( 5 é
impar))” . Esta, por sua vez, € a negagao da sentenga “5 é
impar’. Como a sentenga apresenta duas alternativas, das
quais a primeira é verdadeira, a sentenca representada pela

disjuncéo, também é verdadeira.

A sentengca “((Einstein ¢é brasileiro) V (-(Einstein é
brasileiro)))” também €& uma disjuncdo entre a sentencga
atdbmica “(Einstein é brasileiro)” e a sentenca “(—(Einstein é
brasileiro))” . Esta, por sua vez, € a negacao da sentenca
“(Einstein é brasileiro)’. Neste caso, a sentenca também
apresenta duas alternativas, das quais a segunda é
verdadeira. Logo a sentenca representada pela disjungéo

também é verdadeira.

A sentenca “((O conjunto dos numeros perfeitos tem um
maior elemento) V (=(O conjunto dos numeros perfeitos tem
um maior elemento)))” também ¢é a disjungdo entre a

sentenga atébmica “(O conjunto dos numeros perfeitos tem



um maior elemento)” e a sentenga “(7(O conjunto dos
numeros perfeitos tem um maior elemento))”. Esta, por
sua vez é a negacao da sentengca “(O conjunto dos
numeros perfeitos tem um maior elemento)”. Neste caso,
nao sabemos se a primeira ou a segunda sentenca da
disjuncdo € verdadeira, porque este é um problema
matematico ainda em aberto. No entanto, a sentenca
apresenta duas alternativas  excludentes, mas
complementares, ou seja, se a primeira for verdadeira a
segunda é falsa e vice-versa. Assim, pode-se afirmar,
com certeza, que a sentenca representada pela

disjuncao é verdadeira.

Pode ser facilmente observado que a explicacdo dada na
sentenca da letra c) anterior também pode ser aplicada as
sentencas das letras a) e b). Isto € verdade porque as sentencas
componentes sdo expressdes alternativas excludentes e
complementares. Dito de outra forma, se as sentengas de uma
disjungéo expressam alternativas excludentes e
complementares, a disjuncdo € verdadeira, independente do
conhecimento antecipado sobre a verdade ou falsidade das

componentes.

Dada uma sentenca simbolizada p, nosso objetivo é
determinar se p é, ou ndo, uma verdade logica. Isto significa
verificar se p € verdadeira, ou ndo, em todos os contextos. Pelo
exposto, o fato de uma sentenca ser verdadeira em todos 0s
contextos depende da maneira como a sentenca foi formada e
nao de seu conteldo. As regras de reescritas nos permitem
verificar como as sentencas foram formadas, faltando apenas
uma forma de simbolizar as sentencas, permitindo esconder

seus conteudos, uma vez que eles ndo sdo importantes.



Esta tarefa n&o é tdo simples em um primeiro momento. E
necessaria alguma prética para que seja feita de forma adequada.
Para isto, sera introduzida uma metodologia a ser seguida, pelo
menos enguanto ndo adquiramos uma pratica consolidada nesta
area. Esta metodologia consiste da divisdo das sentencas em

passos. Sao eles:

1. Classificar a sentenca como atdbmica ou molecular.

2. Classificar todos os conectivos que ocorrem na sentenca
(se for molecular).

3. Classificar o tipo da sentenca em negacdo, conjuncao,
disjuncao, implicacédo ou biimplicacéo (se for molecular).

4. Reescrever a sentenca de acordo com as regras de
reescritas.

5. Simbolizar a sentenca reescrita, substituindo as sentencas
atdmicas pelas letras p, g, r ou s (indexadas ou né&o), de
modo que cada ocorréncia de uma mesma sentenca seja
substituida sempre pela mesma letra e que sentencas
atbmicas distintas sejam substituidas por letras também

distintas.

Ser4 apresentada a seguir uma sequéncia de exemplos de
aplicacdo desta metodologia, para que o leitor possa fixa-la com

facilidade.

Exemplo 1.20.
a) “Francisco é feliz”.

Aplicando a metodologia proposta para a simbolizacéo, temos:

1) Atbmica.

2) Nao tem conectivos por ser atbmica.

3) Nao pode ser classificada por ser atbmica.
4) (Francisco e feliz).



5) A sentenca pode ser simbolizada por p, onde p:

Francisco é feliz.

b) “Francisco é feliz e Cecilia 0 ama”.
A sentenca deve ser reescrita como “Francisco é feliz e Cecilia

ama Francisco”. Aplicando a metodologia proposta, temos:

1) Molecular.

2) Possui o conectivo e.

3) Trata-se de uma conjuncéao.

4) ((Francisco é feliz) A (Cecilia ama Francisco)).

5) Sendo p : Francisco é feliz e q : Cecilia ama

Francisco, entdo: ((p) A (q)).

c) “Francisco é feliz caso Cecilia 0 ame”.
A sentenca deve ser reescrita como “Se Cecilia ama Francisco,
entdo Francisco é feliz’. Aplicando a metodologia proposta,

temos:

1) Molecular.

2) Possui o0 conectivo se ... entédo.

3) Trata-se de uma implicacao.

4) ((Cecilia ama Francisco) — (Francisco é feliz)).

5) Sendo p : Cecilia ama Francisco e q : Francisco é

feliz, entdo: ((p) —(q)).

d) “Francisco é feliz pois Cecilia 0 ama”.
A sentencga deve ser reescrita como “Cecilia ama Francisco, e
se Cecilia ama Francisco, entdo Francisco é feliz”. Aplicando a

metodologia proposta, temos:

1) Molecular.
2) Possui 0s conectivos e e se ... entédo.
3) Trata-se de uma conjuncdo onde a segunda

componente € uma implicagéo.



4) (Cecilia ama Francisco A ((Cecilia ama Francisco) —
(Francisco é feliz))).

5) Sendo p : Cecilia ama Francisco e q : Francisco é feliz,
entdo a sentenca deve ser representada por ((p A ((p) —

(@)

e) “Francisco é feliz porque Cecilia 0 ama e ela é feliz”.
A sentenca deve ser reescrita como “Cecilia ama Francisco e
Cecilia é feliz, e se Cecilia ama Francisco e Cecilia é feliz. entdo

Francisco é feliz”. Aplicando a metodologia proposta, temos:

1) Molecular.

2) Possui os conectivos e e se ... entao.

3) Trata-se de wuma conjuncdo onde a primeira
componente €é uma conjungcdo e a segunda
componente € uma implicacao.

4) (((Cecilia ama Francisco) A (Cecilia € feliz)) A
(((Cecilia ama Francisco) A (Cecilia é feliz)) —
(Francisco é feliz))).

5) Sendo p : Cecilia ama Francisco, q : Cecilia é felize r

Francisco é feliz, entdo a sentenca deve ser

representada por (((p) A (@) A (((p) A (@) — ().

Nos exemplos a seguir, ndo serdo mais mostrados todos os
passos definidos na metodologia apresentada, uma vez que,
neste ponto, ja se supde que o leitor tenha adquirido alguma
pratica, o que torna desnecessaria a colocacdo de todos estes
passos. Neste caso, serdo mostrados apenas 0s resultados

finais.

a) “10+10#20”.

Sendo p : 10 + 10 = 20, entdo a sentenca deve ser simbolizada

por (=(p)).



b) “3 e 5 sdao impares”.
Sendo p: 3 éimpar e g : 5 é impar, entdo a sentenca deve ser
simbolizada por ((p) A (Q)).

c) “Pelo menos um dos numeros inteiros 2, 5 e 7
primo”.
Sendo p : 2 é um namero primo, q : 5 € um nimero primo e r :

7 é um numero primo, entdo a sentenga deve ser simbolizada
por (((p) V ((a) V ®))) ou por ((((p) V (q)) V ().

d) “Exatamente um dos numeros 1,2 e 3 é primo”.
Sendop: 1éprimo,q:2éprimoer:3éprimo, entdo a
sentenga deve ser simbolizada por (((p) A (=(g) A ~(r))) V ((q)
A (=(p) A =(r))) V ((r) A (=(p) A =(a))))-

Simplificacdo de sentencas

Até este ponto, seguimos algumas convencgdes, por
exemplo, colocando parénteses cercando cada sentenca, seja
ela atbmica ou molecular. Estas convencdes foram necessarias
para que as estruturas das sentencas fossem entendidas de
forma pedagogicamente mais facil. No entanto, esta convencéo
provoca a existéncia de muitos parénteses chegando, em
algumas situacGes, a confundir visualmente o leitor. Neste
ponto, imaginamos que o leitor j& tenha maturidade suficiente
para simplificar algumas regras, por exemplo, eliminando
alguns parénteses redundantes ou substituindo alguns
conectivos por outros. As regras de simplificagdo sao as

seguintes:

Regra 1. Os parénteses externos podem ser retirados.

Neste caso, a sentenca simbolizada ((p A (p—q))—q) seré

escrita por (p A (pb—q))—q.



Regra 2. Os parénteses em torno da negacdo podem ser

retirados.

Neste caso, a sentenca simbolizada ((-q) A (p—q))—(7q)

seré escrita por (-q A (p—q))—q.

Regra 3. Os conectivos — e <« tém precedéncia sobre os

conectivos A e V.

Neste caso, a sentenga simbolizada -q A ((p — q) — p)
sera escrita por =g A (p — q) — 7p.

Regra 4. O conectivo - se aplica a menor sentenca que o

sucede.

Neste caso, deve-se escrever —(p A q) se a intencao for
explicitar que o conectivo - deve ser aplicado a sentenca
completa, porque se for escrito -p A q o conectivo - sera

aplicado apenas a sentenca p.

Regra 5. Os conectivos —, <> e A podem ser substituidos pelos

conectivos - e V da seguinte forma:

e p — g pode ser substituido por -p V q
e p « q pode ser substituido por (-pV g)A(-qV p) e

e p " q pode ser substituido por = (=p V =q).
A Regra 5 informa que os Unicos conectivos necessarios para se
construir qualquer sentenca sao - e V, ou seja, todos 0s outros

podem ser construidos em funcdo destes dois. Neste caso, diz-

se que o conjunto {-, V} destes dois conectivos é “completo”.

1.8 Funcéao verdade

De acordo com o que foi visto até aqui, uma sentenca €

verdadeira ou falsa, de forma exclusiva, em um dado contexto.



Vamos agora analisar formas de avaliacdo de sentencas,
ou seja, dada uma sentenca p, vamos determinar se p €
verdadeira ou falsa em um dado contexto. O nosso objetivo final
é encontrar uma forma de determinar se uma determinada

sentenca é verdadeira ou falsa em todos 0s contextos possiveis.

Para facilitar este estudo, é necessario adotar uma
notacdo. Ja foi visto que uma sentenca sé pode ter um de dois
valores: verdadeiro ou falso. Estes dois valores serdo
conhecidos como “valores verdade”. Este termo pode gerar
alguma duvida, uma vez que ao nos referirmos aos valores
verdade poder-se-ia prejulgar que a sentenca fosse
indubitavelmente verdadeira. No entanto, este ndo é o caso.
Quando nos referimos ao valor verdade de uma fungao teremos
como resultado o valor falso ou o valor verdadeiro, de forma
excludente. Um valor verdadeiro sera simbolizado pela letra
maiuscula V e um valor falso sera simbolizado pela letra
mailscula F. Desta forma, avaliar uma funcdo consiste em

determinar seu valor verdade: V ou F.

O valor verdade de uma sentenca atdomica depende
exclusivamente do contexto ao qual a sentenca esta associada.
Por exemplo, apenas as pessoas com algum grau de
conhecimento de Fisica sabem que a sentenga “a velocidade da
luz, no vacuo, € de 300.000 quildmetros por segundo” € uma
sentenca verdadeira. Ja nas sentencas moleculares, varias
situacbes podem acontecer, ou seja, seus valores verdade
podem depender, ou nédo, dos valores verdade das sentencas
componentes. Vamos analisar as duas situacdes através de

exemplos.

Seja a sentenca ((4 € par) A (6 € impar)). A conjuncéo faz
alusdo as duas sentencas, mas sabemos que a segunda delas é
falsa. Desta forma, o valor verdade da sentenca é falso (F).
Neste caso, o valor verdade da sentenca dependeu dos valores

verdade de suas componentes.



Agora vejamos a sentenca ((Zefinha é feia) V (Zefinha néo
é feia)). Esta disjuncdo também & composta de duas sentencas,
mas, nada podemos afirmar sobre a veracidade ou falsidade de
cada uma delas. Se Zefinha for feia, a primeira componente é
verdadeira e a segunda é falsa. Se Zefinha néo for feia, entdo a
segunda componente da disjuncdo é verdadeira e a primeira €
falsa. Em ambas as situacdes, a sentenca final é verdadeira.
Neste caso, o valor verdade da sentenca ndo dependeu dos

valores verdade de suas componentes.

Para resolver este dilema, é necessario adotarmos uma
convencdo. SO nos interessa, enquanto estudantes de Logica,
analisar sentencas que possam ter seus valores verdade
determinados apenas em funcdo das suas componentes. Para
isto, dizemos que um conectivo € por funcdo verdade se o valor
verdade das sentencas moleculares obtidas por seu intermédio for
determinado, Unica e exclusivamente, baseado nos valores
verdade de suas sentencas componentes. E importante destacar
gue os conectivos néo, e, ou, se ... entdo e se, e somente se

séo por funcao verdade.

1.9 Regras de avaliacdo das sentencas

Para avaliar sentencas moleculares, € necessario que
sejam definidas regras a serem aplicadas aos conectivos que as
compdem. Isto significa que, para cada conectivo, sera definida
uma regra para encontrar o valor verdade da sentenga composta

por ele. Isto é o que sera feito a sequir.

Negacéo

O conectivo nao (=) é utilizado quando desejamos negar o

conteudo de uma sentenca. Na teoria dos conjuntos, ele tem outra



Em umacidade
em que cada
habitante ou fala
verdade ou é
mentiroso, Félix
encontrou Teresa
e Nazareth quando
perguntou: alguém
de vocés é
mentirosa?
Ieresa re gl‘?’Hjéo
‘pelo menos uma
de nés duas é
mentirosa.”
Teresa estava, ou
nao, falando a
verdade?

notagdo para determinar a complementacdo de conjuntos, ou
seja, uma barra horizontal sobre o simbolo do conjunto. Esta
operacdo associa a cada conjunto A, de um dado conjunto
universo U, um outro conjunto A, chamado de complemento de
A, constituido pelos elementos de U que ndo pertencem a A.
Dado u em U, a condi¢cdo para que u esteja em A é que u néo
esteja em A e a condicdo para que u esteja em A é que U hao

esteja em A.

Regra 1. Uma negacédo € verdadeira se a sentenca negada for
falsa e uma sentenca é falsa se a sentenca negada for

verdadeira.

Esta regra esta resumida na Tabela 1.5, a seguir, chamada de

tabela verdade do conectivo ndo.

Tabela 1.5 - Tabela verdade do conectivo néo (-).

p o p
F \%
V F

Na linguagem da Ldgica, o conectivo e (A) é utilizado quando
gueremos afirmar a ocorréncia simultanea de dois fatos. Na

teoria dos conjuntos, isto equivale a intersecao de conjuntos.

Regra 2. Uma conjuncdo €é verdadeira se suas duas
componentes forem, simultaneamente, verdadeiras e é falsa se
pelo menos uma delas for falsa. Esta regra permite construir a
tabela verdade da conjuncdo, que estd mostrada na Tabela

1.6, a sequir.



Tabela 1.6 - Tabela verdade do conectivo e (A).

p Q | pAq
F F F
F Vv F
v F F
vV | Vv Vv

Disjuncgéo

Na linguagem da Logica, o conectivo ou (V) € utilizado
guando se deseja apresentar alternativas. Na teoria dos

conjuntos isto equivale a unido dos conjuntos.

Regra 3. Uma disjuncdo € falsa se suas componentes
forem, simultaneamente, falsas e é verdadeira se pelo menos

uma de suas componentes for verdadeira.

Esta regra é utilizada no sentido inclusivo, ou seja, o fato
das duas sentencas componentes da disjuncdo serem ambas
verdade tornam a sentencga também verdade. Esta situacdo € um
pouco diferente do uso corrigueiro na lingua portuguesa. Por
exemplo, na sentenga “Félix vai de carro ou de avido” queremos
informar que ou Félix vai de carro ou ele vai de avido, uma vez
gue ele ndo pode ir de carro e de avido ao mesmo tempo. Nos
circuitos digitais também existem implementa¢des do operador ou
exclusivo, conhecido como Xor, mas este caso nao sera aqui
considerado. Sera considerado apenas o ou inclusivo. . Esta
regra permite construir a tabela verdade da disjuncdo, como

mostrado na Tabela 1.7, a seguir.



Tabela 1.7 - Tabela verdade do conectivo ou (V)

p a |pVag
F F F
F \Y \Y
\% F \Y
\% \Y \Y

Implicacao

Na Ldégica, usa-se o conectivo de implicagdo (—) quando
se deseja indicar uma relacdo de causa e efeito entre a
sentenca antecedente e a sentenca consequente. Neste caso,
uma interpretacdo grafica possivel em um diagrama de Venn
s6 é possivel se a implificacdo for transformada antes em uma

dusjuncdo, ou seja transformando p.— gem -p V q.

Regra 4. Uma implicacdo é falsa se sua antecedente for
verdadeira e a consequente for falsa. Caso contrario, a

sentenca serd verdadeira.

Esta regra permite construir a tabela verdade da
implicacdo, que estd mostrada na Tabela 1.8, a seguir.

Tabela 1.8 - Tabela verdade do conectivo se.. entdo (—).




Biimplicagdo

No estudo da Ldgica, usa-se 0 conectivo se e somente
se (<) quando se deseja explicitar que duas sentencas tém o
mesmo conteddo. Neste caso, também ndo existe uma
interpretacdo grafica direta correspondente na teoria dos

conjuntos, devendo antes ser transformada em outra possivel.

Regra 5. Uma biimplicagdo € verdadeira se suas componentes
possuirem o0s mesmos valores verdade e € falsa se elas

apresentam valores verdade distintos.
Isto estd mostrado na Tabela 1.9, a seguir.

Tabela 1.9 - Tabela verdade do conectivo se e somente se («

F | F Vv
F | Vv F
vV | F F




Formalizag&o conceitual

Os conceitos até aqui vistos foram introduzidos de
maneira que o leitor pudesse entendé-los, antes que eles
fossem formalizados. Esta formalizacdo, apesar de necessaria,
pode confundir didaticamente o leitor que esta tendo os
primeiros contactos com o estudo da Logica. Esta secdo é
dedicada a formalizacdo destes conceitos para facilitar a
continuagdo deste aprendizado e tornar este trabalho

autocontido.

Definicdo 1.12 (Alfabeto). O alfabeto da Légica Proposicional €

constituido por:
e Simbolos de pontuacao: (e).
e Simbolos de verdade: true e false.
e Simbolos proposicionais: p, q, I. S, P1, d1, 1, S1, P2,..-

e Conectivos proposicionais: -, V, A\, - e«

Como pode ser verificado, o alfabeto da linguagem da
Légica Proposicional € constituido de infinitos simbolos. Isto ndo
ocorre no alfabeto da lingua portuguesa que é composto de
apenas 26 letras e mais alguns poucos. Os simbolos de verdade
sdo as palavras da lingua inglesa true e false que, no presente
contexto, sdo consideradas apenas simbolos. Em outros
contextos, estes simbolos podem ser representados de forma

diferente.

Como pode ser observado, na definicdo de Alfabeto da
Logica, ele é formado por simbolos. Estes simbolos devem ser
concatenados para formar estruturas que serdo tratadas como

formulas bem formadas, fbfs. A construcdo das formulas bem



formadas obedecem a leis de formagédo que serdo mostradas a

sequir.

Definicdo 1.13 (fbf — formula bem formada). As férmulas bem

formadas da linguagem da Ldogica Proposicional sdo as fbfs

proposicionais construidas a partir dos simbolos de alfabeto

conforme as regras a seguir:

Todo simbolo de verdade é uma férmula bem formada.
Todo simbolo proposicional € uma formula bem formada.

Se p for uma formula bem formada, entdo (-p), a negacdo

de p, também é uma formula bem formada.

Se p e g forem féormulas bem formadas, entdo (p V Q)

também sera uma formula bem formada, a disjuncdo de p e
g.

Se p e q forem féormulas bem formadas, entdo (p A Q)

também serd uma férmula bem formada, a conjuncéo de p
e q.

Se p e q forem férmulas bem formadas, entdo (p — Q)
também sera uma formula bem formada, a implicacdo de p

para g, onde p é o antecedente e g é o consequente.

Se p e q forem férmulas bem formadas, entdo (p <« Q)
também sera uma formula bem formada, a bimplicacdo de

p para g, onde p € o lado esquerdo e g é o lado direito.

Interpretacdes

Jé& foi visto neste estudo que existem sentencas, ou fbfs, que sdo

sempre verdadeiras, independente dos valores verdade de suas

componentes. Outras ha que sao sempre falsas e existe ainda um

terceiro tipo que apresentam sentencas verdadeiras ou falsas,



dependendo do contexto em que elas estejam inseridas, Por

exemplo, as sentencas:

a) Amanha vai chover ou nédo vai chover.
b) Chove e nao chove hoje.

c) Emiliano come muito e Maria gosta de bananas.

A sentenca a) sera sempre verdadeira, independente se chover
ou ndo. A sentenca b) € sempre falsa, independente de Sé&o
Pedro gostar ou ndo. J4 a sentenca c) pode ser verdadeira ou
falsa. Estas trés situagcbes estdao detalhadas nas tabelas
seguintes onde para cada uma destas sentencas, € construida a
sua tabela verdade, para fins de comparacdo e permitir um

completo dominio por parte do leitor.
1. Amanha vai chover ou nao vai chover.

p : amanha vai chover.

p (=p) | (pV (-p))

F V \%

\% F \%

2. Chove e nado chove hoje.

p : Hoje chove

p | (=) | (PA(=p))

3. Emiliano come muito e Maria gosta de bananas.

p : Emiliano come muito

g : Maria gosta de bananas.



p Q | (pAq)
F = =
F v =
v = =
\Y V \Y

As sentencas construidas através dos conectivos mostrados até
aqui podem ser analisadas apenas utilizando a tabela verdade

das sentencas componentes.

Definicdo 1.14. Uma interpretacdo para uma sentenca
simbolizada a € uma atribuicdo de valores verdade as letras
sentenciais que ocorrem em a, de modo que a cada letra seja

atribuido um Unico valor verdade.

No exemplo mostrado, nas letras a) e b) s6 existe uma letra
sentencial, p, portanto ela sé pode ter dois valores verdade: F ou
V. Isto significa que sé temos duas interpretacfes para ela. JA no
caso c), existem duas letras sentenciais, portanto existem 4
interpretacdes para esta sentenca. De forma geral, uma sentenca
simbolizada onde ocorrem m letras sentenciais distintas, possui

2" interpretacgées.

Tautologias, contradi¢cdes e contingéncias

Nesta secdo, as sentencas serdo classificadas de acordo
com as suas interpretacfes. Para isto, serd necessario definir

antes o que se entende por interpretacao.



Definicdo 1.15. Uma interpretacdo para duas sentencas
simbolizadas a e B € uma atribuicdo de valores as letras
sentenciais que ocorrem em a e em . Isto significa que cada
linha da tabela verdade representa uma interpretacdo para as

letras sentenciais constantes desta tabela.

Definicdo 1.16. Uma sentenca simbolizada a €& chamada
tautologia se, para todas as interpretacdes, seus valores

verdade forem todos verdadeiros (V).

Vejamos a sentenca a : (p—q) V ~ (p — q). A Tabela 1.10

mostra a sua tabela verdade.

Tabela 1.10. Tabela verdade da sentencga a.

pla|p—q| "(P—0q) | (p—q V- (p—q)
FIF| Vv F v
Flv| Vv F Vv
V|F| F \% v
VIV]| Vv F Vv

Como pode ser observado, para todas as interpretacées
de p e g, a sentenca a tem valor verdade V. Assim, a sentenca

a € uma tautologia.

Para informar que uma sentenca a € uma tautologia,
sera utilizada a notagdo F o. Esta notagdo sera utilizada a
partir deste instante e sera importante na formulacdo de

provas, um tema a ser analisado mais adiante.



Definicdo 1.17. Uma sentenga simbolizada a é chamada de
contradicdo se, para todas as interpretacdes, seus valores

verdade forem falsos (F).

Seja, por exemplo, a sentengaa: (pAq) « (- pV -q). Sua tabela

verdade é a seguinte:

p |q pAg |-P |~q |-pV-q [pAgepV-q
F |F F vV |V v F
F |V F V | F Y% F
V |F F F | V % F
vV |V % F | F F F

Pode-se observar que a ultima coluna desta tabela verdade sé
contém valores verdade F. Portanto, a sentenca € uma

contradigéo.

Definicdo 1.18. Uma sentenca simbolizada a é chamada de
contingéncia se algum ou alguns de seus valores verdade forem

verdadeiros (V), enquanto outro ou outros tém valores verdade

(F).

Se uma sentenca for uma contingéncia, diz-se que ela é
uma férmula satisfativel, ou seja, uma sentenca € satisfativel se
existe pelo menos uma interpretacdo para a qual o valor verdade

da sentenca é verdadeiro.

O exemplo a seguir mostra uma sentenga classificada
como uma contingéncia, uma vez que, em sua ultima coluna, se

verificam valores F e também V. Seja a sentenca a : (q A (p—Q))

— P.



Sua tabela verdade é a seguinte.

P9 |pP~q | adA(p—q) | (@A(p—q)—p
FIF | V F v
FIV | V Y% F
VIF| F F Y%
VIV | Vv Vv Vv

Pelo que foi visto até aqui, uma forma pratica de
classificar uma determinada sentenca como tautologia,
contingéncia ou contradicdo é analisar seus valores verdade,

utilizando sua tabela verdade.

Equivaléncia Tautologica

Até o momento, aprendemos como classificar uma
sentenca como tautologia, contradicdo ou contingéncia. No
entanto, é também importante saber comparar duas sentencas

e analisar o que ha de comum entre elas. Assim, temos:

Definicdo 1.19. Duas sentengas simbolizadas a e B sé&o
tautologicamente equivalentes se, para cada interpretacdo de

a e de B, os valores de a e 8 forem iguais.

Duas sentencas a e (, tautologicamente equivalentes,

serdo denotadas por a H B

Exemplo 1.22. As sentencgas, a seguir, sdo tautologicamente
equivalentes. No entanto suas verificacbes sdo deixadas como

exercicio para o leitor.



a) pVva)—rH r-EpA-q)
b) pVa)A-(pAg) H((pV-a)A(=pVa)
¢) PV-9)A(-pVaqg H (p<q)

Proposic¢édo. Sendo a e B duas sentengas simbolizadas, entao

as seguintes condi¢des sao equivalentes:

a) a H B
b) fFaeB

Prova: O sistema de prova utilizado para esta demonstracéo
baseia-se na verificacdo de que a primeira sentenca € equivalente
a segunda e que a segunda também é equivalente a primeira.

Este sistema é conhecido como ida e volta.
() Suponhamos que a H B.

Entdo, em cada interpretacdo para a e 8, elas assumem o mesmo
valor verdade, pela definigdo dada. Observando a tabela verdade
de a <« B, verifica-se também que, em cada linha, a e 8 assumem
valores iguais. Isto significa que as sentencas a e [ sao

tautologicamente equivalentes, ou seja, |= a«— .
(€) Suponhamos agora que |= a < B.

Entdo, em cada linha da tabela verdade de a < 8 ocorre o valor
verdade V. Isto significa que, em cada linha, os valores verdade
de a e de 8 sao iguais. Como cada linha da tabela verdade inicia
com uma interpretacdo para a e B8, as senten¢as a e § assumem

0 mesmo valor verdade em cada interpretacéo, ou seja, a |=| B

As trés leis do pensamento

Alguns pesquisadores definiram a Logica como a ciéncia das leis
do pensamento. Estas pessoas defenderam que existem

exatamente trés fundamentais do pensamento, as quais sao



necessarias e suficientes para que o pensamento se desenvolva

de forma correta.

Estas leis do pensamento receberam, tradicionalmente,
as denominacdes de Principio da ldentidade, Principio da
Contradicdo (algumas vezes tratado como Principio da N&ao-
Contradicdo) e o Principio do Terceiro Excluido. Existem
formulacdes alternativas para estes principios, de acordo com 0s
diferentes contextos. Em nosso caso, as formulacbes sdo as

seguintes:

e O Principio da Identidade afirma que se qualquer

enunciado for verdadeiro, entdo ele sera verdadeiro.

e O Principio da Contradicdo afirma que nenhum

enunciado pode ser verdadeiro e falso ao mesmo tempo.

e O principio do Terceiro Excluido afirma que um

enunciado ou é verdadeiro ou falso.

O Principio da Identidade afirma que todo enunciado da
forma p—p é verdadeiro, ou seja, todo enunciado deste tipo é

uma tautologia.

O Principio da Contradicdo afirma que todo enunciado
da forma p A -p é falso, ou seja, todo enunciado deste tipo €

uma contradicéo.

O Principio do Terceiro Excluido afirma que todo
enunciado da forma p V -p € verdadeiro, ou seja, todo

enunciado deste tipo é uma tautologia.

Estes principios tem sido criticados ao longo dos
tempos, mas, em sua grande maioria, estas criticas parecem
basear-se em falta de entendimento correto. O Principio da
Identidade foi criticado com fundamento em que as coisas

mudam, visto que, o que era verdadeiro em relacéo



determinado fato no passado pode nao sé-lo em um momento
futuro. Por exemplo, o Brasil era uma colonia de Portugal até
1822, quando deixou de sé-lo. Esta observacdo € correta, mas
esse sentido ndo é aquele do qual a Légica se ocupa. Os
“‘enunciados” cujos valores verdade mudam com o tempo sao
expressdes elipticas ou incompletas de proposices que nao
mudam e sdo destas que a LoOgica se ocupa. Desta forma, o
enunciado “o Brasil € uma colénia de Portugal” pode ser
considerada uma expressao eliptica ou parcial de “o Brasil foi uma
colénia de Portugal até 1922”, o que é tao verdadeiro no século
XIX, quanto atualmente. Quando limitamos nossa atencdo aos
enunciados nao elipticos ou completos, o Principio da Identidade

é perfeitamente verdadeiro e indiscutivel.

De forma similar, o Principio da Contradicdo foi criticado
por semanticos, em geral por marxistas com o fundamento de que
h& contradicbes, ou situacdes nas quais forcas contraditérias ou
conflitantes estejam em acg&o. E verdade que existem situacdes
com forcas conflitantes, e isto € verdadeiro no dominio da
mecanica e nas esferas social e econdémica. No entanto, € uma
terminologia vaga e inconveniente chamar de “contraditérias”
essas forcas conflitantes. O calor aplicado a um géas contido tende
a provocar a expansdo e 0O recipiente que tende a conter a
expansdo desse gas podem ser descritos como um conflito
mutuo, mas nenhum deles é a negacéo ou a contradicdo do outro.
O proprietario de uma fabrica que tem milhares de operérios
trabalhando em conjunto para o seu funcionamento pode opor-se
ao sindicato e ser combatido por este, que jamais teria se
organizado se seus filiados ndo tivessem se reunidos para
trabalhar nessa fabrica, mas nem o proprietario nem o sindicato
sd80 a negac¢ao ou o contraditorio um do outro. Quando entendido
no sentido em que se considera correto, o Principio da

Contradicéo é perfeitamente verdadeiro e igualmente indiscutivel.



O Principio do Terceiro Excluido tem sido objeto de mais
ataques do que os outros dois. Afirma-se insistentemente que a
sua aceitacado leva a uma “orientacédo bivalente” que implica,
entre outras coisas, que tudo seja branco ou preto, excluindo
todos os outros dominios intermediarios. Mas ainda que o
enunciado “isto & branco” (em que a palavra “isto” se refere,
exatamente, a mesma coisa em ambos 0s enunciados), um
nao é a negacao ou o contraditério do outro. Indubitavelmente,
nao podem ser ambos verdadeiros, mas podem ser ambos
falsos. Sdo contrarios, mas ndo contraditérios. A negacdo ou
contradicdo de “isto é branco” é “isto ndo é branco” e um
destes enunciados deve ser verdadeiro — se a palavra “branco”
for usada nos dois enunciados, exatamente no mesmo sentido.
Quando restrito a enunciados que contém termos totalmente
isentos de ambiguidades e absolutamente rigorosos, o

Principio do Terceiro Excluido é verdadeiro.

Embora os trés principios sejam verdadeiros, poder-se-a
duvidar, contudo, de que possuam o0 status privilegiado e
fundamental que tradicionalmente Ihes € atribuido. O primeiro e
0 terceiro ndo sdo as Unicas formas de tautologia;, nem a
contradicdo explicita p A -p é a Unica forma de contradicdo. Na
realidade, as trés leis do pensamento representam o0s
principios basicos que governam a constru¢cdo das tabelas

verdade.

Regras de inferéncia

A Tabela 1.11, a seguir, mostra as principais
equivaléncias tautologicas que, por serem muito utilizadas,
ficaram conhecidas de forma generalizada como “regras de

inferéncia”, cada uma delas com uma denominagao particular.



Tabela 1.11. Principais regras de inferéncia.

Regras Férmula
Modus ponens PA(P—q)—q
Modus tollens (~gA(p—q)— p

Silogismo hipotético | (p—>q)A(@—r)— (p—7T)

Silogismo disjuntivo | (pV gq)A-p) —q

Simplificagcao (pAqg)—p

Adicao p—(pVa)

Eliminagao (P—aq)V(rA=q)—(p—r)
Prova por casos (p—=nA(q—-n)—(pPVQq)—r
Contraposicéo (p—9q)—("q— 7p)

Existem outras equivaléncias tautoldgicas, algumas delas
mostrando alguma propriedade, por exemplo, a associatividade
e a comutatividade de alguns conectivos. Incentiva-se que o

leitor verifique a veracidade de cada uma delas como exercicio.

a) "p Hp

b) pAqg HaAp

c) pVgHgVp

d) PAYArHpA@A™

e) PVaVrHpVv(@Vn

f PA)VrHPEVNA@QVT)
9) PVa)ArHpeAg V@A



h) =(pAq) HpV-q
) ~(pPVa HpAg
) pAp Hp

Kk pVp Hp

) pVAg Hp
mpA(PVa Hp

Formas normais conjuntivas e disjuntivas

Algumas equivaléncias tautologicas permitem
transformar qualquer sentenca em uma outra, logicamente
equivalente, mas que ndo contenha o0s conectivos — ou <.
Neste caso, a sentenca resultante conterd apenas o0s
conectivos -, V e A. Diz-se que esta sentenca estd em sua
forma normal, que pode ser disjuntiva (FND) ou conjuntiva
(FNC). Estas formas tém aplicacdo muito importante na
construcdo otimizada de circuitos digitais, um campo de
aplicacdo da Logica de Boole, um tema a ser analisado mais

adiante, ainda nesta Unidade.

O algoritmo para fazer esta transformacéo é o seguinte:

1. substituem-se as formulas: p - gpor-pVq ep < q
por (=pV a)A(pV -q).

2. eliminam-se as negacbes que precedem 0sS
parénteses, substituindo -(p A q) por -pV ~q e =~(p V
q) por =p A -q.

3. eliminam-se as negac¢Ges multiplas, substituindo-se
ﬂ(ﬂp) por p.

4. para se obter a FNC, substituem-se as férmulas do tipo
pV(aArpor(pVa)A(Vr).

5. para se obter a FND, substituem-se as formulas do tipo

pA@Vrnpor(pAag)V(pAr).



Exemplo 1.23. As férmulas a seguir estdo em suas formas

normais:

a)FNC: (-pVqg)A(rVsVp)
b)FND: pV (qAT)V (mSADP)

Exercicios
1. Encontre as formas normais conjuntivas (FNC) das
seguintes sentencas:
a. = (pVag A — -p)
b. (pV-q)V(r— -p)
c. (pPA-Q)V(r< -p)

2.Encontre as formas normais disjuntivas (FND) das mesmas

sentencas do exercicio anterior.

O problema de Post

Até aqui foi visto como construir sentencas a partir de sentencas
componentes. Podemos perguntar se é possivel fazer o processo
inverso, ou seja, encontrar as sentencas componentes a partir da
sentenca final. Este problema foi analisado pelo pesquisador Emil
Leon Post (1888-1995) que chegou a conclusdo de que era
possivel encontrar as componentes a partir das formas normais

disjuntivas ou conjuntivas utilizando o método da tabela verdade.

Obtendo a forma normal disjuntiva
Neste caso, teremos de seguir 0 algoritmo a seguir:

1. Observam-se todas as linhas da tabela verdade que

possuem valores verdade V para a sentenca final .

Emil Leon Post



2. Para cada linha de valor verdade V, constroi-se a
conjuncdo dos valores verdade de cada sentenga
atbmica componente.

3. Faz-se a disjuncao das conjuncdes anteriores.

Exemplo 1.24. Encontrar a forma normal disjuntiva que

satisfaca a seguinte tabela verdade:

p | g |funcéo | Conjuncdes
F |F \Y (-p A-q)
F |V F

V |F F

V|V v (pAQ)

Na coluna da funcdo aparecem valores V na primeira e
na quarta linhas. Na primeira linha p tem valor verdade F, logo
vai entrar na conjun¢do como -p. Da mesma forma, q. Ja na
guarta linha, p e q tém valores verdade V. Logo, entram na
conjuncdo como p e (. Isto significa que a forma normal

disjuntiva para esta fungdo € (-p A =q) V (p /A Q).

Obtendo a forma normal conjuntiva

Para a obter a forma normal conjuntiva, o algoritmo deve
ser o0 mesmo, substituindo os valores V por F e F por V e as

conjuncgdes por disjuncdes e vice-versa.



Exemplo 1.25. Encontrar a forma normal conjuntiva que satisfaca

a seguinte tabela verdade (a mesma do Exemplo anterior):

p |q |funcdo | conjuncdes
F |F v

F |V F pV-q

V | F F -pV(q

VvV |V \%

Na coluna da funcdo aparecem valores F na segunda e na
terceira linhas. Na segunda linha p tem valor verdade F, logo vai
entrar na disjungcdo como p e g tem o valor verdade V, logo vai
entrar na disjuncdo como —-q. Ja na terceira linha, p tem o valor
verdade V, logo vai entrar na disjungcdo como -p e a variavel q
tem o valor verdade F, logo entra na disjuncdo como . Isto
significa que a forma normal conjuntiva deve ser (pV =q) A (-p V

a).

Exercicio. Verifique se a forma normal conjuntiva do Exemplo
anterior € equivalente a forma normal disjuntiva do mesmo

exemplo.

Argumento valido

O principal objetivo do estudo da Logica na computacdo €
encontrar formas de se verificar se uma sentenca, que depende
de seus conectivos e pode ser grande, €, ou nao, verdadeira.

Resumidamente, estamos interessados em encontrar formas de



7z

verificar se uma determinada argumentacdo é logicamente

verdadeira ou falsa.

Definicdo 1.20. Chama-se argumento toda sequéncia de
proposicées po, P1, - Pn1, Pnn COM n € N, n20, onde as
proposicdées po, P1, .-, Pn-r S@0 chamadas “premissas” e a

proposicéo p, € chamada “conclusao”.

Definicdo 1.21. Diz-se que um argumento po, P1, -y Pn-1, Pn €
“valido”, se e somente se, sendo as premissas verdadeiras a
conclusdo também é verdadeira, ou seja, se e somente se, a

formula (po A p1 A ... A pn1)— Pn fOr uma tautologia.

As seguintes afirmagdes sdo formas distintas de se expressar a
mesma coisa:

® Po/ApP1 Ao APn-1k Pn

® Po, P1, ..., Pn-1 acarreta pn

e p, decorre de po, P1, -, Pn-1

* P, se deduz de po, P1, .., Pn1

e p, Se infere de po, P1, - Pn1

Uma forma de se verificar se uma sequéncia de proposicdes é,

ou nao, um argumento valido é utilizar a tabela verdade.

Exemplo 1.26. A sequéncia p, ¢ — r, 7r, 7q € um argumento
valido. Para verificar isto, verifiquemos que a tabela verdade da

proposicdo (p A g — r/A 7 r)—7q € uma tautologia.

P g |r | g—=r || ptgortr|oq | ptg—riroog
F |F |F \% \% F \% \%
F |F |V \% F F \% \%
F IV ][F F |V F F Vv
F V]|V Y F F F Vv
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Demonstracao de validade de argumentos

Até este ponto foi vista uma técnica de demonstracdo sobre
sentengas proposicionais utilizando sempre a tabela verdade.
Esta técnica tem sido utilizada com sucesso, dada a naturalidade
e facilidade como ela é feita. No entanto, a técnica da tabela
verdade ndo € interessante quando existem muitos simbolos
proposicionais, porque a tabela se torna muito grande. Assim, se
torna importante encontrar outras formas de demonstragéo, sendo
este o0 objetivo desta secéao.

Entre estas formas, podem ser citadas:

e demonstracéo direta,
e demonstracéo indireta condicional,
e demonstracao indireta por absurdo e

e demonstracéo indireta por arvores de refutacao.

Demonstracdao direta

Esta forma de demonstragcdo ou de deducdo de uma
conclusdo p, a partir de um conjunto de premissas consiste em
aplicar-se as equivaléncias tautolégicas e as regras de inferéncias
vistas anteriormente. Vamos verificar isto através de dois

exemplos.

Exemplo 1.27. Demonstrar a validade do argumento p, g — r, 7,
g do Exemplo anterior.

Uma sequéncia de
demonstracdo é uma
sequéncia de fbfs
nas quais cada fbf é
uma hip6tese ou o
resultado da
aplicacdo de uma ou
mais regras de
deducdo do sistema
formal as fbfs
anteriores na
sequéncia.

e



Demonstracao:

1. p premissa

2. q—or premissa

3. ar premissa

4. -q Concluséo: verdade por Modus Tollens entre

as premissas 2 e 3.

Exemplo 1.28. Demonstrar a validade do argumento 7p — q, q

— r, rVs, 7s — p. Demonstracéo:

7s — 7p  por Contraposicao de 6

1. p—q premissa

2. q—r premissa

3. rVs premissa

4. p—>-r por Silogismo hipotético entre 1 e 2
5. r—s pela substituicdo de V por — em 3.
6. p—s por Silogismo hipotético entre 4 e 5
7.

8.

as — p. Concluséo: pela dupla negacgéo de 7.

Demonstracdao indireta condicional

Para demonstrar a validade de argumentos cuja
conclusdo é uma féormula condicional do tipo p — q, considera-
se 0 antecedente p como uma premissa adicional e o

consequente g serd a conclusdo a ser demonstrada. De fato,

1. po, P1, .- Pn-1, P, 9 SeNdo um argumento valido, entao
Po, P1, -+, Pr-1, P |=q, ou seja, isto significa que

3. ((po A pr A ... Apn1) AN p) — g € uma tautologia. Isto
significa que

4. (poAp1A ... /\pn1) — (P — Q) € uma tautologia. Isto quer

dizer



5. Pos P1, s Pr1 |=p — @, OU seja, que
6. pPo, P1, ---» Pn-1, P — q € UM argumento valido.

Exemplo 1.29. Usando o esquema de demonstracdo indireta
condicional, demonstrar a validade do argumento °p — q, ¢ — T,

rvs, s—p.

Demonstracao:
1. p—q premissa
2. q—r premissa
3. rVs premissa
4. -s premissa adicional
5 r por silogismo disjuntivo entre 3 e 4
6. p—r por silogismo hipotético entre 1 e 2
7. r—p por contraposicéo de 6
8. p Concluséo: Modus Ponens entre 5 e 7.

Demonstracao indireta por absurdo

Para se construir um esquema de demonstracao por absurdo de
um argumento po, P1, ..., Pn1, P considera-se a negacdo da
conclusdo, -p, como premissa adicional e conclui-se por uma

contradig&o. De fato,

1. Ppo, P1, ---» Pn-1, 7P UMa contradi¢cdo, entéo
Po, P1, -y Pn-1, |= 7p — F, ou seja, isto significa que
3. Po, P1, - Pnt, F 7P Y F pela definigdo de implicagéo, ou
seja,
Pos P1s +--s Pr-1, |=p YV F pela idempoténcia. Isto significa que
Po, P1, -y Pn-1, |=p pela propriedade do conectivo V (ou). Isto significa que

Po, P1, ---, Pn-1, P € UM argumento valido.



Exemplo 1.30. Usando o esquema de demonstragcdo por

absurdo, demonstrar a validade do argumento °p — q, g — 7, r

Vs, s—p.
1. p—q premissa
2. q—r premissa
3. rVs premissa
4. 7(ns —»p)  premissa adicional
5. p— r por silogismo hipotético entre 1 e 2
6. r—s pela substituicdo de V por —» em 3
7. Pp—>S por silogismo hipotético entre 5 e 6
8. s—p pela contraposicéo de 7
9. (s —p) A (7s —p) pela conjuncéo de 4 e 8.
10.F Concluséo: pela contradicdo de 9.

Isto significa que quando se supfe que a conclusdo de
um argumento dado é uma contradicdo chega-se a uma
contradicdo. Isto significa que a suposicao inicial ndo € valida.

Portanto, o argumento € valido.

Demonstracdo indireta por arvores de refutacao

A arvore de refutacdo, também conhecida como Tableau

7

Semantico, € um outro método empregado para se analisar a
validade de um argumento. O método é adequado para ser
implementado em computadores e é baseado na demonstracéo

por absurdo.

O processo de construgcdo de éarvores de refutacdo é
baseado em regras que dependem dos tipos dos conectivos que
compdem as sentencas que vao gerar uma derivagao. Assim,
torna-se necessario definir um conjunto de regras de derivacao

para cada conectivo.



Regra da conjuncédo R1 (*). Uma férmula do tipo p * g gera duas
linhas e escrevem-se as formulas p e q em cada uma delas.
Procede-se assim em todos os ramos abertos aos quais a férmula
p ~ q pertence pois p * q assume o valor V se, e somente se, as
formulas p e g forem ambas verdadeiras. O sinal . significa que a

sentenca p /A g foi substituida e ndo deve ser mais usada.

1.pAge

2.p
3.7

Regra da disjuncdo R2 (V). Uma férmula do tipo p v g gera uma
linha e dois ramos, escrevendo-se na linha e, em cada ramo, as
férmulas p e g, respectivamente. Procede-se assim em todos os
ramos abertos aos quais a formula p v q pertence, pois p v q
assume o valor V se, e somente se, a formula p for verdadeira ou

se q for verdadeira.

1. pVqg <«
[\
2.p q

Regra da implicacdao R3 (—). Uma férmula do tipo p — g gera
uma linha e dois ramos e escreve-se, na linha e em cada ramo, as
formulas -p e . Precede-se assim em todos os ramos abertos
aos quais a férmula p — q pertence pois, p — g assume valores V
se, e somente se, a formula -p for verdadeira ou se q for

verdadeira, ou seja, p > qg=(-p V Q).

lp—>q
[\
2.9p ¢



Regra da biimplicacdo R4 («). Uma formula do tipo p < q gera
duas linhas e dois ramos e escreve-se, nas linhas as formulas p
e g em um ramo e as férmulas —-p e =g no outro ramo. Procede-
se assim em todos os ramos abertos aos quais a formula p < g
pertence pois, p « q assume o valor V se, e somente se, a
formula p A q for verdadeira ou se a formula -p A -q for

verdadeira, ou seja,p—>qg=(pPAQq)V (-p A -Qq).

1. poqgea
/\

2. p p

3. 9 g

Regra da dupla negacdo R5 (--). Uma férmula do tipo —-p
gera uma linha e escreve-se p na linha. Procede-se assim em
todos os ramos abertos aos quais a formula —-—p pertence, uma

vez que ——p é verdadeira se e somente se p também a for.

1. =p=
2. p

Regra da negacédo da conjunc¢édo R6 (= A). Uma férmula do tipo
=(p /A g) gera uma linha e dois ramos escrevem-se na linha e em
cada ramo as féormulas -p e -q, respectivamente. Procede-se
assim em todos os ramos abertos aos quais a formula =(p A q)
pertence, pois —(p A q) assume o valor V se, e somente se, a
férmula —p for verdadeira ou se a férmula -q for verdadeira, ou

seja, =«(p A q) =-pV q.

1. -(pAQ) =
[\

2. P Q



Regra da negacédo da disjuncao R7 (-V). Uma férmula do tipo —=(p V
g) gera duas linhas e escrevem-se as férmulas -p e =q em cada linha.
Procede-se assim em todos os ramos abertos aos quais a formula =(p
V q) pertence, pois —(p V q) assume o valor V se, e somente se, as

férmulas -p e -g forem verdadeiras, ou seja, =(p V q) = -p A =q

1. =(pV Q) =~
2. -p
3. 7q

Regra da negacao da implicacdo R8 (m—).Uma féormula do tipo
(p — q) gera duas linhas e escrevem-se as formulas p e =q em
cada linha. Procede-se assim em todos os ramos abertos aos quais
a féormula ~(p — q) pertence, pois 7(p — q) assume o valor V se, e

somente se, as formulas p e -q forem verdadeiras, ou seja, . 7(p —

q)=-(=pVa)=pA-q.

1. 7(p—q) ~
2. p
3. —q

Regra da negacéo da biimplicacdo R9 (7«+).Uma férmula do tipo
-(p < q) gera duas linhas e dois ramos e escrevem-se nas linhas,
as formulas -p e q em um ramo e as férmulas p e =g no outro
ramo. Procede-se assim em todos os ramos abertos aos quais a
férmula -(p < q) pertence, pois 7(p < q) assume o valor V se, e
somente se, a férmula (=p A q) for verdadeira ou se a férmula (p A

-q) for verdadeira, ou seja,
(o q)=EPAG V(P A-a).

1.7(p<q)«
[\

2-p p

3.9 q



Definicdo 1.22 (Ramo fechado). Um ramo é dito fechado se
nele existirem uma formula p e sua negacao —p e escreve-se X

no final do ramo. Um ramo € aberto quando n&o é fechado.

Definicdo 1.23 (Tableau fechado). Um tableau é fechado
guando todos os seus ramos forem fechados. Caso contrario,

ele é aberto.

Construcdao de tableaux semanticos

Para utilizar este método para testar a validade de um
argumento, constréi-se uma lista composta por suas premissas e
pela negacdo da concluséo. Esta lista compde a raiz da arvore
de refutacdo que, como toda estrutura de arvore utilizada na
computacédo, cresce para baixo. O processo de constru¢do dos
ramos da arvore é feito pela aplicacdo das regras descritas
anteriormente para a construcdo de novos nés da arvore. O
processo termina quando todas as férmulas forem apenas
sentencas atbmicas simbolizadas ou suas negacdes, ou quando

forem encontradas contradicdes.

Se forem encontrados apenas valores falsos, F, em todos
os ramos da arvore, significa que a tentativa de refutacdo falhou
e isto significa que o argumento € valido. Se em algum né da
arvore nao tiver valor falso, este argumento deve ser refutado,

ou seja, ndo € valido. Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1.31. Analisar a validade do argumento p A g |= TP,
usando o processo de construcdo de arvore de refutacdo ou

tableau semantico.

Para isso, serdo desenvolvidos 0s seguintes passos:



Constréi-se a lista das premissas e da negagéo da conclusao:

1. pAdg
2. —l—l—lp

e Sabemos que a sentenca p /A q sO é verdadeira se p e g forem,
ambas, verdadeiras. Deste modo, p /A q pode ser substituida por
p e g, gerando as linhas 3 e 4, respectivamente. Neste caso, a
sentenca p /A g € marcada com o sinal . para indicar que ela ndo

deve ser mais utilizada na construgdo da arvore.

pAd =
~=p

p

q

w0 N

e Sabemos também que -—--p é equivalente a -p. Assim ela sera

marcada e substituida por esta.

PAQ =
——-p o
p

q

P

a kr 0N e

e Neste ponto, observa-se que a arvore estd composta apenas
pelas sentencas atbmicas, p e q, e pela negacdo de p. Isto
significa que o processo de construcdo da arvore de refutacéo
acabou. Observa-se também que as sentencas das linhas 3 e 5
formam uma contradicdo. Este fato sera denotado pela letra X

na proxima linha, 6.

1. pAq =
2. —|—|—|p/_

3. p



5. —p
6. X

Isto significa que a nossa tentativa de refutacdo da
sentenca falhou, ou seja, o argumento € valido.

Exemplo 1.32. Analisar, usando o processo de arvore de
refutacdo, a validade do argumentop V q, 7p |=q.
e Construindo a arvore de refutacdo com a lista de

premissas e com a nhegacao da conclusao, tem-se:

1. pVqg
2. —p
3. i

e Sabemos que p V g serd uma sentenca verdadeira se p
for verdadeira ou se q for verdadeira. Para representar
isto, a formula sera marcada e ser& substituida pelos dois

ramos p e q.

pVQgc«
2. p
3. =@

/ o\
4. p ¢

Neste ponto, o processo de construcdo da arvore
terminou porque a arvore s6 contém variaveis proposicionais
ou suas negacdes. No ramo da arvore formado pelas linhas 2 e
4, (-p A p) encontramos uma férmula F e no ramo formado
pelas linhas 3 e 4 (=g /A q) encontramos outra contradi¢do. Isto
significa que a nossa tentativa de refutar o argumento falhou

nos dois ramos da arvore. Portanto ele é verdadeiro. Isto sera



expresso escrevendo-se um X no final de cada ramo da lista,
gerando a linha 5 e fechando os dois ramos da arvore

1. pVge
Y
3. =@
/\
4. p ¢
X X

Exemplo 1.33. Analisar a validade do argumentop V q, p |= q.

e VVamos construir a lista das premissas e da negacao da concluséo.

1. pVg

2. p
3_ —|—|q

e A dupla negacao —-—q deve ser substituida por g e marcada.

pVq
p
_'_'qL

q

A

e Como no exemplo anterior, a sentenca p V q sera marcada e

substituida:

pVa <
P

—|—|q £

0N P



Neste ponto, a construcdo da arvore termina e ndo foi
encontrada qualquer contradicdo. Isto significa que o argumento

nao é valido.

Exemplo 1.34. Vamos construir um exemplo mais completo.

Sejam as seguintes sentencas:

¢ Ronaldo é determinado.

¢ Ronaldo é inteligente.

¢ Se Ronaldo € inteligente e atleta, ele ndo é um perdedor.
e Ronaldo é um atleta se € um amante do futebol.

¢ Ronaldo € amante do futebol se € inteligente.

Usando o método do tableau seméantico ou arvore de refutacéo,
a sentenga “Ronaldo ndo é um perdedor” € uma consequéncia
I6gica dos argumentos acima?

Vamos considerar as seguintes correspondéncias:

p : Ronaldo é determinado.

g : Ronaldo € inteligente.

r: Ronaldo é atleta.

s : Ronaldo é um perdedor.

t : Ronaldo € amante do futebol.

A partir destas correspondéncias, os argumentos sdo traduzidos

para a LAgica Proposicional da seguinte forma:
h=pPAgA({(gAr)— =s)A(t—r) A(g—ot)) — =S

Deve-se verificar se h é, ou ndo, uma tautologia. Em outras
palavras, deve=se verificar se | h. Vamos construir este tableau.

1p premissa
2 q premissa
3 (gAr)— s < premissa



4 premissa

5 premissa

6 negacéao da concluséao
7 s idempoténcia em 6
8

9

1

t—r

q—t

NN

=S

q—or o silogismo hipotético 5,4
s > QA -~ por contraposi¢cao em 3
0 ~=(qAr) s por MP 7,9
/\
11 -q -r por R6 em 10
12 X contradigcédo 2,11
13 -q r pela def de —em 8
14 X X contradicéo 2,13 e 11,13

Como o tableau é fechado, ou seja, sO existem sentencas
atbmicas ou suas negacbes e contradicdes, entdo h é uma
tautologia porque a suposicdo de que ela ndo era valida nos
conduziu a uma contradi¢do. Portanto € verdade que -s é uma
consequéncia légica dos argumentos dados, ou seja, Ronaldo

ndo é um perdedor.

O caminho das pedras

N&o existe um algoritmo perfeito para a construcdo de tableaux
semanticos. No entanto, algumas regras servem para facilitar a
construcao de tais arvores. Sao elas:
v Modus ponens é a regra de inferéncia mais intuitiva.
Tente usa-la muitas vezes
v Fbfs da forma =(PAQ) ou -(PVQ) dificilmente séo uteis
em uma sequéncia de provas. Use o teorema de De
Morgan para converté-las em -P V-Q e -P A -Q,
respectivamente, separando as componentes
v' Fbfs da forma PVQ dificimente sdo U(teis em uma
sequéncia de provas, ja que nao implicam P nem Q. Use
a dupla negacédo para converter PVQ em =(-P) VQ e

depois use a regra do condicional para obter P — Q



v' Aplicar primeiro as regras que nao bifurquem, ou seja,

adie as bifurcagbes o maximo possivel.

RESUMO

Esta unidade consistiu de um estudo inicial envolvendo a
Légica Proposicional e seus fundamentos e propriedades. Além
da teoria, varios exemplos e exercicios resolvidos e foram
mostrados para que o leitor pudesse sedimentar e entender
melhor os conceitos e definicdes envolvidas. Varios exercicios

também foram propostos para este fim.

De posse deste conhecimento, o leitor esta capacitado a
entender o relacionamento existente entre a Logica e outras

teorias matematicas, um tema a ser visto na proxima unidade.

Exercicios

1. Demonstrar a validade do argumento 'p — q, g — 7, rV
S, 1§ — p.

2. Considere o seguinte argumento: “Se as taxas de juros
cairem, o mercado imobiliario vai melhorar. A taxa federal
de descontos vai cair ou o mercado imobiliario ndo vai
melhorar. As taxas de juros vao cair. Por tanto, a taxa
federal de descontos vai cair.” Verifique, usando prova
direta, se este argumento €&, ou nao, valido.

3. Considere o seguinte argumento: “Meu cliente é canhoto,
mas se o diario nao tiver sumido, entdo meu cliente néo e
canhoto. Portanto, o diario sumiu”. Verifique, usando
prova direta, se este argumento €, ou néo, valido.

4. Considere o seguinte argumento: “Descosos sao cor de

rosa mas, se Gincoso nao gostar de pereques, entado



descosos ndo sao cor de rosa. Portanto, Gincoso néao
gosta de pereques”. Verifique, usando prova direta, se
este argumento €, ou ndo, valido e compare este

argumento com o do problema anterior.

5. Sejam as seguintes sentencas:

Raquel é rica.

Raquel é inteligente.

Se Raquel € inteligente e bonita, ela vai ser freira.
Raquel é bonita se ela freqienta a Academia.

Raquel freqlienta a Academia se € inteligente.

Usando o método do tableau seméntico ou arvore de
refutacdo, a sentenca “Raquel vai se casar” € uma

consequéncia logica dos argumentos acima?

6. Considere as trés afirmacdes a seqguir:
Hi: Se Alirio toma vinho e o vinho esta ruim, ele fica com
ressaca.
H,: Se Alirio fica com ressaca, entdo ele fica triste e vai para
casa.
Hs: Se Alirio vai ao seu encontro romantico com Virginia entéao

ele fica triste e vai para casa.

Suponha que as trés afirmagbes anteriores sao
verdadeiras. A partir deste fato, quais das afirmacdes a seguir
também séo verdadeiras?

G;: Se Alirio toma vinho e este esta ruim, entdo ele perde seu
encontro roméntico com Virginia.

G,: Se Alirio fica com ressaca e vai para casa, entdo ele nao
perde seu encontro romantico co Virginia.

G3: Se o vinho esta ruim, entdo Alirio ndo o toma ou ele nao

fica com ressaca.



G4: Se o vinho esta ruim ou Alirio fica com ressaca, entao
ele fica triste.
Gs: Se Alirio toma vinho e vai para casa, entdo ele nao

fica triste se o vinho esta ruim.
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Educacédo a Distancia - ABED)
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www.gregosetroianos.mat.br/logica.asp
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Unidade 2

A Ldgica e outras Teorias

RESUMO

O objetivo principal desta Unidade é fazer uma comparacao
entre a Ldgica e outras teorias ja conhecidas. Entre elas, a Teoria
dos Conjuntos e a Algebra de George Boole. Estas teorias s&o
bastante utilizadas em todos os campos do conhecimento e devem
ser justificadas as suas estruturas a luz da Ldgica.

Outro tema bastante utilizado diz respeito com a prova de
propriedades utilizando o principio da inducao finita. Este tipo de
prova tem sido utilizado em muitos casos. Faz-se necessario, no
entanto, verificar a validade e corretude deste tipo de prova e
verificar por que este principio realmente tem sua validade.

. A unidade também contém varios exemplos, e exercicios
resolvidos tentando proporcionar ao leitor o entendimento pleno dos
conceitos envolvidos, além de serem propostos varios exercicios
para sedimentar a teoria apresentada.

A forma de apresentacéo utilizada é de acordo com o exigido
para o ensino a distancia, ou seja, tendo em vista sempre esta nova

modalidade de ensino.
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A LOGICA E OUTRAS TEORIAS

1.10 Introducéo

Esta unidade se faz necesséria face as diversas teorias
conhecidas e utilizadas com freqiiéncia em diversos campos do
conhecimento. Por exemplo, a teoria dos conjuntos € bastante
conhecida e utilizada na Mateméatica. Nesta unidade ela sera

vista analisando a sua consisténcia a luz da Loégica.

Uma outra teoria bastante utilizada na Eletronica e em
outras ciéncias diz respeito a Algebra de Boole. Este tema tem
interesse para o0s estudantes de Computacdo dada a sua
utilizacdo nos circuitos digitais que sdo 0s elementos que

compdem todos os computadores eletrénicos.

Nao menos importante que estes dois temas, o principio
da inducao finita tem sido mostrado como técnica de prova de
muitas propriedades matematicas. E necessario entender
porque este principio funciona corretamente, bem como utiliza-lo
em diversas situacOes. Estes temas sdo o0 objeto de estudo

desta unidade.

1.11 O Célculo Proposicional e a Teoria dos Conjuntos

E importante notar a existéncia de uma relacéo intrinseca
entre o calculo proposicional e a Teoria dos Conjuntos. Esta
relagdo permite que a verificagdo dos valores verdade de
algumas sentencas da Logica Proposicional seja feita utilizando
técnicas da Teoria dos Conjuntos. Esta possibilidade pode

facilitar as demonstragdes, uma vez que a Teoria dos Conjuntos



ja é bastante conhecida e suas técnicas, normalmente, ja sao
dominadas pelas pessoas que estdo iniciando seus estudos

sobre a Légica.

Um exemplo disto € a verificagdo grafica de propriedades
de operagbes da Légica Proposicional usando Diagramas de
Euler-Venn (John Venn 1834-1923), apesar de observar que
esta metodologia ndo deve ser considerada como instrumento
rigoroso de prova. Mesmo assim, estes diagramas podem ser
utilizados como ferramentas de verificacdo visual e ja sao
bastante conhecidos. Isto significa que quaisquer sentencas do
Célculo Proposicional tém expressdes correspondentes na
Teoria dos conjuntos e estas podem ser representadas como
diagramas de Euler-Venn. Estas correspondéncias séo
verificadas utilizando as mesmas regras mostradas para a
obtencdo das formas normais conjuntivas e disjuntivas,
mostradas anteriormente, na Unidade 1. Estas correspondéncias
séo especificadas da seguinte forma:

e a negacdo de uma sentenca A da Ldgica, ou seja -A,
corresponde ao complemento de A na Teoria dos
Conjuntos, ou seja, A;

e a conjuncao de duas sentencas A e B da Ldgica, ou seja
A A\ B, corresponde a intersegdo dos conjuntos A e B na
Teoria dos Conjuntos, ou seja, A N B;

¢ a disjuncao de duas proposicdes A e B da Ldgica, ou seja
AV B, corresponde a unido dos conjuntos A e B na Teoria
dos Conjuntos, ou seja, A U B;

e a sentenca A — B da Logica ndo tem correspondente
direto na Teoria dos Conjuntos, mas pode ser substituida
pela sentenca -A V B e esta tem correspondéncia na

Teoria dos Conjuntos;



¢ a sentenga A « B da Logica também nao tem correspondente
na Teoria dos Conjuntos, mas pode ser substituida pela
sentenca ("TAV B) A (AV -B), e esta tem correspondéncia na
Teoria dos Conjuntos;
as negacOes que precedem os parénteses nas sentencas da
Légica podem ser substituidas por outras sentencas também
da Loégica, mas com correspondentes na Teoria dos
Conjuntos. Estas substituicdes sao:

= 7 (AAB)por-AV-Be

= = (AVB)por—-AAB,;
as negacdes multiplas -(-A) da LoOgica podem ser
substituidas por A e
elimina-se o alcance dos conectivos A e V da Lodgica,
substituindo-se

* AVBAC)por(AVB)A(AVC)e

* AABVC)por(AAB)V(AANC)

Desta forma, podemos ter as seguintes correspondéncias para

as areas hachuradas:

AUB

0
3

e Negacéo (-A)
A area hachurada corresponde ao complemento de A, ou seja,

A, que corresponde a ~A da Ldgica.

Disjuncéo (A V B)
A area hachurada corresponde a unido A U B, que

corresponde a AV B da Logica.

Conjungao (A A B)
A éarea hachurada corresponde a intersecao A N B, que
corresponde a A /A B da Ldgica.



Augustus
de Morgan

Exemplo 2.1. Seja o diagrama de Euler-Venn mostrado ao

lado:

A éarea hachurada corresponde a (B N C) N A na Teoria dos
Conjuntos. Pelas regras dadas anteriormente, esta area
corresponde a (B A C) A —A da Logica e que corresponde a
7(7(B A C) V A) que, por sua vez, corresponde a 7((B A C) —
A).

Como decorréncia direta destas relacdes, podemos verificar

gue os seguintes resultados séo verdadeiros:

e Tautologia. Em uma tautologia, a area hachurada € o
conjunto Universo U. Por exemplo, a sentenca A V -A da

figura ao lado é uma tautologia.

e Contradicdo. Uma contradicdo € representada pela
auséncia de area hachurada. Por exemplo, a sentenca A
A A da figura ao lado é uma contradigéo.

e Contingéncia. Uma contingéncia € representada por uma
area que apresenta uma parte hachurada e outra ndo
hachurada. Por exemplo, a sentenca A A B da figura ao

lado representa uma contingéncia

1.12 Calculo Proposicional e a Algebra de Boole

Nesta secdo, serd sera analisada a relacdo existente entre o
Célculo Proposicional e a Algebra booleana, desenvolvida por
George Boole em 1948 Esta relacdo é muito importante para a
fundamentacdo da Eletronica Digital responsavel pela

construcdo dos computadores eletrénicos.

Uma Algebra Booleana ¢ uma séxtupla B da forma B = {A, +, .,

‘, 0, 1}, onde A é um conjunto de variaveis, +, e . sdo operagoes



binarias entre os elementos de A, * € uma operagao unaria em A
e os elementos 0 e 1 s&o elementos distintos de B, onde sao
verdadeiras as seguintes propriedades mostradas na Tabela
1.11.

Tabela 1.11. Propriedades da Algebra Booleana.

PROPRIEDADE OPERACAO OPERACAO DUAL
Associatividade (p+q)+r = p+(g+r) (p.q).r =p.(q.r)
Comutatividade p+g =q+p pP.q=49.p
Idempoténcia p+p =p pP.-p=p
Absorcao (p.g)tp=p (p+q).p=p
Distribuicéo p+(q.r) = (p+q).(p+r) | p.(a+r) = (p.a)-*+ (p.r)
Prop de O p+t0=p p.l=p

Prop de 1 p+l=1 p.0=0
Complemento p+p’ =1 p.p’=0

Na Tabela 1.11 anterior, cada operacdo da coluna
Operacdo dual pode ser obtida da coluna Operagédo
substituindo-se a operagdo + por . e . por +, além de trocar o 0
por 1 e o 1 por O, sendo esta a definicdo de operacédo dual de

uma outra.

As seguintes observacbes da Algebra de Boole devem
ser atendidas para tornar as operacdes nesta teoria mais faceis

de serem realizadas e compreendidas:



e aoperacdo p . q normalmente € denotada por pq,
e aoperacao p + g € a disjuncdo de p com q,

e aoperacdo pq é a conjuncéo de p com q,

e p’é o complemento de p,

e 0 é o elemento zero (complemento de 1) e

e 1 é o0 complemento de 0.

Exemplo 2.2. As seguintes expressdes sao equivalentes, na
Algebra Booleana e na Légica Proposicional: (p’ + (qr)) = (7 p
V(qAT)).

Uma expressao booleana representa uma funcdo onde as
variaveis sdo 0s parametros e a expressao € o resultado da
funcdo. As expressdes booleanas podem ser transformadas
em expressdoes booleanas mais simples para serem
implementadas como circuitos eletrénicos. O objetivo €
conseguir circuitos mais simples e portanto mais baratos e

menores.

Exemplo 2.3. Simplificar a sentenca proposicional
(5pA=gANV (=pAgA=1)V (=pAgAr)V (pAgA-r)V (pAgAT).

A expressao correspondente a esta na Algebra de Boole é
p'q’r+ p'gr + p’qr + pgr’ + pqr

=p'qr+pq(r+r)+pq(r+r) pela propriedade da distribuicdo
=p'qr+pq+pq pela prop do complemento

=p’(q’r + q) + pq pela propriedade da distribuicdo



=p’(r+q) + pq pela propriedade da absorcdo

=p’r + p'q + pq pela propriedade da distribui¢éo
=pr + (p' + p)q pela propriedade da distribuicao
=p’r + q pela prop do complemento

A expressao acima tem correspondente na Ldgica que é
(~pAr)Vq, significando que ambas realizam a mesma fungéo. A
sentenca proposicional inicial que era bem maior e mais
complexa foi transformada em outra expressdo bem menor e
mais simples e, exatamente por este motivo, pode ser
implementada de forma bem mais econbmica. Esta técnica é
objeto de estudo dos sistemas digitais. O objetivo aqui € apenas
mostrar como a Algebra booleana se fundamenta e ¢é justificada
pela Légica.

Existem muitas outras técnicas que podem ser utilizadas

na simplificacéo de fun¢des na Algebra de Boole.

1.13 O Principio da Inducao Finita e a Logica

O principio da inducéao finita € um dos principais métodos
utilizados na demonstracao de resultados em diversas areas da
Matematica e da Teoria da Computacdo. Na Matematica, ele é
utilizado na demonstracédo de varias propriedades dos numeros
e na Ciéncia da Computacdo € empregado para demonstrar
resultados na area das Linguagens Formais, na Teoria dos
Algoritmos, na Teoria dos Cdédigos e na Logica. Esta é a
principal motivagdo da inclusdo deste tema em nosso estudo,
uma vez que ele é bastante utilizado pelos profissionais destas

areas do conhecimento humano e deve ser analisada a relacéo



existente entre ele e a Logica, justificando sua adogcdo como

metodologia de prova.

Necessidade e suficiéncia de condi¢cdes

Estes dois termos sdo também muito utilizados em
demonstracdes na Logica e na Matematica para denotar a
implicacdo e a equivaléncia que sdo temas ja conhecidos e
vamos introduzi-los através de um exemplo, para melhor

compreensao.

Considerando o conjunto dos professores da
Universidade, sabemos que, em termos funcionais, existem 0s
professores Auxiliares, o0s professores Assistentes, 0s
professores Adjuntos e os professores Associados. Vamos
analisar em que condigcdes um professor da Universidade se
torna um professor Associado. Vamos analisar que condicfes
sdo exigidas a um profissional para que ele se torne um
professor Associado, além de seu desejo pessoal, é claro. A
primeira condicdo necessaria € que ele tenha cursado algum

curso superior. Este fato pode ser representado na Légica por:

associado — graduado

Isto significa que se um profissional é professor Associado
entdo ele é graduado em algum curso superior. No entanto,
apenas ser graduado ndo é uma condi¢ao suficiente para ser um
professor Associado. Para isso € também necessario que 0
profissional tenha realizado o curso de Mestrado. Isto significa
gue se alguém é professor Associado ele deve ser graduado e

também ser mestre. Isto é representado na Logica por:

associado — graduado A mestre



As duas condicdes sdo necessarias, mas ainda nao sao
suficientes para ser um professor Associado,. Além dessas
duas, € necessario também que o profissional tenha feito um

curso de Doutorado, ou seja,

associado — graduado A\ mestre A doutor

Estas condi¢Bes sdo necessarias, mas ainda ndo séo suficientes
para que um profissional se torne um professor Associado, Para
tal € necessario que ele se submeta a um Concurso Publico de

Provas e Titulos. Isto implica que

associado — graduado A mestre A doutor A concursado

Apenas os professores Adjuntos do nivel IV podem se

candidatar ao cargo de professor Associado. Isto significa que

associado — graduado A mestre A doutor A concursado A

adjunto IV

Estas condicbes sdo necessarias, mas ainda nado sao
suficientes. Para que um professor Adjunto IV seja promovido ao
cargo de Associado. Além de todas estas condicdes, ele tem
gue ser avaliado por uma Comissdo para esse fim nomeada.
Caso essa avaliacdo seja aprovada, ele entdo serd promovido

ao cargo de professor Associado. Isto significa que

associado — graduado A\ mestre A doutor A concursado A

adjunto IV A avaliado

Portanto para ser um professor Associado, o profissional tem de
ser graduado em algum curso, tem de ter feito Mestrado e

Doutorado, ter feito um concurso Publico de Provas e Titulos,



ser Adjunto IV e ser avaliado por uma Comisséo. Neste caso, as
condigcbes necessarias sdo também suficientes, ou seja, o

sentido da implicacdo pode ser invertido.

graduado A\ mestre A doutor A concursado A adjunto IV A

avaliado — associado

Neste caso, a condi¢do de suficiéncia é o antecedente da

proposicéo e a de necessidade € o consequente.

Exemplo 2.3. Um exemplo, baseado em (Souza, 2002), se
refere a um conjunto infinito de pedras de domind, enfileiradas

conforme a figura a sequir.

12 3  nn+1l

Os dominds sdo enumerados e dispostos de forma que se o
domind namero n for derrubado para a direita, entdo o dominé
subsequiente (nUmero n + 1) também serd derrubado para a

direita. Considere a seguinte questao

Que condicdao é suficiente para que o domin6 nao

caia?

Se qualquer um dos dominds que precedem o domind
nidmero n cair para a direita, entdo este também sera
derrubado. Portanto, ha varias condi¢cdes suficientes para que

o domind numero n seja derrubado. Uma delas é a seguinte:



Uma condicédo suficiente para que o dominé nimero n caia € que

o domind 1 seja derrubado para a direita.
Basta que o dominé numero 1 caia para a direita e isto sera
suficiente para que o mesmo ocorra com o dominé namero n.

Em uma linguagem da Ldgica, isto pode ser representado por

se “domind numero 1 for derrubado para a direita” entdo “dominé

ndmero n ird cair’

Pode-se verificar, portanto, que em uma Linguagem Légica o
antecedente de uma implicacdo é uma condicao suficiente para

0 consequente. Considere uma outra questéao.

Qual é uma condicdo necessaria para que o domind numero 1

possa ser derrubado para a direita?

Em outras palavras, o que deve ser permitido ocorrer para que o
domind numero 1 seja derrubado para a direita? Se nao for
permitido derrubar o domind ndmero n, por exemplo, ndo sera
possivel derrubar o dominé nimero 1. Portanto a queda do
domin6 ndmero n deve ser permitida para que o dominé ndmero
1 seja derrubado para a direita. Logo, uma condicdo necessaria
para que o dominé numero 1 caia para direita é que seja
permitida a queda do dominé ndamero n. Considerando a

implicagéao

Se o dominé numero 1 for derrubado para a direita, entdo o

domind numero n ira cair.

O consequente da implicagcdo € uma condicdo necessaria para
gue o antecedente possa ocorrer. Isto é, a condicdo necessaria

€ aquela sem a qual nada pode ocorrer. A ocorréncia da



condicdo necessaria no consequente deve ser permitida para

gue o antecedente ocorra.

A condicao suficiente € o antecedente da implicacdo e a

condigcdo necessaria é o consequente.

Considere duas formulas p e q tais que p implica gq. Por
definicdo, p implica q < para toda interpretacdo de I, se l[p] = T,

entdo I[q] =T.
Neste caso, I[p] = T € uma condicao suficiente para se ter

I[q] =T e I[q] = T é uma condicdo necessaria para se ter I[p] = T.

Definicdo 2.1 (condicdo suficiente e condicdo necessaria).
Dadas duas formulas p e q tais que p implica g, entdo p € uma
condicao suficiente para q e g € uma condi¢cdo necessaria para

p.

No caso em que p equivale a g, tem-se que p implica q e
g implica p. Logo, p é uma condi¢cdo necessaria e suficiente para
g. Da mesma forma, g também é uma condi¢do necessaria e

suficiente para p.

O principio da inducéo

Consideremos novamente o conjunto infinito de dominds,
visto anteriormente, numerados e enfileirados, como mostrado
na figura a ele associada. Um conjunto de condi¢des suficientes
para que todos os dominds sejam derrubados é indicado a
seguir. Observe que existem outros conjuntos de condicdes
suficientes. A definicdo a seguir € denominada primeira forma do

principio da inducao finita.



Definigc&o 2.2 (condigOes suficientes, primeira forma).

1. Condicdo béasica. O dominé numero 1 € derrubado para a

direita.

2. Condicdo indutiva. Seja n um ndmero arbitrario. Se o

domin6é numero n for derrubado para a direita, entdo o
domin6é numero (n + 1) também serd derrubado para a
direita.
Deve ser observado que as duas condicbes acima sao
imprescindiveis para garantir que todos os dominds sejam
derrubados. Se apenas a condicdo basica 1 for verdadeira nao
se pode garantir que todos os dominds sejam derrubados. Pode

ocorrer, por exemplo, a situacdo descrita na figura a seguir.

1 2 3 n n+1

Neste caso, o dominé numero 1 € derrubado, mas ele
estd longe do dominé nimero 2, que nao é derrubado. Desta
forma, apenas o dominé numero 1 é derrubado. O mesmo
ocorre quando apenas a condicdo indutiva 2 é verdadeira. Neste
caso, as distancias entre os dominds é tal que se um dominé
qgualquer for derrubado, entdo o subsequente também sera
derrubado. Entretanto, se o primeiro dominé néo for derrubado,
ndo se pode garantir a derrubada dos demais. Além das
condi¢cBes basica e indutiva, indicadas na primeira formaem 1 e
2, h& outros tipos de condi¢cbes que também séo suficientes para
a derrubada de todos os domindés. Um outro conjunto de

condicdes suficientes é indicado a seguir.

Definicdo 2.3 (condic¢des suficientes, segunda forma).



1. Condicéo basica. O domin6é numero 1 é derrubado para a

direita.
2. Condicdo indutiva. Seja n um numero arbitrario. Se todos

0os dominds até o numero n forem derrubados para a
direita, entdo o dominé numero (n + 1) também sera

derrubado para a direita.

Observe que as condi¢cdes basicas da primeira e da
segunda forma coincidem. Entretanto, a condi¢cdo indutiva é
ligeiramente modificada. Na segunda forma, se todos os
dominds até o numero n forem derrubados, entdo o dominé
namero (n + 1) também sera derrubado. Na primeira forma, é
considerada apenas a derrubada do dominé ndmero n, o que
determina a derrubada do dominé numero (n + 1). Por outro
lado, na segunda forma, o que provoca a derrubada do dominé

namero (n + 1) é a queda dos dominés de 1 a n.

O principio da indugdo finita possui duas formas
correspondentes as condi¢cfes suficientes consideradas nesta
secdo, sendo a primeira conhecida como “primeira forma do
principio da inducdo finita”, algumas vezes conhecida como
“principio da inducdo fraca” e a segunda conhecida como
‘segunda forma do principio da indugdo finita”, também

conhecida como “principio da inducéo forte”.

Principio da inducéao fraca

Ja foi aqui afirmado que o principio da inducao finita é
bastante utilizado em provas matematicas, na Logica e na Teoria

da Computacédo. Vamos anuncia-lo formalmente:

Definicdo 2.4 (primeira forma do principio da inducéo finita).

Suponha que para cada numero natural n, n = 1, seja feita a



assertiva A(n). Além disso, suponha que seja possivel
demonstrar as duas propriedades a seguir:
1.Base da inducdo. A assertiva A(1) é verdadeira.

2.Passo da inducdo. Para cada numero natural n = 1, se

A(n) for verdadeira, entdo A(n+1) também é verdadeira.
Conclui-se que a assertiva A(n) € verdadeira para todo nimero

natural n.

As propriedades 1 e 2 deste principio de inducdo finita
correspondem, respectivamente, as condi¢des basica e indutiva
vistas na secdo anterior, sendo denominadas por base da

inducdo e passo da inducdo.

Voltando ao problema dos dominds, visto anteriormente, pode-
se analisar que:
1. O domind numero 1 é derrubado, ou seja, A(l) é
verdadeira.
2. Para cada natural n = 1, se o dominé de numero n for
derrubado, ou seja, se A(n) for verdadeira, entdo A(n+1)
também sera, ou seja, o domindé de nimero n+1 também

sera derrubado.

Se os fatos acima forem verdadeiros, entdo A(n) €
verdadeira para todo n natural, ou seja todos os dominds serao

derrubados.

Exemplo 2.4. Demonstrar que a igualdade (1+2+. .+ n) = n(n +

1)/2 é valida para todo numero natural n.

Para isto, teremos que verificar se a propriedade é
verdadeira para o caso base, A(1), e para o caso indutivo,
A(n+1), utilizando o fato de que A(n) é verdadeira, ou seja,

utilizando A(n) como hipotese de indugéo.



Seja A(n) = {(1+2+...+n) = n(n+1)/2}. Vamos verificar se ela

verdadeira para todo numero natural n.

1. Caso base A(1): 1 = 1(1+1)/2. Logo, A(1) é verdadeira.
2. Passo indutivo A(n+1): (1 +2+..+n+(n+l)=(1+2+
.+ n) + (n + 1). Utilizando a hipétese de inducéo e

+

substituindo na igualdade acima, temos: (1+2+...+n)
(n+1) = n(n+l1l)/2 + (n+l) = n(n+l1)/2 + 2(n+1)/2
(n+1)(n+2)/2.

Assim, a assertiva € verdadeira para o caso base e para
0 passo indutivo. Logo, ela é verdadeira para todo numero

natural n.

Principio de inducéo forte

A segunda forma do principio da inducéo finita, também
conhecido como principio de inducdo forte, € equivalente a
primeira forma. No entanto, ela € mais aceita por alguns
pesquisadores da Logica que insistem em negar a primeira
forma. Vejamos a sua definigao.

Definicdo 2.5. (segunda forma do principio da inducéo finita).
Suponha que para cada numero natural n, n = 1, seja feita a
assertiva A(n). Além disso, suponha que seja possivel
demonstrar as duas propriedades a seguir:

1. Base dainducdo. A assertiva A(1) € verdadeira.

2. Passo da inducdo. Para cada nimero natural n = 1, se

A(K) for verdadeira para todo k, 1 < k <n, entdo A(n+1)

também é verdadeira.

Conclui-se que a assertiva A(n) é verdadeira para todo

numero natural n.



De forma analoga ao que foi feito na primeira forma, as
propriedades 1 e 2 sdo denominadas, respectivamente, por base

da inducéo e passo da inducao.

Exemplo 2.5. Seja a proposi¢cdo: todo numero naturaln 22 ou é

primo ou é um produto de niUmeros primos.

1.Caso base: P(2) é verdade, ja que 2 é primo.

2.Passo indutivo: A hipdtese de inducdo, dada por P(x), €

valida para 2 < x < n. A tese a ser verificada € P(n).

Vejamos dois casos:
a. Se n for primo, entdo a tese é valida.
b. Se n ndo for primo, n = n1*n,, com ni<n e ny<n, ja que se
n nao for primo ele é divisivel por algum numero natural
diferente de 1. Pela hipotese de inducéo, P(n;) e P(ny), ou
seja a propriedade é vélida para n; e para ny, ja que esta
é a hipotese de inducgéo
Conclusdo: como o caso base e o0 passo indutivo sédo
verdadeiros, entdo a propriedade € verdadeira para todo numero

natural n=2..

Por que o principio de inducéao finita funciona?

O principio da inducdo, na primeira e segunda formas, &

expresso como a implicacdo, ou seja:

[Base + Passo dainducdo] — [A(n) é verdadeira paratodo n]

Admitir o principio da inducéo finita, significa aceitar como
valida a implicagdo acima. Considerando tal implicagdo como
valida, para demonstrar que [A(n) é verdadeira para todo n]

basta demonstrar que [Base + Passo da inducéo] também é



verdadeira. Isto ocorre porque se a implicagdo é valida e a base
e 0 passo da inducao sao verdadeiros, entdo necessariamente a
afirmacao “A(n) é verdadeira para todo n” também é verdadeira.

Observe que é impossivel se ter:

[Base + Passo dainducédo] — [A(n) é verdade paratodo n].
T T F

onde o antecedente seja verdadeiro, a implicagdo seja também
verdadeira e 0 consequente seja falso. Aceitar o principio de
inducdo finita corresponde a aceitacdo da validade desta

implicacéo.

Deve, no entanto, ser observado que tal validade pode
ser questionada, porque a base e o passo indutivo consideram
apenas valores finitos para n, como A(1) e A(n) — A(n+1) e o
consequente considera qualquer valor de n. Neste sentido, 0
principio corresponde a concluir algo infinito a partir de

premissas finitas.

1.14 RESUMO

Esta unidade consistiu de um estudo da Logica como
fundamento de algumas teorias utilizadas em vérias areas do
conhecimento humano, como a Matematica, a Eletronica Digital

e a Teoria da Computacao.

O objetivo foi justificar algumas propriedades destas
teorias, tendo a Légica como fundamentacgéo, para que o leitor
tenha certeza de que os resultados obtidos nestas teorias séo
validos. Outras areas de aturacdo também s&o campos de

atuacao da Logica, por exemplo, a Filosofia. Este estudo esta



fora do escopo deste estudo, mas o leitor fica convidado a
estudar e pesquisar este tema na bibliografia indicada.

Com o dominio deste conhecimento, o leitor esta capacitado a
entender outros conceitos da Logica que complementam a
Légica Proposicional, conhecido como Ldogica de Predicados, o

tema objeto de estudo da proxima unidade.

7. Dados os diagramas de Venn abaixo, encontre:
a. A expressao booleana que os representa.
b. A expressado da Teoria dos Conjuntos que 0s representa.

c. A expresséao proposicional que os represente.

8. Dadas as expressfes da Loégica Proposicional a seguir,
encontre:
a. As expressdes correspondentes na Logica de Boole.
b. As expressdes correspondentes na Teoria dos
Conjuntos.

c. As representacdes em diagramas de Vem.

. (p—=gAnNV(pAqg<r)
ii. (PAgqer)A(pP—qVr)



9. Apesar da técnica de verificagdo da validade de fbfs ser
bastante intuitiva e prética, ela padece de uma limitacdo que
a torna utilizavel em apenas alguns casos. Analise que

limitacé&o é esta e discuta possiveis solucdes.

10.Usando o Principio de Inducdo Finita, mostre que as
seguintes proposi¢cdes sdo verdadeiras para todo numero
inteiro positivo n:
a. 20421422+, +2"=2"1_1
3 divide n®—n
Paran=4,n!>2n
1+3+5+... +(2n—-1)=n?
3 divide 2" — 1
2+6+10+...+(4n—-2)=2n?
1+5+9+...+(@n-3)=n(2n-1)
4+10+16+...+(6n-2)=n(3n+ 1)
13+22+3%+. . . +n®=n*n+1)%4
j. 1°+3%+...+(2n-1)>=n(2n-1)(2n + 1)/3

k. Se o quadrado de um numero inteiro n for impar,

-~ ® oo o

> @

entdo n é impar.
|. Mostre que todo numero natural n=1 € um numero

primo ou um multiplo de primos
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Unidade 3

Logica de Predicados

RESUMO

O objetivo principal desta unidade é apresentar 0s principais
conceitos e estruturas da Logica de Predicados bem como ela pode
ser utilizada no ordenamento do raciocinio humano, na busca de
solucbes para os problemas que ocorrem na natureza e que nao
podem ser simbolizados utilizando apenas a Légica Proposicional.

Na unidade é mostrada a formulacdo correta de argumentos
utilizando os quantificadores universal e existencial, bem como as
metodologias utilizadas na verificagdo da validade de argumentos,
notadamente o uso de tableaux semanticos

A unidade contém varios exemplos e exercicios resolvidos,
tentando proporcionar ao leitor o entendimento pleno dos conceitos
envolvidos, além de serem propostos varios exercicios visando
sedimentar a teoria apresentada.

A forma de apresentacéo utilizada é de acordo com o exigido
para o ensino a distancia, ou seja, tendo em vista sempre esta nova

modalidade de ensino.



SUMARIO



LOGICA DE PREDICADOS

Gottlob Frege em sua Conceitografia (Begriffsschrift),
descobriu uma maneira de reordenar varias sentencas para
tornar sua forma légica clara, com a intencdo de mostrar como
as sentencas se relacionam em certos aspectos. Antes de
Frege, a Logica formal ndo obteve sucesso além do nivel da
Légica Proposicional: ela podia representar a estrutura de
sentencas compostas de outras sentencas, usando palavras
como "e", "ou" e "ndo", mas ndo podia quebrar sentencas em
partes menores. Nao era possivel mostrar como "Cavalos séo
animais" leva a concluir que "Partes de cavalos sao partes de

animais".

A Légica Proposicional explica como funcionam palavras
como "e", "mas", "ou", "ndo", "se-entdo", "se e somente se", e
"nem-ou”. Frege expandiu a Ldgica para incluir palavras como
"todos”, "alguns", e "nenhum". Ele mostrou como introduzir

variaveis e quantificadores para reorganizar sentencas.

Neste novo tipo de Légica, a Légica de Predicados, a
sentenca "Todos 0s humanos sdo mortais" se torna "Para todo x,
se x € humano, entdo x é mortal.", 0 que pode ser escrito

simbolicamente como:
(Vx) (H(X) > M(x))

A sentenga "Alguns humanos sao vegetarianos" se torna "Existe
algum (ao menos um) x tal que x € humano e x € vegetariano”,

sendo escrita simbolicamente como:
(3x) (H(x) A V(x))

Frege trata sentencas simples sem substantivos como

predicados. A estrutura l6gica na discussao sobre objetos pode

Gottlob Frege


http://pt.wikipedia.org/wiki/Substantivo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Predicado

Charles Babbage

ser operada de acordo com as regras da Ldogica Proposicional,
com alguns detalhes adicionais para adicionar e remover
guantificadores. O trabalho de Frege foi um dos que deu inicio a

Logica formal contemporanea.
Frege adicionou a Légica Proposicional:

e 0 vocabulario de quantificadores (0 A de ponta-cabeca, e

o E invertido) e variaveis;

e uma semantica que explica como as variaveis denotam
objetos individuais e como os quantificadores tém algo
como a forca de "todos" ou "alguns" em relacdo a esses

objetos;

e métodos para usé-los numa linguagem.

Para introduzir um quantificador "todos", assume-se uma
variavel arbitraria, prova-se algo que deve ser verdadeiro, e
entdo prova-se que ndo importa qual variavel foi escolhida, que
aquilo deve ser sempre verdade. Um quantificador "todos" pode
ser removido aplicando-se a sentenca para um objeto em
particular. Um quantificador "algum" (existe) pode ser adicionado
a uma sentenca verdadeira de qualquer objeto; pode ser
removido em favor de um termo sobre o qual vocé ainda néo

esteja pressupondo qualquer informagéao.

1.18 Primeiros passos

O principal objetivo do estudo da Légica na computacao €
encontrar formas de se verificar se uma sentenga, que depende
de seus conectivos, que podem ser muitos, € verdadeira ou
falsa. No estudo da Légica Proposicional, foram analisadas as
sentengas atOmicas e as sentengas moleculares, construidas a

partir dos conectivos -, V, , — e «. Nosso foco agora se volta



para o estudo da Logica de Predicados como uma extensao da
Légica Proposicional com maior poder de representacao.

A necessidade deste estudo surge a partir de sentencas
gue nado podem ser representadas de forma adequada na Logica

Proposicional. Vejamos, por exemplo, as seguintes sentencgas:
¢ p: Emiliano € pai de Chagas e
¢ g: Chagas é pai de Bruno

pode ser verificado que foram usadas duas letras sentenciais
diferentes, p e g, para expressar idéias semelhantes e, mesmo
assim, com esta representacdo nao foi captado o fato de que as
duas sentencas se referem a mesma relacdo de parentesco

entre Emiliano e Chagas e entre Chagas e Bruno.

Outro exemplo de limitacdo do poder de expressividade
da linguagem proposicional diz respeito a sua incapacidade de
representar instancias de uma propriedade geral. Por exemplo,

se quisermos representar as sentencas
e 1. todo objeto € igual a si mesmo e
es: 5 éigual a5,

também tivemos que usar letras sentenciais distintas para
representar cada uma das sentengas, sem captar que a segunda

sentenca é uma instancia particular da primeira.

Estas observa¢gBes permitem concluir que se, por algum
processo de deducdo, chegarmos a conclusdo de que um
individuo arbitrario de um universo tem uma certa propriedade, é
razoavel imaginar que esta propriedade também seja valida

para qualquer individuo do universo em questéo.
Usando uma linguagem proposicional para expressar

e m: um individuo arbitrario de um universo tem uma certa

propriedade e



e n: esta propriedade vale para qualquer individuo do

universo

também teriamos de usar dois simbolos proposicionais
distintos e ndo teriamos como concluir a segunda sentenca a

partir da primeira.

A linguagem de primeira ordem pode captar relacdes
entre individuos de um mesmo universo de discurso e a légica
de primeira ordem permite concluir particularizacées de uma
propriedade geral dos individuos de um mesmo universo, bem
como derivar generalizacbes a partir de fatos que valem para
um individuo arbitrario do universo em questdo. Para ter este
poder de expressividade, a linguagem de primeira ordem usa
um conjunto de simbolos mais sofisticado do que o da

linguagem proposicional.

Consideremos novamente a sentenca r: todo objeto é
igual a si mesmo. Esta sentenca fala de uma propriedade (a de
ser igual a si mesmo) que vale para todos os elementos de um

universo, sem identificar os objetos deste universo.

Considere agora a sentenga u: existem numeros
naturais que sdo pares. Esta sentenca descreve uma
propriedade (a de ser par) que é valida para alguns (pelo
menos para um) dos individuos do universo dos numeros
naturais, sem, no entanto, referenciar o numero "0" ou o

namero "2" ou 0 numero "4", etc em particular.

Para expressar propriedades gerais (que valem para
todos os individuos) ou existenciais (que valem para alguns
individuos) de um universo séo utilizados os quantificadores V
(universal) e 3 (existencial), respectivamente. Estes
guantificadores se apresentam sempre seguidos de um
simbolo de variavel, captando, desta forma, a idéia de estarem

simbolizando as palavras "para todos" e "para algum".

Considere as sentencgas:



e p: SOcrates € homem e

e (: todo aluno do Departamento de Informatica e Estatistica

estuda Logica.

A primeira sentenca se refere a uma propriedade (ser homem)
de um individuo em particular (Sécrates) em um dominio de
discurso. J& a segunda sentenca faz referéncia a elementos
distingtidos (Departamento de Informatica e Estatistica e
Légica). Tais objetos podem ser representados usando 0s
simbolos soc para Socrates, inf para Departamento de
Informatica e Estatistica e Ig para Logica. Tais simbolos sdo

chamados de constantes.

As propriedades “ser aluno de” e “estuda” relacionam objetos do
universo de discurso considerado, isto é, ser aluno de relaciona
os individuos de uma Universidade com os seus Departamentos
e estuda relaciona os individuos de uma Universidade com as
matérias. Para representar tais relacdes serdo usados simbolos
de predicados (ou relagdes). Nos exemplos mostrados, podemos
usar Estuda e Aluno como simbolos de relacdo binaria. As
relacbes unarias expressam propriedades dos individuos do
universo (por exemplo ser par e ser homem). A relacéo ser igual
a é tratada de forma especial e € representada pelo simbolo de

igualdade ~.

Desta forma, podemos simbolizar as sentencas conside-radas

da seguinte forma:
e Todo mundo é igual a si mesmo por (VX) (X=Xx);
e Existem nimeros naturais que séo pares por
(3x) (Par(x));
e SOcrates € homem por Homem(soc);

e Todo aluno do Departamento de Informatica e Estatistica

estuda Logica por (Vx) (Aluno(x,inf) - Estuda (x,lQ)).



J& vimos como representar objetos do dominio através de
constantes. Uma outra maneira de representa-los € através do
uso de simbolos de funcdo. Por exemplo podemos representar
0S numeros naturais 1, 2, 3, etc, através do uso de simbolo de
funcdo, digamos, suc, que vai gerar nomes para 0S numeros
naturais 1, 2, 3, etc. a partir da constante 0. Por exemplo, o
namero 1 vai ser denotado por suc(0) e o numero 3 vai ser
denotado por suc(suc(suc(0))). Sequéncias de simbolos tais

como suc(0) e suc(suc(suc(0))) sdo chamadas termos.

Assim, a sentenca todo numero natural diferente de zero
€ sucessor de algum numero natural pode ser simbolizada por
(Vx) =(x = 0) =>(3y) (suc(y) = x)).

A ordem em que os quantificadores aparecem em uma
expressao € muito importante. Por exemplo, a expressao (Vx)
(Jy) Q(x,y) deve ser lida como “para todo x, existe um y tal que
Q(x,y. Em uma interpretacdo onde o conjunto universo é o
conjunto dos nameros inteiros e Q(x,y) é a propriedade x <y, a
expressdo anterior informa que para qualquer nimero inteiro x,
existe um outro ndmero inteiro y maior que x. Esta expressao
tem um valor l6gico verdadeiro. Agora vamos trocar a ordem em
gue os quantificadores aparecem na expressao, ou seja, (3y)
(Vx) Q(x,y). Neste caso, a expressdo afirma que existe um
namero inteiro y que € maior do que qualquer outro numero

inteiro x. Neste caso, o valor l6gico da expressao é falso.

1.19 O célculo de predicados de 1% ordem

O Célculo de Predicados, dotado de uma linguagem
mais rica que o Calculo Proposicional, tem varias aplicacdes
importantes, ndo sO para matematicos e filosofos, mas também

para estudantes de Ciéncia da Computacéao.



Nas linguagens de programacao, conhecidas como procedurais
(C e outras), os programas explicam de forma tacita como o
computador deve proceder para realizar determinada tarefa. No
entanto, existem outras linguagens de programacao, conhecidas
como declarativas (Prolog e outras), nas quais 0s programas sao
compostos por uma série de dados e um conjunto de regras que
sdo usadas para gerar conclusdes. Estes programas sao
conhecidos como Sistemas Especialistas ou Sistemas Baseados
no Conhecimento, uma vez que eles simulam, em muitos casos,
a acdo de um ser humano. As linguagens declarativas incluem
predicados, quantificadores, conectivos logicos e regras de

inferéncia, que constituem o Calculo de Predicados.

1.20 Simbolos da linguagem

Para que possamos tornar a estrutura de sentencas complexas
mais entendivel € necessaria a introducao de novos simbolos na
linguagem do Calculo Proposicional, obtendo-se a linguagem do

Céalculo de Predicados de 12 Ordem.

Para esta nova linguagem sera considerado um novo alfabeto,

como foi considerado para a Ldgica Proposicional.

Definicdol (Alfabeto). O alfabeto da linguagem da Ldogica de
Predicados é definido pelo conjunto dos simbolos descritos a

seqguir:
e Simbolos de pontuacéo: ( e).
e Simbolos de verdade: false.

e Um conjunto enumeravel de simbolos para variaveis: X, vy,

Z, W, X1, Y1, Z1, W1, X2, ...



e Um conjunto enumeravel de simbolos para funcgdes: f, g,

h, f1, 91, h1, f2, 92, ...

e Um conjunto enumeravel de simbolos para predicados: P,
Q, R, P1, Q1, R1. P2, Qo ...

e Conectivos: -, V, V, 3.

Associado a cada simbolo para funcdo ou predicado,
tem-se um numero inteiro ndo negativo k. Este nimero indica a

aridade ou numero de argumentos da funcéo ou predicado.

Como ja foi dito, o alfabeto da linguagem da Ldégica de
Predicados é um extensdo do alfabeto da Logica
Proposicional. Além dos infinitos simbolos contidos no alfabeto
da linguagem da Légica Proposicional, ele ainda contém

infinitos simbolos para funcdes, predicados, variaveis, etc.

As variaveis. Os simbolos para variaveis formam um
novo conjunto que ndo ocorre na Logica Proposicional. Como
sera visto mais adiante, as variaveis tém um papel importante
na Légica de Predicados e na Ciéncia da Computacdo. Em
programacao Logica, por exemplo, as variaveis séo utilizadas

na determinacao das respostas dos programas.

As funcdes e os predicados. Os simbolos para
funcbes e para predicados ndo ocorrem na Légica
Proposicional. A presenca de tais simbolos na Légica de
Predicados permite um maior poder de representacdo. Na
Légica, na Matematica e na Ciéncia da Computagdo o0s
conceitos de funcdo e predicado sdo fundamentais. Na Ciéncia
da Computacdo existem as linguagens funcionais que se
baseiam no conceito de funcdo, por exemplo, Haskell, SML,

Miranda, KRC, Erlang e outras.



As constantes e os simbolos proposicionais. Cada
simbolo para fungdo ou predicado possui um numero k, nao
negativo, a ele associado Quando k = 0, tem-se uma fungéo ou
predicado com zero argumentos. As funcbes com zero
argumentos, ou aridade nula, representam constantes. De forma
similar, os predicados com aridade zero representam simbolos
proposicionais, que ocorrem no alfabeto da Linguagem

Proposicional.

Notacdo. Os simbolos para fungbes zero-arias sao
denominados constantes. Elas sdo representadas por letras

mindsculas a, b, c, aj, b1, c1, ay, b,, etc.

Os simbolos para predicados zero-arios sdo denominados
simbolos proposicionais. Eles sédo representados por P, Q, R, S,
P1, Q1, Ry, S1, P2, Q2 etc.

Como existem infinitos simbolos para fungbes com
aridade zero, existem também infinitas constantes. De forma

similar, existem infinitos simbolos proposicionais.

Os conectivos. O conjunto dos conectivos contém - e V,
gue correspondem a versdo simplificada do alfabeto da Loégica
Proposicional. Além destes conectivos, existem também V e 3
gue representam os quantificadores universal (para todo) e
existencial (existe), respectivamente. Tais quantificadores
ampliam o poder de representacdo da Logica de Predicados,
mas também aumentam a complexidade das demonstracdes. Na
linguagem da Logica de Predicados, os outros conectivos A, — e
< sao definidos a partir de = e V, conforme é indicado na
Logica Proposicional. Além disso, o simbolo de verdade true

também é definido a partir de false, uma vez que true = - false.



Exemplos:

1. Marta € inteligente: I(m); onde m esta identificando

Marta e | a propriedade de ser inteligente.

2. Alguém gosta de Marta: G(x,m); onde G representa a
relacdo gostar de, Xx representa alguém e m

representa Marta.
De forma reduzida, pode-se afirmar que:
¢ P(x) significa que x tem a propriedade P;

¢ (VX)P(x) significa que a propriedade P vale para todo X,
ou ainda, que todos os objetos do conjunto Universo

considerado tem a propriedade P.

e (Ix)P(x) significa que algum x tem a propriedade P, ou
ainda, que existe pelo menos um objeto do conjunto

Universo considerado que tem a propriedade P.

Os simbolos de predicados podem ser unarios, binarios
ou n-arios, conforme a propriedade que representam, ou seja
da quantidade de objetos que ela envolve, podendo ser um,
dois ou mais. Neste caso, diz-se que o simbolo de predicado
tem peso ou aridade 1, 2 ... ou n.

Observacoes:

» Um simbolo de predicado 0-ario (peso 0) identifica-
se com um dos simbolos de predicado; por exemplo:

chove podemos simbolizar C.

» As formulas mais simples do Calculo de Predicados
de 1% Ordem s&o chamadas de féormulas atémicas

e podem ser definidas da seguinte forma:

o Se P for um simbolo de predicado de peson e
sety, t, ..t, forem termos entdo P(t; , tz

...,tn ) € uma férmula atébmica.



Formulas bem formadas na Logica de Predicados

As formulas bem formadas na Logica de Predicados serao
chamadas de fbfs predicadas para diferencia-las das fbfs

proposicionais. Elas sédo definidas da seguinte maneira:

1.toda formula atémica é uma fbf predicada;

2.se a e B forem fbfs predicadas, entdo (7o), (aAB), (o V B), (a— B) e (a>P)

séo fbfs predicadas;

3.se a for uma fbf predicada e x uma variavel entdo (Vx)a e (Ax)a. sé&o fbfs

predicadas;

4.as Unicas fbfs predicadas sdo dadas por 1. 2. e 3..

Exemplos
1. Aexpressao P(x) (V V) 3y ndo € uma fbf predicada.
2. As expressoes, a seguir, sdo fbfs predicadas:
a) P(x,a);
b) (vz)(P(x,a) = R(y,b,2));
c) 7 (@x)(P(x,a) A R(y,b,1));

d) @y)(VX)R(y.b.t).

A seguir serdo mostrados alguns exemplos

representacdo simbolica de algumas sentencas.

Todo amigo de Paulo é amigo de Francisco.
Gaspar nao é amigo de Paulo

Logo, Gaspar nao é amigo de Francisco.
Pode ser representado por

(Vx) (A(x,p) = A(x.f))

da



“A(9,p)
"A(g.f)

onde A(x,y) significa que x € amigo de y. As letras p, f e g sé@o
constantes que representam Paulo, Francisco e Gaspar,

respectivamente.

Todos 0os humanos sao racionais.
Alguns animais s&o humanos.

Portanto, alguns animais s&o racionais.
Pode ser representado por
(vx) (H(x) = R(x))
(3x) (A(x) A H(x))
(3x) (A(x) A R(x))

onde H, R e A simbolizam as propriedades de: ser humano,

ser racional e ser animal, respectivamente.

Escopo de um quantificador

Se a for uma féormula e x for uma variavel, entdo em
(VX)a. ou em (Ix)a dizemos que a € 0 escopo do quantificador
(Vx) ou (3x).

Por exemplo, na formula (3y)(Vx)(R(y,b,t) = (Vz)P(z,a))
temos o0s seguintes quantificadores e seus respectivos

€SCOopos:
3y) : (VX)(R(y,b,t) > (V2) P(z,a))
(VX) : (R(y,b,t) > (Vz) P(z,a))
(Vz) : P(z,a)



Ocorréncias livres e ligadas de uma variavel

Uma ocorréncia de uma variavel x numa férmula é ligada
se X estiver no escopo de um quantificador (¥x) ou (3Ix) na

formula. Caso contrario a ocorréncia de x é livre.

Se uma ocorréncia de uma variavel x for ligada em uma
férmula, dizemos que x é variavel ligada nesta mesma férmula, o
mesmo valendo para as ocorréncias livres. Isto significa que
uma mesma variavel pode ocorrer ligada em um ponto de uma
fof e livre em outro ponto da mesma fbf, ou seja, uma mesma
variavel pode ser livre e ligada ao mesmo tempo, em uma
mesma férmula. Este estudo tem importancia fundamental na
transformacdo de fbfs predicadas em fbfs equivalentes, um

processo conhecido como forma prenex e skolemizacao.

Exemplo 3.1. Na formula (3y)((VX)R(y,x,c) = (Vz) P(x,z)) temos
guatro ocorréncias das variaveis que sao y, x, X e z. O escopo de
y € toda a fbf, logo a ocorréncia de y em R(y,b,c) é ligada a ele.
O escopo de x é R(y,x,c), logo a ocorréncia de x € ligada a ele.
Ja o x de P(x,z) ocorre livre porque ele ndo esta no escopo de x.

A ocorréncia de z é ligada.

Definicdo 3.2. Uma formula em que ndo h& ocorréncias livres de
varidveis € chamada de sentenca. Em um outro contexto,
conhecido como A-célculo ou célculo lambda (uma teoria
matematica desenvolvida por Alonzo Church), ela é conhecida

como combinador.



Termo livre para uma variavel

Um termo t € livre para a variavel y na férmula a se, quando se
substituem as ocorréncias livres de y por t, as ocorréncias de t

em a assim obtidas ocorrem livres.
Exemplos:

1. x é livre paray em P(y).

2. X ndo & livre para 'y em (VX)P(y).

3. X € livre para x em qualquer formula.

4. qualquer termo é livre para x numa formula a. se em a nédo

houver ocorréncia livre de x.

Negacgao de formulas quantificadas

A partir da definicdo de formula dada anteriormente,
verifica-se que os quantificadores universal e existencial podem
ser precedidos de uma negacdo. Vejamos agora como podemos

proceder, se for necesséria, a eliminacdo dessa negacao.

Consideremos, por exemplo, a féormula(vx)P(x) e o

conjunto universo U={a,b,c}. Neste esse caso, temos:

(VX)P(X) @ P(a) A P(b) A P(c). Desta forma, pode-se
considerar que:

(VX)P(x) &@(P(a) A P(b) A P(c)) @ P(a) V P(b) V 7P(c)
0 que significa que existe no minimo um objeto em U tal que
7P(x), ou seja, (VX)P(X) < (3Ix) "P(x) ou ainda de modo geral
para uma formula a qualquer temos

(1) (VX) a<= (3AX) "a
Da equivaléncia acima segue imediatamente que :



(2). 7(VX) "P(X) < (AX)P(X)
(3). (IX)P(X) © (VX) "P(x)
(4). "(3x) "P(x) & (VX)P(x)

1.21 Proposi¢cdes categdéricos

O estudo classico ou aristotélico da deducdo fundamenta-se em
argumentos que contém proposicoes de um tipo especial,
chamadas de “proposi¢cdes categoricas”. Por exemplo, seja o
argumento:

Nenhum atleta é vegetariano.
Todos os jogadores de futebol séo atletas.

Logo, nenhum jogador de futebol é vegetariano.

Tanto as premissas quanto a conclusdo deste argumento s&o
proposicbes conhecidas como “categdricas” por serem
habitualmente feitas sobre classes, afirmando ou negando que
uma classe esteja incluida em uma outra, seja no todo ou em
parte. Uma proposicdo categorica contém, apenas, um termo
sujeito, um termo predicado e um operador silogistico que os
une. As premissas e a conclusao desse argumento referenciam
a classe dos “atletas”, a classe dos “vegetarianos” e a classe dos
“jogadores de futebol”. Uma classe € uma colegcéo de todos os
objetos que tém alguma caracteristica especifica em comum. As
classes podem estar relacionadas entre si de varias formas. Se
todo membro de uma classe for também membro de outra
classe, diz-se que a primeira classe esta incluida ou contida na
segunda. Se apenas alguns membros de uma classe forem
também membros de outra classe, diz-se que a primeira classe
estd parcialmente contida na segunda. Existem ainda algumas
classes que ndo contém qualquer membro em comum, por

exemplo, a classe dos triangulos e dos circulos. Essas varias



relacdes distintas entre as classes s&o afirmadas ou negadas

pelas proposi¢des categoricas.

Ha quatro formas tipicas de proposi¢des categoricas, ilustradas

pelas quatro seguintes proposicoes:
Todos os politicos sao ladrdes.
Nenhum politico é ladr&o.

Alguns politicos séo ladrdes.
Alguns politicos ndo séo ladrdes.

A proposicdo 1 é universal e afirmativa onde afirma-se que a
classe dos politicos esta contida ou incluida na classe dos
ladrdes.. Isto implica que todo membro da primeira classe é
também membro da segunda. Neste exemplo, o termo o termo
sujeito “politicos” designa a classe de todos os politicos e o
termo predicado “ladrées” designa a classe de todos os ladrdes.

Esta sentenca pode ser escrita como

Todo P éL.

7

A proposicdo 2 é também universal mas negativa. Nega
universalmente que o0s politicos sejam ladrdes. Neste caso,
verifica-se que a primeira classe, a classe dos politicos, esta
totalmente excluida da segunda classe, a classe dos ladrées, ou
seja, ndo ha qualquer membro da primeira classe que também
esteja na segunda classe. Qualquer proposicdo universal

negativa pode ser esquematizada da seguinte forma:
Nenhum P é L.

Onde, mais uma vez, as letras P e L representam os termos

sujeito e predicado, respectivamente.

A proposicdo 3 € uma proposicao particular afirmativa. Aqui se
estabelece que alguns membros da primeira classe, a dos
politicos, sdo também elementos da segunda classe, a classe

dos ladrdes. No entanto, a assertiva informa que algum ou



alguns politicos, mas nao todos, séo ladrfes. Isto significa que a
sentenca informa que as duas classes tém alguns membros em
comum, mas nao todos. Esta proposicdo € esquematizada da

seguinte forma:
Algum P é L.

Onde as letras P e L representam 0s termos sujeito e predicado,

respectivamente.

A proposicdo 4 € uma proposicao particular e negativa. Também
como o exemplo anterior, € particular porque ndo se refere a
todos os politicos, mas apenas a alguns. Mas, ao invés da
proposicdo anterior, ndo afirma que os membros particulares da
primeira classe estejam incluidos na segunda classe. Ao
contrario, ela nega. Esta proposicdo é esquematizada da

seguinte forma:
Algum P néo é L.

Onde as letras P e L representam o0s termos sujeito e predicado,

respectivamente.

As quatro proposi¢cdes vistas anteriormente, representam
enunciados que sao representados genericamente pelas letras
A, E, I, O e onde as letras S e P significam sujeito e predicado,

respectivamente.

A - da forma "Todo S é P" (universal afirmativa);
E - da forma "Nenhum S é P" ou "Todo S nédo é P"
(universal negativa);

| - daforma "Algum S é P" (particular afirmativa);

O - da forma "Algum S néo é P" (particular negativa).

Estes enunciados categdricos podem ser simbolizados
respectivamente por:

A - (VX)(S(x) = P(x))

E - (VX)(S(X) =>7P(x))



I - @X)(S(X) A P(X))
O - (@X)(S(x) A7P(x))

Desde que a interpretacdo booleana das proposi¢coes
categoricas depende substancialmente da nocéo de classe nula,

€ conveniente ter um simbolo especial para representa-la.

O simbolo de zero, 0, é utilizado para este fim. Para
afirmar que a classe designada pelo termo S ndo tem membros,
escreve-se o sinal de igualdade entre S e 0, Assim, a equacao S

= 0 afirma que a cole¢édo S ndo tem qualquer membro.

Por outro lado, afirmar que a classe S tem membros
equivale a negar que ela seja vazia. A classe dos elementos que
nao pertencem a colecdo S é simbolizada por S’ (complemento
de S).

A sentenca “Todo S é P” informa que todo elemento de S
€ também de P. Isto significa afirmar que ndo existe qualquer
elemento de S que n&o seja também de S, ou seja, “nenhum S é
nao P”.que pode ser representado pela equagao SP’ = 0. Assim
as proposicdes categoricas A, E, | e O analisadas anteriormente

podem ser representadas da seguinte forma:

A-SP°=0
E-SP=0
|- SP#0
O-SP’#0

Pode-se observar que as proposicoes A e O séo contraditérias,

0 mesmo acontecendo com as proposicoes E e |.



Diagramas de Euler-Venn para proposicoes
categoricas

Se considerarmos S e P, representados anteriormente,
como dois conjuntos quaisquer, as proposicoes referidas
anteriormente podem ser interpretados a luz dos diagramas de
Euler-Venn da Teoria dos Conjuntos. Isto pode ser util na
verificacdo da validade de argumentos onde as premissas e a

conclusado sejam enunciados categoricos do tipo A, E, 1 ou O.

Apesar de representarem uma verdade, ndo devem ser
considerados instrumentos rigorosos de prova. Deve ser
lembrado que, no Calculo Proposicional, os diagramas de Euler-
Venn foram utilizados para estabelecer correlagcdes entre as
linhas da tabela verdade de uma férmula e as regifes

correspondentes do diagrama.

Exemplo 3.2: Suponhamos que J represente o predicado "ser
jovem". Desta forma, os predicados a seguir séo representados

da seguinte forma:

J e cada circulo representa uma classe de objeto que

quando em branco indica auséncia de informacdo a

respeito do conjunto, ou seja, ndo se sabe se tem, ou

Jovens

nao, elementos neste conjunto.

representa regido VAZIA de elementos.

Nio hd jovens

e circulo hachurado ou regido de um circulo hachurada,



e circulo ou regido de um circulo com X representa uma regiao

nao vazia de elementos.

A lguns 530 jovens

Os enunciados categoéricos podem ser representados como
pode ser verificado nas figuras ao lado, onde as letras S e P
foram substituidas pelas letras P e Q,

respectivamente.

e A: Todo P é Q afirma que todos os elementos de P sédo
também elementos de Q, ou seja, P é um subconjunto de Q,
P Q

ou seja, os elementos de P que ndo fazem parte de Q

E: Nenhum P& )

formam um conjunto vazio, ou ainda, PQ’ = 0.

e E: Nenhum P é Q afirma que os conjuntos P e Q ndo tém

elementos em comum, isto é, que P N Q =& ou ainda PQ = 0.

A:Tode Pé Q
el : Algum P é Q afirma que os conjuntos P e Q tém pelo
menos um elemento em comum, isto €, P N Q #J, ou ainda,
PQ # 0.
P Q
I: Alpum Pe Q

¢ O: Algum P ndo é Q afirma que P tem pelo menos um
elemento que ndo esta em Q, ou seja, que P N Q’ #dJ, ou
ainda, PQ’ # 0.

oo

:



1.22 Validade de argumentos categoéricos

Para verificar a validade de um argumento categérico deve-se

proceder da seguinte forma:

¢ Transfere-se para o diagrama, formado por trés circulos, as
informacdes das premissas, iniciando pelos enunciados

universais;

¢ Verifica-se se a informacdo dada na conclusdo esta
representada sem nenhuma condi¢do e de modo unico.

e Se isto ocorrer, entdo o argumento € valido.

Vejamos 0s seguintes exemplos:

Exemplo 3.3.

-

(1) Todos os cientistas sao estudiosos.

(2) Alguns cientistas séo inventores.

(3) Alguns estudiosos sao inventores.

A parte hachurada corresponde ao enunciado (1), vazia de
elementos; a parte assinalada com X corresponde ao
enunciado (2). Dessa forma, as informacdes das premissas
foram transferidas para o diagrama e a conclusdo (3) esta

também representada. Portanto o argumento é valido.

Exemplo 3.4.

Todos os brasileiros séo felizes.
E Todos os paulistas séo brasileiros.
Todos os paulistas sao felizes.

O diagrama mostra que o argumento é valido

Exemplo 3.5.
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(1) Nenhum estudante € velho
(2) Alguns jovens ndo sao estudantes.

(3)Alguns velhos nédo séo jovens.

A premissa (1) esta representada na regido hachurada e a
premissa (2) esta marcada com X sobre a linha pois a
informacdo correspondente pode estar presente em duas
regides e nao temos informacao para saber especificamente em
qual delas. Desse modo o argumento ndo é vélido pois a

conclusdo néo estéa representada com absoluta certeza.

A validade de um argumento ndo depende do conteudo
dos enunciados e sim da sua forma e da relacdo entre as

premissas e a conclusao.

1.23 Arvores de refutacdo ou tableaux semanticos

No Célculo Proposicional mostramos como as tabelas verdade,
as demonstracdes e as arvores de refutacdo, ou tableaux
semanticos, podem ser usadas para a verificacao da validade de
argumentos e de tautologias. Sera verificado agora como as
arvores de refutacdo podem ser generalizadas para o Célculo de

Predicados de 1% Ordem.

Ja sabemos que as arvores de refutacdo permitem verificar a
validade de argumentos em um numero finito de passos. No
entanto, esta técnica no Calculo de Predicados pode néo
fornecer qualquer resposta em alguns casos como sera

verificado.
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Para o Célculo de Predicados de 1% Ordem, é feita uma
generalizacdo das arvores de refutacdo mantendo todas as

regras apresentadas para o Calculo Proposicional. Isto é feito
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acrescentando-se novas regras para tratar com ©0s
quantificadores Universal (V) e Existencial (3). Assim, as

seguintes novas regras séo adicionadas:

Regra da Negacdo do Quantificador Universal (7V): Uma
formula do tipo 7(Vx)B gera uma linha na qual escrevemos a
formula (3x)7B. Procedemos assim em todos os ramos abertos

aos quais a formula =(Vx)p pertence.

Regra da Negacdo do Quantificador Existencial (*3): Uma
formula do tipo =(3Ix)B gera uma linha na qual escrevemos a
formula (Vx) 7B. Procedemos assim em todos os ramos abertos

aos quais a formula 7(3x)B pertence.

Regra do Quantificador Existencial (3): Uma férmula do tipo
(3X)B(x) gera uma linha na qual escrevemos a férmula B(c) onde
Cc € uma nova constante que ndo ocorre em qualquer ramo da
arvore e substituira as ocorréncias da variavel x, do
quantificador, na férmula B. Procedemos assim em todos o0s
ramos abertos aos quais a formula (Ix)B(x) pertence. Esta regra

também é conhecida como particularizacdo existencial.

Justificativa: A férmula (3x)B(x) significa que existe pelo menos
um objeto do Universo que tem a propriedade B e este serd
identificado, sempre, por uma "nova" constante ou seja, uma

constante que nao ocorre na arvore.

Regra do Quantificador Universal (V): Uma férmula do tipo
(VX)B(x) gera uma linha na qual escrevemos a formula B(c) onde
c € qualquer constante que ja ocorre em qualquer ramo da

arvore e substituird as ocorréncias da variavel x, do



quantificador, na férmula B. Procedemos assim em todos os
ramos abertos aos quais a formula (Vx)B(x) pertence. Esta regra

é também conhecida como generaliza¢do universal.

Justificativa: A formula (Vx)B(x) significa que todos os objetos
do universo tem a propriedade B. Sendo assim, a regra deve ser
aplicada a todas as constantes presentes na &arvore e
eventualmente para aquelas que surgirem durante a

"construcdo” da arvore como observamos abaixo.

OBSERVACOES IMPORTANTES:

1. Como sabemos, as formulas para as quais sé&o
aplicadas as regras, sempre serdo "marcadas” (£). No
entanto, para a regra (V) do quantificador universal
isto ndo sera obedecido pois, se surgir uma nova
constante na arvore por aplicacdo da regra (V), para
esta constante devera ser aplicada a regra (V) em

todas as formulas do tipo (Vx)B(x) da arvore.

2. Apenas no caso de nenhuma constante ocorrer em
algum ramo é que podemos introduzir uma nova
constante para ser usada em possiveis aplicacfes da

regra (V) ao longo do referido ramo.

Exemplo 3.6. Vamos verificar que a férmula

(VX)P(x)—>(3x)P(x) é valida usando a arvore de refutacao.

1. 7((VX)P(x) > (IX)P(x)) £ Premissa

2. (VX)P(x) 1. ()
3.7 (AX)P(X) £ 1. ()
4. (Vx) 7P(x) 3. (M)

5. P(a) 2. (V) (obs.2 acima)



6. P(a) 4. (V)
7. X 5.e6.

Exemplo 3.7. Verifique a validade do argumento categorico:

Todos os cientistas sdo estudiosos. - (VX)(C(x) = E(x))

Alguns cientistas sdo inventores. - (IX)(C(x) A 1(X))

Alguns estudiosos séo inventores. - (IAX)(E(X) A 1(X))

1. (VX)(C(X) > E(X)) Premissa
2. @xX)(CX) A I(X) £ Premissa
3. (@AX)(EX) A (X)) £ Premissa Adicional
4. (VX) A(E(X) A 1(X)) 3.(73)
5. (C@Aal(a)) £ 2. (2): a é nova constante
6. (C(a) > E(a)) £ 1.(V): a é constante que ja ocorre
7. (E@) Al(@) L 4. (V) : a é constante que ja ocorre
8. C(a) 5. (A)
9. I(a) 5.(A)

/ \
10. 7C(a) E(a) 6.(—)

I\

11. X (10,8) -E(a) nl(a) 7.(7A)
12. X (10,11) X(9,11)

O argumento é valido, pois todos os ramos foram fechados.
Exemplo 3.8. Verifique a validade do argumento categoérico

Nenhum estudante € velho . (VX)(E(X) > V(X))

Alguns jovens ndo sdo estudantes (IX)(I(X) ANE(X))

Alguns velhos nao séo jovens @X)(V(X) AnI(X))
1. (VX)(E(X) >7V(X)) Premissa
2.  (AX)(I(X) AME(X))ZL Premissa

3.7 (@X)(V(X) AnI(X) L Premissa Adicional



4. (Vx) 1 (V(X) A1J(X)) 3.(73)
5 (J(@) AmE(a)) £ 2. (3): a € nova constante
6. (E(a) » V(a)) L 1. (V): a é a constante que ja existe.
7 1(V(a) AnJ(a) L 4. (V): a é constante que ja existe
8 J(a) 5.(A)
9 "E(a) 5.(A)
/ \

10.  -E(a) WV(a) 6.(—)

I\ I\
11.7V(a) "J(@) -"V(a) ™J@) 7.(7A)
12. / \ / \

O argumento ndo é valido, pois a arvore terminou e

temos ramos abertos.

Exemplo 3.9: (Vx)(3y)P(x,y) , P(a,a)
1. (VX)3Ay)P(x,y) £ Premissa

2.7P(a,a) Z Premissa adicional.

3. 3y)P(a)y) Z 1. (V): a é constante que ja existe.
4. P(a,b) 3. (3): b é nova constante.

5. (@y)P(b,y) 2 1. (V¥): b é constante que ja existe.
6. P(b,c) 5. (2): ¢ é nova constante.

Como se pode observar, a arvore nunca terminara; é infinita.

Assim, pode-se assumir que o argumento néo € valido.

Na verdade ndo existe um método efetivo que permita decidir
sempre, e para qualquer argumento do Célculo de Predicados,

se um determinado argumento é valido ou ndo. Isto mostra que



o Calculo de Predicados é indecidivel. A indecidibilidade do
Célculo de Predicados pode ser provada e é conhecida como
Tese de Church. Ha muitos livros de Logica e de Teoria da

Computacéo que abordam este assunto com profundidade.

Quando verificamos a validade de um argumento estamos
verificando se, no caso das premissas serem verdadeiras elas
inferem uma determinada conclusao. Isto é possivel ser feito por
varios métodos no Célculo Proposicional os quais nem todos se
generalizam para o Célculo de Predicados como verificamos

acima.

1.24 Consequéncia l6gica em Tableaux seméanticos

Pode-se verificar que a aplicacdo dos tableaux
semanticos na Logica de Predicados € uma extensdo da
aplicacdo destes tableaux na Légica Proposicional. Na Légica
de Predicados, eles definem uma estrutura para a representacéo
e deducdo de conhecimento. Esta estrutura é definida por
conceitos analogos aos apresentados na Ldgica Proposicional,
onde, foi verificado que eles podem ser utilizados para provar
teoremas e consequéncias logicas. A seguir, serdo mostrados
exemplos mostrando como estes tableaux podem ser utilizados

nestas demonstracgoes.

Exemplo.3.10. Seja a fbf h = 3x)3Ay)(p(x,y)—p(a,a)). Vamos
provar a sua validade utilizando o método do tableau semantico.
Para isso, vamos considerar —=h e vamos verificar que vamos

chegar a um tableau cujos ramos sao todos fechados.
1. =@)@y)(pxy)—p@a) < --=h
2. (@AX)@EY)(p(x,y) A p(a,a)) Z --defde - em1l

3. (30@3y) p(xy) z ~-Rg em 2



4. -p(a,a) --Rgem 3
5. (Ay) p(ty,y) /Z -—-Rppem3et;#a

6. p(tl,tz) -Rioemb5, to # a, ty # 1

Verifica-se, neste ponto, que o desenvolvimento da negacéo de
h atingiu a fbf p(t;,t2), sendo t; # a, t; # a e t; # t,. Para que se
chegasse a uma contradicdo seria necessario que se tivesse
chegado a fbf p(a,a) para se contradizer com -p(a,a) da linha 4
da sequéncia de demonstracdo. Desta forma, o tableau nédo é

fechado e isto significa que h ndo é valida.

E necessario, no entanto, saber analisar os resultados dos
tableaux semanticos atingidos em uma sequéncia de
demonstracdes. Para nos guiar nesta direcdo, utilizaremos os
teoremas a seguir, que ndo serdo demonstrados, dado o escopo
deste estudo. No entanto, o leitor mais exigente é convidado a

consultar a bibliografia indicada.

Teorema da correcdo. Seja h uma fbf predicada. Se existir
uma prova de h utilizando tableau semantico na Ldgica de
Predicados, entdo h é uma tautologia.

Teorema da completude. Seja h uma fbf predicada. Se h for
uma tautologia, entdo existe uma prova de h utilizando

tableaux semanticos.

Exemplo 3.11. Seja a fbf h = (VX)(p(x) A q(x)) — (VX)p(X).
Verifiqguemos se pode-se provar sua validade, ou nédo, utilizando

o0 método dos tableaux semanticos.

1. =(vX)(p(x) Aq(x)) — (VX)p(x) £ --h

2. (VX)) AgX) A (VX)p(x) « -defde—eml



3. (VX)(p(x) Aq(x)) -Rg em 2

4. ~(VX)p(x) V4 -Rgem 2

5. (3x) 7p(x) £ -Rinem4

6. ~p(a) -Rizem 5

7. p(@)Aqg(a) Rizem3,x=a

8. p(a) -Riem7
fechado (6,8)

Neste caso, o tableau é fechado e h é valida. Deve ser
observado pelo leitor que na linha 6 a regra R12 foi utilizada
antes da regra Ri3 na linha 7, onde faz-se x = a. Esta decisao
tem uma conseqiéncia importante no tableau final e, como
conseqiéncia, na prova, porque se for utilizada uma outra
sequéncia de construcdo do tableau em que estes dois passos
sejam invertidos (as linhas 6 e 7) poderemos chegar a um
tableau diferente. Vamos considerar a mesma fbf h do exemplo

anterior.

[

- (V) (p(X) Aa(x) — (VX)p(x) £ - =h

2. (VX)(PX)AgX) A(VX)p(x) ~« -defde —->em1l

3. (VX)(p(x) A q(x)) Z -Rgem 2
4. ~(VX)p(x) y4 -Rgem 2
5. (3Ax) p(x) y4 -Rioem4
6. p(@)Aq(a) Z Rizem 3, a qualquer
7. p(a) -Riem6

8. q(a) -Riem6

9. p(t) -Rizem5,t#a

Aberto



Neste caso, o termo t é qualquer na aplicacdo da regra
Ri2 na linha 9, onde t deve ser diferente de a. Neste caso, o
tableau obtido € aberto. Considerando estas duas sequéncias
de demonstracdo por tableau, pode-se verificar que para uma
mesma tautologia h é possivel se determinar tableaux abertos
ou fechados associados a uma fbf. Por outro lado, se h néao for
uma tautologia, entdo, pelo teorema da correcdo, ndo existe

um tableau fechado associado a h.

Os teoremas da correcado e da completude enunciados

anteriormente, permitem afirmar que:

a) Se h for uma tautologia, entdo existe um tableau

fechado associado a h.

b) Se h for uma tautologia, entdo pode existir um tableau

aberto associado a h.

c) Se h nado for uma tautologia, entdo ndo existe tableau

fechado associado a h.

d) Se h ndo for uma tautologia, entdo todo tableau

associado a h é aberto.

e) Se um tableau associado a h for fechado, entdo h é uma

tautologia.

f) Se um tableau associado a h for aberto, entdo n&o se

pode concluir se h é ou ndo uma tautologia.

g) Se todo tableau associado a h for aberto, entdo h ndo é

uma tautologia.

Deve ser observado que, na Ldgica Proposicional, se existir um
tableau semantico fechado associado a uma fbf h, entdo todos

os tableaux semanticos associados a h serdo fechados.
Exemplo 3.12 (conseqiiéncia légica em tableaux semanticos).

a)  Sejam hy = @X)(p(x)—a(x)) e h2 = (VX)p(x) —(3IX)a(x).

Entdo h; é equivalente a h;.



b) Sejam hy = (VX)(p(X)—q(x)) e h2 = (3x)p(x) —=(¥X)q(x). Entéo

h, implica em h; mas h; ndo implica em hs..
Solucgéo:

a) Sendo h; = @x)(p(x)—0a(x)) e h, = (VX)p(x) —(3x)q(x), entdo h;
equivale a h, se, e somente se, (h; < h,) for uma tautologia. (h; <
h,) serd uma tautologia se, e somente se, |- (hy < h,). Utilizando

tableau semantico, temos:

1. ~@)(pX)—a()) « (V)p(x) =>@)a(x). £ --=(hy o hy)
2. 39(P0—a() AP (@A) ~EX)(RHI—A) A(FP() —(3KA(9) ~Rs em 1
3. (@)(P()—a(x) ~“@¥)(p(x)—a(x)) -R.em2
4. =((vVX)p()— (3@x) a(x)) (VX)p(X)— (@) a(x) -Riem2

5. (VX)p(x) -Rgem4 (VX)~(p(x)— q(x)) -Ri1em3

6. -(3x)q(x) --Rgem4

7. p(@ —q@ -Rpoem3 =(VX)p(x) (@X)g(x) -Rsem 4

8. (VX)-q(x) --Ruem6 (Ix)-p(x) -R;em4

9. -q(a) --Rizem 8 -p(a) g(a) -R.em 7,8
10. p(@ -Rizem5  -p@) —a@ -(p@ —q@) -Risems
11. p(a) p(a) --Rg em 10
12. =q(a) =q(a) --Rg em 10

13. -p(a) g(@ Rzem?7 fechado fechado

fechado fechado

Como o tableau é fechado, entdo (h; < hy) € uma tautologia e

assim, h; equivale a hy.

b) Neste caso, as fbfs sdo andlogas as do item anterior, com a
diferenca de que os quantificadores universais estdo trocados.
Assim, tem-se: h; = (VX)(p(X)—q(x)) e h, = (IAX)p(X) —(¥X)q(x), onde
h, implica em h;, mas h; ndo implica em h,. Sabemos que h; implica
em h; se, e somente se, h, — h; for uma tautologia, ou seja, se e

somente se |- (h, — hy). A sequéncia de prova pode ser:



[ERN

~((@)p(x) — (vVX)(a(x)) — (VX)(P(X) —a(x))) - (hz < hy)

2 (@Ip(x) — (v)(a(x) —~Rgem 1

3 ~(¥X)(p(x) —4(x)) -Rgem 1

4 (@)-(p(x) ~a(x) ~-Ripoem 3

5 =(p(a) —q(a) Rz em 4

6 p(a) -Rgem5

7 -q(a) ~Rgem 5
—

8 -(3@x)p(x) (VX)q(x) --R3em 2

9  (VX)-p(x) -Riem8 q(a) ~Rpem 8

10  -p(a) -Rizem9 fechado(7,9)

11 fechado(6,10)

Como o tableau é fechado, entdo h, — h; é uma tautologia.

Logo, h, implica em h;.

Para mostrar a segunda parte do item b), ou seja, que h;
nao implica em h,, vamos considerar o tableau associado a
=(h; — hy) e vamos verificar que ele é aberto e que ndo é

possivel obter um tableau fechado a ele associado.

1 =(((v)(p(x) = a(x) — (@)p(X) ==(vx) a(x))) - (hy — hy)
2 (VX)(P(x) — a(x)) --Rgem 1
3 ~((@3x)p(x) — (VX) a(x) - Rsgem 1
4 (3x)p(x) --Rgem 3
5 =(VX) q(x) --Rgem 3
6 (3x)-a(x) ~-Rypem5
7 p@) —Ry,em 4
8 ~q(b) —Ry, em 3

— T



9 p(a) — q(a) p(a) — q(a) —-Rizem 1

10 -p(a) a(@) -p(a) qa) --R;em 9

fechado aberto fechado aberto

Como pode ser observado, este tableau é aberto e ndo é
possivel fecha-lo. Na linha 7, a regra R;» € aplicada substituindo-
se a variavel x pela constante “a”, obtendo-se p(a), porque “a” é
a constante nova que nao parece nas linhas anteriores do
tableau (1 até 6). Na linha 8, a regra R, € novamente aplicada,
mas agora a variavel x ndo pode mais ser substituida pela
constante “@” porque ela ja apareceu na linha 7, anterior. Por
este motivo, foi escolhida a constante “b”, para se obter 7q(b) na
linha 8. J& na linha 9, a varidvel x poderia ser substituida tanto
por “a” quanto por “b” que o resultado seria o mesmo. No caso,
foi escolhida aleatoriamente a constante “a”. Isto significa que
nao € possivel obter um tableau fechado neste caso e isto €
verdade, mesmo que se inverta a ordem de aplicacdo das
regras. Desta forma, ndo existe um tableau fechado associado a

=(hy — hy), ou seja, h; ndo implica em hs.

Exemplo 3.13. Considere o argumento: “Todo aluno de Ciéncia da
Computagdo é mais inteligente que algum aluno de Medicina. Logo,
nao existe aluno de Medicina que seja mais inteligente que todos os

alunos de Ciéncia da Computacao”. Este argumento é valido ou ndo?

Para responder a esta questdo, vamos exibir uma prova utilizando a

metodologia dos tableaux seméanticos. Para isto, teremos:
p(x): x é aluno de Ciéncia da Computacao.

g(x): x é aluno de Medicina.

r(x,y): x € mais inteligente quey.

Este argumento pode ser representado por

h = (vVx)(p(x) — @y)@y) A r(x,y))) — =@y)@(y) A (VX)r(y.x))



1 (V) (P(X) — @y)@y) A r(x.y))) — ~@y)aly) A (vX)r(y.x)))  ---h

2 (YX)(p(x) — Fy)(@aly) A r(x.y))) ~Rgem 1
3 ~=@y)@ay) A (YX)r(y.x))) - Rgem1
4 @y)ay) A (vxr(y.x))) -Rsem3
5 (q(@) A (Yx)r(a,x)) --Rizem4
6 g(a) --R;em5
7 (VX)(r(a,x)) -R;em5
8 /Wﬁa,y)) -Ri,em8
9 ~p(a) @y) @) Ar@@y)) --Rsem8

aberto

Este tableau contém um ramo aberto. Este fato ndo é
suficiente para se concluir que h n&o seja uma tautologia. E
necessario provar que todos os tableaux semanticos
associados a -h sao, obrigatoriamente, abertos para se
concluir que h ndo seja uma tautologia e como conseqiéncia o

argumento nédo é valido.

1.25 Forma prenex

Pelo que foi observado até este ponto deste estudo, as
demonstracdes da validade de argumentos nao é uma tarefa
facil de ser realizada, necessitando de muita experiéncia no
manuseio e construcdo dos mecanismos adotados para esta

finalidade.

Neste particular, muita pesquisa tem despertado a
atencdo dos cientistas da LdOgica e muitas técnicas tem se
desenvolvido, notadamente na utilizacdo e manuseio dos

tableaux semanticos. Isto se deve ao fato desta técnica ser, até



0 momento, a que tem se mostrado mais adequada para ser

implementada como programas de computadores.

Uma metodologia que tem sido estudada e utilizada com
bastante sucesso se refere a transformacao de fbfs predicadas
em fbfs equivalentes na forma prenex que, de forma
generalizada, € uma fbf onde os quantificadores se encontram

todos em seu inicio.

Esta metodologia se justifica porque toda fbf predicada
tem uma fbf equivalente na forma prenex e também pelo fato de
gue as formas prenexes sdo mais faceis de serem provadas e

implementadas mecanicamente.

Para dar inicio a este estudo, & necessario enunciar

algumas definicoes.

Definicdo 3.3 (férmula aberta). Uma formula da Ldgica de
Predicados € dita aberta se ela ndo possui qualquer

guantificador.

Definicdo 3.4 (forma prenex). Uma formula h da Logica de
Predicados estd na forma prenex se h for do tipo h =
(QX1)...(Qxn)g, onde g é uma formula aberta e os Qx; sé&o

guantificadores universal ou existencial.

Exemplo 3.14. As féormulas  @x)(Vx)(r(x,y)—p(y)) e
@FX)(VX)(p(X)Aq(x,y)) estdo na forma prenex porque todos 0s
seus quantificadores estdo no inicio da formula, seguidos por
férmulas abertas. Ja a formula (3y)((VX)p(x)—q(X,y)) ndo esta na
forma prenex porque o escopo do quantificador universal é
apenas p(x) e ndo o restante da formula. Para estar na forma
prenex, todos os quantificadores devem estar no inicio da
férmula e os seus escopos devem ser extendidos até o final da

féormula.



Como afirmado anteriormente, toda fbf predicada tem uma fbf
predicada equivalente na forma prenex. O algoritmo prenex, que
transforma uma fbf predicada h em uma fbf g na forma prenex

considera a definicdo e as regras a sequir.

Definicdo 3.5 (regras prenex). Sejam h e g duas fbfs e Qx; e
Qx2 dois quantificadores que podem ser existencial ou universal.

As regras prenexes sdo as seguintes:

(YX)pAq (Yx)pvq (I3x)pAq
Rl """""""" Rz: """"""""" R3 """"""
(VX)(pAQ) (Yx)(pva) (3X)(pAa)
(IX)pvg (YX)PA(YX)q (3¥)pv(3X)q
= P — = — = P —
(3X)(pva) (Yx)(pAQ) (3x)(pva)
(Q)p A (Q2y)q (Qix)p v (Qzy)q
R;: Rs:
(Qx)(Qzy)(PAQ) (QX)(Qz2y)(pva)

e Nas regras Ri, Rz, Rz € R4, a variavel x ndo ocorre livre

em q.

e Nas regras Ry e Rg, a variavel x ndo ocorre livre em q ey

nao ocorre livre em p.

Deve ser observado que as regras prenexes deduzem férmulas

equivalentes, por exemplo, (Vx)pAq equivale a (Vx)(pAQ). Assim,
nao é possivel deduzir (Vx)(pvq).a partir de (Vx)p Vv (¥x)g, nem

deduzir .(IX)(pAg) a partir de (IX)p A(IX)g porgque ndo séo

equivalentes. Além disso, todas as formulas deduzidas tem os

seus quantificadores no inicio, mesmo que nao estejam na forma



prenex, porque ndo se pode aplicar as regras prenexes as

féormulas anteriores.

Para resolver este problema, € necessario que as
variaveis sejam renomeadas e isto é feito baseando-se na

seguinte definig&o:

Definicdo 3.6 (Ro - renomeacao de variaveis). Considere a fbf h
= (Qx)g, sendo (Qx) um quantificador universal ou existencial. A
renomeacdo da variavel x por uma outra variavel y se da da

seguinte forma:

f = (Qy)(g[x/y]) onde g[x/y] € uma substituicdo segura

Exemplo 3.15. Considere a fbf h = (VX)(p(X)—(3IX)q(Xx,y)) que

contém dois quantificadores na mesma variavel x. Neste caso, a

renomeacdo de x em sua primeira ocorréncia € feita deduzindo-

se a h1 = (Vz)(p(z)—(3x)q(x,y)), onde a segunda ocorréncia de x

em g(x,y) ndo pode ser renomeada porque esta ocorréncia de X

estd no escopo do quantificador existencial (3x) por ser mais

interno que o quantificador universal. Se for necessaria uma
renomeacdo de X, em sua segunda ocorréncia, ela podera ser
feita por outra varidvel, por exemplo, por w, onde hl se

transformara em h2 da seguinte forma: h, =
(VZ)(p(2)—(3Fw)a(w.y)),
Exemplo 3.16. Seja a fbf predicada (Vx)(Vy)p(x,y,z). Neste caso,

X ndo pode ser renomeada por y, porque se isso fosse feito a

formula renomeada seria (Yy)p(y,y,z) e, neste caso, 0 contexto
seria outro.

Este exemplo mostra que a renomeacéo deve ser feita
por uma variavel que ndo tenha ocorrido ainda no contexto. Se
for feita por uma variavel que ja faz parte da formula, ocorre um

fendmeno conhecido como “problema de captura”. No caso em



voga, se a substituicdo de x por y fosse feita, 0 a variavel x seria
capturada por y. Este fato tem importancia fundamental nas
linguagens de programacao onde as variaveis ndo locais a um
determinado subprograma ndo podem ser renomeadas por uma
variavel local porque neste caso a variavel ndo local se tornaria
local por ter 0 mesmo nome desta e, neste caso, 0 ambiente de

referéncia seria outro bem diferente do original.

Definicdo 3.7 (regra prenex de renomeacado de variaveis). Seja
h uma fbf predicada da seguinte forma: (Qixi)...(QnX,) € as
variaveis livres z;...,zx. A regra prenex de renomeacdo de
variaveis (Ro) corresponde a renomeacao das variaveis Xi, ...,Xn
pelas variaveis yi,...,yn, de forma que y; # y; para i # j e y; ndo

pertence ao conjunto {Xu, ...,Xn,Z1,...,Zk}-

As variaveis renomeadas Yyi,...,yn sao deferentes entre si e

diferentes das variaveis livres z4,...,zx e das variaveis Xxi,...,Xn.
Exemplo 3.17. Seja a fbf predicada h = (Vx)(p(x)—(3Ix)q(X,y)).

Aplicando-se a regra R, a htemos h; = (Vz)(p(z)—(3w)q(w,y)),

onde as variaveis z e w séo diferentes da variavel livre y.

Exemplo 3.18. Seja a fbf predicada h = (VX)p(X) v (¥X)q(x). Este

caso se inclui entre os que ndo é possivel se aplicar qualquer

regra prenex. No entanto, é possivel se aplicar a regra Ry, ou

seja, hy = (Vy)p(y) Vv (Vz)q(z). Nesta fbf podemos aplicar a regra

prenex Rg transformando-a em h, = (Vy)(Vz)(p(y)va(z)) e h, esta
na forma prenex.

Neste ponto, estamos preparados para conhecer o algoritmo
prenex, que é utilizado para transformar uma fbf h n&o prenex

em uma fbf g na forma prenex.



Definicdo 3.8 (algoritmo prenex). Sejam h, g, p e q fbfs

predicadas. O algoritmo a seguir transforma h em uma fbf

equivalente g, na forma prenex.

1.

8.

9.

Substitua as fbfs (p—q) por (7pvq).

Substitua as fbfs =(pAq) por (=pv-q).

Substitua as fbfs =(pvq) por (-pA-Q).
Substitua as fbfs ==p por p.
Substitua as fbfs =(Vx)p por (Ix)-p.

Substitua as fbfs =(3x)p por (VX)-p.

Substitua as fbfs (p—q) por (p—q)A(q—p). Se for

necessario, volte ao passo 1, até obter uma fbf com

apenas o0s conectivos -, V e A.

Apliqgue Rg para renomear variaveis.

Utiliza as regras R; a Rg para substituir fbfs

A fbf g obtida pela aplicacdo dos passos 1 até 9 € equivalente a

h e esta na forma prenex.

Exemplo 3.19. Seja h = (VX)p(X)A((VXx)q(x)—(Ty)r(x,y,z)). Vamos

utilizar o algoritmo prenex para transformar h em uma outra fbf

equivalente na forma prenex. Isto sera feito a seguir, onde cada

passo corresponde ao passo de mesmo numero no algoritmo,

mesmo que 0 passo ndo seja aplicavel.

1.

hy = (VX)p(x) A (=(VX)a(x) v (Fy)r(x.y,z))
N&ao aplicavel.
N&o aplicavel.

N&o aplicavel.



5. hs = (VX)p(x) A (3x)=a(x) v (3y)r(x.y,2)).

6. Nao aplicavel.

7. Nao aplicavel.

8. Ro. hg = (Vy1)p(y1) A ((3y2)-a(y2) vV (y3)r(x,ys,2)).

9. hg = (Vy1)p(y1) A ((Fy2)(3ya)(=a(y2) V r(X,ys,2))

g = (Vy1)(3y2)(Jys) (p(y1) A (Taly2) V r(x,y3,2)).

1.26 Skolemizacéo

Deve ser observado que na aplicacao do algoritmo prenex
da secdo anterior, em cada passo, a formula resultante é
equivalente a férmula do passo anterior. Logo, por transitividade,
a saida do algoritmo é uma férmula equivalente a formula de
entrada. Agora sera visto um algoritmo para obtencéo de férmula
da forma (Qx)p onde sé aparecem quantificadores universais e
B é uma férmula aberta na forma normal conjuntiva. O processo

de obtencao de tais férmulas € chamado de Skolemizacao.

Durante a Skolemizacédo sao introduzidos novos simbolos
de funcéo, isto €, que ndo ocorrem na assinatura da linguagem
da férmula de entrada. A saida do algoritmo é uma férmula que
nao é logicamente equivalente a formula de entrada, mas que
tem a propriedade de ser satisfativel se e s6 se a férmula de
entrada o for. Antes de darmos o algoritmo daremos alguns
exemplos para ilustrar o papel dos simbolos novos introduzidos

durante a Skolemizacéao.



Exemplo 3.20. Considere a formula P(x), cujo significado
pretendido é: o valor atribuido a x tenha a propriedade expressa
por P. Para isto ser verdade, é necessario que exista um objeto
no universo que tenha a propriedade expressa por P. Assim, a
formula (3xX)P(x) é verdade neste contexto. Por outro lado, se
(3x)P(x) € verdade em um contexto, entdo existe um objeto no
universo que tem a propriedade expressa por P. Logo, a formula
P(x) é verdade neste contexto quando atribuimos este objeto a
X. Neste exemplo mostrarmos que P(x) é satisfativel se e

somente se (Ix)P(x) for satisfativel.

Exemplo 3.21. Considere a férmula (IxX)P(x) cujo significado
pretendido € que exista algum objeto no universo que tenha a
propriedade expressa por P. Assim, se adicionarmos uma
constante ¢ a assinatura de P e interpretarmos ¢ como este
objeto que tem a propriedade P, a formula P(c) passa a ser
verdade neste contexto. Por outro lado, se P(c) € verdade em
um contexto, entdo a interpretacdo de ¢ € um objeto que tem a
propriedade que P expressa neste contexto. Logo, existe um
objeto no contexto que tem a propriedade expressa por P, isto €,
a formula (3x)P(x) é verdade neste contexto. Neste exemplos
mostramos que (Ix)P(x) é satisfativel se e somente se P(c) for

satisfativel.

Exemplo 3.22. Agora considere a formula (Vy)(@x)P(x,y) cujo
significado pretendido é que para qualquer elemento do universo
de discurso exista um objeto que esteja relacionado por P com
aquele elemento. E claro que para cada elemento e que
estivermos considerando, o objeto que existe relacionado com e
nao precisa ser Unico, nem ser 0 mesmo relacionado com todos
0s elementos do universo. Isto significa que objetos diferentes
podem estar relacionados com elementos diferentes ou alguns

objetos diferentes podem estar relacionados com 0 mesmo



objeto. Além disso, pode haver mais de um objeto relacionado
com o mesmo elemento. De qualquer modo, podemos definir
uma funcéo tal que, para cada elemento e do universo, escolhe-
se um dos objetos dentre os que estejam relacionados com e.
Observe que esta escolha ndo precisa ser feita de forma efetiva,
(por exemplo, um sorteio é uma escolha nao efetiva) mas que
pode sempre ser feita pelo fato de sempre haver pelo menos um
objeto relacionado com cada elemento do universo. Isto €, a
formula (Vy)P(f(y),y) é verdade neste contexto, quando f € um
simbolo novo de funcdo que é interpretado como a funcao acima

descrita.

Por outro lado, se (Vy)P(f(y),y) for verdade em um contexto,
entdo, para cada elemento e do contexto, o objeto nomeado por
f(e) esta relacionado com e (onde f é a interpretacdo de f no
contexto), ou seja,. a formula (Vy)(3x)P(x,y) € verdade neste
contexto. Este exemplo mostra que (Vy)(@x)P(x,y) é satisfativel
se e somente se (Vy)P(f(y),y) for satisfativel, onde f é um

simbolo novo de funcéo.

Na discussdo acima os simbolos novos, ¢ de constante e f de
funcdo, sé&o introduzidos com significados pretendidos
especificos. Tais simbolos sdo chamados de funcdes de

Skolem. Estas idéias serdo agora formalizadas.

Proposicdo PS3. Para cada formula o existe um procedimento
efetivo para se obter uma formula na forma (Qx)B onde soO
aparecem quantificadores universais no prefixo Qx e p é uma
formula aberta na forma normal conjuntiva tal B € satisfativel se

e somente se (Qx)p for satisfativel.



Prova: A formula de saida poderia ser obtida a partir da formula
de saida do algoritmo de obtencdo de forma norma conjuntiva,

mas por questao de eficacia, daremos um algoritmo alternativo.
Dada uma formula o

1. Tome o fecho existencial de a, ou seja, se a contiver uma
variavel livre x, substitua o por (IX)a. Repita este processo

até que a férmula corrente ndo tenha mais variaveis livres.

2. Elimine quantificadores redundantes, ou seja, elimine todo
guantificador (¥x) ou (3IX) que nao contenha qualquer

ocorréncia livre de X no seu escopo.

3. Renomeie as variaveis ligadas de forma que as variaveis

governadas por quantificadores sejam todas distintas.
4. Elimine as ocorréncias dos conectivos — e <.

5. Mova o conectivo — para o interior da férmula até que

preceda imediatamente férmulas atémicas.
6. Mova os quantificadores para o interior da formula

7. Elimine os quantificadores existenciais (Skolemizacao).
Seja ¢ a férmula corrente. Obtenha a nova formula corrente,
¢', substituindo a subférmula da forma (3y)B, que se situa
mais a esquerda em ¢ por B[y/f(x1, ..., Xq], onde:xy, ..., X, €
uma lista de todas as variaveis livres de (Ay)p e f é um
simbolo de funcao n-ario (funcdo de Skolem) que néo ocorre
em ¢. Caso ndo haja variaveis livres em (3y)B substitua (3y)p
por Bly/c], onde ¢ é uma constante (de Skolem) que néo
ocorre em ¢. Repita o processo (de Skolemizacao) até que

todos os quantificadores existenciais tenham sido eliminados.

8. Obtenha a forma normal prenex da formula obtida no

passo 6, ou seja, mova 0s quantificadores para a esquerda.



9. Obtenha a forma normal conjuntiva da matriz da féormula
obtida no passo 7, substituindo a matriz desta pela

forma normal conjuntiva obtida.

10. Simplifique a formula do passo 9 eliminando repeticdes
de literais no mesmo conjunto e disjungbes que sao

tautologias.
Observe que:

» o fecho existencial da formula obtido no passo 1 é
satisfativel se e somente se a férmula original for
satisfativel. O argumento € analogo ao usado no exemplo
Skim1.

» 0Ss passos 2 a 6 produzem férmulas equivalentes a formula
obtida no passo 1. Assim, a férmula obtida no passo 6
(equivalente a do passo 1) é satisfativel se e somente se a

formula de entrada, a, for satisfativel.

» a cada introducdo de simbolo de funcdo ou constante de
Skolem, ocorrida no passo 7, a férmula obtida € satisfativel
se e s6 se a férmula antes da substituicdo for satisfativel.
O argumento é analogo ao usado nos exemplos Skim2 e
Skim3.

» 0s passos 8 a 10 produzem formulas equivalentes a
férmula obtida no passo 7. Assim, a férmula obtida pelo
passo 10 (equivalente a do passo 7) é satisfativel se e

somente se a formula de entrada, o, for satisfativel.

» 0s passos 6 e 10 sdo opcionais. O passo 6 se justifica por
evitar que sejam introduzidas no passo 7 funcdes com
aridade maior do que a necesséria. A aridade da funcéo de
Skolem introduzida da esquerda para direita vai depender
do numero de quantificadores universais que estejam a
esquerda do quantificador existencial que esta sendo

eliminado.



Exemplo 3.23. Seja agora h= Ay)(VX)p(x) < q(x,y,z2)) A
(VX)(=p(X) —» = (Vy)r(x,y)). Aplicando o passo 1 obtemos o
fecho existencial de o: a;= (A2)@X)AY)(VX)p(X) < q(X,y,z)) A
(VX)(=r(x) — —=(vy)p(x,y)). O passo 2 nao se aplica.

Renomeando-se as variaveis quantificadas, temos:

w= @)Au)EAV((VXIPX) <« a(uys) A (V2)(=p(2)

— —(VYV)r(z,v)). Eliminando os conectivos <» e —» em o, temos:

a3 = (3s)Au)EY)(=(YX)p(X) v aq(u,y,s) A (=a(u,y,s) v (VX)p(x) A
(V2)(p(2) v —(VV)r(z,v)). Movendo — para o interior da formula

temos:

oy = (3s)@Au)EV(EX)—-p(X) v a(u.y,s) A (=a(uy,s) v (VX)p(X) A
(VZ)(p(2) v (3v)-r(z,v)))
O passo 6 nao se aplica. Eliminando os quantificadores

existenciais temos:

as= ((=p(d) v q(b,c,.a) A (=q(b.c,a) v (VX)p(X) A (VZ)(p(2) v
—r(z,f(2)))

Obtendo a forma normal prenex temos:

as= (VZ)(VX)((=p(b) v q(c.ad) A (=a(c.advpx) A (p(z) v
—r(z,f(2)))

A matriz da forma ja esta na forma conjuntiva e o passo 10 nédo

se aplica.

1.27 RESUMO

Esta unidade compreendeu o estudo da Légica de Predicados,
uma teoria complementar a Ldégoca Proposicional vista nas
unidades 1 e 2. A idéia de ser complementar, ndo significa que
€ menos importante. Na realidade, a Ldgica de Predicados é

mais completa que a Légica Proposicional por ser capaz de



resolver uma gama bem maior de tipos de problemas. Estes
problemas envolvem situacbes ndo possiveis de serem

resolvidas apenas com a teoria da Logica Proposicional.

A Logica de Predicados utiliza os quantificadores universal e
existencial e fungbes para simbolizar e analisar sentencas que
nao eram possiveis de serem construidas apenas com as
estruturas da Logica Proposicional. Este foi o principal objetivo

desta unidade.

A prova de formulas bem formadas na Logica de Predicados é
mais complexa que na Logica Proposicional, sendo necessario o
conhecimento de técnicas mais elaboradas para que as
demonstracdes possam ser levadas a efeito. Entre estas
técnicas, estd a substituicdo de formulas bem formadas
predicadas por outras férmulas equivalentes, mas com um
formato distinto, porém mais facil de ser construida uma

demonstracao para ela.

Apesar desta ser uma Unidade final, € importante mencionar
gue a Logica compreende muitos outros temas e existem varias
areas de estudo e pesquisa da Logica. Estas areas tém
representado um campo fértil de pesquisa ha muito tempo, mas

estéo fora do escopo deste estudo.

Exercicios

1. Determine o valor l6gico de cada uma das fbfs a seguir
com a interpretacdo de que O conjunto universo € o
conjunto dos ineiros, p(x) significa que “x & impar”, q(x)
que “x < 0" e g(x) que “x>9”.

a) (3)p(x)
b) (VX)[a(x) — p(x)]



c) (33)ax) A g(x)]
d) (Vx)lax) v g(x)]
2. Qual o valor légico de cada uma das fbfs a seguir com a
interpretacdo em que 0 conjunto universo seja 0 conjunto dos

inteiros?

a) (VX)@3By)(x +y =X)

b) BY)(VX)(X +y =X)

c) (VX)@EY)(x +y=0)

d) By) (Vx) (x +y=0)

e) (VX)(Vy)(x <y Vvy<X)

f) (VX)X <0— @y)y>0Ax+y=0)]

9) @)EY(X° =)
h) (¥X)(x* > 0)

Decida se é possivel chegar a alguma concluséo a partir das
hipéteses dadas a seguir e, caso positivo, qual é esta

concluséao.,

“Todas as flores séo vermelhas ou roxas. Amores-perfeitos

sao flores. Amores-perfeitos ndo séo roxos”.

Justifigue cada passo na sequéncia de demonstracdo a

seguir, para a fbf (3x)[p(x) — q(x)] — [(VX)p(X) — (3x)q(X)].

(3X)[p(x) — q(x)]
p(a) — q(a)

3 (VX)p(x)

4 p(a)

5 q(a)

6 (3x)a(x)

Justifique cada passo na sequéncia de demonstracdo a

N =

seguir, para a fbf (3X)p(X)A(VX)(p(X)—q(X))— (3X)q(x)

1 (3X)p(x)
2 (Vx)(p(x) — q(x))



JEY)

p(@) — q(a)
qa)
(3x)a(x)

(02006 B~ ¢)

6. Considere a seguinte fbf (VX)[(3y)p(X,Y)AGY)q(x,y)] —
(VX)@Y)IP(x,y)Aq(x.y)

a. Encontre uma interpretacdo que mostre que essa fbf
nao é valida.
b. Encontre o erro na seguinte sequéncia de

demonstracao para essa fbf :

1 (WIBy)p(xy) A By)a(xy)] - hipotese
2 (VX)[p(x,a) A q(x,a)] -1, pe
3 (YX)BY)lp(xy) A a(x.y)] -2, ge
7.  Prove que as fbfs a seguir sdo argumentos validos :
a) (VX)p(x) — (VX)[p(x) v a(x)]

b) (YX)p(x) A (3X)a(X) — BEX)[P(X) A q(X)]
c) 3By)p(xy) — By)(EX)p(X,y)
d) (VX)(¥y)a(xy) — (Yy)(¥X)a(x.y)

e) (VX)p(x) A (3X)=[p(x) — (3x)a(x)
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