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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar a curva de crescimento populacional
do estado do Piaui e da cidade de Teresina relacionando ambos com o modelo logistico
generalizado. Para isso revisitaremos alguns dos principais modelos deterministicos, no
contexto histérico, para dinamica populacional de espécies isoladas e em interacao.

Posteriormente faremos o estudo do modelo logistico generalizado, apresentando suas
principais caracteristicas e verificando que todos os outros modelos apresentados sao
aplicagoes deste.

Também estudaremos o Problema de Valor Inicial fuzzy, através de alguns resultados
fundamentais, para o confronto entre a abordagem deterministica e abordagem Fuzzy de
crescimento populacional. Em fim, na ultima parte utilizaremos todos os resultados e
conclusoes para descrever o crescimento populacional da cidade de Teresina e do Estado

do Piaul.
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Abstract

The present work aims to study the population growth curve of the state of Piaui and the
city of Teresina relating both to the generalized logistic model. For this we will revisit
some of the key deterministic models, in historical context, for the population dynamics
of species isolated and in interaction.

Later we will study the generalized logistic model, presenting its main features and
checking that all the other models presented are applications of this.

We will also study the fuzzy initial value problem, through some fundamental results
for the comparison between the deterministic approach and Fuzzy approach to population
growth. In the end, in the last part we use all the results and conclusions to describe the

population growth of the city of Teresina and the state of Piaui.
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Introducao

Atualmente os governos estaduais e municipais enfrentam sérios problemas na busca
de recursos para melhorar a qualidade de vida da populacao residente, isso se da pela
dificuldade de descrever os fatores que influenciam o crescimento da populagao ao longo
do tempo. Com a populagao do Piaui e principalmente a de Teresina nao é diferente,
ja que o governo federal favorece cidades e estados que possuem grandes populagoes,
pois o numero de recursos é diretamente proporcional a quantidade de habitantes. Assim
Teresina ha muito tempo busca ultrapassar o nimero de 1 milhao de habitantes tornado-se
uma metropole e assim receber mais recursos do governo federal.

Os modelos com crescimento inibido, do ponto de vista de aplicagao em biomatematica,
sao os mais utilizados, esses modelos sao caracterizados por possuirem um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel, isto é, a populacao em algum momento tende a se
estabilizar. Faremos o estudo dos modelos de Malthus, Verhulst, Montroll, Von Ber-
talanffy, Gompertz, Smith e Blumberg, posteriormente o estudo qualitativo do modelo
logistico generalizado, ja que este modelo em algumas situacoes nao apresenta solucao.
Através da escolha dos parametros veremos que a equacao logistica generalizada repre-
senta cada um dos modelos citados acima e serd feita a andlise do crescimento relativo
que é uma importante caracteristica desse modelo.

A utilizacao da teoria de conjuntos Fuzzy é fundamental para a modelagem de fenomenos
envolvendo imprecisoes e subjetividade, assim faremos o uso desta teoria para a resolucao
de sistemas de equacoes diferenciais, em que os parametros, a condicao inicial ou ambos,
sao incertos, de tal modo que possam ser modelados por conjuntos Fuzzy.

Todos esses argumentos sao fundamentais para o estudo da curva que descreve o
crescimento populacional do estado do Piaui e da cidade de Teresina mostrando que esses
crescimentos tendem a se estabilizar dificultando a obtencao de mais recursos, para isso

escolheremos os parametros na equacgao logistica generalizada de tal forma que descreva
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esse crescimento, obtendo assim conclusoes que possam facilitar escolhas de politicas

publicas para melhoria da qualidade de vida de seus habitantes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos as definicoes e os resultados que serao utilizados nos capitulos

seguintes.

1.1 Introducao

Uma variedade de curvas de crescimento tem sido desenvolvidas afim de modelar a
dinamica populacional de espécies, tanto isoladas quanto em interagao, e mais geralmente
o crescimento de sistemas biolégicos. A maioria dos modelos preditivos sao representacoes
baseadas em variacoes da equacao classica de crescimento logistico de Verhulst. Neste
capitulo vamos rever alguns dos principais modelos deterministicos, no contexto histoérico,
para dinamica populacional de espécies isoladas e em interacao. Algumas propriedades
sobre o comportamento da solucao de equacoes diferenciais e de diferencas também serao

apresentadas para auxiliar na analise matematica dos modelos aqui apresentados.

1.2 Dinamica Populacional para espécie isolada

As mudancas quantitativas que ocorrem na populagao de uma determinada espécie
sao ocasionadas por trés fatores: a natalidade, a mortalidade e a migracao. Sendo assim,
a variagdo de uma populacao N = N(t) em relagao ao tempo t,é determinada por

dN (t)

— = natalidade 4+ mortalidade - migragao (1.1)
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O processo migratério nao é levado em consideragao se a populagao for tratada isolada-
mente. Se a natalidade e a mortalidade sao dadas em funcao da populagao N, entao a
equacao (1.1) pode ser reescrita como uma equagao auténoma

AN (1)

— = (V) (1.2)

onde f(N) satisfaz f(0) = 0, ou seja, se ndo hd nenhum elemento na populagao entao

esta nao varia, pois nao pode haver natalidade ou mortalidade em uma populagao nula.

Essa condigao é indispensavel pois ela coibe o aparecimento espontaneo de individuos.
Se a fungao f(NN) é suficientemente suave para que possamos expressa-la como uma

série polinomial (série de Taylor), entao temos

o0

FIN) =) " aN' (1.3)

i=0
Porém, como f(0) = 0, entdao o primeiro termo da série acima é nulo, ag = 0, o que

nos permite reescrever a equagao (1.2) como

AN (t)

— = N(ay + agN* + asN* 4 ...) = NA(N) (1.4)

A funcdo A(N) é denominada indice de crescimento relativo uma vez que,

1 dN
AN) = -2
(V) N dt
Considerando que no instante inicial ¢ = 0 o ntimero de individuos é N(0) = Ny > 0,

entdo temos um problema de valor inicial para a expressao (1.4)

AN() _
g~ V) (1.5)
N(0) = Ny

Em geral, queremos determinar o comportamento da dinamica populacional em um
periodo de tempo. Sendo assim, ¢ importante obter o maior nimero de informagoes do

modelo que descreve a situacao como, por exemplo, os estados de equilbrios.

Definigao 1.2.1. Dizemos que o ponto N* um estado de equilibrio para a equagdo (1.2)

quando N'(t) = f(N*) = 0.
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Se consideramos a dindmica de uma determinada populagdo modelada conforme (1.2)

entao, pela férmula de Taylor, temos que, suficientemente préximo de N* vale

O = F(N) ~ F(N) + F(N)(N = )

logo, como f(N*) = 0, separando as varidveis obtemos
dN ,
———— = fY(N")dt

que por integracao no intervalo [0, t] nos fornece

[N (t) — N7|

In—F———
|No — N*|

= ['(N")t <= [N(t) = N*| = [No — N*[exp f'(N")t

Assim, dependendo do sinal de f(N*), a solu¢ao converge para o estado de equilibrio
N* ou diverge de N* . Dizemos entao que o estado de equilibrio é localmente:

1. assintoticamente estével quando f'(N*) < 0;

2. instavel quando f'(N*) > 0.

Falando de aplicagao em biomatemaética, os modelos com crescimento inibido sao os
mais utilizados. Estes modelos sao caracterizados por possuirem um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, isto é, a populacao tende a se estabilizar.Matematicamente, isto
significa que existe k # 0 tal que A(k) = 0. Este valor é denominado capacidade suporte.

Os modelos com crescimento populacional inibido tém algumas caracteristicas bésicas:

1.0 crescimento relativo A\(IV) é decrescente com relagdo a N e A(N) — 0 quando N
tende a capacidade suporte k.

2.A variagao absoluta é crescente no inicio e depois decresce tendendo a zero.

3.A variagao é negativa se N(t) > k.

A seguir, apresentaremos a formulagao em termos de equagoes diferenciais e as solugoes
analiticas de alguns modelos de dinamica para espécies isoladas. Estes modelos sao bem

conhecidos na literatura.

1.2.1 Modelo de Malthus

Em 1798, o economista inglés T. Malthus publicou um artigo sobre o estudo do cres-
cimento populacional humano que atualmente é conhecido como a primeira proposta

de utilizacao da matematica na tentativa de avaliar a dinamica populacional. Segundo
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Malthus, sob certas condigoes, a variagao populacional ocorre & uma razao geométrica.
Embora Malthus nao tenha formulado matematicamente, o atualmente conhecido como
modelo de Malthus, em termos de equacoes diferenciais, é dado por:

dN (t)

= = AN() (1.6)

onde X\ é constante.

A equagao diferencial (1.6) é um caso particular da equacdo geral (1.2) estabelecida
na secao precedente como modelo de dinamica populacional sem migracao, onde o indice
de crescimento relativo permanece constante ao longo do tempo.

Considerando N(0) = Ny > 0, entdo temos um problema de valor inicial determinado

pela equagao (1.6) cuja solugao

N(t) = Noe (1.7)

é facimente determinada por separacao de varidveis e integracao no intervalo [0, t].
Biologicamente, as condicoes pressupostas neste modelo sao ideais, o que nao condiz
com a realidade. No entanto, tal modelo serve como aproximacao para problemas mais

elaborados em intervalos de tempo relativamente curtos.

1.2.2 Modelo de Verhulst

Em 1838, Pierre F. Verhulst propos um modelo de dinamica populacional para uma
espécie que leva em consideragao a capacidade do ambiente suportar um nimero maximo
de individuos, devido as limitacoes do espaco fisico e disponibilidade de alimentos, ou
seja, existe uma capacidade suporte para a populacao.

No modelo de Verhulst, a funcao de crescimento relativo é linear, decrescente com
relagdo a N(t) e tendendo a zero quando N(t) — k. Isto é, a varicao da populacao é
menor quando o numero de individuos se aproxima da capacidade suporte. Além disso,
a variacao populacional atinge seu valor maximo quando a populagao atinge a metade
da capacidade suporte (N(t;) = k/2), como podemos observar na equagao (1.8) que ¢ a

formulagao matematica do modelo de Verhuslt.

AN _ N (1 - 5) (1.8)
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Na equacao acima, também conhecida como equacao logistica, as constantes reais
e positivas a e k sao respectivamente, o indice intrinsico de crescimento e capacidade
suporte. A solucao analitica para o problema de valor inicial determinado pela equacao
(1.8) com condicao inicial N(0) = Ny > 0, é obtida através da separagao de varidveis e

integragao no intervalo [0, t], obtendo assim a expressao

In ﬁ —In N=k)_ t
Ny No—k|_ ©
o que implica em
In N(Ny — k)
No(N — k)

ou ainda,

NO(N—/?)‘ ot INZK[ INo— K|
=e - = €
N(No — k) [NV | Nol
Isolando N(t) obtemos

B Nok
© No+ (k— Ny)eot

Como o termo exponencial no denominador tende a zero quando ¢t — oo, independen-

N()

temente da condigao inicial N(¢) — k quando ¢ — o0, ou seja, o estado de estabilidade

N* = k é assintoticamente estavel.

1.2.3 Modelo de Montroll

O modelo de Montroll, proposto em 1971, pode ser considerado como a generalizagao
do modelo de Verhulst. Neste modelo, a equacao de crescimento relativo é decrescente com
relacdo a N(t), porém nao necessarimente de forma linear como no modelo de Verhulst.

A equacao diferencial para o modelo de Montroll é:

- (%)5] (1.9)

onde k£ > 0 é a capacidade suporte, a e [ constantes reais positivas. A diferenca fun-

dN

SN
a @

damental entre os modelos de Montroll e Verhulst estd na posicao do ponto de maior
variacao populacional. Enquanto na equacao logistica a variagao méaxima ocorre quando

N(t;) = k/2, no modelo de Montroll a varia¢do maxima ¢ atingida quando
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Dessa forma o ponto de inflexao de N (t) pode ser alterado de acordo com a necessidade

do problema, apenas modificando o valor de . Para 8 = 1 temos o modelo de Verhulst.
O estado de equilibrio ndo nulo no modelo de Montrol ¢ N* = k. Considerando f(N)
como a expressao & direita do sinal de igualdade na equacao (1.9), entao temos que

%(N*):—aﬁ<0

Consequentemente,o estado de equilibrio N* = k é assintoticamente estavel. Logo,
podemos concluir que, independentemente da condicao inicial, N(t) — k quando ¢t —
00. A solugao do modelo de Montroll é dada por:

Nok

MO N - N .

1.2.4 Modelo de Von Bertalanffy

O bidlogo australiano von Bertalanffy, no ano de 1938, formulou um modelo ma-
tematico para analisar o aumento em peso de peixes. Seu modelo pode ser considerado
uma alteracao da curva de crescimento logistico com a finalidade de acomodar carac-

teréticas metabdlicas baseadas em argumentagoes fisioldgicas:

dN(t
J = aN3 — BN
dt (1.11)
N(0) = Ny
onde N = N(t) é a massa do peixe em funcao do tempo t, Ny é a massa inicial, «
é a constante de anabolismo (representando a taxa de sintese de massa por unidade de
superféie do animal) e 3 é a constante de catabolismo (que representa a taxa de diminuigao
da massa por unidade de massa). O termo N 56 proveniente da relagao alométrica do peso
com a &rea corporal do peixe . A equagao (1.11) é nao linear, trata-se de uma Equagao

diferencial do tipo Bernoulli e com uma simples substituicao de variaveis nos conduz a

- 1
uma equacao linear. Tomando z = N3, segue que

dz

— EN%QCZ_N
dt 3 t
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Substituindo em (1.10),temos

dz 1 -2 2 1
— =-N73 (aN3 — N) = ~(a —
— = NF(aN5 - BN) = 5(a - 82)

cuja solucao é dada por

Q Bt
z=—+4+ Kes

p

Agora usando a condicdo inicial N(0) = Ny e z = N3, obtemos

N(t) = <9>3 (1- eft)?’ se N(0) = N,

B
ou
N(t) = {% (1 - e_Tt) + Noéelﬂ se  N(0)# Ny (1.12)
3
Quando t cresce N tende a N, = (%)

Consideremos N(0) = 0 . Tomando K = § e substituindo em (1.11), temos a solucao

de (1.10) dada por:

N(t) = Noo(1 — e K1)? (1.13)

onde N4, ¢é o valor maximo do peso dos peixe.
Neste modelo o ponto de inflexao é dado por:
d*p 2 1 dp dp

2 . . 38
E—EO&N E— E_0<1\:>§QN3_B_O<:>N3_204

2\ fa\? (2}’

1.2.5 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz, proposto em 1825, utiliza a taxa de inibicao proporcional ao
logaritmo desta varidvel. Ou seja, a taxa de crescimento é grande no inicio do processo,
mudando rapidamente para um crescimento mais lento. E um modelo bastante adequado
para traduzir crescimentos celulares, sendo que, no inicio todas as células sao meris-

tematicas, perdendo esta propriedade num intervalo de tempo relativamente pequeno.
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O modelo de Gompertz é dado por:

d
&z —brlnx = z(a —Inz)
dt (1.14)
z(0) =29 com a>0¢e b>0
A taxa de crescimento relativo r(z) = a — blnz > 0, decresce com z e o valor de
estabilidade de x é obtido considerando-se r(z) = 0, isto é,
dx

%:O@(a—bln:p):O@@x:e%, com x>0

Observemos que quando x é muito pequeno, r(z) é muito grande pois

lim r(z) =400
x—07F

Agora, como 0 = a — blnz.,, podemos tomar a = blnx,, na equagao (1.14) e reescrevé-

la como

dx

T b
— =brlnzy —blnzx =bzln <ﬁ> =zln (—)
dt

e neste caso, r(r) = In (x?'o)b

A solugao de (1.14) é obtida considerando-se a mudanga de varidvel z = Inz:

dz  ldr b
it~ wdt "
Integrando,
dz 1
= [di< ——Inla—bz|=t+c
a—bz b
Para ¢t = 0 obtemos ¢ = — In|a — bIn x|

Portanto, In|a — bz| = —bt + In|a — bln x|,

a—bz=(a—blnzy)e ™ <= 2(t) = —[a — (a — bInxy)e—bt].

S

Voltando a variavel x = e*, obtemos

o(t) = ebeap [~ (§ ~Inwg) e

A curva x(t) tem um ponto de inflexdo quando
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1.2.6 Modelo de Smith

Smith, em 1963, relatou que a equagao logistica do crescimento de Verhulst nao aplica
satisfatoriamente os dados experimentais devido aos problemas associados com as re-
tardacoes de tempo. As retardacoes de tempo nos efeitos da densidade sobre a natalidade
e mortalidade distorcem a forma da curva do crescimento da populagao. De acordo com
Smith, o principal problema em aplicar a curva logistica aos dados, concerne num retrato
apurado da porcao dos fatores limitantes ainda inutilizados, isto €, (1 — %) . Foi questio-
nado entao que para uma populacao com limite de alimento o termo (1 — %) deveria ser
substituido por um termo que representa a proporcao da taxa da fonte de alimento atu-

almente inutilizada pela populacao. Se F' for a taxa em que uma populacao do tamanho

N usa o alimento e T for a taxa correspondente ao nivel de saturacao, entao

LAN _ [ F
N dt T

onde % > % desde que uma populacao em crescimento usarda o alimento mais rapidamente
do que uma populacao saturada. F' deve depender de N e de % e a relagao mais simples

sera linear

dN
F:aN+bE,a>O,b>0

Na saturacao F' =T, N = K, % = 0, consequentemente T = a K, e como resultado da

equacao de crescimento modificado temos

dN 1-Z&
—— =7rN a (1.15)
dt (1%%)

onde ¢ = TS.A equagao diferencial (1.14) é o crescimento logistico de Verhulst escalado

-1
pelo fator de ”atraso” (1 + CE) e nao admite uma solugao analitica para N em fungao

de t, mas ao contrario

(1.16)

r T

SR (CE AL PR TN S |
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O valor de inflexao para a equacao de Smith é

K
1++vV1+c

Para ¢ = 0 a forma de Smith reduz-se a forma de crescimento logistico de Verhulst

Ning = (1.17)

com Nipr = %,enquanto que para ¢ > 0, Njpy < % e para ¢ < 0, Nj,¢ > % Para c = —1,

dN

o crescimento é exponencial,’z- = rN, e nao hd nenhum ponto de inflexao.

A taxa de crescimento maximo, quando ¢ # —1, é dada por

dN rK
-0 N 1.1

1+ VerD)

A taxa relativa de crescimento, , decresce nao linearmente com aumento N

1d
N dt
para ¢ < —1, com taxa de decrescimento sendo regulada pelo parametro c.

1.2.7 Modelo de Blumberg

Em 1968, Blumberg introduziu outra equacao de crescimento baseado na modicacao
da equacao de crescimento logistico de Verhulst para modelar dinamica populacional ou
evolug¢ao do tamanho de um orgao. Blumberg observou que a maior limitagao da curva
logistica era a inflexibilidade do ponto de inflexao. Além disso, ele observou que tentativas
de modificar o termo intrinseco constante da taxa decrescimento, r, tratando-o como um
polinomio tempo-dependente para superar esta limitacao, conduzem frequentemente a
uma estimagao inferior dos valores futuros.

Por conseguinte, Blumberg introduziu o que se chamou de fungao hiperlogistica,

AN . N\"

A equagao (1.19) pode ser reformulada como uma equagao integral

N(t)/ K
/ (1 — ) Vdr = rK* 't
No/K

Esta reformulacao nem sempre permite uma forma fechada de solugao analitica. Por
essa razao, Blumberg catalogou expressoes analticas (quando uma integragao explicita

puder ser realizada) da funcdo de crescimento N (t) para véarios valores dos parametros «

e .
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A populacao no ponto de inflexao, N;,¢ , ¢ dada por

«

K.

o+ 7y
A mesma expressao de N;,; é obtida para a equagao logistica de Verhulst quando
a = 7. Para a < v, Ny, aproxima-se de 0 e a inflexao ocorre somente se Ny < Njp¢.

A taxa de crescimento maximo é dada por:

dN XN
— . A
at ), - (o + 7)oty

A taxa de crescimento relativo atinge seu maximo valor em

LANY (0=l N0 Y
Ndt ), .. a—14+7v a—14+7

em

a—1
a—1+~
contanto que a > 1 e N* > Ny, caso contrario declina nao linearmente com o aumento

de N.

*

A forma de crescimento do tipo de Blumberg é a forma hiperbdlica para crescimento

regenerativo. E representada pela curva sigmoidal

_ K(t+4a)"
b+ (t+a)

onde N (t) é o peso ou quantidade, X é o valor final, e a, b, n sdo parametros positivos

N(t) (1.20)

da equagao. A equacao (1.20) tem forma diferencial

0 TNI—(l/n)(l_%)H‘(l/n)
dt
onde r = n(K/b)n
O valor de inflexao ¢ identificado por
(n—1)
2n

Ninf =

quando n > 1, e o tempo de inflexao por

() () |

1
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,onde Ny = Ka™/(b+ a").
A taxa de crescimento relativo decresce nao-linearmente com o aumento de N desde

que N* = —n < 0 ¢ indefinido.



Capitulo 2

Modelo logistico generalizado

2.1 Definicao da funcao logistica generalizada

Apresentaremos agora o modelo logistico generalizado que foi proposto por Tsoularis
e Wallace, em 2002, através da chamada equacgao logistica generalizada, apresentando
suas propriedades e observando que todos os modelos apresentados no capitulo anterior
podem ser derivados deste, considerando assim os modelos anteriores como casos especiais

do modelo logistico generalizado. A equacao logistica generalizada é dada por:

Cil—]j = rN® [1 - (%)/T (2.1)

onde «, B e 7 sao numeros reais positivos. Vamos considerar somente valores positivos
para estes parametros, uma vez que expoentes negativos nem sempre fornecem um modelo
plausivel do ponto de vista biolégico. Observe que se « = = v = 1 temos o modelo

logistico classico.

2.2 Caracteristicas do crescimento generalizado

As trés principais caracteristicas do crescimento logistico generalizado sao:

(i) lim;_,o, N(t) = K, ou seja, a populagao converge para sua capacidade de suporte.

" . . 1 dN . (o
(ii)A taxa de crescimento relativo, N I atinge seu valor maximo no
—(1/8)
N, = <1 + 2 ) K
a—1

15
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fornecido, N* é real e maior que Ny caso contrario declina nao linearmente atingindo o
seu valor minimo zero no N = K.

iii) A populagao no ponto de inflexao (onde a taxa de crescimento é méxima) é dada por:

~(%)
Ninj = (1 ' @) K
(0

Lema 2.2.1. Seja f : R — R, localmente Lipschitz e K € R o unico ponto que satisfaz

f(K) =0, entao vale o sequinte resultado para a solu¢io ¢, (t) do PVI:
N'(t) = f(N)
N(0) = N
1. Se on,(0) < K, entdo ¢n,(t) < K para todo t € J*;

2. Se f(Ny) > 0 entao @n,(t) € estritamente crescente para todo t € J*;

Demonstragao. (1) Suponha que ¢n,(0) < K < @y, (t), como ¢y, é solucao do P.V.I
entdo ¢y, é continua, assim pelo teorema do valor intermediario 3 ¢, € (0,¢) tal que
©on, (to) = K. Agora veja que pp,(0) é solugao do P.V.I, N' = f(N); N(ty) = K. Por
outro lado N(t) = K também é solucao do P.V.I, N' = f(N); N(0)=K, absurdo pois K é

o0 unico ponto que satisfaz f(K) = 0.

(2) Se f(No) > 0= f(pno(0)) > 0, mas f(pn,(0)) = ¢'x (0) == ¢'n(0) > 0, como
f ¢ localmente Lipschitz existe uma vizinhanca J* de zero tal que f(pn,(t)) > 0 =

©'n, (t) > 0, para todo t € J*

Assim considerando o P.V.I (2.1) e pondo,

o0 =1 (7]

temos que f(N), é localmente Lipschitz e K é o tnico ponto que satisfaz f(K) = 0, assim

a solugao N (t) satisfaz, pelo lema acima, as seguintes propriedades:

1. Se N(0) < K, entdao N(t) < K para todo t € J*;
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2. Se f(N) > 0 entao N(t) ¢ estritamente crescente para todo ¢t € J*;

Portanto, lim; ., N(t) = K.

Agora vamos verificar a segunda caracteristica do crescimento logistico generalizado:

dN (1 Nl /1 Ne 1
— (=) =rN*|1— (= — ) = K# - NA]" — = —_N*'[KP — NF]"
dt (N) " [ (K) ] (N> g | 'y =% | ]

pondo C' =

r
i temos que

dN a—1 _ aATB1Y
dt<N) ON [K? — N7]

Prosseguindo vamos obter o seguinte:

[dd—]:[ (%)} =C(a—1)N*2N'[K® — N°]" + CN*'y(K? — NPy~ KFP — NF)

= C(a—1)N*?CN® [KP = N°]" [KP = N°]" + ON*"'y(K? — N7y~ [N~ N'|
= C%(a = N 2[K7 = NP7 4 CN* Iy (KP = NP = BNPHON (K — N7)))
= C*(a — 1)N**?[KP — NPJ*' — CN*"'y(K" — NP ' sNP'ON*[KP — N°")

= C*a = 1)N**2[KP — NP — C2N?* 072y [KP — NP1

- {ﬂ (l)} = C? [(a = YN (K7 = NP — 4 BN>* 72 [K7 - N7

@ ()] -

Assim fazendo
temos que:
(OZ _ 1)N20¢—2[Kﬁ _ Nﬁ]Q'y — ’YBNQOH—B_Q[K’B _ NB]Q’y—l

pois C' = KﬂW # (0. Agora veja que,

N2a—2 76 [Kﬁ _ Nﬂ]Q“Y—l

N2e+8=2 — o — 1 [KP — N8>

1 B _
7 gf_ NPT
:>N5 04—1[ )

Kﬁ—Nﬁ: VB
NP a—1

B (1/8)
:(5) —1= alC :>%:O+ 75)

a—1
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~/8)
— N = (1 + P ) K

a—1
—(1/8) AN /1
Portanto N* = (1 + a7—51> K é ponto critico de {E (ﬁ)}
, (. dN [ 1 .
Agora mostraremos que N* é de fato, ponto de maximo de T\~ Mas ja

sabemos que,

dN (1\] o , B -1
[% (N)] = C? [(a = ))N**?[KP — NPP*Y — ygN2 A2 [KF — NP1

dai temos o seguinte:
(%%)H — C?[ (20 — 2)(a — N*BCN(K? — NOP[KP — NOJ

(o — 1)N22-22y(K® — NOY-1 (—gNF-1CNe(K? — N6)Y)
A B(20+ § — 2 IONA(KP — NP — N7y
A BNII-2(2 ~ 1)(KP ~ NP2~ pNTION(K? — N°Y)
=C?[ C(2a — 2)(a — 1)N3273(KFP — NP3
—2CBy(a — 1)N3HA=3(KF — NF)3r—1
—vBC(2a+ B — 2)N3H=3( KB — NF)3 -1
+yB°C(2y — N> #23(KP — NP)3y — 2
= C3N3*3(KP — N3y [ 2(a — 1)® — 2By(a — 1)NP(KFP — NP)~!
—B(20+ B — 2)NP(KP — NBY-1 4 482(2y — 1) N2 (KP — NF)~2]
= C3N33(KP — N3y [2(a — 1)® — 4By(a — 1)NP(KP — NP)~!
A BNB(KP — NP) 422y — N(KP — N#)=2]
— CINSI(KD — NO)3 [ 2[(e — 1) — GyNO(KP — N%) P
~[BNP(KP — NP)~ 4 4B NP (K — NP)~] |
— OIS (KD — NP)3y [ 2](a — 1) — ByN(KP — NP
B INB(IP — N+ N(KP — )]

Agora veja que:

(B5) o)
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3o

3 —( /;3) 3 -1 3
- 03(1+ g ) K3a—3<Kﬂ—(1+ g ) Kﬂ)
a—1 a—1
3 -1 3 1\ \ 2
2((&—1)—57<1+a—j1> K5<Kﬁ—<1+a7_1) ))
— B2 (1+ il >_1Kﬁ <Kﬁ—(1+ il _1> Kﬁ)_l
oa—1 oa—1 ,
-1 -1 -1
+ <1+ VB) Kf”(Kﬂ—(H—w) Kﬂ>
a—1 a—1
- o a—l_)M Ksa_g((a—Hv@)Kﬁ—(a—l)Kﬁ)?”*
N a—14+78

a—1+~8

2 <(O‘_ 1) — By (a——l) KB (75K5+ (a — )KP — (o — 1)K5)_1>2

a—1+~p B8+ a—1
B , |la—1 04—1>2
" [ gl +< gl ]
_ a—1 5 o [((@=1)K" i vB(a—1) + (a — 1)?
N Cg(a—1+%ﬁ) o 3(@—1+vﬁ) (_752{ (v8)? D

- o) 7 s (52 ;) (~18(a=1)— (a = 1)?)
< 0

. . dN 1"
Portanto N* é ponto de maximo de = N (N*)

E claramente N* é real ja que «, f3, v, C' e K sao todos reais. E pelo item (2) N* > Nj.

A taxa de crescimento maximo relativo é dada por:

(%%)mawzr(]\[*fl <1+ <J}:)5>7:r(1[\(7_;)j [Kﬁ_(N*)ﬁ}v

) r
Mais uma vez pondo C' = Vil temos que:
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v

1 a—1 1 B
1 dN 3\ ~8 \ @
aliacd _ 1 K KB — 1 K
(th)max ¢ (+a—1) Jroz—l

[ a—1 5 a—1 7
=C|[——— Kol |KP— [ ———— | K#

(a—1+7ﬁ) H (a—1+vﬁ) }
ke

a—1 )aﬁl((oz—l)Kﬂ%—vﬁKﬁ—(oz—l)Kﬁ)7
a—1+795 a—1+95

e a—1 e vBK" )7

—r (a—1+vﬂ>al (Oé—lvwﬂ

—_ a—1 a_l K ,}/B >’Y
- (04—1+76> (a—1+vﬂ

Os valores limites importantes de N* sao:

limg_0 N* = lim,_q (1+ﬂ> K

1
(%)
a—1 B
= lim,, K
_>0(0g—1+75)
(=)
1—9p

(3)
lim, o N* = lim,_ (1 + £1> K
— (1)K
=K1
—K

Em fim, a populagao no ponto de inflexao é dada por:

AN N\?]T Ne
(%)_’”N [1_<E)] =g (K0 = V) = g N [ = N

AN\’
— (=) = —aN*IN/(K? — NB) —N“ KP# — NB)Y»—1(—BNF-IN’

assim pondo C' = % e substituindo N’ = CN%(K? — N#)7, temos que:
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(%) = CaN*'CNa(K?® — NP)/(KP — N8
+CNey(KP — N1 (_5]\7,8710]\[04(](,8 — Nﬁ)w)
— C«ZOéNZafl(KB o NB)Q'y . /8027N2a+571(K6 _ N,B)2fyfl

— CQNQa—l(KB _ Nﬂ)Q«, [a _ 57]\]6([(6 — Nﬁ)—l}

Agora veja o seguinte,
-1 -1 K’ — N°¥ B
a— ByNA(KP —NA)1 =0 = a=ByN¥KP - N/l = e

KN’ By KN’ By

AN
==
~——
I
TN
—_
+
|5
~——
!
S

Claramente, se N;,r < Ny, nao ¢ possivel inflexao uma vez que a populagao tera inici-
ado com o valor Ny e com uma taxa de crescimento positivo por habitante, assegurando
assim que N;,r nao serd alcancado. A taxa de crescimento relativo em N,y ¢ novamente
dada por () com a substituigdo de K por K — 1 (somente na expressao entre parénteses).

A taxa de crescimento maxima é dada por:

(%), (@), (x) (25)
dt mazx B dt nf - Ol—Fﬁ’)/ a‘i‘ﬁ’}/

Mas ja sabemos que,

(2) - - ()] - v

1
. . B ByY\ B i} '
Assim aplicando Ny, ;= | 1+ — K > N*, temos que:
Q
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—(2) v
dN r By (%) By
— =— |1+ K*|Kf -1+ =L KfB
(), = () e (10
gl
:@(L) [Kﬁ_( @ )Kﬁ}
K78 \ o+ vy a+ By
o
_T‘Kﬁ( o )5(67K5>
- K \a+ By a+ By
" 7<a+ﬁ) (oz—l—ﬂ’y)
=rK¢
e () ()

Os valores limites importantes de Ny, s, sao:

wlR

1

B
lim Nmf_th( - ) zozlimK(1+—) = lim N

y—>00 —00 o+ ﬁfy a—0

_1 —(2)
E 1 o By
lim N, = hm K (1 + @) = lim K <1 + —) = Ke =
x

B—0 [0]) T—>00

B\ " 1\
lim Niy = lim K (1 + —7> = lim K (1 + —> — Kea
B—ro0 B—00 (6] T—>00 €T

O valor de inflexao ¢ mesmo obtido para uma infinidade de formas generalizadas
logisticas quando «, 3, sdo escolhidos para variar desde que a relagdo v/« e f permanecam
constante. 5

Introduzindo a variavel auxiliar x = <?> podemos transformar a equagao diferen-

cial autonoma:

em:

N B
Agora veja que x = (?> implica que N = K7 Assim temos que:
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dN 1 (1_1)d$
p— —T B R
dt 15} dt
logo
dN 1 /1 dx 1
_ K_ ( 1)_ — K B\« 1 _ Y
7 ERT T(d z7)*(1 —x)
d_j = rﬂKo‘_lx(%_%H)(l —x)7
dx a—1,.( +1) vy
pri rBK*txt s (1—2)

e ap0Os separacao de variaveis e integragao subsequente de 0 a ¢,temos

(N(t)/K)?
/ ; 2 =/B=1(] — ) Vde = BrK* 't (2.3)
(No/K)

A integral em (2.3) pode ser calculada,no caso em que os parametros «, 5 e 7 podem
tomar quaisquer valores numéricos ,expandindo binomialmente (1 — x)~7e subsequente-

mente,integrando a série resultante termo a termo . Quando

p=Q1-a)/8>0 g=1-7>0
a integral

/ P N1 — 2) M da

o

onde z; = (N(t)/K)? ,xg = (Ny/K)P, é a diferenga entre as duas funcdes betas incom-

pletas B, (p,q) e By (p,q). A fungao beta incompleta é definida assim

Ba,(p,q) —/ P 1 — )" da
0

Por isso,

By, (p,q) — By (p,q) = / N1 —2)" de = BrK't (2.4)

Zo

A partir das restricoes p > 0, ¢ > 0, duas possiveis faixas de valores para a e [ sao

aceitaveis,

a<l,f>0,v<1
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a>1,0<0,v<1

A integral em (2.4) pode ser expressa como uma diferenga de duas expansao de séries,

de0<axg<lel<z <1

v’“ P(1 — )1 ~B(p+1,n+1
/ lmpfl(l _ x)qflda: _ 7 ( 1) 14+ (p+1,n+ >x§z+1
p = B(p+q,n+1)

Zo

D o0
zh(1 — x0)9 Bp+1Ln+1) ., .
_— |1 n = BrK* 't 2.5
T BprantD)T o (25)

A equagdo (2.5) contém uma série infinita em termos da funcdo beta, que por sua
vez pode ser expressa em termos da fun¢do gama. A forma logistica (2.1) em geral nao
admite solugao analitica N(¢) mas ¢t como fungao de N. O integrando em (2.4) pode ser
expandido binomialmente para fornecer, no caso geral, a expressao para o momento de

inflexao, ;s :

N\B
/ K)B P 1 _I_l,p(q—l) + (q 1>2(|q Q)xp—&-l + +xp+q 2 BTKa_lt
() |
Ny
P ! 1 9) P2 ppta-1 (%)
— _+<q_1) (q )(‘q ) :BrKa—lt
p+1 2 p+2 p+q—1(%)6
. Lo - Dl —2) o ot |
L | W] 7 (Vi) F 1
inf inf (v +1)
— tznf 51”[('0‘71 1— aKl ( Fy) 11—« ) Kl s 2‘
- « ‘I’ —x
: (5+1)
—1—-28 1—-a l1—a+p8
) | ewt T o]
<1;a+2) Fa-1-28 BrKe-1 (1;04) Kl-a (1—a+1) Fl-ats
1—a+28
B
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—1

a== 1—a+p3 a—1-23
PR S i+ RO U N (V[ Ol N
nf = el l—a l—a+5 21 l—a+28
1Ny N, 7 Yy +1) N

1.
o B —axp T @ E¥(Q—azop |07

Apresentadas as principais propriedades do modelo logistico generalizado, podemos
encontrar os modelos citados no primeiro capitulo, através da atribuicao de valores aos
parametros «, 3 e 7, encontrando assim pontos de equilibrio, pontos de inflexao, taxa
de crescimento maximo, taxa de crescimento maximo relativo entre outras caracteristicas

fundamentais para a modelagem de crescimento populacional de uma espécie.



Capitulo 3

Problema de Valor Inicial Fuzzy

3.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, os modelos de dinamica populacional envolvem
parametros que determinam as caracteristicas ambientais, da espécie e até mesmo da in-
teracao, como por exemplo a capacidade suporte e o indice de crescimento relativo. De
modo geral, estes parametros sao obtidos através de observagoes e experimentos e por-
tanto, estao sujeitos a imprecisoes. A principal caracteristicas dos sistemas deterministicos
¢ a precisao obtida pela solugao. No entanto, esta precisao estd comprometida quando
os parametros envolvidos na férmulacao nao sao precisos o que, em geral, é o caso dos
modelos para dinamica populacional. Quando a subjetividade estd na condicao inicial,
denominamos fuzziness demografica, se a incerteza estd nos parametros chamamos de
fuzziness ambiental . Sendo assim, ferramentas que incorporam informacoes imprecisas
sao fundamentais para a modelagem. Em particular, a teoria dos conjuntos fuzzy é uma
ferramenta que pode ser usada para modelagem de fenomenos envolvendo imprecisoes e
subjetividade.

Nesta secao, vamos fazer uso desta teoria para resolucao de sistemas de equacoes
diferenciais em que os parametros, a condi¢ao inicial ou ambos sao incertos de tal modo
que possam ser modelados por conjuntos fuzzy. Para isso, consideremos um sistema

autoénomo

26
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onde a condicao inicial é imprecisa, isto é, z, € E® Vamos abordar o sistema acima de
duas maneiras distintas. Um delas, proposta por Seikkala ([8]), consiste em aplicar o
principio da extensao de Zadeh ao campo deterministico determinado por f, obtendo
assim um campo fuzzy a partir do qual sd@o usados conceitos como a derivada de Hu-
kuhara. A segunda, consiste em determinar primeiramente o solugao deterministica ¢; (o)
e entdo, aplicar o principio da extensao de Zadeh, obtendo uma solugao fuzzy ¢;(zo) .
Informalmente, na primeira abordagem primeiramente fuzzificamos o problema e, entao,
encontramos a solugao, enquanto no segundo método, primeiramente a solucao cléssica
¢ determinada e, entao, fuzzificamos esta solucao. Como pré-requisito para as proximas
secoes deste captulo, em que apresentaremos cada uma das abordagens acima citadas, va-
mos definir os conceitos de conjuntos fuzzy e nimeros fuzzy bem como alguns resultados

que utilizaremos posteriormente.

Definicao 3.1.1. Um subconjunto fuzzy F' em X € caracterizado por uma funcdo pg :
X — [0,1], chamada funcgao de pertinéncia do conjunto F, onde pp(z) =1 e pp =0

indicam, respectivamente, a pertinéncia e nao pertinencia do elemento x em F.

Segundo esta definicao cada subconjunto classico de X é um subconjunto fuzzy em
X, onde a funcao de pertinéncia é a funcao caracteristica do subconjunto.
Usaremos a notacao F(R") para a familia de subconjuntos fuzzy de R", onde os a-

niveis sao dados por:

[A]" = {x € R"/ua(z) > a} para todo « € [0, 1]e

[A]° = suppA

Definigao 3.1.2. Seja X = R. Dizemos que um subconjunto fuzzy A € R é um nimero

fuzzy quando:
1. existe xq tal que pa(zo) =1
2. o suporte {x : pa(xg) =1} € limitado
3. 0s a-niveis de A sao intervalos fechados

O conjunto fuzzy definido pela funcao de pertinéncia
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IZ8 sox < b
pa(r) =

S sex>b
satisfaz as propriedades de um ntumero fuzzy e é denominado nimero fuzzy triangu-
lar (figura 3.1). Usaremos a notacdo A = (a/b/c) para representar um numero fuzzy

triangular onde p4(a) = pa(c) =0 e ua(b) = 1.

Grau de pertinéncia

b
Intervalo real

Figura 3.1: Numero Fuzzy triangular (a/b/c)

Observemos que se o dominio de y, : [a,c] — [0, 1] é multiplicado por uma constante
A, entdao obtemos um nimero fuzzy triangular AA = (Aa/Ab/Ac) onde pya(Az) = pa(x)
para todo x € [a, ¢| Esta propriedade nao é um caso particular somente dos niimeros fuzzy
triangulares.

O lema a seguir caracteriza um elemento em E através dos seus a-niveis.

Lema 3.1.1. Seja [af,a$],0 < a < 1 uma familia de intervalos nao vazios.Se

1. [a%,a$] D [d?, af) para todo 0 < o < 3

2. [limy_yoo af®, limy o0 ag*] = [ag, as]

onde ay € uma sequéncia ndo decrescente convergindo para o € (0,1],entao a familia
[af, a$],0 < o < 1 representa os a-niveis de um elemento E.Por outro lado se [af, a$],0 <

a <1 representa 0s a-niveis de um elemento E entdo sao vdlidas as condigoes 1) e 2).
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Definicao 3.1.3. A extensdo de Zadeh de uma func¢ao f : R — R € a fungdo ftal que,

e (l’) _ Sup#U(T)Teffl(x) se f_l(gj) 7& 0
fan 0 se f_l(:L’) -y

onde U € um subconjunto fuzzy com suporte em R.
A demostragio do teorema abaixo pode ser encontrada em [2].

Teorema 3.1.1. Se F : R" — R" ¢ continua entio a extensio de Zadeh f: F(R™) —

F(R™) estd bem definida e

para todo o € [0, 1]
Aplicando o teorema 2.1.1 a funcio () = AU entdo obtemos [f(u)} =[AA]"=X[A]"
de modo que multiplicar um nimero fuzzy A por um escalar \,é equivalente a multiplicar

todos os a-niveis de A por A. Portanto, temos que: x € [A]* se, e somente se Az € [A\A]*

ou equivalentemente p4(z) = pya(Azx)

3.1.1 Extensao do campo deterministico

Considere a seguinte equacao auténoma

' (t) = flx(t
() = £ o)
z(0) = xo
com f: R — R continua e x5 € R. Supondo que a varidvel de estado seja incerta, a
idéia proposta por Seikkala ([8]), consiste em aplicar o principio da extensao de Zadeh ao

campo deterministico f obtendo assim um problema de valor inicial fuzzy proveniente do

sistema (3.1)

K () = f(x(t
(1) = i(a() )
x(0) = %
com f: F(R) — F(R) e zy subconjunto fuzzy de E.
Como a funcao f é continua, o teorema 3.1.1 garante que os a-niveis do campo fuzzy

f satisfazem

[t0] " = £(9%) = (A5, 25), folat, 23)]
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onde
fi(af,25) = min{ f(z) : x € [x(t)]* = [27, 25]
fo(af, %) = max{f(z) : v € [x(1)]* = [z, 5]

Uma fungao x(t) que associa a cada ¢ € [0,7] um subconjunto fuzzy em Festd bem

(3.3)

definida se existem fungdes z¢{ : [0,7] — R e 2§ : [0,7] — R, tais que para todo

a e [0,1]

[X(t)"] = [7(8), 23 (B)].
Se a fungao x : [0,7] — E for diferencidvel no sentido de Hukuhara (2 e 4), entao a

derivada de %(¢) pode ser definida como a fungao %' : [0, 7] — F cujos a-niveis satisfazem

X' ()" = [(=1)(1), (23)'(1)] -
Pelas igualdades acima, o sistema associado (3.2) pode entao ser reformulado em um

sistema bidimensional deterministico

(27)'(t) = fi(af, 25), 27(0) = 5,
(25)'(t) = falay, 23), 25(0) = 25y

de modo que para cada « € [0, 1] as fungoes x{ e x§ determinam os a-niveis de X(t).

(3.4)

A existéncia de solugao tnica para o sistema (3.2) é garantida pelo teorema abaixo

devido a Seikkala.
Teorema 3.1.2. Suponha que f satisfaca
|f(f1f,t> - f(tafﬂ < g(t7 ’J: _TD? I‘,T eR

onde g : Ry x Ry — Ry e continua tal que r — g(t,r) € nao decrescente e o problema

de valor inicial

u'(t) = g(t,u(t)), u(0) = ug (3.5)

tem uma solugio em Ry para ug > 0 e que u(t) = 0 € a unica solugio de (3.5) para

ug = 0. Entao o problema de valor inicial(3.2) tem solugdo fuzzy unica.

Exemplo 3.1.1. Consideremos a equagao diferencial fuzzy
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(3.6)

que € a extensao de Zadeh do modelo de Malthus. Para este problema tomando a fung¢ao
g(t,r) =r, sa condigcoes do teorema (3.1.2) sdo sastisfeitas. A solugdo tinica € determi-

nada pelo sistema deterministico bidimensional

(3.7)

cuja solucao

$ao os a-niveis de i(t).

Na figura (3.2) temos o grafico da solugao fuzzy %X(t) do sistema com condigao inicial

sendo o numero fuzzy triangular %o = (595, 600, 605).

800 T T T

800

400

200

Solugao fuzzy

—200

—400

—600

-800

Figura 3.2: Solugao do sistema fuzzy (3.6) com suppzy = (595, 605).

E importante observar que o comprimento do suporte de X(t) é crescente em relagdo

ao tempo,uma vez que, z$(t) é decrescente e x5(t) é crescente para todo 0 < o < 1 a
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partir de um determinado ¢;. Portanto, conceitos relacionados aos estados de equilibrio
do sistema associado nao estao bem definidos. O fato do suporte da solugao fuzzy X(¢)

ser crescente com relacao a t nao é um caso particular do exemplo acima segundo Kaleva

[4].

Proposicao 3.1.1. Se ¢ : I — E" ¢ diferencidvel em I = [0,T], entdo para cada

a € (0,1] a fungdo t — diam[z(t)]* é ndo decrescente em I

3.1.2 Extensao do fluxo deterministico

Consideremos o sistema de equacoes autonomas

(3.8)

Vamos supor que f : R® — R", satisfaca algum critério que garanta existéncia e
unicidade de solucdo. Neste caso, a solucao z(t)do sistema (3.8)¢é unicamente determinada
pela condigao inicial e o tempo ¢ ([5]). Para enfatizar isto, vamos representar tal solugao
por

oi(zg) : Ry x R" — R"

ou seja,po(zo) e Yi(zo) = f(pi(xo)); a solugdo () é denominada fluxo gerado pelo
campo vetorial f. Admitindo que a condicao inicial seja incerta, ou seja, z(0) = %o € E",

entao temos um sistema fuzzy associado

(3.9)

Neste caso, a solucao depende de uma condigao inicial fuzzy.A solucao para o sistema
associado(3.9) por esta abordagem é definida como sendo a fungao obtida pela aplicagao

do principio da extensdo de Zadeh ao fluxo deterministico ¢:(zg) obtendo assim

01(Zo) : Ry x F(R™) — F(R™).

Pela continuidade de ¢;(zg) com relagao a condigao inicial xq ([5]), a igualdade



Capitulo 3. Problema de Valor Inicial Fuzzy 33

[@(/fo)]a = Pt ([550]&) (3-10)

é satisfeita para todo a € [0, 1]. Portanto, a tragetéria determinada por @;(Zy) consiste
de uma familia de tragetérias deterministicas dadas por ;. Para cada * € R", o grau de
pertinéncia da trajetdria ¢,(T) em ¢;(Zo) é igual ao grau de pertinéncia de T em Ty pois

pelo principio da extensao de Zadeh

K@) (P (T)) = sup{pa, (1) = @u(T) = u(T)}-
A igualdade ¢, (T)vale, em particular para ¢t = 0, ou seja, 7 = Z. Logo, o supremo é

tomado em um conjunto unitario, portanto

13,0 (91 (T)) = 1z, (T).

Para o caso em que 3 é um subconjunto fuzzy de E™, entao temos os a-niveis de Ty
convexos e compactos e, como consequéncia, ¢; ([To]*) também é convexo e compacto para
todo a € [0, 1]. Sendo assim, ¢;(To) é um subconjunto fuzzy de E™ para todo t € R,.

Se considerarmos o caso em que a subjetividade aparece nos parametros da funcao f,

entao precisamos aplicar a extensao de Zadeh ao fluxo do sistema deterministico

(3.11)

onde zop € R" e b € R™ é um vetor de parametros para f. Portanto, adicionando ao

sistema acima as equacoes

b, =0
b, =0
(3.12)
bo=0
\

temos um novo sistema de dimensao n + m
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W (t) =0 (3.13)
2(0) = (0, b)

onde o vetor de parametro b aparece agora na condicao inicial. Dessa forma, voltamos ao
caso descrito acima onde somente a condigao inicial é fuzzy ©;(Zo). A defini¢ao de estados
de equilibrio e estabilidade dada em ([7]) é andlogo ao caso cldssico, porém como estamos
sobre espagos dos niimeros fuzzy, a métrica utilizada é a de Hausdorff ([2]), isto é, dados

conjuntos A C R" e B C R", a distancia entre A e B é dada por:

dy(A, B) = max{sug inf e pl|lz — yl|, sup,epinfyeallz — yl| }-
yE

Proposigao 3.1.2. Se 2* ¢ um estado de equilibrio para (3.8) entao Xpu«y € um estado

de equilibrio para (3.9). Além disso:
1. Xy € estdvel para o sistema (3.9) se, e somente se, ©* ¢ estdvel para (3.8);

2. Xpz+y € assintocamente estdvel para (3.9) se, e somente se, x* € assintoticamente

estavel para (3.8);
3. Xigwy € instdvel para (3.9) se, e somente se, x* € instdvel para (3.8)

Demonstragao: Consulte [(7)] ]
O item 2 da proposicao acima pode ser reformulado em termos do suporte da solucao
fuzzy (), conforme veremos na proposi¢do abaixo. Antes porém, vamos enuciar e

demonstrar um resultado meramente técnico.

Lema 3.1.2. Sejam K C R™ um conjunto compacto, f : R, x K — R" continua tal
que limy_, f(t,z) = x* para todo x € K. Dado € > 0, existe T > 0 tal que, para todo

t > T, temos |f(t,x) — x*| < € para todo x € K.

Demonstracao. Do contrario existiria ¢ > 0 tal que, para todo T > 0, existiriam
t>Tex e K tal que |f(t,x) — x2*| > e. Em particular esta propiedade seria valida para
T, = n, n € N. Isto é, existiriam ¢, > T, e x, € K de modo que |f(t,,z,) —z*| > €
para todo n € N. Porém, como K é compacto, entao, passando a uma subsequéncia

se necessario, temos que lim, .z, = zp. Da continuidade da f(¢,z) teriamos que
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e < lim, o |f(tn, ) — x*| = |f(x0,lim, o0 t,) — 2*| = 0, de modo que chegarfamos

num absurdo.

Proposicao 3.1.3. Seja x* € R™ o unico estado de equilibrio globalmente assintotica-
mente estavel em alguma regiao D C R™ e x* nao depende de parametros fuzzy para o

fluzo pi(xg). Se [Tola C D para todo o € [0, 1] entdo

i supp (@(%0)) = {27}

Demonstragio. Pelo teorema (3.1.1) temos que [3;(Zo)]° = ¢ ([Z]°). Para demonstrar
a afirmacao, precisamos mostrar que para todo € > 0 dado, existe ty > 0 a partir do qual,
a distancia, pela métrica de Hausdorff, do conjunto Sy, = ¢ ([70]°) = {4, () : € [75]°}
ao conjunto {z*} é menor do que e. O lema (3.1.2) assegura que, existe 7' > 0 tal que
]0

€ ~
para todo t > T temos |pi(z) — z*| < 5 bara todo x € [79])”. Logo, tomando ty > T,

temos que:

dit (Supy{2*}) = max{ sup inf |l —yl, sup inf o —y]
YESt, ze{z*} ze{a*} yE€St,

= max { sup |ly —a"[|, inf [jy — 27|
yEStO yEStO

% €
= sup [ly -7 < 5 <e
yEStO

0 que prova a afirmacao.

Proposigao 3.1.4. Seja D C R?. Suponhamos que (o) admita um ciclo limite @
assintoticamente estdvel em D ndo dependente de pardametros fuzzy. Se [To]* C D para
todo o € [0, 1] entao

tgnoo supp (2+(T0)) = {p}-

Demonstragio. Pelo teorema (3.1.1) temos que [3,(70)]° = ¢4 ([2]°). Por definicao,
se y € {¢}, entdo existe uma sequéncia t,(y) — oo, n € N, tal que lim,, o 1, () (%) = ¥y
para todo z € [Zy]°.Dado € > 0, consideremos o conjunto Sy = { ¢, () : = € [Z0]°,y € {¢}}
onde k € N é tal que [, ) (x) —y| < g Tal k existe pois, caso contrario, poderiamos
construir sequéncias ¢, — 0o e x, — xg tal que |¢y, (z,) —y| > g Para todo y € {¢},

o que seria um absurdo pois, ¢ é ciclo limite para fluxo deterministico ¢;(z). Logo, temos

que:

. . €
i (St ) = max{ sup inf flo =yl sup inf [lo—yll} < § <
©

ye{p} Tk zeS Y
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0 que prova a afirmacao.

Das proposicoes 3.1.3 e 3.1.4 concluimos que quando t — oo, a subjetividade das
solugoes desaparecem se a solucao admitir um ponto de equilibrio assintoticamente estavel

ou quando a solucao é limitada.

Exemplo 3.1.2. Consideremos a equacao fuzzy proveniente do modelo de Malthus

O estado de equilibrio para esse sistema é x* = 0 que satisfaz as condicoes da pro-
posicao (3.1.3)quando A < 0. Portanto, podemos concluir que os a-niveis do fluxo @;(xo)
convergem para {0}. De fato pois, para o modelo deterministico a solugio é p;(zy) = zoe
e pelo teorema 3.1.1 temos que os a-niveis de @;(7y) sdo dados por [P(7o)]* = [To]“eM.

Logo, se A < 0 o termo exponencial tende a zero. A figura (3.3) ilustra a solucao de @(Zp)

onde a condigdo inicial é o nimero fuzzy triangular 7o = (5/10/15).

Solugao fuzzy

| |
Q 50 100 150 200 250
Tempo

Figura 3.3: Solugao fuzzy do Modelo de Malthus. Condigao inicial fuzzy: zo = (5/10/15)
e A= —0,012
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3.2 Sistemas p-fuzzy

3.2.1 Introducgao

As equacoes diferenciais e de diferengas deterministicas constituem uma poderosa fer-
ramenta para a modelagem de fenomenos cujas varidveis de estados estao sujeitas a va-
riagooes ao longo do tempo. No entanto, para a modelagem deterministica ser eficiente
é necessario que tenhamos um conhecimento um tanto profundo das relagoes existentes
entre as variaveis e suas variagoes. E o conhecimento do fendmeno que torna possivel a es-
colha das fungbes que determinam as variagoes com relagao ao estado (valor) da varidvel.
Em muitas situacoes porém, esta relacao entre variaveis e variagoes é somente conhecida
parcialmente, o que torna a modelagem deterministica menos aplicavel. Por outro lado, a
modelagem através de equagoes variacionais fuzzy embora comportando subjetividades,
também nao sao aplicaveis a modelagem de fenomenos com relagoes parcialmente conhe-
cidas. Isto vem do fato que estes modelos sao provenientes de modelos deterministicos.

A subjetividade suportada pelas equagoes fuzzy se refere a imprecisoes quanto aos
estados iniciais das varidveis (fuzziness demografica) e parametros (fuzziness ambiental).
De modo geral, ambos os tipos de fuzziness estao presentes em equacoes de dinamica
populacional. Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre estabilidade para
sistemas iterativos baseados em regras fuzzy ou, sistemas p-fuzzy. Os sistemas p-fuzzy
incorporam informacoes subjetivas tanto nas variaveis quanto nas variagoes e suas relagoes
com as variaveis, sendo portanto uma ferramenta muito ttil para modelagem de feomenos

cujo comportamento é parcialmente conhecido.

3.2.2 Sistemas p-fuzzy

Denominamos de sistema p-fuzzy ao sistema iterativo

Tpy1 = f(or)

o € R™ dado

(3.14)

onde f(xy) é quase linear, isto é, f(z) = A(x), A(zxg) € R™ e A(xy) é obtido por um
sistema baseado em regras fuzzy. Os sistemas p-fuzzy sao basicamente constituidos de

variaveis linguisticas de entrada e saida e um controlador fuzzy(ver figura (3.4)).
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Controlador 1
= > e g

( Modelo matematico

Figura 3.4: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy

Variaveis linguisticas sao variaveis de estado que, quantitativamente, sao expressas por
conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy representam os estados da varidvel que, em geral, sao
expressos por valores subjetivos como pequeno, muito, alto, etc. Por exemplo, supondo
que a variavel linguistica seja populacao, seus estados subjetivamente podem ser baixa,
média e alta. Os termos subjetivos que determinam os estados das varidveis sao denomi-
nados termos linguisticos. Os termos linguisticos sao importantes para a modelagem, pois
definem os estados das varidveis. Quanto mais termos linguisticos, mais precisos estao os
estados assumidos pelas variaveis. Um controlador fuzzy é constituido basicamente por
um fuzzificador, uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador (veja
figura (3.5)). No fuzzificador cada entrada do sistema ¢é transformada em um conjunto
fuzzy, ou seja,se o € R™ é uma entrada do sistema, o fuzzificador associa a esta entrada
uma fungao de pertinéncia p,,(a) Em muitos casos, a fungao ., (a) é a prépria fungao
caracteristica de g

A base de regras ¢ um conjunto formado por regras fuzzy que relacionam os termos
linguisticos das variaveis de entrada e saida. A base de regras é considerada como um
elemento integrante do nicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base satisfaz a seguinte

estrutura:

SE a est4d em A; ENTAO b estd em B;

onde A; e B; sao conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das varidveis de
entrada e saida, respectivamente. A expressao a estd em A; significa que uy,(a) € [0, 1].

Tanto o conjunto fuzzy Ai quanto Bi podem ser produtos cartesianos de conjuntos fuzzy,
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isto é, A;, = Aj X Ajp X ... X Ajp e B = Aj1 X Bjgs X ... X By;,. Neste caso, cada
conjunto fuzzy A;; e Bj, representa um termo linguistico para a j-ésima varidvel de en-
trada e k-ésima variavel de saida e, a expressdao a estd em A; significa que pg(a) =
min{fia, , fba,, - fra,. € [0,1]}. B na definicao da base de regras que as informacoes do
fenomeno em estudo sao utilizadas. Para cada estado definido pelos termos linguisticos da
variavel de entrada, é definifido uma regra. Sendo assim, quanto mais termos linguisticos

mais informagoes sao incorporadas na modelagem.

Lo

Fugificador

Figura 3.5: Estrutura do controlador fuzzy

O método de inferéncia é o mecanismo pelo qual as informacoes subjetivas definidas
pela base de regras sao avaliadas matematicamente. E neste estagio que para cada valor
assumido pelas variaveis de entrada, o valor das varidveis de saida sao determinadas de
acordo com a base de regras. Assim como a base de regras, o método de inferéncia é
considerado parte integrante do nicleo do controlador fuzzy. O método de inferéncia
utilizado neste trabalho é conhecido como método de inferéncia de Mamdani ou método
MAX-MIN. Neste método, cada regra é considerado como um relagao fuzzy e nao como
implicacao légica. A relacao entre as variaveis linguisticas é caracterizada pelo operador
MIN, isto é, cada regra é considerada uma relagaoo fuzzy R; onde o grau de pertinéncia

para cada par (a,b) é:

MRi(a7 b) = mm{pAl (a)v :uBz(b)}

A relacao entre cada regra é caracterizada pelo operador maximo, ou seja, a relacao
fuzzy R que representa o modelo determinado por uma base de regras, é obtida pela uniao

(maximo) de cada regra individual, de modo que para cada par (a,b) temos:
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pr(a,b) = mazi<i<p{pa,(a) A pp,(b)}

onde A representa o operador MIN. Agora, para cada entrada desejamos encontrar uma

acao correspondente, isto é, para um conjunto A de dados de entrada, queremos determi-
nar um conjunto B de dados de saida. Pelo método de Mamdani, a funcao de pertinéncia

de B é dada por:

pp(b) = mazi<icn {maza{pa(a) A pa,(a)} A s, (b)}

Se a entrada for um conjunto cldssico unitario, entdo pa(a) =1 e pa,(a) <1 Logo, a

expressao acima resulta em:

pp(b) = mazi<icnipia, (@) A pp,(b)}

e, portanto, temos o conjunto fuzzy B que representa a acao para cada entrada A (figura

O papel do defuzzificador é converter cada conclusao obtida pelo método de inferéncia
em um numero real que melhor representa a acao a ser tomada. No caso dos sistemas
p-fuzzy, o nimero real obtido pela defuzzificacao é acrescentado ao valor assumido pela
variavel de entrada no instante £, alimentando o sistema interativo. Um dos principais
métodos de defuzzificacdo é o centro de massa, que para variaveis continuas é dado pela

expressao

 Jo bus(b)db

)= st

Notemos que o controlador fuzzy pode ser visto como uma funcao f : R" — R™, ja

que dado um valor de entrada, existe um tnico valor de saida correpondente.

3.2.3 Sistema p-fuzzy unidimensional

Nesta secao, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados importantes
sobre a existéncia e unicidade de estados de equilibrio para sistemas p-fuzzy. Consideremos

o sistema p-fuzzy unidimensional
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Tp1 = Tp + Axy, (3.15)
9 € R

onde Az é a saida defuzzificada de um controlador fuzzy tipo Mamdani. O sistema acima

estd em estado de equilibrio quando

=1 = xR <= Azg) =0

Definigao 3.2.1. Seja {A;}, ., uma familia de subconjuntos fuzzy com suppA; = (aj,az,;).

Dizemos que os conjuntos A; sao sucessivos se satisfazem.:
1. supp(A;) N suppAipr # 0;
2. supp(A;) N suppA; # 0 se |i — j| > 2;
3. sejam T e T tais que fia, (T) = pa,,, () =1, entio T < 7.

Definicao 3.2.2. Consideremos um sistema p-fuzzy e uma familia de subconjuntos suces-
sivos {A; }1<i<k. Se para x1, Ty € supp(A;, Aiv1) as variagoes Axy e Axy possuem sinais
contrdrios, entao o subconjunto fuzzy A* = A; N A;11 € demominado conjunto vidvel de

equilibrio e supp(A*) € uma regiao vidvel de equilibrio.

Como veremos nos resultados seguintes, o sistema p-fuzzy admite um estado de equilibrio
digamos z*, sempre que hd uma regiao de equilibrio supp(A*). Neste caso, as regras as-

sociadas aos conjuntos A; e A;;1 da definicao acima satisfazem:
1. se a estd A; entdao b estd em B;;
2. se a esta A; 1 entao b estd B 1;
com suppA; C R, (R_) e suppA;+1 C R_(R;)

Teorema 3.2.1. Se um sistema p-fuzzy S admite uma regiao vidvel de equilibrio supp(A*),
entdo S possui ao menos um estado de equilibrio em supp(A*), ou seja, existe x* €

supp(A*) tal que A(z*) = 0.

Para demonstracao Consulte [2]

A unicidade do estado de equilibrio exige algumas restrigoes dos conjuntos sucessivos

que determinam os termos linguisticos do sistema p-fuzzy S.
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Teorema 3.2.2. Sejam 14, € pua,,, mondtonas em supp(A*) = (a},,,a?), a; € a1 tais
que fia;(a;) = pa,,,(aiv1) = 1.5e a; < ajyy € a1 < ai entao o estado de equilibrio é

unico em supp(A*).

Para demonstracao Consulte [2]

A analise de estabilidade do estado de equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional
é feita de modo andlogo ao caso deterministico, isto é, avaliando a derivada de f(z) =
r+A(x) em z*. Portanto, o sistema p-fuzzy serd estavel quando 0 < A’(z*) < 2 e instavel

caso contrario.
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Conclusao

4.0.4 Confronto entre a abordagem deterministica e abordagem

Fuzzy

Atualmente a idéia de alguns pesquisadores é contrapor modelos deterministicos a modelos
mais flexiveis, que contemplam uma certa dose de incerteza tratada com a logica Fuzzy,
assim um dos desafios desses pesquisadores é formular matematicamente a subjetividade
propria de fendomenos naturais, ou de como sao vistos, para tentar previsoes coerentes. A
maior critica ao uso, cada vez mais abrangente, da l6gica Fuzzy recai sobre o fato de que
as solucgoes obtidas por meio desse processo sao, quase sempre, menos rigorosas quando
comparadas as solugoes ”exatas” da teoria classica. Nas préximas secoes relacionaremos as
abordagens deterministica e Fuzzy de crescimento logistico generalizado das populagoes
de Teresina e do Piaui concluindo que a incerteza da condicao inicial nao modificara as
caracteristicas do crescimento da funcao logistica generalizada e portanto terda valores

populacionais bem préximos da realidade.

4.0.5 Crescimento Logistico generalizado aplicado a populacao

de Teresina

Vamos aplicar o modelo logistico generalizado com o« = § = v = 1 para a populagao
da cidade de Teresina. Vimos que se @« = f = 7 = 1 entao temos o modelo logistico

classico. Assim considerando os dados do IBGE em anexo para a populacao de teresina,
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consideremos a seguinte funcao:

dN
v (1-7)
dt

que tem como solucao:
Nok

N(t) =
( ) NO + (k, _ No)efa(tfto)

que podemos escrever da seguinte maneira:

NoK ea(t=to)

N(t) = Nyelt—to) + K — N,

pondo Ny = 142691, K = 3000000 e tg = 1960 temos a seguinte funcao:

3000000¢:040189(t—1960)
e0,040189(t1960)  92(), 024451

N(t) =

Veja que a funcao de crescimento relativo é linear, decrescente com relacao a N(t) e
tendendo a zero quando N(t) — k. Isto é, a varigdo da populagdo é menor quando o
nimero de individuos se aproxima da capacidade suporte. Como o termo exponencial
no denominador tende a zero quando ¢t — 00, independentemente da condicao inicial
N(t) — k quando t — 00, ou seja, o estado de estabilidade N* = k é assintoticamente

estdvel. Assim o grafico dessa fungao é determinado pela figura (4.1)

4.0.6 Crescimento Logistico generalizado aplicado a populacao
do Piaui
Da mesma forma como foi feita pra a populacao de Teresina vamos aplicar o modelo

logistico generalizado para a = = v = 1, obtendo a seguinte funcao que modela bem

esse crescimento:

d—N:aN(l—E)
dt
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(3000000*(exp(D.040189* (x-1960))))/(exp(0.040189%(x-1960))+10.024451) ——
(3000@’:9?‘{’ D.040189*(x-1960))))/( exp(0.040189" OTF20.024451T ———
(3000000*(exp(D.040189* (x-1960))))/(exp(0.040188%(x-1960))+30.024451) ——

—

25e+006 |

2e+006 L

15e+006 L

1e+006 |

500000 }

0 i i ; ; i ;
1700 1800 1800 2000 2100 2200 2300 2400 2500

Figura 4.1: Fungao Logistica Generalizada da populacao de Teresina

que tem como solucao:
Nok

N(t) = NO i (k _ No)e—a(t—to)

que podemos escrever da seguinte maneira:

NoK ea(t=to)
— Noeelt=to) + [ — N,

N()

pondo Ny = 1263368, K = 8000000 e to = 1960 temos a seguinte funcao:

80000006002¥ﬂ2@71wm)
60,024512(t—1960) + 57 332280

N(t) =

Assim o gréfico dessa funcao é determinado pela figura (4.2)

A teoria dos conjuntos Fuzzy é um um argumento a mais para a continuidade e
evolucao da matematica, esta que tem um papel fundamental no desenvolvimento da
humanidade. As solucbes previstas pela matemaética classica, num certo sentido, fazem

parte das solucoes obtidas a partir da Logica Fuzzy.
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(80663008

(8000000*(g xp(O 024512* (x- 1900)))) (exp(0.024512° - 1900))+5 332280) S

(BRI

o o

6e+006 L

Se+006 L

A4e+006 |

3e+006 L

2e+006 L

1e+006

(0.024512* (x-1960))))/{exp(D. 024512* 19 —

xp(0.024512" (x-1960))))/(exp(0. ,-’r 2*()( 1960))+4.152280) ——— |

Figura 4.2: Funcao logistica generalizada da populagao do Piaui
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