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Resumo

Consideramos o modelo não-linear descrito por um fluido micropolar em uma região

limitada e suave do Rn (n = 2, 3) com controles distribuidos com suporte em um pequeno

subconjunto do domı́nio. Admitimos hipóteses convenientes sobre a base e introduzimos

a aproximação de Galerkin para o sistema de fluidos micropolares controlável. Usando

o Método da Unicidade de Hilbert combinado com um argumento clássico de ponto fixo

provamos a controlabilidade exata para este sistema de dimensão finita.

Palavras-chaves: Controlabilidade Exata, Aproximação de Galerkin, Fluidos Micropo-

lares.
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Abstract

We consider the nonlinear model describing micropolar fluid ina a bounded smooth

region of Rn (n = 2, 3) with distribuited controls supported in small subset of this domain.

Under suitable assumptions on the Galerkin basis, we introduce Galerkin’s approximations

for the controllable micropolar fluid system. By using the Hilbert Uniqueness Method in

combinations with a fixed point argument, we prove the exact controllability result for

this finite-dimensional system.

Keywords: Exact Controllability, Galerkin’s Approximations, Micropolar Fluids.
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Introdução

SejaΩ ⊂ R3 um conjunto aberto limitado cuja fronteira Γ é considerada bem regular.

Considere O ⊂ Ω aberto, não-vazio e suficientemente pequeno. Para T > 0, consideramos

o domı́nio ciĺındrico Q = Ω×(0, T) ⊂ R4 com fronteira lateral Σ = Γ×(0, T). Denotamos

por n = n(x) o vetor normal unitário externo a Ω no ponto x ∈ Γ .

Usamos as notações y, w e p para o campo de velocidade, velocidade angular de

rotação das part́ıculas do fluido e distribuição de pressão, respectivamente.

As equações que governam o movimento são as seguintes:

yt − (µ+ µr)∆y+ (y · ∇)y+∇p = 2µr∇×w+ u1O em Q,

wt − ĉ∆w+ (y · ∇)w− c∇(∇ ·w) = 2µr∇× y+ v1O em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = w = 0 em Σ,

y(0) = y0,w(0) = w0 em Ω,

(1)

onde ĉ = ca + cd e c = co + cd − ca.

Em (1), O é o domı́nio de controle, u e v são as funções de controle que atuam sobre

o sistema, 1O é a função caracteŕıstica de O, e as constantes positivas µ, µr, co, ca e cd

caracterizam as propriedades f́ısicas do fluido: µ é a viscosidade Newtoniana usual e µr,

co, ca e cd são viscosidades adicionais relacionadas com a falta de simetria do tensor de

tensão e, consequentimente, ao fato de que o campo de rotações internas w não se anula.

Estas constantes satisfazem a desigualdade co + cd > ca (c > 0).

Para a dedução do modelo e discussões f́ısicas relacionadas, ver Condiff e Dalher [6],

Eringen [10], [11], Lucaszewicz [27] e Petrosyan [33]. Observamos que (1) inclui como

caso particular as clássicas equações de Navier-Stokes, as quais têm sido amplamente

estudadas (ver, por exemplo, Ladyzhenskaya [22] ou Teman [37]). Neste caso µr = 0 e

as equações (1)1 e (1)2 são dissociadas. Vários experimentos mostram que as soluções do

modelo de fluidos micropolares descrevem melhor o comportamento real de vários fluidos
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Sumário 2

que as soluções correspondentes das equações de Navier-Stokes. Em particular, esta não

linearidade associada ao sistema também pode ser usada para simular o comportamento

de cristais ĺıquidos, fluidos poliméricos e sangue em vasos finos (ver [1], [4], [9], [19], [34],

[36]).

Uma boa referência dos aspectos matemáticos de (1) é [27]; esta contém resultados

importantes de existência e unicidade. Em [35] a existência de uma solução forte é provada

usando o método de Galerkin.

Devido à dissipação e não-reversibilidade do sistema, é claro que não se pode esperar

a controlabilidade exata do modelo de fluidos micropolares com soluções arbitrárias (do

mesmo modo como nas equações de Navier-Stokes). Por outro lado, a controlabilidade

aproximada é uma questão aberta para o modelo. Porém, a noção de controlabilidade

aproximada não parece ser muito significativa. De fato, mesmo se pudéssemos obter uma

vizinhança arbitrária de um determinado alvo {yT ,wT} no tempo T pela ação de um

controle, a questão sobre o que fazer após o tempo T para ficar na mesma vizinhança

permanece aberta.

No contexto das equações de Navier-Stokes, existem resultados de controlbilidade ex-

ata local para trajetórias não-controladas obtidas em Fursikov-Imanuvilov [18], Imanuvilov

[20] e Fernández-Cara [14]. A controlabilidade aproximada global das equações de Navier-

Stokes 2-D com condições de contorno foi obtida por Coron [7]. Combinando os resultados

de controlabilidade aproximada global e controlabilidade local, a controlabilidade exata

global para o sistema de Navier-Stokes 2-D foi analisada em Coron-Fursikov [8]. Em

[24] e [25] Lions e Zuazua introduziram a aproximação de Galerkin de dimensão finita

para o sistema de Navier-Stokes, e provaram que estas aproximações de Galerkin são

exatamente controláveis. Os problemas de controle ótimo associados com as equações

de Navier-Stokes também possui um alcance grande e importante em aplicações. Estas

questões foram estudadas, por exemplo, por Fursikov [15] e por Gunzburger e Hou em

[16] e [17].

Concernente aos resultados de controle para fluidos micropolares, Fernández-Cara e

Guerrero em [13] estudaram a controlabilidade exata local para trajetórias do sistema (1).

Note que este caso envolve uma dificuldade. A razão principal é que w é uma variável

não-escalar e as equações satisfeitas por suas componentes wi são associadas aos termos

de segunda ordem ∂i(∇ · w). No presente trabalho estudamos a controlabilidade exata
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para fluidos micropolares segundo a aproximação de Galerkin, e alcançamos basicamente

o meso ńıvel de conhecimento como no caso das clássicas equações de Navier-Stokes. Os

resultados dados neste trabalho podem ser aplicados para diferentes modelos de fluidos

mecânicos. Alguns destes modelos, tal como os sistemas de Boussinesq generalizados (ver

[2]) e as equações descritas por cristais ĺıquidos (ver [19]) são intensamente estudados.

Este artigo é organizado da seguinte maneira: No caṕıtulo 1, expomos algumas defini-

ções e resultados preliminares que utilizamos ao longo do trabalho. No caṕıtulo 2, in-

troduzimos a aproximação de Galerkin para (1) e mostramos que tal aproximação tem

uma única solução {y,w} ∈ C0([0, T ];E) × C0([0, T ]; F). No caṕıtulo 3, estabelecemos os

resultados de controlabilidade exata para o sistema de dimensão finita. A prova é baseada

no Método da Unicidade de Hilbert introduzido por Lions (ver, por exemplo, [23]) para

estudar a controlabilidade exata do sistema linear associado e uma técnica do ponto fixo.



Caṕıtulo 1

Noções e Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo faremos menção de algumas definições e resultados que julgamos impor-

tantes para o desenvolvimento do presente trabalho. Portanto, demonstrações não serão

feitas apenas mencionaremos as referências onde estas podem ser encontradas.

1.1 Os espaços Lp(Ω)

Definição 1.1. Sejam 1 6 p < ∞ e Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável. Definimos o

espaço de funções Lp(Ω) por

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e ‖f‖p <∞},

onde

‖f‖p =

( ∫
Ω

|f(x)|pdx

) 1
p

.

Para p = ∞, definimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e ‖f‖∞ <∞},

onde

‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess{|f(x)|} = inf{C > 0; |f(x)| 6 C q.s. em Ω}.

Quando p = 2 podemos definir uma estrutura hilbertiana no espaço L2(Ω) através do

seguinte produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

4
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Lema 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p <∞ e 1 < q <∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1.

Então dados α,β > 0 temos

αβ 6
1

p
αp +

1

q
βq.

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 6 p 6 ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Se f ∈ Lp(Ω)

e g ∈ Lq(Ω), então o produto f · g está em L1(Ω) e vale

‖f · g‖1 6 ‖f‖p‖g‖q.

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 6 p 6 ∞ e f,g ∈ Lp(Ω). Então a

soma f+ g está em Lp(Ω) e vale

‖f+ g‖p 6 ‖f‖p + ‖g‖p.

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.3. Os espaços Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, são espaços de Banach.

Demonstração: Vide [3].

1.2 Introdução às Distribuições

Definição 1.2. Chama-se de mult́ındice a qualquer k-upla α = (α1, ...,αk), onde αi ∈ N,

∀i = 1, ...,k. A ordem de um mult́ındice α = (α1, ...,αk) é o número |α| = α1 + · · ·+ αk
e o operador derivada parcial de ordem |α|, denotado por Dα, é definido como segue

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αk
k

.

Definição 1.3. Seja u uma função mensurável definida quase sempre em Ω. Definimos

o suporte de u como sendo o complemeto do maior conjunto aberto W de Ω no qual u se

anula. Escreve-se:

supp(u) = Ω \W.
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Definição 1.4. Representa-se por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial das funções infinitamente

diferenciáveis em Ω com suporte compacto. Os elementos de C∞
0 (Ω) são chamados de

funções testes.

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) não é normado. Entretanto, para os propósitos da teoria

que nos interessa é suficiente definir uma topologia sobre C∞
0 (Ω), a fim de que possamos

falar em convergência. Tal noção de convergência foi introduzida por Laurent-Schwartz.

Definição 1.5. Seja (ϕn)n∈N uma sequência de funções em C∞
0 (Ω). Diz-se que (ϕn)n∈N

converge para ϕ em C∞
0 (Ω) quando forem satisfeitas as condições:

i. todas as (ϕn)n∈N possuem suportes contidos em um compacto fixo K ⊂ Ω;

ii. a sucessão (ϕn)n∈N converge para ϕ uniformemente em K, juntamente com todas

as suas derivadas de todas as ordens.

Definição 1.6. O espaço vetorial C∞
0 (Ω), munido da noção de convergência acima

definida, é representado por D(Ω).

Definição 1.7 (Distribuição sobreΩ). Denomina-se distribuições sobreΩ a toda aplicação

linear cont́ınua sobre D(Ω). Ou seja, uma distribuição é uma aplicação T : D(Ω) → R

tal que:

i. T(αφ+ βψ) = αT(φ) + βT(ψ), ∀φ,ψ ∈ D(Ω) e ∀α,β ∈ R;

ii. Se ϕn converge para ϕ em D(Ω), então T(ϕn) converge para T(ϕ) em R.

A ação de uma distribuição T , sobre os elementos ϕ ∈ D(Ω) será denotada por 〈T ,ϕ〉

e denotaremos o espaço vetorial de todas as distribuições sobre D(Ω) por D ′(Ω). Além

disso, dizemos que uma sequência Tn converge para T em D ′(Ω) quando a sequência

〈Tn,ϕ〉 converge para 〈T ,ϕ〉 em R, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Representa-se por L1loc(Ω) o espaço vetorial das funções u : Ω → R localmente

integráveis, ou seja, integráveis a Lebesgue sobre qualquer compacto K ⊂ Ω. Para cada

u ∈ L1loc(Ω) podemos associar uma distribuição Tu : D(Ω)→ R definida por

〈Tu,ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx.

Temos a seguinte cadeia de imersões cont́ınuas:

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1loc(Ω) ↪→ D ′(Ω).
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Definição 1.8. Seja T uma distribuição sobre Ω e α ∈ Nk um mult́ındice. Definimos a

derivada de ordem |α| de T como a forma linear DαT : D(Ω)→ R dada por

〈DαT ,ϕ〉 = (−1)|α|〈T ,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Nota-se que DαT é uma distribuição sobre Ω.

1.3 Noções de Integração de Funções Vetoriais

Seja (S,A,m) um espaço de medida abstrado e X um espaço de Banhach. Uma

aplicação u : S→ X é dita uma vetorial função simples, se u assume apenas um número

finito de valores distintos.

Uma função simples u : S→ X é dita A-mensurável, se

u−1{x} ∈ A, para cada x ∈ X.

Uma função simples, A-mensurável, u : S → X é integrável em relação à medida m,

também dita m-integrável, se

m{u−1{x}} <∞.

para cada x ∈ X, x 6= 0. Neste caso, a soma finita,∑
x∈X, x 6=0

m{u−1{x}}x,

que representa um vetor em X, é dita a integral de u em relação à medida m, e escreve-se:∫
S

udm =
∑

x∈X, x 6=0

m{u−1{x}}x.

Se x1, x2, ... , xr são valores vetoriais distintos assumidos por u, em subconjuntos

distintos S1, S2, ... , Sr, de S, então podemos escrever:

u(s) =

r∑
j=1

xjχSj(s)

onde χSj é a função caracteŕıstica de Sj. Temos então∫
S

u(s)dm =

r∑
j=1

xjm(Sj).
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A representação u =
∑r
j=1 xjχSj(s), quando os x ′js são todos distintos e os S ′js são

dois a dois disjuntos, é chamada a representação canônica de u.

Se u tem representação canônica u =
∑r
j=1 xjχSj(s), então

‖u(s)‖X =

∥∥∥∥ r∑
j=1

xjχSj(s)

∥∥∥∥
X

=

r∑
j=1

‖xj‖XχSj(s), ∀s ∈ S.

Além disso,∥∥∥∥ ∫
S

u(s)dm

∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥ r∑
j=1

xjm(Sj)

∥∥∥∥
X

6
r∑
j=1

‖xj‖Xm(Sj) =

∫
‖u(s)‖Xdm.

Teorema 1.4. Seja (un)n∈N uma sequência de funções simples definidas em S a valores

em X satisfazendo

lim
n,m→∞

∫
‖un(t) − um(t)‖Xdm = 0.

Então existe uma única função u : S → X tal que ‖u(t)‖X e ‖u(t) − un(t)‖X são

A-mensuráveis e

lim
n→∞

∫
‖u(t) − um(t)‖Xdm = 0.

Demonstração: Vide [5].

Em decorrência do teorema acima, denotamos∫
u(t)dm = lim

n→∞
∫
un(t)dm

e diz-se que
∫
u(t)dm é a integral de Bochner de u em relação a m. A coleção de todas

as funções u : S → X, que são Bochner integráveis ou integráveis no sentido de Bochner

é denotado por

B1(S,A,m;X).

Teorema 1.5. A função ‖ · ‖B1 : B1 → R, dada por ‖ · ‖B1 =
∫
‖u(t)‖Xdm, define uma

norma sobre espaço das funções Bochner integráveis. O espaço B1 munido dessa norma

é um espaço de Banach. Além disso, vale∥∥∥∥ ∫ u(t)dm∥∥∥∥
X

6
∫
‖u(t)‖Xdm.

Demonstração: Vide [5].

Definição 1.9. Dizemos que uma função u é fortemente A-mensurável quando existir

uma sequência de funções simples (un)n∈N tal que
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un(s)→ u(s) em X, q.s. em S

Teorema 1.6. Uma função fortemente A-mensurável, u : S → X é Bochner integrável

se, e somente se, ‖u‖X é integrável.

Demonstração: Vide [5].

1.4 Distribuições Vetoriais

Seja T um número real positivo e considere o intervalo aberto (0, T), juntamente com

um espaço de Banach X. Por Lp(0, T ;X), 1 6 p 6 ∞, representa-se o espaço vetorial

das funções vetoriais u : (0, T)→ X, definidas quase sempre em (0, T) com valores em X,

fortemente mensuráveis e tais que a função numérica t→ ‖u(t)‖X está em Lp(0, T). Em

Lp(0, T ;X) definimos a norma ‖ · ‖Lp(0,T ;X) : Lp(0, T ;X)→ R por

i. para 1 6 p <∞,

‖u‖Lp(0,T ;X) =
( ∫T

0

‖u(x)‖pXdt
) 1
p

;

ii. para p = ∞,

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T

ess‖u(t)‖X.

Com essa norma segue que Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, podemos definir uma estrutura hilbertiana

no espaço L2(0, T ;X) através do seguinte produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫T
0

(u(t), v(t))Xdt,

onde (u(t), v(t))X denota o produto interno em X entre u e v. Ou seja, se X é um espaço

de Hilbert, então L2(0, T ;X) é também um espaço de Hilbert.

Lema 1.2. Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos X ↪→ Y. Se 1 6 q < p 6∞, então

Lp(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ; Y).
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Demonstração: Vide [28].

Sejam X um espaço de Banach e X ′ o seu dual. Existe uma identificação entre os

espaços [Lp(0, T ;X)] ′ e Lq(0, T ;X ′), onde p, q ∈ R, com 1 6 p <∞ são tais que 1
p
+ 1
q
= 1.

Isto é,

[Lp(0, T ;X)] ′ ' Lq(0, T ;X ′).

A dualidade entre os espaços [Lp(0, T ;X)] ′ ' Lq(0, T ;X ′) e Lp(0, T ;X) é dada por

〈u, v〉Lq(0,T ;X ′),Lp(0,T ;X) =
∫T
0

〈u(t), v(t)〉X ′,Xdt.

O resultado abaixo mostra que tal dualidade em forma de integral está bem definida.

Lema 1.3. Se p e q são ı́ndices conjugados, u ∈ Lp(0, T ;X) e v ∈ Lq(0, T ;X ′), então a

função real t→ 〈u(t), v(t)〉X ′,X está em L1(0, T).

Demonstração: Vide [28].

Considere u ∈ Lp(0, T ;X) e ϕ ∈ D(0, T), espaço das funções infinitamente difer-

enciáveis em (0, T), equipado com a noção de convergência introduzida por Laurent-

Schwartz. Associamos a cada u a aplicação τu : D(0, T)→ X, definida por

〈τu,ϕ〉 =
∫T
0

u(s)ϕ(s)ds.

onde o valor da integral é um vetor em X.

A aplicação τu definida acima é linear e cont́ınua em D(0, T) e consequentimente

uma distribuição sobre (0, T), chamada distribuição vetorial sobre (0, T), definida por

u ∈ Lp(0, T ;X), com valores em X. Deste modo escrevemos

τu ∈ L(D(0, T),X).

O espaço L(D(0, T),X) é chamado de espaço vetorial das distribuições vetoriais sobre

(0, T) com valores em X e será representado por D ′(0, T ;X).

Lema 1.4. Se u ∈ L1(0, T ;X) e ∫T
0

u(s)ϕ(s)ds = 0

para toda ϕ ∈ D(0, T), então u(t) = 0 q.s.em (0, T).

Demonstração: Vide [29].
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Lema 1.5. Se u ∈ L1(0, T ;X) e ∫T
0

u(s)ϕ ′(s)ds = 0

para toda ϕ ∈ D(0, T), então u é constante.

Demonstração: Vide [29].

Lema 1.6. Seja X um espaço de Banach cujo dual é representado por X ′. Se u e g

pertencem a L1(0, T ;X), então as seguintes condições são equivalentes:

i. u é igual quase sempre a uma primitiva de g, isto é

u(t) = ξ+

∫ t
0

g(s)ds, ξ ∈ X, independente de t;

ii. Para cada ϕ ∈ D(0, T), tem-se∫T
0

u(t)ϕ ′(t)dt = −

∫T
0

g(t)ϕ(t)dt;

iii. Para cada x ′ ∈ X ′,

d

dt
〈u(t), x ′〉 = 〈g(t), x ′〉

no sentido das distribuições sobre (0, T).

Demonstração: Vide [29].

Corolário 1.1. Sejam X, Y espaços de Banach, tais que X ↪→ Y. Se

u ∈ L1(0, T ;X) e
du

dt
∈ L1(0, T ; Y)

então u ∈ C0([0, T ]; Y).

Demonstração: Vide [29].

Por Cs([0, T ]; Y), representemos o espaço das funções fracamente cont́ınuas de [0, T ]

em Y. Isso significa que a aplicação t→ 〈u(t),y ′〉, é cont́ınua em [0, T ] para todo y ′ ∈ Y ′

dual de Y. Note que essas funções são também chamadas de funções escalares cont́ınuas.

Teorema 1.7. Sejam X, Y espaços de Banach, X reflexivo. Suponha X ⊂ Y densamente

e a injeção de X em Y cont́ınua. Então

L∞(0, T ;X)
⋂
Cs([0, T ]; Y) = Cs([0, T ];X).

Demonstração: Vide [29].
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1.5 Espaços de Sobolev

Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, p um número real tal que 1 6 p < ∞ e m um

número natural. Denota-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial das funções u ∈ Lp(Ω), tais

que Dαu ∈ Lp(Ω) para todo mult́ındice α ∈ Nk, com |α| 6 m, isto é

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| 6 m}.

A função || · ||m,p :Wm,p(Ω)→ R definida por

||u||m,p =

( ∑
|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

, ∀u ∈Wm,p(Ω),

é uma norma em Wm,p(Ω).

Quando p = ∞ tem-se

Wm,∞(Ω) = {u ∈ L∞(Ω);Dαu ∈ L∞(Ω),∀|α| 6 m}.

A função || · ||m,∞ :Wm,∞(Ω)→ R definida por

||u||m,∞ =
∑

|α|6m

||Dαu||L∞(Ω), ∀u ∈Wm,∞(Ω),

é uma norma em Wm,∞(Ω).

Teorema 1.8. O espaço (Wm,p(Ω), || · ||m,p), 1 6 p 6 ∞, é um espaços de Banach.

Demonstração: Vide [30].

Os espaços de Banach Wm,p(Ω), 1 6 p 6 ∞, são chamados espaços de Sobolev de

ordem m, sobre Ω.

Quando p = 2, os espaços Wm,2(Ω) recebem notação especial, a saber

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Na verdade os espaços de Sobolev Hm(Ω) são espaços de Hilbert, com produto interno

dado por:

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|6m

(Dαu,Dαv)L2(Ω),

onde (·, ·)L2(Ω) denota o produto interno de L2(Ω).

Sabe-se que o espaço das funções testes C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω) = W0,p(Ω), en-

tretanto C∞
0 (Ω) não é, em geral, denso em Wm,p(Ω). Nesse sentido, denotaremos por

Wm,p
0 (Ω) o fecho de C∞

0 (Ω) na norma Wm,p(Ω). Este é um espaço de Banach também

chamado de espaço de Sobolev. Simbolicamente,
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Wm,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
Wm,p(Ω)

.

No caso p = 2 temos os espaços Wm,2
0 (Ω) = Hm0 (Ω). O dual topológico de Wm,p

0 (Ω)

será denotado por W−m,q(Ω) onde 1
p
+ 1
q
= 1, que é constitúıdo dos funcionais lineares

e cont́ınuos

T :Wm,p
0 (Ω)→ R.

1.6 Resultados Preliminares

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e limi-

tado. Então existe uma constante C = C(Ω,p) > 0, tal que

||u||Lp(Ω) 6 C||u||0, ∀u ∈Wm,p
0 (Ω)

onde ||u||0 =

( ∑
0<|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

.

Demonstração: Vide [5].

Como consequência da Desigualdade de Poincaré, a expressão

||u||0 =

( ∑
0<|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

define uma norma natural para os espaços Wm,p
0 (Ω).

Teorema 1.10 (Desigualdade de Gronwall). Seja C uma constante não negativa, u > 0,

q.s. em (0, T), uma função integrável em (0, T), e ϕ : [0, T ]→ R uma função cont́ınua e

não negativa, tal que

ϕ(t) 6 C+

∫ t
0

u(x)ϕ(x)dx, ∀t ∈ [0, T ].

Então

ϕ(t) 6 Ce
∫t
0u(x)dx, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Vide [5].

Teorema 1.11 (Desigualdade de Gronwall Generalizada). Sejam f, v : [0, T ]→ R funções

não negativas e integráveis, v0 constante não negativa, e a : [0, T ] → R, uma função

cont́ınua, não negativa, tais que
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v(t) 6 v0 +
∫ t
0

f(x)dx+

∫ t
0

v(x)a(x)dx, ∀t ∈ [0, T ].

Então

v(t) 6

(
v0 +

∫ t
0

f(x)dx

)
e
∫t
0 a(x)dx, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Vide [5].

Definição 1.10. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Se ∂Ω é C1, então ao longo de

∂Ω está definido um campo unitário de vetores normais

n = (n1, ...,nn)

em cada ponto x ∈ ∂Ω temos n(x) = (n1, ...,nn) com |n(x)| = 1.

Assuma que Ω é um conjunto aberto, limitado de Rn e ∂Ω é C1. Então, temos os

três seguintes teoremas:

Teorema 1.12 (Gauss-Green). Suponha que u ∈ C1(Ω), então∫
Ω

uxidx =

∫
∂Ω

unidS, i ∈ {1, ...,n}.

Demonstração: Vide [12].

Teorema 1.13 (Fórmula de Integração por Partes). Suponha que u, v ∈ C1(Ω), então∫
Ω

uxivdx = −

∫
Ω

uvxidx+

∫
∂Ω

uvnidS, i ∈ {1, ...,n}.

Demonstração: Vide [12].

Teorema 1.14 (Fórmulas de Green). Suponha que u, v ∈ C2(Ω), então

i.

∫
Ω

Du ·Dvdx = −

∫
∂Ω

u∆vdS+

∫
∂Ω

u
∂v

∂n
dS ;

ii.

∫
Ω

u∆vdS−

∫
Ω

v∆udS =

∫
∂Ω

u
∂v

∂n
dS−

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dS.

Demonstração: Vide [12].

Definição 1.11 (Condições de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do Rn+1, cujos

elementos são denotados por (x, t), onde t ∈ R e x ∈ Rn e f : D → Rn uma aplicação.

Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory se:

i. f(x, t) é mensurável em t para cada x fixo;
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ii. f(x, t) é cont́ınua em x para cada t fixo;

iii. Para cada compacto U ⊂ D, existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(x, t)| 6 mU(t), ∀(x, t) ∈ U.

Teorema 1.15 (Carathéodory). Seja f : R→ Rn uma aplicação satisfazendo as condições

de Carathéodory sobre o retângulo R = {(x, t) ∈ Rn+1; |t − t0| 6 a, |x − x0| 6 b}, com a,

b ∈ R+. Então existe uma solução ϕ(t) do problema
dx

dt
= f(x, t)

x(t0) = x0,

sobre algum intervalo do tipo (t0 − β, t0 + β), para algum β > 0.

Demonstração: Vide [31].

Corolário 1.2 (Prolongamento de Soluções). Sejam D = [0, T ] × B, com 0 < T < ∞ e

B = {x ∈ Rn; |x| 6 b,b > 0}, e f satisfazendo as condições de Carathéodory. Seja ϕ(t)

uma solução de 
dx

dt
= f(x, t)

x(t0) = x0, |x| 6 b.

Se em qualquer intervalo I onde ϕ(t) está definida tivermos |ϕ(t)| 6M; ∀t ∈ I, onde M

é uma constante independente de I e M < b, então ϕ tem um prolongamento até [0, T ].

Demonstração: Vide [31].

Teorema 1.16 (Hellinger-Toeplitz). Seja H um espaço de Hilbert, e T : H → H um

operador linear satisfazendo

〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉, ∀u, v ∈ H.

Então T é cont́ınuo e auto-adjunto.

Demonstração: Vide [32].

Seja E um espaço vetorial normado e ϕ : E → R ∪ {+∞}. Denotamos por D(ϕ) o

domı́nio de ϕ, isto é,

D(ϕ) = {x ∈ E;ϕ(x) < +∞}.
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Definição 1.12. Uma função ϕ : E → R ∪ {+∞} diz-se semicont́ınua inferiormente

(s.c.i.) se para todo λ ∈ R o conjunto

[ϕ 6 λ] = {x ∈ E;ϕ(x) 6 λ}

é fechado.

Algumas propriedades das funções s.c.i. são:

(a) Se ϕ é s.c.i., então para todo x ∈ E e para todo ε > 0 existe alguma vizinhança V

de x tal que

ϕ(y) > ϕ(x) − ε, ∀y ∈ V

e reciprocamente. Em particular, para toda sequência (xn) em E tal que xn → x,

temos

lim inf
n→∞ ϕ(xn) > ϕ(x)

e reciprocamente.

(b) Se ϕ1 e ϕ2 são s.c.i. então ϕ1 +ϕ2 é s.c.i.

(c) Se (ϕi)i∈I é uma famı́lia de funções s.c.i então a função definida por

ϕ(x) = sup
i∈I
ϕi(x)

é s.c.i.

Definição 1.13. Uma função ϕ : E→ R ∪ {+∞} diz-se convexa se

ϕ(tx+ (1 − t)y) 6 tϕ(x) + (1 − t)ϕ(y), ∀x,y ∈ E, ∀t ∈ (0, 1).

Algumas propriedades das funções convexas são:

(a) Se ϕ é uma função convexa, então para todo λ ∈ R o conjunto [ϕ 6 λ] é convexo.

(b) Se ϕ1 e ϕ2 são convexas então ϕ1 +ϕ2 é convexa.

(c) Se (ϕi)i∈I é uma famı́lia de funções convexas então a função definida por

ϕ(x) = sup
i∈I
ϕi(x)
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é convexa.

Definição 1.14. Dada uma função ϕ : E→ R∪{+∞} tal que ϕ 6≡ +∞ (isto é D(ϕ) 6= ∅)

define-se a função ϕ∗ : E∗ → R ∪ {+∞}, conjungada de ϕ, por

ϕ∗(f) = sup
x∈E

{〈f, x〉−ϕ(x)}, f ∈ E∗.

Nota-se que ϕ∗ é uma função s.c.i. e convexa sobre E∗.

Teorema 1.17. Sejam H um espaço de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo,

fechado e não-vazio e ϕ : K→ R uma função com as seguintes propiedades:

i. ϕ é convexa;

ii. ϕ é s.c.i.;

iii. Se K é limitado, então ϕ é coercivo, isto é

lim
‖x‖→∞ϕ(x) = ∞.

Então existe x0 ∈ K tal que

ϕ(x0) = min
x∈K

ϕ(x).

Além disso, se ϕ é estritamente convexa então x0 é único.

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.18 (Fenchel-Rockafeller). Suponha que L ∈ L(V ,W) onde V e W são espaços

de Hilbert, e que ϕ : V → R ∪ {+∞} e ψ : W → R ∪ {+∞} são funcionais não-triviais

convexos e semicont́ınuos inferiormente. Suponha que exista exista x ∈ D(ϕ) ∩D(ψ) tal

que ϕ é cont́ınua em x e ψ é cont́ınua em Lx. Então

inf
x∈V

[ϕ(x) +ψ(Lx)] = − inf
q∈W∗

[ϕ∗(L∗q) +ψ∗(−q)].

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.19 (Projeção sobre um convexo fechado). Seja H um espaço de Hilbert e

K ⊂ H um subconjunto convexo, fechado e não-vazio. Então para todo v ∈ H existe um

único u ∈ K tal que



Caṕıtulo 1. Noções e Resultados Preliminares 18

‖v− u‖ = min
w∈K
‖v−w‖.

Além disso, u se caracteriza por u ∈ K

(v− u,w− u) 6 0, ∀w ∈ K

onde (·, ·) denota o produto interno em H.

Demonstração: Vide [3].

Teorema 1.20 (Ponto fixo de Schauder). Seja S um subconjunto convexo de um espaço

vetorial normado E e seja T : S→ S uma aplicação cont́ınua tal que T(S) ⊂ K ⊂ S, onde

K é compacto. Então T tem um ponto fixo.

Demonstração: Vide [21].

Corolário 1.3. Seja S um subconjunto convexo de um espaço vetorial normado E e seja

T : S → S uma aplicação cont́ınua tal que T(S) é relativamente compacto. Então T tem

um ponto fixo.

Demonstração: Vide [21].

Considere 1 < pi <∞, i = 0, 1 e B0 ⊂ B ⊂ B1 espaços de Banach reflexivos, sendo as

injeções cont́ınuas e B0 ↪→ B compactamente. Para 0 < T <∞, seja

W = {v; v ∈ Lp0(0, T ;B0),
dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)}

munido da norma:

‖v‖W = ‖v‖Lp0 +
∥∥∥dv
dt

∥∥∥
Lp1

.

Nota-se queW é um espaço de Banach, sendoW continuamente imerso em Lp0(0, T ;B).

Além disso, temos o seguinte resultado

Teorema 1.21 (Aubin-Lions). Com as hipóteses acima, resulta ser compacta a imersão

de W em Lp0(0, T ;B).

Demonstração: Vide [37].
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1.7 Alguns Resultados Técnicos

Nesta seção apresentamos alguns espaços vetoriais que são usuais no contexto de

fluidos imcompresśıveis, seus produtos internos e normas, bem como alguns resultados

técnicos, que serão utilizados ao longo do trabalho, envolvendo tais aplicações.

Consideremos as seguintes notações

D(Ω) = {D(Ω)}n, Hm0 (Ω) = {Hm0 (Ω)}n,

Hm(Ω) = {Hm(Ω)}n e L2(Ω) = {L2(Ω)}n.

Equipamos L2(Ω) com produto interno e norma dados por

(ϕ,ψ)L2(Ω) =

n∑
i=1

(ϕi,ψi)L2(Ω) =

n∑
i=1

∫
Ω

ϕi(x)ψi(x)dx,

‖ϕ‖L2(Ω) =

(
n∑
i=1

‖ϕi‖2L2(Ω)

) 1
2

.

Também definimos em H1
0(Ω) o produto interno e norma dados por

(ϕ,ψ)H1
0(Ω) =

n∑
i=1

(
∂ϕ

∂xi
,
∂ψ

∂xi

)
L2(Ω)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂ϕj

∂xi
,
∂ψj

∂xi

)
L2(Ω)

=

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂ϕj

∂xi
(x)
∂ψj

∂xi
(x)dx,

‖ϕ‖H1
0(Ω) =

(
n∑
i=1

∥∥∥∥∂ϕ∂xi
∥∥∥∥2
L2(Ω)

) 1
2

.

Segue da desigualdade de Poincaré:

‖ϕ‖L2(Ω) 6 C(Ω)‖ϕ‖H1
0(Ω), ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Considera-se o espaço, sem topologia, D = {ϕ ∈ D(Ω);∇ · ϕ = 0 em Ω}. O fecho de

D em L2(Ω) e em H1
0(Ω) serão representados respectivamente por H e V e tais espaços

vetoriais, usuais no contexto de fluidos incompresśıveis, serão usados em todo o trabalho

com a seguinte caracterização (ver Teman [37])

V = {ϕ ∈ H1
0(Ω);∇ ·ϕ = 0 em Ω}

e
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H = {ϕ ∈ L2(Ω);∇ ·ϕ = 0 em Ω e ϕ · n = 0 em Γ }

O espaço V está contido em H com imersão cont́ınua e densa. Denota-se por V ′ e

H ′ os duais fortes de V e H respectivamente. Seja τ a imersão de V em H. O operador

adjunto τ∗ é linear, um a um e cont́ınuo de H ′ em V ′, pois τ(V) = V é denso em H e

τ∗(H ′) é denso em V ′. Portanto H ′ pode ser identificado com um subespaço denso de

V ′. Por outro lado, pelo Teorema da Representação de Riesz, pode-se identificar H e H ′

e chegar às seguintes inclusões

V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′

onde as inclusões são densas e cont́ınuas.

Como as constantes µ, µr, ca, cd e c0 não são relevantes nos argumentos e resultados,

supomos em (1) todos os coeficientes iguais a um.

Daqui em diante, para evitar excesso de notações, (·, ·) e | · | representa o produto

interno e a norma em L2(Ω), e a(·, ·) e ‖ · ‖ representa o produto interno e a norma em

H1
0(Ω).

Multiplicando (1)1 e (1)2 por ϕ e ψ, respectivamente e integrando sobre Ω, obtemos

a seguinte formulação variacional para (1):
(yt,ϕ) + a(y,ϕ) + ((y · ∇)y,ϕ) = (∇×w,ϕ) + (u1O,ϕ)

(wt,ψ) + a(w,ψ) − (∇(∇ ·w),ψ) + ((y · ∇)w,ψ) = (∇× y,ψ) + (v1O,ψ)

y(0) = y0 ∈ V,w(0) = w0 ∈ H1
0(Ω)

(1.1)

para todo {ϕ,ψ} ∈ V ×H1
0(Ω).

Esta observação e algumas outras que encontraremos ao longo do trabalho seguem dos

seguintes resultados técnicos:

(a)

(−∆y,ϕ) =

3∑
j=1

∫
Ω

−∆yjϕjdx =

3∑
j=1

∫
Ω

−

3∑
i=1

∂2yj

∂x2i
ϕjdx =

3∑
i,j=1

∫
Ω

−
∂2yj

∂x2i
ϕjdx

=

3∑
i,j=1

∫
Ω

∂yj

∂xi

∂ϕj

∂xi
dx = a(y,ϕ);

(b)

(∇p,ϕ) =

3∑
j=1

∫
Ω

∂p

∂xj
ϕjdx =

3∑
j=1

∫
Ω

(−p)
∂ϕj

∂xj
dx =

∫
Ω

(−p)(∇ ·ϕ)dx = 0;
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(c)

((y · ∇)w,w) =

((
3∑
j=1

yj
∂w1

∂xj
, ... ,

3∑
j=1

yj
∂wn

∂xj

)
, (w1, ... ,wn)

)

=

3∑
i=1

∫
Ω

3∑
j=1

yj
∂wi

∂xj
widx =

3∑
i,j=1

∫
Ω

yj
∂wi

∂xj
widx

=

3∑
i,j=1

∫
Ω

yj
∂

∂xj

(
w2
i

2

)
dx = −

1

2

3∑
i,j=1

∫
Ω

∂yj

∂xj
w2
idx

= −
1

2

3∑
i=1

∫
Ω

(∇ · y)w2
idx = 0;

(d)

(∇(∇ ·w),w) =

3∑
i=1

∫
Ω

∂

∂xi

(
3∑
j=1

∂wj

∂xj

)
widx = −

3∑
i=1

∫
Ω

3∑
j=1

(
∂wj

∂xj

)
∂wi

∂xi
dx

= −

3∑
i=1

∫
Ω

(
∂wi

∂xi

)2

dx = −|∇ ·w|2;

(e)

(∇×ϕ,ψ) =

∫
Ω

(
∂ϕ3

∂x2
−
∂ϕ2

∂x3
,ψ1

)
+

(
∂ϕ1

∂x3
−
∂ϕ3

∂x1
,ψ2

)

+

(
∂ϕ2

∂x1
−
∂ϕ1

∂x2
,ψ3

)
dx

=

∫
Ω

(
∂ϕ3

∂x2
,ψ1

)
−

(
∂ϕ2

∂x3
,ψ1

)
+

(
∂ϕ1

∂x3
,ψ2

)
−

(
∂ϕ3

∂x1
,ψ2

)

+

(
∂ϕ2

∂x1
,ψ3

)
−

(
∂ϕ1

∂x2
,ψ3

)
dx

= −

∫
Ω

(
ϕ3,

∂ψ1

∂x2

)
+

(
ϕ2,

∂ψ1

∂x3

)
−

(
ϕ1,

∂ψ2

∂x3

)
+

(
ϕ3,

∂ψ2

∂x1

)

−

(
ϕ2,

∂ψ3

∂x1

)
+

(
ϕ1,

∂ψ3

∂x2

)
dx

=

∫
Ω

(
ϕ1,

∂ψ3

∂x2
−
∂ψ2

∂x3

)
+

(
ϕ2,

∂ψ1

∂x3
−
∂ψ3

∂x1

)

+

(
ϕ3,

∂ψ2

∂x1
−
∂ψ1

∂x2

)
dx = (ϕ,∇×ψ);
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(f)

|∇× y| =

(
3∑
j=1

∫
Ω

(∇× y)j · (∇× y)j

) 1
2

=

(
3∑
j=1

∫
Ω

(∇× (∇× y))j · yj

) 1
2

=

(
3∑
j=1

∫
Ω

(∇(∇ · y) − ∆y)j · yj

) 1
2

=

(
3∑
j=1

∫
Ω

(∇y)j · (∇y)j

) 1
2

= |∇y| = ‖y‖;

(g)

(∇×w,y) 6 ‖w‖|y| 6 1

2
‖w‖2 + |y|2;

e, por fim

(∇× y,w) 6 ‖y‖|w| 6 1

2
‖y‖2 + |w|2.



Caṕıtulo 2

Aproximações de Galerkin

Sendo H1
0(Ω) um espaço de Hilbert seprável podemos tomar uma base enumerável

{fj}j>1 de H1
0(Ω). Também, com maior razão, podemos tomar uma base enumerável

{ej}j>1 de V. Tais bases serão consideradas ortonormais completas em L2(Ω).

Consideramos os espaços de dimensão finita

E = [e1, ... , en] e F = [f1, ... , fn].

Note que E ⊂ V e F ⊂ H1
0(Ω).

Introduzimos a aproximação de Galerkin para a formulação variacional (1.1):
(yt, e) + a(y, e) + ((y · ∇)y, e) = (∇×w, e) + (u1O, e)

(wt, f) + a(w, f) − (∇(∇ ·w), f) + ((y · ∇)w, f) = (∇× y, f) + (v1O, f)

y(0) = y0 ∈ E,w(0) = w0 ∈ F

(2.1)

para todo {e, f} ∈ E× F.

Teorema 2.1. O sistema (2.1) tem uma única solução {y,w} ∈ C0([0, T ];E)×C0([0, T ]; F).

Demonstração: Queremos encontrar y(t) ∈ E ew(t) ∈ F tais que (2.1) seja satisfeita.

Sendo y(t),y0 ∈ E e w(t),w0 ∈ F temos

y(t) =

n∑
j=1

gj(t)ej e w(t) =

n∑
j=1

hj(t)fj,

y0 =

n∑
j=1

αjej e w0 =

n∑
j=1

βjfj.

23
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Fazendo e = ej e f = fj com j = 1, 2, ... ,n em (2.1) obtemos que gj(t) e hj(t)

satisfazem o sistema abaixo:
g ′j(t) = −gj(t) − ((y · ∇)y, ej) + (∇×w, ej) + (u1O, ej)

h ′j(t) = −hj(t) − (∇(∇ ·w), fj) − ((y · ∇)w, fj) + (∇× y, fj) + (v1O, fj)

gj(0) = αj,hj(0) = βj

(2.2)

para cada j = 1, 2, ... ,n.

Fazendo

K1
j = −((y · ∇)y, ej) + (∇×w, ej) + (u1O, ej)

e

K2
j = −(∇(∇ ·w), fj) − ((y · ∇)w, fj) + (∇× y, fj) + (v1O, fj)

e tomando F1(t,gj) = −gj + K
1
j , F2(t,hj) = −hj + K

2
j , o sistema (2.2) assume a forma

g ′j(t) = F1(t,gj)

h ′j(t) = F2(t,hj)

gj(0) = αj,hj(0) = βj

(2.3)

para cada j = 1, 2, ... ,n.

Chamando g = (g1, ... ,gn), F1(t,g) = (F1(t,g1), ... , F1(t,gn)), h = (h1, ... ,hn),

F2(t,h) = (F2(t,h1), ... , F2(t,hn)), g
0 = (α1, ... ,αn), e por fim, h0 = (β1, ... ,βn), obte-

mos 
g ′(t) = F1(t,g)

h ′(t) = F2(t,h)

g(0) = g0,h(0) = h0

(2.4)

Seja D = [0, T ]× B onde B = {{g,h} ∈ Rn ×Rn; |{g,h}| 6 b,b > 0}. Então

i. Fixado g temos que F1(t,g) é mensurável em t, pois em F1(t,gj) = −gj − ((y ·

∇)y, ej)+(∇×w, ej)+(u1O, ej), para cada j = 1, 2, ... ,n, temos que −gj é constante,

−((y · ∇)y, ej) e (∇×w, ej) são independentes de t e (u1O, ej) é mensurável em t,

já que u ∈ L2(O× [0, T ]);

ii. Fixando t temos que F1(t,g) é cont́ınua, pois em F1(t,gj), para cada j = 1, 2, ... ,n,

temos que −gj e (u1O, ej) são cont́ınuas e
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(λ1, ... , λn) ∈ Rn 7→ y =

n∑
j=1

λjej ∈ E

é cont́ınua, e

y ∈ E 7→ ((y · ∇)y, ej)

é cont́ınua e portanto

(λ1, ... , λn) ∈ Rn 7→ ((y · ∇)y, ej)

é cont́ınua.

Também,

(λ1, ... , λn) ∈ Rn 7→ w =

n∑
j=1

λjfj ∈ E

é cont́ınua, e

w ∈ F 7→ (∇×w, ej)

é cont́ınua e portanto

(λ1, ... , λn) ∈ Rn 7→ (∇×w, ej)

é cont́ınua;

iii. Sendo D compacto existem constantes k1, k2 > 0 tais que

|((y · ∇)y, ej)| < k1, j = 1, 2, ... ,n

e

|(∇×w, ej)| < k2. j = 1, 2, ... ,n

Portanto,

|F1(t,gj)| = |− gj − ((y · ∇)y, ej) + (∇×w, ej) + (u1O, ej)|

6 b+ k1 + k2 + |(u1O, ej)|

= mj(t)

sendo mj(t) integrável [0, T ] para cada j = 1, 2, ... ,n. Logo, segue que |F1(t,g)| 6

M(t), para todo (t,g) ∈ D onde M(t) = (m1(t), ... ,mn(t)) é integrável em [0, T ].
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De forma análoga obtemos:

i. F2(t,h) é mensurável em t para cada h fixo;

ii. F2(t,h) é cont́ınua em h para cada t fixo;

iii. |F2(t,h)| 6 N(t), para todo (t,g) ∈ D onde N(t) é integrável em [0, T ].

Considere X(t) =

 g(t)

h(t)

 então o sistema (2.4) é equivalente ao sistema

 X ′(t) = F(t,X)

X(0) = X0
(2.5)

onde F(t,X) =

 F1(t,g)

F2(t,h)

 e X0 =

 g0

h0

.

Além disso, segue das observações anteriores que

i. F(t,X) é mensurável em t para cada X fixo;

ii. F(t,X) é cont́ınua em X para cada t fixo;

iii. |F(t,X)| 6 M(t) + N(t) = P(t), para todo (t,X) ∈ D onde P(t) é integrável em

[0, T ].

Portanto o sistema (2.1) satisfaz as condições de Carathéodory e consequentimente

existe uma solução {y(t),w(t)} em [0, tn] com 0 < tn < T de (2.1).

Nota-se que para cada intervalo I onde {y(t),w(t)} está definida temos que |{y(t),w(t)}|

6 M, para todo t ∈ I com M independente de I e de n, e M < b. De fato, tomando

e = y(t) em (2.1)1 temos

(y ′,y) + a(y,y) + ((y · ∇)y,y) = (∇×w,y) + (u1O,y)

e portanto,
1

2

d

dt
|y|2 + ‖y‖2 = (∇×w,y) + (u1O,y). (2.6)

Analogamente, fazendo f = w(t) em (2.1)2 obtemos

(w ′,w) + a(w,w) − (∇(∇ ·w),w) + ((y · ∇)w,w) = (∇× y,w) + (v1O,w)
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e portanto,
1

2

d

dt
|w|2 + ‖w‖2 + |∇ ·w|2 = (∇× y,w) + (v1O,w). (2.7)

Somando-se as equações (2.6) e (2.7) seque que

1

2

d

dt
(|y|2 + |w|2) + ‖y‖2 + ‖w‖2 + |∇ ·w|2 = (∇×w,y) + (∇× y,w)

+ (u1O,y) + (v1O,w) 6
1

2
(‖y‖2 + ‖w‖2)

+ |u1O|
2 + |v1O|

2 + 2(|y|2 + |w|2).

Portanto,

d

dt
(|y|2 + |w|2) + ‖y‖2 + ‖w‖2 + 2|∇ ·w|2

6 2(|u1O|
2 + |v1O|

2) + 4(|y|2 + |w|2).

Integrando de 0 a t < T temos

|y(t)|2 + |w(t)|2 +

∫ t
0

(‖y(s)‖2 + ‖w(s)‖2 + 2|∇ ·w(s)|2)ds

6 |y(0)|2 + |w(0)|2 + 2

∫ t
0

(|u1O(s)|
2 + |v1O(s)|

2)ds

+ 4

∫ t
0

(|y(s)|2 + |w(s)|2)ds.

Fazendo

K = |y(0)|2 + |w(0)|2 + 2

∫ t
0

(|u1O(s)|
2 + |v1O(s)|

2)ds

e usando a desigualdade de Gronwall, segue que

|y(t)|2 + |w(t)|2 6 Ke4T .

Desta forma, obtemos a constante M = Ke4T que não depende de t e de n. Além

disso, podemos considerar B tão grande quando necessário para que tenhamos M < b.

Logo, a solução {y(t),w(t)} de (2.1) pode ser extendida até [0, T ]. Além disso,

{y(t),w(t)} ∈ C0([0, T ];E)× C0([0, T ]; F).

Quanto à unicidade, sejam {y1(t),w1(t)} e {y2(t),w2(t)} duas soluções de (2.1). Então

y0(t) = y1(t) − y2(t) e w0(t) = w1(t) −w2(t) satisfazem
(y0t, e) + a(y0, e) + ((y0 · ∇)y0, e) = (∇×w0, e)

(w0t, f) + a(w0, f) − (∇(∇ ·w0), f) + ((y0 · ∇)w0, f) = (∇× y0, f)

y0(0) = 0,w0(0) = 0

(2.8)

Tomando e = y0, f = w0 e integrando em t temos
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1

2
|y0(t)|

2 +

∫ t
0

a(y0(s),y0(s))ds−

∫ t
0

(∇×w0(s),y0(s))ds = 0

e

1

2
|w0(t)|

2 +

∫ t
0

a(w0(s),w0(s))ds+

∫ t
0

|∇ ·w0(s)|
2ds−

∫ t
0

(∇× y0(s),w0(s))ds = 0.

Somando as igualdades acima, obtemos

1

2
(|y0(t)|

2 + |w0(t)|
2) +

∫ t
0

‖y0(s)‖2ds+
∫ t
0

‖w0(s)‖2ds+
∫ t
0

|∇ ·w0(s)|
2ds

=

∫ t
0

(∇×w0(s),y0(s))ds+

∫ t
0

(∇× y0(s),w0(s))ds. (2.9)

Note que ∫ t
0

(∇×w0(s),y0(s))ds 6
1

2

∫ t
0

‖w0(s)‖2ds+
∫ t
0

|y0(s)|
2ds

e ∫ t
0

(∇× y0(s),w0(s))ds 6
1

2

∫ t
0

‖y0(s)‖2ds+
∫ t
0

|w0(s)|
2ds.

Substituindo agora em (2.9) segue que

|y0(t)|
2 + |w0(t)|

2 +

∫ t
0

‖y0(s)‖2ds+
∫ t
0

‖w0(s)‖2

6 |y0(0)|
2 + |w0(0)|

2 + 2

∫ t
0

(|y0(s)|
2 + |w0(s)|

2)ds.

Pela desigualdade de Gronwall, resulta que

|y0(t)|
2 + |w0(t)|

2 6 (|y0(0)|
2 + |w0(0)|

2)e
∫t
0 2ds

6 (|y0(0)|
2 + |w0(0)|

2)e2T

= 0.

Logo,

y0(t) = w0(t) = 0

e consequentimente

y1(t) = y2(t) e w1(t) = w2(t).
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Controlabilidade Exata do Sistema

(2.1)

A aproximação de Galerkin (2.1) diz-se exatamente controlável no tempo T > 0 se,

dados {y0,w0}, {yT ,wT } ∈ E × F, existe um par de controles {u, v} ∈ L2(O × (0, T))2 tal

que a solução {y,w} de (2.1) satisfaz

{y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})} = {yT ,wT }. (3.1)

O custo para alcançar (3.1) é dado por

C{u, v} =
1

2

∫
O×(0,T)

(|u|2 + |v|2)dxdt. (3.2)

O principal resultado deste trabalho é o seguinte:

Teorema 3.1. Seja T > 0 um número real dado. Então a aproximação de Galerkin (2.1)

é exatamente controlável no sentido (3.1). Além disso, o custo do controle dado em (3.2)

é limitado independentimente da não-linearidade do sistema.

Demonstração: Para uso posterior, no intuito de mostrar e tornar expĺıcito que o

custo do controle pode ser limitado independentimente da não-linearidade do sistema,

introduzimos a famı́lia de sistemas:

yt − ∆y+ α(y · ∇)y+∇p = ∇×w+ u1O em Q,

wt − ∆w+ β(y · ∇)w−∇(∇ ·w) = ∇× y+ v1O em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = w = 0 em Σ,

y(0) = y0,w(0) = w0 em Ω,

(3.3)

29
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com α, β ∈ R.

Provaremos nosso resultado principal para o sistema (3.3). Para isso, vamos introduzir

sua formulação variacional. A saber,
(yt, e) + a(y, e) + α((y · ∇)y, e) = (∇×w, e) + (u1O, e)

(wt, f) + a(w, f) − (∇(∇ ·w), f) + β((y · ∇)w, f) = (∇× y, f) + (v1O, f)

y(0) = y0 ∈ E,w(0) = w0 ∈ F

(3.4)

para todo {e, f} ∈ E× F.

Procedemos com a demostração em três etapas:

3.1 Etapa 1 (Sistema Linear)

Tomamos uma função

h ∈ L2(0, T ;E) (3.5)

e consideramos o sistema linear
(yt, e) + a(y, e) + α((h · ∇)y, e) = (∇×w, e) + (u1O, e)

(wt, f) + a(w, f) − (∇(∇ ·w), f) + β((h · ∇)w, f) = (∇× y, f) + (v1O, f)

y(0) = w(0) = 0

(3.6)

para todo {e, f} ∈ E× F.

O sistema (3.6) tem única solução {y,w} ∈ C0([0, T ];E)× C0([0, T ]; F).

Demonstração: Análoga a do sistema (2.1).

Observação 3.1. Devido a linearidade do sistema (3.6), podemos assumir as condições

iniciais nula. Assim, todos os resultados são válidos bem como se as condições iniciais

são não-nulas, isto é, y(0) = y0 ∈ E e w(0) = w0 ∈ F.

Vamos provar que o sistema (3.6) é exatamente controlável no tempo T > 0 no sentido

(3.1). Para isso, cosideremos o seguinte resultado:

Lema 3.1. Se {g1,g2} ∈ E× F e satisfaz

({y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})}, {g1,g2}) = 0

para todo {u, v} ∈ L2(O× (0, T))2, tivermos que

{g1,g2} ≡ 0
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então (3.6) é exatamente controlável no tempo T > 0.

Demonstração: De fato, o conjunto S = {{y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})}; {y,w} é

solução de (3.6)} ⊂ E × F é tal que S⊥ = {0} em E × F, e como S é um subespaço

vetorial de E× F, tendo E× F dimensão finita, segue que S = E× F.

Vamos considerar {ϕ,ψ} como sendo uma solução do sistema adjunto de (3.6)
(−ϕt − α(h · ∇)ϕ, e) + a(ϕ, e) = (∇×ψ, e),∀e ∈ E

(−ψt − β(h · ∇)ψ, f) + a(ψ, f) − (∇(∇ ·ψ), f) = (∇×ϕ, f), ∀f ∈ F

ϕ(T) = g1 ∈ E,ψ(T) = g2 ∈ F

(3.7)

O sistema (3.7) tem única solução {ϕ,ψ} ∈ C0([0, T ];E)× C0([0, T ]; F).

Demonstração: Basta considerar a mudança de variáveis τ = T − t com y(t, x) =

ϕ(τ, x) e w(t, x) = ψ(τ, x). Dáı,

yt(t, x) = −ϕt(τ, x) e wt(t, x) = −ψt(τ, x).

Portanto, o sistema (3.7) é equivalente ao sistema (3.6) com as condições iniciais

y(0) = g1 ∈ E e w(0) = g2 ∈ F.

Observação 3.2. A motivação para tomarmos o sistema adjunto da forma dada em

(3.7) segue utilizando a noção de derivada distribucional, alguns resultados técnicos e o

resultado abaixo.

Observe que

((h(t) · ∇)ϕ(t),y(t)) = −((h(t) · ∇)y(t),ϕ(t)), ∀t ∈ [0, T ].

De fato,

0 = ((h(t) · ∇)(ϕ(t) + y(t)),ϕ(t) + y(t))

= ((h(t) · ∇)ϕ(t) + (h(t) · ∇)y(t),ϕ(t) + y(t))

= ((h(t) · ∇)ϕ(t),y(t)) + ((h(t) · ∇)y(t),ϕ(t)).

Analogamente,

((h(t) · ∇)ψ(t),w(t)) = −((h(t) · ∇)w(t),ψ(t)), ∀t ∈ [0, T ].

Tomando {e, f} = {y(t),w(t)} em (3.7) temos

(−ϕt − α(h · ∇)ϕ,y) + a(ϕ,y) = (∇×ψ,y).
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Integrando de 0 a T , segue que∫T
0

(−ϕt − α(h · ∇)ϕ,y)dt+

∫T
0

a(ϕ,y)dt =

∫T
0

(∇×ψ,y)dt;

∫T
0

(−ϕt,y)dt+

∫T
0

(−α(h · ∇)ϕ,y)dt+

∫T
0

a(y,ϕ)dt =

∫T
0

(∇×ψ,y)dt;

∫T
0

(−ϕt,y)dt+

∫T
0

(α(h · ∇)y,ϕ)dt+

∫T
0

a(y,ϕ)dt =

∫T
0

(∇×ψ,y)dt.

Integrando a primeira integral por partes, obtemos

−(y(T),ϕ(T)) +

∫T
0

[(yt,ϕ) + α((h · ∇)y,ϕ) + a(y,ϕ)]dt =

∫T
0

(∇×ψ,y)dt.

De forma análoga obtemos também

−(w(T),ψ(T)) +

∫T
0

[(wt,ψ) + a(w,ψ) + β((h · ∇)w,ψ) − (∇(∇ ·w),ψ)]dt

=

∫T
0

(∇×ϕ,w)dt.

Somando-se as duas últimas equações, temos

(y(T),g1) + (w(T),g2) =

∫T
0

[(yt,ϕ) + a(y,ϕ) + α((h · ∇)y,ϕ)]dt−

∫T
0

(∇×ψ,y)dt

+

∫T
0

[(wt,ψ) + a(w,ψ) + β((h · ∇)w,ψ) − (∇(∇ ·w),ψ)]dt

−

∫T
0

(∇×ϕ,w)dt.

De (3.6), vemos que

(y(T),g1) + (w(T),g2) =

∫T
0

(∇×w,ϕ)dt+

∫T
0

(u1O,ϕ)dt−

∫T
0

(∇×ψ,y)dt

+

∫T
0

(∇× y,ψ)dt+

∫T
0

(v1O,ψ)dt−

∫T
0

(∇×ϕ,w)dt.

Como

(∇×w,ϕ) = (∇×ϕ,w) e (∇× y,ψ) = (∇×ψ,y)

então

(y(T),g1) + (w(T),g2) =

∫T
0

[(u1O,ϕ) + (v1O,ψ)]dt.

Logo,

({y(T),w(T)}, {g1,g2}) =

∫T
0

({u1O, v1O}, {ϕ,ψ})dt. (3.8)

Assumindo que
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({y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})}, {g1,g2}) = 0

para todo {u, v} ∈ L2(O× (0, T))2, obtemos então∫T
0

({u1O, v1O}, {ϕ,ψ})dt = 0

para todo {u, v} ∈ L2(O× (0, T))2.

Portanto, devemos ter

{ϕ,ψ} = {0, 0} em O× (0, T).

Como {ϕ,ψ} =

n∑
i=1

{ϕi(t)ei,ψi(t)fi} então obtemos {ϕi(t),ψi(t)} = {0, 0}, para i =

1, 2, ... ,n.

Consequentimente,

ϕ(t, x) =

n∑
i=1

ϕi(t)ei(x) = 0, ∀(t, x) ∈ (0, T)×Ω

e

ψ(t, x) =

n∑
i=1

ψi(t)fi(x) = 0, ∀(t, x) ∈ (0, T)×Ω.

Segue então que

{ϕ,ψ} ≡ {0, 0}.

Em particular, para t = T

g1(x) = ϕ(T , x) = 0 e g2(x) = ψ(T , x) = 0.

Logo,

{g1,g2} ≡ {0, 0}.

Assim, o sistema (3.6) é exatamente controlável.

3.2 Etapa 2 (Estimativas)

Devido aos resultados obtidos na Etapa 1, podemos definir o funcional M : L2(0, T ;E)

→ R por

M(h) = inf
{u,v}∈Uad

1

2

∫
O×(0,T)

(|u|2 + |v|2)dxdt
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onde Uad é o conjunto de controles admisśıveis

Uad = {{u, v} ∈ L2(O× (0, T))2; {y,w} solução de (3.6) satisfaz (3.1)}.

Vamos provar que

M(h) 6 constante independente de h,α e β. (3.9)

Para isso, usaremos argumentos de dualidade. Consideremos o operador L : L2(O ×

(0, T))2 → E× F definido por

L{u, v} = {y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})}.

Pela unicidade da solução tal operador está bem definido. Além disso, valem as

seguintes afirmações:

i. L é linear;

De fato, suponhamos que L{u, v} = {y,w} e L{u1, v1} = {y1,w1} então
(yt, e) + a(y, e) + α((h · ∇)y, e) = (∇×w, e) + (u1O, e)

(wt, f) + a(w, f) − (∇(∇ ·w), f) + β((h · ∇)w, f) = (∇× y, f) + (v1O, f)

y(0) = w(0) = 0

e
(y1t, e) + a(y1, e) + α((h · ∇)y1, e) = (∇×w1, e) + (u11O, e)

(w1t, f) + a(w1, f) − (∇(∇ ·w1), f) + β((h · ∇)w1, f) = (∇× y1, f) + (v11O, f)

y1(0) = w1(0) = 0

Note que

(byt + cy1t, e) + a(by+ cy1, e) + α((h · ∇)(by+ cy1), e)

− (∇× (bw+ cw1), e)

= b(yt, e) + b[a(y, e)] + b[α((h · ∇)y, e)] − b(∇×w, e)

+ c(y1t, e) + c[a(y1, e)] + c[α((h · ∇)y1, e)] − c(∇×w1, e)

= b(u1O, e) + c(u11O, e)

= (bu1O + cu11O, e).
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Analogamente obtemos

(bwt + cw1t, f) + a(bw+ cw1, f) − (∇(∇ · (bw+ cw1)), f)

+ β((h · ∇)(bw+ cw1), f) − (∇× (by+ cy1), f)

= (bv1O + cv11O, f).

Portanto, {by+ cy1,bw+ cw1} é solução de

(Yt, e) + a(Y, e) + α((h · ∇)Y, e) = (∇×W, e) + (bu1O + cu11O, e)

(Wt, f) + a(W, f) − (∇(∇ ·W), f) + β((h · ∇)W, f) = (∇× Y, f)

+(bv1O + cv11O, f)

Y(0) =W(0) = 0

Logo,

L{b{u, v}+ c{u1, v1}} = L{bu+ cu1,bv+ cv1}

= {by+ cy1,bw+ cw1}

= b{y,w}+ c{y1,w1}

= bL{u, v}+ cL{u1, v1}.

ii. L é cont́ınuo.

De fato, tendo em vista que

[ ∫
O

(|e|2 + |f|2)dx

] 1
2

define uma norma em E× F e que

em E× F todas as normas são equivalentes (pois E× F tem dimensão finita), temos

que existem constantes positivas c e C, as quais dependem apenas de E e F tais que

c‖{e, f}‖2E×F 6
∫
O

(|e|2 + |f|2)dx 6 C‖{e, f}‖2E×F

para todo {e, f} ∈ E× F.

Portanto, tomando e = y(t) e f = w(t) em (3.6) obtemos, por uma estimativa

análoga à feita na demostração do Teorema 2.1, que

|y(·, T ; {u, v})|2 + |w(·, T ; {u, v})|2 6 K
∫T
0

(|u1O(t)|
2 + |v1O(t)|

2)dt
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Dáı,

‖L{u, v}‖2E×F = ‖{y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})}‖2E×F

6
1

c

∫
O

(|y(·, T ; {u, v})|2 + |w(·, T ; {u, v})|2)dx

6
K

c

∫
O×(0,T)

(|u1O|
2 + |v1O|

2)dxdt

=
K

c
‖{u, v}‖2L2(O×(0,T))2 .

Considere os funcionais F1 : L
2(O× (0, T))2 → R ∪ {+∞} dado por

F1{u, v} =
1

2

∫
O×(0,T)

(|u|2 + |v|2)dxdt

e F2 : E× F→ R ∪ {+∞} dado por

F2{g1,g2} =

 0 , se {g1,g2} = {yT ,wT }

+∞ , caso contrário.

Deste modo, podemos reescrever o funcional M como segue

M(h) = inf
{u,v}∈L2(O×(0,T))2

[F1{u, v}+ F2{L{u, v}}].

Provaremos agora que F1 e F2 são funções semicont́ınuas inferiormente e convexas. De

fato, F1 é semicont́ınua inferiormente pois é cont́ınua. Quanto à convexidade temos

F1{t{u1, v1}+ (1 − t){u2, v2}} = F1{tu1 + (1 − t)u2, tv1 + (1 − t)v2}}

=
1

2

∫
O×(0,T)

(|tu1 + (1 − t)u2|
2 + |tv1 + (1 − t)v2|

2)dxdt

6
1

2

∫
O×(0,T)

(|t|2|u1|
2 + |1 − t|2|u2|

2

+ |t|2|v1|
2 + |1 − t|2|v2|

2)dxdt

6 t · 1

2

∫
O×(0,T)

(|u1|
2 + |v1|

2)dxdt

+ (1 − t) · 1

2

∫
O×(0,T)

(|u2|
2 + |v2|

2)dxdt

= tF1{u1, v1}+ (1 − t)F2{u2, v2}.

Também F2 é semicont́ınua inferiormente, pois dado λ ∈ R temos

[F2 6 λ] = {{g1,g2} ∈ E× F; F2{g1,g2} 6 λ}

= {{g1,g2} ∈ E× F; F2{g1,g2} = 0}

= {yT ,wT }.
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é fechado.

Quanto à convexidade temos

F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} = F2{tg1 + (1 − t)h1, tg2 + (1 − t)h2}.

Basta agora analisarmos os seguintes casos:

1. {g1,g2} = {yT ,wT } = {h1,h2}.

Neste caso,

tg1 + (1 − t)h1 = ty
T + (1 − t)yT = yT

e

tg2 + (1 − t)h2 = tw
T + (1 − t)wT = wT .

Logo,

F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} = 0 = tF2{g1,g2}+ (1 − t)F2{h1,h2}.

2. {g1,g2} = {yT ,wT } 6= {h1,h2}.

Neste caso,

tg1 + (1 − t)h1 6= yT ou tg2 + (1 − t)h2 6= wT .

Logo,

F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} = +∞ = tF2{g1,g2}+ (1 − t)F2{h1,h2}.

3. {g1,g2} 6= {yT ,wT } = {h1,h2}.

Caso análogo ao anteiror.

4. {g1,g2} = {h1,h2} 6= {yT ,wT }.

Neste caso,

tg1 + (1 − t)h1 = h1 6= yT ou tg2 + (1 − t)h2 = h2 6= wT .

Logo,
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F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} = +∞ = tF2{g1,g2}+ (1 − t)F2{h1,h2}.

5. {g1,g2} 6= {yT ,wT } 6= {h1,h2} 6= {g1,g2}.

Neste caso, temos por fim que

F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} 6 +∞ = tF2{g1,g2}+ (1 − t)F2{h1,h2}.

Concluimos então que em todos os posśıveis casos temos que

F2{t{g1,g2}+ (1 − t){h1,h2}} 6 tF2{g1,g2}+ (1 − t)F2{h1,h2}.

Sendo então L2(O× (0, T))2 e E×F espaços de Hilbert, L : L2(O× (0, T))2 → E×F um

operador linear cont́ınuo e, F1 e F2 funções semicont́ınuas inferiormente e convexas, pelo

teorema da dualidade de Fenchel-Rockafellar temos

M(h) = inf
{u,v}∈L2(O×(0,T))2

[F1{u, v}+ F2{L{u, v}}]

= − inf
{g1,g2}∈E×F

[F∗1{L
∗{g1,g2}}+ F

∗
2{−{g1,g2}}].

Logo,

−M(h) = inf
{g1,g2}∈E×F

[F∗1{L
∗{g1,g2}}+ F

∗
2{−{g1,g2}}]

onde L∗ : E× F→ L2(O× (0, T))2 é o adjunto de L.

Usando (3.8) vemos que

(L∗{g1,g2}, {u, v})L2(O×(0,T))2 = ({g1,g2},L{u, v})L2(O×(0,T))2

=

∫T
0

({ϕ,ψ}, {u, v})L2(O)dt

= ({ϕ,ψ}, {u, v})L2(O×(0,T))2 .

Logo,

L∗{g1,g2} = {ϕ,ψ} em O× (0, T).

Além disso,

F∗1{ϕ,ψ} = sup
{u,v}∈L2(O×(0,T))2

{({ϕ,ψ}, {u, v})L2(O×(0,T))2 − F1{u, v}}

= sup
{u,v}∈L2(O×(0,T))2

{({ϕ,ψ}, {u, v})L2(O×(0,T))2 −
1

2
‖{u, v}‖2L2(O×(0,T))2}.
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Note que

({ϕ,ψ}, {u, v})L2(O×(0,T))2 6 ‖{ϕ,ψ}‖L2(O×(0,T))2‖{u, v}‖L2(O×(0,T))2

6
1

2
‖{ϕ,ψ}‖2L2(O×(0,T))2 +

1

2
‖{u, v}‖2L2(O×(0,T))2 .

Portanto,

F∗1{ϕ,ψ} =
1

2
‖{ϕ,ψ}‖2L2(O×(0,T))2 =

1

2

∫
O×(0,T)

(|ϕ|2 + |ψ|2)dxdt

e

F∗2{−{g1,g2}} = sup
{h1,h2}∈E×F

{(−{g1,g2}, {h1,h2}) − F2{h1,h2}}

= −({g1,g2}, {y
T ,wT }).

Então

−M(h) = inf
{g1,g2}∈E×F

[
1

2

∫
O×(0,T)

(|ϕ|2 + |ψ|2)dxdt− ({g1,g2}, {y
T ,wT })

]

> inf
{g1,g2}∈E×F

[
c

2

∫
Q

(|ϕ|2 + |ψ|2)dxdt− ({g1,g2}, {y
T ,wT })

]
. (3.10)

Agora, fazendo {e, f} = {ϕ(t),ψ(t)} em (3.7) temos

−(ϕt,ϕ) + a(ϕ,ϕ) − (∇×ψ,ϕ) = 0.

−
1

2

d

dt
|ϕ(t)|2 + a(ϕ(t),ϕ(t)) − (∇×ψ(t),ϕ(t)) = 0.

Integrando de t a T , obtemos

−
1

2
|ϕ(T)|2 +

1

2
|ϕ(t)|2 +

∫T
t

a(ϕ(s),ϕ(s))ds−

∫T
t

(∇×ψ(s),ϕ(s))ds = 0.

1

2
|ϕ(t)|2 +

∫T
t

a(ϕ(s),ϕ(s))ds−

∫T
t

(∇×ψ(s),ϕ(s))ds = 1

2
|g1|

2.

De modo análogo,

1

2
|ψ(t)|2 +

∫T
t

a(ψ(s),ψ(s))ds−

∫T
t

(∇×ϕ(s),ψ(s))ds+
∫T
t

|∇ ·ψ(s)|2ds = 1

2
|g2|

2.

Somando-se estas duas equações vemos que

1

2
(|ϕ(t)|2 + |ψ(t)|2) +

∫T
t

[a(ϕ(s),ϕ(s)) + a(ψ(s),ψ(s))]ds

− 2

∫T
t

(∇×ψ(s),ϕ(s))ds+
∫T
t

|∇ ·ψ(s)|2ds

=
1

2
(|g1|

2 + |g2|
2). (3.11)
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Note ainda que usando integração por partes temos∫T
0

∫T
t

[a(ϕ(s),ϕ(s)) + a(ψ(s),ψ(s))]dsdt = −

∫T
0

∫ t
T

[a(ϕ(s),ϕ(s))

+ a(ψ(s),ψ(s))]dsdt

= −t

∫ t
T

[a(ϕ(s),ϕ(s)) + a(ψ(s),ψ(s))]ds

∣∣∣∣∣
T

0

+

∫T
0

t[a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t))]dt

=

∫T
0

t[a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t))]dt.

De modo inteiramente análogo valem as igualdades abaixo:∫T
0

∫T
t

(∇×ψ(s),ϕ(s))dsdt =
∫T
0

t(∇×ψ(t),ϕ(t))dt

e ∫T
0

∫T
t

|∇ ·ψ(s)|2dsdt =
∫T
0

t|∇ ·ψ(t)|2dt.

Integrando a equação (3.11) em (0, T) obtemos

1

2

∫T
0

(|ϕ(t)|2 + |ψ(t)|2)dt +

∫T
0

t[a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t))]dt

− 2

∫T
0

t(∇×ψ(t),ϕ(t))dt+
∫T
0

t|∇ ·ψ(t)|2dt

=
T

2
(|g1|

2 + |g2|
2).

Note que

a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t)) = ‖ϕ(t)‖2 + ‖ϕ(t)‖2 6 C‖{ϕ(t),ψ(t)}‖2E×F

e

|∇ ·ψ(t)|2 6 C|ψ(t)|2

para algum C > 0, que depende somente de E e F, já que E e F têm dimensão finita.

Assim,

T

2
(|g1|

2 + |g2|
2) 6

1

2

∫T
0

(|ϕ(t)|2 + |ψ(t)|2)dt+

∫T
0

t[a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t))]dt

+ 2

∫T
0

t|(∇×ψ(t),ϕ(t))|dt+
∫T
0

t|∇ ·ψ(t)|2dt.
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Como

2|(∇×ψ(t),ϕ(t))| + a(ϕ(t),ϕ(t)) + a(ψ(t),ψ(t)) + |∇ ·ψ(t)|2

6 C‖ϕ(t)‖2 + ‖ψ(t)‖2 + ‖ϕ(t)‖2 + C|ψ(t)|2

6 K(|ϕ(t)|2 + |ψ(t)|2)

para uma costante K tomada adequadamente e que depende apenas de E e F, temos

T

2
(|g1|

2 + |g2|
2) 6

(
1

2
+ KT

) ∫T
0

(|ϕ(t)|2 + |ψ(t)|2)dt.

Portanto,

c

2

∫
Q

(|ϕ|2 + |ψ|2)dxdt = c

∫
Ω

1

2

∫T
0

(|ϕ|2 + |ψ|2)dtdx

>
cT

2(1 + 2KT)

∫
Ω

(|g1|
2 + |g2|

2)dx

>
kT

2(1 + 2KT)
(|g1|

2 + |g2|
2).

De (3.10) e da desigualdade acima temos

−M(h) > inf
{g1,g2}∈E×F

[
kT

2(1 + 2KT)
(|g1|

2 + |g2|
2) − ({g1,g2}, {y

T ,wT })

]
.

Utilizando a desiguadade abaixo

({g1,g2}, {y
T ,wT }) 6 ‖{g1,g2}‖‖{yT ,wT }‖

6 λ(|g1|
2 + |g2|

2) +
1

2λ
(|yT |2 + |wT |2)

com λ =
kT

2(1 + 2KT)
, temos

kT

2(1 + 2KT)
(|g1|

2 + |g2|
2) − ({g1,g2}, {y

T ,wT }) > −
1 + 2KT

kT
(|yT |2 + |wT |2).

Logo,

−M(h) > inf
{g1,g2}∈E×F

[
−

1 + 2KT

kT
(|yT |2 + |wT |2)

]
.

Consequentimente,

M(h) 6
1 + 2KT

kT
(|yT |2 + |wT |2).

onde o lado direito da desigualdade independe de h, α e β.

Conclúımos então que

M(h) 6 constante independente de h,α e β.
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3.3 Etapa 3 (Sistema Não-Linear)

Provamos na Etapa 1 que (3.6) é exatamente controlável, portanto Uad é não-vazio.

Sendo o sistema (3.6) linear então Uad é convexo. De fato, sejam {u1, v1}, {u2, v2} ∈ Uad

cujas respectivas soluções {y1,w1} e {y2,w2} de (3.6) satisfazem

{y1(·, T ; {u1, v1}),w1(·, T ; {u1, v1})} = {yT1 ,wT1 }

e

{y2(·, T ; {u2, v2}),w2(·, T ; {u2, v2})} = {yT2 ,wT2 }.

Dado t ∈ [0, 1] temos pela linearidade do sistema que

t{y1,w1}+ (1 − t){y2,w2} é solução de (3.6)

com controle {t{u1, v1}+ (1 − t){u2, v2}}.

Além disso,

{[ty1 + (1 − t)y2] ( ·, T ; {t{u1, v1}+ (1 − t){u2, v2}})

, [tw1 + (1 − t)w2](·, T ; {t{u1, v1}+ (1 − t){u2, v2}})}

= {tyT1 + (1 − t)yT2 , twT1 + (1 − t)wT2 }

= t{yT1 ,wT1 }+ (1 − t){yT2 ,wT2 }.

Segue portanto que Uad é convexo.

Também temos que Uad é fechado, pois tomando {e, f} = {y(t),w(t)} em (3.6) obtemos

1

2

d

dt
|y(t)|2 + ‖y(t)‖2 = (∇×w(t),y(t)) + (u1O(t),y(t))

e

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ‖w(t)‖2 + |∇ ·w(t)|2 = (∇× y(t),w(t)) + (v1O(t),w(t)).

Somando-se as equações acima temos

1

2

d

dt
(|y(t)|2 + |w(t)|2) + ‖y(t)‖2 + ‖w(t)‖2 + |∇ ·w(t)|2

= 2(∇×w(t),y(t)) + (u1O(t),y(t)) + (v1O(t),w(t)).
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Agora, integrando de 0 a t segue que

1

2
(|y(t)|2 + |w(t)|2) +

∫ t
0

(‖y(s)‖2 + ‖w(s)‖2)ds+
∫ t
0

|∇ ·w(s)|2ds

= 2

∫ t
0

(∇×w(s),y(s))ds+
∫ t
0

[(u1O(s),y(s)) + (v1O(s),w(s))]ds

6 2

∫ t
0

(∇×w(s),y(s))ds+ |u|L2(O×(0,T))|y|L2(O×(0,t))

+ |v|L2(O×(0,T))|w|L2(O×(0,t)).

Isto é,

1

2
(|y(t)|2 + |w(t)|2) 6 C1(|u|

2
L2(O×(0,T)) + |v|2L2(O×(0,T)))

+ C2

∫ t
0

(|y(s)|2 + |w(s)|2)ds.

Utilizando a desigualdade de Gronwall, temos

|y(t)|2 + |w(t)|2 6 C(|u|2L2(O×(0,T)) + |v|2L2(O×(0,T))). (3.12)

Tomamos {un, vn} ∈ Uad → {u, v} ∈ L2(O× (0, T))2, ou seja,

un − u→ 0, em L2(O× (0, T))2

e

vn − v→ 0 em L2(O× (0, T))2.

Seja {yn,wn} solução de (3.6) com controle {un, vn} satisfazendo

{yn(·, T ; {un, vn}),wn(·, T ; {un, vn})} = {yTn,wTn}

com

{yTn,wTn}→ {yT ,wT }.

Considere {y,w} solução de (3.6) com controle {u, v}. Pela linearidade do sistema,

para cada n ∈ N vemos que {yn − y,wn −w} é solução com controle {un − u, vn − v}.

Logo, por (3.12) temos

|yn(t) − y(t)|
2 + |wn(t) −w(t)|

2 6 C(|un − u|2L2(O×(0,T)) + |vn − v|2L2(O×(0,T))).

Donde
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{yn,wn}→ {y,w}.

Em particular, para t = T

{y(·, T ; {u, v}),w(·, T ; {u, v})} = {limyn(·, T ; {un, vn}), limwn(·, T ; {un, vn})}

= {limyTn, limwTn}

= {yT ,wT }.

Temos então que Uad é fechado.

Podemos então, pelo Teorema 1.19, para cada h ∈ L2(0, T ;E) escolhermos {u, v} ∈ Uad

o único elemento tal que

1

2

∫
O×(0,T)

(|u|2 + |v|2)dxdt =M(h). (3.13)

Definimos desta forma uma aplicação cont́ınua h 7→ {u, v} de L2(0, T ;E) em L2(O ×

(0, T))2. De fato, suponhamos que hn ∈ L2(0, T ;E) associadas aos controles {un, vn} é tal

que hn → h em L2(0, T ;E), onde {u, v} é o controle assiciado a h.

Temos então que

1

2

∫
O×(0,T)

(|un − u|2 + |vn − v|2)dxdt = M(hn − h)

6 |M|(L2(0,T ;E))∗ |hn − h|L2(0,T ;E).

Fazendo hn → h na equação acima, vemos que

{un, vn}→ {u, v}.

Logo, tal aplicação é de fato, cont́ınua.

Denotando por {y(h),w(h)} a solução de (3.6) com controle {u, v} = {u(h), v(h)},

podemos considerar a composta destas aplicações e definir uma aplicação cont́ınua F :

L2(0, T ;E)→ L2(0, T ;E) por h→ y(h).

Tendo em vista (3.9), (3.12) e (3.13) obtemos que quando h varia em L2(0, T ;E), {y,w}

permanece em um conjunto limitado K1 × K2 ⊂ L2(0, T ;E) × L2(0, T ; F). Em particular,

K1 = Im(F) é um conjunto limitado de L2(0, T ;E).

Provaremos agora que F : K1 → K1 admite um ponto fixo.

Podemos, se necessário, tomar o fecho e a envoltória convexa de K1, que ainda sim

teremos conjuntos limitados, portanto já podemos tomar K1 fechado e convexo.
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De acordo com o teorema do ponto fixo de Schauder é suficiente mostrar que F(K1) é

relativamente compacto em K1.

Para isso, provaremos que

yt permanece em um conjunto limitado de L2(0, T ;E)quando h varia em K1. (3.14)

De fato, de (3.6) segue a seguinte desigualdade

|(yt, e)| 6 α|h(t)||∇y(t)||e|+ |∇y(t)||∇e|+ |∇w(t)||e|+ |u(t)|L2(O)|e|L2(O)

6 C(α|h(t)||∇y(t)|+ |∇y(t)|+ |∇w(t)|+ |u(t)|L2(O))|e| (3.15)

para todo e ∈ E, pois no espaço de dimensão finita E todas as normas são equivalentes.

Portanto,

|yt(t)| 6 C(α|h(t)||∇y(t)|+ |∇y(t)|+ |∇w(t)|+ |u(t)|L2(O)).

A desigualdade acima prova (3.14).

Então F(K1) é limitado em

W = {ξ; ξ ∈ L2(0, T ;E),
dξ

dt
∈ L2(0, T ;E)}.

Logo, pelo teorema da compacidade de Aubin-Lions, fazendo B0 = B = B1 = E e

p0 = p1 = 2, temos que F(K1) é relativamente compacto em K1 ⊂ L2(0, T ;E).

Tendo, portanto, a aplicação F : K1 → K1 que associa h→ y(h) um ponto fixo, então

como o sistema (3.6) é exatamente controlável em T > 0, temos a controlabilidade exata

de (3.4). Além disso, para qualquer h, temos a estimativa uniforme (3.9), assim o controle

{u(h), v(h)} satisfaz as condições do Teorema 3.1. Concluimos desta forma a prova do

Teorema 3.1.

Observação 3.3. No caso bidimensional, o sistema não-linear que descreve o comporta-

mento de fluidos micropolares (com controles distribuidos em pequenos conjuntos) é dado

por 

yt − ∆y+ (y · ∇)y+∇p = ∇×w+ u1O em Q,

wt − ∆w+ (y · ∇)w = ∇× y+ v1O em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = w = 0 em Σ,

y(0) = y0,w(0) = w0 em Ω,

(3.16)

Neste caso, a velocidade angular w é uma variável escalar e as quantidades ∇×w e

∇× y são definidas respectivamente por
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∇×w =

(
∂w

∂x2
,−
∂w

∂x1

)
e ∇× y =

∂y2

∂x1
,−
∂y1

∂x2
.

Usando argumentos análogos, a aproximação de Galerkin de (3.16) é também exata-

mente controlável.
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