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Resumo

Este trabalho está baseado em [1] e tem como objetivo mostrar que, se um sóliton de

Ricci contrátil compacto de dimensão n, 4 ≤ n ≤ 6, satisfaz uma condição de integral

pinçada, então este é isométrico a um quociente de Sn. A prova baseia-se principalmente

em estimativas associadas a curvatura, desigualdade com o invariante de Yamabe e um

resultado de rigidez para métricas de Einstein com integral pinçada. Em dimensão 4,

fazendo uso da fórmula de Chern-Gauss-Bonnet e a invariância conforme da segunda

função elementar dos autovalores do tensor de Schouten, obteremos outra condição Ln
2 -

pinçada que nos permitirá caracterizar tais sólitons de Ricci.

Palavras chaves: Sóliton de Ricci, invariante de Yamabe, métricas de Einstein,

integral pinçada.
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Abstract

This work is based on [1] and aims to show that, if a compact shrinking Ricci soliton

of dimension n, 4 ≤ n ≤ 6, satisfies an integral pinched condition, then it is isometric

at a quotient of Sn. The proof is mainly based in estimates associated with curvature,

inequality with Yamabe’s invariant and a result of rigidity for Einstein metrics with inte-

gral pinched. In dimension 4, using the Chern-Gauss-Bonnet formula and the conformal

invariance of the second elementary function of the eigenvalues of the Schouten tensor,

we will obtain another condition Ln
2 -pinching that will allow us to characterize such Ricci

solitons.

Keywords: Ricci solitons, Yamabe invariant, Einstein metrics, integral pinched.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar sólitons de Ricci contrátil compactos com integral

pinçada. Os sólitons de Ricci geram soluções especiais do fluxo de Ricci, desempenham

um papel fundamental na formação de singularidades e vem sendo estudado por vários

autores nas últimas décadas (para mais detalhes veja H.-D.Cao em [9]).

Vamos nos concentrar apenas em sólitons de Ricci compactos. Em [23] foi provado

por G. Perelman que não existe sóliton de Ricci compacto estacionário ou expansivo

não triviais. Além disso, em dimensões 2 e 3 R. Hamilton em [14] e T. Ivey em [17]

mostraram respectivamente, que todos os sólitons de Ricci contrátil compactos são triviais.

A dimensão 4 é a menor dimensão onde existem exemplos interessantes de sólitons de

Ricci contrátil compactos não triviais. Nos trabalhos de N. Koiso em [19] e H.-D. Cao em

[8] foram construídos os primeiros exemplos de sólitons de Ricci contrátil compactos em

dimensão 4 que não tem curvatura escalar constante.

Nos últimos anos, houve muitos resultados interessantes sobre a classificação de sóli-

tons de Ricci contrátil compactos que satisfazem as condições de curvatura pontual. Por

exemplo, segue-se pelo trabalho de C. Bohm e B. Wilking em [5] que os únicos sólitons

de Ricci compactos contrátil com o operador curvatura positivo são quocientes de Sn.

Nosso objetivo nesta dissertação é estudar os resultados obtidos em [1] que mostra que

os quocientes de Sn são os únicos sólitons de Ricci contrátil compactos satisfazendo uma

condição de integral pinçada.

Descreveremos abaixo, alguns dos resultados principais a serem demonstrados nesta

dissertação. O primeiro resultado é uma rigidez para variedades de Einstein com curvatura

escalar positiva.
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Sumário 2

Teorema 0.1. Seja (Mn, g) uma variedade de Einstein com curvatura escalar positiva.

Existe uma constante positiva A(n) tal que se(∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

< A(n)Y (M, [g]),

então a menos de um quociente, (Mn, g) é isométrico a Sn munida com a métrica canô-

nica. Além disso, temos A(4) = 5
9
√

6 , A(5) = 3
32 , A(6) =

√
3

5
√

70 , A(n) = n−2
20(n−1) , se

7 ≤ n ≤ 9 e A(n) = 2
5n se n ≥ 10.

Como consequência do teorema acima, juntamente com a condição de integral pinçada

mostraremos o resultado principal dessa dissertação que caracteriza os sólitons de Ricci

contrátil compacto em dimensão 4 ≤ n ≤ 6.

Teorema 0.2. Seja (Mn, g) um sóliton de Ricci contrátil compacto de dimensão n, com

4 ≤ n ≤ 6, satisfazendo a seguinte desigualdade(∫
M
|W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g|n/2dVg
) 2

n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n

<

√
n− 2

32(n− 1)Y (M, [g]).

Então, a menos de um quociente (Mn, g), é isométrico Sn munida com a métrica canô-

nica. Além disso, em dimensão 5 ≤ n ≤ 6, o mesmo resultado vale assumindo apenas a

desigualdade mais fraca.

O resultado a seguir é um caso particular do teorema acima.

Teorema 0.3. Todo sóliton de Ricci compacto contrátil de dimensão 4 satisfazendo a

seguinte desigualdade ∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg <

1
48Y (M, [g])2,

é isométrico a menos de um quociente à esfera canônica S4.

Como corolário, usando uma limitação por baixo do invariante de Yamabe provado

em [12], obtemos o seguinte resultado.

Corolário 0.1. Todo sóliton de Ricci contrátil compacto de dimensão 4 satisfazendo a

seguinte de desigualdade∫
M
|W |2dVg + 5

4

∫
M
|R̊ic|2dVg ≤

1
48

∫
M
R2dVg,

é isométrico a menos de um quociente à esfera canônica S4.



Sumário 3

Observação 0.1. A condição de integral pinçada no corolário acima é equivalente
∫
M
|W |2dVg + 2

39

∫
M
R2dVg ≤

160
13 π

2χ(M),

onde χ(M) é função característica de Euler-Poincaré de M.

Percebemos que no Corolário 0.1 e na Observação 0.1, precisamos assumir apenas a

desigualdade estrita. De fato, quando a igualdade ocorre, podemos mostrar que (Mn, g)

deve ser conformemente Einstein.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria Riemanniana que

serão utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura complementar [7] e [11].

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

Definição 1.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e V ∗ o espaço dual de V .

Um s-tensor covariante em V é uma aplicação multilinear

T : V × ...× V︸ ︷︷ ︸
s

→ R.

Um r-tensor contravariante é uma aplicação multilinear

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
r

→ R.

Um tensor do tipo (r, s) é um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplicação

multilinear

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
r

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
s

→ R.

O conjunto de todos os (r, s)-tensores sobre V , com as operações usuais de adição

e multiplicação por elemento de K, é um módulo sobre K. Um tensor de tipo (0, 0) é

simplesmente um elemento de K.

Em tudo o que segue (Mn, g) denotará uma variedade Riemanniana de dimensão n

com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das funções diferenciáveis

4



Capítulo 1. Noções Preliminares 5

(ou de classe C∞) sobreM será denotado por C∞(M). O espaço dos campos diferenciáveis

sobre M será denotado por X(M).

Definição 1.2. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade Mn

é um tensor sobre o C∞(M)-módulo X(M).

Assim, um (r, s)-tensor A é uma aplicação

A : X(M)r × X(M)s → C∞(M)

multilinear sobre C∞. Mais precisamente, A é uma aplicação multilinear sobre C∞(M)

que associa a cada (r + s)-upla (Y 1, ..., Y r, X1, ..., Xs) uma função diferenciável

f = A(Y 1, ..., Y r, X1, ..., Xs) : Mn → R.

A posição que Y i ocupa é chamada i-ésima entrada contravariante e a posição que Xj

ocupa é chamada de j-ésima entrada covariante. Desta maneira, os (0, s)-tensores são

ditos covariantes e os (r, 0)-tensores são ditos contravariantes. Denotamos por Trs(M) o

módulo de todos os (r, s)-tensores sobre C∞(M).

Observação 1.1.

I) Como toda função f ∈ C∞(M) é um (0, 0)-tensor, obtemos a indentificação T0
0(M) =

C∞(M).

II) Se Y é uma 1-forma em Mn então a função

X(M) 3 X 7→ Y (X) ∈ C∞(M)

é C∞(M)-linear. Assim, podemos escrever T1
0(M) = X∗(M).

III) De forma análoga, se X é um campo de vetorial em Mn então a função

X∗(M) 3 Y 7→ Y (X) ∈ C∞

é C∞(M)-linear. Assim, podemos escrever T0
1(M) = X(M).

IV) Se A : X(M)s 7→ X(M) é C∞(M)-linear então a aplicação

X∗(M)× Xs 3 (Y,X1, ..., Xs) = Y (A(X1, ..., Xs)) ∈ C∞(M)

é C∞(M)-linear. Assim, A pode ser considerado como um (1, s)-tensor.
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A próxima definição nos ensina como fazer o produto de dois tensores.

Definição 1.3. Sejam A ∈ Tsr(M) e B ∈ Ts
′
r′(M). O produto tensorial do tensor A pelo

tensor B é o tensor

A⊗B : X∗(M)r+r′ × Xs+s′(M)→ C∞(M)

tal que

(A⊗B)(Y 1, ..., Y r+r′ , X1, ..., Xs+s′)

=A(Y 1, ..., Y r, X1, ..., Xs)B(Y r+1, ..., Y r+r′ , Xs+1, ..., Xs+s′).

Se r′ = s′ = 0 então B é uma função f ∈ C∞(M). Então definimos

A⊗ f = f ⊗ A = fA.

Além disso, se A é um (0, 0)-tensor então o produto tensorial reduz-se a multiplicação em

C∞(M).

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (r, s)-tensor, iremos trabalhar com

este na forma de uma aplicação multilinear. Além disso, em todo o texto usaremos a

convenção de Einstein para soma, que consiste em omitir o sinal do somatório quando

temos índices cruzados repetidos, por exemplo,

yi =
n∑
j=1

xjiEj

é equivalente a yi = xjiEj.

1.2 Operadores diferencias e curvaturas

A seguir vamos definir alguns operadores diferenciais com os quais vamos trabalhar nessa

dissertação.

Definição 1.4. Definamos a derivada covariante de um (1, s)-tensor T, como sendo

o (1, s+ 1)-tensor

∇T : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
s+1

→ X(M)

dado por
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∇T (X, Y1, ..., Ys) = (∇XT )(Y1, ..., Ys)

= ∇X(T (Y1, ..., Ys))−
s∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ...., Ys).

Dizemos que um tensor T é paralelo se ∇T ≡ 0. Observe que uma métrica Riemanniana

g é um tensor paralelo. De fato,

(∇g)(X, Y, Z) = ∇X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

= 0

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 1.5. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo

diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = ∇Xf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

Definição 1.6. Seja X um campo vetorial diferenciável em M . A divergência de X é

uma função diferenciável divX : M → R, dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)} ,

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

De maneira similar à definição anterior, podemos definir a divergência de um (1, r)-tensor

T como sendo o (0, r)-tensor

(divT )(v1, ..., vr) = {w 7→ (∇wT )(v1, ..., vr)}

= gjk∇jTk(v1, ..., vr).

Em particular, se T é um (0, 2)-tensor, então em coordenadas temos

(divT )i = gjk∇kTij.

Definição 1.7. Seja f um campo vetorial diferenciável em M . O Laplaciano de f é a

função ∆f : M → R dada por

∆f = div(∇f).

Em coordenadas,

∆f = div(∇f) = gij∇i∇jf.
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Definição 1.8. Seja f : M → R uma função diferenciável. Definimos o hessiano de f

como o (1, 1)-tensor, dado por

(∇2f)(X) = ∇X∇f ∀X ∈ X(M),

ou como (0, 2)-tensor, dado por

∇2f(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ) = ∇2
X,Y (f),

∀X, Y ∈ X(M).

Em coordenadas,

∇2f(∂i, ∂j) = ∇i∇jf.

Proposição 1.1. Seja f : M → R uma função diferenciável, então

∆f = tr ∇X∇f.

Prova: É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M . Assim, seja

U ⊂M uma vizinhança de p onde esteja definido um referencial ortonormal {e1, ..., en}.

Então

tr(∇ei
∇f)p =

n∑
i=1

g(∇ei
∇f, ei)(p)

= div(∇f)(p) = ∆f(p).

Lembre que um referencial ortonormal {E1, ..., En} em um aberto U ⊂ M é geodésico

em p ∈ U se (∇Ei
Ej)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Para a construção de um referencial

geodésico em uma vizinhança de p, veja [11].

Definição 1.9. Seja (Mn, g) um variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann é o (1, 3)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M),

dado por

Rm(X, Y, Z) = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Em coordenadas,

Rm

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl
.
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Além disso, quando necessário, faremos a seguinte convenção ∂

∂xi
= ∂i.

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)-tensor, definido

por

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M),

onde

Rm(X, Y, Z,W ) = g(Rm(X, Y )Z,W ).

Em coordenadas,

Rm (∂i, ∂j, ∂k, ∂l) = Rijkl.

Proposição 1.2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(1) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W ) = Rm(Y,X,W,Z).

(2) Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm(X, Y, Z,W ) +Rm(Y, Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0.

Em coordenadas,

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇WRm)(X, Y, Z, U) + (∇YRm)(W,X,Z, U) + (∇XRm)(Y,W,Z, U) = 0.

Em coordenadas,

∇lRijks +∇jRliks +∇iRjlks = 0.

Para a prova veja [11].

Definição 1.10. Dados dois vetores X e Y não nulos e lineramente independentes em

TpM definimos a curvatura seccional do plano σ gerado pelos vetores X e Y , por

K(σ) = K(X, Y ) = R(X, Y,X, Y )
|X|2|Y |2 − g(X, Y )2 .
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Definição 1.11. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0, 2)-tensor

Ric : X(M)× X(M)→ C∞(M)

como sendo o traço do tensor curvatura de Riemann, i.e.,

Ric(X,Z) = tr {Y 7→ Rm(X, Y )Z} ,

onde X, Y, Z ∈ X(M).

Em coordenadas,

(Ric)ik = Rik = gjlRijkl.

Definição 1.12. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M 7→ R dada

por

R = trRic.

Em coordenadas,

R = gikRik.

Proposição 1.3. Em uma variedade Riemanniana (Mn, g), vale

(1) Identidade de Ricci contraída

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

(2) Segunda identidade de Bianchi contraída duas vezes

gjk∇jRik = 1
2∇iR.

Prova:

1. Tomando o traço na segunda identidade de Bianchi, obteremos:

0 = gls∇lRjiks + gls∇jRilks + gls∇iRljks = gls∇lRjiks +∇j(glsRilks) +∇i(glsRljks)

= gls∇lRjiks +∇j(glsRilks)−∇i(glsRjlks)

= −gls∇lRijks +∇jRik −∇iRjk.

Portanto,

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

Além disso, podemos reescrever a equação acima da seguinte forma:

∇iRjk = ∇jRik + gls∇lRjiks. (1.1)
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2. tomando o traço na equação (1.1), temos:

∇i(gjkRjk) = gjk∇jRik + gls∇l(gjkRijsk)

∇iR = gjk∇jRik + gls∇lRis.

Logo,

∇iR = 2gjk∇jRik, (1.2)

onde fizemos as trocas convenientes dos índices s↔ k e l↔ j.

Uma vez que, a comutação de derivadas covariantes que atuam em campos vetoriais

define o tensor de curvatura de Riemann, vamos mostrar a seguir que a comutação de

derivadas covariantes que atuam em tensores pode ser expressa em termos da curvatura.

Denotaremos, a segunda derivada covariante como

∇2T = ∇∇T.

Antes de tudo, vamos mostrar o seguinte lema.

Lema 1.1. Se T é um (r, s)-tensor a segunda derivada covariante satisfaz

∇2T (X, Y, Z1, ...Zs) = ∇X(∇Y T )(Z1, ..., Zs)− (∇∇XY T )(Z1, ..., Zs).

Demonstração. Primeiro, observe que

∇2T (X, Y, Z1, ..., Zs) =∇(∇T )(X, Y, Z1, ..., Zs)

=X
(
(∇T )(Y, Z1, ..., Zs)

)
−∇T (∇XY, Z1, ..., Zs)

−
s∑
i=1
∇T (Y, Z1, ...,∇XZi, ..., Zs)

=X
(
(∇T )(Y, Z1, ..., Zs)

)
−∇∇XY T (Z1, ..., Zs)

+
s∑
i=1

T (Z1, ...,∇∇XYZi, ..., Zs)

−
s∑
i=1

(
∇Y T

)
(Z1, ...,∇XZi, ...., Zs).

Por outro lado, temos

∇X(∇Y T )(Z1, ..., Zs)−
(
∇∇XY T

)
(Z1, ..., Zs) =X

(
(∇Y T )(Z1, ..., Zs)

)
−

s∑
i=1
∇Y T (Z1, ...,∇XZi, ..., Zs)

−∇∇XY T (Z1, ..., Zs)

+
s∑
i=1

T (Z1, ...,∇∇XYZi, ..., Zs).
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Portanto, comparando os termos acima provamos o Lema 1.1.

Teorema 1.1. (Comutação de derivadas covariantes) Se T é um (0, s)-tensor a segunda

derivada covariante satisfaz:

∇X∇Y T (Z1, ..., Zs)−∇Y∇XT (Z1, ..., Zs) =
s∑
i=1

T (Z1, ..., Rm(X, Y )Zi, ..., Zs).

Demonstração. Por simplicidade, faremos apenas o caso em que s = 2. Com efeito,

usando o Lema 1.1, segue que

∇X∇Y T (Z1, Z2)−∇Y∇XT (Z1, Z2)

=∇X(∇Y T )(Z1, Z2)− (∇∇XY T )(Z1, Z2)−∇Y (∇XT )(Z1, Z2) + (∇∇Y XT )(Z1, Z2)

=X
(
(∇Y T )(Z1, Z2)

)
−∇Y T (∇XZ1, Z2)−∇Y T (Z1,∇XZ2)−∇XY

(
T (Z1, Z2)

)
+ T (∇∇XYZ1, Z2) + T (Z1,∇∇XYZ2)− Y

(
(∇XT )(Z1, Z2)

)
+ (∇XT )(∇YZ1, Z2)

+ (∇XT )(Z1,∇YZ2) +∇YX(T (Z1, Z2))− T (∇∇Y XZ1, Z2)− T (Z1,∇∇Y XZ2).

Tal expressão pode ser reescrita da seguinte forma

∇X∇Y T (Z1, Z2)−∇Y∇XT (Z1, Z2)

=X
(
(∇Y T )(Z1, Z2)

)
− Y

(
(∇XT )(Z1, Z2)

)
− Y

(
T (∇XZ1, Z2)

)
+ T (∇Y∇XZ1, Z2)

+ T (∇XZ1,∇YZ2)− Y (T (Z1,∇XZ2)) + T (∇YZ1,∇XZ2) + T (Z1,∇Y∇XZ2)

+X
(
T (∇YZ1, Z2)

)
− T (∇X∇YZ1, Z2)− T (∇YZ1,∇XZ2) +X(T (Z1,∇YZ2))

− T (∇XZ1,∇YZ2)− T (Z1,∇X∇YZ2) +∇YX
(
T (Z1, Z2)

)
−∇XY

(
T (Z1, Z2)

)
+ T (∇∇XYZ1 −∇∇Y XZ1, Z2) + T (Z1,∇∇XYZ2 −∇∇Y XZ2)

=X
(
(∇Y T )(Z1, Z2)

)
− Y

(
(∇XT )(Z1, Z2)

)
− Y

(
T (∇XZ1, Z2)

)
− Y

(
T (Z1,∇XZ2)

)
+X

(
T (∇YZ1, Z2)

)
+X

(
T (Z1,∇YZ2)

)
+∇YX(T (Z1, Z2))−∇XY (T (Z1, Z2))

+ T (∇Y∇XZ1 −∇X∇YZ1 +∇[X,Y ]Z1, Z2) + T (Z1,∇Y∇XZ2 −∇X∇YZ2 +∇[X,Y ]Z2).

Daí, usando a definição do tensor de curvatura de Riemann, é imediato ver que

∇X∇Y T (Z1, Z2)−∇Y∇XT (Z1, Z2)

=X
(
Y (T (Z1, Z2))− T (∇YZ1, Z2)− T (Z1,∇YZ2)

)
− Y

(
X(T (Z1, Z2))− T (∇XZ1, Z2)− T (Z1,∇XZ2)

)
− Y

(
T (∇XZ1, Z2)

)
− Y

(
T (Z1,∇XZ2)

)
+X

(
T (∇YZ1, Z2)

)
+X

(
T (Z1,∇YZ2)

)
+∇YX(T (Z1, Z2))

−∇XY (T (Z1, Z2)) + T (Rm(X, Y )Z1, Z2) + T (Z1, Rm(X, Y )Z2),
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simplificando algumas expressões, obtemos

∇X∇Y T (Z1, Z2)−∇Y∇XT (Z1, Z2)

=X(Y (T (Z1, Z2)))− Y (X(T (Z1, Z2))) +∇YX(T (Z1, Z2))−∇XY (T (Z1, Z2))

+ T (Rm(X, Y )Z1, Z2) + T (Z1, Rm(X, Y )Z2)

=[X, Y ](T (Z1, Z2))− [X, Y ](T (Z1, Z2)) + T (Z1, Rm(X, Y )Z2) + T (Rm(X, Y )Z1, Z2)

=T (Rm(X, Y )Z1, Z2) + T (Z1, Rm(X, Y )Z2),

o que prova o resultado.

Corolário 1.1. (Identidade de Ricci) O tensor de Ricci satisfaz a seguinte igualdade:

∇X∇YRic(Z,W )−∇Y∇XRic(Z,W ) = Ric(Rm(X, Y )Z,W ) +Ric(Z,Rm(X, Y )W ).

Demonstração. Como o tensor de Ricci é um (0,2)-tensor, segue direto pelo Teorema

1.1.

A expressão acima pode ser escrita, em coordenadas, da seguinte maneira

∇i∇jRkl −∇j∇iRkl =Ric(Rm(∂i, ∂j)∂k, ∂l) +Ric(∂l, Rm(∂i, ∂j)∂k)

=Ric(Rs
ijk∂s, ∂l) +Ric(∂k, Rs

ijl∂s)

=RijkmRml +RijlmRkm. (1.3)

1.3 Variedades de Einstein

Agora falaremos um pouco sobre variedades de Einstein.

Definição 1.13. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um múltiplo da métrica g, ou seja,

Ric(X, Y ) = λg(X, Y )

para todo X, Y ∈ X(M) em que λ : M → R é uma função diferenciável.

Em coordenadas,

Rij = λgij. (1.4)

Observe que multiplicando (1.4) por gij e tomando o traço, temos que R = λn. Além

disso, quando uma variedade de Einstein é conexa, tem-se o seguinte resultado sobre a

função λ.
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Teorema 1.2. Seja (Mn, g) uma variedade de Einstein conexa de dimensão n ≥ 3, então

λ é constante.

Demonstração. Como a variedade é de Einstein temos Rik = λgik e, também, R = λn.

Assim, pela Equação (1.2), obtemos

n∇iλ = ∇iR = 2gjk∇jRik

= 2∇kRik

= 2∇kλgik

= 2∇iλ,

o que implica,

(n− 2)∇iλ = 0.

Portanto, para n ≥ 3 temos que λ é contante.

1.4 Decomposição ortogonal do tensor de curvatura

Nessa seção vamos estudar a decomposição ortogonal do tensor Rm tendo como referência

as notas de J. Viaclovsky em [27]. Além disso, vamos definir o tensor de Weyl que será

de grande importância no decorrer do nosso trabalho. Em tudo que segue vamos denotar

por Λk o espaço dos k-tensores alternados e por S2 o conjunto das aplicações simétricas.

Definição 1.14. Dizemos que um tensor A ⊂ ⊗4T ∗M está no espaço S2(Λ2(T ∗M)) se

satisfaz as seguintes condições:

1. Aijkl = −Ajikl

2. Aijkl = −Aijlk

3. Aijkl = Aklij.

Dessa forma, como o tensor de Riemann visto como um (0, 4)-tensor satisfaz as con-

dições acima temos que

Rm ∈ S2(Λ2(T ∗M)) ⊂ ⊗4T ∗M.

Definição 1.15. Definimos a aplicação b : S2Λ2 → ⊗4T ∗M por

bAijkl = 1
3(Aijkl + Ajkil + Akijl).

onde essa aplicação é chamada de simetrização de Bianchi.
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É fácil verificar que o tensor Rm ∈ Ker(b).

Proposição 1.4. A imagem de b está contida em S2Λ2.

Demonstração. Basta observar que a imagem de b satisfaz as condições da definição 1.14.

Com efeito, veja que

bAijkl = 1
3(Aijkl + Ajkil + Akijl)

= 1
3(−Ajikl − Akjil − Akijl)

= −bAjikl,

analogamente temos bAijkl = −bAijlk.

Agora, note que

bAijkl = 1
3(Aijkl + Ajkil + Akijl)

= 1
3(Aklij + Ailjk + Akijl)

= 1
3(Aklij + Alikj + Aiklj)

= bAklij,

como desejado.

Proposição 1.5. O espaço S2(Λ2) pode ser decomposto como

S2(Λ2) = Ker(b)⊕ Im(b),

que é uma soma direta ortogonal.

Demonstração. Primeiramente, veja que b é idempotente, isto é, b2 = b. Com efeito,

b2Aijkl =1
3b(Aijkl + Ajkil + Akijl)

=1
9(Aijkl + Ajkil + Akijl + Ajkil + Akijl + Aijkl

+ Akijl + Aijkl + Ajkil)

=1
9(3Aijkl + 3Ajkil + 3Akijl)

=bAijkl.

Agora, observe que o tensor A ∈ S2(Λ2) pode ser decomposto na forma

A = (A− b(A)) + b(A),
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onde b(A) ∈ Im(b) e A− b(A) ∈ Ker(b), pois

b(A− b(A)) = b(A)− b2(A) = 0.

Para finalizar, mostremos que b é auto-adjunta. De fato,

g(Aijkl, bBijkl) = 1
3Aijkl(Bijkl +Bjkil +Bkijl)

= 1
3AijklBijkl + 1

3AijklBjkil + 1
3AijklBkij

= 1
3AijklBijkl + 1

3 AilkjBijlk︸ ︷︷ ︸
l↔j

+1
3 AikjlBjikl︸ ︷︷ ︸

k↔j

= 1
3AijklBijkl + 1

3AjkilBijkl + 1
3AkijlBijkl

= g(bAijkl, B).

Então, se A ∈ Ker(b) e B = b(C) ∈ Im(b), temos

g(A,B) = g(A, b(C)) = g(bA,C) = 0,

isto é, b é uma projeção ortogonal.

Em seguida, vamos identificar a imagem da aplicação b.

Proposição 1.6.

Im(b) = Λ4T ∗M.

Demonstração. Para provar esse resultado, é suficiente mostrar que

b(α� β) = 1
3α ∧ β (1.5)

onde α, β ∈ Λ2(T ∗M) e denotamos por � o produto simétrico que é dado por

(α� β)ijkl = αikβjl + αklβij.

Além disso, é importante ressaltar que estamos pensando em Λ2(T ∗M) como o espaço dos

(0, 2)-tensores anti-simétricos. Por conseguinte, temos que o lado esquerdo de (1.5) pode

ser escrito como

b(α� β)ijkl = 1
3 [(α� β)ijkl + (α� β)jkil + (α� β)kijl]

= 1
3(αijβkl + αklβij + αjkβil + αilβjk + αkiβjl + αjlβki).
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Por outra lado, sejam f ∈ Λk(V ) e g ∈ Λl(V ), o produto exterior(∧) entre f e g é a

aplicação ∧ : Λk(V )× Λl(V )→ Λk+l(V ), dada por

(f ∧ g)(v1, ...., vk+l) = 1
k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)f(vσ(1), ..., vσ(k))g(vσ(k+1), ..., vσ(k+l))

onde Sk+l é o grupo de todas as permutações do conjuto {1, ..., k + l} e sgn(σ) = (−1)p

com p sendo número de inversões de σ.

Em particular, o produto exterior entre α e β é dado por:

α ∧ β(ei, ej, ek, el) = 1
2!2!

∑
σ∈S4

sgn(σ)α(eσ(1), eσ(2))β(eσ(3), eσ(4)),

onde a soma é sobre todas as permutações de comprimento 4. Desse modo, temos que

α ∧ β(ei, ej, ek, el) =sgn(σ)α(eσ(1), eσ(2))β(eσ(3), eσ(4)) + sgn(σ)α(eσ(1), eσ(3))β(eσ(4), eσ(2))

+ sgn(σ)α(eσ(1), eσ(4))β(eσ(2), eσ(3)) + sgn(σ)α(eσ(2), eσ(3))β(eσ(4), eσ(1))

+ sgn(σ)α(eσ(2), eσ(4))β(eσ(1), eσ(3)) + sgn(σ)α(eσ(3), eσ(4))β(eσ(1), eσ(2))

=αijβkl + αikβlj + αilβjk − αjkβli − αjlβik + αklβij

=αijβkl + αklβij + αjkβil + αilβjk + αkiβjl + αjlβki

=3b(α� β)ijkl.

Logo,

b(α� β)ijkl = 1
3α ∧ β(ei, ej, ek, el),

como desejado.

Definição 1.16. O espaço dos tensores tipo-curvatura é

C = Ker(b) ⊂ S2(Λ2).

Observe que, como os tensores tipo-curvatura satisfazem a primeira identidade de

Bianchi, temos que b aplicado no tensor de curvatura é zero, ou seja, eles pertencem ao

Ker(b).

Assim, vamos considerar a decomposição

S2(Λ2) = C ⊕ Λ4

e calcularemos a dimensão do espaço C.
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Antes de tudo, sabemos que se V é um espaço vetorial de dimensão p, então

dim(S2(V )) = p(p+ 1)
2 .

Além disso, se W for um espaço vetorial de dimensão n, então

dim(Λ2(W )) =
(
n

2

)
.

Portanto, fazendo V = Λ2 temos

dimS2(Λ2) = 1
8n(n− 1)(n2 − n+ 2)

e observando

dim(S2(Λ2)) = dim(C) + dim(Λ4),

segue que

dim(C) = 1
8n(n− 1)(n2 − n+ 2)− 1

24n(n− 2)(n− 2)(n− 2)

= 1
12n(n− 1)(n2 + n)

= 1
12n

2(n2 − 1).

Em particular, para n = 3 temos dim(C) = 6.

Definição 1.17. O traço de um tensor é dado pela aplicação,

c : C → S2(T ∗M)

definido por

(c(A))(X, Y ) =
n∑
i=1

A(X, ei, Y, ei),

onde {ei} é uma base ortonormal para TM.

Em particular, sabemos que c(Rm) = Ric.

Definição 1.18. O produto de Kulkarni-Nomizu é a aplicação

©∧ : S2(T ∗M)× S2(T ∗M)→ C

que obtém um (0, 4)-tensor simétrico definido por

(A©∧ B)(X, Y, Z,W ) = A(X,Z)B(Y,W ) + A(Y,W )B(X,Z)

−A(X,W )B(Y, Z)− A(Y, Z)B(X,W ),

onde A e B é um (0, 2)-tensor simétrico.
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Proposição 1.7. A aplicação ψ : S2(T ∗M)→ C definida por

ψ(h) = h©∧ g,

é injetiva para todo n > 2.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que

g(f, h©∧ g) = 4g(cf, h). (1.6)

Com efeito, calculando (em uma base ortonormal) o lado esquerdo da igualdade acima

segue que

g (fijkl, (h©∧ g)ijkl) = fijkl(hikgjl + hjlgik − hilgjk − hjkgil)

= fijkjhik + fijilhjl − fijjlhil − fijkihjk

= fijkjhik + fjijkhik︸ ︷︷ ︸
i↔j,k↔l

− fijjkhik︸ ︷︷ ︸
l↔k

− fjikjhik︸ ︷︷ ︸
i↔j

= 4fijkjhik,

isto é,

g(f, h©∧ g) = 4g(cf, h).

Além disso, observe que

c(h©∧ g) = (n− 2)h+ tr(h)g. (1.7)

De fato, tomando o traço em (h©∧ g), temos que

(c(h©∧ g))ik = gjl(hikgjl + hjlgik − hilgjk − hjkgil)

= nhik + tr(h)gik − 2hik

= (n− 2)hik + tr(h)gik,

o que implica,

c(h©∧ g) = (n− 2)h+ tr(h)g.

Daí, para provar a proposição, assuma que h©∧ g = 0 e usando as Equações (1.6) e (1.7),

obtemos

0 = g(h©∧ g, h©∧ g)

= 4g(h, c(h©∧ g))

= 4g(h, (n− 2)h+ tr(h)g)

= 4
(
(tr(h))2 + (n− 2)|h|2

)
.
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Portanto, isso implica que h = 0 se n > 2, ou seja, o Ker(ψ) só possui o vetor nulo. Logo,

a aplicação é injetiva.

Corolário 1.2. Para n = 2, a curvatura escalar determina completamente o tensor da

curvatura. Para n = 3, a curvatura de Ricci determina o tensor da curvatura total.

Demonstração. No caso n = 2, vamos considerar a base {e1, e2} ⊂ TpM . Assim, temos

Rik =
2∑
j=1

Rijkj = Ri1k1 +Ri2k2

e, portanto,

R =
2∑

i,k=1
= R11 + 2R12 +R22

= R1212 +R2121

= 2R1212

Assim, o único componente diferente de zero de R pode ser o R1212.

Para n = 3, pela proposição 1.7, temos que a aplicação

ψ : S2(T ∗M)→ C

é injetiva.

Por outro lado, temos dim(S2(T ∗M)) = 6 e dim(C) = 6. Logo, ψ é sobrejetiva e, portanto,

obtemos que ψ é um isomorfismo. Assim, como foi visto Rm ∈ C e, consequentemente,

existe um A ∈ S2(T ∗M) tal que

Rm = A©∧ g.

Agora, encontraremos A. Note que,

Ric = c(Rm) = c(A©∧ g)

= A+ tr(A)g.

Assim,

A = Ric− tr(A)g

e tomando o traço em ambos os lados na igualdade acima, obtemos

c(A) = c(Ric− tr(A)g)

tr(A) = R− 3tr(A).
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Consequentemente,

tr(A) = R

4 .

Daí, temos

A = Ric− R

4 g

e, portanto,

Rm = Ric©∧ g − R

4 g©∧ g.

No caso geral, em qualquer dimensão, temos que o tensor de Riemann não necessaria-

mente pertence a imagem da aplicação ψ, mas como Rm ∈ C e queremos encontrar uma

decomposição ortogonal do tensor de Rm, deve existir um tensor em C cujo traço é nulo

tal que

Rm = W + A©∧ g,

onde A ∈ S2(T ∗M) e W ∈ Ker(c).

Em vista disso, vamos encontrar o tensor A tal que ψ(A) e W seja ortogonal com traço

de W nulo, isto é,

0 = c(W ) = c(Rm− A©∧ g)

= Ric− (tr(A) + (n− 2)A),

ou seja,

A = Ric− tr(A)g
n− 2 .

Assim, tomando o traço em ambos os lados da igualdade acima

tr(A) = c(A) = c(Ric− tr(A)g)
n− 2

= R− tr(A)n
n− 2

obtemos,

tr(A) = R

2(n− 1) .

Portanto,

A = 1
n− 2

(
Ric− R

2(n− 1)g
)
,∀n > 2. (1.8)
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O tensor A é um (0, 2)-tensor simétrico conhecido como o tensor de Schouten.

Por fim, concluímos que para n ≥ 3, a decomposição ortogonal do tensor de Riemann é

dada por

Rm = 1
n− 2(Ric©∧ g)− R

2(n− 1)(n− 2)(g©∧ g) +W,

onde W ∈ Ker(c).

1.4.1 Decomposição ortogonal do tensor R̊ic©∧ R̊ic

Agora, vamos encontrar uma decomposição ortogonal para o tensor R̊ic©∧ R̊ic onde ele

vai ser escrito na forma R̊ic©∧ R̊ic = T + U + V com T sendo um tensor de traço livre.

Antes de tudo, sabemos que o R̊ic é um (0, 2)-tensor simétrico, então, pelo produto de

Kulkarni-Numizu, obtemos que o R̊ic©∧ R̊ic é um (0, 4)-tensor simétrico e vamos concluir

que ele antisimétrico nas duas primeiras e nas duas últimas entradas. De fato,

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = 2(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk)

= −2(R̊ilR̊jk − R̊ikR̊jl)

= −(R̊ic©∧ R̊ic)ijlk.

Analogamente, temos (R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = −(R̊ic©∧ R̊ic)jikl. Assim, R̊ic©∧ R̊ic satisfaz as

condições da Definição 1.14 e, portanto, R̊ic©∧ R̊ic ∈ S2(Λ(T ∗M)). Além disso, note que

b(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = 1
3[(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl + (R̊ic©∧ R̊ic)jkil + (R̊ic©∧ R̊ic)kijl]

= 1
3(2R̊ikR̊jl − 2R̊ilR̊jk + 2R̊jiR̊kl − 2R̊jlR̊ki + 2R̊kjR̊il − 2R̊klR̊ij)

= 0.

Logo, R̊ic©∧ R̊ic ∈ Ker(b).

Dessa forma, o fato de R̊ic©∧ R̊ic ∈ C não implica que ele pertença a imagem da

aplicação ψ, mas conseguimos decompô-lo ortogonalmente na soma direta da imagem da

aplicação ψ aplicada em um tensor B e um tensor T cujo traço é livre. Daí, podemos

escrevê-lo na forma

R̊ic©∧ R̊ic = T +B©∧ g,

onde B ∈ S2(T ∗M) e T ∈ Ker(c).
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Em seguida, vamos encontrar o tensor B para que o tensor T tenha traço livre. De

fato, devemos ter

0 = c(T ) = (c(R̊ic©∧ R̊ic−B©∧ g))ik

= (c(R̊ic©∧ R̊ic))ik − (c(B©∧ g))ik

= 2gjl(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk)− (c(B©∧ g))ik

= −2R̊ijR̊jk − tr(B)gik − (n− 2)Bik,

ou seja,

Bik = − 1
n− 2(2R̊ijR̊jk + tr(B)gik).

Agora, tirando o traço da igualdade acima, temos

tr(B) = − 1
n− 2g

ik(2R̊ijR̊jk + tr(B)gik)

= − 1
n− 2(2|R̊ic|2 + ntr(B)),

o que implica,

tr(B) = −|R̊ic|
2

n− 1 .

Portanto, para n ≥ 2 temos que

Bik = − 1
n− 2

(
2R̊ijR̊jk −

|R̊ic|2

n− 1 gik
)
.

Podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma

B = − 1
n− 2

(
2R̊ic2 − |R̊ic|

2

n− 1 g
)
,

onde R̊ijR̊jk = (R̊ic2)ik.

Assim, concluímos que

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = Tijkl + (B©∧ g)ijkl

= Tijkl +
(
− 1
n− 2(2R̊ic2 − |R̊ic|

2

n− 1 g)©∧ g

)
ijkl

= Tijkl −
2

n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl + |R̊ic|2

(n− 1)(n− 2)(g©∧ g)ijkl

= Tijkl −
2

n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl +
(

2
n(n− 2) −

1
n(n− 1)

)
|R̊ic|2(g©∧ g)ijkl

= Tijkl −
2

n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl + 2
n(n− 2) |R̊ic|

2(g©∧ g)ijkl

− 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g©∧ g)ijkl.
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Logo,

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = Tijkl + Vijkl + Uijkl,

onde

Vijkl = − 2
n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl + 2

n(n− 2) |R̊ic|
2(g©∧ g)ijkl

e

Uijkl = − 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g©∧ g)ijkl.

1.5 Invariante de Yamabe

O problema de Yamabe em geometria diferencial trata sobre a existência de métricas Rie-

mannianas com curvatura escalar constante e leva este nome em homenagem ao matemá-

tico Hidehiko Yamabe. Mais precisamente o problema nos fala que, dada uma variedade

Riemanniana compacta (Mn, g), com dimensão n ≥ 3, é possível encontrar uma métrica

conforme a g com curvatura escalar constante. Em 1960, Yamabe [28] apresentou uma

solução para o problema, entretanto Trudinger [26] em 1968 descobriu um erro em sua

prova, e provou o problema sob a hipótese de curvatura escalar não-positiva. Em 1976,

Aubin [2] provou o problema supondo n ≥ 6 e (Mn, g) não conformemente plana. Os

casos restantes foram provados por Schoen [24] em 1984 usando o Teorema da Massa

positiva. A seguir, tendo como referência [20], descreveremos uma breve motivação afim

de introduzir a constante de Yamabe, a qual tem um papel fundamental no resultado

principal desta dissertação.

O primeiro fato que lembraremos aqui é a relação entre as curvaturas de Ricci quando

mudamos a métrica g por uma métrica conforme g̃ = e2hg, onde h ∈ C∞(M). Para o

que segue, não é difícil verificar que, se ∇ e ∇̃ denotam respectivamente as conexões de

Levi-Civita de g e g̃, então para todo X, Y ∈ X(M), temos a seguinte relação

∇̃XY = ∇XY +X(h)Y + Y (h)X − g(X, Y )∇h.

Proposição 1.8. Se Ric e R̃ic denotam respectivamente as curvarturas de Ricci de M

com respeito às métricas g e g̃ = e2hg, então

R̃ij = Rij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gij.
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Demonstração. Considere {ei} um referencial ortonormal geodésico em p na métrica g

(note que {ẽi = e−hei} é um referencial ortonormal na métrica g̃). Daí, segue diretamente

da definição

R̃ic(ẽi, ẽj) =〈R̃(ẽi, ẽk)ẽj, ẽk〉g̃

=〈∇̃ẽk
∇̃ẽi

ẽj − ∇̃ẽi
∇̃ẽk

ẽj + ∇̃[ẽi,ẽk]ẽj, ẽk〉g̃

=〈∇̃ek
∇̃ẽi

ẽj − ∇̃ei
∇̃ẽk

ẽj, ek〉g + 〈∇̃∇̃ei ẽk−∇̃ek
ẽi
ẽj, ek〉g

=〈∇̃ek
e−h∇̃ei

ẽj − ∇̃ei
e−h∇̃ek

ẽj, ek〉g + 〈∇̃∇̃ei ẽk−∇̃ek
ẽi
ẽj, ek〉g

=〈∇̃ek
e−h(−e−hei(h)ej + e−h∇̃ei

ej)− ∇̃ei
e−h(−e−hek(h)ej + e−h∇̃ek

ej), ek〉g

+ 〈∇̃(−e−hei(h)ek+e−h∇̃eiek+e−hek(h)ei−e−h∇̃ek
ei)ẽj, ek〉g.

=〈−∇̃ek
e−2hei(h)ej + ∇̃ek

e−2h(∇ei
ej + ei(h)ej + ej(h)ei − gij∇h)

+ ∇̃ei
e−2hek(h)ej − ∇̃ei

e−2h(∇ek
ej + ek(h)ej + ej(h)ek − gjk∇h), ek〉g

+ 〈∇̃(−e−hei(h)ek+e−h∇̃eiek+e−hek(h)ei−e−h∇̃ek
ei)ẽj, ek〉g.

Simplificando, temos

R̃ic(ẽi, ẽj) =〈∇̃ek
e−2h∇ei

ej − ∇̃ei
e−2h∇ek

ej, ek〉g + 〈∇̃ek
e−2h(ej(h)ei − gij∇h)

− ∇̃ei
e−2h(ej(h)ek − gjk∇h), ek〉g

+ e−h〈∇̃(−ei(h)ek+∇̃eiek+ek(h)ei−∇̃ek
ei)ẽj, ek〉g

=〈ek(e−2h)∇ei
ej + e−2h∇̃ek

∇ei
ej − ei(e−2h)∇ek

ej − e−2h∇̃ei
∇ek

ej, ek〉g

+ 〈−2e−2hek(h)(ej(h)ei − gij∇h) + e−2h∇̃ek
(ej(h)ei − gij∇h)

+ 2e−2hei(h)(ej(h)ek − gjk∇h)− e−2h∇̃ei
(ej(h)ek − gjk∇h), ek〉g

+ e−h〈∇̃(−ei(h)ek+ek(h)ei+∇eiek−∇ek
ei)ẽj, ek〉g.

e usando que ∇ei
ej(p) = 0, obtemos

R̃ic(ẽi, ẽj) =e−2h〈∇̃ek
∇ei

ej − ∇̃ei
∇ek

ej, ek〉g

+ 2e−2h〈−ek(h)ej(h)ei + ei(h)ej(h)ek + (ek(h)gij − ei(h)gjk)∇h, ek〉g

+ e−2h〈∇̃ek
(ej(h)ei − gij∇h)− ∇̃ei

(ej(h)ek − gjk∇h), ek〉g

+ e−h〈∇̃(−ei(h)ek+ek(h)ei)ẽj, ek〉g.
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Tal expressão pode ser reescrita como

e2he−2hR̃ic(ei, ej) =〈∇̃ek
∇ei

ej − ∇̃ei
∇ek

ej, ek〉g

+ 2〈−ek(h)ej(h)ei + ei(h)ej(h)ek + (ek(h)gij − ei(h)gjk)∇h, ek〉g

+ 〈∇̃ek
ej(h)ei − ∇̃ei

ej(h)ek, ek〉g + 〈−gij∇̃ek
∇h+ gjk∇̃ei

∇h, ek〉g

+ eh〈−ei(h)∇̃ek
ẽj + ek(h)∇̃ei

ẽj, ek〉g.

Calculando cada termo separadamente deve-se obter:

I) 〈∇̃ek
∇ei

ej − ∇̃ei
∇ek

ej, ek〉g = Rij.

De fato, devemos notar que

〈∇̃ek
∇ei

ej − ∇̃ei
∇ek

ej, ek〉g =〈∇ek
∇ei

ej + ek(h)∇ei
ej + 〈∇ei

ej,∇h〉gek

− 〈∇ei
ej, ek〉g∇h−∇ei

∇ek
ej − ei(h)∇ek

ej

− 〈∇ek
ej,∇h〉gei + 〈∇ek

ej, ei〉g∇h, ek〉g

=〈∇ek
∇ei

ej −∇ei
∇ek

ej, ek〉g

=Rij,

onde simplificamos algumas expressões usando ∇ei
ej(p) = 0, provando o item I).

II) 2〈−ek(h)ej(h)ei + ei(h)ej(h)ek + (ek(h)gij − ei(h)gjk)∇h, ek〉g
= 2 ((n− 2)ei(h)ej(h) + gij|∇h|2) .

Para este item, basta observar que
2〈−ek(h)ej(h)ei + ei(h)ej(h)ek + (ek(h)gij − ei(h)gjk)∇h, ek〉g

= 2 (〈−ek(h)ej(h)ei, ek〉g + 〈ei(h)ej(h)ek, ek〉g + (ek(h)gij − ei(h)gjk)〈∇h, ek〉g)

= 2
(
(n− 2)ei(h)ej(h) + gij|∇h|2

)
,

e assim concluímos o item II).

III) 〈∇̃ek
ej(h)ei − ∇̃ei

ej(h)ek, ek〉g = −(n− 1)ei(ej(h)).

Com um simples cálculo,

〈∇̃ek
ej(h)ei − ∇̃ei

ej(h)ek, ek〉g

= 〈ek(ej(h))ei + ej(h)∇̃ek
ei − ei(ej(h))ek − ej(h)∇̃ei

ek, ek〉g

= 〈ek(ej(h))ei − ei(ej(h))ek, ek〉g + e−2hej(h)〈∇̃ek
ei − ∇̃ei

ek, ek〉g

= ei(ej(h))− nei(ej(h))

= −(n− 1)ei(ej(h)),
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provamos o item III).

IV ) 〈−gij∇̃ek
∇h+ gjk∇̃ei

∇h, ek〉g = −∆hgij − (n− 1)|∇h|2gij + ei(ej(h)).

Observando que

〈−gij∇̃ek
∇h+ gjk∇̃ei

∇h, ek〉g

=〈−gij(∇ek
∇h+ |∇h|2ek) + gjk(∇ei

∇h+ |∇h|2ei), ek〉g

=− gij〈∇ek
∇h+ |∇h|2ek, ek〉g + gjk〈∇ei

∇h+ |∇h|2ei, ek〉g

=−∆hgij − (n− 1)|∇h|2gij + ei(ej(h)),

obtemos o item IV ).

V ) eh〈−ei(h)∇̃ek
ẽj + ek(h)∇̃ei

ẽj, ek〉g = (2− n)ei(h)ej(h)− |∇h|2gij.

Para o último item note que

eh〈−ei(h)∇̃ek
ẽj + ek(h)∇̃ei

ẽj, ek〉g

=eh〈−ei(h)(−e−hek(h)ej + e−h∇̃ek
ej) + ek(h)(−e−hei(h)ej + e−h∇̃ei

ej), ek〉g

=〈−ei(h)(∇ek
ej + ek(h)ej + ej(h)ek − gjk∇h)

+ ek(h)(∇ei
ej + ei(h)ej + ej(h)ei − gij∇h), ek〉g

=(2− n)ei(h)ej(h)− |∇h|2gij,

concluindo o item V ).

Para finalizar a prova da Proposição, vamos somar os itens I), II), III), IV ) e V )

para obtermos

R̃ij =Rij + 2
(
(n− 2)ei(h)ej(h) + 2gij|∇h|2

)
− (n− 1)ei(ej(h))

+
(
−∆hgij − (n− 1)|∇h|2gij + ei(ej(h))

)
+
(
(2− n)ei(h)ej(h)− |∇h|2gij

)
=Rij − (n− 2)ei(ej(h))−∆hgij + (n− 2)ei(h)ej(h)− (n− 2)|∇h|2gij

=Rij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gij,

como desejado.

Como consequência imediata temos a relação entre as curvaturas escalares.
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Corolário 1.3. Seja g̃ = e−2hg então

R̃ = e−2h(R− 2(n− 1)∆h− (n− 2)(n− 1)|∇h|2). (1.9)

Demonstração. Pela a definição da curvatura escalar R̃ podemos escrever

R̃ =
n∑
i=1

R̃ic(ẽi, ẽi) = e−2h
n∑
i=1

R̃ij

e, assim, aplicando a Proposição 1.8 segue que

R̃ =e−2h
n∑
i=1

(
Rii − (n− 2)∇i∇ih+ (n− 2)∇ih∇ih− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gii

)
=e−2h(R− (n− 2)∆h+ (n− 2)|∇h|2 − n(∆h+ (n− 2)|∇h|2))

=e−2h(R− 2(n− 1)∆h− (n− 2)(n− 1)|∇h|2),

provando assim o resultado.

Além disso, podemos encontrar uma expressão relacionando as curvaturas de Ricci

sem traço.

Corolário 1.4. Seja g̃ = e2hg então

˚̃Rij = R̊ij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh+ n− 2
n

(
∆h− |∇h|2

)
gij. (1.10)

Demonstração. Pela Proposição 1.8 juntamente com o Corolário 1.3 obtemos

R̃ij −
1
n
R̃g̃ij =− 1

n
R̃g̃ij + R̃ij

=− 1
n
e−2h(R− 2(n− 1)∆h− (n− 2)(n− 1)|∇h|2)e2hgij

+Rij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gij

=Rij −
R

n
gij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh

+
(

2(n− 1)
n

∆h+ (n− 2)(n− 1)
n

|∇h|2 −∆h− (n− 2)|∇h|2
)
gij.

Assim, simplificando algumas expressões segue o resultado

˚̃Rij = R̊ij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh+ n− 2
n

(
∆h− |∇h|2

)
gij.
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Em 1960, Hidehiko Yamabe propôs o seguinte problema

Problema de Yamabe: Toda variedade Riemanniana compacta (Mn, g) de dimensão

n ≥ 3, admite uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

O próprio Yamabe, no seu artigo [28], apresentou uma solução para este problema

usando métodos variacionais e técnicas de equações diferenciais parciais elípticas. Assim,

sabendo que qualquer métrica conforme a g pode ser escrita da forma g̃ = e2hg, onde

h ∈ C∞(M), ele percebeu que poderia simplificar a expressão obtida no Corolário 1.3

fazendo a seguinte substituição

e2h = u
4

n−2 .

Neste caso, obtemos:

• ∇h = 1
2e
−2h 4

n−2u
6−n
n−2∇u = 2

n−2u
−1∇u

• |∇h|2 = 4
(n−2)2u

−2|∇u|2

• ∆h = div(∇h) = 2
n−2(−u−2〈∇u,∇u〉g + u−1∆u) = − 2

n−2u
−2|∇u|2 + 2

n−2u
−1∆u.

Dessa forma, substituindo as igualdades acima na Equação (1.9) obtemos

R̃ =e−2h(R− 2(n− 1)∆h− (n− 2)(n− 1)|∇h|2)

=u−
4

n−2

[
R− 2(n− 1)

(
− 2
n− 2u

−2|∇u|2 + 2
n− 2u

−1∆u
)

− (n− 2)(n− 1)
(

4
(n− 2)2u

−2|∇u|2
)]

=u−
4

n−2

(
R− 4(n− 1)

n− 2 ∆uu−1
)

=u−
n+2
n−2

(
Ru− 4(n− 1)

n− 2 ∆u
)
.

Assim, g̃ = u
4

n−2 g tem curvatura escalar constante λ se, e somente se, u satisfaz a equação

de Yamabe

�u = λu
n+2
n−2 ,

onde � = R− a∆ e a = 4(n−1)
n−2 .

Yamabe notou que a equação acima representa exatamente a equação de Euler- Lagrange

do funcional

Q(g̃) =
∫
M R̃dVg̃

(
∫
M dVg̃)

n−2
n

,



Capítulo 1. Noções Preliminares 30

onde g̃ corresponde as métricas conformemente equivalente a métrica g. Para ver isto,

observe que Q pode ser escrito como Q(g̃) = Q(u
4

n−2 g) = Qg(u) e, assim, segue que

Q(g̃) =
∫
M R̃dVg̃

(
∫
M dVg̃)

n−2
n

=

∫
M u−

n+2
n−2

(
Ru− 4(n−1)

n−2 ∆u
)
u

2n
n−2dVg

(
∫
M u

2n
n−2dVg)

n−2
n

=
∫
M Ru2dVg − 4(n−1)

n−2
∫
M u∆udVg

(
∫
M u

2n
n−2dVg)

n−2
n

. (1.11)

Por outro lado, pelo Teorema de Stokes temos ainda que

0 =
∫
M
div(〈∇u, u〉)dVg =

∫
M
u∆udVg +

∫
M
|∇u|2dV g,

consequentemente substituindo a igualdade acima em (1.11) obtemos um nova expressão

Q(g̃) que é dada por

Q(g̃) =
∫
M Ru2dVg + 4(n−1)

n−2
∫
M |∇u|2dVg

(
∫
M u

2n
n−2dVg)

n−2
n

.

Além disso, fazendo a = 4(n−1)
n−2 , p = 2n

n−2 , E(u) =
∫
M Ru2−au∆udVg e ‖u‖ =

( ∫
M |u|p

) 1
p

,

temos ainda que

Qg(u) = E(u)
‖u‖2

p

.

Então, para qualquer função f ∈ C∞(M), temos

Qg(u+ tf) =
∫
M R(u+ tf)2 − a∆(u+ tf)(u+ tf)dVg

‖u+ tf‖2
p

=
∫
M R(u+ tf)2 − a(∆u+ t∆f)(u+ tf)dVg

‖u+ tf‖2
p

,

o que implica,

d

dt

∣∣∣∣
t=0
Qg(u+ tf)

=
∫
M 2(u+ tf)fR− a∆f(u+ tf)− a(∆u+ ∆ft)fdVg‖u+ tf‖2

p

‖u+ tf‖4
p

∣∣∣∣
t=0

−
∫
M R(u+ tf)2 − a(∆u+ t∆f)(u+ tf)dVg · 2

p
‖u+ tf‖2−p

p

∫
M p(u+ tf)p−1fdVg

‖u+ tf‖4
p

∣∣∣∣
t=0

=
∫
M 2ufR− au∆f − af∆udVg‖u‖2

p − 2E(u)‖u‖2−p
p

∫
M up−1fdVg

‖u‖4
p

=
2
∫
M ufR− a∆ufdVg‖u‖2

p − 2E(u)‖u‖2−p
p

∫
M up−1fdVg

‖u‖4
p

,
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após algumas simplificações

d

dt

∣∣∣∣
t=0
Qg(u+ tf) = 2

‖u‖2
p

∫
M

[Ru− a∆u− E(u)‖u‖−pp up−1]fdVg

= 2
‖u‖2

p

∫
M

(
�u− E(u)

‖u‖pp
up−1

)
fdVg.

Daí, u é ponto crítico de Qg se, e somente se, satisfaz a equação de Yamabe para λ = E(u)
‖u‖p

p
,

isto é,

�u = E(u)
‖u‖pp

up−1 = E(u)
‖u‖pp

u
n−2
n−1 .

Observe que
∣∣∣∣ ∫M Ru2dVg

∣∣∣∣ é limitado por um múltiplo de ‖u‖2
p. De fato, pela desigualdade

de Hölder temos
∣∣∣∣ ∫
M
Ru2dVg

∣∣∣∣ ≤( ∫
M
RqdVg

) 1
q
( ∫

M
(u2)rdVg

) 1
r

=
( ∫

M
RqdVg

) 1
q
( ∫

M
updVg

) 2
p

=
( ∫

M
RqdVg

) 1
q

‖u‖2
p,

onde p = 2r, 1
q

+ 1
r

= 1.

Dessa forma, é imediato verificar que Qg é limitado por baixo. Com efeito,

Qg(u) =
∫
M Ru2 + a|∇u|2dVg

‖u‖2
p

≥
∫
M Ru2dVg
‖u‖2

p

≥ −
( ∫

M
RqdVg

) 1
q

.

Assim, podemos definir o invariante de Yamabe:

Definição 1.19. Dada (Mn, g) variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3,

definimos o invariante de Yamabe Y (M, [g]) da variedade como sendo

Y (M, [g]) = inf
g̃∈[g]
Q(g̃)

= inf
u∈W 1,2(M)

Qg(u)

= inf
u∈W 1,2(M)

∫
M Ru2dVg + 4(n−1)

n−2
∫
M |∇u|2dVg

(
∫
M u

2n
n−2dVg)

n−2
n

.

Esta constante Y (M, [g]) é um invariante da classe conforme de (Mn, g).

Logo, pelos resultados anteriores, o problema de Yamabe para uma variedade Rieman-

niana compacta (Mn, g) pode ser resolvido determinando uma métrica conforme a g tal

que minimize o funcional Q(g̃).
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Definição 1.20. Uma métrica g̃ ∈ [g] tal que

Y (M, [g]) =
∫
M R̃dVg̃

(
∫
M dVg̃)

n−2
n

é dita solução do problema de Yamabe.

Destacamos agora que, as soluções do problema de Yamabe para uma variedade de

Einstein compacta, é também uma métrica de Einstein. De fato, considere uma função

positiva ϕ : M → R, de modo que g = ϕ2g̃ é um elemento arbitrário da classe conforme

suave de g̃. Antes de tudo, faça e2h = ϕ−2 para obter:

• ∇h = −1
2ϕ

2 · 2ϕ−3∇ϕ = −ϕ−1∇ϕ⇒ |∇h|2 = ϕ−2|∇ϕ|2

• ∇ih = 〈∇h, ei〉g = −ϕ−1∇iϕ⇒ ∇ih∇jh = ϕ−2∇iϕ∇jϕ

• ∇i∇jh = 〈∇jh, ei〉g = ϕ−2∇iϕ∇jϕ− ϕ−1∇i∇jϕ

• ∆h = gij∇i∇jh = ϕ−2|∇ϕ|2 − ϕ−1∆ϕ.

Dessa forma, substituindo as igualdades acima na expressão (1.10) obtida no Corolário

1.4, segue que

˚̃Rij =R̊ij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh+ n− 2
n

(
∆h− |∇h|2

)
gij

=R̊ij − (n− 2)(ϕ−2∇iϕ∇jϕ− ϕ−1∇i∇jϕ) + (n− 2)ϕ−2∇iϕ∇jϕ

+
(
ϕ−2|∇ϕ|2 − ϕ−1∆ϕ− ϕ−2|∇ϕ|2

)
gij,

e além disso, simplificando algumas expressões concluímos que

˚̃Rij = R̊ij + (n− 2)
ϕ

[
∇i∇jϕ−

∆ϕ
n
gij

]
.

Pra finalizar, assumindo que g̃ é Einstein e g é uma solução do problema de Yamabe para

(Mn, g̃), temos que a igualdade acima se resume

R̊ij = −(n− 2)
ϕ

[
∇i∇jϕ−

∆ϕ
n
gij

]
.

Agora resta mostrar que g é Einstein e, para isso, observe que

ϕ|R̊ic|2 =− (n− 2)R̊ij

(
∇i∇jϕ−

∆ϕ
n
gij

)
=− (n− 2)R̊ij∇i∇jϕ

=− (n− 2)
(
div(R̊ij∇jϕ)−∇i

(
Rij −

R

n
gij

)
∇jϕ

)
=− (n− 2)

(
div(R̊ij∇jϕ)−∇iRij∇jϕ+ 1

n
∇jR∇jϕ

)
,
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além disso, pela segunda identidade de Biachi contraída podemos reescrever a expressão

acima da seguinte forma

ϕ|R̊ic|2 =− (n− 2)
(
div(R̊ij∇jϕ)− 1

2∇jR∇jϕ+ 1
n
∇jR∇jϕ

)
=− (n− 2)

(
div(R̊ij∇jϕ)− (n− 2)

2n ∇jR∇jϕ

)
. (1.12)

Assim, tomando a integral em (Mn, g) em ambos os lados da igualdade (1.12) juntamente

com o fato de g ser solução do problema de Yamabe, isto é, g tem curvatura escalar

constante, obtemos
∫
M
ϕ|R̊ic|2dVg =− (n− 2)

∫
M
div(R̊ij∇jϕ)dVg + (n− 2)2

2n

∫
M
〈∇R,∇ϕ〉gdVg

=0.

Sendo assim, como ϕ é uma função positiva então R̊ic ≡ 0 e, portanto, g é Einstein.

Logo, g sendo solução do problema de Yamabe para uma variedade de Einstein compacta

concluímos que g também é uma métrica Einstein.

Observação 1.2. Note ainda que, usando o Teorema de Obata provado em [22] e levando

em conta que g̃ é uma métrica de Einstein, temos que g̃ também é solução do problema

de Yamabe, isto é,

Y (M, [g̃]) =
∫
M R̃dVg̃

(
∫
M dVg̃)

n−2
n

.



Capítulo 2

O tensor de Weyl e algumas

estimativas

Neste capítulo falaremos sobre o tensor W ∈ Ker(c), encontrado na seção anterior a

partir da decomposição ortogonal do tensor de Riemann, que tem como propriedade o

traço livre. Além disso, mostraremos outras propriedades desse (0, 4)-tensor e algumas

estimativas que será de grande importância no decorrer desse trabalho.

Definição 2.1. Chamaremos de Weyl o tensorW ∈ Ker(c) definido pela seguinte fórmula

de decomposição ortogonal do tensor de Riemann em dimensão n ≥3

W = Rm − A©∧ g, (2.1)

onde A = 1
n− 2

(
Ric− R

2(n− 1)g
)
.

Proposição 2.1. O tensor de Wely satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Wijkl = −Wjikl = Wjilk

(2) Wijkl = Wklij

(3) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto é,

Wijkl +Wjkil +Wkijl = 0.

34
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Demonstração. Para a prova do item (1), observe que

Wijkl =Rijkl − (A©∧ g)ijkl

=−Rjikl − (Aikgjl + Ajlgik − Ailgjk − Ajkgil)

=−Rjikl + Ajkgil + Ailgjk − Ajlgik − Aikgjl

=− (Rjikl − (A©∧ g)jikl)

=−Wjikl.

Analogamente, temos Wijkl = Wjilk.

Com um simples cálculo

Wijkl =Rijkl − (A©∧ g)ijkl

=Rklij − (A©∧ g)klij

=Wklij,

obtemos o item (2).

Para a prova do item (3), basta substituir a Equação (2.1) na primeira identidade de

Bianchi, para obter:

0 = Rijkl +Rjkil +Rkijl =(Wijkl + (A©∧ g)ijkl) + (Wjkil + (A©∧ g)jkil)

+ (Wkijl + (A©∧ g)kijl).

Assim,

Wijkl +Wjkil +Wkijl =− (A©∧ g)ijkl − (A©∧ g)jkil − (A©∧ g)kijl

=− Aikgjl − Ajlgik + Ailgjk + Ajkgil

− Ajigkl − Aklgji + Ajlgki + Akigjl

− Akjgil − Ailgkj + Aklgij + Aijgkl

=0,

como desejado.

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema 1.1.

Corolário 2.1. O tensor de Weyl satisfaz a seguinte igualdade

∇p∇mWijkl −∇m∇pWijkl = RpmihWhjkl +RpmjhWihkl +RpmkhWijhl +RpmlhWijkh.

(2.2)
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Demonstração. Como o tensor de Weyl é um (0, 4)-tensor, pelo Teorema 1.1 temos que

∇P∇MW (X, Y, Z, S)−∇M∇PW (X, Y, Z, S)

=W (Rm(P,M)X, Y, Z, S) +W (X,Rm(P,M)Y, Z, S) +W (X, Y,Rm(P,M)Z, S)

+W (X, Y, Z,Rm(P,M)S).

Assim, segue que a expressão acima pode ser escrita, em coordenadas, da seguinte maneira

∇p∇mWijkl −∇m∇pWijkl =W (Rr
pmi∂r, ∂j, ∂k, ∂l) +W (∂i, Rr

pmj∂r, ∂k, ∂l)

+W (∂i, ∂j, Rr
pmk∂r, ∂l) +W (∂i, ∂j, ∂k, Rr

pml∂r)

=RpmihWhjkl +RpmjhWihkl +RpmkhWijhl +RpmlhWijkh.

A seguir, apresentaremos algumas definições e resultados com o tensor de Weyl.

Definição 2.2. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é chamada localmente conforme-

mente plana se para todo ponto p ∈ M , existe uma vizinhança V de p e uma função

h ∈ C∞(V ) tal que (V, e2hg) é flat.

Aqui, dizemos que uma métrica g̃ é flat se ela é localmente isométrica à métrica

euclidiana, isto é, para todo p ∈ M existe uma vizinhança V de p e uma isometria

h : V → h(V ) ⊂ Rn.

O resultado a seguir, caracteriza métricas localmente conformemente planas tendo

como papel fundamental o tensor Wely.

Teorema 2.1 (Weyl, Shouten). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana de dimensão

n. Então,

(1) Se n = 2, então (Mn, g) é localmente conformemente plana.

(2) Se n = 3, então (Mn, g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Cotton dado por

Cijk =∇iAjk −∇jAik

=∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)(∇iRgjk −∇jRgik)

é nulo.
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(3) Se n ≥ 4, então (Mn, g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Weyl é nulo.

O Teorema acima, primeiramente foi provado por Cotton (1897) em dimensão três e

por Weyl (1918) e Schouten (1921) em dimensão n ≥ 4. Para mais detalhes da demons-

tração veja a Proposição 1.62 em [7].

Em seguida, vamos mostrar algumas identidades satisfeitas pelo tensor de Weyl quando

a variedade é de Einstein. Antes de tudo, observe que, quando a variedade é de Einstein,

temos que para n ≥ 3 a decomposição ortogonal do tensor curvatura de Riemann é dada

por

Rm = W + R

2n(n− 1)(g©∧ g).

Assim, se (Mn, g) é variedade de Einstein e localmente conformemente plana (i.e.,W ≡ 0),

então a variedade tem que ser uma forma espacial.

Observação 2.1. (Mn, g) tem curvatura seccional constante, se e somente se, Ric = R
n
g

e W = 0.

Além disso, veja que substituindo a decomposição ortogonal do tensor de Riemann em

variedade de Einstein na segunda identidade de Bianchi e usando o fato que a curvatura

escalar em uma variedade de Einstein é constante, obtemos

0 = ∇lRijkm +∇kRijml +∇mRijlk = ∇lWijkm +∇kWijml +∇mWijlk, (2.3)

ou seja, quando a variedade é de Einstein temos que o tensor de Weyl satisfaz a segunda

identidade de Bianchi.

Lema 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana Einstein de dimensão n ≥ 3. Então

a seguinte identidade é válida:

1
2∆|W |2 = |∇W |2 + 2

n
R|W |2 − 2

(
2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWklpqWpqij

)
. (2.4)

Demonstração. Iniciaremos com o calculo do laplaciano do tensor de Weyl, para isso,

lembre que

∆Wijkl = ∇p∇pWijkl.
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Assim, substituindo a Equação (2.3) e, posteriormente, a igualdade (2.2) (comutação de

derivadas covariante com o tensor de Weyl) na expressão acima, obtemos

∆Wijkl =∇p∇pWijkl

=∇p(−∇iWjpkl −∇jWpikl)

=∇p∇iWlkjp +∇p∇jWklip

=∇i∇pWlkjp +RpilqWqkjp +RpikqWlqjp +RpijqWlkqp +RpipqWlkjq

+∇j∇pWklip +RpjkqWqlip +RpjlqWkqip +RpjiqWklqp +RpjpqWkliq

=RpilqWqkjp +RpikqWlqjp +RpijqWlkqp +RpipqWlkjq +RpjkqWqlip

+RpjlqWkqip +RpjiqWklqp +RpjpqWkliq

e como a variedade é Einsten, temos ainda que

∆Wijkl =
(
Wpilq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pilq
)
Wqkjp +

(
Wpikq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pikq
)
Wlqjp

+
(
Wpijq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pijq
)
Wlkqp + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pipqWlkjq

+
(
Wpjkq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pjkq
)
Wqlip +

(
Wpjlq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pjlq
)
Wkqip

+
(
Wpjiq + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pjiq
)
Wklqp + R

2n(n− 1)(g©∧ g)pjpqWkliq

=WpilqWqkjp +WpikqWlqjp +WpijqWlkqp + R

n(n− 1)(Wikjl +Wlijk +Wlkij)

+WpjkqWqlip +WpjlqWkqip +WpjiqWklqp + R

n(n− 1)(Wjlik +Wkjil +Wklji)

+ R

n− 1Wlkji + R

n− 1Wklij −
R

n(n− 1)Wlkji −
R

n(n− 1)Wklij

=2WpilqWqkjp + 2WpikqWlqjp + (Wipjq +Wpjiq)Wklqp + R

n
Wlkji + R

n
Wklij

=2WpilqWqkjp + 2WpikqWlqjp +WijpqWklqp + 2
n
RWijkl.

Portanto,

∆Wijkl = −2(WipkqWpjql −WiplqWpjqk + 1
2WijpqWklpq) + 2

n
RWijkl. (2.5)

Agora, para a prova da Equação (2.4), observe primeiro que
1
2∆|W |2 =1

2 (∇p∇pWijklWijkl)

=1
2∇p(2Wijkl∇pWijkl)

=|∇W |2 + 〈W,∆W 〉g.
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Dessa forma, substituindo a igualdade (2.5) na expressão acima, teremos
1
2∆|W |2 =|∇W |2 + 〈Wijkl,∆Wijkl〉g

=|∇W |2 + 〈Wijkl,−2(WipkqWpjql −WiplqWpjqk + 1
2WijpqWklpq) + 2

n
RWijkl〉g

=|∇W |2 + 2
n
R|W |2 − 2(WijklWipkqWpjql −WijlkWipkqWpjql︸ ︷︷ ︸

k↔l

+1
2WijklWijpqWklpq)

=|∇W |2 + 2
n
R|W |2 − 2(2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWijpqWklpq).

Para finalizar esse capítulo vamos apresentar algumas estimativas para o tensor de

Weyl.

A estimativa que segue foi provada inicialmente em dimensão 4 por V. Bour em [6]. Aqui,

seguiremos os passos do artigo do Catino [1] para obtenção da estimativa em dimensão

arbitrária.

Proposição 2.2. Para toda variedade Riemanniana n-dimensional a seguinte estimativa

é válida:∣∣∣∣−WijklR̊ikR̊jl + 2
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik

∣∣∣∣ ≤
√

n− 2
2(n− 1)

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2.

(2.6)

Demonstração. Primeiramente, observe que usando o produto de Kulkarni-Nomizu ob-

temos

(R̊ic©∧ g)ijkl = (R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = 2(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk)

Assim, como consequência destas expressões podemos deduzir que

WijklR̊ikR̊jl = 1
4Wijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl (2.7)

R̊ijR̊jkR̊ik = −1
8(R̊ic©∧ g)ijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl. (2.8)

De fato, desenvolvendo o lado direito da Equação (2.7)
1
4Wijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl = 1

2WijklR̊ikR̊jl −
1
2WijklR̊ilR̊jk

= 1
2WijklR̊ikR̊jl −

1
2 WijlkR̊ikR̊jl︸ ︷︷ ︸

l↔k

= 1
2WijklR̊ikR̊jl + 1

2WijklR̊ikR̊jl

= WijklR̊ikR̊jl,
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e o lado direito da Equação (2.8)

−1
8(R̊ic©∧ g)ijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl =− 1

4(R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)(R̊ikR̊jl

− R̊ilR̊jk)

=1
4R̊ikR̊jkR̊ilgjl + 1

4R̊ilR̊jlR̊jkgik + 1
4R̊ilR̊ikR̊jlgjk

+ 1
4R̊jkR̊ikR̊jlgil

=1
4R̊ikR̊jkR̊ij + 1

4R̊ilR̊jlR̊ij + 1
4R̊ilR̊ijR̊jl + 1

4R̊jkR̊ikR̊ij

=1
2R̊ikR̊jkR̊ij + 1

4 R̊ikR̊jkR̊ij︸ ︷︷ ︸
l↔k

+1
4 R̊ikR̊ijR̊jk︸ ︷︷ ︸

l↔k

=R̊ijR̊jkR̊ik,

provamos o resultado pretendido.

Daí, usando as Equações (2.7) e (2.8), obtemos:

−WijklR̊ikR̊jl + 2
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik =−

(1
4Wijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl

)
+ 2
n− 2

(
−1

8(R̊ic©∧ g)ijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl
)

=− 1
4Wijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl −

1
4(n− 2)(R̊ic©∧ g)ijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl

=− 1
4

(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl. (2.9)

Além disso, como foi visto na Seção 1.4.1 R̊ic ©∧ R̊ic é um (0, 4)-tensor e tem as

mesmas propriedades do tensor curvatura de Riemann. Logo, pode ser ortogonalmente

decomposto como

R̊ic©∧ R̊ic = T + U + V,

onde T tem traço livre,

Vijkl = − 2
n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl + 2

n(n− 2) |R̊ic|
2(g©∧ g)ijkl

e

Uijkl = − 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g©∧ g)ijkl

em que (R̊ic2)ik = R̊ipR̊kp. Antes de tudo, vamos calcular a norma ao quadrado dos

tensores R̊ic©∧ R̊ic, V e U da seguinte maneira:
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I)

|R̊ic©∧ R̊ic|2 = (R̊ic©∧ R̊ic)ijkl(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl

= 4(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk)2

= 4(R̊ik)2(R̊jl)2 − 8R̊ikR̊jkR̊ilR̊jl + 4(R̊il)2(R̊jk)2

= 8|R̊ic|4 − 8R̊ikR̊jk R̊ikR̊jk︸ ︷︷ ︸
l↔k

= 8|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2.

II)

|U |2 = UijklUijkl

= 1
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(g©∧ g)2
ijkl

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(gikgjl − gilgjk)2

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(g2
ikg

2
jl − 2gikgilgjlgjk + g2

ilg
2
jk)

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(n2 − 2n+ n2)

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4 · 2n(n− 1)

= 8
n(n− 1) |R̊ic|

4.

III)

|V |2 =VijklVijkl

=
(
− 2
n− 2(R̊ic2©∧ g)ijkl + 2

n(n− 2) |R̊ic|
2(g©∧ g)ijkl

)2

= 4
(n− 2)2 (R̊ic2©∧ g)2

ijkl −
8

n(n− 2)2 |R̊ic|
2(R̊ic2©∧ g)ijkl(g©∧ g)ijkl

+ 4
n2(n− 2)2 |R̊ic|

4(g©∧ g)2
ikjl.

Note que

(R̊ic2©∧ g)2
ijkl =

(
(R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk − (R̊ic2)jkgil

)2
.

Daí, desenvolvendo a expressão do lado direito da igualdade acima teremos
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(
(R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk − (R̊ic2)jkgil

)2

= (R̊ic2)2
ikg

2
jl + (R̊ic2)2

jlg
2
ik + (R̊ic2)2

ilg
2
jk + (R̊ic2)2

jkg
2
il + 2(R̊ic2)ikgik(R̊ic2)jlgjl

−2(R̊ic2)ikgjk(R̊ic2)ilgjl − 2(R̊ic2)ikgil(R̊ic2)jkgjl − 2(R̊ic2)jlgjk(R̊ic2)ilgik

−2(R̊ic2)jlgil(R̊ic2)jkgik + 2(R̊ic2)ilgil(R̊ic2)jkgjk

= 4n|R̊ic2|2 + 4|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2

= 4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4.

Portanto,

(R̊ic2©∧ g)2
ijkl = 4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4. (2.10)

Além disso, temos

(R̊ic2©∧ g)ijkl(g©∧ g)ijkl =((R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk

− (R̊ic2)jkgil) · 2(gikgjl − gilgjk),

o que implica,

(R̊ic2©∧ g)ijkl(g©∧ g)ijkl

= 2((R̊ic2)ikgikg2
jl − (R̊ic2)ikgjkgjlgil + (R̊ic2)jlgjlg2

ik − (R̊ic2)jlgikgjkgil

−(R̊ic2)ilgikgjkgjl + (R̊ic2)ilgilg2
jk − (R̊ic2)jkgjlgilgik + (R̊ic2)jkgjkg2

il)

= 8n|R̊ic|2 − 8|R̊ic|2

= 8|R̊ic|2(n− 1),
seque que

(R̊ic2©∧ g)ijkl(g©∧ g)ijkl = 8|R̊ic|2(n− 1). (2.11)

Logo, pelas Equações (2.10) e (2.11), temos

|V |2 = 4
(n− 2)2

(
4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4

)
− 8
n(n− 2)2 |R̊ic|

2
(
8|R̊ic|2(n− 1)

)
+ 4
n2(n− 2)2 |R̊ic|

4 (8n(n− 1))

= 16
n− 2 |R̊ic

2|2 + 16
(n− 2)2 |R̊ic|

4 − 32(n− 1)
n(n− 2) |R̊ic|

4

= 16
n− 2 |R̊ic

2|2 − 16
n(n− 2) |R̊ic|

4.
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Em particular, usando os itens I), II) e III) obtemos

|T |2 + n

2 |V |
2 =

(
|R̊ic©∧ R̊ic|2 − |V |2 − |U |2

)
+ n

2 |V |
2

=|R̊ic©∧ R̊ic|2 + (n− 2)
2 |V |2 − |U |2

=
(
8|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2

)
+ (n− 2)

2

(
16

n− 2 |R̊ic
2|2 − 16

n(n− 2) |R̊ic|
4
)

−
(

8
n(n− 1) |R̊ic|

4
)

=8|R̊ic|4 − 8
n
|R̊ic|4 − 8

n(n− 1) |R̊ic|
4

=8(n− 2)
n− 1 |R̊ic|

4. (2.12)

Agora, pelo fato deW e T terem traço livre e V ter componentes (R̊ic2©∧ g)ijkl e (g©∧ g)ijkl
concluímos então que WijklVijkl = 0 e Tijkl · (R̊ic©∧ g)ijkl = 0. Além disso, observe que
(

(W + 1
n− 2R̊ic©∧ g

)
ijkl
· U =

(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(
− 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g©∧ g)ijkl
)

= − 2|R̊ic|2
n(n− 1)(n− 2)(R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)(gikgjl − gilgjk)

= − 2|R̊ic|2
n(n− 1)(n− 2)(−R̊ikgjlgilgjk − R̊jlgikgilgjk − R̊ilgjkgikgjl − R̊jkgilgikgjl)

= 0

e(
W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g

)
ijkl

(
T +

√
n

2V
)
ijkl

=Wijkl · Tijkl +
√
n

2Wijkl · Vijkl

+
√

2√
n(n− 2)Tijkl(R̊ic©∧ g)ijkl

+ 1
n− 2Vijkl(R̊ic©∧ g)ijkl

=Wijkl · Tijkl + 1
n− 2Vijkl(R̊ic

2©∧ g)ijkl

=
(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(T + V )ijkl.

Dessa forma, iremos estimar (2.9) aplicando a desigualdade de Cauchy-Shcwarz, a Equa-

ção (2.12) e as observações feitas acima da seguinte maneira:
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∣∣∣∣∣
(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl
∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣
(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(T + U + V )ijkl
∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣
(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(T + V )ijkl
∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
(
W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g

)
ijkl

(
T +

√
n

2V
)
ijkl

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∣
(
W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g

)
ijkl

∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣
(
T +

√
n

2V
)
ijkl

∣∣∣∣∣
2

=
(
|W |2 + 2

n(n− 2)2 |R̊ic©∧ g|2
)(
|T |2 + n

2 |V |
2
)

=
(
|W |2 + 2

n(n− 2)2 · 4(n− 2)|R̊ic|2
)
· 8(n− 2)
n− 1 |R̊ic|

4

= 8(n− 2)
n− 1

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)
|R̊ic|4.

Por outro lado, temos

∣∣∣∣−WijklR̊ikR̊jl + 2
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik

∣∣∣∣2 = 1
16

∣∣∣∣∣
(
W + 1

n− 2R̊ic©∧ g
)
ijkl

(R̊ic©∧ R̊ic)ijkl
∣∣∣∣∣
2

≤ (n− 2)
2(n− 1)

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)
|R̊ic|4,

podendo ser escrito como

∣∣∣∣−WijklR̊ikR̊jl + 2
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik

∣∣∣∣ ≤
√√√√ (n− 2)

2(n− 1)

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2,

concluindo a demonstração.

Para provar a próxima proposição, que será fundamental na demonstração do resul-

tado principal dessa dissertação, precisaremos de alguns resultados. O primeiro deles é o

seguinte lema encontrado no artigo [15] escrito por G. Huskein (para mais detalhes veja

[3]).

Lema 2.2. Seja T = {Tij}1≤i,j≤n um operador simétrico sem traço com auto-valores

λ1, ..., λn satisfazendo:
n∑
i=1

λi = 0 e |T |2 =
n∑
i=1

λ2
i .

Então,
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1. λ2
i ≤

n− 1
n
|T |2, 1 ≤ i ≤ n.

2. |tr(T 3)| =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λ3
i

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

|T |3.

Demonstração. ˙

Para provar 1, observe que

(n− 1)|T |2 − nλ2
i =(n− 1)

n∑
j=1
j 6=i

λ2
j + (n− 1)λ2

i − nλ2
i

=(n− 1)
n∑

j=1
j 6=i

λ2
j − λ2

i

=(n− 1)
n∑

j=1
j 6=i

(
λ2
j −

λ2
i

(n− 1)2

)
.

Por outro lado, temos
n∑

j=1
j 6=i

(
λj + λi

n− 1

)2
=

n∑
j=1
j 6=i

λ2
j + 2λi

n− 1

n∑
j=1
j 6=i

λj + λ2
i

n− 1

=
n∑

j=1
j 6=i

λ2
j −

2λ2
i

n− 1 + λ2
i

n− 1

=
n∑

j=1
j 6=i

(
λ2
j −

λ2
i

(n− 1)2

)
.

Dessa forma,

(n− 1)|T |2 − nλ2
i =(n− 1)

n∑
j=1
j 6=i

(
λ2
j −

λ2
i

(n− 1)2

)
≥ 0

e, portanto,

λi ≤
n− 1
n
|T |2.

Por fim, para a prova do item 2 vamos considerar a função f : Rn → R dada por

f(λ1, ..., λn) =
n∑
i=1

λ3
i

e a subvariedade B = {λ ∈ Rn;λ2
1 + ... + λ2

n = |T |2 e λ1 + ... + λn = 0} de dimensão 2

em Rn. Assim, usando o método multiplicadores de Lagrange para encontrar os pontos
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críticos da função f restrita a B, temos o seguinte sistema:

3(λ2
1, ..., λ

2
n) = 2α(λ1, ..., λn) + β(1, ..., 1)

λ2
1 + ...+ λ2

n = |T |2

λ1 + ...+ λn = 0

Então, segue do sistema acima que os pontos críticos são dados pelos valores de λi que

satisfazem a equação quadrática

3λ2
i = 2αλi + β, ∀i = 1, ..., n.

Além disso, pela igualdade ∑n
i=1 λi = 0, temos que pelo menos um λi muda de sinal.

Assim, sendo p índices tal que cada λi > 0 e n − p a quantidade de índices tal que cada

λi < 0, ou seja, os pontos críticos de f são dados por:

λ1 = λ2 = .... = λp = a > 0, λp+1 = λp+2 = .... = λn = −b < 0.

Portanto, nos pontos críticos, temos

|T |2 =
n∑
i=1

λ2
i = pa2 + (n− p)b2 (2.13)

0 =
n∑
i=1

λi = pa− (n− p)b (2.14)

f =
n∑
i=1

λ3
i = pa3 − (n− p)b3. (2.15)

Daí, elevando ao quadrado a igualdade (2.14) e substituindo em (2.13), obtemos:

|T |2 =pa2 + (n− p)b2

=pa2 + p2a2

n− p

=pa2
(

1 + p

n− p

)
=a2 pn

n− p
,

ou seja, a2 = (n− p)
np

|T |2. Analogamente, temos que b2 = p

(n− p)n |T |
2.

Finalmente, pela Equação (2.15) temos

f =pa3 − (n− p)b3

=pa(n− p)
n
|T |2 − (n− p)b p

(n− p)n |T |
2

=
(
n− p
n

a− p

n
b
)
|T |2.
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Dessa forma, segue que f diminui quando p aumenta. Portanto, f atinge o máximo em

p = 1 e o mínimo em p = n− 1. Logo, o máximo de f é

a3 − (n− 1)b3 =(n− 1)3 − (n− 1)b3

=((n− 1)2 − 1)(n− 1)b3

=n(n− 1)(n− 2)b3

=n(n− 1)(n− 2) 1
n(n− 1) |T |

2b

=(n− 2)|T |2b

=(n− 2)|T |2 1√
n(n− 1)

|T |

= n− 2√
n(n− 1)

|T |3

e o mínimo de f é

(n− 1)a3 − b3 =(n− 1)a3 − (n− 1)3a3

=(1− (n− 1)2)(n− 1)a3

=− n(n− 1)(n− 2)a3

=− n(n− 1)(n− 2) 1
n(n− 1) |T |

2a

=− (n− 2)|T |2a

=− (n− 2)|T |2 1√
n(n− 1)

|T |

=− n− 2√
n(n− 1)

|T |3.

Portanto, concluímos que

− n− 2√
n(n− 1)

|T |3 ≤ f =
n∑
i=1

λ3
i ≤

n− 2√
n(n− 1)

|T |3,

isto é, ∣∣∣∣ n∑
i=1

λ3
i

∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

|T |3.

Corolário 2.2. Seja K um autovalor do operador simétrico T : Λ2(M) → Λ2(M) de

traço nulo. Então,

K2 ≤ N − 1
N
‖T‖2

Λ2 = (n− 2)(n+ 1)
4n(n− 1) |T |2.
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Demonstração. ˙

Pelo Lema 2.2 item 1, temos que

K2 ≤ N − 1
N
‖T‖2

Λ2 ,

onde N = dim(Λ2(M)) = n(n− 1)
2 . Daí, segue que

K2 ≤ N − 1
N
‖T‖2

Λ2 =
n(n− 1)

2 − 1
n(n− 1)

2

|T |2

4

=(n− 2)(n+ 1)
4n(n− 1) |T |2.

Agora, vamos mostrar outra estimativa envolvendo o tensor Wely. Antes de tudo, va-

mos considerar um tensor T = {Tijkl} com as mesmas simetrias que o tensor de Riemann.

Assim, definimos um operador simétrico T : Λ2(M)→ Λ2(M) no espaço das 2-forma por

(Tω)kl := 1
2Tijklωij,

onde ω ∈ Λ2(M). Além disso, temos que µ é um autovalor de T se

Tijklωij = 2µωkl,

para algum 0 6= ω ∈ Λ2(M) e, também, temos que ||T ||2Λ2 = 1
4 |T |

2.

Proposição 2.3. Para toda variedade Riemanniana de dimensão n existe uma constante

C(n) tal que a seguinte estimativa é válida
∣∣∣∣2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWklpqWpqij

∣∣∣∣ ≤ C(n)|W |3.

Além disso, para n ≥ 7 temos que C(4) =
√

6
4 , C(5) = 1, C(6) =

√
70

2
√

3
e C(n) = 5

2 .

Demonstração. Primeiro, observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vale:
∣∣∣∣2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWklpqWpqij

∣∣∣∣ ≤ 2|WijklWipkqWpjql|+
1
2 |WijklWklpqWpqij|

≤ 2|W |3 + 1
2 |W |

3

≤ 5
2 |W |

3.
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Entretanto, nos casos que n = 4, 5 e 6 obtêm-se, em cada caso, uma estimativa melhor

que a desigualdade acima. De fato, em dimensão n = 4, a constante é ótima C(4) =
√

6
4 ,

para uma prova deste fato veja Lema 3.5 em [15].

Para verificar em dimensão n = 5, vamos considerar uma identidade algébrica que se

verifica em todas as variedades Riemanniana de dimensão 5 a qual foi provada por Jack

I. e Parker L. em [18], a saber,

WijklWipkqWpjql = 4WijklWklpqWpqij.

Em seguida, em dimensão n = 5, por Cauchy-Schwarz, temos∣∣∣∣2WijklWipkqWpjql + 1
2WijklWklpqWpqij

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2 · 1

4WijklWklpqWpqij + 1
2WijklWklpqWpqij

∣∣∣∣
= |WijklWklpqWpqij|

≤ |W |3.

Finalmente, para obtermos a estimativa para n = 6, foi provada em [15] por Huskein

inspirado na ideia de Tachibana S. em [25], a qual considerou o tensor anti-simétrico

ω = {ωpqrsij } dado por

ωpqrsij :=Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis.

Note que, o tensor ω satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ωpqrsij = −ωpqrsji

(2) ωpqrsij = −ωqprsij

(3) ωpqrsij = −ωpqsrij

(4) ωpqrsij = ωrspqij

Prova: Para a prova do item (1), observe que

ωpqrsij =Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis

=− (−Wiqrsgjp −Wpirsgjq −Wpqisgjr −Wpqrigjs

+Wjqrsgip +Wpjrsgiq +Wpqjsgir +Wpqrjgis)

=− ωpqrsji .
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Além disso, fazendo alguns cálculos

ωpqrsij =Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis

=−Wqirsgjp −Wiprsgjq −Wqpisgjr −Wqprigjs

+Wqjrsgip +Wjprsgiq +Wqpjsgir +Wqprjgis

=− (Wiprsgjq +Wqirsgjp +Wqpisgjr +Wqprigjs

−Wjprsgiq −Wqjrsgip −Wqpjsgir +Wqprjgis)

=− ωqprsij ,

provamos o item (2). Analogamente, segue o item (3).

Para finalizar, a prova do item (4) segue dos cálculos

dωpqrsij =Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis

=Wispqgjr +Wripqgjs +Wrsiqgjp +Wrspigjq

−Wjspqgir −Wrjpqgis −Wrsjqgip −Wrspjgiq

=ωrspqij .

Dessa forma, conseguimos mostrar que

2WijklWipkqWpjql + 1
2WijklWklpqWpqij = − 1

16Wijklω
(pqrs)
ij ω

(pqrs)
kl (2.16)

|ω|2 = 8(n− 1)|W |2. (2.17)

Para a prova da Equação (2.16), note que

Wijklω
pqrs
ij =Wijkl(Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis)

=WipklWiqrs +WiqklWpirs +WirklWpqis +WisklWpqri

−WpjklWjqrs −WqjklWpjrs −WrjklWpqjs −WsjklWpqrj

=WipklWiqrs +WiqklWpirs +WirklWpqis +WisklWpqri

+WipklWiqrs︸ ︷︷ ︸
i↔j

+WiqklWpirs︸ ︷︷ ︸
i↔j

+WirklWpqis︸ ︷︷ ︸
i↔j

+WisklWpqri︸ ︷︷ ︸
i↔j

=2(WipklWiqrs +WiqklWpirs +WirklWpqis +WisklWpqri)
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e, assim, temos

Wijklω
pqrs
ij ωpqrskl =2(WipklWiqrs +WiqklWpirs +WirklWpqis +WisklWpqri)ωpqrskl

=2WipklWiqrsω
pqrs
kl + 2WiqklWpirsω

pqrs
kl + 2WirklWpqisω

pqrs
kl

+ 2WisklWpqriω
pqrs
kl

=2WipklWiqrsω
pqrs
kl + 2WipklWqirsω

qprs
kl︸ ︷︷ ︸

p↔q

+2WipklWrsiqω
rspq
kl︸ ︷︷ ︸

p↔r,q↔s

+ 2WipklWsrqiω
srqp
kl︸ ︷︷ ︸

s↔p,r↔q

=8WipklWiqrsω
pqrs
kl .

Por outro lado, veja que

WipklWiqrsω
pqrs
kl =WipklWiqrs(Wkqrsglp +Wpkrsglq +Wpqksglr +Wpqrkgls

−Wlqrsgkp −Wplrsgkq −Wpqlsgkr −Wpqrlgks)

=WipklWilrsWpkrs +WipklWiqlsWpqks +WipklWiqrlWpqrk

−WipklWikrsWplrs −WipklWiqksWpqls −WipklWiqrkWpqrl

=WijklWilrsWjkrs︸ ︷︷ ︸
p↔j

+WiplkWiqksWpqls︸ ︷︷ ︸
l↔k

+WiplkWiqskWpqsl︸ ︷︷ ︸
l↔k,r↔s

−WijklWikrsWjlrs︸ ︷︷ ︸
p↔j

−WipklWiqksWpqls −WipklWiqskWpqsl︸ ︷︷ ︸
r↔s

,

e fazendo mais algumas trocas de índices, segue que

WipklWiqrsω
pqrs
kl =WijklWilpqWjkpq︸ ︷︷ ︸

p↔r,q↔s

−WijklWikpqWjlpq︸ ︷︷ ︸
p↔r,q↔s

+4WiplkWiqksWpqls

=WilkjWijpqWlkpq︸ ︷︷ ︸
j↔l

−WikjlWijpqWklpq︸ ︷︷ ︸
k↔j

+4WijlkWiskqWjslq︸ ︷︷ ︸
j↔p,q↔s

=(Wkjil +Wikjl)WijpqWlkpq + 4WijlkWipkqWjplq︸ ︷︷ ︸
s↔p

=− 4WijklWipkqWpjql −WijklWpqijWklpq.

Portanto,

Wijklω
pqrs
ij ωpqrskl =8WipklWiqrsω

pqrs
kl

=− 32WijklWipkqWpjql − 8WijklWpqijWklpq,
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ou seja,

2WijklWipkqWpjql + 1
2WijklWpqijWklpq = − 1

16Wijklω
pqrs
ij ωpqrskl .

Agora, exibiremos a prova da Equação (2.17). Com efeito,

|ω|2 =ωpqrsij ωpqrsij

=(Wiqrsgjp +Wpirsgjq +Wpqisgjr +Wpqrigjs

−Wjqrsgip −Wpjrsgiq −Wpqjsgir −Wpqrjgis)ωpqrsij

=Wiqrsgjpω
pqrs
ij +Wpirsgjqω

pqrs
ij +Wpqisgjrω

pqrs
ij +Wpqrigjsω

pqrs
ij

−Wjqrsgipω
pqrs
ij −Wpjrsgiqω

pqrs
ij −Wpqjsgirω

pqrs
ij −Wpqrjgisω

pqrs
ij

=Wiqrsω
jqrs
ij +Wpirsω

pjrs
ij +Wpqisω

pqjs
ij +Wpqriω

pqrj
ij

−Wjqrsω
iqrs
ij −Wpjrsω

pirs
ij −Wpqjsω

pqis
ij −Wpqrjω

pqri
ij

=Wiqrsω
jqrs
ij +Wpirsω

pjrs
ij +Wpqisω

pqjs
ij +Wpqriω

pqrj
ij

−Wiqrsω
jqrs
ji︸ ︷︷ ︸

i↔j

−Wpirsω
pjrs
ji︸ ︷︷ ︸

i↔j

−Wpqisω
pqjs
ji︸ ︷︷ ︸

i↔j

−Wpqriω
pqrj
ji︸ ︷︷ ︸

i↔j

=2Wiqrsω
jqrs
ij + 2Wqirsω

qjrs
ij︸ ︷︷ ︸

q↔p

+2Wpqisω
pqjs
ij + 2Wpqsiω

pqsj
ij︸ ︷︷ ︸

r↔s

=4Wiqrsω
jqrs
ij + 4Wrsiqω

rsjq
ij︸ ︷︷ ︸

q↔s,p↔r

=8Wiqrsω
jqrs
ij .

No entanto, temos

Wiqrsω
jqrs
ij =Wiqrs(Wiqrsgjj +Wjirsgjq +Wjqisgjr +Wjqrigjs

−Wjqrsgij −Wjjrsgiq −Wjqjsgir −Wjqrjgis)

=n|W |2 +WijrsWjirs +WiqrsWrqis +WiqrsWsqri − |W |2

=n|W |2 − 2|W |2 + (Wrqis +Wsqri)Wiqrs

=n|W |2 − 2|W |2 −WqirsWiqrs

=(n− 1)|W |2.

Logo,

|ω|2 = 8(n− 1)|W |2.
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Por conseguinte, denotando por µ o valor próprio máximo de W , uma vez que W tem

traço livre, segue do Corolário 2.2 juntamente com a Equação (2.16) que

|Wijklω
pqrs
ij ωpqrskl | ≤2µωpqrskl ωpqrskl

=2µ|ω|2

≤2

√√√√(n− 2)(n+ 1)

4n(n− 1) |W |

 |ω|2
=8(n− 1)

√√√√(n− 2)(n+ 1)
n(n− 1) |W |3.

Daí, pela Equação (2.17) obtemos
∣∣∣∣2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWpqijWklpq

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣− 1

16Wijklω
(pqrs)
ij ω

(pqrs)
kl

∣∣∣∣
≤1

2

√
(n− 1)(n− 2)(n+ 1)

n
|W |3.

Portanto, para em n = 6, temos C(6) =
√

70
2
√

3
<

5
2 .



Capítulo 3

Sóliton de Ricci gradiente

O conceito de sóliton de Ricci foi introduzido por Hamilton [14] por volta dos anos 80.

Os sólitons de Ricci são generalizações naturais de métricas Einstein e correspondem a

soluções auto-similares do fluxo de Ricci. Neste capítulo tentaremos entender a geometria

dos sólitons de Ricci. Assim, definiremos sóliton de Ricci gradiente, mostraremos algumas

propriedades e fórmulas gerais. Além disso, (Mn, g) denotará uma variedade completa e

conexa de dimensão n.

3.1 Definições e fórmulas em sólitons gradiente

Definição 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana, um sóliton de Ricci (M, g,X, λ)

é uma métrica Riemanniana junto com um campo vetorial X ∈ X(M) e uma constante

λ ∈ R, tal que, satisfaz a seguinte condição

Ric+ 1
2LXg = λg, (3.1)

onde LX é a derivada de Lie. Além disso, dizemos que um sóliton de Ricci é expansivo,

estacionário ou contrátil, se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0, respectivamente. Quando X for

o gradiente de uma função f ∈ C∞(M) a variedade é chamada de sóliton de Ricci

gradiente e a Equação (3.1) vai ser escrita da seguinte forma

Ric+∇2f = λg

onde ∇2f é a Hessiana de f .

Em coordenadas,

Rik +∇i∇kf = λgik. (3.2)

54
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Como nessa dissertação vamos nos concentrar apenas em sólitons de Ricci gradiente

contrátil, a seguir exibiremos alguns exemplos clássicos no caso contrátil (λ > 0).

1. Esfera. Como (Sn, gSn) é uma variedade de Einstein com constante de Einstein

λ > 0, tomando f : Sn → R constante temos ∇2f = 0, assim

Ric+∇2f = λgSn .

Portanto, (Sn, gSn , f, λ) é um sóliton de Ricci gradiente contrátil.

Observação 3.1. Até o momento não exite exemplos de sólitons de Ricci compacto

contrátil não triviais na estrutura da Sn, ou seja, não sabemos ainda se existe uma

função f ∈ C∞(Sn) não constante tal que a condição (3.2) é satisfeita. Por outro

lado, nos trabalhos de N. Koiso em [19] e H.-D. Cao em [8], utilizando estruturas

complexas, foram construídos os primeiros exemplos de sólitons de Ricci contrátil

compactos em dimensão 4 não triviais.

2. Sóliton Gaussiano contrátil: (Rn, geucl, f, λ) onde f : Rn → R é dada por f =
λ
2 |x|

2, x ∈ R, λ ∈ R+ e geucl é a métrica canônica do Rn é um sóliton de Ricci

gradiente chamado sóliton Gaussiano contrátil.

3. Sóliton de Ricci cilíndrico contrátil: Consideremos o produto da esfera contrátil

com a reta, isto é, (Sn−1×R), t ∈ (−∞, 0), n ≥ 3, onde g(t) = 2(n−2)|t|gSn−1 +dr2.

Se tomarmos

f(θ, r, t) = r2

4|t| , θ ∈ Sn−1, r ∈ R, t < 0,

então temos (Sn−1 × R, gprod, f, λ) é um sóliton de Ricci gradiente contrátil.

No próximo lema iremos trabalhar com algumas consequências da Equação (3.2).

Definição 3.2. Seja f : M → R suave. Então,

gij∇if = ∇jf.
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Lema 3.1. Seja (Mn, g) um sóliton de Ricci gradiente, então valem as seguintes equações:

∆f = nλ−R (3.3)

Rijks∇sf = ∇jRik −∇iRjk (3.4)

∇iR = 2Ris∇sf (3.5)

∆fR = 2λR− 2|Ric|2 (3.6)

∆fRik = 2λRik−2WijklRjl+
2

(n− 1)(n− 2)(R2gik−nRRik+2(n−1)RijRjk−(n−1)|Ric|2gik),

(3.7)

onde ∆f denota o f − Laplaciano, dado por ∆f = ∆− 〈∇f, ·〉g.

Demonstração. Tomando o traço na equação fundamental do sóliton, Equação (3.2), ob-

temos

∆f = nλ−R.

Para provar a Equação (3.4), desenvolva o seu lado direito substituindo a Equação (3.2)

e, posteriormente, use o Teorema 1.1 para obter

∇jRik −∇iRjk = ∇j(λgik −∇i∇kf)−∇i(λgjk −∇j∇kf)

= −∇j∇i∇kf +∇i∇j∇kf

= Rl
ijk∇lf

= Rijksg
ls∇lf

= Rijks∇sf.

Agora, para provarmos a Equação (3.5), é suficiente combinar a segunda identidade de

Bianchi contraída duas vezes juntamente com a Equação (3.4). Com efeito,

1
2∇iR = gjk∇jRik

= gjk(∇iRjk +Rijks∇sf)

= ∇iR−Ris∇sf

ou seja,

∇iR = 2Ris∇sf.

Finalmente, para mostrarmos as Equações (3.6) e (3.7) é necessário encontrar uma ex-

pressão para o ∆Rik e, para tal, vamos utilizar as igualdades (1.3) e (3.4) da seguinte
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forma

∆Rik = ∇j∇jRik

= ∇j(∇iRjk +Rijks∇sf)

= ∇j∇iRjk +∇jRijks∇sf +Rijks∇j∇sf

= ∇i∇jRjk +RijsjRsk +RijskRsj +∇jRijks∇sf +Rijks∇j∇sf

= 1
2∇i∇kR +RisRsk +RijskRsj + (∇sRik∇sf −∇kRis∇sf) +Rijks∇j∇sf

= 1
2∇k∇iR−∇kRis∇sf +RisRsk −RijksRsj +∇sRik∇sf +Rijks∇j∇sf. (3.8)

Observe que, diferenciando em k a igualdade (3.5), obtemos

1
2∇k(∇iR) = ∇k(Ris∇sf)

= ∇kRis∇sf +Ris∇k∇sf,

o que implica,
1
2∇k∇iR−∇kRis∇sf = Ris∇k∇sf.

Assim, substituindo a igualdade acima em (3.8), temos

∆Rik = Ris∇k∇sf +RisRsk −RijksRsj +∇sRik∇sf +Rijks∇j∇sf

= 〈∇Rik,∇f〉g −RiskjRsj +RisRsk +Ris∇k∇sf +Rijks∇j∇sf

= 〈∇Rik,∇f〉g −RijksRjs︸ ︷︷ ︸
s↔j

+RisRsk +Ris(λgks −Rks) +Rijks(λgjs −Rjs)

= 〈∇Rik,∇f〉g + 2λRik − 2RijksRsj. (3.9)

Continuando, tome o traço na Equação (3.9) para deduzir

∆R = 〈∇R,∇f〉g + 2λR− 2|Ric|2

e isso prova a Equação (3.6).

Além disso, substituindo

Rm = 1
n− 2(Ric©∧ g)ijkl −

R

2(n− 1)(n− 2)(g©∧ g)ijkl +Wijkl

na igualdade (3.9), teremos
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∆Rik =〈∇Rik,∇f〉g + 2λRik + 2R
(n− 1)(n− 2)(gikgjl − gilgjk)Rjl

− 2
n− 2(Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil)Rjl − 2WijklRjl

=〈∇Rik,∇f〉g + 2λRik + 2R
(n− 1)(n− 2)(Rgik −Rik)

− 2
n− 2(RRik −RilgjkRjl + |Ric|2gik −RjkgilRjl)− 2WijklRjl

=〈∇Rik,∇f〉g + 2λRik − 2WijklRjl

+ 2
(n− 1)(n− 2)[R2gik −RikR− (n− 1)(RRik − 2RijRjk + |Ric|2gik)].

Logo,

∆fRik = 2λRik−2WijklRjl+
2

(n− 1)(n− 2)[R2gik−nRRik+2(n−1)RijRjk−(n−1)|Ric|2gik].

Em particular, pelo lema acima, Equação (3.7), podemos encontrar o ∆f R̊ik da se-

guinte forma:

∆f

(
Rik −

R

n
gik

)
=− gik

n
∆fR + 2λ

(
Rik −

R

n
gik

)
+ 2λR

n
gik − 2Wijkl

(
Rjl −

R

n
gjl

)
+ 2R2gik

(n− 1)(n− 2) −
2nR

(n− 1)(n− 2)

(
Rik −

R

n
gik

)

− 2R2

(n− 1)(n− 2)gik + 4
n− 2RijRjk −

2
n− 2 |Ric|

2gik

e, portanto, temos

∆f R̊ik =− gik
n

∆fR + 2λR̊ik + 2λR
n
gik − 2WijklR̊jl + 2R2gik

(n− 1)(n− 2)

− 2nR
(n− 1)(n− 2)R̊ik −

2R2

(n− 1)(n− 2)gik

+ 4
n− 2

(
R̊ijR̊jk + 2R

n
R̊ik + R2

n2 gik

)
− 2
n− 2 |Ric|

2gik, (3.10)

onde

R̊ijR̊jk =
(
Rij −

R

n
gij

)(
Rjk −

R

n
gjk

)
=RijRjk −

2R
n
Rik + R2

n2 gik

=RijRjk −
2R
n

(
Rik −

R

n
gik

)
− R2

n2 gik.
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Lema 3.2. Seja (Mn, g) um soliton de Ricci gradiente, então a seguinte fórmula é válida:

1
2∆f |R̊ic|2 = |∇R̊ic|2 + 2λ|R̊ic|2 − 2WijklR̊ikR̊jl + 4

n− 2R̊ijR̊jkR̊ik −
2(n− 2)
n(n− 1)R|R̊ic|

2

Demonstração. Primeiro, note que

1
2∆|R̊ic|2 =1

2
(
∇j∇jR̊ikR̊ik

)
=1

2∇j(2R̊ik∇jR̊ik)

=∇jR̊ik∇jR̊ik + R̊ik∇j∇jR̊ik

=|∇R̊ic|2 + 〈R̊ic,∆R̊ic〉g.

Por outro lado,

1
2∆|R̊ic|2 − 1

2〈∇f,∇|R̊ic|
2〉 =|∇R̊ic|2 + 〈R̊ic,∆R̊ic〉g −

1
2〈∇f,∇|R̊ic|

2〉g

=|∇R̊ic|2 + 〈R̊ic,∆R̊ic〉g − 〈∇f,∇R̊icR̊ic〉g

=|∇R̊ic|2 − 〈R̊ic,∆R̊ic− 〈∇f,∇R̊ic〉g〉g,

donde deduzimos
1
2∆f |R̊ic|2 = |∇R̊ic|2 + 〈R̊ic,∆f R̊ic〉g. (3.11)

Por fim, substituindo (3.10) em (3.11), obtemos

1
2∆f |R̊ic|2 =|∇R̊ic|2 + 〈R̊ik,∆f R̊ik〉g

=|∇R̊ic|2 + 2λ|R̊ic|2 − 2WijklR̊jlR̊ik + 4
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik

− 2nR
(n− 1)(n− 2) |R̊ic|

2 + 8R
n(n− 2) |R̊ic|

2

=|∇R̊ic|2 + 2λ|R̊ic|2 − 2WijklR̊jlR̊ik + 4
n− 2R̊ijR̊jkR̊ik −

2(n− 2)
n(n− 1)R|R̊ic|

2.
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Resultados principais

Neste capítulo vamos apresentar os principais resultados dessa dissertação, os quais ca-

racterizam os soliton de Ricci contrátil em dimensão n = 4, 5 e 6 satisfazendo a condição

de integral pinçada.

4.1 Sóliton de Ricci que satisfazem uma condição de

integral pinçada

O primeiro resultado que veremos caracteriza variedades de Einstein com curvatura escalar

positiva e satisfazendo uma determinada estimativa da Ln
2 -norma do tensor de Weyl, como

sendo a menos de um quociente isométrico a Sn com a métrica canônica. Antes de tudo,

vamos relembrar a definição do invariante de Yamabe Y (M, [g]) vista na Seção 1.5,

Y (M, [g]) =4(n− 1)
n− 2 inf

u∈W 1,2(M)

∫
M |∇u|2dVg + n−2

4(n−1)
∫
M Ru2dVg

(
∫
M |u|2n/(n−2)dVg)(n−2)/n ,

segue da definição de ínfimo que, para cada função u ∈ W 1,2(M)

n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

(∫
M
|u|2n/(n−2)dVg

)n−2
n

≤
∫
M
|∇u|2dVg + n− 2

4(n− 1)

∫
M
Ru2dVg. (4.1)

Teorema 4.1 (Catino, 2016). Seja (Mn, g) uma variedade de Einstein com curvatura

escalar positiva. Existe uma constante positiva A(n) tal que se(∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

< A(n)Y (M, [g]), (4.2)

então a menos de um quociente, (Mn, g) é isométrico a Sn munida com a métrica canô-

nica. Além disso, temos A(4) = 5
9
√

6 , A(5) = 3
32 , A(6) =

√
3

5
√

70 , A(n) = n−2
20(n−1) , se

7 ≤ n ≤ 9 e A(n) = 2
5n se n ≥ 10.
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Demonstração. Primeiro, observe que substituindo a equação de Kato para o tensor de

Weyl (|∇W |2 ≥ |∇|W ||2) na igualdade

1
2∆|W |2 = |∇W |2 + 2

n
R|W |2 − 2(2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWklpqWpqij),

teremos

0 ≥ −1
2∆|W |2 + |∇|W ||2 + 2

n
R|W |2 − 2(2WijklWipkqWpjql + 1

2WijklWklpqWpqij).

Usando a Proposição 2.3 na desigualdade acima, obtemos

0 ≥ −1
2∆|W |2 + |∇|W ||2 + 2

n
R|W |2 − 2

(
C(n)|W |3

)
e integrando em Mn, temos ainda que

0 ≥ −1
2

∫
M

∆|W |2dVg +
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg − 2C(n)

∫
M
|W |3dVg

onde C(4) =
√

6
4 , C(5) = 1, C(6) =

√
70

2
√

3
e C(n) = 5

2 para n ≥ 7.

Assim, usando o teorema de Stokes na desigualdade acima, chegamos a seguinte expressão

0 ≥
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg − 2C(n)

∫
M
|W |3dVg. (4.3)

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder sabemos que
∫
M
|W ||W |2dVg ≤ ‖W‖n

2
‖W 2‖ n

n−2
=
(∫

M
|W |

n
2 dVg

) 2
n
(∫

M
|W |

2n
n−2dVg

)n−2
n

(4.4)

e pela desigualdade (4.1) para u := |W |, obtemos

n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

(∫
M
|W |2n/(n−2)dVg

)n−2
n

≤
∫
M
|∇|W ||2dVg + n− 2

4(n− 1)

∫
M
R|W |2dVg.

(4.5)

Dessa forma, substituindo as equações (4.4) e (4.5) na desigualdade (4.3), segue que

0 ≥
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg − 2C(n)

(∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n
(∫

M
|W |

2n
n−2dVg

)n−2
n

0 ≥
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg

− 2C(n)
(∫

M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

· 1
Y (M, [g])

(
4(n− 1)
n− 2

∫
M
|∇|W ||2dVg +

∫
M
R|W |2dVg

)
.
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Além disso, pela nossa hipótese, ver Equação (4.2), podemos concluir ainda que

0 ≥
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg

− 2C(n)A(n)
(

4(n− 1)
n− 2

∫
M
|∇|W ||2dVg +

∫
M
R|W |2dVg

)
(4.6)

=
∫
M
|∇|W ||2dVg + 2

n

∫
M
R|W |2dVg

− 2C(n)A(n)4(n− 1)
n− 2

∫
M
|∇|W ||2dVg − 2C(n)A(n)

∫
M
R|W |2dVg

=
(

1− 2C(n)A(n)4(n− 1)
n− 2

)∫
M
|∇|W ||2dVg +

( 2
n
− 2C(n)A(n)

) ∫
M
R|W |2dVg.

Entretanto, para provar que a curvatura seccional de uma variedade de Einstein é cons-

tante, basta mostrar |W | = 0. Pela desigualdade acima conseguimos garantir que |W | = 0,

se A(n) satisfazer as seguintes desigualdades:
2C(n)A(n) ≤ n−2

4(n−1)

2C(n)A(n) ≤ 2
n

Dessa forma, note que

• Para n = 5, temos que C(5) = 1, então A(5) = 3
32 .

• Para n = 6, temos que C(6) =
√

70
2
√

3 , então A(6) =
√

3
5
√

70 .

• Para n ≥ 7, temos que C(n) = 5
2 , então


A(n) = n−2

20(n−1) se 7 ≤ n ≤ 9

A(n) = 2
5n se n ≥ 10

.

Logo, concluímos a demonstração do teorema para n 6= 4. Para provar o teorema em

dimensão n = 4, podemos melhorar a estimativa usando a desigualdade de Kato refinada

provada em [13] que se aplica a variedade Riemanniana de Einstein em dimensão 4 dada

por

|∇|W ||2 ≤ 3
5 |∇W |

2.

Daí, note pela equação (4.6) e a desigualdade de Kato em dimensão 4, temos

0 ≥5
3

∫
M
|∇|W ||2dVg + 1

2

∫
M
R|W |2dVg

− 2C(4)A(4)
(

6
∫
M
|∇|W ||2dVg +

∫
M
R|W |2dVg

)
=
(5

3 − 12C(4)A(4)
) ∫

M
|∇|W ||2dVg +

(1
2 − 2C(4)A(4)

) ∫
M
R|W |2dVg.
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Da mesma forma, para que |W | = 0, A(4) tem que satisfazer as seguintes desigualdades:
2C(4)A(4) ≤ 5

18

2C(4)A(4) ≤ 1
2

e como C(4) =
√

6
4 , então A(4) = 5

9
√

6
.

Dessa forma, como a variedade é Einstein com curvatura escalar positiva e W ≡ 0 segue

que a curvatura seccional é constante positiva. Logo, a menos de um quociente (Mn, g),

é isométrica a Sn munida com a métrica canônica.

Agora vamos provar o resultado principal deste trabalho, que caracteriza os sólitons

de Ricci compactos contrátil com integral pinçada em dimensão n = 4, 5 e 6.

Inicialmente, observe que, combinando a Equação (3.3) e o princípio do máximo ob-

temos que todo sóliton de Ricci contrátil compacto tem curvatura escalar positiva (veja

[17]). Além disso, é bem conhecido que, em uma variedade compacta, Y (M, [g]) é positivo

(respectivamente zero ou negativo), se e somente se, existir uma métrica em [g] com cur-

vatura escalar positiva em todos os pontos (para mais detalhes veja [16], p. 24). Então,

como os sólitons de Ricci contrátil compactos tem curvatura escalar positiva, segue que

Y (M, [g]) > 0. Dessa forma, fazendo u := |R̊ic| na Equação (4.1) temos:

n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

(∫
M
|R̊ic|2n/(n−2)dVg

)n−2
n

≤
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + n− 2

4(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg.

(4.7)

Teorema 4.2 (Catino, 2016). Seja (Mn, g) um sóliton de Ricci contrátil compacto de

dimensão n, com 4 ≤ n ≤ 6, satisfazendo a seguinte desigualdade(∫
M
|W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g|n/2dVg
) 2

n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n

<

√
n− 2

32(n− 1)Y (M, [g]). (4.8)

Então, a menos de um quociente (Mn, g), é isométrico Sn munida com a métrica canô-

nica. Além disso, em dimensão 5 ≤ n ≤ 6, o mesmo resultado vale assumindo apenas a

desigualdade mais fraca.

Demonstração. Observe que substituindo a desigualdade de Kato (|∇R̊ic|2 ≥ |∇|R̊ic||2)

e a proposição 2.2 no lema 3.2
1
2∆f |R̊ic|2 = |∇R̊ic|2 + 2λ|R̊ic|2 − 2WijklR̊ikR̊jl + 4

n− 2R̊ijR̊jkR̊ik −
2(n− 2)
n(n− 1)R|R̊ic|

2
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obtemos

0 ≥− 1
2∆f |R̊ic|2 +

(
|∇|R̊ic|2

)
+ 2λ|R̊ic|2

− 2
√ n− 2

2(n− 1)

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2
− 2(n− 2)

n(n− 1)R|R̊ic|
2

Integrando sobre M , segue que

0 ≥− 1
2

∫
M

∆f |R̊ic|2dVg +
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + 2λ

∫
M
|R̊ic|2dVg

− 2
√

n− 2
2(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg −
2(n− 2)
n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

(4.9)

como M é compacta, pelo teorema de Stokes temos
∫
M

∆f |R̊ic|2dVg =
∫
M

∆|R̊ic|2dVg −
∫
M
〈∇f,∇|R̊ic|2〉gdVg

=
∫
M
div(∇|R̊ic|2)dVg +

∫
M

∆f |R̊ic|2dVg −
∫
M
div(|R̊ic|2∇f)dVg

=
∫
M

∆f |R̊ic|2dVg.

Assim, podemos reescrever a Equação (4.9) da seguinte forma

0 ≥− 1
2

∫
M

∆f |R̊ic|2dVg +
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + 2λ

∫
M
|R̊ic|2dVg

− 2
√

n− 2
2(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg −
2(n− 2)
n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

e pela Equação (3.3), temos ainda

0 ≥− 1
2

∫
M

(nλ−R)|R̊ic|2dVg +
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + 2λ

∫
M
|R̊ic|2dVg

− 2
√

n− 2
2(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg −
2(n− 2)
n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

=− n

2

∫
M
λ|R̊ic|2dVg + 1

2

∫
M
R|R̊ic|2dVg +

∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + 2λ

∫
M
|R̊ic|2dVg

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg −
2(n− 2)
n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

=
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg −

(
n

2 − 2
)
λ
∫
M
|R̊ic|2dVg +

(
1
2 −

2(n− 2)
n(n− 1)

)∫
M
R|R̊ic|2dVg

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg,
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simplificando algumas expressões, segue que

0 ≥
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg −

n− 4
2 λ

∫
M
|R̊ic|2dVg + n2 − 5n+ 8

2n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg

=
∫
M
|∇|R̊ic||2dVg + n− 2

4(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg + (n− 4)2

4n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

− n− 4
2 λ

∫
M
|R̊ic|2dVg −

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg.

Usando a Equação (4.7) obtemos

0 ≥
(

n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

(∫
M
|R̊ic|2n/(n−2)dVg

)n−2
n

)
+ (n− 4)2

4n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

− n− 4
2 λ

∫
M
|R̊ic|2dVg −

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg.

Por outro lado, pela Desigualdade de Hölder temos
∫
M
|R̊ic|2dVg ≤

(∫
M
dVg

) 2
n
(∫

M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

= ‖1‖n
2
‖R̊ic

2
‖ n

n−2

e, também,

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)1/2

|R̊ic|2dVg ≤
(∫

M
(|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2)n

4 dVg

) 2
n

(∫
M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

.

Portanto, segue que

0 ≥ n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

(∫
M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

+ (n− 4)2

4n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg

− n− 4
2 λ

(∫
M
dVg

) 2
n
(∫

M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

(∫
M

(|W |2 + 8
n(n− 2) |R̊ic|

2)n
4 dVg

) 2
n (∫

M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

.

=
(

n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])− n− 4

2 λV (M) 2
n

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)n

4

dVg

 2
n


(∫

M
|R̊ic|

2n
n−2dVg

)n−2
n

+ (n− 4)2

4n(n− 1)

∫
M
R|R̊ic|2dVg.
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Assim, podemos concluir da desigualdade acima que |R̊ic| = 0 ou a seguinte desigualdade

é válida

0 ≥ n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])− n− 4

2 λV (M) 2
n

−

√√√√2(n− 2)
(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)n

4

dVg

 2
n

. (4.10)

Mas, se a desigualdade (4.10) fosse satisfeita, teríamos que
√√√√2(n− 2)

(n− 1)

∫
M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)n

4

dVg

 2
n

+ n− 4
2 λV (M) 2

n

≥ n− 2
4(n− 1)Y (M, [g])

ou ainda,
√√√√2(n− 2)

(n− 1)


∫

M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)n

4

dVg

 2
n

+
√
n− 1√

2(n− 2)
n− 4

2 λV (M) 2
n


≥ n− 2

4(n− 1)Y (M, [g]).

Daí, segue que
∫

M

(
|W |2 + 8

n(n− 2) |R̊ic|
2
)n

4

dVg

 2
n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n

≥
√

n− 2
32(n− 1)Y (M, [g])

e, como W tem traço livre temos∣∣∣∣∣W +
√

2√
n(n− 2)R̊ic©∧ g

∣∣∣∣∣
2

= |W |2 + 8
n(n− 2) |R̊ic|

2.

Logo,
(∫

M
|W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g|n/2dVg
) 2

n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n

≥
√

n− 2
32(n− 1)Y (M, [g]),

contradizendo a condição de pinche (4.8). Portanto, R̊ic ≡ 0 e, assim, temos que (Mn, g)

é Einstein.
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Para finalizar, como g é Einstein então pela observação 1.2 feita na Seção 1.6 seque

que Y (M, [g]) = Q(g), isto é,

Y (M, [g]) =
∫
M RdVg

(
∫
M dVg)

n−2
n

=(V (M)) 2−n
n

∫
M
RdVg.

Além disso, integrando a Equação (3.3) e usando o teorema de Stokes, obtemos∫
M

∆fdVg = λn
∫
M
dVg −

∫
M
RdVg

ou seja, ∫
M
RdVg =λn

∫
M
dVg

=λn
(∫

M
dVg

) 2
n
(∫

M
dVg

)n−2
n

.

Daí, segue que

λ(V (M)) 2
n = 1

n

(∫
M
dVg

) 2−n
n
∫
M
RdVg

= 1
n

(V (M))
2−n

n

∫
M
RdVg

= 1
n
Y (M, [g]). (4.11)

Assim, pela condição de integral pinçada e como g é Einstein temos que(∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n ≤
√

n− 2
32(n− 1)Y (M, [g])

donde substituindo a Equação (4.11) temos ainda(∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

≤

 √
n− 2√

32(n− 1)
− (n− 4)

√
n− 1√

8(n− 2)n2

Y (M, [g])

= 8n− n2 − 8
4n
√

2(n− 1)(n− 2)
Y (M, [g]). (4.12)

Para finalizar, considere a constante positiva A(n) encontrada no Teorema 4.1 e observe

que a seguinte desigualdade é satisfeita

0 ≤ 8n− n2 − 8
4n
√

2(n− 1)(n− 2)
< A(n),

para n = 4, 5 e 6. Portanto, segue que a desigualdade (4.12) pode ser escrita da seguinte

forma (∫
M
|W |

n
2 dVg

) 2
n

< A(n)Y (M, [g]).

Logo, pelo Teorema 4.1 temos o desejado.
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Observação 4.1. Em um sóliton de Ricci contrátil compacto de dimensão n ≥ 7, a

condição de integral pinçada (4.8) não é satisfeita. Com efeito, pela definição do invariante

de Yamabe temos que

λV (M) 2
n = 1

n
V (M)

2−n
n

∫
M
RdVg ≥

1
n
Y (M, [g]).

Portanto, pela expressão acima verifica-se que a seguinte desigualdade é satisfeita
(∫

M
|W +

√
2√

n(n− 2)R̊ic©∧ g|n/2dVg
) 2

n

+

√√√√(n− 4)2(n− 1)
8(n− 2) λV (M) 2

n

≥
√

n− 2
32(n− 1)Y (M, [g]),

para n ≥ 7. Logo, contradiz a condição de integral pinçada (4.8).

4.2 Soliton de Ricci Contrátil de dimensão 4

Nesta seção, vamos finalizar este trabalho com alguns resultados obtidos em sólitons de

Ricci contrátil em dimensão 4.

Teorema 4.3 (Catino, 2016). Todo sóliton de Ricci compacto contrátil de dimensão 4

satisfazendo a seguinte desigualdade
∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg <

1
48Y (M, [g])2 (4.13)

é isométrico a menos de um quociente à esfera canônica S4.

Demonstração. Basta observar que a desigualdade (4.13) é mesma desigualdade para n =

4 na hipótese do Teorema (4.2) e, assim, temos o desejado.

A seguir, veja como consequência do Teorema 4.3 uma outra condição de integral

pinçada para solitons de Ricci contráil compactos de dimensão 4.

Antes de tudo, consideremos o tensor de Shouten A dado em (1.8) como um operador

linear auto-adjunto e denotando por λ1, λ2, ..., λn os autovalores de A com respeito a

métrica g, segue que, para, 1 ≤ k ≤ n, as k-ésima funções simétricas elementares de A,

são dadas por

σk(A) =
∑

i1<...<ik

λi1 ...λik .
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Em particular, para k = 2 temos que

σ2(A) =
∑
i<j

λiλj.

Além disso, como A tá sendo visto como um operador linear auto-adjunto, pelo Teorema

Espectral, existe uma base ortonormal de vetores {ei}ni=1 tal que A(ei) = λiei. Assim,

temos que

trA =
n∑
i=1

λi e |A|2 =
n∑
i=1

λ2
i .

Dessa forma, com um simples cálculo vemos que a igualdade(
n∑
i=1

λi

)2

=
n∑
i=1

λ2
i + 2

n∑
i<j

λiλj,

assim σ2(A) pode ser escrita da seguinte forma

σ2(A) = 1
2(trA)2 − 1

2 |A|
2.

Por fim, fazendo n = 4 na definição do tensor de Shouten vista em (1.8) temos que

A = 1
2(Ric− R

6 g). Portanto, segue que

• trA = R
6

• |A|2 = 1
4

(
|Ric|2 − 1

3R
2 + 1

9R
2
)

= 1
4

(
|Ric|2 − 2

9R
2
)

= 1
4

(
1
36R

2 + |R̊ic|2
)
.

Daí, substituindo as igualdades acima na segunda função elementar do tensor de Shouten,

obtemos

σ2(A) = 1
96R

2 − 1
8 |R̊ic|

2. (4.14)

Lembrando a fórmula de Chern-Gauss-Bonnet ( veja Equação 6.13 em [4]) dada por
∫
M
|W |2dVg − 2

∫
M
|R̊ic|2dVg + 1

6

∫
M
R2dVg = 32πχ(M), (4.15)

onde χ(M) é função característica de Euler-Poincaré de M , podemos reescreve-la usando

a Equação (4.14) da seguinte forma
∫
M
|W |2dVg + 16

∫
M
σ2(A)dVg = 32π2χ(M). (4.16)

Para o Corolário a seguir, precisamos do seguinte resultado provado por M. J. Gursky em

[12] e como a prova é curta vamos incluir neste trabalho.
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Lema 4.1 (Gursky). Seja (M4, g) uma variedade compacta de dimensão 4. Então, a

seguinte estimativa vale

Y (M, [g])2 ≥ 96
∫
M
σ2(A) =

∫
M
R2dVg − 12

∫
M
|R̊ic|2dVg. (4.17)

Além disso, a desigualdade é estrita, a menos que (M4, g) admita uma métrica conforme

de Einstein.

Demonstração. Considere g̃ ∈ [g] solução do problema de Yamabe para M. Então,

Y (M, [g])2 =(
∫
M R̃dVg̃)2∫
M dVg̃

=
∫
M
R̃2dVg̃

≥
∫
M
R̃2dVg̃ − 12

∫
M
| ˜̊
Ric|2dVg̃

=96
∫
M
σ2(Ã)dVg̃.

Afirmamos que a integral de σ2(A) em M é um invariante conforme. De fato, escrevendo

g̃ = e2hg com h ∈ C∞(M) e considerando {ei} um referencial ortonormal geodésico em p

na métrica g (note que {ẽi = e−hei} é um referencial ortonormal na métrica g̃), podemos

concluir pela invariância conforme do tensor de Wely
(
ou seja, W (g̃) = e2hW (g)

)
que∫

M
|W̃ |2dVg̃ =

∫
M
W̃ (ẽi, ẽj, ẽk, ẽl)W̃ (ẽi, ẽj, ẽk, ẽl)dVg̃

=
∫
M
e−8hW̃ijklW̃ijkldVg̃

=
∫
M
e−4hWijklWijkle

4hdVg

=
∫
M
|W |2dVg,

ou seja, em dimensão 4 a integral da norma ao quadrado do tensor Wely é um invariante

conforme. Assim, substituindo a igualdade acima na Equação (4.16) temos ainda que

16
∫
M
σ2(Ã)dVg̃ =32π2χ(M)−

∫
M
|W̃ |2dVg̃

=32π2χ(M)−
∫
M
|W |2dVg

=16
∫
M
σ2(A)dVg,

provando a afirmação. Daí, segue que

Y (M, [g])2 ≥96
∫
M
σ2(Ã)dVg̃

=96
∫
M
σ2(A)dVg =

∫
M
R2dVg − 12

∫
M
|R̊ic|2dVg,
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como desejado. Além disso, considerando o caso da igualdade

Y (M, [g])2 =96
∫
M
σ2(Ã)dVg̃

=
∫
M
R̃2dVg̃ − 12

∫
M
| ˜̊
Ric|2dVg̃,

o que implica

12
∫
M
| ˜̊
Ric|2dVg̃ =

∫
M
R̃2dVg̃ − Y (M, [g])2

=
∫
M
R̃2dVg̃ −

(
∫
M R̃dVg̃)2∫
M dVg̃

= 0.

Dessa forma, segue que ˜̊
Ric ≡ 0, ou seja, g̃ é Einstein. Portanto, se (M4, g) admite uma

métrica conformemente Einstein, temos a igualdade na expressão (4.17).

Antes de tudo, consideremos o tensor de Bach em uma variedade Riemanniana (Mn, g),

n ≥ 4, o qual foi introduzido no início de 1920 por Bach e definido em termos dos

componentes do tensor de Weyl como

Bij = 1
n− 3∇k∇lWikjl + 1

n− 2RklWikjl.

Dizemos que a métrica é Bach-flat se Bij = 0. Em dimensão 4, as métricas Bach-flat

são precisamente pontos críticos do funcional conformemente invariante

W(g) =
∫
M
|W |2dVg,

definido no espaço das métricas Riemannianas. Em particular, métricas localmente con-

formemente plana, métricas Einstein, ou ainda métricas que são localmente conformes a

uma métrica Einstein, são Bach-Flat.

Agora, estamos em condições de apresentar o último resultado dessa dissertação que

estabelece o seguinte:

Corolário 4.1. Todo sóliton de Ricci contrátil compacto de dimensão 4 satisfazendo a

seguinte de desigualdade
∫
M
|W |2dVg + 5

4

∫
M
|R̊ic|2dVg ≤

1
48

∫
M
R2dVg (4.18)

é isométrico a menos de um quociente à esfera canônica S4.



Capítulo 4. Resultados principais 72

Demonstração. Substituindo a expressão (4.17) na condição de integral pinçada do Teo-

rema 4.3, obtemos a seguinte relação∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg −

1
48Y (M, [g])2 ≤

∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg − 2

∫
M
σ2(A)dVg

=
∫
M
|W |2dVg + 5

4

∫
M
|R̊ic|2dVg −

1
48

∫
M
R2dVg,

(4.19)

onde a desigualdade vai ser estrita, a menos que (M4, g) seja conformemente Einsten.

Se desigualdade em (4.18) for estrita, então, pela expressão (4.19) deduziremos que∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg <

1
48Y (M, [g])2,

que é a condição de pinche do Teorema 4.3. Assim, aplicando o Teorema 4.3 segue que a

menos de um quociente (M4, g), é isométrico a menos de um quociente à esfera canônica

S4.

Por outro lado, considerando o caso da igualdade em (4.18), temos que o lado direito

de (4.19) é igual a zero e, portanto, chegaremos a duas possibilidades:

a) (M4, g) não sendo conformemente Einstein segue do Lema 4.1 a desigualdade estrita

em (4.19), recaindo novamente na condição de integral pinçada do Teorema 4.3.

b) (M4, g) sendo conformemente Einstein temos a igualdade em (4.19), isto é,∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg −

1
48Y (M, [g])2 =

∫
M
|W |2dVg + 5

4

∫
M
|R̊ic|2dVg −

1
48

∫
M
R2dVg

=0.

Além disso, a Proposição 4.78 em [4], implica que (M4, g) é Bach-flat e como M4 é

compacta, segue do resultado de H. D. Cao e Q. Chen em [10] que (M4, g) é Einstein.

Portanto, pela igualdade acima obtemos a seguinte expressão( ∫
M
|W |2dVg

) 1
2

= 1
4
√

3
Y (M, [g]).

Por fim, considerando a constante A(4) = 5
9
√

6 encontrada no Teorema 4.1, temos

ainda que ( ∫
M
|W |2dVg

) 1
2

= 1
4
√

3
Y (M, [g]) < A(4)Y (M, [g]).

Então segue do Teorema 4.1 que a menos de um quociente (M4, g) é isométrico a S4.

Observação 4.2. A condição de pinche no Corolário 4.1 é equivalente∫
M
|W |2dVg + 2

39

∫
M
R2dVg ≤

160
13 π

2χ(M)

onde χ(M) é função caracteristica de Euler-Poincaré de M.



Capítulo 4. Resultados principais 73

Basta substituir a fómula de Chern-Gauss-Bonnet (4.15) na condição de integral pin-

çada (4.18) para obter:
∫
M
|W |2dVg +

∫
M
|R̊ic|2dVg −

1
48

∫
M
R2dVg =

∫
M
|W |2dVg −

1
48

∫
M
R2dVg

+ 5
4

(
1
2

∫
M
|W |2dVg + 1

12

∫
M
R2dVg − 16πχ(M)

)

=13
8

∫
M
|W |2dVg + 1

12

∫
M
R2dVg − 20π2χ(M) ≤ 0,

e fazendo algumas simplificações temos
∫
M
|W |2dVg + 2

39

∫
M
R2dVg ≤

160
13 π

2χ(M)

como desejado.
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