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Resumo

Este trabalho estd baseado em [1] e tem como objetivo mostrar que, se um séliton de
Ricci contratil compacto de dimensao n, 4 < n < 6, satisfaz uma condi¢ao de integral
pingada, entao este é isométrico a um quociente de S™. A prova baseia-se principalmente
em estimativas associadas a curvatura, desigualdade com o invariante de Yamabe e um
resultado de rigidez para métricas de Einstein com integral pincada. Em dimensao 4,
fazendo uso da féormula de Chern-Gauss-Bonnet e a invaridncia conforme da segunda
funcao elementar dos autovalores do tensor de Schouten, obteremos outra condicio LZ-
pincada que nos permitird caracterizar tais solitons de Ricci.

Palavras chaves: Soliton de Ricci, invariante de Yamabe, métricas de Einstein,

integral pincada.



Abstract

This work is based on [1] and aims to show that, if a compact shrinking Ricci soliton
of dimension n, 4 < n < 6, satisfies an integral pinched condition, then it is isometric
at a quotient of S”. The proof is mainly based in estimates associated with curvature,
inequality with Yamabe’s invariant and a result of rigidity for Einstein metrics with inte-
gral pinched. In dimension 4, using the Chern-Gauss-Bonnet formula and the conformal
invariance of the second elementary function of the eigenvalues of the Schouten tensor,
we will obtain another condition LZ-pinching that will allow us to characterize such Ricci
solitons.

Keywords: Ricci solitons, Yamabe invariant, Einstein metrics, integral pinched.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar sélitons de Ricci contratil compactos com integral
pingada. Os sélitons de Ricci geram solugoes especiais do fluxo de Ricci, desempenham
um papel fundamental na formacao de singularidades e vem sendo estudado por varios
autores nas ultimas décadas (para mais detalhes veja H.-D.Cao em [9]).

Vamos nos concentrar apenas em soélitons de Ricci compactos. Em [23] foi provado
por G. Perelman que nao existe séliton de Ricci compacto estacionario ou expansivo
nao triviais. Além disso, em dimensoes 2 e 3 R. Hamilton em [14] e T. Ivey em [17]
mostraram respectivamente, que todos os solitons de Ricci contratil compactos sao triviais.
A dimensao 4 é a menor dimensao onde existem exemplos interessantes de sélitons de
Ricci contratil compactos nao triviais. Nos trabalhos de N. Koiso em [19] e H.-D. Cao em
[8] foram construidos os primeiros exemplos de sélitons de Ricci contrétil compactos em
dimensao 4 que nao tem curvatura escalar constante.

Nos tultimos anos, houve muitos resultados interessantes sobre a classificacdo de soli-
tons de Ricci contratil compactos que satisfazem as condicoes de curvatura pontual. Por
exemplo, segue-se pelo trabalho de C. Bohm e B. Wilking em [5] que os tnicos sélitons
de Ricci compactos contratil com o operador curvatura positivo sdo quocientes de S™.

Nosso objetivo nesta dissertagao é estudar os resultados obtidos em [1] que mostra que
os quocientes de S™ sdo os 1inicos solitons de Ricci contratil compactos satisfazendo uma
condicao de integral pincada.

Descreveremos abaixo, alguns dos resultados principais a serem demonstrados nesta
dissertagdao. O primeiro resultado é uma rigidez para variedades de Einstein com curvatura

escalar positiva.



Sumario 2

Teorema 0.1. Seja (M",g) uma variedade de FEinstein com curvatura escalar positiva.

FEziste uma constante positiva A(n) tal que se

2
n

(f,WiEav,)" < Ay (a1, [g),

entdo a menos de um quociente, (M™, g) € isométrico a S™ munida com a métrica cano-

nica. Além disso, temos A(4) = %, A(B) = &, A(6) = 5%, An) = W‘fl), se

7<n<9eAn) =2 sen>10.

Como consequéncia do teorema acima, juntamente com a condi¢ao de integral pingada
mostraremos o resultado principal dessa dissertacao que caracteriza os solitons de Ricci

contratil compacto em dimensao 4 < n < 6.

Teorema 0.2. Seja (M™, g) um séliton de Ricci contratil compacto de dimensao n, com

4 < n <6, satisfazendo a sequinte desigualdade

S L [ U N
(/ W )R ® 4l dV) +¢ Sz VO
n—2
mY(M,[Q])-

Entdo, a menos de um quociente (M™,g), é isométrico S™ munida com a métrica cano-
nica. Além disso, em dimensdo 5 < n < 6, o mesmo resultado vale assumindo apenas a

desigualdade mais fraca.
O resultado a seguir é um caso particular do teorema acima.

Teorema 0.3. Todo séliton de Ricci compacto contrdtil de dimensao 4 satisfazendo a

sequinte desigualdade

/ W[2dV, +/ |Ricl2dV, < —Y (M, [g])?,

48
Y e . . \ A . 84
¢ isométrico a menos de um quoczente a esfem canonica .

Como corolario, usando uma limitagdo por baixo do invariante de Yamabe provado

m [12], obtemos o seguinte resultado.

Corolario 0.1. Todo séliton de Ricci contrdtil compacto de dimensdao 4 satisfazendo a

sequinte de desigualdade
5 . 1
2 0 .12 < 2
/M|W| dVg+4/M|ch| v, < 48/MR avy,

é isométrico a menos de um quociente d esfera canonica S*.
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Observagao 0.1. A condigdo de integral pingcada no coroldrio acima é equivalente

2 160
WI2d 7/ 20 < 200 2 ar

onde x(M) € fungio caracteristica de Euler-Poincaré de M.
Percebemos que no Corolario 0.1 e na Observacao 0.1, precisamos assumir apenas a

desigualdade estrita. De fato, quando a igualdade ocorre, podemos mostrar que (M™, g)

deve ser conformemente Einstein.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria Riemanniana que

serao utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura complementar [7] e [11].

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

Definicao 1.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita e V* o espago dual de V.

Um s-tensor covariante em V € uma aplicacao multilinear

T:Vx..xV—=R.
—_————

S

Um r-tensor contravariante é uma aplicacao multilinear

T:V*x...xV*—=R.
—_— ——

Um tensor do tipo (r,s) é um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplicagao

multilinear

T:Vx..xV*xVx..xV—=R.

T S

O conjunto de todos os (r, s)-tensores sobre V| com as operagoes usuais de adi¢ao
e multiplicagdo por elemento de K, é um mddulo sobre K. Um tensor de tipo (0,0) é
simplesmente um elemento de K.

Em tudo o que segue (M",g) denotard uma variedade Riemanniana de dimensao n

com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das fungoes diferencidveis



Capitulo 1. Nogoes Preliminares )

(ou de classe C'™) sobre M sera denotado por C*(M). O espaco dos campos diferencidveis

sobre M sera denotado por X(M).

Definicao 1.2. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade M"

¢ um tensor sobre o C°(M )-mdodulo X(M).
Assim, um (7, s)-tensor A é uma aplicagao
A:X(M)" x X(M)? — C*(M)

multilinear sobre C*°. Mais precisamente, A ¢ uma aplicacao multilinear sobre C*°(M)

que associa a cada (r + s)-upla (Y, ..., Y™ X, ..., X,) uma funcio diferenciével
f=AYY .Y X, ., X)) M" — R.

A posigao que Y ocupa é chamada i-ésima entrada contravariante e a posi¢do que X;
ocupa ¢é chamada de j-ésima entrada covariante. Desta maneira, os (0, s)-tensores sao
ditos covariantes e os (r,0)-tensores sao ditos contravariantes. Denotamos por T%(M) o

moédulo de todos os (r, s)-tensores sobre C°(M).

Observacgao 1.1.

I) Como toda fungdo f € C°*°(M) é um (0, 0)-tensor, obtemos a indentificagao TY(M) =
C>(M).

IT) Se Y é uma 1-forma em M"™ entao a fungao
X(M)>5 X —Y(X)eC®M)
é C°°(M)-linear. Assim, podemos escrever Th(M) = X*(M).
I1T) De forma anédloga, se X é um campo de vetorial em M™ entdo a funcao
X*(M)5Y —»Y(X)eC™
é C>°(M)-linear. Assim, podemos escrever T%(M) = X(M).
IV) Se A: X(M)® — X(M) é C°°(M)-linear entao a aplicacao
X'(M)xX° > (Y, Xy,...,Xs) =Y(A(Xy, ..., X)) € C°(M)

¢ C°°(M)-linear. Assim, A pode ser considerado como um (1, s)-tensor.
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A préxima definicdo nos ensina como fazer o produto de dois tensores.

Definigdo 1.3. Sejam A € T5(M) e B € 3%,(M). O produto tensorial do tensor A pelo

tensor B ¢ o tensor
A® B: X (M) x 25 (M) — C=(M)
tal que

(A ® B)(Ylv "'7YT+T,7X17 "~7X8+8’)

=AY, LY X L X)BYTH YT X X ).
Se ' = s’ =0 entdo B é uma funcao f € C*°(M). Entao definimos
AR f=f®A=fA

Além disso, se A é um (0, 0)-tensor entao o produto tensorial reduz-se a multiplica¢ao em
C>®(M).

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (r, s)-tensor, iremos trabalhar com
este na forma de uma aplicacdo multilinear. Além disso, em todo o texto usaremos a
convencao de Einstein para soma, que consiste em omitir o sinal do somatério quando

temos indices cruzados repetidos, por exemplo,
n .
_ j
vi=_ nE;
=1

é equivalente a y; = x] E;.

1.2 Operadores diferencias e curvaturas

A seguir vamos definir alguns operadores diferenciais com os quais vamos trabalhar nessa

dissertacao.

Definigao 1.4. Definamos a derivada covariante de um (1,s)-tensor T, como sendo

o (1,s+ 1)-tensor

VT : X(M) x ... x X(M) = X(M)

s+1

dado por
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VI(X,Yi,...Y)) = (VxT)(Yi,..,Y,)
= Vx(T(Y1,..Y.)) = S T(Vi, .., VxVi, ., Vo),

=1

Dizemos que um tensor T' é paralelo se VT = 0. Observe que uma métrica Riemanniana

g € um tensor paralelo. De fato,
(Vo)(X, Y, 2) = Vx(9(Y,2)) = g(VxY,Z) = g(Y,VxZ)
= 9(VxY,2)+g(Y,VxZ) = g(VxY,Z) = g(Y,VxZ)
= 0
para quaisquer XY, 7 € X(M).

Definigao 1.5. Seja f : M — R uma funcgdo diferencidvel. O gradiente de f é o campo
diferenciavel V f, definido sobre M por

g(Vf, X) =Vx[f=df(X),
para todo X € X(M).

Definigao 1.6. Seja X um campo vetorial diferenciavel em M. A divergéncia de X é

uma fungao diferencidvel divX : M — R, dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v— (Vo X)(p)},

onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.
De maneira similar a defini¢ao anterior, podemos definir a divergéncia de um (1,r)-tensor

T como sendo o (0,r)-tensor
(divT)(vy,.oyvp) = {w = (Vo T)(v1,..0500) }
= gjijTk(vl,...,vr).
Em particular, se T é um (0,2)-tensor, entdo em coordenadas temos
(divT); = g""V, Ty;.

Definicao 1.7. Seja f um campo vetorial diferenciavel em M. O Laplaciano de [ € a
funcao Af : M — R dada por

Af =div(Vf).
Em coordenadas,

Af = dio(Vf) = g7V, .
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Definicao 1.8. Seja f: M — R uma fungdo diferencidvel. Definimos o hessiano de f

como o (1, 1)-tensor, dado por
(VX)) =VxVf VX eX(M),
ou como (0,2)-tensor, dado por
VX, Y) = g(VxVLY) = Viy(f),
VXY € X(M).
Em coordenadas,
V2 f(8;,05) = ViV, f.
Proposigao 1.1. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel, entdo
Af=tr VxVf.

Prova: E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M. Assim, seja
U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial ortonormal {eq, ..., e,}.

Entao

tr(Ve,Vf), = Z 9(Ve,Vf, e)(p)
i=1
= div(Vf)(p) = Af(p).
Lembre que um referencial ortonormal {Ey, ..., E,} em um aberto U C M é geodésico

emp €U se (Vg E;)(p) =0 para todo 1 < 1,57 <n. Para a construgao de um referencial

geodésico em uma vizinhanga de p, veja [11].

Defini¢ao 1.9. Seja (M™,g) um variedade Riemanniana. O temsor curvatura de

Riemann ¢é o (1,3)-tensor
Ry : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
dado por
Ry (X,Y,Z) =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ,

para todo X,Y,Z € X(M).

Em coordenadas,

Rm<a a)a:Rl 0

oxt’ Oxi | Oxk ELEY
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0

Além disso, quando necessdrio, faremos a sequinte conven¢ao i 0;.

x
Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor R,, como um (0,4)-tensor, definido
por

Ry : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

onde

Ru(X,Y, Z,W) = g(Rp(X,Y)Z,W).

Em coordenadas,

R, (0;,0;,0k,01) = Riju.
Proposicao 1.2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) Rp(X, Y, Z, W) =—-R,(Y, X, Z, W) =R, (Y, X, W, Z).
(2) Rn(X,Y,Z, W) =R (Z,W,X,Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
R.( XY, Z W)+ R, (Y, Z, X, W)+ R, (Z, X, Y, W) = 0.

Em coordenadas,

Rijri + Rjra + Riiji = 0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VwR)(X,Y, Z,U)+ (VyR,,) W, X, Z,U)+ (VxR (Y,W,Z U) = 0.

Em coordenadas,

ViRijks + Vi Riiks + ViR = 0.

Para a prova veja [11].

Definicao 1.10. Dados dois vetores X e Y ndo nulos e lineramente independentes em

T,M definimos a curvatura seccional do plano o gerado pelos vetores X e Y, por

B B R(X,Y, X,Y)
Klo) = KXY = 3pve— g v
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Defini¢ao 1.11. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0,2)-tensor
Ric: X(M) x X(M) — C*(M)
como sendo o traco do tensor curvatura de Riemann, i.e.,
Rice(X,Z) =tr{Y — R, (X,Y)Z},

onde X,Y, 7 € X(M).
Em coordenadas,

(Ric)ir, = Rix = ¢"' Rijua.

Definigao 1.12. A curvatura escalar de uma variedade € a funcio R : M +— R dada
por

R = trRic.

Em coordenadas,

R = gikRik.
Proposigao 1.3. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), vale
(1) Identidade de Ricci contraida
ViR — ViRjr = 6"V Rijks.
(2) Segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes
¢*"V iRy = ;VZR.
Prova:
1. Tomando o trago na sequnda identidade de Bianchi, obteremos:
0= ¢"ViRjiks + 9"V Ris + 6" ViRijns = 6" Vi Rjirs + V(9" Riks) + Vi(g" Rijis)

= ngVZRjz’ks + Vj(glsRZ‘ugs) — Vi(glstlks)
= _glsleijks + V]Rzk - VZRJ]C

Portanto,
ViR — ViRjr = 6"V Rijks.

Além disso, podemos reescrever a equagdo acima da sequinte forma:

ViRjk, = ijzk’ + glslejiks~ (1'1)
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2. tomando o trago na equagao (1.1), temos:
Vilg"" Rj) = ¢"V;Ri + " Vi(¢"* Rijsr)
ViR = ¢""V;Ry + ¢"V R
Logo,
ViR =2¢""V; Ry, (1.2)
onde fizemos as trocas convenientes dos indices s <> k el <> j.

Uma vez que, a comutagao de derivadas covariantes que atuam em campos vetoriais
define o tensor de curvatura de Riemann, vamos mostrar a seguir que a comutacao de
derivadas covariantes que atuam em tensores pode ser expressa em termos da curvatura.

Denotaremos, a segunda derivada covariante como
V°T = VVT.
Antes de tudo, vamos mostrar o seguinte lema.
Lema 1.1. Se T é um (r, s)-tensor a sequnda derivada covariante satisfaz
VT(X,Y, Z1,..Zs) = Vx(VyT) (21, ..., Z) — (Vv T) 24, ..., Zy).
Demonstracao. Primeiro, observe que
VT(X,Y, Z1,..., Z,) =V (NT)(X,Y, Z, ..., Z)
=X((VI)(Y, 2y, ... Zs)) = VT(VxY, Z1, ..., Z,)

N VT, Zv, ... VxZi, ..., Zy)

i=1

=X((VI)(Y, 21, ., Zs)) = Vo T(Z, .., Zs)

S T(Z1, oo, Vosy Ziy ooy Zs)
=1

-y (VT (21, Vi Ziy s Zo).

i=1

Por outro lado, temos
Vx(VyT) (2, s Zs) = (VoyT) (21, .., Z) =X (V1) (24, .., Z2))

S YT (2 N x Dy, Z)
=1

- VVXYT(ZD ) ZS)

FS T2y, Vg gy Zi oo Z).

=1
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Portanto, comparando os termos acima provamos o Lema 1.1. O

Teorema 1.1. (Comutagio de derivadas covariantes) Se T é um (0, s)-tensor a sequnda

derivada covariante satisfaz:

s

VYT (Zy, s Z) = Vy VT (21, s Z) = S T(Zyy ooy Rs(X,Y) Zi, o0, Z).

i=1
Demonstragao. Por simplicidade, faremos apenas o caso em que s = 2. Com efeito,

usando o Lema 1.1, segue que

VxVyT(Z1, Z) — VyVxT(Z1, Zs)
=Vx(VyT)(Z1,Z2) — (Vv T)(Z1, Zo) — Vy (VXT)(Z1, Zo) + (Vo xT)(Z1, Zs)
=X ((VyT)(Z1, 22)) = VyT(NxZ1, Zo) = VyT(Z1,Vx Zo) = VxY (T(Z1, Z2))
+ T(Vy iy Zi, Z2) + T(Z1, Vv Zo) = Y ((VxT) (21, 2)) + (VxT)(Vy Z1, o)
+ (VxT) (21, Vy Zo) + Vy X(T(Z1, 7)) = T(Nwyx 21, Z2) — T(Z1, Vigy x Z).

Tal expressao pode ser reescrita da seguinte forma

VVyT(Z1, Zs) — VyVxT(Z1, Zs)
=X ((VT)(Z1,22)) =Y ((VxT) (21, Zo)) = Y (T(Vx 21, Za)) + T(VyVx Z1, Zo)
+T(VxZ1,VyZs) — Y(T(Z,VxZs)) + T(Vy Z1,VxZs) + T(Z1,VyV xZs)
+ X(T(Vy 2y, 25)) = T(NxVy Z1, Z5) = T(Vy 21,V x Z3) + X(T(Z1, Vy Z2))
— T(Vx 21, VyZs) = T(21,VxVy Zs) + Vy X (T(Z1, Z2)) = VxY (T(Z1, Z5))
+T(VyywZi — VyyxZi,Zs) + T(Z1,VywZs — Vv, xZ2)
=X((VWT)(Z1, %)) = Y ((VxT) (%1, Z2)) = Y (T(Vx 21, 25)) = Y (T(21,Vx 22))
+ X(T(Vy 21, 22)) + X (T(21,Vy Z2)) + Vy X(T(2Z1, Z3)) = VY (T(21, Z2))
+ T(VyVxZi — VxVyZi + Vixyi1Z1, Zo) + T(Z1, VyVxZy — VxVy Zy + VixyZa).

Dai, usando a definicdo do tensor de curvatura de Riemann, é imediato ver que

VxVyT(Zy,Zy) — VyVxT(Zy, Z5)
=X(Y(T(21, 22)) = T(Vy 21, Z2) = T(21, Vy %))
~Y(X(T(21, 22)) = T(Nx 21, Zo) = T(Z1,Vx Z2)) = Y (T(Vx 21, Z2))
— Y (T(2,Vx2)) + X (T(Vy 21, Z2)) + X (T(21, Vy Z2)) + Vy X (T(Z1, 22))
— VY(T(Z1, Z)) + T(Ron(X,Y) Z1, Z) + T(Z1, Rn(X,Y ) Z5),
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simplificando algumas expressoes, obtemos
VxViyT(Zy,Zy) — Ny VxT(Z1,Z5)
=X(Y(T(21, 2,))) =Y(X(T(21, 22))) + Vy X(T'(Z1, Z2)) — VY (T'(Z1, Z2))
+ T(Rn(X,Y) 21, Z5) + T(Z1, R(X,Y) Z5)
(X Y)(T(Z1, Z2)) — [X, YI(T(Z1, Z)) + T(Z1, Ru(X,Y) Zs) + T(Ra(X, Y) 21, Z)
=T(Rn(X,Y) 21, Z2) + T(Z1, R(X,Y) Z2),
0 que prova o resultado. O

Corolario 1.1. (Identidade de Ricci) O tensor de Ricci satisfaz a sequinte igualdade:
VxVyRic(Z,W) —=NyVxRic(Z,W) = Ric(R,,(X,Y)Z,W) + Ric(Z, R,,(X,Y)W).

Demonstra¢io. Como o tensor de Ricci é um (0,2)-tensor, segue direto pelo Teorema
1.1. O
A expressao acima pode ser escrita, em coordenadas, da seguinte maneira
V.V Ry — V;V;Ry =Ric(R,,(0;,0;)0k, 01) + Ric(0;, Ry (0;,0;)0k)
=Ric(R};,0s,01) + Ric(Ok, R};0;)

:Rijkaml + Rijlmka- (13)

1.3 Variedades de Einstein

Agora falaremos um pouco sobre variedades de Einstein.

Definicao 1.13. Uma variedade Riemanniana (M", g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um maultiplo da métrica g, ou seja,
Ric(X,Y) = Mg(X,Y)
para todo X,Y € X(M) em que A\ : M — R é uma fungdo diferencidvel.

Em coordenadas,

Observe que multiplicando (1.4) por ¢¥ e tomando o trago, temos que R = An. Além
disso, quando uma variedade de Einstein é conexa, tem-se o seguinte resultado sobre a

funcao A.
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Teorema 1.2. Seja (M", g) uma variedade de Einstein conexa de dimension > 3, entdo

A\ € constante.

Demonstragao. Como a variedade é de Einstein temos R;; = Ag;. e, também, R = An.

Assim, pela Equagao (1.2), obtemos

nViA = V,R = 2¢""V,;Ry

= 2V Ry,
= 2V Agix
=2V,
o que implica,
(n—2)V;A=0.
Portanto, para n > 3 temos que A é contante. O

1.4 Decomposicao ortogonal do tensor de curvatura

Nessa secao vamos estudar a decomposicao ortogonal do tensor Rm tendo como referéncia
as notas de J. Viaclovsky em [27]. Além disso, vamos definir o tensor de Weyl que serd
de grande importancia no decorrer do nosso trabalho. Em tudo que segue vamos denotar

por A* o espaco dos k-tensores alternados e por S? o conjunto das aplicacoes simétricas.

Definigao 1.14. Dizemos que um tensor A C @*T*M estd no espago S*(A*(T*M)) se

satisfaz as sequintes condicoes:

1 Ajjr = —Ajira
2. Aijr = —Aijir
8. Ajjrr = Apij-

Dessa forma, como o tensor de Riemann visto como um (0, 4)-tensor satisfaz as con-

dig¢oes acima temos que

Rm € S*(A*(T*M)) C @'T* M.

Definicao 1.15. Definimos a aplicagio b : S2A? — @T*M por

1
bAiju = g(Aijkl + Ajrit + Arijt)-

onde essa aplicacao € chamada de simetrizacdo de Bianchi.
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E facil verificar que o tensor Rm € Ker(b).
Proposicao 1.4. A imagem de b estd contida em S*AZ.

Demonstracao. Basta observar que a imagem de b satisfaz as condi¢oes da definicao 1.14.

Com efeito, veja que

1
bAijm = g(Aijkl + Ajwit + Aiji)
1
= §<—Ajikl — Apjit — Arijt)
= —bAjiu,
analogamente temos bA;ji; = —bA;ji.
Agora, note que
1
bAijm = g(Az’jkl + Ajwit + Aiji)

_ ;(Ak:lij + Agje + Apij)
— ;(Aklij + Ay + Ainij)
= bAwij,
como desejado. -

Proposigao 1.5. O espaco S?(A?) pode ser decomposto como
S%(A?) = Ker(b) @ Im(b),
que é uma soma direta ortogonal.
Demonstracdo. Primeiramente, veja que b ¢ idempotente, isto é, b> = b. Com efeito,
9 1
b Aiji :gb(Az'jkl + Ajgir + Akit)
1
:§(Aijkz + Ajkit + Ariji + Ajra + Arijt + Aijra
+ Apiji + Aiji + Ajkir)
1
:§(3Aijkl + 3A k0 + 3Aki)

=bAjj-
Agora, observe que o tensor A € S?(A?) pode ser decomposto na forma

A=(A—-0b(A))+b(A),
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onde b(A) € Im(b) e A —b(A) € Ker(b), pois
b(A —b(A)) = b(A) — b*(A) = 0.
Para finalizar, mostremos que b é auto-adjunta. De fato,

1
9( Akt bBiji) = gAijk:l(Bijkl + Bjkit + Briji)

1 1 1
= A Biju + gAijlejkil + gAijlekij

3
1 1 1
= - AijuBiju + 3 A Bijik +§ Airji Bjin

3
<7 k<j

1 1 1
= gAijleijkl + gAjkilBijkl + gAkileijkl
= g(bAiju, B).
Entao, se A € Ker(b) e B="5b(C) € Im(b), temos
9(A, B) = g(A,b(C)) = g(bA, C) =0,
isto é, b é uma projecao ortogonal. O]

Em seguida, vamos identificar a imagem da aplicacao b.

Proposicao 1.6.
Im(b) = A*T* M.

Demonstragio. Para provar esse resultado, é suficiente mostrar que

bla®p) = ;a/\ﬁ (1.5)

onde «, 3 € A*(T*M) e denotamos por @ o produto simétrico que ¢ dado por

(a® B)iju = B + arBij-

Além disso, ¢ importante ressaltar que estamos pensando em A%(T*M) como o espaco dos
(0, 2)-tensores anti-simétricos. Por conseguinte, temos que o lado esquerdo de (1.5) pode
ser escrito como

bl ® B)ijm = Zl))
= ;)(Oéijﬁkz + o Bij + B + caBie + owiBi + ajiBi).

(a0 ® Bijir + (@ ® B)jkir + (a0 © B)riji]
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Por outra lado, sejam f € A*(V) e g € A/(V), o produto exterior(A) entre f e g é a
aplicagdo A : A¥(V) x AL(V) — A*(V), dada por

1
(fAGg) (v, vpy) = T Z sgn(0) f(Vo(1), - Vo)) I (Va(kt1)s - Vo(kt))

: UESk_H

onde Si4; é o grupo de todas as permutagoes do conjuto {1,...,k + 1} e sgn(c) = (—1)?
com p sendo nimero de inversoes de o.

Em particular, o produto exterior entre o e 8 é dado por:
a A 6(61'7 €j7 €k, el) —
onde a soma é sobre todas as permutagoes de comprimento 4. Desse modo, temos que

a A Bles, e, ex, e1) =sgn(o)a(eq(1), €x2))B(€s(3), €o)) + 59n(0)a(es(1), €x(3)) B(€s(a), €x(2))
+ sgn(o)aleq(), €o4))B(€o(2), €a3)) + sgn(o)ales(2), €o(3))B(€aa), €o(1))
+5gn(0)ales(), €o4))B(€o(1); €o(3)) + 591(0)(€q(3), €o(4)) B(€s(1), €o(2))
=0 B + By + Bk — kB — Bk + auaBij
= B + B + B + ca Bk + B + 0GB
=3b(av © B)jki-
Logo,

1
b(C( © B)ijkl - ga A B(eia €5, €k, el)a

como desejado. O]
Definicao 1.16. O espaco dos tensores tipo-curvatura é
C = Ker(b) C S?(A?).

Observe que, como os tensores tipo-curvatura satisfazem a primeira identidade de

Bianchi, temos que b aplicado no tensor de curvatura ¢é zero, ou seja, eles pertencem ao
Ker(b).

Assim, vamos considerar a decomposicao
S2(A*) =C o A*

e calcularemos a dimensao do espaco C.
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Antes de tudo, sabemos que se V' é um espaco vetorial de dimensao p, entao

dim(SP(V)) = p“’; Y.

Além disso, se W for um espago vetorial de dimensao n, entao

dim(A2(W)) = (Z)

Portanto, fazendo V = A? temos
1
dimS*(A?) = 3 n(n —1)(n* —n+2)

e observando
dim(S?(A?)) = dim(C) + dim(A*),

segue que

dim(C) = ;n(n —1)(n* —n+2) - 214n(n —2)(n—2)(n—2)

112n(n —1)(n*+n)
=33 n?(n* —1).

Em particular, para n = 3 temos dim(C') = 6.
Definicao 1.17. O traco de um tensor é dado pela aplicacdo,
c:C — S*(T*M)

definido por
(c(A) ZA (X,e;, Y, e),
i=1

onde {e;} € uma base ortonormal para T M.
Em particular, sabemos que ¢(Rm) = Ric.
Definicao 1.18. O produto de Kulkarni-Nomizu é a aplicagdo
D : S*T*M) x S*(T*M) — C
que obtém um (0,4)-tensor simétrico definido por

(AQ B)(X,Y,Z,W) = A(X, Z)B(Y,W) + A(Y,W)B(X, Z)
—A(X,W)B(Y, Z) — A(Y, Z)B(X, W),

onde A e B é um (0,2)-tensor simétrico.
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Proposigao 1.7. A aplicagio ¢ : S*(T*M) — C definida por
v(h)=h®y,
é injetiva para todo n > 2.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que

9(f;h @ g) = 4g(cf, h). (1.6)
Com efeito, calculando (em uma base ortonormal) o lado esquerdo da igualdade acima
segue que
9 (fijkt, (B D 9)ijir) = fijrr(hiwgji + Pjigar — hagjx — hjrga)
= fijeihir + fijuhj — Figpha — fijrile
i3kl Ik i
= 4fijkjhika
isto é,

9(f,h @ g) = 4g(cf, h).
Além disso, observe que
ch® g) = (n—2)h+tr(h)g. (1.7)
De fato, tomando o trago em (h @ g), temos que
(c(h @ 9))ik = ¢" (hixgji + hjrgin — hagje — Pixgid)
= nhy, + tr(h)gixr — 2hik
= (n — 2)hx + tr(h) g,
o que implica,
ch®g)=(n—2h+tr(h)g.
Dai, para provar a proposi¢ao, assuma que h @ g = 0 e usando as Equagoes (1.6) e (1.7),

obtemos

0=9h®g.h®g)
=4g(h,c(h ® 9))
= 4g(h, (n — 2)h + tr(h)g)
= 4((tr(h))* + (n = 2)|h?) .
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Portanto, isso implica que h = 0 se n > 2, ou seja, o Ker(1) s6 possui o vetor nulo. Logo,

a aplicacao é injetiva. O]

Corolario 1.2. Para n = 2, a curvatura escalar determina completamente o tensor da

curvatura. Para n = 3, a curvatura de Ricci determina o tensor da curvatura total.

Demonstragdo. No caso n = 2, vamos considerar a base {e, e2} C T, M. Assim, temos
2
Rik = Rijij = Ri1 + Rioe
Jj=1
e, portanto,

2
R = Z = Ri1 + 2R3 + Ry

i k=1
= Ri212 + Raim

= 2]%1212

Assim, o inico componente diferente de zero de R pode ser o Ri212.

Para n = 3, pela proposicao 1.7, temos que a aplicagao
Vv SHT*M) — C

¢ injetiva.
Por outro lado, temos dim(S?*(T*M)) = 6 e dim(C) = 6. Logo, 1 é sobrejetiva e, portanto,
obtemos que 1 é um isomorfismo. Assim, como foi visto Rm € C' e, consequentemente,
existe um A € S*(T*M) tal que

Rm=APyg.

Agora, encontraremos A. Note que,
Ric=c¢(Rm)=c(AD g)

=A+tr(A)g.

Assim,
A = Ric—tr(A)g
e tomando o trago em ambos os lados na igualdade acima, obtemos
c(A) = c(Ric—tr(A)g)
tr(A) = R — 3tr(A).
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Consequentemente,
R
tr(A) = —.
()=
Dai, temos
R
A = Ric — —
4 g
e, portanto,

, R
Rm:ch@g—Zg@g.

]

No caso geral, em qualquer dimensao, temos que o tensor de Riemann nao necessaria-
mente pertence a imagem da aplicacao ¢, mas como Rm € C' e queremos encontrar uma
decomposigao ortogonal do tensor de Rm, deve existir um tensor em C' cujo trago é nulo
tal que

Rm=W+AQ® g,

onde A € S*(T*M) e W € Ker(c).
Em vista disso, vamos encontrar o tensor A tal que ¥(A) e W seja ortogonal com trago

de W nulo, isto é,

O=c(W)=c(Rm—AQ® g)
= Ric— (tr(A) + (n — 2)A),
ou seja,

_ Ric—tr(A)g
B n—2

A

Assim, tomando o trago em ambos os lados da igualdade acima

_ c(Ric—tr(A)g)

tr(A) =c(A) = —
_ R—tr(A)n
N n—2
obtemos,
R
tr(A) = 1)
Portanto,

— (Ric - Mg) ,n > 2. (1.8)
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O tensor A é um (0, 2)-tensor simétrico conhecido como o tensor de Schouten.
Por fim, concluimos que para n > 3, a decomposigao ortogonal do tensor de Riemann é

dada por

Rm = L(Rz'c@ g) —
n

—3 (9@ g)+W,

R
2(n—1)(n —2)
onde W € Ker(c).

1.4.1 Decomposicao ortogonal do tensor Ric D Ric

Agora, vamos encontrar uma decomposicao ortogonal para o tensor Ric D Ric onde ele
vai ser escrito na forma Ric D Ric =T+ U+ V com T sendo um tensor de trago livre.
Antes de tudo, sabemos que o Ric é um (0, 2)-tensor simétrico, entao, pelo produto de
Kulkarni-Numizu, obtemos que o ch@ Ric é um (0, 4)-tensor simétrico e vamos concluir

que ele antisimétrico nas duas primeiras e nas duas ultimas entradas. De fato,

(Roic @ Roic)ijkl = Q(RoikRojl — éllfgjk)
= _Z(RDZ’IROJ’k — Rszﬂ)
== —(RoiC @ Ro’ic)ijlk.
Analogamente, temos (Rcic D Roic)ijkl = —(Roz'c D Roic)jikl. Assim, Ric D Ric satisfaz as
condicdes da Defini¢io 1.14 e, portanto, Ric ® Ric € S*(A(T*M)). Além disso, note que

o o 1 o o o o o o
b(Ric ® Ric)iju = g[(Ric D Ric)iju + (Ric @ Ric) g + (Ric O Ric) i)

1 o o o o o o o o o o o o
= §(2RikRﬂ — 2Rilek + 2Rjz‘Rkl — QRjZRkZ' + QRijil — QRMRZ']‘)

=0.

Logo, Ric ® Ric € Ker(b).

Dessa forma, o fato de Ric D Ric € C nao implica que ele pertenga a imagem da
aplicagao v, mas conseguimos decompo-lo ortogonalmente na soma direta da imagem da
aplicagao ¢ aplicada em um tensor B e um tensor T cujo traco é livre. Dai, podemos

escrevé-lo na forma

Ric® Ric=T+BQ® g,

onde B € S*(T*M) e T € Ker(c).
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Em seguida, vamos encontrar o tensor B para que o tensor 1" tenha traco livre. De

fato, devemos ter

0= ¢(T) = (c(Ric ® Ric— B® g))
= (c(Ric @ Ric))ir — (c(B® 9))i
= 29" (Ry By — RuRj) — (c(B® g))an
= —2R;; Ry — tr(B)gi — (n — 2) B,
ou seja,
1

Agora, tirando o trago da igualdade acima, temos
1 . o o

1 o
= (2|Ric|? + ntr(B)),

n—2
o que implica,
Ric|?
ir(B) = 1L
n—1
Portanto, para n > 2 temos que
1 . o |Ric]?
k n—2< j itk n_19k>
Podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma
1 ., |Ric?
B=-— 2Ri02—’ Zc’g ,
n—2 n—1

onde ﬁijﬁjk = (R;C2)zk

Assim, concluimos que

(ﬁlc @ RoiC)ijkl = T;jkl + (B @ g)ijkl

1 ° |ROZ.C|2
”kH—( n—Z(ZRZC n_lg)®g>”kl
ij
2 ° |ROZ‘C|2
2 ° 5 2 1 |2
= Lijkr — E(ch D 9)ijr + n(n—2) - n(n—1) |Ric|*(9 @ 9)ijmi

2 o 2 o
= Lijkt — m(RZCQ D 9)iji + m’RZC,Q(Q D 9)iji

1 o
- m@c?(g O g)z’jkl-
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Logo,
(ROZ'C @ Roic)ijkl = Tijkzl + ‘/;jk:l + Uz‘jkla
onde
v 2_(Rie ® 9)igu + ———|RicP (g ® )
i = ——— (Ric i — v |[{uc ij
i IHht T —g) O D
e
U L |Ricfe® g)
id = - 1C 17kl -
gkl n(n —1) 9L igh

1.5 Invariante de Yamabe

O problema de Yamabe em geometria diferencial trata sobre a existéncia de métricas Rie-
mannianas com curvatura escalar constante e leva este nome em homenagem ao matema-
tico Hidehiko Yamabe. Mais precisamente o problema nos fala que, dada uma variedade
Riemanniana compacta (M™, g), com dimensao n > 3, é possivel encontrar uma métrica
conforme a g com curvatura escalar constante. Em 1960, Yamabe [28] apresentou uma
solugdo para o problema, entretanto Trudinger [26] em 1968 descobriu um erro em sua
prova, e provou o problema sob a hipotese de curvatura escalar nao-positiva. Em 1976,
Aubin [2] provou o problema supondo n > 6 e (M", g) nao conformemente plana. Os
casos restantes foram provados por Schoen [24] em 1984 usando o Teorema da Massa
positiva. A seguir, tendo como referéncia [20], descreveremos uma breve motivacao afim
de introduzir a constante de Yamabe, a qual tem um papel fundamental no resultado
principal desta dissertacao.

O primeiro fato que lembraremos aqui é a relagao entre as curvaturas de Ricci quando
mudamos a métrica g por uma métrica conforme § = e2"g, onde h € C*(M). Para o
que segue, nao ¢ dificil verificar que, se V e V denotam respectivamente as conexdes de

Levi-Civita de g e g, entdo para todo X,Y € X(M), temos a seguinte relagao

VxY =VxY + X(h)Y +Y(R)X — g(X,Y)Vh.

Proposicao 1.8. Se Ric e Ric denotam respectivamente as curvarturas de Ricci de M
com respeito as métricas g e §j = e*t'g, entdo

Rij = Rij — (n — 2)V1V]h + (7’L — Q)VZhV]h — (Ah + (TL — 2)|Vh|2)gzj
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Demonstragio. Considere {e;} um referencial ortonormal geodésico em p na métrica g
~ _ _—h,1 4 f ial 1 o 3). Dai di
(note que {&; = e "e;} é um referencial ortonormal na métrica g). Dai, segue diretamente

da definicao

{
{
=(Vo.Veid; = Ve Vej er)yg + (Ve a9, a6 kg
{ Verli i)y + (V. a-%., 6.0 €h)g
{

= @eke_h(—e_hei(h)ej + 6_h@5iej) — @eie_h(—e_hek(h)ej + 6_h@ekej), €k)g
+ <V(7€_hei(h)€k+€_h@eiek+6_h6k(h)6i76_h€ckei)éj7 6k>9’

—@eke’%ei(h)ej + @eke*%(veiej +e;(h)e; +ej(h)e; — gi;Vh)

—~

@e.e_zhek(h)ej — @eie_zh(vekej +ex(h)ej +e;(h)ex — g Vh), er),

7

+
+ <V<7€_h€¢(h)€k+€_hﬁei epte ey (h)e;—e~hVe, e,‘) € 6k>9’

Simplificando, temos

Ric(8:,8)) =(Ve,e "Vee; — Ve, Ve e, en)y + (Ve 2 (e(h)e; — gi; V)
— Ve (ej(h)er — ginVh), er)q
+ eih<@<—ei(h)ek+@eiek-‘r@k(h)ei_@ekei)éj’ €k
:<€k(€_2h)vei€j + e_zh@ekveiej - ei(e_%)vekej — e_Qhﬁeiveij, €k)g
+ (—2¢ ey (h)(ej(h)e; — gi;Vh) + e 2V, (ej(h)e; — gi; V)
+2¢ e (h) (ej(R)ex — gik V) — e Ve, (ej(R)er — gk VR), ex)q
+ e_h<6<—ei(h)ek+ek(h)er‘rveiek—vekei)éj7 Ck)g-

e usando que Ve;(p) = 0, obtemos

REC(éi, é]) :e*%(@ekveiej — @Qvek@j, €k>g
+ 26_2h<—ek(h)e]~(h)ei +e;(h)ej(h)er + (ex(h)gij — ei(h)gjx)Vh, ex),
+e (Ve (ej(h)e; — gi;Vh) — Ve, (ej(h)er — g VR), ex)g

+ e_h <V(—ei(h)ek+ek (h)ei)éj7 €k>g-
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Tal expressao pode ser reescrita como
ezhe_Qh}fz’c(ei, e;) :(@ekveiej — @eivekej, €k)g
+2(—ex(h)ej(h)e; + e;(h)ej(h)ex + (ex(h)gi; — ei(h)gjn) Vh, ex)y
+(Veei(h)e; — Veej(h)ex, er)g + (=g Ve, Vh + g1 Ve, VR, ex),
+e"(—ei(R)V e, € + ex(R)V e 65 €x) -
Calculando cada termo separadamente deve-se obter:
I) (Ve Veej — Ve, Ve e er)g = Rij.
De fato, devemos notar que
(Ve Vee; = Ve Veejen)g =(Ve, Ve, + er(h)Veej + (Veej, Vi) ey
— (Veej,e1)gVh — Ve, Vee; —ei(h)Ve,e;
— (Ve,e, Vh)sei + (Ve €5, €)gVh, e
=(V¢, Ve,e; — Ve, Ve, €, €k)g
=R,
onde simplificamos algumas expressoes usando V.,e;(p) = 0, provando o item ).
IT) 2(—ex(h)ej(h)e; + ei(h)ej(h)ex + (ex(h)gij — ei(h)gje) Vh, ex)g
=2((n = 2)ei(h)e;(h) + g5 VA[?)
Para este item, basta observar que
2(—eg(h)ej(h)e; +e;(h)ej(h)er + (ex(h)gi; — ei(h)gk) Vh, er)y
= 2((—ew(h)ej(h)e;, ex)q + (ei(h)ej(h)ex, ex)g + (ex(h)gi; — €i(h)gjk) (V. ex)g)
=2 ((n—2)ei(h)e;(h) + g5 VA[)

e assim concluimos o item I7).

I11) (Veyej(h)e; = Veej(h)er, er)y = —(n — Dei(e;(h)).
Com um simples calculo,

(Veyej(h)e; — Veej(h)er, ex)

= (ex(ej(R))e: + e;(h) Ve e — eilej(h))er — e(h)Ve,er, ex)

= (enlej(h))es — eiles(h))ex, en)g + € 2" ej(A)(Vepes — Ve,er, ex)y
= e;(e;j(h)) — neile;(h))

= —(n—1)ei(e;(h)),
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provamos o item I17).

IV) (=g;jVe, Vh+ gjx Ve, Vh, ex)g = =Ahgi; — (n — 1)|Vh|?gi; + ei(e;(h)).
Observando que
(—9ijVe, Vh + 51V e, Vi, er)
=(=9ij(Ve, Vi + [Vh*ex) + g (Ve, VI + [Vh|?e;), er),
== 0ij(Ve, VI + [VhPer, ex)g + gje(Ve, VI + [Vh|*ei, er)g
= — Ahgij — (n = 1)|Vh[*gi; + eile;(h)),

obtemos o item V).

V) eM{=ei(h)Ve, € + en(M)V .6, ex)g = (2 = n)es(h)e; (h) — [Vh*gy;.
Para o tultimo item note que
e"{=ei(h)Ve,€; + ex(h)Ve,6j, ex)g
=e"(—ei(h)(—e"er(h)e; + e "V e;) + er(h)(—e"ei(h)e; + e "Ve.e5), er)y
=(—e;(h)(Ve,e; +ex(h)e; +ej(h)er, — g, Vh)
+ex(h)(Ve,e; +ei(h)ej +e;(h)e; — ¢i;Vh), ex),
=(2 = n)ei(h)e;j(h) — [Vh|gy,
concluindo o item V).
Para finalizar a prova da Proposi¢ao, vamos somar os itens I), I1), I[1I), IV) e V)
para obtermos
Riy =Rij +2 ((n = 2)ei(hey(h) + 205 VhI*) = (n = Dei(e; (h)
+ (=Ahgi; — (n = 1)|VEg;; + ei(e;(h)))
+ (2= n)es(h)e;(h) — [VhI>gy)
=Ri; — (n = 2)ei(e;(h)) — Ahgi; + (n — 2)ei(h)e;(h) — (n — 2)|Vh|*g;

=R;j — (n—2)V;V;h + (n — 2)V;hV;h — (Ah + (n — 2)|VA|[*)gij,

como desejado.

Como consequéncia imediata temos a relagao entre as curvaturas escalares.
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Corolario 1.3. Seja § = e "¢ entdo
R=e¢"R—-2(n—1)Ah— (n—2)(n—1)|Vh]?). (1.9)
Demonstracio. Pela a definicdo da curvatura escalar R podemos escrever

R = Z R%C(é@ éz) = 6_2h Z Rij
i=1 i=1
e, assim, aplicando a Proposicao 1.8 segue que

R=eY" (Ri— (n—2)ViVih+ (n — 2)VihVih — (Ah + (n — 2)|Vh[%)g;;)

—¢ (R — (n— 2)Ah + (n — 2)[Vh]* — n(Ah + (n — 2)|VA])
=e (R —2(n — 1)Ah — (n = 2)(n — 1)|VA]*),

provando assim o resultado. O]

Além disso, podemos encontrar uma expressao relacionando as curvaturas de Ricci

sem traco.

Corolario 1.4. Seja § = e*'g entdo

n—2
n

Demonstracao. Pela Proposicao 1.8 juntamente com o Corolario 1.3 obtemos

1~ 1.
Ri; — ﬁRgij =- ERgij + Ry
1
=— ge_Qh(R —2(n — 1)Ah — (n —2)(n — 1)|Vh|*)e*g;;

+ Rij — (n —2)V,;V,;h + (n — 2)V;hV;h — (Ah + (n — 2)|VR|*)gi;

N (2(”_1)Ah I G 2)n(n “ U |vn - Ab - (n— 2)|Vh|2>9ij'

n

Assim, simplificando algumas expressoes segue o resultado

o )
Riy = By — (n — 2)V,Vsh + (n — 2)VihV;h + ”T <Ah _ |Vh|2)gij.
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Em 1960, Hidehiko Yamabe propos o seguinte problema
Problema de Yamabe: Toda variedade Riemanniana compacta (M",g) de dimensao
n > 3, admite uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

O préprio Yamabe, no seu artigo [28], apresentou uma solugdo para este problema
usando métodos variacionais e técnicas de equagoes diferenciais parciais elipticas. Assim,
sabendo que qualquer métrica conforme a g pode ser escrita da forma § = e?"¢, onde
h € C*(M), ele percebeu que poderia simplificar a expressao obtida no Corolario 1.3

fazendo a seguinte substituicao

Neste caso, obtemos:

_ 1,2 4 , %2 _ 2 1
° Vh—2e —sur Vu-—n_2u Vu

[ ] |Vh’2 = ﬁu_aVuP
o Ah=div(Vh) = 25(—u?(Vu, Vu), + u ' Au) = =250 2| Vul? + 2su ' Au.
Dessa forma, substituindo as igualdades acima na Equacao (1.9) obtemos

R=e"(R—2(n—1)Ah — (n - 2)(n — 1)|VA|?)

—y ez [R —2(n— 1)( —

-2 2
\Y%
n—2u | u| +n—2

4 2 2
—(n—2)(n—1)<(n_2)2u |Vl >]
—y e (R — 74(71 — 1)Auu_1>

u_lAu)

n—2

n 4(n —1
:u_n%rg (Ru — (H)Au>

n— 2

4 . ~
Assim, g = un—2 g tem curvatura escalar constante A se, e somente se, u satisfaz a equagao
de Yamabe

+2
Ou = )\uﬁ,

onde D= R — aA e q = 2=1)

n
n—2

Yamabe notou que a equagao acima representa exatamente a equacao de Euler- Lagrange

do funcional ~
Jy RV,

n—2"

)= v
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onde ¢ corresponde as métricas conformemente equivalente a métrica g. Para ver isto,

observe que Q pode ser escrito como Q(g) = Q(uﬁg) = Q,(u) e, assim, segue que

_Jy RdVg
QG)=—"""7=
D vy
Sy u~ Z%(Ru Au)un 2dV,
) (V)
fM Ru*dVy, — fMuAudV (L.11)
(fMU” de)

Por outro lado, pelo Teorema de Stokes temos ainda que
0= / div((Vu, u))dV, = / wAudv, +/ Vul?dV g,
M M M

consequentemente substituindo a igualdade acima em (1.11) obtemos um nova expressao

Q(g) que é dada por

g Ru2dv, + ) fM yvu|2dv
(Jag w2 2dV)

Q9) =

3=

Além disso, fazendo a = 4(":21), p=-2% FE(u) = [, Ru® — auludV, e ||Ju|| = <fM ]u|”> :

n n

temos ainda que
E(u)

lull3

Qy(u) =

Entao, para qualquer fungao f € C°(M), temos

Juy Rlu+tf)? —aA(u+tf)(u+tf)dV,

Ulutif)= EEE
Ju Ru+tf)? —a(Au+tAf)(u+tf)dV,
B Ju+tfI3 ’
o que implica,
itoQg(u+tf>
20w+ tf) R —aAf(u+tf) —a(Au—l—Aft)degHu—i-tin
- Ju+ 27118
Sy R(u+tf)? = a(Au+tAf) (u+tf)dVy - 2flu+tfI[5 [y p(u+tf)P~' fdV,
. e
 Ju2ufR — aulAf — af AudVy||ullz — 2E(u)||ullz? [y, P~ fdV,

[l
_2JuufR —abufdVy|lully — 2E(w)||ull;7 [y u?~" fdV,

[l ’
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apoés algumas simplificacoes

d 2
dt tZOQg(U +if) = /M[Ru —alAu — E(u)|\uH;pup’1]deg

i3

2 E(u) —1)
= Ou — uP= | fdV,.
lull3 /M ( [l !

Dai, u é ponto critico de Q, se, e somente se, satisfaz a equagao de Yamabe para A = fu(ﬁ?,
p
isto é,
e E(uz p1 _ E(ug n-2
[[ull» [l

[y Ru?dV,

Observe que ¢ limitado por um multiplo de [Ju||?. De fato, pela desigualdade

de Holder temos

Q

() ()
(o) (f o)
([, ;) ul.

‘ / RudV,
M

ondep:2r,%+%:1.

Dessa forma, ¢ imediato verificar que Q, é limitado por baixo. Com efeito,

_ Sy Ru? + a|Vul?dV, - Jyr Ru?dV, > _(/ quVg>q.
M

i3 3

Qy(u)
Assim, podemos definir o invariante de Yamabe:

Defini¢ao 1.19. Dada (M™,g) variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3,
definimos o invariante de Yamabe Y (M, [g]) da variedade como sendo
Y(M, [g]) = inf Q(7)
g€lgl

= inf )Qg(u)

ueW.2(M

n—2

oy RudVy 4+ 2 | [ ValPay
= n T .
ueWbh2(M) (fM udeg)

n—2
FEsta constante Y (M, [g]) € um invariante da classe conforme de (M™, g).

Logo, pelos resultados anteriores, o problema de Yamabe para uma variedade Rieman-
niana compacta (M", g) pode ser resolvido determinando uma métrica conforme a g tal

que minimize o funcional Q(g).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 32

Definicao 1.20. Uma métrica g € [g] tal que

y(M, [g]) = W

(Jur dVy)=

¢ dita solucao do problema de Yamabe.

Destacamos agora que, as solugoes do problema de Yamabe para uma variedade de
Einstein compacta, é também uma métrica de Einstein. De fato, considere uma fungao
positiva ¢ : M — R, de modo que g = ©?§ é um elemento arbitrario da classe conforme

suave de §. Antes de tudo, faca e?* = ¢ =2 para obter:

o Vh=—3¢* 207V = —p 'V = |Vh|]* = p2|Vy|?
o Vih = (Vh,e)y = —¢ 'Vip = V;hV;h = o2V;0oV ¢
o ViVih = (Vjh,ei)g = ¢ *VipVp — 'V, V0

o Ah=giV,V;h = 2Vy|2 — o Agp.

Dessa forma, substituindo as igualdades acima na expressao (1.10) obtida no Corolario
1.4, segue que
Riy =By — (n— 2)V:V,h + (n — 2)V:hVh + ”;2 (Ah - \Vh]Q)gij
=Ry — (n = 2)(¢ *VipVp — ¢ 'ViV,p) + (n = 2)p > VipV,i
+ <<,0‘2|V90|2 — ¢ Ap — 90_2|v§0|2>9ij»
e além disso, simplificando algumas expressoes concluimos que

(n —2)

° . A
Rij = Rij + [Vingo — n@gij}

Pra finalizar, assumindo que § é Einstein e g é uma solu¢ao do problema de Yamabe para

(M™, g), temos que a igualdade acima se resume

o n—2 A
Ri; = —< ) {Vz’vj@ - 9091']}-
© n
Agora resta mostrar que g é Einstein e, para isso, observe que
o o A
plFic? = = (n~ 2)Fy (ViV0 ~ =Zg; )
= — (n — 2)RDUVZVJQO
s R
=—(n—-2) (dw(RijVj@) - Vi (Rij - ngig)VjSO)

. 1
= — (TL — 2) (dw(RUV]@) - VZR”VJQO + anRVjQO),
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além disso, pela segunda identidade de Biachi contraida podemos reescrever a expressao

acima da seguinte forma

. o 1 1
p|Ric|* = —(n - 2) (div(RijVj@) — 5 ViltVie+ anRVj90>

——(n—2) (dw(ﬁijvj@) - (”vaijjgp) : (1.12)

Assim, tomando a integral em (M™, g) em ambos os lados da igualdade (1.12) juntamente
com o fato de ¢ ser solu¢ao do problema de Yamabe, isto é, g tem curvatura escalar

constante, obtemos

y s (n—2)?
| elRicldv, = = (n=2) [ div(RyV0)av, + === | (VR Vg),av

=0.

Sendo assim, como ¢ ¢ uma funcdo positiva entao Ric = 0 e, portanto, g é Einstein.
Logo, g sendo solugao do problema de Yamabe para uma variedade de Einstein compacta

concluimos que g também ¢é uma métrica Einstein.

Observacgao 1.2. Note ainda que, usando o Teorema de Obata provado em [22] e levando
em conta que g é uma métrica de Einstein, temos que § também é solucao do problema

de Yamabe, isto €, .
Ju RV

n—2°
n

Y (M, [g]) = ( dVi) 2



Capitulo 2

O tensor de Weyl e algumas

estimativas

Neste capitulo falaremos sobre o tensor W € Ker(c), encontrado na secao anterior a
partir da decomposicao ortogonal do tensor de Riemann, que tem como propriedade o
trago livre. Além disso, mostraremos outras propriedades desse (0,4)-tensor e algumas

estimativas que sera de grande importancia no decorrer desse trabalho.

Definig¢ao 2.1. Chamaremos de Weyl o tensor W € Ker(c) definido pela sequinte férmula

de decomposicao ortogonal do tensor de Riemann em dimensao n >3

W=Rn—AQ g, (2.1)

1 R
de A = c———g].
onae n 9 (RZC 2(n 1)g>

Proposigao 2.1. O tensor de Wely satisfaz as sequintes propriedades:
(1) Wijtt = —Wiita = Wi
(2) Wijki = Whiij

(8) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto €,

Wijki + Wik + Wiz = 0.

34
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Demonstragio. Para a prova do item (1), observe que

VVijkl :Rijkl - (A @ g>z’jkl
= — Rjii — (Aigi + Ajgi — Aagjr — Ajnga)
= — Rji + Ajrga + Augir — Ajugi — Aingji
=— (Rji — (A D 9)jir)
= — Wjin-
Analogamente, temos Wi = Wiji.

Com um simples célculo

Wijki =Rijii — (A D 9)ijri
=Rij — (A D 9)ij
=Whaij,

obtemos o item (2).

Para a prova do item (3), basta substituir a Equac¢do (2.1) na primeira identidade de

Bianchi, para obter:

0 = Rijix + Rjrit + Riiji =Wijtw + (A D 9)ijrt) + Wika + (A D 9)jrar)
+ (Wiiji + (A D 9)riji)-

Assim,
Wikt + Wikit + Wit = — (A D 9)ijrt — (A D 9)jrir — (A D 9)riji
= — Airgji — Ajgix + Augjr + Ajrga
— Ajigr — Awgji + Ajgri + Arigii
— Akigin — Aagrj + Awngi; + AijGu
=0,
como desejado. O

O préoximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema 1.1.

Corolario 2.1. O tensor de Weyl satisfaz a sequinte igualdade

VoV Wikt — Vi VoWiint = RpminWhijkt + RpminWinki + Rpmien Wit + Rpmin Wik
(2.2)
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Demonstragio. Como o tensor de Weyl é um (0, 4)-tensor, pelo Teorema 1.1 temos que

VeVuW(X,Y,Z,8) — VyuVpW(X,Y, Z,5)
=W (Ro(P,M)X,Y, Z,8) + W(X, Ru(P, M)Y, Z,S) + W(X,Y, Ry(P, M)Z, S)
+ W(X,Y, Z, Rp(P, M)S).

Assim, segue que a expressao acima pode ser escrita, em coordenadas, da seguinte maneira

VoV Wik = Vo VWi =W(R) .0y, 0;, Ok, o)+ W(o;, R0, Ok, Op)

pme pmyj

+ W (0;, 05, RO, 1) + W (0;, 05, O, R}, Or)

pml

=RpmitWhiki + RpmjnWinki + RpminWiini + RpminWijin.-

A seguir, apresentaremos algumas definigoes e resultados com o tensor de Weyl.

Defini¢ao 2.2. Uma variedade Riemanniana (M™,g) é chamada localmente conforme-

mente plana se para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca V de p e uma fungdo

h € C=(V) tal que (V,e*'g) € flat.

Aqui, dizemos que uma métrica ¢ é flat se ela é localmente isométrica a métrica
euclidiana, isto é, para todo p € M existe uma vizinhanca V de p e uma isometria
h:V — h(V)CR"™

O resultado a seguir, caracteriza métricas localmente conformemente planas tendo

como papel fundamental o tensor Wely.

Teorema 2.1 (Weyl, Shouten). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo

n. Entao,
(1) Sen =2, entao (M™,g) € localmente conformemente plana.

(2) Se n = 3, entdo (M",g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Cotton dado por

Cijk =ViAjr — VA

=ViRjr, — VRy, — (Vijok - VjRgik)

2(n—1)

é nulo.
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(3) Sen > 4, entio (M", g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Weyl é nulo.

O Teorema acima, primeiramente foi provado por Cotton (1897) em dimensao trés e
por Weyl (1918) e Schouten (1921) em dimensao n > 4. Para mais detalhes da demons-
tragao veja a Proposi¢ao 1.62 em [7].

Em seguida, vamos mostrar algumas identidades satisfeitas pelo tensor de Weyl quando
a variedade é de Einstein. Antes de tudo, observe que, quando a variedade é de Einstein,
temos que para n > 3 a decomposicao ortogonal do tensor curvatura de Riemann é dada
por

R

Assim, se (M™, g) é variedade de Einstein e localmente conformemente plana (i.e., W = 0),

entdao a variedade tem que ser uma forma espacial.

Observagao 2.1. (M™, g) tem curvatura seccional constante, se e somente se, Ric = gg

e W =0.

Além disso, veja que substituindo a decomposicao ortogonal do tensor de Riemann em
variedade de Einstein na segunda identidade de Bianchi e usando o fato que a curvatura

escalar em uma variedade de Einstein é constante, obtemos
0= Vi Rijkm + ViRijmi + Vi Rijie = ViWiiim + ViWiim + Vi, Wi, (2.3)

ou seja, quando a variedade é de Einstein temos que o tensor de Weyl satisfaz a segunda

identidade de Bianchi.

Lema 2.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana Finstein de dimensdon > 3. Entao

a sequinte identidade € valida:
1 9 5 2 9 1
QA‘W’ = ]VW\ + ﬁR‘W’ —2 <2Wijklmpkququ + 2Wijleklqupqij) : (2-4)

Demonstragao. Iniciaremos com o calculo do laplaciano do tensor de Weyl, para isso,

lembre que

AWiiti = Vp VWi
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Assim, substituindo a Equacao (2.3) e, posteriormente, a igualdade (2.2) (comutacao de
derivadas covariante com o tensor de Weyl) na expressao acima, obtemos
AWt =V, ¥, Wi
=Vp(=ViWjpes = ViWhir1)
=VpViWikjp + VpViWiiip
=ViVpWikjp + BpitgWakjp + BpikgWigjp + BpijaWikap + FpipgWikjq
+ ViVoWiiip 4 BpjigWaip + BupjtaWhaip + RypjiaWiiap + RpjpgWhiig
=BpitgWakjp + RpirgWigjp + BpijgWikgp + RpipgWikjq + BpjrgWaiip
+ RpjigWaip + RpjiaWhigp + RpjpgWhiiq

e como a variedade é Einsten, temos ainda que

R
AWijr, = (Wpilq + m(g ® g)pilq) Wakgp + <Wpikq + (9@ g)pikq) Wigjp

2n(n — 1)

R
+ (Wm’jq + (g N g)pl]q) Wikgp + ( ) (9 » g)pquVlkm

2n(n -1 2n
+ ( pikq + )(g Dy pjkq> qlip t ( pilg T )(9 O g)pjlq> Whgip

+

Whjiq + 1) (9 O g)mm) Whigp + (9 W g)pypqwkllq

2n(n 1)

piquqkjp + Wpiququjp + WpiquVlkqp + (Wikjl + VVlijk + VVlkij)

R

n(n —1)
R

+ WoikgWaip + WijigWhaip + WojigWhigp + W(leik + Wijit + Whaji)

R R R R
o sy W =y Wk~ Sy
R

R
:2Wpilqqujp + 2Wpikqm/lqu + (Wim’q + ijiq) Wqup + gm/lkji + EWklij

Wiij

2
:2Wpiquqkjp + 2Wpiqu/qujp + WiquWqup + *RWiJ’kl-
n
Portanto,
1 2
AVVZ’J'/’ﬂl = _Q(Wipkququ - Wipququk + §V[/iquWklpq) + ERWijkl- (2-5)
Agora, para a prova da Equagdo (2.4), observe primeiro que
1 5 1
AW =5 (Vy VWi Wiju)
1
=5 Vo (2WiinV,Wiju)

=|VW [ + (W, AW),.
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Dessa forma, substituindo a igualdade (2.5) na expressao acima, teremos
1
iA‘WIQ =[VW[? + (Wij, AWijw),
1 2
:|VVV|2 + <I/Vijkl7 _Q(M/ipkququ - I/Vizvquijqk + §WiquWklpq) + ERVVijkOg

9 1
=|VW|* + ER|W|2 = 2(WiitaWipkgWiat — WijieWipkg Wjai +§Wijszz‘quWklpq)

k<l

2 1
:|VW‘2 + %RIWP - 2<2Wijleipququl + iwijklwiquwklpq)-

]

Para finalizar esse capitulo vamos apresentar algumas estimativas para o tensor de
Weyl.
A estimativa que segue foi provada inicialmente em dimensao 4 por V. Bour em [6]. Aqui,
seguiremos os passos do artigo do Catino [1] para obtengao da estimativa em dimensao

arbitraria.

Proposicao 2.2. Para toda variedade Riemanniana n-dimensional a sequinte estimativa

n—2 8 2
< | 2 ;12 2.
SVam=1 (\W] + o 2>]ch] > | Ric|

(2.6)

Demonstracao. Primeiramente, observe que usando o produto de Kulkarni-Nomizu ob-

€ vdlida:

o o 2 o o o
—Wij R R + mRinijik

temos
(Roic D 9iju = (Roikgjl + Rojlgik — Roilgjk - Rojkgil)
(Ric ® RDZ'C)ijkz = Z(RcikRojl - RllRJk)

Assim, como consequéncia destas expressoes podemos deduzir que

c .1 . .
Wi R Ry = EWz’jkl(Rw D Ric)iju (2.7)
o o o ]_ o, o, o,
Rinijik = —g(RZC @ g)ijkl(ch @ RZC)ijkl. (28)
De fato, desenvolvendo o lado direito da Equagao (2.7)
1 o, o, 1 o 3 1 o o
Zm/z‘jkl(RZC D Ric)ijr = §WijklRikle - §Wz‘jszilek
1 o o 1 o o
= §Wz‘jk1Rz’kRﬂ ~3 Wi R Rjp
<k
1 o o 1 o o
= §WijklRikle + §WijklRikle

= WijnRiRji,



Capitulo 2. O tensor de Weyl e algumas estimativas 40

e o lado direito da Equacao (2.8)

1 . o 1 . . . . o e
_g(RZC O g)z‘jkl(RZC D Rlc)z’jkz = — *(Rikgjz + legik - Rz‘lgjk - Rjkgil)<Rikle

4
— RuRj.)
1 o o 1o o o 1o o
:ZRikRijilgjl + ZRilelekgik + ZRiZRiklegjk
1 o o
+ ZRijiklegil
1 o o o 1 o o 1o o o 1 o o o
=il lty + Rl Ry + - Ra i Ry + o Ryl I
1 o o o 1 o o o 1 o o
:iRikRijij + 1 il +Z R Rij Ry,
Ik =k
=Ry R R,
provamos o resultado pretendido.
Dai, usando as Equagoes (2.7) e (2.8), obtemos:
° o 2 o o o 1 °, °,
—WijmRix R + mRin]’kRik =— (4VVijkl(RZC ® Rw)ijkl)
2 1, o o
+o—3 (—S(RZC D 9)ijri(Ric @ RZC)ijkl)
1 o, o 1 0. o °.
_ ZWijkl(ch @ ch)ijk’l — m(RZC @ g)ijkl(ch @ RZC)ijk;
1 1 o o .
=— - (W + ——Ric® g) (Ric @ Ric)iju. (2.9)
4 n—2 ijkl

Além disso, como foi visto na Secdo 1.4.1 Ric ® Ric é um (0,4)-tensor e tem as

mesmas propriedades do tensor curvatura de Riemann. Logo, pode ser ortogonalmente
decomposto como
]fic@Roz'c:T—i-U—i-V,

onde T tem tracgo livre,

2 o 2 o
Vijkt = —m(RZCQ D 9)ijr + m|RZC|2(9 D 9)ijki

Uijit = — \Ric*(9 ® 9)ijn

1
n(n —1)
em que (RECQ)ik = R]ipRokp. Antes de tudo, vamos calcular a norma ao quadrado dos

tensores Ric @) Ric, V e U da seguinte maneira:
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1)

1)

I11)

Note que

|Ric ® Ric|?

\V|* =VijuaVijni

(

(n—2)?

+

4

(R§C2 O 9)?]'1«1

n—2

(REC2 O g)?jkl -

(R§C2 d g)ijkl + .

4
n?(n —2)

= (Ric® Ric)iu(Ric ® Ric)iju
— 4(RyRj — ByRy)?
— 4(Ry)*(Rj)? — 8RR Ry R + 4(Ry)*(Rji)?
— 8|Ric|' — 8RRy R R
——

Ik

= 8|Ric|* — 8| Ric?|%.

UijtUijm

W|Roic|4(g ® 9

4 o
W|RZC|4(QMQJ'Z — gagik)’
4
n?(n —1)2

4 .
mlRZC|4(n2 —2n + nz)

4 o

m|R2C|4 . 2n(n — 1)
_ 8
n(n —1)

|Ric|* (95,95 — 2990919k + 92931,)

|Ric|*.

(712_2>|R0i0|2(9 ® g)ijkl)

8 °. °
mmZCF(RWQ D 9)ijui(g D 9)iju

B |Rz‘c|4(g O 9)?@‘1-

o ° o ° 2
((Ric)ixg + (Ric®) g — (Ric*)ugse — (Ric*)jxga)

Dai, desenvolvendo a expressao do lado direito da igualdade acima teremos
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o o ° o 2
((RiCQ)z'k:gjz + (Ric?)ugix — (Ric?)agjx — (RiCQ)jkgu)

= (Ric®)5 g5 + (Ric)5g, + (Ric2)3gh + (Ri2) g8 + 2(Ric)ixgan(Ric?) gy
—2(R502)ikgjk(R'202)ﬂgjl - 2(R502)Z-kgil(R§c2)jkgﬂ — 2(R;c2)jlgjk(R§c2)ilgik
_Q(R;CQ)jlgil(R;C2)jkgik + Q(R;CQ)izgil(R;CQ)jkgjk

= 4n|Ric2|% + 4|Ric* — 8|Ric?|?

= 4|Ric2[*(n — 2) + 4|Ric|*.
Portanto,

(Ric2 ® )2 = 4|Ric?*(n — 2) + 4|Ric|*. (2.10)
Além disso, temos
(3202 » g)ijkl(Q ) g)z‘jkl :((R%fCQ)ikgjl + (R§C2)jl9ik - (Rgcz)ilgjk
- (R§C2)jk9il) “2(9ikgjt — gudjr),
o que implica,
(Ric> ® 9)iza(g O 9)iji
= 2((R§02)ik9ik9]2'z - (R;CQ)ikgjkgjlgil + (R;CQ)jlgjlgzgk - (R;CQ)ﬂgikgjkgil
—(R§C2)ilgik;gjk;gj[ - (chz)ilgilg]zk - (R§C2)jk9jlgilgik + (chz)jkgjkggz)
= 8n|Ric|? — 8| Ric|?

— 8|Ric|2(n — 1),

seque que
(Ric? ® g)isulo @ 9)gnt = 8| icl(n — 1) (2.11)
Logo, pelas Equagoes (2.10) e (2.11), temos
4 ° °. 8 :. ;.
V|? ~ 2y (4| Ric**(n — 2) + 4| Ric|') — mﬂ%@cF (8| Ricl*(n — 1))
4 .-
+ m|RZG| (8n(n — 1))
16 ° 6 o, 32(n—1), -
- 2012 4, 7 4 9e\t ™ 1) 4
p— 2|ch |* + (n— 2)2|ch| Y =Y | Ric|
16 ° 16 .
= |Rie?|? — ——|Ric|*
n—2| ic?| n(n—2)| icl
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Em particular, usando os itens I), I1) e I11) obtemos
T+ SV = (|Ric ® Ricl* = [V* = [U]?) + 5|VI*
o o -2
=|Ric ® Ric|* + ) 5 )\VP —|U?

it amiamy (=2 (1616
= (8|ch| 8| Ric?| )+ 5 o 2|ch | nn—2) 2)|ch|

- (i)

o 8
=8| Ric[* — 2| Ric|* —
n

e — 0. 4
Y p— |Ric|

|Ric|*. (2.12)

8(n —2)
-1

Agora, pelo fato de W e T terem trago livre e V' ter componentes (Rgcz@g)ijkl e (gDG)ijki

concluimos entao que Wi Vijm = 0 e Tij - (Roic D 9)ij = 0. Além disso, observe que

<(W + niQRw ® g) ijkl U= (W + niQRZC ® g) . <—n<nl_1>‘RoiC‘2(g O g)ijkl)
"l ilIT)Z(C:— 2) (Rigi + Rngin — Ragin — Rjrga)(9axgin — 9gyn)

" i“f)l(clj— 2) (= Ragngagie — Bngangadse — Ragingadn — Bingagungs)

~ 0

e

(W g tiema) | (e fgv),, =W T fgn o

V2

* vn(n —2)
1 5
+ Vi (Ric ©® g)iju

1 °
=Wijkr - Tiju + ﬁvijkl(RZC2 D 9)ijw

1 o
2ch D g) (T +V)iju.

n— ijkl

Tijkz(Roic D 9)ijri

—(W+

Dessa forma, iremos estimar (2.9) aplicando a desigualdade de Cauchy-Shewarz, a Equa-

¢ao (2.12) e as observagoes feitas acima da seguinte maneira:
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2 2

1 . o o
+ ——Ric® g) (Ric ® Ric)ijr
n—2 ijkl

1 o
_ |<W 4 Ric@g) (T+ U +V)yu
n—2 ijkl
1 2
W+ —— Fic® g) (T + V)iju

ijkl

W
(

_ (W N \/ﬁ(\f—z)R}C ® g) N (T + \/Z V) ih
(

v |+ y3v),,

2

2

IN

ijkl

2 ;. 2 2 N 2)
s T2 L
s glfie@at) (1T + G

2 L) S(h—2) .
= <’W‘2 + T ove 4(n — 2)|RZC|2> . ﬁ|RZC|4
8

n(n —2)

8 v 12 y . 14
n(n—Z)‘Rw‘ ) | Ric|".

Por outro lado, temos

2 1 . . . 2

o o 2 o o o
‘ kit + " j Lk Atk 16 ikl

-2

(n—2) 2 8 512 | a4
< — | |W —|R R
— 2<n_ 1) | ‘ + n(n_Q)‘ ZC‘ | ZC| Y
podendo ser escrito como
/2
° ° 2 ° ° ° (n — 2) 2 8 v 12 ! e 12
—WiimRu Ry + —— Ry Rijp R | < | =0—= [ |W —|R Ric|*,
gkt ikt o S Fag Ak i z(n—1)<‘ S+ oyl Fiel) i
concluindo a demonstracao. O]

Para provar a proxima proposicao, que serd fundamental na demonstragao do resul-
tado principal dessa dissertagao, precisaremos de alguns resultados. O primeiro deles é o

seguinte lema encontrado no artigo [15] escrito por G. Huskein (para mais detalhes veja
3])-

Lema 2.2. Seja T' = {T;;}1<ij<n um operador simétrico sem trago com auto-valores
A1, -y Ap Satisfazendo:

n
=1

=1

Entao,
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1
<" 1<i<a
n

Demonstracao. -

Para provar 1, observe que

(n— )T =nX =(n— 1) Y X+ (n — DA} — nA

g
:(n—l)Z)\?—)\?
i
n N )\2
=(n—1 A———].
=03 (% - 52 5)
j#i
Por outro lado, temos
& A V2 KR 20\ & A2
;(Aj+n_1) _;AjJr _1;AJ+ :
J#i J# J#i
" 2\2 A2
_ 2 _ i i
_ZAJ n—1 n-—1

Dessa forma,

e, portanto,

e a subvariedade B = {\ € R A2+ ...+ A2 = |T|? e Ay + ... + A\, = 0} de dimensao 2

em R”. Assim, usando o método multiplicadores de Lagrange para encontrar os pontos
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criticos da fungao f restrita a B, temos o seguinte sistema:

3002, .., A2) = 2a(A, .o An) + B(1, .. 1)

M+ + 22 =1T)?

Entao, segue do sistema acima que os pontos criticos sao dados pelos valores de \; que

satisfazem a equacao quadratica
3N =2a\+ 83, Vi=1,..,n.

Além disso, pela igualdade > ; \; = 0, temos que pelo menos um \; muda de sinal.
Assim, sendo p indices tal que cada \; > 0 e n — p a quantidade de indices tal que cada

A < 0, ou seja, os pontos criticos de f sao dados por:
/\1:/\2:....:)\p:a>0, Ap+1:/\p+2:~~:/\n:_b<0-

Portanto, nos pontos criticos, temos

IT]? =3 A = pa® + (n — p)b* (2.13)
=1

0=> Xi=pa—(n—ph (2.14)
i=1

=3 X =pa*— (n—p)b’. (2.15)
i=1

Dai, elevando ao quadrado a igualdade (2.14) e substituindo em (2.13), obtemos:

IT|> =pa® + (n — p)b?

2= M|T|2. Analogamente, temos que b* = L|T|2.
np (n—p)n
Finalmente, pela Equacao (2.15) temos

ou seja, a

f =pa®— (n—p)v’
&(n —p)
n

:(” —P, pb) 2.
n

(T2 = (n — p)b—L—

n
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Dessa forma, segue que f diminui quando p aumenta. Portanto, f atinge o méaximo em

p=1e€e o0 minimo em p =n — 1. Logo, o maximo de f é

a®—(n—1)b=n-1)7°~(n—1)p
=((n—1)>=1)(n — 1)b’
=n(n —1)(n — 2)b*

=n(n —1)(n —2) |T*b

n(n—1)
—(n— 2T
1

\/n(n—1)

-2
— 222y
n(n —1)

=(n—2)|T* 7]

e o minimo de f é
(n—1a* v =(n—1)a* — (n —1)°a*
=(1—-(n—-1)*n-—1)d*
=—n(n—1)(n—2)d®

=—n(n—1)(n—2) IT?a

n(n—1)
— (02T

=—(n- 2)|T|271|T|

Portanto, concluimos que

isto é,

-2
< ——— T
n(n —1)

Corolario 2.2. Seja K um autovalor do operador simétrico T : A>(M) — A?*(
trago nulo. Entao,

K%<

N -1 (n—2)(n+1)
N

T22: T2
I =

O

M) de



Capitulo 2. O tensor de Weyl e algumas estimativas 48

Demonstracao. -
Pelo Lema 2.2 item 1, temos que

N -1

K? <
- N

1132

n(n —1)

onde N = dim(A*(M)) = 5

. Dai, segue que

N -1

K*<——
<5

|3 =2

]

Agora, vamos mostrar outra estimativa envolvendo o tensor Wely. Antes de tudo, va-
mos considerar um tensor 7' = {T};;;} com as mesmas simetrias que o tensor de Riemann.

Assim, definimos um operador simétrico T': A*(M) — A?(M) no espago das 2-forma por

(Tw)kl = 1

2Tijkzwij,

onde w € A*(M). Além disso, temos que p ¢ um autovalor de T se
Tijriwi; = 2pwp,

2 ’ 2 L

para algum 0 # w € A*(M) e, também, temos que ||T|[3. = Z|T| :

Proposicao 2.3. Para toda variedade Riemanniana de dimensao n existe uma constante

C(n) tal que a sequinte estimativa é vdlida
1
2WijtaWipkqWpjq + iw/ijklwklpquqij < Cm)w .

VO )= 1, o) = ;/j_g e Cln) =2,

Além disso, para n > T temos que C(4) = 1 5
Demonstragdo. Primeiro, observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vale:

1 1
QM/ijleipququl + §M/ijleklqupqij < 2|M/ijleipququl| + im/z’jkl Wklqupqij |
1
<2[W[° + §|W|3

5
< W3,
<o
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Entretanto, nos casos que n = 4,5 e 6 obtém-se, em cada caso, uma estimativa melhor
que a desigualdade acima. De fato, em dimensdo n = 4, a constante é 6tima C'(4) = \f,
para uma prova deste fato veja Lema 3.5 em [15].

Para verificar em dimensao n = 5, vamos considerar uma identidade algébrica que se
verifica em todas as variedades Riemanniana de dimensao 5 a qual foi provada por Jack

I. e Parker L. em [18], a saber,
M/ijklm/ipkququ = 4M/ijleklqupqij‘
Em seguida, em dimensao n = 5, por Cauchy-Schwarz, temos

1 1 1
2‘/Vijl’flI/Vip/’chijql + imjklwklpquqij = ’2 ’ EWijkl Wklqupqij + gwijkl Wklqupqij

= | WijratWhipgWpqis |
< W

Finalmente, para obtermos a estimativa para n = 6, foi provada em [15] por Huskein

inspirado na ideia de Tachibana S. em [25], a qual considerou o tensor anti-simétrico

pgrs
ij

w = {wl™} dado por

pars . __
wij T iqrsgjp + Wpirsgjq + quisgjr + qurigjs
- qursgip - ijrsgiq - qujsgir - qurjgis-

Note que, o tensor w satisfaz as seguintes propriedades:

(1> w%qrs — _w%qrs
(2> wip;grs _ _wiq]prs
(3) wzgrs _ _ngjgsr

(4) WhITs = oy

Prova: Para a prova do item (1), observe que

Wil =Wigrsip + WhirsGiq + WgisGir + WariGys
= Wigrs9ip — WhirsGiq — WogjsGir — WgriGis

= - (_M/iqrsgjp - Wpirsgjq - quisgjr - qurigjs
+ WigrsGip + WhjrsGiq + WagjsGir + Whgrigis)

_ __,.pgrs
=Wy -



Capitulo 2. O tensor de Weyl e algumas estimativas 50
Além disso, fazendo alguns calculos
wii =Wigrsjp + Whirs@ig + Wagis@jr + Wogrigjs
= WigrsGip — WhirsGia — WpgjsGir — WhariGis
= — WairsGip — WiprsGia — Wapisgir — WapriGis
+ WeirsGip + WiprsGiq + WepjsGir + Weprigis
= — WiprsGia + WairsGjp + WapisGir + Weprijs
— WiprsGia — WejrsGip — WapjsGir + WapriGis)
= — W,
provamos o item (2). Analogamente, segue o item (3).
Para finalizar, a prova do item (4) segue dos calculos
dwi!™ =WigrsGip + WhirsGiq + WaqisGir + Wgri9js
— WigrsGip — WhirsGia — WpqjsGir — WharjGis
=Wispa9jr + WripaGis + WisiqGjp + WespiGiq
= WispaGir — Wijpa9is — WisjqGip — WrspiGiq
—,
Dessa forma, conseguimos mostrar que
2WijtaWipkgWhjqr + ;Wijleklmeqij = _116M/ijkl%(§)qr5)wl(fl)qm) (2‘16)
lw|? = 8(n — 1)|W|2. (2.17)

Para a prova da Equagdo (2.16), note que

I/Vijklwfjgrs :Wijkl(VViqrsgjp + Wpirsgjq + quisgjr + qurigjs
- qungip - ijrsgiq - qujsgir - qurjgis)
= ipleiqrs + VViqlepirs + Wirklwpqis + VVislepqri

— WoitiWigrs — WejiWirs — WeitiWgis — WejraWpgr;

= ipk:lWiqrs + VViqlepirs + Wirklepqis + VVislepqri

+ Wipleiqrs + Wiqlepirs + Wirlepqis + Wisklepq’/‘i
4] 4>] 14>] 14>]

:2(VVipleViqrs + VViqlepirs + VVirk;leqis + I/I/visk:lV[/v;oqri)
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e, assim, temos

pqrs. pqrs pqrs
Wijtws wil™® =2(WipaWigrs + WigiWirs + WirkiWgis + WiskaWgri )i
_ pqrs pqrs pqrs
*QI/V'L'pleViqrswkl + Qquleirswkl + QI/I/Z'Tlepq’L'kal
pqrs
+ 2VVislepqriwkl

— pqrs qprs rspq
_QVVipkl VVz’qrswkl +2 Wipleqirswkl +2 VViplersiqwk;l

perq pET,qS

srqp
+ 2 Wipk‘l Wsrqiwkl

S, ré>q

_ pqars
_8‘/Vipkl ‘/Viqrswkl .

Por outro lado, veja que

WipkiWigrswif ™ =WipkaiWigrs Wiars9ip + WokrsGiq + WaaksGir + WogrGis
- I/qursgkp - Wplrsgk’q - qulsgkr - qurlgks)
=WipkitWitrs Woirs + WipkatWiqisWpgks + Wipki WigriWpgri
- ipklwik:rstlrs - I/Vipl»clV[/z'qlcsVquls - Wipleiququrl
= ijleilrstkrs + VViplk I/ViqksVquls + WiplkWiqsk qusl

perg Ik <k, r<>s
- ijleVikrstlrs - ipklvviqkswpqls - Wipleiqskqusly
prg TS

e fazendo mais algumas trocas de indices, segue que

pars __
WipleViqrswkl - I/VijklVVilqu/ijpq - VVijk:lWikqulepq +4WiplkWiqk:5 quls

pEIT,qers PET,qerS
= ilkjWiquVVlkpq - VV’ikjlWiquWklpq +4 Wijlkvviskqszlq
jel k<j JD,q4>s
=(Wijit + Wirjt)WijpgWikpg + 4 WisieWipkgWiplg

S$>p

= — AWiiaWipkaWrigt — WijtaWpgii Wiipg-
Portanto,

pqrs, pqgrs __ prqrs
leklww wkl _8Wipk:lWiqTka;l

= — 32Wijklvvipkququ - SWijlepqijWklpm
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ou seja,

1 1
_ pqrs pqrs
2Wijleipququl + imjklwpqijwklpq = _Emjklwij wkl .

Agora, exibiremos a prova da Equacao (2.17). Com efeito,

2 __, .pqrs, pqrs
|w] =W Wiy
:(Wiqrsgjp + Wpirsgjq + quisgjr —+ qum‘gjs

pqars

- qursgip - ijrsgiq - qujsgir - qur‘jgis)wz’j
— pars pars pqrs pqrs
- iqrsgjpwij + Wpirsgjqwij + quisgjrwij + qurigjswij

) o pqrs ) o ,.pgqrs o, .pgrs o, ,pgrs
- W]qrsgzpwij ngrsgzqwij qugsgzrwzj qur]gzswij

_ Jqrs DTS pqjs Dqrj
—Wiqrsw,ij + Wpirsw,ij + quiswij + quriwij

. ) wqrs . ) pirs . ] QLS . ] DQTL
Wigrsws; Whjrswij Whgjswi Wgrjwi;

_ Jjqrs pjTs pqjs pqrj
=Wigrswiy ™ + Whirswis ™ + Wogiswis™ + Wigriti;

J
Jqrs DTS Pqjs pqryj
- Wiqrsw]'i - Wpirswji - quiSWj' - qurini
4] i4>] 4] 14>]

J J J (%]

_ jqrs qjrs pqjs pqsj
=2Wigrswii ~ + 2Weirsw;i ™ +2Wpgiswii”™ + 2 Wigeiw
— —

q&p 43S

_ Jqrs rsjq
=AW ;g s 0" 4 AW, gl
—_——

ij
q(—)S,p(—)’l’
_ Jjqrs
=8Wigrswyj

No entanto, temos

Wiqrsngqrs =Wigrs(WigrsGii + WiirsGiq + Wigis9ir + WigriGijs
- qursgij - Wjjrsgiq - qujsgir - qurjgis)
=n|W|* + WijrsWiirs + WigrsWrais + WigrsWegri — [W?
=n|W[* = 2|W[* + (Wygis + Wgri) Wigrs
=n|W[* = 2[W[* — Woirs Wigrs
=(n—1)|W2

Logo,
w]* = 8(n — 1)[W]*.



Capitulo 2. O tensor de Weyl e algumas estimativas 53

Por conseguinte, denotando por p o valor préoprio maximo de W, uma vez que W tem

trago livre, segue do Corolério 2.2 juntamente com a Equagio (2.16) que

pqrs, pqrs

qrs  pqrs
(Wigkwsj " wig | <2pwig" wi

=2pw]?

- (J( - 2><”+)1>‘W,)‘ .

J n—|—1)|W|3.

n—l

Dai, pela Equagao (2.17) obtemos

]' 1 T T
2WiikaWipkgWpjar + ivvijklwpqijWklpq = ‘ = WinwE T Er)

16 ]klwlj wkl
S1\/(n “D(n =2+ 1) s
2 n
V70 5
Portanto, para em n = 6, temos C'(6) = ——= < —=. O
23 2



Capitulo 3

Soliton de Ricci gradiente

O conceito de soliton de Ricci foi introduzido por Hamilton [14] por volta dos anos 80.
Os sodlitons de Ricci sdo generalizagoes naturais de métricas Einstein e correspondem a
solugoes auto-similares do fluxo de Ricci. Neste capitulo tentaremos entender a geometria
dos solitons de Ricci. Assim, definiremos soliton de Ricci gradiente, mostraremos algumas
propriedades e formulas gerais. Além disso, (M", g) denotard uma variedade completa e

conexa de dimensao n.

3.1 Definicoes e férmulas em sélitons gradiente

Definicao 3.1. Seja M uwma variedade Riemanniana, um séliton de Ricci (M, g, X, \)
¢ uma métrica Riemanniana junto com um campo vetorial X € X(M) e uma constante

A € R, tal que, satisfaz a sequinte condigcdo
1
Ric + §£Xg = \g, (3.1)

onde Lx € a derivada de Lie. Além disso, dizemos que um sdliton de Ricci é expansivo,
estaciondrio ou contrdtil, se A < 0, A = 0 ou A > 0, respectivamente. Quando X for
o gradiente de uma fung¢io f € C(M) a variedade é chamada de séliton de Ricci

gradiente ¢ a Equacio (3.1) vai ser escrita da sequinte forma
Ric+ V?f = \g

onde V2f é a Hessiana de f .
Em coordenadas,

Rip + ViVif = Agik. (3.2)

o4
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Como nessa dissertagao vamos nos concentrar apenas em sélitons de Ricci gradiente

contratil, a seguir exibiremos alguns exemplos classicos no caso contratil (A > 0).

1. Esfera. Como (S", gsn) é uma variedade de Einstein com constante de Einstein

A > 0, tomando f : S®™ — R constante temos V2f = 0, assim
Ric+ V2f = Agsn.

Portanto, (S™, gs», f, A) é um séliton de Ricci gradiente contratil.

Observacao 3.1. Até o momento nao exite exemplos de sélitons de Ricci compacto
contrdtil ndo triviais na estrutura da S™, ou seja, nao sabemos ainda se existe uma
fungao f € C*(S™) ndo constante tal que a condi¢io (3.2) é satisfeita. Por outro
lado, nos trabalhos de N. Koiso em [19] e H.-D. Cao em [8], utilizando estruturas
complezas, foram construidos os primeiros exemplos de sdlitons de Ricci contrdtil

compactos em dimensao 4 nao triviais.

2. Séliton Gaussiano contratil: (R", geya, f, A) onde f : R" — R é dada por f =
%|a:\2, r € R, A € R e gy ¢ a métrica candnica do R™ é um séliton de Ricci

gradiente chamado séliton Gaussiano contratil.

3. Sdliton de Ricci cilindrico contratil: Consideremos o produto da esfera contratil
com a reta, isto &, (S""! xR), t € (—o00,0), n > 3, onde g(t) = 2(n—2)|t|gsn—1 +dr>.

Se tomarmos
2

F0,r,1) :Ltl,QES”‘l,reR,t<0,

entao temos (S" 1 X R, gproa, [, A) é um soliton de Ricci gradiente contratil.
No préximo lema iremos trabalhar com algumas consequéncias da Equagao (3.2).

Definicao 3.2. Seja f: M — R suave. Entao,

9'Vif = V;f.
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Lema 3.1. Seja (M™, g) um séliton de Ricci gradiente, entao valem as sequintes equagies:

Af =nA—R (3.3)
RijksVsf = ViR — ViRjy (3.4)
ViR = 2RV, f (3.5)
A¢R = 2\R — 2| Ric|? (3.6)

AfRik = QARik—QWijklel—l— (R2g,~k—nRRik+2(n—I)Rinjk—(n—l) |Ric|29ik),

(3.7)

(n—1)(n - 2)

onde Ay denota o f — Laplaciano, dado por Ay = A —(Vf,-),.

Demonstrag¢io. Tomando o trago na equagao fundamental do séliton, Equagao (3.2), ob-

temos

Af =n\—R.

Para provar a Equacao (3.4), desenvolva o seu lado direito substituindo a Equagao (3.2)

e, posteriormente, use o Teorema 1.1 para obter

VR — ViRj = Vi(Agie — ViVif) — Vi(Agjr — V;Vif)
= —V,;V,Vif +V,V;V,f
= Ri’jkvlf
= Rijisgd"Vif
= RijksVsf.
Agora, para provarmos a Equagdo (3.5), é suficiente combinar a segunda identidade de
Bianchi contraida duas vezes juntamente com a Equagao (3.4). Com efeito,
1 ”
§VZ~R = ¢’"V Ry,
= ¢""(ViRjk + RijusV.f)
=V,R— Ri;Vf
ou seja,
ViR =2R;V,f.

Finalmente, para mostrarmos as Equagoes (3.6) e (3.7) é necessario encontrar uma ex-

pressdo para o ARy e, para tal, vamos utilizar as igualdades (1.3) e (3.4) da seguinte
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AR, = V;V,Ri
= V,;(ViRji + RijksVsf)
= V;ViRj, + VRijpsVf + RijisV;Vsf
= V,VRji + Rijsj Rsi + RijorRsj + VjRijis Vs f + Rijis ViV f
1
- §vzka + RisRsk + Rijskst + (vstkvsf - kazsvsf) + Rijksvjvsf
1
= §Vksz - kazsvsf + RisRsk - Rz’jksst + vstkvsf + Rijk:svjvsf- (38)
Observe que, diferenciando em k a igualdade (3.5), obtemos
1
§Vk(viR) = Vi(RisVf)
- Vkstvsf + Risvkvsfa
o que implica,
1
§VkViR = ViRisVsf = Ris Vi Vs f.
Assim, substituindo a igualdade acima em (3.8), temos
ARj, = RisVi Vo f + Rig R — RijisRoj + VRip Vo f + Rijis ViV f
= (VR V[f)g — RiskjRsj + RisRsp + RisVi Vo f + Rijus ViV f
= (VRix,Vf)g — RijksRjs +RisRs, + Ris(Agks — Ris) + Rijis(Agjs — Rjs)
H/‘_/
§4+J
= <VRZk, Vf>g + 2R, — 2Rijk‘sst~ (39)

Continuando, tome o trago na Equacao (3.9) para deduzir
AR = (VR,V[),+ 2AR — 2|Ric|?

e isso prova a Equacao (3.6).

Além disso, substituindo

1 .
Rm = m(Rw D 9)ijrt — (9D 9)ijir + Wijni

2(n—1)(n —2)

na igualdade (3.9), teremos
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2R
ARy =(VRi, V f)g + 2ARi + =) =2) (9irgjt — gugje) Rju
2
- m(Rikgjl + Rj1git — Rugjk — Rjrga)Rji — 2WijuRji
2R
- 4 IR, o p
2 )
i (RRy, — Rugjn Ry + |Riclgix — RijxgaRj1) — 2Wiju R
=(VRir, Vg +2\Ri, — 2Wi iRy
2 .
—+ (n — 1)(77, _ 2) [RQQik — leR — (n — 1)(RR1]C — QRZJR]k + ‘RZC‘zgzkﬂ

Logo,

AfRik = QARik—QWijklel—l— [RQQik—nRRik—i—Z(n—1)Rinjk—(n—1) |Ric|2gik].

2
(n—1)(n—-2)
[l

Em particular, pelo lema acima, Equacao (3.7), podemos encontrar o AfROZ-k da se-

guinte forma:

R i R R R
Af (Rzk — gik) = g kAfR + 2\ (R gik> + 2)\—gik — 2Wijkl (le — gjl)
n n n n
Tz 1)(n—2) (= 1)(n =2 \ [k~ 3, 9
2R? 4
o (n—1)(n— 2>glk’ + RZ]R]k |RZC| Gik
e, portanto, temos
; Jik R 2R29ik
ARy = — —A 2>\ i 2)\ ik — 2Wos
(n-Dm-2 " (n-1n-2)""
4 2R - R? 2 .
+ — W9 <RURJ]§ + —R; + anzk) — m|RZC|2gik, (3.10)

onde

o o R R
Rij Ry, = (Rij - an’j) <Rjk - ngjk)

2R R?
=Ri;Rji, — - — Ry, + 2 — Jik
2R R R?
—Rz]ng <Rik - gz’k) - —5 Gik-
n n
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Lema 3.2. Seja (M", g) um soliton de Ricci gradiente, entao a sequinte formula é vdlida:

200 =2) o e

]_ o ° o o ° 4 o ° o
5Af|RZ'C|2 = ‘VRZCP —+ 2>\‘RZC‘2 — 2WijklRikle + ﬁRinijik — 1)
n —_—

n(n
Demonstracao. Primeiro, note que
1, o 5 1 . .
§A|RZC| =3 (Vjijik:Rz‘k)
:ivj(zﬁikvjﬁik)
=V, RV Ry + R V;V; Riy
—|VRic|?> + (Ric, ARic),.
Por outro lado,
Lois oo 1 ° 19 ° 1o °. °. 1 ° 19
§A|ch| - §<Vf,V|ch| ) =|VRic|” + (Ric, ARic), — §<Vf, V|Ric|?),
—|VRic|? + (Ric, ARic), — (V f, VRicRic),
—|VRic|> — (Ric, ARic — (V f, VRic)g),,
donde deduzimos
;Af|Roic|2 — |VRic|? + (Ric, AsRic),. (3.11)
Por fim, substituindo (3.10) em (3.11), obtemos
;A f| Ric|” =|V Ric|” + (R, ApRir) g

o o o o 4 o o
=|V Ric|* + 2)\|Ric|* — 2W;u Ry Ri, + niRinijz-k

—2
2nR °. 12 S8R Soo 12
D=2 | Ric|” + nn—2) | Ric|
. . .. 4 o o .« 2n-2)_ -
:|VRZC|2 + 2)\|RZC|2 — 2VVZ]]CZRJZRZ]€ + mRZ]Rijzk — leRZGlQ.

O



Capitulo 4

Resultados principais

Neste capitulo vamos apresentar os principais resultados dessa dissertacao, os quais ca-
racterizam os soliton de Ricci contratil em dimensao n = 4,5 e 6 satisfazendo a condi¢ao

de integral pingada.

4.1 Soéliton de Ricci que satisfazem uma condicao de
integral pincada

O primeiro resultado que veremos caracteriza variedades de Einstein com curvatura escalar
. . . . . . n

positiva e satisfazendo uma determinada estimativa da L2-norma do tensor de Weyl, como

sendo a menos de um quociente isométrico a S™ com a métrica canonica. Antes de tudo,

vamos relembrar a defini¢do do invariante de Yamabe Y(M [g]) vista na Se¢ao 1.5,
An—-1) . Jor IVuPdVy + 7= fM Ru?dV,
——2%  in

n—2 weWl2(M) (fog ]2/ (=) qu) n—2)/n

Y(M,lg]) =

)

segue da defini¢do de infimo que, para cada funcao u € W12(M)

4(7:1_—21)3/( ([l 2dV> ' </ [Vul*dv, +__21>/MRu2dVg. (4.1)

Teorema 4.1 (Catino, 2016). Seja (M™, g) uma variedade de Einstein com curvatura

escalar positiva. Existe uma constante positiva A(n) tal que se

2

([ wizav,)" < amy 1, fg), (42)
entdo a menos de um quociente, (M™, g) € isométrico a S™ munida com a métrica cané-
nica. Além disso, temos A(4) = 2=, A(B5) = 2, A6) = V3 Aln) = ;=2 se

9v6’ 327 570 20(n—1)’
7T<n<9 eA(n):%n sen > 10.

60
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Demonstracao. Primeiro, observe que substituindo a equacao de Kato para o tensor de

Weyl (VW |[* > |V|W||?) na igualdade

1 9 5 2 9 1

§A|W| = |VW| + ER|W| - Q(QWijklM/ipququl + §Wijleklqupqij)a
teremos

1 9 5 2 9 1
0> _§A|W| + |V‘W|| + ER|W| - 2(2Wijle/ipququl + §M/ijleklqupqij)'
Usando a Proposicao 2.3 na desigualdade acima, obtemos
1 2 2, 2 2 3
0> AW + VWP + ~RW[ -2 (C)w?)

e integrando em M", temos ainda que

1 2
=3 M 2 /M i 7/M 2 a /M ’
0 2/A| 1“dV, + V| Hdg—i—n RIW|#dV, — 2C(n) W |°dV,

onde C(4) = \26, C(5)=1,C(6) = 2@ e C(n) = Z para n > 7.

Assim, usando o teorema de Stokes na desigualdade acima, chegamos a seguinte expressao
2
0> / VW [[2dV, + —/ R|W[2dV,, — QC(n)/ WV, (4.3)
M n.Jm M
Por outro lado, pela desigualdade de Holder sabemos que

(/M‘W|gdv> (/ W[ 2dV> T e

e pela desigualdade (4.1) para u := |W/|, obtemos

| WIW v, < (W5 W) 2, =
M

n—2

= 2n/(n—2) "%< 2
YLl ([ wEetav,) T < [ wRdy, +

n—2 9
T 1) Jy BRIV Eas

(4.5)

Dessa forma, substituindo as equagoes (4.4) e (4.5) na desigualdade (4.3), segue que

2n n
n—2 d‘/g)

o>/ VW Py, + - /R]W\ 4V, — 2C(n (/ W dV) (/M\W]

oz/ vIw| dvg+—/ R|W[2aV,
M n

2
n

_20(n) (/ |W]2dv) T ! (4(:__21) /M\V]WHZCIV;,Jr/MMWPdVg).

M;[g])
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Além disso, pela nossa hipdtese, ver Equacao (4.2), podemos concluir ainda que

2
> 2 4 2
0 _/M\V|W\| dv, + n/MR\W| av,
4(n —1) 2 2
— 20(n) A(n) (n_Q | IVIWIEav, + [ RIwPay, (4.6)
:/ VW2V, +2/ RIW|2dV,
M Y nJm g

- 2C’(n)A(n)4(:__21)

- (1 _ QC(n)Am)‘lSj__;)) /M VW |[2dV, + (i - 20(n)A(n)> /M RIW|?dV,,.

| IVIW|Eav, = 20m)Awm) [ RIWPay,

Entretanto, para provar que a curvatura seccional de uma variedade de Einstein é cons-
tante, basta mostrar |IW| = 0. Pela desigualdade acima conseguimos garantir que |IW| = 0,

se A(n) satisfazer as seguintes desigualdades:

Dessa forma, note que

e Paran =5, temos que C(5) = 1, entdo A(5) = 5.

e Para n = 6, temos que C(6) = %, entdo A(6) = %.

An) = 22~ se 7T<n<9

e Paran > 7, temos que C(n) = 2, entdo
Aln)=2 se n>10

Logo, concluimos a demonstracao do teorema para n # 4. Para provar o teorema em
dimensao n = 4, podemos melhorar a estimativa usando a desigualdade de Kato refinada
provada em [13] que se aplica a variedade Riemanniana de Einstein em dimensao 4 dada
por

3
VW < 9w

Dai, note pela equagao (4.6) e a desigualdade de Kato em dimenséao 4, temos

5 1
>= 2d 7/ 2d
02 [ IVIWIEav,+ 5 [ RIWay,
_2C(4)A(4) <6/ VIV, + [ R|W\2dvg)
M M

_ (?, - 120(4)A(4)> [ vy, + (; - 20(4)A(4)> | rWEav,
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Da mesma forma, para que |W| =0, A(4) tem que satisfazer as seguintes desigualdades:

20(4)A(4) < &

18

20(4)A(4) <

1
2

6 5
e como C'(4) = l, entdo A(4) = —=.
4 9v/6
Dessa forma, como a variedade é Einstein com curvatura escalar positiva e W = 0 segue
que a curvatura seccional é constante positiva. Logo, a menos de um quociente (M™, g),

é isométrica a S"™ munida com a métrica canonica. O

Agora vamos provar o resultado principal deste trabalho, que caracteriza os solitons
de Ricci compactos contratil com integral pingada em dimensao n =4,5 e 6.

Inicialmente, observe que, combinando a Equagao (3.3) e o principio do méximo ob-
temos que todo séliton de Ricci contrétil compacto tem curvatura escalar positiva (veja
[17]). Além disso, é bem conhecido que, em uma variedade compacta, Y (M, [g]) é positivo
(respectivamente zero ou negativo), se e somente se, existir uma métrica em [g] com cur-
vatura escalar positiva em todos os pontos (para mais detalhes veja [16], p. 24). Entéo,
como os soélitons de Ricci contratil compactos tem curvatura escalar positiva, segue que

Y (M, [g]) > 0. Dessa forma, fazendo u := | Ric| na Equaciio (4.1) temos:

n—2

n

n—2
4(n—1)

n —

2
4(n

Y (M, [g]) (/M |ﬁic|2n/(n—2)d%> 1)

< [ V| icl v, + | RiRicPav,,
M M

(4.7)
Teorema 4.2 (Catino, 2016). Seja (M™,g) um sdliton de Ricci contrdtil compacto de

dimensao n, com 4 < n < 6, satisfazendo a sequinte desigualdade

(o o) (B D

< ,/32’2;_21)1/(]\4, ). (4.8)

Entdo, a menos de um quociente (M™,g), é isométrico S™ munida com a métrica cano-

3o

nica. Além disso, em dimensdo 5 < n < 6, o mesmo resultado vale assumindo apenas a

desigualdade mais fraca.

Demonstragio. Observe que substituindo a desigualdade de Kato (|VRic|? > |V|Ric|[?)

e a proposi¢ao 2.2 no lema 3.2

1 o o o o o 4 o o o
§Af‘RiC‘2 = ‘VRZC’Q + QA‘RZC‘Z — 2WijklRikle + TRinijik —

2(n — 2)
—9 n(n—1)

R|Ric|?
n(n—1) | icl
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obtemos
1 o . .
0>~ 5 Ag[Ricl’ + (IV|Ric|?) + 2A| Ric|?
1/2
B n—2 9 8 5 1o o) 2(n—=2) o o
2 ( (\W| + Py P |Ric| > |Ric| ) Py p— R|Ric|

2(n—1)

Integrando sobre M, segue que

1 o o °
0> — f/ Af|R¢c|2czv;,+/ yV\ch\PqumA/ | Ric|?dV
M

1/2
o 2n — 2 o
/ W2+ —> |Ric?|  |Riclav, (n)/ R|Ric|*dv,
n(n —2) nn—1)Jm

(4.9)

como M é compacta, pelo teorema de Stokes temos
/ Af|}i¢c|2dv;=/ A|R°ic|2dvg—/ (V £, V| Ric|?),dV,
M M M
:/ dw(wmc\?)dv;,+/ AfyR"z'cy?dvg—/ div(|Ric?V f)dV,
M M M
:/ Af|Ricl*dV,.
M
Assim, podemos reescrever a Equagao (4.9) da seguinte forma

1 : : :
0>— f/ Af|Rz‘c|2qu+/ |V|Rz’c||2dVg+2)\/ | Ric[2dv,
M

1/2
o 2(n —2 o
/ W|* + ————|Ric|? |Rz’c|2qu—(n)/ R|Ric|*dV,
n(n—2) nn—1)Jm

e pela Equagao (3.3), temos ainda

1
0> — f/ (n\ — R)|Ric|2av, +/ V| Ric|[2dV +2>\/ |Ric[2dV,
(n—2)

1/2
8 9 o o _7—/ .
1/ = 1) < )|ch| ) |Ric|“dV, nn—1) R|Ric|*dV,

[ A Rickav, + 5 / Rway?dv +/ V| Ric||2dV, +2)\/ |Ric[2aV,
(n—2)

8 ) 1/2 R — o o
4 / )|ch| ) | Ric|?dV, — n(n_l)/M R|Ric|*dv,

, , 1 2(n—2) o
_ 20, (T 2 L 2
—/ V| Ric||*dV, <2 2) )\/ |Ric|*dV, + (2 n(n = 1>> /MR|RZC| dv,

3 1/2
/ Ricl?)  |Ricldv,
n(n—2)
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simplificando algumas expressoes, segue que

2 _— o
0 >/ V| Ric|[2dV,, — )\/ |Ricl2dV, + 5”+8/ R|Ric[2aV,
2n(n—1) Jum
1/2
\ n—l W+ )\ch\2> |Ric|*dV,
(n —4)?
—/ V| Ric|?dV, +(/ R| Ric|?dv, +(1)/ R|Ric|dv,

B 2
_n )\/ \Ricl2av, — |2 / )|ch|2> | Ric2dV,.

Usando a Equagao (4.7) obtemos
n—2 e (n —4)?
> — Y / 2n/(n—2) > - / °. 19
0> (n m_y (M < | Ric| Jay, + 7471(” =1 R|Ric|*dV,

B 2
_n )\/ \Riclav, — | / ]W\Q >|ch|2> | Ricl?dV,.

Por outro lado, pela Desigualdade de Holder temos

2 n—2
o n o o = o 2
[ Bielav, < ([ av,)" ([ (Riel#av,) T = il lRic

e, também,

8 A\ 8 .
2 12 20 < 2 L2\ 2
/M (!VH + n(n—2)|Rw| ) |Ric|*dV, < (/M(]VH + n(n—Q)IRZC’ )4dVZJ>

n—2

</M |R°z'c|n—n2dVg> "

S

Portanto, segue que

n—29 o, 2m = (n—4)? -
> n—2 [ —
0 2 1n = 1)Y(M, [g]) (/M | Ric| dVg> + In(n = 1) /M R|Ric|*dV,

n—4 " o | 2n =2
- )\(/ dV) (/ R Hdv)
5 @V M\ ic| f
2(n =2 8 ) z % o 2n_ nT72
B ((n—l)) </M(|W|2+M|RZC|2WV9> ([ Ificl=av, )

(e vonl) - "

- 2((5__12; (/M <|W|2 + n(f_Q)IR%cP) ' dvg) )

(/ \Roz'cf%dV)nnz+(n_4)2/ R|Ric|*dV,.
M g dn(n —1) Ju g

(M)=
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Assim, podemos concluir da desigualdade acima que ]Roic] = 0 ou a seguinte desigualdade
é valida

n—2 n—4
0 ZmY(Ma lg]) — 5

_|H=2) SR T I "
(n—1) (/M (’W| +n(n—2)|R |> d%) : (4.10)

Mas, se a desigualdade (4.10) fosse satisfeita, terfamos que

2(n — 2) ) 8 g PN a—a
o (/M <]W\ o —glP \) dVg) + SV (M)

3

AV (M)

3

n—2
> Y (L)
ou ainda,
2(n — 2) 5 8 2 i " vn—1 n—4 2
(n—1) ((/M <|W| +n(n—2)|R |> dVg) i 2n—2) 2 W(M))
n—2
> oY (L ls))

Dai, segue que

SR S L e ) G s Pusvppy
(/M (’W| B ') dvg) +\l Sz M)

n—2
32(n—1)

BN

Y(M, [g])

e, como W tem traco livre temos

2

\/5 y. o 2 8 OfiC2
Logo,
R (U U Js
(/ W )ch@g|/dv> +J Sz VO
n—2
mY(M,[QD,

contradizendo a condigao de pinche (4.8). Portanto, Ric=0e, assim, temos que (M", g)

¢é Einstein.
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Para finalizar, como ¢ é Einstein entdo pela observacao 1.2 feita na Secdo 1.6 seque

que Y (M, [g]) = Q(g), isto é,
_Ju R4V,
(e dVy)

= [ RdV,.
[, v,

=(V(M)) ™
Além disso, integrando a Equagao (3.3) e usando o teorema de Stokes, obtemos

/M AfdV, = n /M dv, — /M RAV,

Y(M, [g])

ou seja,

RdV:A/dV
[, BV, =wn [ v,

([,

S

()"

Dai, segue que

(M, [g])- (4.11)

Assim, pela condicao de integral pingada e como g é Einstein temos que

donde substituindo a Equacao (4.11) temos ainda

Vn —2 (n—4)vn—1

O e R

_ 8 —n?—8
Any/2(n — 1)(n — 2)

Para finalizar, considere a constante positiva A(n) encontrada no Teorema 4.1 e observe

Y (M, [g]). (4.12)

que a seguinte desigualdade é satisfeita

8n —n? — 8
0< non < A(n),

B 4n\/2(n —1)(n—2)

para n = 4,5 e 6. Portanto, segue que a desigualdade (4.12) pode ser escrita da seguinte

forma
2
n

(/M ‘W’gd‘@) < A(n)Y (M, [g]).

Logo, pelo Teorema 4.1 temos o desejado. O
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Observacao 4.1. Em um soliton de Ricci contrdatil compacto de dimensdo n > 7, a
condigdo de integral pingada (4.8) nao € satisfeita. Com efeito, pela defini¢io do invariante

de Yamabe temos que

= Ly [ Rav,> Ly,

3

AV (M)

Portanto, pela expressio acima verifica-se que a sequinte desigualdade € satisfeita

S L [ U N
(/ W )R ® | dV) +J Sz VO
n—2

para n > 7. Logo, contradiz a condicio de integral pin¢ada (4.8).

4.2 Soliton de Ricci Contratil de dimensao 4

Nesta secao, vamos finalizar este trabalho com alguns resultados obtidos em sélitons de

Ricei contratil em dimenséo 4.

Teorema 4.3 (Catino, 2016). Todo sdliton de Ricci compacto contrdtil de dimensao 4
satisfazendo a sequinte desigualdade

Ly 1, g2 (4.13)

2 e 12
/M\W| dlfg+/M\ch\ 4V, < 33

é isométrico a menos de um quociente d esfera candnica S*.

Demonstrag¢io. Basta observar que a desigualdade (4.13) é mesma desigualdade para n =

4 na hipdtese do Teorema (4.2) e, assim, temos o desejado. O

A seguir, veja como consequéncia do Teorema 4.3 uma outra condi¢ao de integral
pincada para solitons de Ricci contrail compactos de dimensao 4.

Antes de tudo, consideremos o tensor de Shouten A dado em (1.8) como um operador
linear auto-adjunto e denotando por A, Ao, ..., A, os autovalores de A com respeito a
métrica g, segue que, para, 1 < k < n, as k-ésima funcdes simétricas elementares de A,

sao dadas por

11 <...<i
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Em particular, para k£ = 2 temos que
O'Q(A) = Z/\l)\J
i<j
Além disso, como A té sendo visto como um operador linear auto-adjunto, pelo Teorema
Espectral, existe uma base ortonormal de vetores {e;}?; tal que A(e;) = \je;. Assim,

temos que

trA=> X\ e [AP =D\
i=1

=1

Dessa forma, com um simples calculo vemos que a igualdade

n 2 n n
=1 i=1

1<j

assim 03(A) pode ser escrita da seguinte forma
1 1
02(A) = S (trA) = S|P,

Por fim, fazendo n = 4 na definicdo do tensor de Shouten vista em (1.8) temos que

A= %(Ric — %g). Portanto, segue que
o trA= %

o [A]? = 3(|Ric]* — 1R? + 1R?) = (|Ric* — 2R?) = 1 (& R? + [Ric]).

T4

Dai, substituindo as igualdades acima na segunda funcao elementar do tensor de Shouten,
obtemos

1 1 .
09(A) = %32 — §|ch|2. (4.14)

Lembrando a féormula de Chern-Gauss-Bonnet ( veja Equagao 6.13 em [4]) dada por
o, 1
/M W [2dV, — 2 /M [RiclaV, + /M R2dV, = 327y (M), (4.15)

onde x (M) é fungao caracteristica de Euler-Poincaré de M, podemos reescreve-la usando

a Equagao (4.14) da seguinte forma
/M W[2dV, + 16 /M o3(A)dV, = 321X (M). (4.16)

Para o Corolario a seguir, precisamos do seguinte resultado provado por M. J. Gursky em

[12] e como a prova é curta vamos incluir neste trabalho.
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Lema 4.1 (Gursky). Seja (M*,g) uma variedade compacta de dimensdo 4. Entdo, a

sequinte estimativa vale
Y (M, [g])? > 96 /M o5(A) = /M R2dV, — 12 /M | Ric|?dVi,. (4.17)

Além disso, a desigualdade é estrita, a menos que (M*, g) admita wma métrica conforme

de Finstein.

Demonstragio. Considere g € [g] solu¢ao do problema de Yamabe para M. Entao,

Y (M, [g])? :m}Mijv?) - [ Ry

z/ R2dV; — 12/ |Ric|*dV;
M M
96 [ ax(A)dV;.
'’ 2(A)dV
Afirmamos que a integral de o2(A) em M é um invariante conforme. De fato, escrevendo
g =e*g com h € C®(M) e considerando {e;} um referencial ortonormal geodésico em p

na métrica g (note que {&; = e "¢;} é um referencial ortonormal na métrica §), podemos

concluir pela invaridncia conforme do tensor de Wely <0u seja, W(g) = thW(g)) que

/M (W[*dV; Z/M W (&, &, e, &)W (€;,;, Ex, &)V
= /M 678hmjklwijkldvg
= /M e M WiiuWijmedV,
= [ Wy,

ou seja, em dimensao 4 a integral da norma ao quadrado do tensor Wely é um invariante

conforme. Assim, substituindo a igualdade acima na Equagao (4.16) temos ainda que
16 / oo(A)dV, =32m2y (M) — / W[2av,
M M
=372y (M) —/ W2dv,
M
—16 /M o2(A)dV,
provando a afirmagdo. Dali, segue que
Y(M,[g))? 296 | oa(A)av;
M

—96 /M o2(A)dV, = /M R2dV, — 12 /M | Ricl?dV,,
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como desejado. Além disso, considerando o caso da igualdade
Y(M,[g])* =96 | oa(A)av;
M
:/ R2dV;, — 12/ |Ric|?dV,
M M
o que implica

12/ Ri 2dV~:/ B2V, — Y (M, [g])?
M‘ icl g v g (M, [g])

_ / fav, — W BV
M ! Jur dV

= 0.

Dessa forma, segue que Ric = 0, ou seja, § é Einstein. Portanto, se (M*, g) admite uma

métrica conformemente Einstein, temos a igualdade na expressao (4.17). O

Antes de tudo, consideremos o tensor de Bach em uma variedade Riemanniana (M™", g),
n > 4, o qual foi introduzido no inicio de 1920 por Bach e definido em termos dos

Component es do tensor de Weyl Ccomo
iJ n 3 k VIVVikjl n 2 kIVVikjl-

Dizemos que a métrica é Bach-flat se B;; = 0. Em dimensao 4, as métricas Bach-flat

sdo precisamente pontos criticos do funcional conformemente invariante

Wig) = [ WV,

definido no espago das métricas Riemannianas. Em particular, métricas localmente con-
formemente plana, métricas Einstein, ou ainda métricas que sao localmente conformes a
uma métrica Einstein, sao Bach-Flat.

Agora, estamos em condigdes de apresentar o ultimo resultado dessa dissertacao que

estabelece o seguinte:

Corolario 4.1. Todo soliton de Ricci contrdtil compacto de dimensdo 4 satisfazendo a

sequinte de desigualdade

5 o 1
/M WAV, + 5 /M (icldv, < — /M RV, (4.18)

é isométrico a menos de um quociente d esfera canénica S*.
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Demonstrag¢io. Substituindo a expressao (4.17) na condic¢ao de integral pingada do Teo-

rema 4.3, obtemos a seguinte relacao

/ W[2dV, +/ | Ricl?dV, — &Y(M )2 S/M|W|2dVg—|—/M|R°ic|2dVg—2/Ma2(A)dVg

5 o 1
= [ WPV, + 3 [ |Riefav, - o [ R,
/M’ Vs + 3 )y 1Bl dVs = 5 ], B dVs,
(4.19)
onde a desigualdade vai ser estrita, a menos que (M*, g) seja conformemente Einsten.

Se desigualdade em (4.18) for estrita, entao, pela expresséo (4.19) deduziremos que

/ W[2dV, +/ |Riel2dV, < —Y (M, [g])?,

48

que é a condicao de pinche do Teorema 4.3. Assim, aplicando o Teorema 4.3 segue que a
menos de um quociente (M*, g), é isométrico a menos de um quociente a esfera canonica
S,
Por outro lado, considerando o caso da igualdade em (4.18), temos que o lado direito
de (4.19) é igual a zero e, portanto, chegaremos a duas possibilidades:
a) (M*, g) nao sendo conformemente Einstein segue do Lema 4.1 a desigualdade estrita
m (4.19), recaindo novamente na condicao de integral pin¢ada do Teorema 4.3.

b) (M*,g) sendo conformemente Einstein temos a igualdade em (4.19), isto &,

5 8 1
2 2 _ 2 20 2
/ |W|=dV, +/ |Ric|*dV, — 48Y(M l9]) —/M|W] dVg—i-Z/M]ch] av, 48/]\/[R dv,

=0.
Além disso, a Proposigao 4.78 em [4], implica que (M?,g) é Bach-flat e como M* ¢é
compacta, segue do resultado de H. D. Cao e Q. Chen em [10] que (M?*,g) ¢ Einstein.

Portanto, pela igualdade acima obtemos a seguinte expressao

(f,wean) = ovon i

5

Por fim, considerando a constante A(4) = encontrada no Teorema 4.1, temos

S

9

ainda que

</M |W]2dVg>2 _ 4\1/§Y(M, [g]) < A(4)Y (M, [g]).

Entao segue do Teorema 4.1 que a menos de um quociente (M?, g) é isométrico a S*. [

Observagao 4.2. A condigdo de pinche no Coroldario 4.1 é equivalente

160
/ |W|2dV + 7/ R2dV, V, < 7T2X(M)
M 13

onde x(M) € fungao caracteristica de Euler-Poincaré de M.
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Basta substituir a fomula de Chern-Gauss-Bonnet (4.15) na condigao de integral pin-

cada (4.18) para obter:
/ W[2av, +/ | Ricl2dV,, — 1/ RV, :/ W2V, — 1/ RV,
M Y 748 Ju 7 Im 748 7
5(1 1
4<2 /M (W [*dV, + —/ R*aV, — 167rx(M)>
1
:83/ W2V, + f/ R2dV,, — 20my (M) < 0,
M
e fazendo algumas simplifica¢es temos
/M W[2dV, + —/ RV, < —7r 22 (M)

como desejado.
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