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“A essência da matemática reside na sua

liberdade".

George Cantor.



Resumo

Neste trabalho, vamos estudar resultados tipo-Liouville para hipersuperfícies two-sided

imersas em um produto warped com densidade, com restrições sobre o tensor de Bakry-

Émery-Ricci da base do espaço ambiente ou sobre a função altura da hipersuperfície.
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Abstract

In this work, we will study Liouville-type results for two-sided hypersurfaces immersed

in a weighted warped product, with restrictions on the Bakry-Émery-Ricci tensor of the

base ambient space or on the height function of the hypersurface.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar alguns resultados tipo-Liouville para hipersuperfícies

two-sided Σn imersas em um produto warped com densidade P ×ρ R e munido com um

campo de Killing, onde P é uma variedade Riemanniana. Os teoremas apresentados

nessa dissertação foram originalmente obtidos por de Lima et. al. no artigo [4]. Um

notável teorema nesse ramo da análise geométrica, que desempenha um papel essencial

no Capítulo 3 desta dissertação, é devido a Yau [11] e estabelece o seguinte:

Proposição 0.1. Toda função harmônica positiva definida em uma variedade riemanni-

ana n−dimensional (n ≥ 2) completa Σn com Ric ≥ 0 é constante.

No Capítulo 2 desta dissertação, iremos considerar a situação em que P ×ρ R está

munido com uma função densidade f que não depende do parâmetro t ∈ R. Impondo

restrições apropriadas no tensor de Bakry-Émery-Ricci, denotado por R̃icf , da variedade

P definido por

R̃icf = R̃ic + H̃essf

e na função altura h = (πR)Σ da hipersuperfície Σn, onde πR(q, t) = t, (q, t) ∈ P ×ρ R,

apresentaremos neste trabalho essencialmente os seguintes resultados:

Teorema 0.1. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal

que R̃icf ≥ −κ, para alguma constante κ > 0, e ρ uma função côncava com ∆̃fρ ≤ 0.

Seja ψ : Σn → M uma hipersuperfície f−parabólica, two-sided, com curvatura f−média

constante, cuja função ângulo Θ tem sinal estrito. Se

|∇h|2 ≤ α

κρ2 |A|
2 (1)

para alguma constante α ∈ (0, 1), então Σn está contido em um slice de M .

Teorema 0.2. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal que

R̃icf ≥ 0 e ρ uma função côncava tal que ∆̃fρ ≤ 0. Seja ψ : Σn →M uma hipersuperfície

1



Sumário 2

f−parabólica two-sided com curvatura f−média constante cuja função ângulo Θ tem sinal

estrito. Então Σn é totalmente geodésica. Além disso, se R̃icf > 0, então Σn está contida

em um slice de M .

Teorema 0.3. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal que

R̃icf ≥ −κ, para alguma constante κ, sendo ρ uma função côncava tal que ∆̃fρ ≤ 0. Seja

ψ : Σn → M uma hipersuperfície L1
f−Liouville com curvatura f−média constante e com

a função ângulo Θ tendo sinal estrito e tal que Θ ∈ L1
f (Σ).

(a) Se κ = 0, então Σn é totalmente geodésica. Além disso, se |∇h| ≤ α|A|β para algumas

constantes positivas α e β, então Σn está contida em um slice de M.

(b) Se κ > 0 e

|∇h|2 ≤ α

κρ2 |A|
2, (2)

para alguma constante α ∈ (0, 1) então Σn está contida em um slice de M.

(c) Se κ < 0, então Σn está contida em um slice de M.

Na demonstração dos três teoremas acima, desempenha papel fundamental o cálculo

de ∆fΘ, que pode ser encontrado no Lema 2.1. O que o tornam resultados tipo-Liouville

é o fato de que na prática deve-se provar que a função altura h é constante.

No Capítulo 3 da presente dissertação, apresentaremos os seguintes resultados tipo-

Liouville, que foram obtidos por meio de restrições apropriadas sobre a função altura h

da hipersuperfície Σn, que estão elencados a seguir:

Teorema 0.4. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided, completa, imersa em P×ρR. Supo-

nha que Hρ e Θ tenham o mesmo sinal. Se a função altura h é não-negativa e h ∈ Lq(Σ)

para algum q > 1, então Σn é um slice. Além disso, se R̃ic ≥ 0 e h for positiva, então P

deve ser compacta.

Teorema 0.5. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided, completa, imersa em P ×ρ R e

contida em um slab desta variedade. Suponha que Hρ e Θ não mudam de sinal em Σn.

Se |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice de P×ρ R.

Em seguida, estudamos os chamados gráficos de Killing inteiros em P ×ρ R, isto é, o

gráfico de uma função u : P → R suave. A pergunta natural aqui é: em que condições

u é uma função constante? Como resposta a essa pergunta, apresentamos o seguintes

resultado:
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Teorema 0.6. Seja Σ(u) um gráfico de Killing inteiro que está contido em um slab de

P ×ρ R, cuja base P é completa. Suponha que Hρ e Θ não mudam de sinal em Σ(u). Se

|∇̃u| ∈ L1(P), então Σ(u) é um slice de P×ρ R.

Para finalizar nosso trabalho de dissertação, estudamos o caso em que Σn é uma

hipersuperfície two-sided estocasticamente completa imersa em P×ρ R e apresentamos o

seguinte:

Teorema 0.7. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided que está contida em um slab de

P×ρ R. Se Hρ é constante e Θ é não-negativa, então Σn é ρ−mínima, isto é, Hρ = 0 em

Σn. Se, além disso, Σn é completa com Ric ≥ 0, então ela é um slice de P×ρ R.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo, vamos abordar noções que serão necessárias nos capítulos seguintes, além

de estabelecer a notação que será usada. Nos restringimos apenas aos resultados que

serão usados, indicando referências bibliográficas adequadas em cada seção para uma

abordagem mais completa.

1.1 Gradiente, Divergência e Hessiano

Nesta seção, M denotará uma variedade Riemanniana conexa de dimensão n. O conjunto

C∞(M) é o espaço vetorial das funções infinitamente diferenciáveis em M, também cha-

madas de funções suaves, e X(M) é o espaço vetorial dos campos de vetores suaves emM .

Admitiremos conhecidos alguns fatos básicos sobre a métrica e a conexão Riemanniana

de M, os quais podem ser encontrados em [5]. Os resultados desta seção seguem ime-

diatamente das definições apresentadas e por isso suas respectivas demonstrações serão

omitidas aqui.

Seja f : M → R uma função suave. Dado p ∈ M, considere o funcional linear

dfp : TpM → R. Devido a presença do produto interno em TpM, sabemos da Álgebra

Linear que existe um único vetor ∇f(p) tal que

〈∇f(p), v〉 = dfp(v) = vf,

para todo v ∈ TpM. A este vetor damos o nome de gradiente de f em p.

Considere um referencial móvel definido numa vizinhança U ⊂M de um ponto p ∈M,

isto é, n campos de vetores em U tais que {E1(q), E2(q), . . . , En(q)} formam uma base

4
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ortonormal de TqM para todo q ∈M. Então

∇f(q) =
n∑
j=1
〈∇f(q), Ej〉Ej =

n∑
j=1

(Ej)q(f)Ej.

Observe que esta expressão coincide com a do gradiente de uma função suave definida no

espaço euclidiano Rn quando os vetores Ej formam a base canônica deste espaço.

Proposição 1.1. Sejam f, g ∈ C∞(M) e ϕ : R→ R uma função suave na reta. Então

(a) ∇(f + g) = ∇f +∇g;

(b) ∇(fg) = f∇g + g∇f ;

(c) ∇(ϕ ◦ f) = ϕ′(f)∇f.

Proposição 1.2. Se M é uma variedade Riemanniana e f ∈ C∞(M) é uma função tal

que ∇f = 0, então f é constante.

Seja X ∈ X(M) e ∇ a conexão Riemanniana de M. A divergência de X é a função

suave divX : M → R definida por

(divX)(p) = tr {v 7→ ∇vX(p)} ,

com v ∈ TpM. Ou seja, divX(p) é o traço da aplicação que a cada v ∈ TpM associa o

vetor ∇vX(p). Se {Ej} é um referencial ortonormal definido em uma vizinhança U ⊂M

de um ponto p ∈M, então

(divX)(p) = tr {v 7→ ∇vX(p)}

=
n∑
j=1
〈Ej,∇EjX(p)〉

=
n∑
j=1

[
Ej〈Ej, X〉p − 〈X,∇EjEj〉p

]
. (1.1)

Proposição 1.3. Se X, Y ∈ X(M) e f : M → R é uma função suave, então

(a) div(X + Y ) = divX + divY ;

(b) div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.

Seja f : M → R suave. O Laplaciano de f é a função suave ∆f : M → R, definida

por

∆f = div(∇f),
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isto é, a divergência do gradiente de f. Num referencial móvel {Ej}nj=1 definido em uma

vizinhança U ⊂M de p, por (1.1), vale

∆f =
n∑
j=1

[
Ej(Ejf)− 〈∇f,∇EjEj〉

]
.

Proposição 1.4. Se f, g ∈ C∞(M) e ϕ : R→ R é suave, então

(a) ∆(ϕ ◦ f) = (ϕ′′ ◦ f)|∇f |2 + (ϕ′ ◦ f)∆f ;

(b) ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

Seja f : M → R uma função suave. O hessiano de f no ponto p ∈ M é o operador

linear (Hessf)p : TpM → TpM dado por

(Hessf)p(v) = ∇v(∇f)(p).

O operador (Hessf)p é auto-adjunto: de fato, se v, w ∈ TpM e V,W ∈ X(M) são

extensões locais de v, w respectivamente, em uma vizinhança de p em M, então

〈(Hessf)p(v), w〉 = 〈∇V (∇f),W 〉p

= V 〈∇f,W 〉p − 〈∇f,∇VW 〉p

= (VWf)p − 〈∇f,∇WV + [V,W ]〉p

= (VWf)p − 〈∇f, [V,W ]〉p − 〈∇f,∇WV 〉p

= (VWf)p − [V,W ]f − 〈∇f,∇WV 〉p

= (WV f)p − 〈∇f,∇WV 〉p

= 〈(Hessf)p(w), v〉.

Assim, podemos considerar a forma bilinear Hessiana, definida por

(v, w) 7→ 〈Hessfp(v), w〉 = 〈∇v∇f, w〉. (1.2)

1.2 Campos de Killing

Dado um campo de vetores X ∈ X(M), numa variedade diferenciável M, vale a seguinte

proposição, que se encontra no capítulo 5 de [10].

Proposição 1.5. Sejam X ∈ X(M) e p ∈M. Então existem um aberto V ⊂M contendo

p, um ε > 0 e uma coleção de difeomorfismos ϕt : V → ϕt(V ) ⊂ M para |t| < ε com as

seguintes propriedades:
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(a) ϕ : (−ε, ε)× V →M, definida por ϕ(t, q) = ϕt(q), é C∞.

(b) Se |s|, |t|, |s+ t| < ε e q, ϕt(q) ∈ V, então

ϕs+t(q) = ϕs ◦ ϕt(q).

(c) Se q ∈ V, então Xq é o vetor velocidade em t = 0 da curva t 7→ ϕ(t, q).

A aplicação ϕ obtida na proposição acima é chamada de fluxo local de X numa vizi-

nhança de p. Nosso objetivo aqui é provar a Proposição 1.11, que nos dá uma caracteri-

zação dos campos de Killing em termos da métrica de M. Para isso precisamos introduzir

o conceito de Derivada de Lie de um tensor B. Por brevidade, faremos apenas o caso em

que B é um 2−tensor. Indicamos a referência [10] para uma abordagem mais completa

sobre tensores e derivadas de Lie. Começaremos com a derivada de Lie de campos de

vetores.

Se X, Y ∈ X(M) e p ∈ M, seja ϕ : (−ε, ε) × V → M o fluxo local de X numa

vizinhança V de p. Definimos a derivada de Lie de Y com relação a X como o campo de

vetores LXY em M dado em p por

(LXY )p = d

dt

[
d(ϕ−t)ϕt(p)(Yϕt(p))

]
t=0

, (1.3)

onde ϕ é o fluxo local de X ao redor de p ∈ M. A existência dessa derivada é feita na

proposição abaixo.

Proposição 1.6. Seja M uma variedade diferenciável e X, Y ∈ X(M). Então (LXY )q
existe para todo q ∈M e LXY é um campo vetorial suave, ou seja, LXY ∈ X(M).

Demonstração. Seja p ∈ M e ϕ : (−ε, ε) × V → M o fluxo local de X numa vizinhança

V ⊂M de p. Considere um sistema de coordenadas x : U → Rn num aberto U ⊂ V, com

p ∈ U. Tome um δ ∈ (0, ε) e um aberto U0 ⊂ U tais que p ∈ U0 e ϕ((−δ, δ) × U0) ⊂ U.

Para cada t ∈ (−δ, δ), escreva ϕt : U0 → M em coordenadas pondo x ◦ ϕt = (ϕ1
t , ϕ

n
t ).

Então, para qualquer q ∈ U0, a matriz jacobiana de d(ϕ−t)ϕt(q) : Tϕt(q) → TqM é[
∂ϕi−t
∂xj

(ϕt(q))
]
n×n

. (1.4)

Portanto,

d(ϕ−t)ϕt(q)(Yϕt(q)) =
n∑

i,j=1

∂ϕi−t
∂xj

(ϕt(q))yj(ϕt(q))
∂

∂xi
(q),

onde Y = ∑n
j=1 y

j ∂

∂xj
. Como ϕi−t e yj são suaves, a expressão acima possui derivada em

t = 0, a qual por definição é (LXY )q.
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Observação 1.1. Para justificar a expressão da matriz jacobiana em (1.4), lembremos

que se g : M → N é uma função suave da variedade M na variedade N, x : U → Rm e

y : V → Rn são sistemas de coordenadas em U ⊂ M e V ⊂ N com g(U) ⊂ V, então a

matriz jacobiana de dgp : TpM → Tg(p)N nos sistemas x e y é

J(y ◦ g ◦ x−1)(x(p)) =
[
Dj(y ◦ g ◦ x−1)i(x(p))

]
,

onde Dj(y ◦ g ◦ x−1)i representa a derivada parcial, no espaço euclidiano, da i−ésima

coordenada da função y ◦ g ◦ x−1 em relação à j−ésima variável. Agora, veja que

(y ◦ g ◦ x−1)i = yi ◦ g ◦ x−1 e Dj(yi ◦ g ◦ x−1)(x(p)) = ∂(yi ◦ g)
∂xj

(p),

onde ∂

∂xj
representa a derivada na variedade M.

Ainda sobre derivadas de Lie de campos de vetores, precisaremos das duas proposições

abaixo, que omitiremos as demonstrações, pois já estão provados no Capítulo 5 de [10].

Proposição 1.7. Se M é uma variedade diferenciável e X ∈ X(M) é um campo com

X(p) 6= 0, então existe um sistema de coordenadas x : U → Rm ao redor de p tal que

X = ∂

∂x1 em U.

Proposição 1.8. Se X e Y são campos vetoriais suaves numa variedade diferenciável

M, então LXY = [X, Y ].

Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana. O conjunto X(M), além de espaço vetorial

real, é um módulo sobre o anel C∞(M), com as operações de soma (X + Y )p = Xp +

Yp e (fX)p = f(p)Xp, para todos X, Y ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Um r−tensor em M

(covariante) é uma aplicação B : [X(M)]r → C∞(M) r−linear considerando a estrutura

de módulo em X(M). Em outras palavras, para todos X1, X2, . . . , Xr, Y ∈ X(M) e toda

f ∈ C∞(M), vale a seguinte propriedade:

B(X1, . . . , Xi + fY, . . . , Xr) = B(X1, . . . , Xi, . . . , Xr) + fB(X1, . . . , Y, . . . , Xr).

Um r−tensor também pode ser visto como uma aplicação que a cada p ∈M associa uma

função r−linear Bp : [TpM ]r → R.

Se B : X(M) × X(M) → C∞(M) é um 2−tensor em M, definimos o 2−tensor ϕ∗tB

em p por

(ϕ∗tB)p(Yp, Zp) = Bϕt(p)(d(ϕt)pY, d(ϕt)pZ),
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para todos Y, Z ∈ X(M).

E a derivada de Lie de B em relação a X é definida como o 2−tensor que em p ∈M

é dado por

(LXB)p = d

dt
[ϕ∗tBp]t=0 = lim

t→0

(ϕ∗tB)p −Bp

t
. (1.5)

O limite acima ocorre inteiramente no espaço dos funcionais bilineares em TpM e a prova

de sua existência é análoga a da derivada de Lie de campos de vetores.

Proposição 1.9. SejamM uma variedade diferenciável, X, Y, Z ∈ X(M) e B um 2−tensor

(covariante) em M. Então

X(B(Y, Z)) = (LXB)(Y, Z) +B(LXY, Z) +B(Y,LXZ). (1.6)

Demonstração. Por continuidade, basta provar a proposição para os pontos p ∈ M tais

que X(p) 6= 0. Seja então p com X(p) 6= 0. Pela proposição 1.7, existe um sistema de

coordenadas x = (x1, . . . , xm) : U → M ao redor de p ∈ U com X = ∂

∂x1 em U. As

curvas integrais de X em U são aquelas em que x2, . . . , xn são constantes. Ou seja, a

curva integral de X passando por q ∈ U é ϕq(t) = x−1(x(q) + te1), com e1 vetor da

base canônica do Rm, pois ϕq(0) = q e ϕ′q(0) = dx−1
x(q)(x(q)) = ∂

∂x1 (q) = Xq. Logo,

ϕ(t, q) = x−1(x(q) + te1).

Tomando t suficientemente pequeno e q próximo de p, temos ϕ(t, q) ∈ U. Logo, a

expressão de ϕt : U0 ⊂ U → U (U0 é um aberto contendo p tal que ϕt(U0) ⊂ U para todo

t suficientemente pequeno) em coordenadas é, para q0 ∈ x(U0),

(x ◦ ϕt ◦ x−1)(q0) = (x ◦ ϕt)(x−1(q0)).

Mas

ϕt(x−1(q0)) = x−1(x(x−1(q0)) + te1) = x−1(q0 + te1),

donde (x ◦ ϕt ◦ x−1(q0) = q0 + te1. Logo, J(x ◦ ϕt ◦ x−1(q0)) = Im (matriz identidade).

Portanto, se v ∈ TpM é um vetor de coordenadas v = ∑m
j=1 v

j ∂

∂xj
, então

d(ϕt)p(v) =
m∑
j=1

vj
∂

∂xj
(ϕt(p)).

(v e d(ϕt)p(v) não são o mesmo vetor, mas tem as mesmas coordenadas no sistema x.)

Assim, se Y = ∑m
j=1 y

j ∂

∂xj
, Z = ∑m

j=1 z
j ∂

∂xj
e B = ∑

1≤j,k≤mBjkdx
j ⊗ dxk são as

representações de Y, Z e B no sistema x, então

(ϕ∗tB)p(Y, Z) = Bϕ(t,p)(d(ϕt)p(Y ), d(ϕt)p(Z)) =
∑

1≤j,k≤m
Bjk(ϕt(p))yj(ϕt(p))zk(ϕt(p)).
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E também

Bp(Y, Z) =
∑

1≤j,k≤m
Bjk(p)yj(p)zk(p).

Então

(LXB)p(Y, Z) = d

dt

 ∑
1≤j,k≤m

(Bjky
jzk)(ϕt(p))


t=0

.

O resto da demonstração agora segue da regra de derivada de produto de funções reais.

Proposição 1.10. Seja M uma variedade diferenciável, X ∈ X(M) e ϕ o fluxo de X. Se

B é um 2−tensor em M, então para todo p ∈M,

d

dt
[(ϕ∗tB)p]t=t0 = (ϕ∗t0(LXB))p. (1.7)

Demonstração. Devemos mostrar que dado p ∈M e v, w ∈ TpM quaisquer,

d

dt
[(ϕ∗tB)p(v, w)]t=t0 = (ϕ∗t0(LXB))p(v, w),

ou seja,

d

dt

[
Bϕ(t,p)(d(ϕt)p(v), d(ϕt)p(w))

]
t=t0

= (LXB)ϕ(t0,p)(d(ϕt0)p(v), d(ϕt0)p(w)).

Façamos t = s+ t0. Então t→ t0 equivale a s→ 0. Daí,

d

dt

[
Bϕ(t,p)(d(ϕt)p(v), d(ϕt)p(w))

]
t=t0

= d

ds

[
Bϕ(t0+s,p)(dϕs(d(ϕt0)p(v)), dϕs(d(ϕt)p(w)))

]
s=0

= (LXB)ϕ(t0,p)(d(ϕt0)p(v), d(ϕt0)p(w)),

onde na última igualdade acima usamos a definição de derivada de Lie de um 2−tensor.

Sejam M uma variedade Riemanniana e Y ∈ X(M). Dado p ∈ M e V ⊂ M uma

vizinhança de p onde o fluxo local ϕ : (−ε, ε)× V →M de Y está definido. Dizemos que

Y é um campo de Killing se, para todo t ∈ (−ε, ε), a aplicação ϕt : V → ϕt(V ), dada por

ϕt(q) = ϕ(t, q), é uma isometria, isto é,

〈u, v〉q = 〈d(ϕt)u, d(ϕt)v〉ϕt(q). (1.8)

Proposição 1.11. Em uma variedade Riemanniana M, X ∈ X(M) é campo de Killing

se, e somente se,

〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 = 0 (1.9)

para todos Y, Z ∈ X(M).
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Demonstração. Observe inicialmente que se g = 〈, 〉 é a métrica Riemanniana deM, então

pela proposição 1.9 e pelas propriedades da conexão Riemanniana ∇, a derivada de Lie

de g em relação a X é

(LXg)(Y, Z) = 〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉.

Seja p ∈ M e ϕ : (−ε, ε) × V → M o fluxo local de X ao redor de p. Veja que dizer

que ϕt é isometria é equivalente a dizer que ϕ∗tg = g.

Se ϕt é isometria para todo para todo t ∈ (−ε, ε), então pela definição de LXg, temos

0 = (LXg)p(Y, Z), provando assim a equação (1.9). Reciprocamente, se vale (1.9), ou seja,

se (LXg) = 0, a proposição 1.10 mostra que

d

dt
[(ϕ∗tg)p]t=t0 = 0

para todo t0 ∈ (−ε, ε), isto é, (ϕ∗tg)p é constante e daí (ϕ∗tg)p = gp. Portanto, o fluxo de

X é isometria, completando a demonstração.

Proposição 1.12. A divergência de um campo de Killing é identicamente nula.

Demonstração. Seja X ∈ X(M) um campo de Killing. Dado p ∈ M, considere um

referencial móvel ortonormal {Ej}nj=1 numa vizinhança de p. Então

〈Ej,∇EjX〉+ 〈Ej,∇EjX〉 = 0,

pela proposição 1.11. Logo,

(divX)(p) =
n∑
j=1
〈Ej,∇EjX(p)〉 = 0.

1.3 Imersões Isométricas

Nesta seção, e na próxima, faremos um pequeno resumo dos resultados sobre imersões

isométricas e variedades completas que usaremos nos capítulos seguintes. A referência

base para este resumo é o livro [5], capítulos VI e VII.

Seja f : Mn →M
n+k uma imersão de uma variedade diferenciável n−dimensional M

em uma variedade Riemanniana M (n + k)−dimensional (k ≥ 1). Para cada p ∈ M,

o Teorema da Função Inversa garante que existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que
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f : U → f(U) é um mergulho, e assim f(U) é uma subvariedade de M. Podemos usar a

Forma local das Imersões (veja o capítulo 2 de [10]) para estender um campo de vetores

tangentes a f(U) definido em uma vizinhança de f(p) em um campo de vetores num

aberto de M contendo f(p).

Vamos identificar U com f(U), isto é, q ∈ U com f(q), e cada vetor v ∈ TqM com

dfq(v) ∈ Tf(q)M, ou seja, identificamos TqM com sua imagem dfq(TqM) ⊂ Tf(q)M.

Além disso, definimos o produto interno em TpM pondo

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p).

Isto torna nossa imersão em uma imersão isométrica. A presença do produto interno nos

permite escrever

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥, (1.10)

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM ⊂ TpM. Para cada v ∈ TpM, p ∈ M,

podemos escrever de modo único v = v> + v⊥, pela soma direta (1.10).

Indicando a conexão Riemanniana de M por ∇, é possível mostrar que a conexão de

M é dada por

∇XY = (∇XY )>,

onde X, Y são campos locais tangentes a M e X,Y são suas respectivas extensões locais

a M.

Neste trabalho, estamos interessados apenas no caso em que k = 1, ou seja, M é

uma hipersuperfície de M. Assim, o espaço (TpM)⊥ tem dimensão um e podemos definir

diretamente o operador forma da imersão da seguinte maneira: dado p ∈M, considere um

campo de vetores normais a M e unitários definido em uma vizinhança de p. O operador

forma Ap : TpM → TpM em p é definido por

Ap(x) = −(∇xN). (1.11)

Para que A esteja bem definido, precisamos mostrar que ∇xN é de fato um campo de

vetores tangentes a M. Para isso, seja x ∈ TpM e X uma extensão local de x tangente a

M. Como 〈N,N〉 = 1, temos

0 = X〈N,N〉 = 2〈∇XN,N〉

provando assim o resultado.
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Precisaremos utilizar o fato de que Ap é um operador auto-adjunto, mas não faremos

a demonstração aqui. Indicamos o capítulo VI de [5] para a demonstração.

O traço de Ap é chamado a curvatura média H(p) de M em p. Observe que o sinal

da curvatura média depende da escolha do campo local de vetores normais unitários N.

Dizemos que uma imersão f : Mn → M
n+1 é mínima se trAp = H(p) = 0 para todo

ponto p ∈M . E dizemos que a imersão é geodésica em p ∈M se Ap é identicamente nulo.

A imersão é dita totalmente geodésica se for geodésica para todo p ∈ M. Observe que

ser totalmente geodésica é uma condição mais forte que ser mínima. A explicação para o

termo “imersão geodésica” é dada pela proposição abaixo, a qual é um caso particular da

proposição 2.9 do Capítulo VI de [5].

Proposição 1.13. Uma imersão f : Mn → M
n+1 é geodésica no ponto p se, e somente

se, toda geodésica γ de M partindo de p é geodésica de M em p.

Terminamos esta seção com a proposição abaixo.

Proposição 1.14. Seja f : Mn+1 → R uma função suave em que 0 ∈ R é valor regular

e Σ = {p ∈M ; f(p) = 0} = f−1(0). Então:

(a) Σ é uma subvariedade de M e o vetor ∇f(p), p ∈ Σ, é normal a Σ.

(b) A curvatura média H de Σ é dada por

nH = −div
(
∇f
|∇f |

)
.

(c) Se N é um campo de vetores normais unitários definido numa vizinhança de uma

hipersuperfície P de M, então

nH = −divN.

Demonstração. (a) A prova de que Σ é uma subvariedade de M é consequência do Teo-

rema da Função Implícita, e pode ser vista em [10], Proposição 2 do Capítulo 2.

Para mostrar a última afirmação, seja p ∈ Σ e considere uma curva α : (−ε, ε) → Σ

tal que α(0) = p e α′(0) = v ∈ TpΣ. Então (f ◦ α)(t) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε), logo

0 = (f ◦ α)′(0) = dfp(v) = v(f) = 〈∇f(p), v〉,

e assim ∇f(p) ⊥ v para todo v ∈ TpΣ.
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(b) Denote por ∇ a conexão riemanniana de M . Seja {E1, E2, . . . , En} um referencial

móvel em Σ definido numa vizinhança de p ∈ Σ, e En+1 = ∇f
|∇f |

. Sabemos que

nH = trA =
n∑
j=1
〈AEj, Ej〉 =

n∑
j=1
〈−∇EjEn+1, Ej〉.

Como 〈En+1, En+1〉 = 1, então 0 = En+1〈En+1, En+1〉 = 2〈∇En+1En+1, En+1〉. Por-

tanto,

div
(
∇f
|∇f |

)
=

n+1∑
j=1
〈∇EjEn+1, Ej〉

=
n∑
j=1
〈∇EjEn+1, Ej〉+ 〈∇En+1En+1, En+1〉

=
n∑
j=1
〈∇EjEn+1, Ej〉 = −nH.

(c) Observe que localmente P é a imagem inversa de um valor regular de uma função real

f definida num aberto de M, e N = ∇f
|∇f |

. Obtemos o resultado aplicando o item (b).

1.4 Variedades completas

Uma variedade Riemanniana M é dita estendível se existe uma variedade Riemanniana

M tal que M é isométrica a um subconjunto aberto próprio de M. Se isto não é possível,

dizemos queM é não-estendível. M é dita completa se para todo p ∈M, as geodésicas que

partem de p podem ser definidas em toda a reta R. Rigorosamente, a apliação exponencial

expp está definida para todo v ∈ TpM. Toda variedade completa é não estendível (mas a

recíproca não é verdadeira), como mostra proposição 2.3 do capítulo VII de [5].

Vamos apenas enunciar o importante Teorema de Hopf-Rinow, cuja demonstração

pode ser vista no capítulo VII de [5].

Proposição 1.15. SejaM uma variedade Riemanniana e p ∈M. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(a) expp está definida em todo o TpM.

(b) Os limitados e fechados em M são compactos.
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(c) M é completa como espaço métrico, com a métrica sendo dada pela distância geodésica

d (d(p, q) = ínfimo dos comprimentos de todas as curvas γpq, onde γpq é uma curva

suave por partes ligando p e q).

(d) M é completa.

(e) Existe uma sequência de compactos (Kn)n∈N, com Kn ⊂ intKn+1 e ⋃n∈NKn = M,

tais que se qn 6∈ Kn, então d(p, qn) → +∞. Além disso, cada uma das afirmações

acima implica que

(f) Para todo q ∈ M, existe uma geodésica γ ligando p a q com comprimento L(γ) =

d(p, q).

Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M é uma aplicação suave α :

[0,+∞)→M tal que para todo compacto K ⊂M, existe um t0 ∈ (0,+∞) com α(t) 6∈ K

se t ≥ t0. O comprimento de uma curva divergente é dado por

lim
t→∞

∫ t

0
|α′(s)|ds = L(α). (1.12)

Como consequência to Teorema de Hopf-Rinow, provaremos a seguinte proposição:

Proposição 1.16. Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se o com-

primento de toda curva divergente é infinito.

Demonstração. Suponhamos primeiro que M seja completa. Pela Proposição 1.15, dado

p ∈ M fixado, existe uma sequência de compactos Kn ⊂ M, com Kn ⊂ intKn+1 e⋃
n∈NKn = M, tais que se qn 6∈ Kn, então limn→+∞ d(p, qn) = +∞.

Seja α : [0,+∞)→M uma curva divergente emM. Para cada n ∈ N, existe um tn > 0

tal que α(t) 6∈ Kn se t ≥ tn. Como Kn ⊂ intKn+1, tn é crescente. Além disso, ela não

pode ser limitada, pois neste caso existiria b = lim tn, e assim t > b⇒ α(t) 6∈ ⋃Kn = M,

absurdo. Então lim tn = +∞.

Pela Proposição 1.15(f), existe uma geodésica minimizante γn ligando α(0) a α(tn), ou

seja,

L(γn) = d(α(0), α(tn))

≤
∫ tn

0
|α′(s)|ds.
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Como α(tn) 6∈ Kn, temos

lim
n→+∞

∫ tn

0
|α′(s)|ds ≥ lim

n→+∞
d(α(0), α(tn)) = +∞,

logo α tem comprimento infinito.

Reciprocamente, suponha que M não seja completa. Então existe uma geodésica γ

que não está definida em R, isto é, γ : [0, b) → M. Vamos mostrar que γ é divergente, e

considerando uma reparametrização γ : [0,+∞)→M de γ, teremos

L(γ) = L(γ) = lim
ε→b−

∫ ε

0
|γ′(s)|ds = lim

ε→b−1
εvγ < +∞,

onde vγ = |γ′(s)|, a qual é constante, pois γ é geodésica. Isto provará a proposição, uma

vez que γ é divergente (tem o mesmo traço de γ) e L(γ) < +∞.

Suponha por absurdo que γ não seja divergente e seja K ⊂ M um compacto tal que

γ([0, b)) ⊂ K. Considere uma sequência crescente tn ∈ [0, b) com lim tn = b. Como γ(tn) ∈

K, passando a uma subsequência, se necessário, podemos admitir que limn+∞ γ(tn) =

p ∈ K. Mas existe uma vizinhança B de p em M tal que quaisquer q1, q2 ∈ B podem ser

ligados por uma única geodésica γ12 contida em B ligando q1 e q2 (isto segue da proposição

4.2 do Capítulo III de [5].) Como B é aberto, γ(tn) ∈ B para todo n suficientemente

grande, digamos n ≥ n0. Isto mostra que se m,n ≥ n0, a geodésica em B ligando γ(tm) a

γ(tn) é a própria γ. Tomando n ≥ n0 de modo que a aplicação exponencial expγ(tn) seja

difeomorfismo de uma vizinhança de 0 ∈ Tγ(tn)M sobre um aberto contendo p, vemos que

γ pode ser prolongada além de b, um absurdo.

1.5 Produtos Warped

Sejam M e N variedades Riemannianas. A estrutura de variedade produto em M × N

faz com que as projeções canônicas πM : M ×N →M e πN : M ×N → N sejam funções

suaves. A métrica usual em M ×N é (veja [7], Lema 3.5) dada por

〈, 〉 = π∗M(〈, 〉M) + π∗N(〈, 〉N). (1.13)

Vamos definir uma nova métrica Riemanniana, que será utilizada ao longo deste texto.

Sejam (M, 〈, 〉M) e (N, 〈, 〉N) variedades Riemannianas e g : M → R uma função suave

positiva em M. Na variedade produto M ×N, definimos a métrica warped por

〈, 〉 = π∗M(〈, 〉M) + (g ◦ πM)2π∗N(〈, 〉N). (1.14)
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Explicitamente, como T(p,q)M ×N ∼= TpM ⊕ TqN, dados u = (uM , uN) e v = (vM , vN)

em T(p,q)M ×N, (1.14) se escreve assim:

〈u, v〉 = 〈uM , vM〉M + g(p)2〈uN , vN〉N . (1.15)

Para provar que (1.14) define de fato uma métrica Riemanniana em M × N, basta

fazer os seguintes cálculos:

(a) Como 〈, 〉M e 〈, 〉N são bilineares,

〈λu+ w, v〉 = 〈λuM + wM , vM〉M + g(p)2〈λuN + wN , vN〉N
= λ〈uM , vM〉M + 〈wM , vM〉M + g(p)2λ〈uN , vN〉+ g(p)2〈wN , vN〉N
= λ〈u, v〉+ 〈w, v〉.

(b) Como 〈, 〉M e 〈, 〉N são simétricos, então

〈u, v〉 = 〈uM , vM〉M + g(p)2〈uN , vN〉N
= 〈vM , uM〉M + g(p)2〈vN , uN〉N
= 〈v, u〉.

(c) Finalmente, como 〈, 〉M e 〈, 〉N são positivos,

〈u, u〉 = 〈uM , uM〉M + g(p)2〈uN , uN〉N ≥ 0

e 〈u, u〉 = 0⇔ uM = 0 e uN = 0⇔ u = 0.

O resultado abaixo será usado na Proposição 2.2 e sua demonstração pode ser encon-

trada na referência [7], capítulo 7.

Proposição 1.17. No produto warped M ×gN, os slices M ×{q}, q ∈ N, são totalmente

geodésicos.

Exemplo 1.1. Podemos considerarM = Rn+1\{0}, com a métrica usual, como o produto

warped Sn ×ρ (0,+∞), onde ρ : (0,+∞)→ R é a função ρ(t) = t e Sn a esfera unitária.

De fato, dado x ∈M, com |x| = t > 0, TxM = Rn = Tx/|x|Sn⊕span{x}, pois TxSn = [x]⊥.

Então dados quaisquer vetores u, v ∈ TxM, eles se escrevem de modo único como

u = u0 + λ1x e v = v0 + λ2x,
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com u0, v0 ∈ Tx/|x|Sn. Logo,

〈u, v〉 = 〈u0, v0〉Sn + |x|2λ1λ2

= 〈u0, v0〉Sn + t2λ1λ2

Assim, podemos associar x ∈ M com (x/|x|, |x|) ∈ Sn ×ρ (0,+∞), e u ∈ TxM com

(u0, λ1) ∈ T(x,t)Sn ×ρ (0,+∞), onde |x| = t. Portanto, a métrica de M em x, |x| = t,

coincide com a métrica de Sn ×ρ (0,+∞) no ponto (x, t).
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Resultados tipo-Liouville para

hipersuperfícies two-sided

2.1 Variedades com campos de Killing

Apenas a título de motivação para introduzirmos o produto warped P ×ρ R, considere a

situação seguinte. Seja M uma variedade Riemanniana (n + 1)−dimensional munida de

um campo de Killing Y ∈ X(M). Considere a distribuição que a cada p ∈ M associa

o complemento ortogonal [Yp]⊥ ⊂ TpM. Suponha que esta distribuição seja integrável e

tenha posto constante n. Seja P uma folha integral desta distribuição e considere o fluxo

Ψ : J × P→M de Y começando em pontos de P. Vamos considerar que J = R.

Como Y é campo de Killing, se q ∈ P e V ⊂ M é um aberto contendo q onde está

definido o fluxo local de Y, então a aplicação Ψt : V → Ψt(V ) é uma isometria, isto é,

dados u, v ∈ TqM, vale

〈u, v〉q = 〈dΨtu, dΨtv〉x, (2.1)

onde x = Ψt(q). No entanto, q ∈ P ⊂M e assim TqM ∼= TqP⊕span(Yq), pois TqP = [Yq]⊥.

Segue-se que u ∈ TqM se escreve como u = uP + uRYq e então

〈u, v〉q = 〈uP, vP〉+ uRvR〈Yq, Yq〉q. (2.2)

Denotando por ρ : P→ R a função ρ(q) = |Yq|, obtemos de (2.1) e (2.2) a expressão

〈dΨtu, dΨtv〉x = 〈uP, vP〉+ ρ2(q)uRvR. (2.3)

Como todo vetor u ∈ TxM se escreve como u = dΨtu, podemos dizer que o produto

interno 〈, 〉x, x = Ψt(x), coincide com a métrica do produto warped P×ρ R em (q, t).

19
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Na realidade, isto mostra que M pode ser considerada localmente como P×ρ R, cuja

métrica, como sabemos, é

〈 〉 = π∗M(〈 , 〉M) + (ρ ◦ πM)2π∗R(dt2). (2.4)

Podemos ainda tratar Y ∈ X(M) simplesmente como o campo ∂t = (0, ∂t) ∈ X(P×ρR)

(lembre que T(q,t)P×ρR ∼= TqP⊕TtR e ∂t é o campo associado ao sistema de coordenadas

em R dado pela função identidade). De fato, veja que

〈∂t, ∂t〉(q,t) = 〈dπP∂t, dπP∂t〉q∈P + ρ2(q)dt2(∂t) = ρ2(q) · 1 = 〈Yq, Yq〉q∈M , (2.5)

logo eles tem a mesma norma, e além disso ∂t é ortogonal a TqP× {0} assim como Yq em

M.

Observe ainda que as curvas integrais de ∂t em P×ρR são as funções α : R→ P×ρR,

dadas por α(s) = (q, s), com α(0) = (q, 0). O fluxo de ∂t é portanto (começando em (q, 0))

Ψ(s, (q, 0)) = (q, s).

Ao longo do trabalho, porém, continuaremos usando a notação Y para significar ∂t, a

fim de manter a notação usada no trabalho de de Lima et. al. [4].

2.2 Hipersuperfícies two-sided em P×ρ R

Dizemos que uma hipersuperfície ϕ : Σn → M
n+1 é two-sided quando existe um campo

de vetores suaves N, definido globalmente em Σn, unitários e normais a Σn.

Para superfícies bidimensionais S ⊂ R3, é bem conhecido o fato de que S é orientável

se, e somente se, existe um campo de vetores suaves normais unitários a S definido

globalmente em tal superfície. No entanto, ser two-sided não é o mesmo que ser orientável,

em geral. Por exemplo, o cilindro S1×R é orientável, mas podemos mergulhá-lo emM2×R

de modo que ele não seja two-sided, onde M2 é uma faixa de Möbius em R3. Tomando a

“linha de centro” C deM2, que é difeomorfa a S1, concluímos que C×R é hipersuperfície

de M2 × R difeomorfa ao cilindro S1 × R, mas não é two-sided. É possível também que

uma variedade não-orientável seja uma hipersuperfície two-sided, como mostra o exemplo

M2 × {0} ⊂ M2R. Neste caso, o campo de vetores normais é simplesmente ∂t, o campo

de vetores tangentes a R.
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Neste trabalho, consideraremos hipersuperfícies two-sided ϕ : Σn → P×ρR imersas em

um produto warped P×ρR, onde P é uma variedade Riemanniana com dimensão n. Vamos

considerar em especial com duas funções suaves associadas à imersão ϕ, a saber a função

altura h = (πR)|Σ : Σn → R, que é a restrição a Σn da projeção canônica πR : P×ρR→ R,

e a função ângulo Θ : Σn → R definida por Θ = 〈N, Y 〉, onde N é um campo de vetores

unitários e normais definido globalmente em Σn e Y é um campo de Killing definido em

P×ρ R.

Além disso, vamos denotar por ∇,∇, e ∇̃ os gradientes (e outros operadores) com

respeito as métricas de P ×ρ R,Σn e P, respectivamente. Por exemplo, R̃ic denota o

tensor de Ricci de P, enquanto Ric denota o tensor de Ricci de Σn. E X> representa a

componente tangencial de um campo X ∈ X(P×ρ R) ao longo de Σn.

Proposição 2.1. Sejam h e Θ as funções altura e ângulo definidas acima e N∗ a com-

ponente tangencial de N ao longo de P. Então:

(a) ∇h = 1
ρ2Y

>;

(b) N∗ = N − 1
ρ2 ΘY ;

(c) |∇h|2Σ = 1
ρ2 |N

∗|2P×ρR.

Demonstração. (a) Como πR : P ×ρ R → R é dada por πR(q, t) = t, temos h(q, t) = t

para (q, t) ∈ Σn. Observe que se α : (−ε, ε)→ P×ρ R é um caminho suave dado por

α(s) = (q(s), t(s)), com α(0) = (q, t), com q : (−ε, ε)→ P, t : (−ε, ε)→ R, q′(0) = v

e t′(0) = λ, temos πR(α(s)) = t(s). Assim, dπR(v, λ) = λ. Logo,

〈(v, λ),∇πR〉 = dπR(v, λ) = λ. (2.6)

Portanto, se ∇πR = (XP, XR), usando (2.6) obtemos

λ = 〈v,XP〉P + ρ2λXR.

Fazendo λ = 0, obtemos 〈v,XP〉 = 0 para todo v ∈ TqP, e portanto XP = 0. Por outro

lado, fazendo v = 0 e λ = 1, obtemos XR = 1
ρ2 , e então

∇πR = 1
ρ2∂t.

Concluímos que ∇h = (∇πR)> = 1
ρ2 (∂t)> = 1

ρ2Y
>.
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(b) N é um campo normal a Σn, cuja componente em R é λY, onde λ é um número real

que devemos determinar. Para isto, façamos a conta

Θ = 〈N, Y 〉 = 〈N∗ + λY, Y 〉 = 〈N∗, Y 〉+ λ〈Y, Y 〉 = λρ2, (2.7)

pois 〈N∗, Y 〉 = 0, já que o primeiro é tangente a P e o segundo é normal. Assim,

λ = Θ
ρ2 . Portanto,

N = N∗ + Θ
ρ2Y

e N∗ = N − Θ
ρ2Y.

(c) De

Y = Y > + 〈N, Y 〉N = Y > + ΘN,

temos

|Y >|2 = |Y −ΘN |2 = |Y |2 − 2Θ〈Y,N〉+ Θ2|N |2

= ρ2 − 2Θ2 + Θ2

= ρ2 −Θ2. (2.8)

Por outro lado,

N = N∗ + 1
ρ2 ΘY,

logo observando que N∗ ⊥ Y , teremos

1 = |N |2 = |N∗|2 + | 1
ρ2 ΘY |2

= |N∗|2 + Θ2

ρ2

⇒ |N∗|2 = 1− Θ2

ρ2 = ρ2 −Θ2

ρ2 = |Y
>|2

ρ2 . (2.9)

Portanto,

|∇h|2 = 1
ρ4 |Y

>|2 = 1
ρ2 |N

∗|2.

2.3 Variedades com densidade

Dadas uma variedade Riemanniana n−dimensional (M, g) e uma função suave f : M → R,

uma variedade com densidade é uma tripla ordenada Mf = (M, g, dµ = e−fdM), onde
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dM denota o elemento de volume de M. A função f é chama de função densidade de Mf .

Se Ric denota o tensor de Ricci de M, definimos o tensor de Bakry-Émery-Ricci de Mf

por

Ricf = Ric + Hessf.

Seja f uma função densidade em P×ρ R. O operador f−divergência em Σn é definido

por

divf (X) = efdiv(e−fX).

De modo semelhante ao laplaciano, o f−laplaciano de uma função u : Σn → R suave é

definido por ∆fu = divf (∇u). Usando as propriedades do operador divergência, temos

∆fu = divf (∇u) = efdiv(e−f∇u) = ef (e−fdiv∇u+ 〈∇(e−f ),∇u〉)

= ∆u+ ef (−1)e−f〈∇f,∇u〉

= ∆u− 〈∇u,∇f〉.

Seguindo a nomenclatura estabelecida por Gromov em [6], a curvatura f−média Hf

de uma hipersuperfície two-sided ϕ : Σn → Pf ×ρ R é definida por

nHf = nH + 〈∇f,N〉, (2.10)

onde H representa a curvatura média de Σn em P ×ρ R com respeito ao vetor normal

N . Observe que (2.10) é simplesmente nHf = −divf (N), assim como nH = −divN.

Nesse contexto, dizemos que uma hipersuperfície Σn numa variedade com densidade Mf

é f−mínima quando Hf é identicamente nula em Σn.

Proposição 2.2. Seja P×ρ R um produto warped com função peso f . Então:

(a) os slices P× {t} são mínimos.

(b) se a função densidade f : P ×ρ R → R não depende do parâmetro t ∈ R, então os

slices P× {t} são f−mínimos.

Demonstração. (a) Isto é consequência imediata da Proposição 1.17, pois os slices P×{t}

são totalmente geodésicos em P×ρ R.

(b) Do item (a), obtemos H = 0 em P×{t}, pois eles são hipersuperfícies mínimas. Como

a função densidade f não depende de t, segue-se que

0 = ∂tf = 〈∇f, ∂t〉 = 0.
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Mas ∂t = N é o vetor normal aos slices P× {t}, logo

nHf = nH + 〈∇f,N〉 = 0.

A proposição acima sugere a seguinte pergunta: se os slices são f−mínimos, então

dada uma hipersuperfície ϕ : Σn → P ×ρ R, num produto warped com densidade cuja

função densidade f não depende de t ∈ R, em que condições podemos garantir que Σn é

um slice do espaço ambiente?

Tanto na seção seguinte, quanto no próximo capítulo, apresentaremos algumas respos-

tas a essa questão.

2.4 Resultados tipo-Liouville com hipóteses sobre R̃icf

Com base na Proposição 2.2, vamos considerar produtos warped com densidade P ×ρ R

cuja função densidade f não depende do parâmetro t ∈ R. Denotaremos este espaço por

Pf ×ρ R, e o chamaremos de produto warped de Killing com densidade. O Lema a seguir

servirá para a demonstração dos próximos três teoremas que o seguem.

Lema 2.1. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided imersa em Pf ×ρR. Se Σn tem curva-

tura f−média constante, então

∆fΘ = −
(

R̃icf (N∗, N∗)−
1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗)−Θ2 ∆̃fρ

ρ3 + |A|2
)

Θ. (2.11)

Demonstração. Para calcular ∆fΘ, devemos calcular ∆Θ e 〈∇Θ,∇f〉.

De [1], Proposição 2.12, sabemos o valor do laplaciano de Θ, o qual vale

∆Θ = −nY >H−Θ(Ric(N,N) + |A|2). (2.12)

Além disso, vale

∇Θ = −AY > − (∇NY )>. (2.13)

Com efeito, seja v ∈ TΣ. Então
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vΘ = v〈Y,N〉 = 〈∇vY,N〉+ 〈Y,∇vN〉

= 〈−∇NY, v〉+ 〈Y >,−Av〉 (2.14)

= −〈(∇NY )>, v〉+ 〈−AY >, v〉 (2.15)

= 〈−AY > − (∇NY )>, v〉

= 〈−AY > − (∇NY )>, v〉,

o que prova (2.13). Em (2.14), usamos o fato de Y ser Killing, e ∇vN = −Av ∈ TΣ,

enquanto em (2.15) o fato de A ser auto-adjunto.

Como f não depende de t ∈ R, temos

0 = ∂tf = 〈∂t,∇f〉 = 〈Y,∇f〉, (2.16)

logo

0 = N〈Y,∇f〉 = 〈∇NY,∇f〉+ 〈Y,∇N∇f〉

e daí

〈∇NY,∇f〉 = −〈Y,∇N∇f〉 = −〈Y, (Hessf)N〉. (2.17)

Além disso, como Y é Killing,

〈∇NY,N〉+ 〈∇NY,N〉 = 2〈∇NY,N〉 = 0,

isto é, ∇NY é tangente a Σ.

Usando (2.17), temos

〈∇Θ,∇f〉 = −〈AY > + (∇NT )>,∇f〉

= −〈AY >,∇f〉 − 〈∇NY,∇f〉

= −〈AY >,∇f〉 − 〈∇NY,∇f〉

= −〈AY >,∇f〉+ 〈Y, (Hessf)N〉, (2.18)

e de (2.18), obtemos

−〈AY >,∇f〉 = 〈∇Θ,∇f〉 − 〈Y, (Hessf)N〉. (2.19)
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Agora, voltemos nossa atenção para o primeiro termo no lado direito de (2.12):

−nY >H = −Y >(nHf − 〈∇f,N〉) = −nY >Hf + Y >〈∇f,N〉. (2.20)

Observe que

Y >〈∇f,N〉 = 〈∇Y >∇f,N〉+ 〈∇f,∇Y >N〉

= 〈(Hessf)Y >, N〉+ 〈∇f,∇Y >N〉

= 〈(Hessf)(Y −ΘN), N〉+ 〈∇f,−AY > + (∇Y >N)⊥〉

= 〈(Hessf)Y,N〉 −Θ〈(Hessf)N,N〉 − 〈∇f, AY >〉 (2.21)

pois (∇Y >N)⊥ = 0, já que ∇Y >N é tangente a Σ. Assim, de (2.20) e (2.21), obtemos

−nY >H = −nY >Hf + 〈(Hessf)Y,N〉 −Θ〈(Hessf)N,N〉 − 〈∇f, AY >〉. (2.22)

Usando as equações (2.22) e (2.19), podemos escrever

−nY >H = −nY > −ΘHessf(N,N) + 〈∇Θ,∇f〉. (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.12),

∆Θ = −nY >Hf −Θ(Hessf(N,N) + Ric(N,N) + |A|2) + 〈∇Θ,∇f〉, (2.24)

donde

∆fΘ = ∆Θ− 〈∇Θ,∇f〉

= −nY >Hf −Θ(Hessf(N,N) + Ric(N,N) + |A|2)

= −nY >Hf −Θ(Ricf (N,N) + |A|2) (2.25)

Agora, vamos encontrar expressões para Hessf(N,N) e Ric(N,N). Este último é ob-

tido no Corolário 7.43 de [7], e vale

Ric(N,N) = R̃ic(N∗, N∗)− 1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗)−Θ2 ∆̃fρ

ρ3 . (2.26)

Quanto ao outro, temos

Hessf(N,N) = 〈∇N∇f,N〉

= 〈∇N∇f,N∗ + 1
ρ2 ΘY 〉

= 〈∇N∇̃f,N∗〉+ 〈∇N∇̃f,
1
ρ2 ΘY 〉

= (H̃essf)(N∗, N∗)− 1
ρ2 Θ〈∇̃f,∇NY 〉 (2.27)

= (H̃essf)(N∗, N∗) + 1
ρ3 Θ2〈∇̃f, ∇̃ρ〉. (2.28)
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Para justificar (2.27), observe que

0 = N〈∇̃f, Y 〉 = 〈∇N∇̃f, Y 〉+ 〈∇̃f,∇NY 〉. (2.29)

Quanto a (2.28), se v é tangente a P×ρ R, então

2ρ〈∇ρ, v〉 = 〈∇ρ2, v〉 = vρ2 = v〈Y, Y 〉 = 2〈∇vY, Y 〉 = −2〈∇Y Y, v〉,

pois Y é Killing. Logo,

∇ρ = ∇̃ρ = −1
ρ
∇Y Y. (2.30)

Mas, dado qualquer campo V tangente a P, temos

0 = N∗〈Y, V 〉 = 〈∇N∗Y, V 〉+ 〈Y,∇N∗V 〉

= 〈∇N∗Y, V 〉,

então ∇N∗V é tangente a P. Assim, ∇N∗Y é ortogonal a P.

Como ∇NY = ∇N∗Y + 1
ρ2 Θ∇Y Y, concluímos de (2.30) que

〈∇̃f,∇NY 〉 = 〈∇̃f,∇N∗Y + 1
ρ2 Θ∇Y Y 〉

= 〈∇̃f,−1
ρ

Θ∇̃ρ〉,

completando a justificativa de (2.28).

Somando (2.26) e (2.28), temos

Ricf (N,N) = R̃ic(N∗, N∗) + H̃essf(N∗, N∗)− 1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗)

− 1
ρ3 Θ2

[
∆̃ρ− 〈∇̃f, ∇̃ρ〉

]
= R̃icf (N∗, N∗)−

1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗)− 1
ρ3 Θ2∆̃fρ. (2.31)

Substituíndo (2.31) em (2.25) e lembrando que Hf é constante, obtemos o resultado.

Dizemos que uma variedade Riemanniana Σn com função densidade f é f−parabólica

se toda função u : Σn → R suave limitada inferiormente tal que ∆fu ≤ 0 deve ser

constante. Nesse sentido, apresentamos agora o seguinte

Teorema 2.1. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal

que R̃icf ≥ −κ, para alguma constante κ > 0, e ρ uma função côncava com ∆̃fρ ≤ 0.
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Seja ψ : Σn → M uma hipersuperfície f−parabólica, two-sided, com curvatura f−média

constante, cuja função ângulo Θ tem sinal estrito. Se

|∇h|2 ≤ α

κρ2 |A|
2 (2.32)

para alguma constante α ∈ (0, 1), então Σn está contido em um slice de M .

Demonstração. Por hipótese, Θ não muda de sinal. Então podemos escolher o campo

normal N de modo que Θ > 0. Como ρ > 0 é côncava, podemos garantir que

1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗) ≤ 0.

Como ∆̃fρ ≤ 0, temos

−Θ2 ∆̃fρ

ρ3 ≥ 0.

Lembremos que a afirmação R̃icf ≥ −κ deve ser entendida no contexto de formas qua-

dráticas, ou seja, R̃icf (v, v) ≥ −κ〈v, v〉. Logo, da hipótese,

R̃icf (N∗, N∗) ≥ −κ|N∗|2.

Mas então aplicando o Lema 2.1 e levando em conta o que obtivemos acima temos

∆fΘ = −
(

R̃icf (N∗, N∗)−
1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗)−Θ2 ∆̃fρ

ρ3 + |A|2
)

Θ

≤ (κ|N∗|2 − |A|2)Θ

≤ (κρ2|∇h|2 − |A|2)Θ

≤ (α|A|2 − |A|2)Θ = (α− 1)|A|2Θ.

onde na penúltima desigualdade usamos o item (c) da Proposição 2.1 e na última usamos

a hipótese (2.32). Da última desigualdade acima e como α − 1 < 0, concluímos que

∆fΘ ≤ 0 em Σn e, como esta é f−parabólica, Θ deve ser constante. Mas então

0 = ∆fΘ ≤ (α− 1)|A|2Θ,

e assim |A|2 = 0. Pela hipótese (2.32), ∇h = 0, e portanto a função altura em Σn é

constante, mostrando assim que ela está contida em um slice de M.

O teorema a seguir contempla o caso κ = 0. Observe que agora não precisamos fazer

estimativas sobre |∇h|.
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Teorema 2.2. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal que

R̃icf ≥ 0 e ρ uma função côncava tal que ∆̃fρ ≤ 0. Seja ψ : Σn →M uma hipersuperfície

f−parabólica two-sided com curvatura f−média constante cuja função ângulo Θ tem sinal

estrito. Então Σn é totalmente geodésica. Além disso, se R̃icf > 0, então Σn está contida

em um slice de M .

Demonstração. Da mesma forma que no teorema anterior, podemos escolher N de modo

que Θ seja uma função positiva em Σn. Como ρ é côncava e ∆̃fρ ≤ 0, podemos garantir

que
1
ρ

H̃essρ(N∗, N∗) ≤ 0 e −Θ2 ∆̃fρ

ρ3 ≥ 0,

em P. Como por hipótese temos R̃icf ≥ 0, podemos agora voltar ao Lema 2.1 e escrever

∆fΘ ≤ −(R̃icf (N∗, N∗) + |A|2)Θ ≤ 0. (2.33)

Pela f−parabolicidade de Σn, Θ deve ser constante em Σn. Retornando a (2.33), nós

temos R̃icf (N∗, N∗) = |A|2 = 0, logo Σn é totalmente geodésica. Além disso, se R̃icf > 0,

então concluímos que N∗ = 0, logo |∇h| = 0, pela proposição 2.1 item (c), e portanto h

é constante e Σn está contida em um slice.

Para o próximo teorema, adotaremos a seguinte terminologia estabelecida na litera-

tura. Uma variedade com densidade Σf é dita L1
f−Liouville quando toda função su-

perharmônica (isto é, com f−laplaciano ≤ 0) não-negativa u ∈ L1
f (Σ) é constante, onde

L1
f (Σ) =

{
u : Σn → R;

∫
Σ
ue−fdΣ < +∞

}
. (2.34)

Teorema 2.3. Seja M = Pf ×ρ R um produto warped de Killing com densidade tal que

R̃icf ≥ −κ, para alguma constante κ, sendo ρ uma função côncava tal que ∆̃fρ ≤ 0. Seja

ψ : Σn → M uma hipersuperfície L1
f−Liouville com curvatura f−média constante e com

a função ângulo Θ tendo sinal estrito e tal que Θ ∈ L1
f (Σ).

(a) Se κ = 0, então Σn é totalmente geodésica. Além disso, se |∇h| ≤ α|A|β para algumas

constantes positivas α e β, então Σn está contida em um slice de M.

(b) Se κ > 0 e

|∇h|2 ≤ α

κρ2 |A|
2, (2.35)

para alguma constante α ∈ (0, 1) então Σn está contida em um slice de M.
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(c) Se κ < 0, então Σn está contida em um slice de M.

Demonstração. Escolhendo N apropriadamente, podemos fazer com que Θ > 0. Então:

(a) Da mesma forma que nos dois Teoremas acima, temos

∆fΘ ≤ −(R̃icf (N∗, N∗) + |A|2)Θ. (2.36)

Da hipótese R̃icf ≥ 0, (2.36) mostra que ∆fΘ ≤ 0. Como Θ ∈ L1(Σ) e Σ é

L1
f−Liouville, concluímos que Θ é constante. Portanto,

0 = ∆fΘ ≤ −(R̃icf (N∗, N∗) + |A|2)Θ ≤ 0, (2.37)

e daí R̃icf (N∗, N∗) = |A|2 = 0. Portanto, Σn é totalmente geodésica. Se |∇h| ≤ α|A|β,

então |∇h| = 0 e assim h será constante, mostrando que Σn está contida em um slice.

(b) Como

R̃icf (N∗, N∗) ≥ −κ〈N∗, N∗〉 = −κρ2|∇h|2,

obtemos de (2.36) e da hipótese que

∆fΘ ≤ (κρ2|∇h|2 − |A|2)Θ

≤ (α|A|2 − |A|2)Θ

≤ (α− 1)|A|2Θ ≤ 0.

Pelo mesmo motivo quem em (a), Θ será constante e |A|2 = 0, logo |∇h|2 = 0 e

portanto h é constante. Segue que Σn está contida em um slice.

(c) De (2.36), como κ < 0, temos

∆fΘ ≤ (κ|N∗|2 − |A|2)Θ

= (κρ2|∇h|2 − |A|2)Θ ≤ 0.

Analogamente a (b) e (a), Θ será constante, assim

0 = ∆fΘ ≤ (κρ2|∇h|2 − |A|2)Θ ≤ 0

⇒ κρ2|∇h|2 − |A|2 = 0

⇒ |A|2 = |∇h|2 = 0,

logo Σn está contida em um slice.
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Observação 2.1. Observe que nos dois primeiros teoremas acima podemos concluir que

ρ é constante. De fato, ρ > 0 e nos três teorema existe a hipótese ∆fρ ≤ 0. Como Σ é

um slice P × {t0}, concluímos nos Teoremas 2.1 e 2.2 que P é f − parabólica, logo ρ é

constante nestes casos.

Observação 2.2. A hipótese feita nos teoremas acima de a função ângulo Θ não mudar

de sinal é uma condição necessária, pois em um slice P × {c}, o vetor normal é N = ∂t

e assim Θ = 〈N, ∂t〉 = 〈∂t, ∂t〉 = ρ2 > 0. Logo, se Θ mudasse de sinal, então não haveria

como Σn ser slice.

Observação 2.3. Ser totalmente geodésica é uma condição mais fraca que ser um slice.

Por exemplo, tomando uma geodésica Γ ∈ H2 no plano hiperbólico H2 (no modelo do

semiplano, por exemplo), vemos que Γ×R é totalmente geodésica em H2×R, embora não

necessariamente seja um slice.



Capítulo 3

Resultados de rigidez via restrições

na função altura

3.1 Resultados tipo-Liouville com hipóteses sobre h

Nesta seção, vamos inicialmente apresentar a demonstração de uma fórmula para o lapla-

ciano da função altura h de uma hipersuperfície two-sided imersa em P×ρ R.

Lema 3.1. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided imersa em M = P×ρ R. Então

∆h = nHρρ
−2Θ,

onde nHρ = nH + 2〈∇ log ρ,N〉.

Demonstração. Lembrando que divY = 0, veja que

ρ−2∆h = ρ−2div(∇h) = ρ−2div(ρ−2Y >)

= ρ−2(ρ−2divY > + 〈∇ρ−2, Y >〉)

= ρ−2(ρ−2div(Y −ΘN) + 〈∇ρ−2, Y >〉)

= ρ−4(divY − div(ΘN)) + ρ−2〈∇ρ−2, Y >

= −ρ−4ΘdivN − ρ−4〈∇Θ, N〉+ ρ−2〈∇ρ−2, Y >〉

= ρ−4nH + ρ−2〈∇ρ−2, Y >〉

= ρ−4ΘnH + 〈∇ρ−2,∇h〉.

32
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Portanto,
∆h = ρ−2ΘnH + 〈ρ2∇ρ−2,∇h〉

= ρ−2ΘnH + 〈∇ log ρ−2,∇h〉

= ρ−2ΘnH + 〈∇ log ρ−2, ρ−2Y >〉

= ρ−2ΘnH + ρ−2〈∇ log ρ−2, Y >〉

= ρ−2ΘnH + ρ−2〈∇ log ρ−2, Y −ΘN〉

= ρ−2ΘnH− ρ−2Θ〈∇ log ρ−2, N〉

= ρ−2Θ(nH− 〈∇ log ρ−2, N〉)

= ρ−2Θ(nH + 2〈∇ log ρ,N〉)

= ρ−2ΘnHρ.

No argumento anterior, usamos o fato de ρ : P→ R não depender do parâmetro t ∈ R,

logo ∇ log ρ−2 ∈ TP, e assim 〈∇ log ρ−2, Y 〉 = 0.

No que segue, consideraremos o espaço das funções integráveis a Lebesgue definido

numa variedade Riemanniana Σn

Lp(Σ) =
{
u : Σn → R;

∫
Σn
|u|pdΣ < +∞

}
.

Acima, dΣ é a elemento de volume de Σn. Além disso, o volume de Σn é dado por
∫

Σ
dΣ,

podendo ser infinito. Para estabelecer o próximo teorema, precisaremos dos seguintes

resultados clássicos, ambos encontrados no trabalho de Yau [12].

Lema 3.2. Seja u ≥ 0 uma função subharmônica em uma variedade Riemanniana Σn

completa. Se u ∈ Lp(Σ) para algum p > 1, então u é constante em Σn.

Lema 3.3. Toda variedade Riemanniana completa não-compacta com curvatura de Ricci

não-negativa tem volume infinito.

Podemos agora enunciar e apresentar a prova do próximo resultado destas notas.

Teorema 3.1. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided, completa, imersa em P×ρR. Supo-

nha que Hρ e Θ tenham o mesmo sinal. Se a função altura h é não-negativa e h ∈ Lq(Σ)

para algum q > 1, então Σn é um slice. Além disso, se R̃ic ≥ 0 e h for positiva, então P

deve ser compacta.

Demonstração. Pela hipótese, HρΘ ≥ 0, logo o Lema 3.1 garante que ∆h ≥ 0. Como

h ≥ 0 e h ∈ Lq(Σ) para algum q > 1, o Lema 3.2 nos assegura que h é uma função

constante e isto significa que Σn é um slice P× {c} ⊂ P×ρ R.
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Se R̃ic ≥ 0 e h > 0, então

|h|qvolΣ = |h|q
∫

Σ
dΣ =

∫
Σ
|h|qdΣ < +∞

e assim o volume de Σn é finito. Pelo Lema 3.3, Σn = P × {c} deve necessariamente ser

uma variedade compacta.

Para apresentar a prova do próximo resultado, precisaremos da seguinte extensão de

um teorema devido a Hopf e que obtida por Yau em [12].

Lema 3.4. Seja u : Σn → R uma função suave em uma variedade Riemanniana Σn

completa cujo laplaciano ∆u não muda de sinal em Σn. Se |∇u| ∈ L1(Σ), então ∆u é

identicamente nulo em Σn.

Observação 3.1. O resultado acima foi generalizado por Caminha et. al. em [2] da

seguinte maneira: Seja M uma variedade Riemanniana n−dimensional completa, não-

compacta e orientada, e X ∈ X(M) tal que divX não muda de sinal em M . Se |X| ∈

L1(M), então divX = 0 em M .

Para os próximos resultados, consideraremos hipersuperfícies completas imersas em

um slab P× [a, b] de P×ρ R, onde [a, b] é um intervalo da reta.

Teorema 3.2. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided, completa, imersa em P ×ρ R e

contida em um slab desta variedade. Suponha que Hρ e Θ não mudam de sinal em Σn.

Se |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice de P×ρ R.

Demonstração. Pelo Lema 3.1, segue que ∆h = nHρρ
−2Θ ≥ 0, pois da hipótese, temos

HρΘ ≥ 0. Como |∇h| ∈ L1(Σ), o Lema 3.4 garante que ∆h é identicamente nulo em Σn.

Observe agora que

∆(h2) = 2h∆h+ 2〈∇h,∇h〉

= 2|∇h|2 ≥ 0. (3.1)

Como Σn está contida num slab, a função altura h é limitada, digamos |h| ≤ b, com b ∈ R

positivo. Portanto, observando que |∇(h2)| = 2|h||∇h|, segue que
∫

Σ
|∇(h2)|dΣ =

∫
Σ

2|h||∇h|dΣ ≤ 2b
∫

Σ
|∇h|dΣ < +∞, (3.2)
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pois |∇h| ∈ L1(Σ). Portanto, de (3.2), concluímos que |∇(h2)| ∈ L1(Σ), e usando o Lema

3.4 novamente, obtemos que ∆(h2) = 0. Segue de (3.1) que |∇h|2 = 0 e portanto h é

constante, logo Σn está contida em um slice. Como Σn é completa, ela é não-estendível,

e portanto deve ser um slice de P×ρ R.

O corolário abaixo segue imediatamente do Teorema 3.2.

Corolário 3.1. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided completa, que está contida em um

slab de P ×ρ R. Suponha que Hρ e Θ não mudam de sinal Σn. Se Σn é parabólica, então

Σn é um slice de P×ρ R.

Observação 3.2. Parabolicidade significa que toda função u : Σn → R limitada inferior-

mente suave com ∆u ≤ 0 deve ser constante. A demonstração do corolário é imediata,

pois h é limitada e ∆(−h) ≤ 0,

3.2 Gráficos de Killing inteiros

Seja M é uma variedade Riemanniana (n + 1)−dimensional, Y ∈ X(M) é um campo

de Killing cuja distribuição ortogonal é integrável (nas mesmas condições da seção 1 do

Capítulo 2 deste texto) e P é uma folha integral deste distribuição. Dada u : P → R é

suave, de acordo com [3], a hipersuperfície

Σ(u) = {Ψ(u(x), x);x ∈ P} ⊂M

é chamada de gráfico de Killing inteiro associada a função u ∈ C∞(P).

Da mesma maneira que fizemos no capítulo 2, não trabalharemos com Σ(u) da maneira

definida acima. Na realidade, consideraremos o produto warped P×ρ R em vez de M, o

campo ∂t em vez de Y, e dada u : P→ R suave, Σ(u) será simplesmente

Σ(u) = {(x, u(x)) ∈ P×ρ R;x ∈ P} . (3.3)

Observamos que a situação em (3.3) é análoga a de um gráfico em Rn+1 de uma função

suave f : Rn → R. Por isso, faremos o exemplo abaixo para motivar o cálculo da métrica

Riemanniana de (3.3).

Exemplo 3.1. Seja f : Rn → R suave e G ⊂ Rn+1 o seu gráfico, isto é, o conjunto

G =
{

(x, f(x)) ∈ Rn+1;x ∈ Rn
}
.
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Vamos calcular a primeira forma fundamental de G, ou seja, sua métrica Riemanniana.

A função F : Rn → G dada por F (x) = (x, f(x)) é um sistema de coordenadas global em

G. A diferencial de F em x ∈ Rn é

dFx(v) = (v, dfx(v)) ∈ Rn × R. (3.4)

Logo, dados v, w ∈ TF (x)G, temos v = dFx(v0) e w = dFx(w0), para alguns v0, w0 ∈ TxRn.

Então

〈v, w〉G = 〈dFx(v0), dFx(w0)〉G

= 〈(v0, dfx(v0)), (w0, dfx(w0))G

= 〈v0, w0〉Rn + dfx(v0)dfx(w0). (3.5)

Motivados pelo exemplo acima, seja F : P→ Σ(u) dada por F (x) = (x, u(x)). Mostre-

mos primeiro que F é um difeomorfismo. De fato, F é por definição de Σ(u) uma função

sobrejetiva e injetiva. A inversa de F é a projeção F−1(x, t) = x, com (x, t) ∈ Σ(u). Como

F e a projeção são suaves, ela é difeomorfismo. Portanto, dados v, w ∈ TF (x)Σ(u), existem

v0, w0 ∈ TxP tais que v = dFx(v0) = (v0, dux(v0)) e w = dFx(w0) = (w0, dux(w0)). Então

〈v, w〉Σ(u) = 〈dFx(v0), dFx(w0)〉P×ρR

= 〈v0, w0〉P + ρ2(x)dux(v0)dux(w0).

Podemos, com um abuso de notação, dizer que a métrica Riemanniana em Σ(u) é dada

por

〈, 〉Σ = 〈, 〉P + ρ2du2.

No exemplo 3.1, uma pergunta natural é a seguinte: em que condições podemos ga-

rantir que f é constante, isto é, que G ⊂ Rn+1 é um hiperplano? Uma resposta a esta

pergunta foi dada por Bernstein, supondo que a curvatura média de G é constante.

Da mesma forma, existe a pergunta: em que condições u : P→ R é constante, ou seja,

Σ(u) é um slice? Uma resposta é dada no Teorema 3.3. Antes de enunciá-lo, precisamos

calcular o campo N , normal unitário a Σ(u), e a função ângulo Θ = 〈∂t, N〉Σ(u).

Dado um vetor X tangente a P×ρ R, escreva X = X∗ + λ∂t, com X∗ tangente a P e

λ ∈ R. Então

〈X, ∂t〉 = 〈X∗, ∂t〉+ ρ2λ〈X, ∂t〉 = ρ2λ, (3.6)
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logo

λ = 1
ρ2 〈X, ∂t〉.

Se g : P×ρ R→ R é a função g(x, t) = t− u(x), então

Xg = X∗g + 1
ρ2 〈X, ∂t〉∂tg

= X∗g + 1
ρ2 〈X, ∂t〉

= −du(X∗) + 1
ρ2 〈X, ∂t〉

= 〈−∇̃u,X〉+ 1
ρ2 〈X, ∂t〉

= 〈−∇̃u+ 1
ρ2∂t, X〉. (3.7)

Isto mostra que ∇g = −∇̃u+ 1
ρ2∂t, e como Σ(u) = g−1(0), o vetor normal unitário a

Σ(u), pela Proposição 1.14, é

N = ∇g
|∇g|

.

Mas, observe que

|∇g|2 = |∇̃u|2 + | 1
ρ2∂t|

2

= |∇̃u|2 + 1
ρ4ρ

2

= |∇̃u|2 + 1
ρ2

= ρ2|∇̃u|2 + 1
ρ2 , (3.8)

e como ∇̃u ⊥ ∂t, segue que

N = ρ

(1 + ρ2|∇̃u|2)1/2 (−∇̃u+ 1
ρ2∂t), (3.9)

logo

N∗ = ρ

(1 + ρ2|∇̃u|2)1/2 (−∇̃u) (3.10)

Além disso,

Θ = 〈N, ∂t〉

= ρ2 ρ

(1 + ρ2|∇̃|2)1/2
1
ρ2

= ρ

(1 + ρ2|∇̃|2)1/2 > 0. (3.11)
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O resultado a seguir é uma consequência do Teorema 3.2 para gráficos de Killing

inteiros.

Teorema 3.3. Seja Σ(u) um gráfico de Killing inteiro que está contido em um slab de

P ×ρ R, cuja base P é completa. Suponha que Hρ e Θ não mudam de sinal em Σ(u). Se

|∇̃u| ∈ L1(P), então Σ(u) é um slice de P×ρ R.

Demonstração. Seja X um vetor tangente a Σ(u). Utilizando a função F (x) = (x, u(x))

vista acima, temos

〈X,X〉Σ = 〈X0, X0〉P + 1
ρ2du(X0)2

≥ 〈X0, X0〉P,

onde X = dF (X0). Isto implica que, dada uma curva γ em Σ(u), teremos

L(γ) ≥ L(γ0), (3.12)

onde γ0 é a curva em P tal que F ◦ γ0 = γ. Por outro lado, dada uma curva divergente γ :

[0,+∞)→ Σ(u), a curva γ0 : [0,+∞)→ P também é divergente, pois F é difeomorfismo.

Como P é completa, a Proposição 1.16 mostra que L(γ0) = +∞. Por (3.12), concluímos

que Σ(u) é completa, pois L(γ) = +∞. Agora, note que

|∇h|2 = 1
ρ2 |N

∗|2 = 1
ρ2

ρ2

1 + ρ2|∇̃u|2
|∇̃u|2

= |∇̃u|2

1 + ρ2|∇̃u|2
≤ |∇̃u|2.

Como |∇̃u| ∈ L1(P), pelo Teorema 3.2, u deve ser constante, logo h também é constante,

e portanto Σ(u) deve ser um slice de P×ρ R.

3.3 Variedades estocasticamente completas

Esta seção tem como objetivo provar um teorema tipo-Liouville para variedades estocasti-

camente completas. Uma definição usual deste objeto geométrico é a seguinte, encontrada

em Lima et. al. [4]: uma variedade Riemanniana Σn é dita estocasticamente completa se,

para algum (e, portanto, para qualquer) (x, t) ∈ Σn× (0,+∞), o núcleo do calor p(x, y, t)

do operador de Laplace-Beltrami ∆ satisfaz a propriedade de conservação∫
Σ
p(x, y, t)dµ(y) = 1.
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Não vamos trabalhar com esta definição, pois ela exigiria uma série de conceitos que

fogem ao escopo deste trabalho.

No entanto, é sabido que uma variedade Σn é estocasticamente completa se, e somente

se, vale uma versão mais fraca do conhecido princípio do máximo de Omori-Yau, que foi

estabelecido por Pigola et. al em [8]. Sumarizamos este resultado no Lema abaixo.

Lema 3.5. Uma variedade Riemanniana Σn é estocasticamente completa se, e somente

se, para toda função u ∈ C2(Σ) satisfazendo supΣ u < +∞, existe uma sequência de

pontos {pj} em Σn tal que

lim
j→+∞

u(pj) = sup
Σ
u e lim sup

Σ
∆u(pj) ≤ 0.

Segue imediatamente do lema 3.5 que Σn é estocasticamente completa se, e somente

se, para toda u ∈ C2(Σ) com inf
Σ
u > −∞, existe uma sequência {pj} em Σn tal que

lim
j→+∞

u(pj) = inf
Σ
u e lim inf

j→+∞
∆u(pj) ≥ 0.

Precisaremos também do seguinte resultado devido a Yau [11].

Lema 3.6. Toda função harmônica positiva definida em uma variedade Riemanniana

n−dimensional (n ≥ 2) completa Σn com Ric ≥ 0 é constante.

Agora, estamos em condições de apresentar o último resultado dessa dissertação que

estabelece o seguinte:

Teorema 3.4. Seja Σn uma hipersuperfície two-sided que está contida em um slab de

P×ρ R. Se Hρ é constante e Θ é não-negativa, então Σn é ρ−mínima, isto é, Hρ = 0 em

Σn. Se, além disso, Σn é completa com Ric ≥ 0, então ela é um slice de P×ρ R.

Demonstração. Inicialmente, observamos que do Lema 3.1 segue que

∆h = nHρρ
−2Θ. (3.13)

Suponha primeiro que Hρ ≥ 0. Levando em conta que h é limitada e Σn é estocasticamente

completa, o Lema 3.5 garante a existência de uma sequência {pj} em Σn satisfazendo

lim
j→+∞

h(pj) = sup
Σ
h e lim sup

Σ
∆h(pj) ≤ 0.

Consequentemente, como a função ângulo Θ é não-negativa, segue do fato anterior que

0 ≥ lim sup ∆h(pj) = nHρ lim sup ρ−2(pj)Θ(pj) ≥ 0.
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Portanto, Hρ = 0 e com isto Σn é ρ-mínima. Agora, supondo que que Hρ ≤ 0, aplicamos

novamente o Lema 3.5 para encontrar uma sequência {pj} em Σn tal que

0 ≤ lim inf ∆h(pj) = nHρ lim inf ρ−2(pj)Θ(pj)

= −Hρ lim sup
[
−ρ−2(pj)Θ(pj)

]
≤ 0,

e, desse modo, concluimos novamente que Hρ = 0. Pela igualdade em (3.13), segue que

h é uma função harmônica. Como h é limitada, existe c ∈ R tal que h − c > 0. Se Σn é

completa e Ric ≥ 0, então h é constante pelo Lema 3.6. Portanto, Σn é um slice.
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