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“O SENHOR dos FEzércitos jurou, di-
zendo: Como pensei, assim sucederd, e

como determinet, assim se efetuard".

[saias 14;24.



Resumo

Apresentamos um Método Interior Proximal para resolver problemas nao convexos, pro-
blemas de otimizacao onde a funcao objetivo é dada pela diferenca de duas funcoes con-
vexas (funcdo DC). Para este fim, consideramos um método proximal linearizado com
distancia proximal como regularizacao. Analise de convergéncia de escolhas particulares
de distancia proximal, como distancia proximal de segunda ordem e distancia de Bregman,

sao consideradas.
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Abstract

We present an interior proximal method for solving constrained nonconvex optimization
problems where the objective function is given by the difference of two convex function
(DC function). To this end, we consider a linearized proximal method with a proximal
distance as regularization. Convergence analysis of particular choices of the proximal
distance as second-order homogeneous proximal distances and Bregman distances are

considered.
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Introducao

Nesta dissertacao abordaremos o problema de encontrar o ponto critico de uma func¢ao nao
convexa f : R™ — R restrita a um conjunto convexo, fechado e nao vazio C. Consideremos
o seguinte problema:

{cneig f(x) (1)

que é equivalente a

min (f(x) + dc(x)),

x€eRM

onde 6¢c : R™ — R U{oo} é dada por

0, sexeC
dc(x) =

oo, sex ¢ C,
¢ a funcado indicadora do conjunto C, a qual é propria, convexa e semicontinua inferior (ver
Secao 1 do Capitulo 1 para maiores detalhes). Focaremos especialmente nas subclasses
de fungoes localmente Lipschitz (ndo-convexas) f: R™ — R a qual pode ser escrita como

diferenca de duas fungoes convexas (Fungoes DC), isto é,

com func¢oes componentes g, h : R — R convexas e semicontinuas inferior. O problema
tem diversas aplicacoes em Ciéncias e Engenharias, além disso, generaliza o problema
de minimizagao convexa (quando h = 0). De modo geral o problema (1) ndo é facil de

ser resolvido, sendo assim nosso objetivo é encontrar s € 0°f(x) tal que
<Say_7_(> 20,‘79 < C7 (2)

onde X, é chamado de ponto critico de f e 0°f é denotado como subdiferencial de Clarke
de f (ver se¢do 1 do Capitulo 1 para maiores detalhes). Vamos denotar por S o conjunto

de todos os pontos criticos de f que nesta dissertacao vamos considerar diferente de vazio.

1



Sumario 2

Em 1986, o Algoritmo para fun¢des DC foi introduzido por Pham Dinh e El Bernoussi
[18]. E recentemente desenvolvido extensivamente para se tornar agora um campo de
pesquisa frutifero em ambos pontos de vista teodrico e de aplicacao. Nosso foco principal é
o Método do Ponto Proximal. Este método foi introduzido por Martinet [8] e Moreau [9]
e popularizado por Rockafellar [I3] no contexto de operadores monétonos. Varios autores
desenvolveram o método de ponto proximal para resolver problema de programacao DC,
a saber, [17, 11l 15 [7]. Para resolver o problema utilizaremos o Método Interior
Proximal Linearizado desenvolvido por Cruz Neto et al.[7], e mostraremos a analise de
convergéncia utilizando a distancia proximal como regularizacao.

Na secao 1 apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades basicas de fungoes con-
vexas. Na secao 2 apresentaremos defini¢oes e propriedades sobre distancia proximal e
sua distancia proximal induzida associada, bem como Distancia de Bregman e Distancia
Proximal Homogénea de Segunda Ordem, exibiremos exemplos conhecidos de distancia
proximal. Na secdo 3 apresentaremos o Método Interior Proximal (MIP) e faremos a ané-
lise de convergéncia para Distancia Proximal Homogénea de Segunda Ordem e distancia

de Bregman.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Fatos Basicos

Neste capitulo, apresentaremos nocoes basicas de analise convexa que serao aborda-
das ao longo dessa dissertacao. Dado C C R™, denotaremos por int C, fr C e C
como o interior, a fronteira e o fecho de C, respectivamente. Consideremos R} =

xeR™ %20, je{l,--- ,njfe R, =int RT}.

Definicao 1.1.1. Uma funcao f : R™ — R U {oo} € dita prépria se o dominio efetivo,

denotado por dom f:={x € R™ : f(x) < oo} € um conjunto ndo vazio.

Definicao 1.1.2. Dizemos que a funcao f: R™ — RU{oco} é semicontinua inferiormente

(sci) no pontox € dom f, quando para qualquer sequéncia {xk} C R™ tal que klim x* =x,
—00

tem-se

f(x) < liminf f(x*).

k—o0

Definicao 1.1.3. Dizemos que a funcao f: R™ — RU{oo} € semicontinua superiormente

(scs) no ponto x € dom f, quando para qualquer sequéncia {Xk} C R™ tal que klim xk =
—00

X, tem-se

lim sup f(x*) < f(x).

k—o0

Definicao 1.1.4. Dizemos que a funcdo f: R™ — R U{oo} € coerciva no conjunto C se

K = k

para toda sequéncia {Xk} C C tal que lim ||x oo ou lim x* =% € C\ C implicar
k—o0 k—o0

lim sup f(x*) = oo.
k—o00
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Teorema 1.1.1. Seja f : R™ — R U{oo}, prdpria, sci e coerciva em C C dom f, com

C # 0, entao f possui minimizador global em C.

Demonstracao. Seja X € C, entdo o conjunto de nivel L(f(x)) ={x € C : f(x) < f(X)} é
diferente de vazio. Além disso,
1) L(f(X)) é limitado.

Com efeito, suponha por absurdo que L(f(X)) ndo seja limitado, isto é, I{x*} C L(f(x))

tal que [|[x*|] = oo. Temos entdo,

usando a coercividade de f,

oo = limsup f(x*) < f(x).
k—o0

Absurdo, logo L(f(x)) é limitado.
2) L(f(x)) é fechado.

De fato, suponha por absurdo que 3{x*}  L(f(X)) tal que x* — x® € L(f(X))\L(f(X)).
Observe que,

L(f(x)) =Cn{xeR™ : f(x) < f(x)},

o conjunto {x € R™ : f(x) < f(X)} é fechado (pois f & sci). Entdo x* — x° € C\ C, pela

coercividade de f em C, temos que

lim sup f(x*) = oo,
k—o00

isto contradiz o fato de {x*} C L(f(X)), logo L(f(X)) & fechado. Assim L(f(X)) ¢ compacto
e nao vazio. Por Weierstrass, existe um minimizador x € L(f(x)). Seja x € C\ L(f(x)),
logo

f(X) < f(x) < f(x),

isto mostra que X ¢ minimizador global em C. O]

Definicao 1.1.5. Seja C C R™ um conjunto convexo. Dizemos que f: C — R U {oo} €

convera em C se Vx,y € C e x € [0, 1]
floox + (1 — o)y) < af(x) + (1 — o) f(y).

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para todos

x#yeaec(0,1).
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Teorema 1.1.2. Sejam C CR™ e f; : C > RU{o0}, i =1, ... ,p funcgoes converas em

C. Entao para quaisquer w; € R, a funcao f: C — R U{oo} dada por

¢ convexa em C.

Demonstrac¢ao. Para x,y € C e « € [0, 1] quaisquer, temos que

P
flox+(1—o)y) = D pifiloax+ (1 —a)y)

i=1
< ) i (afi(x) + (1 — a)fi(y))
1:119 P
= a) wh)+01-a)) wfily)
i=1 i=1

= of(x) + (1 — x)f(y).
]

Teorema 1.1.3. (Teorema de Minimiza¢io Convera) Sejam f : R™ — R U {oo} uma

func¢do convexa num conjunto convexo, nao vazio C C dom(f). Entao:
1. Todo minimizador local do problema min f(x) sujeito a x € C € global;
2. 0 conjunto dos minimizadores é convero,
3. Se f € estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstracao. (1) Suponha por absurdo que exista um minimizador local X tal que nao
seja global, isto é,

dy e C: f(y) < f(x).

Considere z(a) = ay + (1 — a)x € C, Vo € [0, 1]. Por hipotese f é convexa em C, dai

f(z(e) = flay + (1 —)x)
< af(y) + (1 — x)f(x)
= f(x) + o(f(y) — f(x))

< f(x).
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Para o > 0 suficientemente pequeno, temos que z(«) esta proximo de X, além disso temos
que,

f(z(a)) < f(X).

Absurdo, pois isso contraria a hipotese de X ser minimizador local. Entao todo minimi-

zador local é global.

(2) Sejam S C C o conjunto dos minimizadores de f em C e v € R o valor 6timo do
problema, ou seja, f(x) = v, Vx € S. Sejam x,y € S, pela convexidade de f, para todo
x € [0, 1], temos que
flax+ (1 —o)y) < af(x) + (1 —a)f(y)
= v+ (1 —oa)v

= .

Isto mostra que (1 —t)x+ty € S, Vo € [0, 1], ou seja, S é convexo.

(3) Suponha por absurdo que existam x,X € S C C com x # X. Por hipotese f é es-
tritamente convexa, logo para « € [0, 1],
flaox + (1 —a)x) < of(x)+ (1 —)f(X)
= oav+ (1 —a)v
= .
Absurdo, pois contraria o fato de v ser o valor 6timo. Portanto o minimizador é nico. [

Definicao 1.1.6. Seja f : R™ — R uma funcao. Dizemos que f € localmente Lipschitz

em x € R™ se existem uma constante Ky >0 e € > 0 tais que
[fly) — f(z)] < Killy —zll, Vy,z € B(x, ¢€)
onde B(x,e) ={w € R"™ : |lw—x|| < ¢} denota a bola aberta de centro em x e raio € > 0.

Definicao 1.1.7. Seja f: R™ — R uma funcao localmente Lipschitz em x € R™ ev € R™.

A derivada direcional de f em x na direcao v denotada por f°(x,v) (derivada direcional

de Clarke) é definida por

f tv) — f
f°(x,v) = limsup y+tv) (y),
y—x tl0 t
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e o subdiferencial de Clarke de f em x, denotado por 0°f(x) € definido como,
0°f(x) ={w e R™ : (w,v) <f°(x,v), Yv € R"}.

A sequir, no item (a) da Proposicao mostraremos que o limite acima existe pelo

fato de f ser Lipschitz, e como consequéncia o subdiferencial estd bem definido.
Proposicao 1.1.1. Seja f : R™ — R uma funcao localmente Lipschitz em x € R™. Entdo:

a) A fungcao v — £°(x,V) € finita e subaditiva em uma bola.

b) f°(x,—v) = —f°(x,v), Vv € R™;

c) fo(x,Av) = Af°(x,v), VA >0, Vv € R";

d) 0°(B - f)(x) =P -0°f(x), VB € R.

Demonstracao. (a) Por hipotese f é localmente Lipschitz em x € R™, entdo
[t(z) = f(y)l < Kllz—yll, Vz,y € B(x, ¢).

Defina z = y + tv para t suficientemente proximo de 0. Seja y suficientemente préximo
de x, temos que

Ty +tv) — f(y)| < Ktliv]l.

Assim,
f tv) — f f tv) —f
[y + ) —fly) _ Iy +00) —Fy)l
t t
isto é,
f tv) — f
lim sup y+ o) = fly) < K]vll.
y—x t)0 t
Vamos mostrar a subaditividade, por definicao
f tv+tw) —f
f°(x,v+w) = limsup (y+tv +tw) W)
y—x tl0 t
f tv+tw) —f t f tw) —f
< limsup y+tv+tw) y -+ tw) + lim sup ly +tw) W)
y—x t]0 t y—x t0 t

= f(x,v) +f°(x,w).

(b) Por definicao,
fly —tv) — f(y)

f°(x,—v) = limsup
y—x t)0 t
) f(u) — fu+ tv)
= limsup
u—x tl0 t
. flu+tv) —f(u)
= —limsup
u—x t}0 t

= —f° (X7 V)a
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onde na segunda igualdade fizemos y — tv = u.

(c) Por definicao,

f tAV) —
f°(x,Av) = limsup (y + thv) )
y—x tl0 t
tAV) —
= A-limsup fly +tAv) — f(y)
y—x t)0 tA
lim sup fly 4+ ) —1f(y)

A
y—x nlo 25
A-f° (XJ V)J

onde na terceira igualdade fizemos tA = p.

(d) Para 3 > 0.

w e 0°(Bf)(x)

R
T 7 2

<

VA

=

=

™

=

¢

¢

Para 3 = —1,

w e o(—f)(x)

r ¢ ¢ T O

onde na terceira equivaléncia fizemos u = —v. O

Teorema 1.1.4. Sejam @, : R™ — R funcoes tais que @ € localmente Lipschitz,

localmente Lipschitz e diferencidvel. Entao,

(@ —) =0°@ —0°b =0°¢ — {V}
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Demonstragao. Ver [5], pagina 39. ]

Definicao 1.1.8. Seja f : R™ — RU{oo} uma funcgdo convexa. A derivada direcional de f
em x € dom f na direcio v denotada por f (x,v) (derivada direcional de Fenchel-Moreau)

¢ definida por
, f tv) — f
f (x,v) = lim (x+ ) (X),
t—0+ t

caso o limite acima exista (consideremos oo como limite). Como na defini¢ao de derivada
direcional de Clarke, o item (a) da Proposi¢ao ¢ satisfeito, pois o Subdiferencial de
Clarke coincide com o Subdiferencial de Fenchel-Moreau. [ver Teorema :

Definigao 1.1.9. Seja f: R™ — RU{oco} uma funcdao convexa, definimos o subdiferencial

de Fenchel-Moreau de f em x (denotado por 9f(x)) como

3(x) weR"™ : (wyz—x)+f(x) <f(z), Zze R"}, sex € dom f
X)) =

0, se x ¢ dom f,

onde o w é dito o subgradiente de f em x. Denotaremos o dominio do operador
subdiferencial como,

dom 9of(x) = {x € R™; of(x) # 0}.

Teorema 1.1.5. Seja f: R™ — R U {oo} uma fun¢ao propria e convera. Se x € dom f

entdo 0f(x) # 0.
Demonstragao. Ver [12], pagina 217. O

Teorema 1.1.6. Seja f: R™ — R U{oo} uma funcao convera e x € dom f. Entdo w €

um subgradiente de f no ponto x se, e somente se,
(w,v) < f'(x,v), Vv e R".

Demonstracao. (<) Por defini¢ao,

) = lim f(x+tv)—f(x).

t—0t t

. f(x +tv) —f(x -
como a funcao t — ( t) ) ¢ nao decrescente, temos

f(x + tv) — f(x)

(w,v) <
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Dati,
(w, tv) < f(x + tv) — f(x).
Fazendo z = x + tv, temos que
(w,z—x) + f(x) < f(z), Vz € R™
(=) Por hipotese w € 0f(x), ou seja,
(w,z—x) + f(x) < f(z), Vz € R™
Defina z = x + tv,
(w.v) < f(x +tv) — f(x).
t
Fazendo t — 0%, obtemos (w,v) < f (x,v), Vv € R™ ]

O Teorema a seguir mostra que se f é convexa o subdiferencial de Clarke coincide com

o subdiferencial classico de Fenchel-Moreau.

Teorema 1.1.7. Sejam C C R™ um conjunto convezxo, nao vazio e f : C — R uma funcao

localmente Lipschitz em x € C. Se f é conveza em C entdo f°(x,v) = f (x,v) para cada

v € R™ e 0°f(x) = of(x).

Demonstracao. Por hipotese, f é localmente Lipschitz em x € C, ou seja, 36 > 0 tal que,

de

fly) — 601 < Ky —xl. ¥y € B (x5

com ¢ > ( arbitrario e K > 0 constante de Lipschitz (dependendo de x). Note que,

podemos escrever

ﬂy+h0—ﬂm.

fo(x,v) =lim  sup sup
510 Se 0<t<s t
y—xll<z3

2K

Como f é convexa, temos que a funcao

twa+ww4wx
y

é nao decrescente em 0 < t < 6. Consequentemente,

ﬂy+&0—ﬂw'

e =1
(x,v) 61%1 sup 5. 5
ly—xl<z7,

2K



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 11

Logo, para 0 < 6 suficientemente proximo de zero,

[ (x,v) — £ (x, V)| = f(9+5V5)—f(y)_f(x+6v6)—f(x)
fly +&6v) — f(x +&v)  f(x) —f(y)
_ 5 100 ‘
o |y +8v) —flx +8v) ’f(x)_f(y)'
< : :
< Xy
5
o 2K e
5 2K
= E&.

Finalmente,
0°f(x) = weR™ : (w,d) <f°(x,d), Vd € R"}
= (weR™: (w,d) <f(x,d), Vd e R"}
= Of(x).
0

Teorema 1.1.8. Seja f: R™ — R U{oo} convera. Entao X é minimizador de f em R™

se, e somente se, 0 € 0f(X).
Demonstracao. Note que,
X ¢ minimizador < f(x) < f(x), Vx € R"
& (0,x —X) + f(x) < f(x), Vx € R"
& 0 € of(x).
O
Teorema 1.1.9. Sejam @, : R™ — R U{oo} fungdes convezas tais que int(dom @) N
int(dom V) # 0, entao
o(@ +1) =0¢ + ).

Demonstragao. Ver [19], pagina 79. ]

Definicao 1.1.10. Dado um conjunto convexo, fechado e nao vazio C C R™, o cone

normal de C no ponto x € R™ € dado por,

{seR™ : (s,y—x) <0, VYyeC}, sexeC
Nc(x) =

0, sex & C.
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Exemplo 1.1.1. Seja C C R™ um conjunto convexo, fechado e ndao vazio. A func¢ao

dc : R™ — R U{oo} dada por:

0, sexeC
Sc(x) =
oo, sex¢ C,

chamada funcao indicadora de C. Mostraremos que tal funcdo € propria, convexa, sci e

o subdiferencial coincide com o cone normal de C.

1) E propria, pois sendo C # 0 = dom(5¢) # 0.

2) E conveza, pois como C é convezo entdo Vx,y € C e o € [0,1] tem-se que
ax+ (1 —a)y € C,
assim,

0 = dclax+(1—a)y)
< a-0+(1—x)-0
= o 8c(x) + (1 —a)dc(y).
Ou seja, dc(ox + (1 —a)y) < adc(x) + (1 — a)dc(y), ¥x,y € C e x € [0,1].

3) 6¢c € sci em C.

De fato, seja {x*} C R™ tal que x* — x € C entdo,
0 = ¢ (x) < liminf 8¢ (x*),

onde esse limite inferior € 0 ou oco.
4) 96¢(+) = Nc(+).

Com efeito, seja s € 0dc(x), por definicao

{8,y —x) +dc(x) <dc(y)

i) Se x ¢ C, temos dois casos para .
a) Sey ¢ C, tem-se

o0 < 00.

b) Sey € C, tem-se
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absurdo, logo 0dc(x) =0, se x ¢ C.
i) Se x € C, temos dois casos para .
a) Sey ¢ C, tem-se

<Say _X> < 00.

b) Sey € C, tem-se
<S>y _X> < 0.

Logo, por (a) e (b) temos que (s,y —x) < 0. Portanto,

{seR™ : (s,y—x) <0, VYyeC}, sexeC
0dc(x) =

0, sex ¢ C
= Nc(X).

Teorema 1.1.10. Seja f: R™ — R U{oco} uma funcao convera. Se X é um minimizador

global em um conjunto convexo, fechado e nao vazio C C dom f, entao
0 € of(X) + N¢(X).

Demonstracao. Note que,

Ixneig f(x) & irelliRI}I(f(x) +6.(x))

Pelo Teorema e|l.1.9] temos que X é solucao do problema acima se, e somente se,

0€d(f(-) +8.(-))(X) = Of(X) + 35.(%)
= Jf(X) + N.(X).

O

Teorema 1.1.11. Seja f: R™ — R U{oo} uma func¢dao conveza, se f for diferencidvel em

x € C C dom f, entao of(x) = {Vf(x)}.

Demonstragio. Suponha f diferenciavel em x € C, logo temos que f (x,-) = (Vf(x),-).

Seja w € 0f(x), pelo Teorema [1.1.6]

(w,v) < (Vf(x),v),¥v e R™
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Logo,
0 < (VFf(x) —w,v) Vv € R™.

Escolha v = —(Vf(x) —w), dai
0 < —IVF(x) —wll*.
Portanto, Vf(x) —w = 0, ou seja, Vf(x) = w. ]

Teorema 1.1.12. Sejam C C R™ um conjunto nao vazio e f : C — R uma funcao

localmente Lipschitz em x € C. Entao f°(x,v) € semicontinua superior.

Demonstracdo. Sejam {x¥} € C e {v¥} € R™ sequéncias com lim x* = x e lim v® = v.
k—o0 k—o0
Pela definicao de limite superior, temos que Vk > 0, existem x*, y* e t; > 0, com {y*}

suficientemente préoximo de x tais que,

D ) — 1Y)

fo(xk, vk) — =
tx
_ Yt e YY) flyE ) | FlYS o te)
N th th th
YR V) — YR+ tey) L fly* + tv) — f(y*)
N th th '
Assim,
1 | fy* +tev) —fyc +t fly* + tv) — fly*
fo(Xk,Vk) < E_’_‘ (U + tv )t (y + kv) + (y + 11\)) (y )
K Kk

1 fly® + tev) — f(y*
k te

Passando o limite superior na desigualdade acima,

1 fly* + tiv) — f(y*
lim sup f°(x*, v*) < lim sup (iﬂka—vlw e )).

k—00 k—00 ty

Portanto,

lim sup °(x*, vF) < °(x, v).
k—o0

]

Teorema 1.1.13. Sejam C C R™ um conjunto fechado, convero e nao vazio, f: C — R
uma funcao localmente Lipschitz em x € C e D C C um conjunto limitado. Entdao o

conjunto U 0°f(x) € limitado. Além disso, se f é convexa em C, entao U of(x) é
xeD xeD
limitado.
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Demonstracao. Suponha por absurdo que U 0°f(x) nao seja limitado, ou seja, existem
xeD

{x*} c D e {w*} C R™ tais que w* € 9°f(x*) e |[w*|| = oo quando k — oco. Defina,

k wk

vV = .
[

Logo a menos de subsequéncia temos que, lim x* =x e lim v* =v. Entéo,
k—o00 k—o0

(W, VE) < 2,09

Tomando o limite superior na desigualdade acima,

oo = limsup [w¥|| = limsup(w*,v¥)
k—o0 k—o00
< limsup (x5, v¥)
k—o0
< fo(x,v).

Absurdo, pois f°(x,v) é finito. Portanto o conjunto U 0°f(x) é limitado. A dltima
xeD

afirmacao segue pelo Teorema [1.1.7] [
Teorema 1.1.14. Sejam C C R™ wm conjunto nao vazio e f : C — R uma funcao
localmente Lipschitz em x € C. Sejam {w*} C R™, {x*} C C tais que w* € 9°f(x*), Vk >
0 e x* = X quando k — oco. Entao {W¥} ¢ limitada e todos os seus pontos de acumulacdo

pertencem a 0°f(X).

Demonstracao. Por definicao,
wk € 0°F(x5) & (Wk V) < (x5, v), v e R™

Logo, w¥ ¢ limitado pois 9°f(x*) ¢, entdo lim w" = W. Aplicando o limite superior na
j—o0

desigualdade acima,

(w,v) = limsup(w"i, v)
j—00
< limsup f°(xM,v)
j—o0

< fP(x,v).

Isto mostra que w € 0°f(x). O



Capitulo 2

Distancia Proximal

2.1 Distancia Proximal

Sejam f : R™ — R uma funcao localmente Lipschitz, ndao necessariamente convexa, C um

conjunto convexo, fechado e nao vazio. Nem sempre o problema

min f(x)

estd bem definido, no sentido de existir o minimizador e que tal minimizador pertenca ao
interior do conjunto C, necessitamos de uma funcao que regularize (isto é, que obrigue o
problema a ter solugdo) e penalize tal problema (que obrigue a solugio estar no interior

do conjunto). Para isto, utilizaremos a funcao distancia proximal, definida a seguir.

Definigao 2.1.1. Uma fungao d : R™ xR™ — R, U {oo} € chamada de distdncia prozimal
com respeito ao conjunto convezo, fechado e nao vazio C C R™ se para caday € int C

fizado, as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(D.1) d(-,y) é uma funcgao propria, sci, conveza e de classe Ct em int C;

(D.2) dom d(-,y) C C e dom Vid(-,y) = int C, onde V1d(-,y) denota o gradiente da

fungao d(-,y) com respeito a primeira varidvel;

(D.3) d(-,y) € nivel limitada em R™, isto é, lim d(x,y) = oo;

I1x[|—o0

(D.4) dy,y) =0.

Observagao 2.1.1. Denotamos por D(C) a familia de funcgoes d que satisfazem a defi-
ni¢ao [2.1.1)

16
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1. Por definicao d(-,-) > 0;
2. A propriedade (D.1) preserva a converidade de d(-,y);

3. A propriedade (D.2) for¢a um processo interativo que usa a distdncia prozimal para
permanecer em int C e € equivalente a conhecida hipdtese de coercividade na fronteira,

ou seja, Vx € int C, se {yk} cintCe klim y* =y € fr C, entio
—00

lim (Vid(y*,x),x —y*) = —o0;

k—o00

4. A propriedade (D.3) é usada para garantir a existéncia de tal itera¢ao para cada y €

int C;

5. De (D.4), o minimo global de d(-,y) € atingido em y o que significa Vid(y,y) = 0.

2.2 Distancia Proximal Induzida

O proximo passo ¢ associar cada funcao d € D(C) dada com uma distancia proximal

correspondente satisfazendo algumas propriedades desejadas.

Definicao 2.2.1. Dado d € D(C). Defina H: R™ x R™ — R, U {oo} uma funcao tal
que int C x int C C dom H. A aplicagao H(-,-) € chamada distancia proximal induzida

por d se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(H.1) Para cada x € int C, H(x,-) € continua em int C;

(H.2) H(x,x) =0, Vx € int C;

(H.3) Para todo x € C e & € R o conjunto {y € int C; H(x,y) < o} € limitado;
(H.4) Para cada x,y € int C e algum y > 0 fizado tem-se que,

<Z’_X7 vld(xay» < H(ZJJ) - H(ZJ X) _‘YH(XJU)J VZ € CJ

(H.5) Se {y*} cint C e {y*} =y € C, entao H(y,y*) — 0;
(H.6) Sejaze C ey eint C e tome w =oaz+ (1 — )y, com a € (0,1). Entao,

H(z, w) + H(w,y) < H(z,y);
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(H.7) Se {x*},{y*} C int C sdo sequéncias tais que {x*} converge para x e {y*}

converge para 'y, com X #* Yy, entao
lim inf H(x*,y*) > 0.
k—o0

Observacgao 2.2.1. Denotamos por F(C) o conjunto dos pares (d,H) da distancia pro-

zimal e distancia proximal induzida generalizada que satisfaz as condicoes da Definicao

2.2.1.

1. A hipdtese (H.1) € usada na defini¢ao de distincia prozimal induzida, por exemplo em

[A e a hipdtese (H.2) é usada em [3, 1, [2].

2. As hipdteses (H.3) e (H.5) sao hipdteses cldssicas no contexto de distancia de Bregman

e (H.4) € usada por exemplo em [3], 2.

3. As condigoes (H.6) e (H.7) provaram satisfazer distancias de Bregman em Lemas 2.2

e 2.3 de [17] e para homogénea de sequnda ordem em Observagoes 4.2 e 4.4 de [3).

2.3 Distancia de Bregman

Seja C C R™ convexo, fechado e nao vazio. Considere uma funcao h : C — R convexa e

diferenciavel em int C. Defina Dy : C x int C — R dada por
Dh(X;H) = h(X) - h(y) - <Vh’(y)7 X = y>7
induzida por h.

Definicao 2.3.1. Dizemos que h é uma funcao de Bregman e Dy, a distdncia de Bregman

induzida por h se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(D.B.1) h é de classe C' em int C;

(D.B.2) h é estritamente conveza e continua em C;
(D.B.3) Yoo > 0 0s conjuntos de niveis

Ny,a) = {xe€ C|Dnlx,y) <o}

Nx,a) = {yeint C| Dn(x,y) < «f,

sao limitados Yy € int C e Vx € C, respectivamente;
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(D.B.4) Se {yk} C int C tal que lim y* =7 entdo lim Dy (y,y*) =0;
k—o00 k—o0
(D.B.5) Se {z*} C C e {y*} C int C sdo sequéncias tais que {z*} € limitada,
lim y* =y e lim Dy(z* y*) =0.
k—o0 k—o00

Entio, lim z* =7;
k—o0

(D.B.6) (A Fungdo de Bregman é Coerciva na Fronteira) Se {y*} C int C ¢ tal que

lim y* =y € fr C, entdo

k—o00

lim (Vh(y*),x —y*) = —o0,¥x € int C;

k—o0

(D.B.7) Dizemos que C € zona de h se para todo y € R™ existe x € int C tal que
Vh(x) =y.

Exemplo 2.3.1. Sejam C C R™ um conjunto fechado, convexo, com int C ndo vazio.

Considere @ : R™ — RU{oo} uma funcgao propria, estritamente convezra e sci com dominio

D = dom @ fechado e de classe C* no int C. A distdancia de Bregman associada a @ é

dada por,

eo(x) —oly) —(Vely).x—y), VyeintC,
D‘P(X7U) =
0, caso contrario.

As sequintes aplicacoes sao exemplos de Distincia de Bregman:

1
Ezr.1: @(x) = §|Ix|l2, com C =R". Entdao, Vo(y) =y, dai,
1
Dolx,y) = (X =Iyl*) = {y,x —y)
1
= 5 (%) = {y,y) = 2(y, %) +2(y, y))
1
= 5 (<X7X> - 2<X7y> + <yay>)
1
= Slx—ylP.
1
Er.2: @(x) = =3 {tilogxi, com C=R%. Entio, Vo(y) =—3 e e dai,
= 1
D,(x,y) = Z —logxi +logy; — <——,xi —yi>
iel(x) Yi
= Z log(lﬁ) +ﬁ—1.
iel(x) X1 Yi

Onde I(x) = {i;x; > 0}.
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Er.3: o(x) =Y ", xilogxi, com C=RT. Entdo, Ve(x) => 1, logx; + 1. Dai,

Do(x,y) = Y xilogxi —yilogy: — (logys + 1,xi — i)

i=1

= ZXi IOgXi —yilogyi — X3 logyi +yilogyi —i—yl — X

i=1
n X

= ZXiIOg <—) +y1 — Xi.
i=1 Yi

Onde as duas ultimas funcoes sao conhecidas como entropia de Burg e entropia de Shan-
non respectivamente e a ultima distdncia induzida D, € a conhecida distdncia de entropia

relativa de Kullback-Leibler.

Proposicao 2.3.1. Seja @ uma funcao de Bregman. Entao:
i) Dp(z,x) —Dy(z,y) = Dy(y,x) = (Vo(x) = Ve(y),y —2z),Vz€ C e x,y € int C;
i) ViDe(x,y) =Ve(x) —Ve(y), Vx,y €int C.

Demonstracao. (i) Pela defini¢ao de fungao de Bregman,

Dy(z,x) = Dolz,y) = Dyl(y,x) = —(Vo(x),z—x) +(Ve(y),z—y) + (Vo (x),y —x)
= (Vo(x) = Veo(y),y —2).

(ii) Pela definigdo de fungao de Bregman,
Do(x,y) = 0(x) —@(y) — (Vo(y),x —y).
Derivando a expressao acima em relacao a primeira variavel,
ViDe(x,y) = Vo(x) = Veo(y).
O

Como em Burachik e Scheimberg [4], consideramos ao longo deste trabalho o seguinte

conjunto de suposicoes sobre @:
(B.1) Os conjuntos de niveis a direita de D, (y, -)
Sy ={z€int D[ Dy(y,z) < «f,

sao limitados Vo > 0, e Yy € D;
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(B.2) Se {x*}, {y*} C int D com,

. k . k : k 4, ky
kllmx =x, limy“=xe lim Dy,(x*,y*)=0.
—00 k—o0 k—o0

Entao, lim Dy(x, x*) — D(p(xjyk) =0;
k—o00
(B.3) Se {x*} C D ¢ limitada, {y*} C int D & tal que,

lim y* =y e lim D,(x*,y*) =0.
k—o0 k—o0

Entao, limy_,. x* = y;
(B.4) Para cada y € C, existe x € int D tal que Vo(x) =vy;

Seja d = D, a distancia de Bregman induzida por ¢. E provado em [I] que a distancia
proximal induzida por d é Hy = D,. As hipdteses de ¢ implica que Hq = D, verifica
(H.1) e (H.2) bem como (H.4) por causa da a identidade dos trés pontos (item (i) da
Proposicao . Como provado nos Lemas 2.2 e 2.3 de [14] cada distancia de Bregman
verifica (H.6) e (H.7). Portanto as condi¢oes (H.1),(H.4),(H.6) e (H.7) sdo satisfeitas
automaticamente para o par (d,Hq) = (Dy,Dg). Por outro lado as condigbes (H.3) e
(H.5) sao hipoteses padrao no contexto de distancias de Bregman. A seguinte condicao

alternativa também seri considera em nossa analise.
(B.5) Se {y*} cintDe klim D, (y*,y ') =0, entdo
— 00

liminf[Dy, (x, y*™) — Dy (x,y*)] > 0, ¥x € C.

k—o0

As Distancias de Bregman do Exemplo [2.3.1| sao exemplos de funcoes que satisfazem a

condicao (B.5).

2.4 Distancia Proximal Homogénea de Segunda Ordem

Seja @ : R — R U {oco} uma fun¢do convexa, propria e sci tal que dom ¢ C [0, c0).

Assumimos que:
(i) @ ¢é de classe C? em int(dom @) = (0, 00);

(ii) @ ¢é estritamente convexa em seu dominio;
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(iii) lim @ (t) = —o0;

t—0t

(iv) (1) =@ (1) =0e @"(1) > 0.
Nos denotamos por @ a classe de funcoes satisfazendo as condigdes de (i) a (iv) acima.
Dado ¢ € @, nés definimos as duas seguintes subclasses de @:

" ]. / "
®1::{(pe(D :@ (1) (1—;) <o (t)<e (Dint, Vt>0}

1

O, = {(p ed : ¢ (1) (1 —¥> <o)< ()(t—1), Vt> 0}.

Sendo que Int < t—1 para todot > 0 e (p”(l) > (. Claramente ®; C &, C ®. As

seguintes fungoes

@1(t) = tlnt—t+1, dom @; = [0, 00)
@o(t) = —Int+t—1, dome, = (0, 00)

(P3(t) = (ﬁ_ 1)27 dom Q3 = [07 00)7

pertencem a @, e consequentemente pertencem a ®@,. Nesse papel, focaremos na funcao

distancia homogénea de segunda ordem dg dada por:

n Xi n
Zi:l y%d) (_> ) \V/X,y € R++7
dd}’ (X7U) - Yi
00, caso contrario,

onde ¢ é definido como:
Y

b(t) = po(t) + 5 t—1)7

com @ € O,y e parametros positivos v, u satisfazendo a seguinte inequagao:

v>pue (1) >0.

Lema 2.4.1. Seja @ € @y, $(t) = pne(t) + %(t— 1)2, comv > pe (1) > 0. Para cada

x,y € Rt ez e R, temos que

(1ol k-2 > (TG ez py—ap)+ (TG eyl 2)

Demonstracao. Note que,
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Vide(x,y) Zw( )

Usando a definicio de ¢’ temos que,

caoen - o () (252
= Zy 1o (X ) +v(xi —yi).

Portanto,
X1
Vidg (x,y) E Yile < )+V( —Yi). (2.2)

Seja @ € Oy, entao

N

o' (1) (1 _ 1) o'(t) <@ (1), vt >0,

/ X1 ” Xi —Yi
o () <o’ (M),
Yi Yi

Multiplicando a desigualdade acima por z;y; = 0, obtemos

Por um lado,

/ Xi
ZiYi @ (y_) <z (1) (xi —yq). (2.3)
Note que,
—e (DNt—1) < —0'(t) < —¢"(1) (1 — —) vt >0
Dai,

’ Xi " Xi —VYi
o' () <o’ (0.
Yi Xi
Multiplicando a desigualdade acima por x;y; = 0, obtemos

—XiYi @ (Z;—l) < —yi@ (1)(xi —yi). (2.4)

Somando as desigualdades (2.3 e (2.4),
! X-’L
= xue’ (2) < 2 -ue 0k -

Somando de i =1,--- ,n, obtemos

CEOHT €3 B D WETRIE)

Yi
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Multiplicando a desigualdade acima por p > 0 e em seguida somando com Z?:l v(xi —
yi)(zi — x¢) > 0, obtemos

n

> (zix) [Ui“@/ (3) +v(xi —yi)] <o (1)) (zi—yd) (xi—yi)+v(xi—yi) (zi—x1).

i=1 t i=1
Usando a equacao (2.2)),

"

<Z—X7V1d¢(x7\))> S HO (1)<X—y7Z—y> +V<X_UJZ_X>' (25)
Note que,
1
(x—yz-y) =3 (Ix =yl + llz —ylI* — Ix — zII?) (2.6)
1
(x—y,z—x) = 5 (Ihy —=xIP + llz — xI* — [ly — zIF?) . (2.7)

Substituindo (2.6 e (2.7) em (2.5]), obtemos

(z—x,Vidg(x,v)) < u(p/'(1)<x—y,z—y> +v{x—y,z—x)

= (MY oy -t (B Yy

Multiplicando a desigualdade acima por (—1),

"

(rda)on—2) > (LI (- )+ (22EE) ey

[]

Assim, temos que

Haty) = (M0 ) ey,

verifica a condigdo (H.4). Todas as outra condi¢ées (H.1)-(H.3), (H.5)-(H.7) sdo trivial-

mente satisfeitas para essa Hg.
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Método Interior Proximal (MIP)

Neste capitulo abordamos o problema de encontrar os pontos criticos de uma funcao
f: R™ — R restrito a um conjunto convexo, fechado e int C # (). Na introducao foi
considerado o problema,

in f(x).
re )

Concentraremos numa subclasse especial de fun¢oes localmente Lipschitz f : R™ — R
que pode ser escrita como diferenca de duas fungoes convexas (fun¢oes DC), ou seja,
f(x) = g(x)—h(x) com fun¢des componentes g, h : R™ — R sendo semicontinuas inferior e
convexas. Essa importante subclasse de funcoes localmente Lipschitz, desperta o interesse
tanto da matematica pura como da matematica aplicada. Essa classe surge naturalmente
como o menor subespaco vetorial contendo todas as funcoes continuas e convexas definidas
em um dado conjunto.

Hamdi [6] propos um método proximal utilizando distancia de Bregman para progra-
macao DC, no entanto, o autor nao apresentou uma prova correta no resultado principal
de convergéncia. A motivacao principal desse trabalho é apresentar um contra exemplo
para ilustrar esse fato, o qual sera desenvolvido na secao 4 deste capitulo.

Ao longo dessa dissertagao, assumimos que f é limitada inferiormente, h diferenciivel
e que a distancia proximal d em relagao a C satisfaz as hipoteses (A.1) a (A.4). Para

encontrar os pontos criticos de f, realizamos o seguinte método iterativo:

25
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3.1 Algoritmo do Método Interior Proximal - MIP

Definicao 3.1.1. (Algoritmo - Método Interior Prozimal)
Passo 1: Dado um ponto inicial X° € int C e uma sequéncia limitada de niimeros positivos
{Ae} tal que liminf Ay, > 0.

k—o0

Passo 2: Computar

x*! € arg {(ne%l {g(x) = (VR(x*),x —x*) + Aed(x,x*) } . (3.1)
Passo 3: Se x*t =xX, pare. Caso contrdrio, defina k =k + 1 e retorne para o Passo 2.
Proposicao 3.1.1. A sequéncia gerada por MIP € bem definida e estd contida em int C.

Demonstragao. Dado x° € int C. Suponha que o algoritmo é valido para k, vamos

mostrar que vale para k + 1. Defina,
fi(x) = g(x) — (Vh(x*), x — x*) + Ard(x, x5). (3.2)

Note que fi é convexa e semicontinua inferior, pois g, (Vh(x¥),- —x*) e d(-,x*) sdo

fungoes convexas, semicontinuas inferior, além disso fy é propria, pois
dom fi, = dom gNdom ((Vh(x*),- —x*)) N dom d(-,x*) = dom d(-,x*) c C.
Por hipotese, h é diferenciavel entdao vx, x* € R™,
h(x) > h(x*) + (Vh(x*),x —x*).

Dai,
— (Vh(x*),x —x*) = h(x*) — h(x). (3.3)

Portanto, usando (3.3)) em (3.2, obtemos
fillx) = g(x) = (VR(x*),x —x*) + Ad(x, x)

> g(x) — h(x) +h(x*) + Ad(x, x*)

= f(x) 4+ h(x*) + Acd(x, x*)

WV

M + h(x*) + Ard(x, x*),
onde na ultima desigualdade usamos o fato de que f é limitada inferiormente. Assim,

fi(x) = M+ h(x*) + Ad(x, x¥), (3.4)
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fazendo [|x|| — oo em (3.4)),

lim fie(x) > M+h(x*) +Ac- lim d(x,x*) = oo,

[|x||—o00 [%||—00

onde usamos a coercividade de d(-,x*). Assim temos que fx é semicontinua inferior-
mente e coerciva, pelo Teorema [1.1.10} f), possui um minimizador X € C, pois dom fy =

dom d(-,x*) c C. Note que, pelo Teorema [1.1.10, se X é minimizador de fy entdo,
0 € 0fi(X) + 08¢ (%),
ou seja,
0e€o (g(-) — (Vh(x¥), - —x*) + Aed(-, %) + 6(;(-)) (%).
Pelo Teorema [1.1.9
0 € 9g(%) — Vh(x"*) + A V1d (%, x") 4 05¢ ().
Equivalentemente,
Vh(x*) € 9 (g(-) + Ad (-, x*) + 8¢ (+) (%).

Mostraremos a seguir que o ponto X pertence ao interior do conjunto C.
Afirmacao: d (g(-) + Axd(-,x*) + 8¢(+)) (x) =0, Vx € fr C.
Suponha por absurdo que exista & € 0 (g(-) + Ard(-, x¥) + 6C(-)) (x) para algum x €

fr C. Seja z € int C, entao pela convexidade de C
Yy =(1—¢)x+ezeint C.

Com lim g5 = 0, assim lim y = x € fr C. Pela definicdo de subdiferencial, & €
j—00 j—o0

0 (g(+) + Axd(+,x*) + 8¢(+)) (x) se, e somente se,

g(E,z—x) = (&Y —x)
< g(y') = g(x) + A [d(y), ) — d(x,x)] + dc(y') — dc(x)
< (L—g)g(x) +e5g(2) — g(x) + A (Vid(y), x5), ) —x)
= 5iloz) = gbel)+ A T (Vadly' X 2=

Onde na segunda desigualdade usamos a convexidade de g, o fato que d(-,x¥) é convexa,

diferenciavel e 5c(y') — 8¢ (x) < 0. Dai,

1—€j
Ax

[g(x) — g(z) + (&, z—x)] <(Vid(y',x"*),z—y').
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Usando o fato que A < A e passando o limite com j — oo,

1—€j 1—85

jlgrglo X [g(x) — g(z) + (&, 2z —x)] jlggo - [g(x) —g(z) + (&, 2z —x)]

< lim (Vid(y',x%),z—y').

)—00

N

Entao, pelo fato da distancia proximal ser coerciva na fronteira,

9(x) —g(x) +(E2=x) _

A

Absurdo! Logo 3 (g(+) + Axd(-,x*) 4+ 8¢ (+)) (x) =0, ¥x € fr C. Como
xeC=int CUfrC

e x € fr C portanto, X € int C e a afirmacao segue tomando x**! = x.

]

Observacao 3.1.1. Note que, pelo Teorema|l.1.10, temos que {xk“} € mainimizador de
fr em C se, e somente se,

0 € o(fic(-) + 8c())(x 1),

ou seja,

0e€o (9() - <Vh(xk)7 . _Xk> + )\kd(',xk) + 6(:()) (Xk+1),

Pelo Teorema
0 € 9g(x ™) — Vh(x*) + A Vid(x* T x*) + 08¢ (x ). (3.5)
Como x**! € int C, temos que 08¢ (x*1) = N (x*1) = {0}, logo
0 € 3g(x ™) — Vh(x*) + A Vid(x T x¥).

Portanto,

Vh(x*) = A Vid(x*1 x5) € ag(x ), vk > 0. (3.6)
Agora provaremos que MIP é um processo de descida.
Teorema 3.1.1. A sequéncia {xk} gerada por MIP satisfaz:
1) Ou o algoritmo para em wm ponto critico;

2) Ou f decresce estritamente, isto ¢, f(x*T1) < f(x*),Vk € N.
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Demonstragio. (1) Se x*! = x* de (3.5, obtemos que
0 € 3g(x*) — Vh(x*) + 08¢ (x*).
Como x* € int C e sabemos que 98¢ (x*) = N¢(x*) = {0}. Temos que,
0 € 9g(x") — Vh(x*) = 9°f(x¥).
Temos que x* é ponto critico de f.
2) Suponha que x**! #£ x*, usando , obtemos
g(x*™) + (Vh(x*) — M Vid(x T x5), x* — xR < g(xM). (3.7)
Por hipétese h é convexa e diferenciavel, logo
h(x*) 4+ (Vh(x}),x*™ —x¥) < h(x*).
Dali,
—h(x*) — (Vh(x¥),x* —x ) < —h(x"). (3.8)
Somando e , obtemos
F(xT) — A (Vd (ML xR), xk — xF ) < f(xk). (3.9)
Por (H4) obtemos,
(V1d(xH x9), 8 — ) < H(E, xK) — H(xF, x<+)
—  CH(xK, XM,
Multiplicando a expressao acima por —Ay < 0, obtemos
McH(E XM < A (Vid (KT xF), xR — X, (3.10)
Usando em
£(x )+ A H (xR, X)) < F(xF). (3.11)

Por (H.7) e pelo fato de 0 < hm mf Ak, temos que A H(x®, x*T1) é positivo, logo

FX) < f(x*).
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Proposicao 3.1.2. Seja {xk} uma sequéncia gerada por MIP. Entao,

lim H(x*, x*™) =0.
k—o00

Demonstragao. Por (3.11), obtemos
AcH (xR, X)) < F(x) — £(x9).

Fazendo k — oo e usando (H.7) e o fato que 0 < lim inf Ay, obtemos

k—o0

0 < lm AH(xM, X)) < lim [F(x*T) — £(x*)].

k—o0 k—o0

Pelo item 2 do Teorema [3.1.1] (f ¢ mondtona) e pela hipotese de f ser limitada inferior-
mente, temos que a sequéncia {f(x*)} é convergente. Dalf, klim AcH(x®, x*¥1) = 0, usando
— 00

o fato de que Ay é limitada. Como liminf A, > 0, segue que k1im H(x*, x*™) = 0. m
—00

Lidando com métodos de descida para fungoes convexas ou quase-convexas, podemos
esperar que o algoritmo atinja a convergéncia total (isto é, a convergéncia da totalidade
da sequéncia). No entanto, se as funcoes sob consideragao nao sao necessariamente conve-
Xas nem quase-convexas, o0 método nao assegura a convergéncia total entretanto obtemos
resultados de convergéncia parcial (os pontos de acumulagdo da sequéncia gerada pelo
algoritmo sdo pontos criticos de f). Devido a condi¢ao de otimalidade para obter
resultados de convergéncia (mesmo parcial), é esperado que {xk} tenha um comporta-
mento assintoticamente regular no sentido que ||[V;d(x*™!,x*)|| se anule quando k — oo,
veja por exemplo [16], [I1] para o caso particular onde d(x,y) = |[x — y|%.

A seguir, fornecemos resultados de convergéncia para alguns exemplos especificos de
distancias proximais, a saber, para a escolhas de d como distancias proximal homogénea

de segunda ordem e distancia de Bregman.

3.2 Meétodo Proximal Homogéneo de Segunda Ordem

Aqui consideramos o algoritmo MIP com a distancia proximal em (3.1]) dada pela distancia

proximal homogénea de segunda ordem,

n Xq n
ZiZl y%(b (y_> J \V/Xay S R++;

00, caso contrario,
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e distancia proximal induzida dada por,

Haty) = (M) eyl (3.12)

e C=RT.

Teorema 3.2.1. Assuma que a sequéncia {xk} gerada por MIP seja limitada. Fntao,

cada ponto de acumulacao de {xk} € um ponto critico de f.

Demonstracao. Seja X um ponto de acumulacao de {Xk}, por definicao existe uma sub-

sequéncia {xki} tal que lim x® = X e por (H7) juntamente com a Proposicao(3.1.2} temos

j—o00
que lim x*' =%. Por 1' e pela Observacao (3.1.1), existe £9F! € ag(x™1) tal que,
j—o0
N9 = Vh(x) — Mg Vidg (x5, x19),
ou seja,

Vh(x¥) — €971 = N\ Vidg (x99, xM). (3.13)
Como &EFt1 € dg(xM) e {x}i*1} & limitado segue pelo Teorema [1.1.13{ que {EXT1} &

limitado. Portanto, temos que,

lim £9t! = e lim Vh(x¥) = Vh(x),

)—0o0 )—00

a menos de subsequéncia. Como dg é fechado segue pelo Teorema [1.1.14 que & € dg(X).
Por (H4), Vz € RY,

(Vide (XM xM), z — x99 < Hg(z,x9) — Ha(z, X9 —yHa (x4 %), (3.14)

Combinando a desigualdade (3.14)) com (3.12]),

ok | (1) +v | | | |
(1dal0t1 00, 200y (BELIEYY [z b oy ).
Sendo,
_ " 1
_y—re ),

he"(1) +v

Pelo Lema [2.4.1) obtemos
" 1
(V1 (x5 x) x5 ) 5 (YO g ez ey

||ij+1 _ijHQ-

=)
JL)

7 N 7 N
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Multiplicando por Ay e em seguida passando o limite inferior com j — oo temos que

lim inf (A, Vidg (x99, x4) x5 —2) > 0, vz € R}

j—o0

Por (313),

liminf(Vh(x") — g9 XM —2) >0, vz € RT.

j—o00
Dali,
lijn_1>££1f(£k5+1 — Vh(x¥),z—x8"") >0, vz € RT.
Portanto,
(E—Vh(x),z—X%) >0, Vz € RT.
Como & — Vh(x) € 0°f(x), temos que X é ponto critico de f. ]

3.3 Meétodo Proximal Bregman

Agora considere o algoritmo MIP para escolha particular da distancia proximal como a

distancia de Bregman dada por:

o(x) —oy) —(Vely),x—y), VyeintC,
Dm(XﬂJ) -
00, caso contrario.

Teorema 3.3.1. Assuma que a sequéncia {xk} gerada por MIP seja limitada. FEntao,

cada ponto de acumulacao de {xk} € um ponto critico de f.

Demonstracao. Seja X um ponto de acumulacao de {xk}, por definicao existe uma sub-

sequéncia {xki} tal que lim x¥ =X e por (H7) juntamente com a Proposicio [3.1.2] temos

)— 0
que lim x*' =X%. Por 1) e pela Observacao (3.1.1)), existe 971 € ag(x¥ ™) tal que,
j—o0
Vh(x") — €971 = A V1D (x99 x1). (3.15)

Como &Ml € 9g(xMtl) e {xki“} ¢ limitado segue pelo Teorema, [1.1.13| que {Eki“} é

limitado. Portanto, temos que,

lim £9" =& e lim Vh(x"¥) = Vh(x),

k—o00 j—00
a menos de subsequéncia. Como dg é fechado segue pelo Teorema [1.1.14] que & € dg(X).
Como a distancia de Bregman induzida coincide com a propria distancia de Bregman,

temos pela Proposicao [3.1.2)]

lim D, (x*,x*™) =0,
k—o0



Capitulo 3. Método Interior Proximal (MIP) 33
em particular,
lim D, (xM,x}%) = 0.
]—)OO
Além disso por (B5) temos que,
liminfD@(z,yij) — D(p(z,ykj) > 0,Vz € C.
j—00
Pela Proposigao [2.3.1
(ViDp (x0T xM),x% —z) = (Vb)) —Ve(xH),x" —z)
= Dy(z, X)) =Dy (z,xM) — D (xM,x8H1).
Multiplicando por Ay e em seguida passando o limite inferior com j — oo temos que
liminfO\ijlD(p(xki“,xki),xki —z) >0, Vze C.
J]—0o0
Por (3.13),
lim inf(Vh(x¥) — £57 x% —z) > 0, Vz € C.
J—00
Dali,
liminf(£9H! — Vh(x"),z —xM) >0, Vz € C.
j—o0
Portanto,
(§ —Vh(x),z—Xx) >0, Vz€ C.
Como & — Vh(X) € 9°f(X) segue que X é um ponto critico de f. O

3.4 Exemplo

Como mencionado no inicio deste capitulo, Hamdi [6] propés um Método Interior Proximal

para diferencga de fun¢oes convexas. Dado uma func¢ao DC, f(x) = g(x) —h(x), o seguinte

Método Interior Proximal Bregman:

X = (Vo +20g) (Ve (x") +Azy), (3.16)

onde V@ denota o gradiente de ¢, 0g denota o subdiferencial de g no sentido de anéalise

convexa, z* € dh(x*) e A > 0. Note que, aplicando (V@ + Adg) na expressio (3.16)),

obtemos

(Ve +A0g)(x*") = Vo (x*) + Az~
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Isto é,
Vo (x*) — Ve(x*)
A

+z% € ag(xFTh). (3.17)
Assumindo que o conjunto S dos pontos criticos de f & nao vazio e combinando ({3.16) com
a monotocidade de dg, temos que

ky _ k+1
0< <V(P(X ) }\V(P(X )+Zk_z7xk+1_%>,

ou seja,
1
A
Para todo z € 9h(x) N dg(x), vk > 0.

(Vo (x*) — Vo (x*), x —x*) < (2 —z, x* —%). (3.18)

Pergunta 1: A desigualdade (3.18|) implica na seguinte desigualdade
(Vo (x*) — Vo (x ), x —x1) <0, (3.19)
para algum ko € N com k > kj e para qualquer ponto critico X de 7

Através da desigualdade (3.19) o autor provou a convergéncia total da sequéncia para
um ponto critico de f. Sendo assim, forneceremos um contra exemplo para ilustrar que a

resposta para a Pergunta 1 é negativa.

Exemplo 3.4.1. Seja f: R — R uma funcao DC real dada por,
1 1
f(x) = ZX4 — §x2.

1 1
Seja Dy (x,y) = §(x —y)? a distincia de Bregman associada a @(x) = §x2. Por simpli-
cidade assumimos que N = 1. Assim, o Método Interior Proximal Bregman assume

a sequinte forma,

Xl — Xiey1 + X = Xy,
ou seja,

X3+ X — 2x = 0. (3.20)
E fdcil provar que para cada a € (0,1), a equacio x> +x — 2a = 0 possui uma unica
raiz real o qual pertence a (0,1). Entao, se intcia no ponto xg € (0,1), entdo

xk € (0,1), Vk € N. Provaremos por inducido em k que a sequéncia {xy} gerada por

¢ crescente.
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Suponha que xi_1 < Xy satisfaca,
Xp 4+ X — 2xp_1 = 0, (3.21)

escolha xx+1 € R tal que,

X314 Xiepr — 2x = 0, (3.22)
subtraindo de , obtemos
Xp g — X 4 Xier1 — X+ 2(xk—1 —xi) = 0.
Usando a hipotese, que X1 < Xy
Xy —Xp 4+ Xy — X = 0,

entao,

(k1 — Xa) (Xpyy + XX + x5 +1) > 0.

Portanto, 0 < X1 — Xk-

Agora note que, os pontos criticos de f sao 0, —1 e 1. De (3.19), defina

Vieer () = 1 (V0 0xk) = Vi), X — xic).

Aplicando em nosso exemplo com y =1,

Yir1(X) = (X1 — X ) (X1 — X).

Portanto, Yi11(0) = X1 (Xk41 — Xi) € se inicia no ponto xy € (0, 1), nos temos
que Yx(0) > 0, Vk € N com {xk} crescente e convergindo para 1 quando k — oco. Isto
prova a resposta negativa para a Pergunta 1. O que podemos concluir como apresentado
na secao que sob a hipotese de limitacao da sequéncia, os pontos de acumulacao sao

pontos criticos da funcao f.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Nesta dissertacgao foi realizado o estudo de um Método Interior Proximal Linearizado para
encontrar um ponto critico de fun¢oes DC, f(x) = g(x) — h(x) sob um conjunto fechado,
convexo, nao vazio C e com interior diferente de vazio. Sob as hipoteses de f ser localmente
Lipschitz, semicontinua inferiormente, limitada inferiormente e g, h funcoes semicontinuas
inferiormente, convexas com h diferenciavel, mostramos que o método proposto gera um
sequéncia a qual estd bem definida, isto é, existe cada iterada e estd contida no interior do
conjunto C. Além disso, sob as hipdteses do conjunto dos pontos criticos de f em C ser nao
vazio e limitacao da sequéncia, mostramos para o caso particular de escolhas de distancia
proximal, a saber: Distancia Homogénea de Segunda Ordem e Distancia de Bregman, que
os pontos de acumulagao da sequéncia gerada pelo método sao pontos criticos de f em C.
Por fim apresentamos um contra exemplo para a afirmagao de Hamdi [6], o qual atraves
dela ele provou que a sequéncia gerada pelo método converge para os pontos criticos de f

em C.

36
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