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Agradeço aos amigos que conquistei nos anos de graduação e mestrado, não poderia deixar
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Resumo

Neste trabalho estudaremos o problema cŕıtico para o operador k-Hessiano definido num

domı́nio Ω ⊂ Rn limitado com fronteira suave. Estabeleceremos resultados de existência

e não-existência de soluções para a equação k-Hessiana envolvendo o expoente cŕıtico de-

terminado por K. Tso em 1990. Além disso, estudaremos o problema de Brezis-Nirenberg

associado à equação k-Hessiano quando Ω é a bola unitária centrada na origem 0 ∈ Rn.

Em particular, provaremos existência de soluções radialmente simétricas para o problema

cŕıtico na presença de um termo de perturbação de menor ordem. Por fim, apresentaremos

um estudo sobre o comportamento assintótico das soluções obtidas.
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Abstract

In this work, we investigate the critical problem for the k-Hessiano operator on a bounded

smooth domain Ω ⊂ Rn. We establish existence and nonexistence results for the k-

Hessian equation involving the critical exponent determined by K. Tso in 1990. Moreover,

we will study the Brezis-Nirenberg problem associated to the k-Hessian equation when

Ω is the unit ball centered at the origin 0 ∈ Rn. In particular, we show the existence

of radially symmetric solution for the critical problem in the presence of a lower-order

perturbation terms. Finally, we analyze the asymptotic behavior of the obtained solutions.
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Introdução

Seja Ω um domı́nio suave e limitado em Rn. Para uma função u ∈ C2(Ω), o operador

k-Hessiano, denotado por Sk(D
2u), é definido por

Sk(D
2u) =

[
D2(u)

]
k×k (1)

onde k ∈ {1, . . . ,n}, D2u denota a matriz Hessiana de u e [A]k×k representa a soma de

todos os sub-determinantes principais k× k da matriz A. Alternativamente,

Sk(D
2u) = σk(λ) =

∑
i16···6ik

λi1 . . . λik

é a k-ésima função simétrica elementar de autovalores λ = (λ1, . . . , λn) da matriz Hessiana

D2(u).

Se k = 1, o operador k-Hessiano coincide com o Laplaciano e, quando k = n, temos

o operador de Monge-Ampère. Para 2 6 k < n, o k-Hessiano pode ser considerado

como uma famı́lia de operadores não-lineares conectando o Laplaciano ao operador de

Monge-Ampère.

Como observado em [19], o operador k-Hessiano possui a forma divergente. De fato,

k-Hessiano satisfaz as identidades

Sk(D
2u) =

1

k

∑
uijS

ij
k [u] =

1

k

∑
∂i

(
ujS

ij
k [u]

)
(2)

onde ui = uxi , uij = uxixj e

Sijk [u] =
∂

∂uij

(
Sk(D

2u)
)

. (3)

A segunda indentidade segue do fato de que os coeficientes Sijk satisfazem,∑
i

∂iS
ij
k [u] = 0, ∀ j. (4)

Embora o k-Hessiano tenha a forma divergente, para k = 2, . . . ,n, este não é eĺıptico

em todo o espaço C2(Ω). Para superar essa dificuldade, L. Caffarelli, L. Nirenberg e J.
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Sumário 2

Spruck [4] sugeriram considerar o k-Hessiano restrito à classe das funções admisśıveis. A

saber, dizemos que u ∈ C2(Ω) é k-admisśıvel se

Sj(D
2u) > 0, j = 1, . . . ,k.

Denotaremos por Φk0 (Ω) o conjunto das funções admisśıveis u tais que u|∂Ω = 0. Como

observado em K. Tso [19], dada u ∈ Φk0 (Ω) vale

∂Sk(D
2u)

∂rij
vivj > 0, ∀ v , |v| > 0 (5)

o que traduz a elipticidade de Sk(D
2u).

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções radiais para uma equação en-

volvendo o operador k-Hessiano definido num domı́nio Ω ⊂ Rn limitado, suave. Mais

especificamente, a equação

Sk[u] = f(x,u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω
(6)

a qual é denominada equação k-Hessiana com condição de Dirichlet homogênea.

A existência de solução para uma equação do tipo (6) depende fortemente do cres-

cimento da função f. Considerando f(s) = sp, s > 0, o expoente cŕıtico do operador

Laplaciano, isto é, 1-Hessiano é dado por p∗ = (n+ 2)/(n− 2). Em outros termos, nesse

caso, a equação (6) admite solução positiva para todo 1 6 p < p∗, mas para p = p∗ a

solubilidade é perdida devido à famosa identidade de Pokhozhaev [15]. No célebre ar-

tigo de Brezis e Nirenberg [3] foi investigado o fenômeno da criticalidade na presença de

um termo de ordem menor. O mesmo problema para outros operadores eĺıpticos foram

discutidos por diversos autores, incluindo Guedda e Veron [14] e Egnnel [10] (operador

p-Laplaciano), Edmunds et al. [9] (operador biharmônico), Pucci e Serrin [17] (operador

poliharmônico), e Chou e Geng [6] (operador Laplaciando com peso). Nesse trabalho,

seguindo os trabalhos de K.S. Chou, Di Geng, S. S. Yan [7], estudaremos o problema de

Brezis e Nirenberg para o operador k-Hessiano, k > 1.

Iniciaremos estudando o expoente cŕıtico para a equação k-Hesssiana. Para isso, con-

forme feito em Tso [19], consideraremos a equação (6) com f(u) = (−u)p, e investigaremos

condições em p para a existência e não-existência de soluções negativas. Em particular,

sob a condição 1 6 k < n/2, veremos que o expoente cŕıtico é dado por

γ(k) =
(n+ 2)k

n− 2k
.
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De fato, veremos que nesse caso a equação (6) admite solução negativa para p < γ(k)

mas não tem solução se p = γ(k).

Finalmente, como feito em K.S. Chou, Di Geng, S. S. Yan [7], estudaremos o problema

de Brezis e Nirenberg para a equação k-Hessiana. Isto é, tomando

f(u) = (−u)γ(k) + λ(−u)k

e veremos condições sobre λ,k e n para a existência e não-existência de soluções radiais

negativas quando Ω é a bola unitária B1(0) em Rn. Finalizaremos com um estudo do

comportamento assintótico das soluções obtidas.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo iremos enunciar resultados que serão usados no decorrer deste trabalho,

cujas demonstrações estarão devidamente referenciadas.

1.1 Resultados de Teoria da Medida e Integração

Começaremos com algumas definições.

Definição 1 (σ-álgebra). Uma σ-álgebra no conjunto X é uma famı́lia Σ de subconjuntos

de X que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ∅,X ∈ Σ;

(b) Se A ∈ Σ, então AC := X−A ∈ Σ;

(c) Se An ∈ Σ para todo n ∈ N, então

∞⋃
n=1

An ∈ Σ.

Neste caso, o par (X,Σ) é chamado de espaço mensurável. Cada elemento da σ-álgebra

é chamado de conjunto mensurável.

Quando (X, τ) é um espaço topológico, a σ-álgebra Σ(τ) é chamada de σ-álgebra de

Borel de X, denotada por B = B(X) e seus elementos são chamados de conjuntos de Borel

ou borelianos.

Definição 2 (Funções Mensuráveis). Seja (X,Σ) um espaço mensurável. Uma função

f : (X,Σ) −→ R é mensurável se f−1(A) ∈ Σ para todo boreliano A ∈ B(R). O

conjunto formado por tais funções será denotado por M(X,Σ). Consideraremos ainda o

subconjunto M+(X,Σ) := {f ∈M(X,Σ) : f(x) > 0 para todo x ∈ X}.

4



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 5

Definição 3 (Medida). Uma medida no espaço mensurável (X,Σ) é uma função µ :

Σ −→ [0,∞] que satisfaz as seguintes condições:

(a) µ(∅) = 0;

(b) Se (An)
∞
n=1 é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois de Σ, então

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An)

A medida µ é dita finita se µ(X) < ∞, e é dita σ-finita se existirem conjuntos

(An)
∞
n=1 em Σ tais que X =

∞⋃
n=1

An e µ(An) < ∞ para todo n. O terno (X,Σ,µ) é

chamado espaço de medida.

Definição 4. Seja (X,Σ,µ) um espaço de medida.

1. A integral da função simples ϕ ∈ M+(X,Σ), cuja representação canônica é ϕ =∑m
j=i ajχAj, em relação à medida µ é definida por∫

X

ϕdµ =

m∑
j=i

ajµ(Aj).

2. A integral de uma função f ∈M+(X,Σ) em relação à medida µ é definida por∫
X

fdµ = sup

{∫
X

ϕdµ : ϕ ∈M+(X,Σ) é simples e 0 6 ϕ 6 f

}
.

3. Para f ∈M+(X,Σ) e A ∈ Σ, define-se∫
A

fdµ =

∫
X

fχAdµ.

Definição 5. (a) Dada uma função f : X −→ R, as funções f+, f− : X −→ [0,∞) são

definidas por

f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = −min{f(x), 0}.

(b) Seja (X,Σ,µ) um espaço de medida. Uma função f ∈ M(X,Σ) é dita Lebesgue-

integrável (ou integrável) se
∫
X
f+dµ <∞ e

∫
X
f−dµ <∞. Neste caso definimos∫

X

fdµ =

∫
X

f+dµ−

∫
X

f−dµ.

O conjunto de todas as funções integráveis f : X −→ R é denotado por L(X,Σ,µ).
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Os resultado enunciados abaixo poderão ser encontrados em Folland [12].

Teorema 1 (Teorema da Convergência Monótona). Seja (fn)
∞
n=1 uma sequência em

M+(X,Σ) tal que 0 6 f1(x) 6 f2(x) 6 . . . para todo x ∈ X.

1. Se fn(x) −→ f(x) para todo x ∈ X então f ∈M+(X,Σ) e

∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

2. Se fn −→ f µ-q.s. e f ∈M+(X,Σ), então

∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Lema 1 (de Fatou). Se (fn)
∞
n=1 é uma sequência em M+(X,Σ), então∫

X

lim
n→∞ inf fndµ 6 lim

n→∞ inf

∫
X

fndµ.

Teorema 2 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha (X,M,µ) e (Y,N,ν)

espaços de medida σ-finitos, 1 6 p <∞ e f uma função mensurável em X× Y. Então,[∫ (∫
f(x,y)dν(y)

)p
dµ(x)

]1/p
6
∫ [∫

f(x,y)pdµ(x)

]1/p
dν(y).

1.2 Resultados de Análise Funcional

1.2.1 Espaços de Banach

Seja E um espaço vetorial real.

Definição 6. Uma aplicação ||.|| : E→ [0,∞) é chamada de norma se:

i. ||u|| > 0 para todo u ∈ E e, ||u|| = 0 se, e somente se, u = 0;

ii. ||λu|| = |λ|||u||, para todo u ∈ E e λ ∈ R;

iii. ||u+ v|| 6 ||u||+ ||v||, para todo u, v ∈ E.

Assumiremos que E é um espaço vetorial normado, ou seja, um espaço vetorial munido

de uma norma.

Definição 7. Diremos que uma sequência (un) ⊂ E converge para u ∈ E se

lim
n→∞ ||un − u|| = 0.

Neste caso, dizemos que u é o limite da sequência un e escrevemos u = lim
n→∞un ou

simplesmente un −→ u.
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Definiremos agora espaço de Banach. Para isto, precisamos definir um tipo especial

de sequência.

Definição 8. i. Uma sequência (un) ⊂ E é dita de Cauchy, se satisfaz a seguinte

propriedade: dado ε > 0, existe n0 > 0 tal que

||uk − ul|| < ε, se k, l > n0.

ii. E é dito um espaço completo se toda sequência de Cauchy em E converge, ou seja, se

(un) é uma sequência de Cauchy em E, então existe u ∈ E tal que un → u.

iii. Quando E for um espaço vetorial, normado e completo, diremos que E é um espaço

de Banach.

Exemplo 1. Sejam (X,Σ,µ) um espaço de medida e 1 6 p < ∞. O conjuntos de todas

as funções mensuráveis f de X em R tais que

||f||p :=

(∫
X

|f|pdµ

) 1
p

<∞,

é denotado Lp(X,Σ,µ) e, com essa norma, Lp é um espaço de Banach. (vide Botelho, et

al. [1] pág 10)

Teorema 3 (Desigualdade de Hölder). Suponha 1 < p < ∞ e p−1 + q−1 = 1. Se f e g

são funções mensuráveis em X, com f ∈ Lp e g ∈ Lq. Então, fg ∈ L1 e vale

||fg||1 6 ||f||p||g||q.

Demonstração. Vide Botelho, et al. [1] pág 08.

1.2.2 Convergência Fraca

Definição 9. Seja E um espaço vetorial normado. O dual topológico de E, ou simples-

mente dual de E, o qual representamos por E
′
, é o conjunto de todos os funcionais lineares

cont́ınuos f : E→ R.

Definição 10. (Topologia e Convergência Fraca). A topologia fraca no espaço normado

E, denotada por σ(E,E ′), é a topologia gerada pelos funcionais lineares cont́ınuos ϕ ∈ E ′.

Quando uma sequência (xn)
∞
n=1 em E converge para um x ∈ E na topologia fraca dizemos

que (xn)
∞
n=1 converge fracamente para x e escrevemos xn ⇀ u.
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Proposição 1. Seja E um espaço normado.

(a) Se xn ⇀ x em E, então a sequência (||xn||)
∞
n=1 é limitada e ||x|| 6 lim inf ||xn||.

(b) Se xn ⇀ x em E e ϕn −→ ϕ em E ′, então ϕn(xn) −→ ϕ(x) em R.

Demonstração. Faremos a demonstração de (b). O item (a) pode ser encontrado em

Botelho, et al. [1] pág. 145. Dado ε > 0, das convergências ϕn −→ ϕ e ϕ(xn) −→ ϕ(x)

existe um número n0 tal que

||ϕn −ϕ|| < ε e |ϕ(xn) −ϕ(x)| < ε para todo n > n0.

Pelo item (a) existe C > 0 tal que ||xn|| 6 C para todo n. Portanto,

|ϕn(xn) −ϕ(x)| = |(ϕn −ϕ)(xn) −ϕ(xn − x)|

6 ||ϕn −ϕ|| ||xn||+ |ϕ(xn) −ϕ(x)|

6 Cε+ ε

para todo n > n0. Isso prova que ϕn(xn) −→ ϕ(x).

1.2.3 Espaços Separáveis e Reflexivos

Definição 11. Um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e denso

em E é dito separável.

Para todo espaço normado E, podemos considerar seu dual E ′, que é um espaço de

Banach. Podemos então considerar o dual de E ′, o qual chamaremos de bidual de E e

denotaremos por E ′′, ou seja, E ′′ = (E ′) ′.

Proposição 2. Para todo espaço normado E, o operador

JE : E −→ E ′′, JE(x)(ϕ) = ϕ(x)

para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′′, é uma isometria linear, chamada de mergulho canônico

de E em E ′′.

Demonstração. A prova deste fato encontra-se em Botelho, et al. [1] pág. 89.

Definição 12. Um espaço normado E é dito reflexivo se JE(E) = E
′′.
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Teorema 4 (Kakutani). Seja E um espaço de Banach. Então E é reflexivo se, e somente

se,

BE = {x ∈ E; ||x|| 6 1}

é compacto na topologia fraca σ(E,E ′).

Demonstração. Vide Brezis [2], pág. 67.

Teorema 5. Em um espaço de Banach reflexivo, toda sequência limitada possui sub-

sequência fracamente convergente.

Demonstração. Vide Brezis [2], pág. 69.

1.3 Resultados de Cálculo Variacional

Nesta seção estaremos interessados em estabelecer alguns resultados à respeito do seguinte

problema minimizante: dados um funcional ϕ : E −→ R definido num espaço reflexivo E

e um subconjunto C ⊂ E fechado e convexo, onde ϕ é limitado inferiormente, queremos

encontrar u0 ∈ C tal que

ϕ(u0) = inf
u∈C

ϕ(u).

Definição 13. Um funcional ϕ : X −→ R definido num espaço topológico X é dito

semicont́ınuo inferiormente, (s.c.i) se ϕ−1(a,∞) é aberto em X para qualquer a ∈ R.

Proposição 3. Seja X um espaço topológico compacto e ϕ : X −→ R um funcional

semicont́ınuo inferiormente. Então ϕ é limitado inferiormente e existe um u0 ∈ X tal

que

ϕ(u0) = inf
X
ϕ.

Demonstração. Claramente temos X = ∪∞n=1ϕ
−1(−n,∞). Como, por hipótese, cada

conjunto ϕ−1(−n,∞) é aberto e X é compacto, segue que

X =

n0⋃
n=1

ϕ−1(−n,∞)

para algum n0 ∈ N. Assim, ϕ(u) > −n0 para todo u ∈ X, de modo que ϕ é limitado

inferiormente. Agora seja c = infXϕ > −∞ e suponha, por contradição, que ϕ(u) > c

para todo u ∈ X. Então

X =

∞⋃
n=1

ϕ−1(c+
1

n
,∞)
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e, novamente pela compacidade de X, ϕ(u) > c+
1

k
para algum k ∈ N e para todo u ∈ X.

Desse modo, c > c+
1

k
, que é um absurdo. Logo o ı́nfimo c é atingido.

Definição 14. Um funcional ϕ : E −→ R definido num espaço normado E é dito s.c.i

fracamente se é s.c.i considerando E com sua topologia fraca, em outras palavras, ϕ(u) 6

lim inf ϕ(un) sempre que un converge fracamente para u.

O resultado abaixo representa uma śıntese do chamado “método direto do cálculo das

variações”.

Teorema 6. Seja E um espaço reflexivo e suponha que um funcional ϕ : E −→ R é

(i) s.c.i fracamente;

(ii) coercivo (isto é, ϕ(u) −→ +∞ quando ||u||→∞).

Então ϕ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ E tal que

ϕ(u0) = inf
E
ϕ.

Demonstração. Pela hipótese de coercividade (ii), podemos escolher R > 0 tal que ϕ(u) >

ϕ(0) para todo u ∈ E com ||u|| > R. Dáı, pelo Teorema de Kakutani, como a bola fechada

de raio R e centro na origem, BR(0), é compacta na topologia fraca e, por (i), ϕ : BR(0) −→

R é s.c.i na topologia fraca, da Proposição acima segue que existe u0 ∈ BR(0) tal que

ϕ(u0) = infBR(0)ϕ. Logo, pela escolha de R, ϕ(u0) = infEϕ.



Caṕıtulo 2

O expoente cŕıtico do operador

k-Hessiano

Neste caṕıtulo discutiremos alguns resultados obtidos em K.Tso [19] sobre o expoente

cŕıtico do operador k-Hessiano.

2.1 Não-existência

Nessa seção investigaremos a não-existência de soluções negativas para a equaçãoSk(D
2u) = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.1)

onde Ω é um domı́nio limitado e suave em Rn e f : (−∞, 0] → [0,∞) cont́ınua. Em

particular, estamos interessados no caso em que f(u) = (−u)p.

O principal ingrediente será uma idendidade devido a Puccin e Serrin [16] a qual

passaremos a apresentar.

Considere o Lagrangiano L = L(D2u,Du,u, x) = L(rij,pi, z, x), definido em Rn ×

Rn×R×Ω, onde rij = rji e Ω é um aberto suave em Rn. A equação de Euler-Lagrange

associada ao Lagrangiano é dada por

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
Lrij

(
D2u,Du,u, x

)
−

n∑
i=1

(
Lpi
(
D2u,Du,u, x

))
xi

+ Lz
(
D2u,Du,u, x

)
= 0.

(2.2)

Com essa notação vale a identidade de Puccin-Serrin:

11
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Proposição 4 (Puccin-Serrin). Seja u ∈ C4(Ω) uma solução de (2.2) com Lpi = 0 e

a ∈ C2(Ω) uma função escalar. Então,

∂

∂xi

[
xiL+

(
xl
∂u

∂xl
+ au

)
∂Lrij
∂xj

+
∂

∂xj

(
xl
∂u

∂xl
+ au

)
Lrij

]
= nL+ xiLxi − auLz − (a+ 2)

∂2u

∂xi∂xj
Lrij .

(2.3)

Esta identidade pode ser usada para determinar o expoente cŕıtico associado ao ope-

rador Sk(D
2u). Com este fim, apresentaremos uma identidade do tipo Pokhozhaev [15]

para o operador k-Hessiano, k > 1.

Teorema 7. Seja Ω um domı́nio suave, estrelado com respeito à origem. Assuma que

f : (−∞, 0]→ [0,∞) seja suave, com f(s) > 0 para s < 0 e f(0) = 0. Então toda solução

de (2.1) não trivial em C1(Ω) ∩ C4(Ω) satisfaz

−
1

k+ 1

∫
∂Ω

(x.v) |Du|2 Sij
(
D2u

)
vivjds =

∫
Ω

(
nF(u) −

n− 2k

k+ 1
uf(u)

)
dx, (2.4)

onde v é a normal unitária externa à ∂Ω e F(u) =
∫u
0 f(s)ds.

Demonstração. De acordo com Tso [19], as soluções do problema (2.1) correspondem aos

pontos cŕıticos do funcional

Ik[u] = −
1

k+ 1

∫
Ω

uSk
(
D2u

)
dx+

∫
Ω

F(u)dx, (2.5)

onde F(u) =
∫u
0 f(s)ds. Escolhendo

L =
−zSk(rij)

k+ 1
+ F(z), com a =

n− 2k

k+ 1

na identidade (2.3), o teorema da divergência nos fornece

−
1

k+ 1

∫
∂Ω

[
xluxluxjS

ij
(
D2u

)]
vids =

∫
Ω

(
nF(u) −

n− 2k

K+ 1
uf(u)

)
dx, (2.6)

o que pode ser reescrito como

−
1

k+ 1

∫
∂Ω

(x.v) |Du|2 Sij
(
D2u

)
vivjds =

∫
Ω

(
nF(u) −

n− 2k

k+ 1
uf(u)

)
dx. (2.7)

Como consequência do resultado acima, podemos determinar o expoente cŕıtico para

a equação k- Hessiana (2.1). A saber, para 1 6 k < n/2, o expoente cŕıtico é dado por

γ(k) =
k(n+ 2)

n− 2k
. (2.8)

De fato, temos o seguinte resultado:
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Corolário 1. Seja Ω um domı́nio suave, estrelado com respeito à origem tal que (x.v) > 0

para todo x ∈ ∂Ω, onde v é a normal unitária em ∂Ω. Então, para f(u) = (−u)p, equação

(2.1) não tem solução negativa u ∈ C1(Ω) ∩ C4(Ω) quando p > γ(k), com 1 6 k < n/2.

Demonstração. De fato, suponha que exista u ∈ C1(Ω) ∩ C4(Ω) solução de (2.1). To-

mando f(u) = (−u)p temos F(u) = −
(−u)p+1

p+ 1
. Assim,

nF(u) −
n− 2k

k+ 1
uf(u) =

(
n− 2k

k+ 1
−

n

p+ 1

)
(−u)p.

Assim, substituindo a expressão obtida acima em (2.4) temos,

−
1

k+ 1

∫
∂Ω

(x.v) |Du|2 Sij
(
D2u

)
vivjds =

∫
Ω

(
n− 2k

k+ 1
−

n

p+ 1

)
(−u)pdx. (2.9)

Como observado por K.Tso [19], o prinćıpio do máximo garante que qualquer solução

negativa u < 0 da equação (2.1) é necessariamente k-admisśıvel. Logo, Sk(D
2u) é eĺıptico,

e teremos Sij (D2u) vivj > 0. Como, por hipótese, (x.v) > 0 para todo x ∈ ∂Ω, segue que

o lado esquerdo de (2.9) é negativo. Por outro lado, se vale

n− 2k

k+ 1
−

n

p+ 1
> 0,

segue que o lado direito de tal identidade é não-negativo o que leva a uma contradição.

Assim, (2.1) não terá solução quando γ(k) =
(n+ 2)k

n− 2k
6 p.

Por fim, observamos que no caso em que Ω = B é uma bola centrada na origem

0 ∈ Rn, a condição (x.v) > 0, x ∈ ∂B é satisfeita.

2.2 Soluções Radialmente Simétricas

Nesta seção investigaremos a existência de soluções negativas radialmente simétricas para

a equação Sk(D
2u) = f(x,u) em B,

u = 0 em ∂B,
(2.10)

onde B denota a bola unitária centrada em 0 ∈ Rn e f : B× (−∞, 0]→ [0,∞) é cont́ınua,

radialmente simétrica na primeira variável e tem crescimento subcŕıtico, isto é, |f(x,u)| 6

C|u|p,p < γ(p). Em particular, podemos escrever f(x, z) = g(r, z), r = |x|, onde

g ∈ C([0, 1]× (−∞, 0]),g > 0 em [0, 1)× [0,−∞). (2.11)
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Uma vez que estamos procurando soluções radialmente simétricas, vamos inicialmente

escrever o operador k-Hessiano, ou a equação (2.10), na forma radial. Suponha que

u(x) = y(r) é uma solução radialmente simétrica da equação (2.10). Afirmamos que y

satisfaz a equação radial
Cn−1
k−1

(
y ′

r

)k−1

y ′′ + Cn−1
k

(
y ′

r

)k
= g(r,y)

y(1) = 0, y ′(0) = 0.

(2.12)

onde Cqp =
p!

(p− q)!q!
, com p > q inteiros positivos. Equivalentemente, podemos escrever


Ckn
n

(
rn−k(y′)k

)′
= rn−1g(r,y)

y(1) = 0, y ′(0) = 0.

(2.13)

Para provar (2.12), vamos seguir uma estratégia devido a G. Dai [8]. Seja u(x) = y(r)

uma solução radialmente simétrica de (2.10) e denote

A =



y ′′(r) 0 0 . . . 0

0
y ′(r)

r
0 . . . 0

0 0
y ′(r)

r
. . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . .
y ′(r)

r


.

Observe que no ponto x0 = (r, 0, . . . , 0) temos A = D2u. Para qualquer x ∈ Rn, existe

uma matriz rotacional B tal que Bx = x0. Como y(|Bx|) = y(r), temos D2u = B2A.

Agora, como AT = A,B−1 = BT e D2u = (D2u)T , segue que

D2u = B2A⇒ B−1D2u = BA⇒ BT (D2u)T = ATBT ⇒ A = B−1(D2u)B,

e então as matrizes A e D2u possuem os mesmos autovalores. Consequentemente,

Sk(D
2u) = Cn−1

k−1

(
y ′

r

)k−1

y ′′ + Cn−1
k

(
y ′

r

)k
.

2.3 Espaços Wk+1 e Wk+1

Nessa seção, seguindo [7, 19], iremos introduzir o espaço do tipo Sobolev adequado para

o estudo variacional do problema (2.13).
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Seja E = {y ∈ C1[0, 1] : y(1) = 0}. Denote por Wk+1 o conjunto E equipado com a

seguinte norma

‖y‖Wk+1 =

(∫ 1
0

rn−k|y ′|k+1dr

) 1
k+1

.

Similarmente, Wk+1 é o conjunto de todas as funções suaves com suporte compacto em

[0,+∞) com a norma

||y||Wk+1 =

(∫∞
0

rn−k|y ′|k+1dr

) 1
k+1

.

Com essas notações, temos os seguintes resultados:

Proposição 5. Seja y ∈Wk+1. Então, existe C > 0 tal que∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1dr 6 C

[∫∞
0

rn−k|y ′|k+1dr

]γ(k)+1
k+1

. (2.14)

Demonstração. Seja β ∈ (k/(k+ 1), (n− k)/(k+ 1)). Então, para y ∈Wk+1 temos∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1dr 6
∫∞
0

rn−1

(∫∞
r

|y ′|dt

)γ(k)+1

dr

=

∫∞
0

rn−1

(∫∞
r

t−βtβ|y ′|dt

)γ(k)+1

dr

6
∫∞
0

rn−1

[∫∞
r

tβ(k+1)|y ′|k+1dt

]γ(k)+1
k+1

[∫∞
r

t−
β(k+1)
k dt

]k(γ(k)+1)
(k+1)

dr,

onde a última desigualdade foi obtida através da Desigualdade de Hölder. Integrando,[∫∞
r

t−
β(k+1)
k dt

]k(γ(k)+1)
(k+1)

=

[
lim
a→+∞

∫a
r

t−
β(k+1)
k dt

]k(γ(k)+1)
(k+1)

=

[
lim
a→+∞

k

k− β(k+ 1)

(
a1−

β(k+1)
k − r1−

β(k+1)
k

)
dt

]k(γ(k)+1)
(k+1)

.

Como k/(k+ 1) 6 β, temos que 1 6 β(k+ 1)/k e então

lim
a→+∞

ka1−
β(k+1)
k

β(k+ 1)
= 0.

Dáı, [∫∞
r

t−
β(k+1)
k dt

]k(γ(k)+1)
(k+1)

=

(
k

β(k+ 1) − k

)k(γ(k)+1)
(k+1)

r(1−
β(k+1)
k )k(γ(k)+1)

k+1 .
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Assim,∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1 6

(
k

β(k+ 1) − k

)k(γ(k)+1)
(k+1)

∫∞
0

rn−1+(1−β(k+1)
k )k(γ(k)+1)

k+1

×
[∫∞

0

tβ(k+1)|y ′|k+1χ{r6t<∞}(t, r)dt

]γ(k)+1
k+1

6

(
k

β(k+ 1) − k

)k(γ(k)+1)
k+1

{∫∞
0

tβ(k+1)|y ′|k+1

×
[∫∞

0

rn−1+(1−β(k+1)
k )(k(γ(k)+1)

k+1 )χ
γ(k)+1
k+1

{r6t<∞}
(t, r)dt

] k+1
γ(k)+1

}γ(k)+1
k+1

onde a última estimativa foi obtida pela desigualdade de Minkowski para integrais. Note

que [∫∞
0

rn−1+(1−β(k+1)
k )(k(γ(k)+1)

k+1 )χ
γ(k)+1
k+1

{r6t<∞}
(t, r)dt

] k+1
γ(k)+1

=

[∫ t
0

rn−1+(1−β(k+1)
k )(k(γ(k)+1)

k+1 )dt

] k+1
γ(k)+1

=

 tn+(1−
β(k+1)
k )(k(γ(k)+1)

k+1 )

n+
(

1 − β(k+1)
k

)(
k(γ(k)+1)
k+1

)
 k+1
γ(k)+1

=

 1

n+
(

1 − β(k+1)
k

)(
k(γ(k)+1)
k+1

)
 k+1
γ(k)+1

tn−k−β(k+1).

Segue-se{∫∞
0

tβ(k+1)|y ′|k+1

[∫∞
0

rn−1+(1−β(k+1)
k )(k(γ(k)+1)

k+1 )χ
γ(k)+1
k+1

{r6t<∞}
(t, r)dt

] k+1
γ(k)+1

}γ(k)+1
k+1

=
1

n+
(

1 − β(k+1)
k

)(
k(γ(k)+1)
k+1

) [∫∞
0

tβ(k+1)|y ′|k+1tn−k−β(k+1)dt

]γ(k)+1
k+1

=
k+ 1

n(k+ 1) + (k− β(k+ 1))(γ(k) + 1)

[∫∞
0

tn−k|y ′|k+1dt

]γ(k)+1
k+1

.

Logo, ∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1dr 6 C

[∫∞
0

rn−k|y ′|k+1dr

]γ(k)+1
k+1

,

onde

C =
k+ 1

n(k+ 1) + (k− β(k+ 1))(γ(k) + 1)

(
k

β(k+ 1) − k

)k(γ(k)+1)
(k+1)

.
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Proposição 6. Assuma 1 6 k < n/2 e seja γ(k) o expoente cŕıtico para o operador

k-Hessiano. Então, a imersão

Wk+1 ↪→ Lp([0, 1], rn−1dr)

é cont́ınua para todo 1 6 p 6 γ(k). Além disso, no caso estrito p < γ(k), a imersão é

compacta.

Demonstração. Se p = γ(k), a Proposição 5 garante a imersão

Wk+1 ↪→ Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr)

é cont́ınua para 1 6 p 6 γ(k). Então, é suficiente provar compacidade no caso estrito

p < γ(k). Seja M ⊆ Wk+1 um conjunto limitado. Digamos ‖x‖Wk+1 6 K, ∀ x ∈ M.

Para x ∈M, temos

|x(r+ t) − x(r)| 6
∫ r+t
r

s
n−k
k+1 s−

n−k
k+1 |x ′(s)| ds

6

(∫ r+t
r

s
n−k
k+1 (k+1)|x ′(s)|k+1 ds

) 1
k+1
(∫ r+t
r

s−
n−k
k+1

k+1
k ds

) k
k+1

.

Como (∫ r+t
r

s−
n−k
k+1

k+1
k ds

) k
k+1

=

(
k

n− 2k

) k
k+1 [

r
2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k

] k
k+1

,

segue que

|x(r+ t) − x(r)| 6

(∫ r+t
r

sn−k|x ′(s)|k+1 ds

) 1
k+1
(

k

n− 2k

) k
k+1 [

r
2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k

] k
k+1

6

(
k

n− 2k

) k
k+1

K
[
r

2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k

] k
k+1

.

Então, ∫ 1
0

rn−1|x(t+ t) − x(r)|1+pdr 6

(
k

n− 2k

) k
k+1

K

∫ 1
0

Ht(r)dr,

onde Ht(r) = r
n−1[r

2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k ]

k(1+p)
k+1 .

Se p < γ(k) então pelo Teorema da Convergência Dominada

lim
t→0+

∫ 1
0

Ht(r)dr = lim
t→0+

∫ 1
0

rn−1[r
2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k ]

k(1+p)
k+1 dr

=

∫ 1
0

lim
t→0+

rn−1[r
2k−n
k − (r+ t)

2k−n
k ]

k(1+p)
k+1 dr

= 0.
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Logo, ∫ 1
0

rn−1|x(t+ t) − x(r)|1+pdr→ 0,

uniformemente em x ∈ E quando t→ 0+, o que mostra que o conjunto E é relativamente

compacto em Lp+1([0, 1], rn−1dr).

A seguir, através de um exemplo, veremos que a imersãoWk+1 ↪→ Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr)

não é compacta. Tome a função φ ∈ C∞[0, 1] satisfazendo 0 6 φ 6 1, suppφ ⊆

[0, 1
2
],φ ≡ 1 em [0, 1

4
] e ‖φ‖k+1 = B > 0.

Definimos,

φi(r) = 2i(
n−2k
k+1 )φ(2ir), i = 1, 2, . . . . (2.15)

Então,

‖φi‖k+1 =

∫ 1
0

rn−k|φ ′i|
k+1dr

=

∫ 1
0

rn−k|2i(
n−2k
k+1 )φ ′(2ir)2i|k+1dr

=

∫ 1
0

rn−k|φ ′(2ir)|k+12i(n−k)2idr.

Fazendo a mudança de variável u = 2ir, temos

‖φi‖k+1 =

∫ 1
0

( u
2i

)n−k
|φ ′(u)|k+12i(n−k)du

=

∫ 1
0

un−k|φ ′(u)|k+1du

= ‖φ‖k+1 = B.

Mas,

‖φi+m − φi‖γ(k)+1
γ(k)+1,n−1 >

2−n

n
|1 − 2− mn

γ(k)+1 |.

Em outras palavras, o conjunto {φi} não é relativamente compacto em Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr).



Caṕıtulo 3

Problema de Brezis-Nirenberg para

a equação k-Hessiana

Neste caṕıtulo discutiremos alguns resultados obtidos por Chou, Geng e Yan [7] sobre

o problema de Brezis e Nirenberg para a equação k-Hessiana definida em um domı́nio

simétrico.

3.1 Resultados Preliminares

Considere o seguinte problema
Sk(D

2u) = (−u)γ(k) + λ(−u)k em B,

u < 0, em B,

u = 0, em ∂B,

(3.1)

onde B é a bola unitária centrada na origem 0 ∈ Rn, n > 3.

Estamos interessados em soluções radialmente simétricas u(x) = y(r), r = |x|. Como

vimos no Caṕıtulo 2, na forma radial a equação (3.1) equivale a
Ckn
n

(
rn−k(y′)k

)′
= rn−1[(−y)γ(k) + λ(−y)k] em [0, 1]

y < 0 em [0, 1]

y(1) = 0, y ′(0) = 0.

(3.2)

Denote

S = inf
{ ||y||k+1

Wk+1

||y||k+1
γ(k)+1,n−1

: y ∈Wk+1\{0}
}

,

19
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onde ‖y‖γ(k)+1,n−1 é a norma de y em Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr). Notemos que a razão

||y||k+1
Wk+1

||y||k+1
γ(k)+1,n−1

é invariante por dilatação e desse modo, obtemos

S = inf


∫∞
0

rn−k|y ′|k+1dr(∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1dr

) k+1
γ(k)+1

: y ∈Wk+1\{0}

 . (3.3)

Veja que se existe y0 ∈Wk+1, y0 6 0, tal que∫∞
0

rn−1|y0|
γ(k)+1dr = 1 e S =

∫∞
0

rn−k|y ′0|
k+1dr. (3.4)

Então, y0 resolve 
(
rn−k(y′)k

)′
= Srn−1(−y)γ(k) em [0, 1]

y < 0 em [0, 1]

y(0) = C1, y
′(0) = 0.

(3.5)

Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposição 7. A melhor constante e funções extremais no problema minimizante (3.3)

são dados respectivamente por

S = n

(
n− 2k

k

)k  Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
2Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


2k

n

,

y0(r) =
−C

(λ+ r2)
n−2k
2k

,

onde λ > 0 e

C =

[
S

(
k

k+ 1

)k](n−2k)/(k+1)n

λ(n−2k)/2k(k+1).

Demonstração. Vide Chou et al [7].
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3.2 Resultados de Existência

Considere os seguintes funcionais,

F(u) =
Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|u|k+1dr−A

[∫ 1
0

rn−1|u|γ(k)+1dr

] k+1
γ(k)+1

,

e

H(u) =

∫ 1
0

rn−1|u|k+1dr.

Note que

Fu − (Fu ′)r = −
Ckn
n

∫ 1
0

(rn−k|u ′|k−1u ′) ′dr

−A
k+ 1

γ(k) + 1

(∫ 1
0

rn−1|u|γ(k)+1dr

) k+1
γ(k)+1−1 ∫ 1

0

rn−1|u|γ(k)−1udr

=

∫ 1
0

[
−
Ckn
n

(rn−k|u ′|k+1u ′) ′ −A
k+ 1

γ(k) + 1
||u||

−(γ(k)−k)
γ(k)+1,n−1r

n−1|u|γ(k)−1u

]
dr,

e

Hu =

∫ 1
0

rn−1|u|k−1udr.

Assim, quando consideramos o problema minimizante

λA = inf
{
J(u) : u ∈Wk+1\{0}

}
, (3.6)

onde

J(u) = J(u,γ(k),A) =
F(u)

H(u)

=

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|u|k+1dr−A

[∫ 1
0

rn−1|u|γ(k)+1dr

] k+1
γ(k)+1

∫ 1
0

rn−1|u|k+1dr

, (3.7)

temos que qualquer minimizante satisfaz a equação de Euler-Lagrange

−
Ckn
n

(
rn−k|u ′|k−1u ′

) ′
−A

(
k+ 1

γ(k) + 1
||u||

γ(k)−k
γ(k)+1,n−1

)
rn−1|u|γ(k)−1u

= λAr
n−1|u|k−1u (3.8)

no sentido fraco. Então se u é normalizado tal que (γ(k) + 1) ||u||
γ(k)−k
γ(k)+1,n−1 = (k+ 1)A,

então u soluciona (3.2) com λ = λA. A regularidade de uma solução de (3.2) é dada pelo

seguinte resultado.
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Lema 2. Qualquer solução fraca não positiva de (3.8) em Wk+1 é na realidade negativa

e C2[0, 1]. Consequentemente, u(x) = y(|x|) soluciona (3.1) no sentido clássico em B.

Demonstração. Seja y uma solução fraca de (3.8). Então y satisfaz

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′ϕ ′dr =

∫ 1
0

rn−1(A|y|γ(k)−1 + λ|y|k−1)yϕdr, ∀ϕ ∈Wk+1. (3.9)

Fixe r ∈ (0, 1). Escolha ϕ tal que

ϕ =


1 em (0, r)

r+ δ(1 − s)em (r, r+ δ)

0 em [r+ δ, 1).

Tomando ϕ como uma função teste em (3.9) temos∫ 1
0

rn−1(A|y|γ(k)−1 + λ|y|k−1)ydr =

∫ r
0

tn−1(A|y|γ(k)−1 + λ|y|k−1)ydt

+

∫ r+δ
r

tn−1(A|y|γ(k)−1 + λ|y|k−1)y[r+ δ(1 − s)]dt.

Fazendo δ→ 0, obtemos

Ckn
n
rn−k|y ′|k−1y ′ =

∫ r
0

tn−1(A|y|γ(k) + λ|y|k)dr.

Dáı, a conclusão do lema é facilmente deduzida se y for limitada. No que segue, vamos

mostrar que y é limitada. Para q > 1, defina

g(t) =

 tq, t ∈ [0,N)

linear, t > N

G(u) =

∫u
0

|g ′(t)|k+1dt. (3.10)

Então, temos as seguintes estimativas

uk+1G ′(u) = uk+1|g ′(t)|k+1 = uk+1qk+1|uq−1|k+1

= uk+1qk+1

∣∣∣∣uqu
∣∣∣∣k+1

=
uk+1

|u|k+1
qk+1|uq|k+1

6 qk+1|uq|k+1 = qk+1|g(u)|k+1.

Ainda

G(u) =

∫u
0

|qtq−1|k+1dt =

∫u
0

qk+1|t|(q−1)(k+1)dt

= qk+1 u(q−1)(k+1)+1

(q− 1)(k+ 1) + 1
=
qk+1u(q−1)(k+1)|u|

(q− 1)(k+ 1) + 1

6 |u||quq−1|k+1 = |u|G ′(u).
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Logo,

uk+1G ′(u) 6 qk+1|g(u)|k+1 e G(u) 6 |u|G ′(u). (3.11)

Seja ϕ = ηk+1G(−y) uma função teste satisfazendo (3.9), onde η é suave e não-negativa.

Então,

−

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′ϕ ′dr = −

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′

[
(k+ 1)ηkη ′G(−y) − ηk+1

∣∣∣∣ ddtg(−y)
∣∣∣∣k+1

]

=

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′ηk+1

∣∣∣∣ ddtg(−y)
∣∣∣∣k+1

−

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′(k+ 1)ηk|η| ′G(−y)

>
∫ 1
0

rn−kηk+1

∣∣∣∣ ddtg(−y)
∣∣∣∣k+1

− (k+ 1)

∫ 1
0

rn−k|y ′|kηk|η| ′G(−y).

Por (3.9)

−

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′ϕ ′ = −C

∫ 1
0

rn−1(A(−y)γ(k)−1 + λ(−y)k−1)yϕ

= −C

∫ 1
0

rn−1(A(−y)γ(k)−1 + λ(−y)k−1)yηk+1G(−y)

e usando as estimativas (3.11)

−

∫ 1
0

rn−k|y ′|k−1y ′ϕ ′ 6 −C

∫ 1
0

rn−1(A(−y)γ(k)−1 + λ(−y)k−1)yηk+1(−y)G ′(−y)

6 −Cqk+1

∫ 1
0

rn−1(A(−y)γ(k)−k + λ)y(ηg(−y))k+1

6 −Cqk+1

∫ 1
0

rn−1((−y)γ(k)−k + 1)y(ηg(−y))k+1.

De modo semelhante, temos

(k+ 1)

∫ 1
0

rn−k|y ′|kηk|η ′|G(−y) 6 (k+ 1)

∫ 1
0

rn−k|y ′|kηk|η ′|(−y)−k(−y)k+1G ′(−y)

6 (k+ 1)qk+1

∫ 1
0

rn−k
(

|y ′|

(−y)

)k(
η

|η| ′

)k
|η ′g(−y)|k+1

6 (k+ 1)qk+1

∫ 1
0

rn−k|η ′g(−y)|k+1.

Dáı,∫ 1
0

rn−kηk+1

∣∣∣∣ ddtg(−y)
∣∣∣∣k+1

6 Cqk+1

[∫ 1
0

rn−k|η ′g(−y)|k+1

+

∫ 1
0

rn−1(|y|γ(k)−k + 1)(ηg(−y))k+1

]
. (3.12)
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Agora, pela Proposição 6[∫ 1
0

rn−1|ηg(−y)|γ(k)+1dr

] k+1
γ(k)+1

6
∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddtηg(−y)

∣∣∣∣k+1

6
∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣η ′g(−y) + η ddtηg(−y)

∣∣∣∣k+1

6
∫ 1
0

rn−k |η ′g(−y)|
k+1

+

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣η ddtηg(−y)

∣∣∣∣k+1

,

e segue de (3.12) que,[∫ 1
0

rn−1|ηg(−y)|γ(k)+1dr

] k+1
γ(k)+1

6 Cqk+1

[∫ 1
0

rn−k |η ′g(−y)|
k+1

+

∫ 1
0

rn−1(ηg(−y))k+1

+

∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)−k(ηg(−y))k+1

]
. (3.13)

Note que, pela desigualde de Hölder,∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)−k(ηg(−y))k+1 6

[∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)+1

]γ(k)−k
γ(k)+1

[∫ 1
0

rn−1(ηg(−y))γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

Agora, para cada t ∈ [0, 1], existe um δ = δ(t) > 0, tal que

Cqk+1

[∫ t+δ
t−δ

rn−1(−y)γ(k)+1

]γ(k)−k
γ(k)+1

6
1

2
.

Tome η ∈ C∞0 [t− δ, t+ δ] tal que

0 6 η 6 1, η ≡ 1 em [t−
δ

2
, t+

δ

2
], |η ′| 6

2

δ
.

Então, fazendo N→∞ e de (3.13) temos[∫ t+δ
t−δ

rn−1(η(−y)q)γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

6 Cqk+1

[∫ t+δ
t−δ

rn−k |η ′(−y)q|
k+1

+

∫ t+δ
t−δ

rn−1(η(−y)q)k+1

+

∫ t+δ
t−δ

rn−1(−y)γ(k)−k(η(−y)q)k+1

]
.

Como |η| 6 1,[∫ t+δ
t−δ

rn−1(η(−y)q)γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

6 Cqk+1

∫ t+δ
t−δ

rn−k|η ′|k+1(−y)q(k+1)

e do fato de |η ′| 6 2
δ

segue que[∫ t+δ
t−δ

rn−1(η(−y)q)γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

6
Cqk+1

δk+1

∫ t+δ
t−δ

rn−k(−y)q(k+1)

=
Cqk+1

δk+1

∫ t+δ
t−δ

rn−k−
n−1
s r

n−1
s (−y)q(k+1).
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Novamente pela desigualdade de Hölder, obtemos[∫ t+δ
t−δ

rn−1(η(−y)q)γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

6
Cqk+1

δk+1

[∫ t+δ
t−δ

(r
n−1
s (−y)q(k+1))s

] 1
s

×
[∫ t+δ
t−δ

r(n−k−
n−1
s )( s

s−1 )

] s−1
s

. (3.14)

Tomando

s ∈
(

n

n− k+ 1
,
γ(k) + 1

k+ 1

)
temos

s >
n

n− k+ 1
⇒ s(n− k+ 1) > n⇒ s(n− k) + s > n⇒ s(n− k) − n+ 1 > 1 − s

⇒ s(n− k) − n+ 1

s− 1
> −1⇒

(
n− k−

n− 1

s

)(
s

s− 1

)
> −1.

Assim, por (3.14)(∫ 1
0

rn−1(−y)q(γ(k)+1)

) k+1
γ(k)+1

6 Cqk+1

[∫ 1
0

rn−1(−y)q(k+1)s

] 1
s

. (3.15)

Seja q0 =
γ(k)+1
(k+1)s

. Então, como γ(k)+1
k+1

> s, segue que q0 > 1. Ainda y ∈ Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr)

implica y ∈ Lq0(γ(k)+1)([0, 1], rn−1dr), pois(∫ 1
0

rn−1(−y)q0(γ(k)+1)

) 1
q0(γ(k)+1)

=

(∫ 1
0

rn−1(−y)q0(γ(k)+1)

) 1
(γ(k)+1)(γ(k)+1)

(k+1)s

=

(∫ 1
0

rn−1(−y)q0(γ(k)+1)

) k+1
(γ(k)+1)

s
γ(k)+1

.

Usando (3.15), temos(∫ 1
0

rn−1(−y)q0(γ(k)+1)

) 1
q0(γ(k)+1)

6
(
Cqk+1

) s
γ(k)+1

(∫ 1
0

rn−1(−y)q0(k+1)s

) 1
s

s
γ(k)+1

=
(
Cqk+1

) s
γ(k)+1

(∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)+1

) 1
γ(k)+1

=
(
Cqk+1

) s
γ(k)+1 ||y||Lγ(k)+1([0,1],rn−1dr)

<∞.

Por outro lado, temos

||y||q(γ(k)+1),n−1 =

(∫ 1
0

rn−1(−y)q(γ(k)+1)

) 1
q(γ(k)+1)

=

(∫ 1
0

rn−1(−y)q(γ(k)+1)

) k+1
(γ(k)+1)

1
q(k+1)

.
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Novamente utilizando (3.15) segue

||y||q(γ(k)+1),n−1 6
(
Cqk+1

) 1
q(k+1)

(∫ 1
0

rn−1(−y)q(k+1)s

) 1
(s

1
q(k+1)

= (Cq)
1
q ||y||s(k+1)q,n−1.

Como s < γ(k)+1
k+1

, então s(k+ 1)q < q(γ(k) + 1). Assim, temos

||y||q(γ(k)+1),n−1 6 ||y||λs(k+1)q||y||
1−λ∞

onde λ = s(k+1)q
q(γ(k)+1)

= s(k+1)
(γ(k)+1)

< 1. Assim,

||y||λ−1∞ 6
||y||λs(k+1)q,n−1

||y||q(γ(k)+1),n−1

.

Então

||y||∞ 6
||y||

λ
λ−1

s(k+1)q,n−1

||y||
1
λ−1

q(γ(k)+1),n−1

6
||y||

1
1−λ

q(γ(k)+1),n−1

||y||
λ

1−λ

s(k+1)q,n−1

6
||y||

1
1−λ

q(γ(k)+1),n−1

||y||
1

1−λ

s(k+1)q,n−1||y||
−1
s(k+1)q,n−1

6 (Cq)
1
q

1
1−λ ||y||s(k+1)q,n−1

6 C.

Logo, y é limitada.

Para tratar com o problema minimizante (3.6), introduziremos o problema com expo-

ente não-cŕıtico p, com k < p < γ(k):

µp = µ(p,A) = inf{Jp(u) : u ∈Wk+1\{0}}, (3.16)

onde

Jp(u) = J(u;p,A)

=

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|u ′|k+1dr−A

[∫ 1
0

rn−1|u|p+1dr

] k+1
p+1

∫ 1
0

rn−1|u|k+1dr

. (3.17)
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Se y ∈Wk+1\{0}, e p1 > p2, então[∫ 1
0

rn−1|u|p1+1dr

] k+1
p1+1

=

[∫ 1
0

rn−1|u|p2+1|u|p1−p2dr

] k+1
p1+1

>

[∫ 1
0

rn−1|u|p2+1dr

] k+1
p1+1

>

[∫ 1
0

rn−1|u|p2+1dr

] k+1
p2+1

.

Dáı,

Jp2
(y) > Jp1

(y) > Jγ(k)(u) = J(y).

Então, µp é decrescente em p. Mais ainda, p 7→ µp é semicont́ınua superiormente. Dáı,

µp → λA, quando p→ γ(k)−. (3.18)

Qualquer minimizador do operador Jp(u) satisfaz a equação de Euler-Lagrange

−
Ckn
n

(
rn−k|y ′p|

k−1y ′p
) ′

−A

(
k+ 1

γ(k) + 1
||yp||

k−p
p+1,n−1

)
rn−1|yp|

p−1yp = λAr
n−1|yp|

k−1yp.

Assim, µp é obtida por algum yp ∈Wk+1 com yp 6 0 tal que

p+ 1

k+ 1
||yp||

p−k
p+1,n−1 = A. (3.19)

Claramente, {yp} é limitada em Wk+1, então existe uma subsequência, que também de-

notaremos por {yp} tal que, pela Proposição 6

yp ⇀ y fracamente em Wk+1

yp ⇀ y fracamente em Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr) (3.20)

yp → y fortemente em Lt+1([0, 1], rn−1dr)

yp → y q.t.p,

onde y ∈Wk+1 e t < γ(k). Assim,

λA 6 J(yp;γ(k),A) 6 J(yp;p,A) = µp (3.21)

e por (3.18) vimos que J(yp;γ(k),A) = Jp(yp) → λA quando p → γ(k)−, isto é, {yp} é

também uma sequência minimizante de (3.7).

Proposição 8. Se λA+δ > −∞ para algum δ > 0, então λA é atingido por algum

yp ∈Wk+1.
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Demonstração. Pelos argumentos acima sabemos que {yp} (passando a uma subsequência,

se necessário) é também uma sequência minimizante de λA. Seja yA = y como em (3.20).

Temos que provar que

yp → y fortemente em Lγ(k)+1([0, 1], rn−1dr). (3.22)

Para este fim, por (3.19) e pela Equação de Euler-Lagrange acima temos

−
Ckn
n

∫ 1
0

(
rn−k|y ′p|

k−1y ′p
) ′
ϕ =

∫ 1
0

rn−1(A|yp|
p−1yp + λA|yp|

k−1yp)ϕ,

para toda ϕ ∈ Wk+1. Agora, integrando por partes a integral do lado esquerdo da

expressão acima obtemos,

−
Ckn
n

∫ 1
0

(
rn−k|y ′p|

k−1y ′p
) ′
ϕ = −

Ckn
n

[
(rn−k|y ′p|

k−1y ′pϕ
∣∣∣1
0
−

∫ 1
0

rn−k|y ′p|
k−1y ′pϕ

′
]

=
Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|y ′p|
k−1y ′pϕ

′.

Desse modo, yp satisfaz

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(y ′p)
kϕ ′dr =

∫ 1
0

rn−1(A(−yp)
p−1 + λA(−yp)

k−1)ypϕdr, (3.23)

para toda ϕ ∈Wk+1.

Seja ϕ = G(−yp) uma função teste, onde G é definida em (3.10). Temos

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddrg(−yp)

∣∣∣∣k+1

=

∫ 1
0

rn−1A(−yp)
p−1ypG(−yp)

+

∫ 1
0

rn−1λA(−yp)
k−1ypG(−yp),

e por (3.11)

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddrg(−yp)

∣∣∣∣k+1

6
∫ 1
0

rn−1A(−yp)
p−1(−yp)(−yp)G

′(−yp)+

+

∫ 1
0

rn−1λA(−yp)
k−1(−yp)(−yp)G

′(−yp)

=

∫ 1
0

rn−1A(−yp)
p(−yp)

−k(−yp)
k+1G ′(−yp)+

+

∫ 1
0

rn−1λA(−yp)
k(−yp)

−k(−yp)
k+1G ′(−yp)

e, novamente por (3.11)

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddrg(−yp)

∣∣∣∣k+1

6 qk+1A

∫ 1
0

rn−1(−yp)
p−kg(−yp)

k+1

+ qk+1µ(p,A)

∫ 1
0

rn−1g(−yp)
k+1.
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Pela desigualdade de Hölder∫ 1
0

rn−1A(−yp)
p−kg(−yp)

k+1 6

[∫ 1
0

rn−1g(−yp)
(k+1)p+1

k+1

] k+1
p+1
[∫ 1

0

rn−1(−yp)
(p−k) p+1

p−k

]p−k
p+1

6

[∫ 1
0

rn−1g(−yp)
p+1

] k+1
p+1
[∫ 1

0

rn−1(−yp)
p+1

]p−k
p+1

6 ||g(−yp)||
k+1
p+1,n−1||yp||

p−k
p+1,n−1.

Portanto, como ||yp||
p−k
p+1,n−1 <∞, temos que

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddrg(−yp)

∣∣∣∣k+1

6 qk+1
(
A||g(−yp)||

k+1
p+1,n−1 + µ(p,A)||g(−yp)||

k+1
k+1,n−1

)
.

(3.24)

Por outro lado, como λA+δ >∞ então, da definição de Jp(u) temos que

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ddrg(−yp)

∣∣∣∣k+1

− (A+ δ)

[∫ 1
0

rn−1g(−yp)
p+1

] k+1
p+1

> µ(p,A+ δ)

∫ 1
0

rn−1g(−yp)
k+1.

Combinando esta desigualdade com (3.24), obtemos(
A+ δ−Aqk+1

)
||g(−yp)||

k+1
p+1,n−1 = (A+ δ)||g(−yp)||

k+1
p+1,n−1 −Aq

q+1||g(−yp)||
k+1
p+1,n−1

6 (µ(p,A) − µ(p,A+ δ)) ||g(−yp)||
k+1
k+1,n−1. (3.25)

Tomando q ∈
(

1, γ(k)+1
k+1

)
tal que

δ+A−Aqk+1 = δ+ (1 − qk+1)A >
1

2
δ > 0,

a estimativa (3.25) se torna, para p próximo de γ(k),

||g(−yp)||
k+1
p+1,n−1 6

(µ(p,A)qk+1 − µ(p,A+ δ))

(A+ δ−Aqk+1)
||g(−yp)||

k+1
k+1,n−1

6
2

δ
[λA + 1]qk+1|g(−yp)||

k+1
k+1,n−1

6
2

δ
[λA + 1]

(
γ(k) + 1

k+ 1

)k+1

||g(−yp)||
k+1
k+1,n−1.

Tomando N→∞, temos

||g(−yp)||
k+1
p+1,n−1 =

[∫ 1
0

rn−1(−yp)
q(p+1)

] k+1
p+1

=

[∫ 1
0

rn−1(−yp)
q(p+1)

]q(k+1)
q(p+1)

= ||yp||
(k+1)q
(p+1)q,n−1
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e, por outro lado

||g(−yp)||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1|g(−yp)|
k+1

=

∫ 1
0

rn−1(−yp)
q(k+1)

= ||yp||
(k+1)q
(k+1)q,n−1.

Desse modo,

||yp||
(k+1)q
(p+1)q,n−1 6 C||yp||

(k+1)q
(k+1)q,n−1 6 C

′;

em particular,

||yp||
(k+1)q

(γ(k)+1)(q+1
2 ),n−1

6 C ′. (3.26)

Por interpolação, para qualquer ε > 0

||yp||(γ(k)+1)q,n−1 6 ε||yp||(γ(k)+1)(q+1
2 ),n−1 + Cε||yp||t,n−1

onde t pode ser escolhido tal que t < γ(k) + 1. Por (3.20) e (3.26) obtemos (3.22).

Vamos definir

A∗ = sup{A; λA > −∞},

e

λ∗ = λA∗ .

Então, temos 0 < A∗ <∞ e λ∗ < λ1. Pela Proposição 8, temos:

Proposição 9. Existe um minimizador de (3.6) para cada λ satisfazendo λ∗ < λ < λ1

Teorema 8. Seja Ω = B1(0) e

λ1 = inf

{
Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|y ′|k+1 : y ∈ C1[0, 1],y(1) = 0,

∫ 1
0

rn−1|y|k+1 = 1

}
.

(i) Se n > 2k(k+ 1), existe uma solução radial de (3.1) para λ ∈ (0, λ1).

(ii) Se 2k < n < 2k(k + 1), existe uma solução radial de (3.1) para todo λ ∈ (λ∗, λ1),

para algum λ∗ < λ1−C
k
nn

(2k−n)/nS, onde S é a melhor constante de Sobolev definida

na Proposição 6.

Demonstração. Da Proposição 9 existe um minimizante de (3.6) para cada λ satisfa-

zendo λ∗ < λ < λ1. Pelo Lema 2, o minimizador y é negativo e soluciona 3.2 no sentido
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clássico depois de ser normalizado como em (3.19). Então o que temos que fazer é calcular

A∗ e determinar λ∗ para n > 2k(2k+ 1) ou estimar λ∗ para 2k < n < 2k(2k+ 1), como

faremos abaixo.

Proposição 10. Segue que

(i) A∗ =

(
Ckn
n

)
S, para todo n > 2k;

(ii) Se n > 2k(2k+ 1), então λ∗ = 0;

(iii) Se n < 2k(2k+ 1), então λ∗ < λ1 − n
(2k−n)/nCknS.

Demonstração. Primeiramente, de (2.14) e (3.3) temos

S 6

∫∞
0

rn−k|y ′|k+1dr[∫∞
0

rn−1|y|γ(k)+1dr

] k+1
γ(k)+1

⇒ Ckn
n
S 6 A∗. (3.27)

No que segue, provaremos a desigualdade reversa.

Considere

w = wε(r) = ϕ(r)uε(r), (3.28)

onde uε(r) = (ε + r2)(2k−n)/2k e ϕ é uma função suave. Vamos estimar a razão J(w) =

J(wε(r),γ(k),A) definido em (3.7) quando ε→ 0+. Consideremos 2 casos separadamente.

O caso n>2k(2k+1). Seja ϕ ∈ C2[0, 1],ϕ(1) = ϕ ′(0) = 0,ϕ ≡ 1 em uma vizinhança

de 0, e ϕ ′ 6 0. Segue

||wε||
γ(k)+1
γ(k)+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)γ(k)+1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](γ(k)+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1
(
ϕ(r)γ(k)+1 − 1

)
(ε+ r2)[(n−2k)/2k](γ(k)+1)

dr +

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](γ(k)+1)
dr

=

∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](γ(k)+1)
dr+O(1)

=

∫∞
0

rn−1[
ε(1 + r2

ε
)
][(n−2k)/2k](γ(k)+1)

dr+O(1).

Como γ(k) + 1 =
n(k+ 1)

n− 2k
, temos que

n− 2k

2k
(γ(k) + 1) = n

2
+ n

2k
. Dáı,

||wε||
γ(k)+1
γ(k)+1,n−1 =

1

ε(
n
2 +

n
2k)

∫∞
0

rn−1

(1 + r2

ε
)(
n
2 +

n
2k)
dr+O(1).

Fazendo s = r2

ε
, temos r = (sε)

1
2 e ds = 2r

ε
dr. Então,
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||wε||
γ(k)+1
γ(k)+1,n−1 =

1

ε(
n
2 +

n
2k)

∫∞
0

(sε)
1
2 (n−1)

(1 + s)(
n
2 +

n
2k)

ε

2(sε)
1
2

ds+O(1)

=
ε
n
2

2ε(
n
2 +

n
2k)

∫∞
0

s
n
2 −1

(1 + s)(
n
2 +

n
2k)
ds+O(1)

=
1

2
ε−n/2k

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1).

Agora, pelo Desenvolvimento de Newton, temos

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k =

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ϕ ′(r)

(ε+ r2)(n−2k)/2k
+ r

(
2k− n

2k

)
ϕ(r)

(ε+ r2)n/2k

∣∣∣∣k+1

dr

=

∫ 1
0

rn−1

k+1∑
j=0

Cjk+1

[
ϕ ′(r)

(ε+ r2)(n−2k)/2k

]j [
r

(
2k− n

2k

)
ϕ(r)

(ε+ r2)n/2k

]k+1−j

dr

=

k+1∑
j=0

Cjk+1

(
2k− n

2k

)k+1−j ∫ 1
0

rn−krk+1−j ϕ(r)
k+1−j (ϕ ′(r))

j

(ε+ r2)(n(k+1))/2k−j
dr

= C0
k+1

(
2k− n

2k

)k+1 ∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)
k+1 (ϕ ′(r))

0

(ε+ r2)(n(k+1))/2k
dr+O(1)

=

(
2k− n

2k

)k+1 ∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)k+1

(ε+ r2)(n(k+1))/2k
dr+O(1)

=

(
2k− n

2k

)k+1 ∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)(n(k+1))/2k
dr+O(1).

Fazendo a mudança de variável s = r2, temos

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k =

(
2k− n

2k

)k+1 ∫ 1
0

(s1/2)n−1

(ε+ s)(n(k+1))/2k

ds

(2s1/2)
+O(1)

=
1

2

(
2k− n

2k

)k+1

ε−
n(k+1)

2k

∫ 1
0

s
n
2 −1

(1 + s/ε)(n(k+1))/2k
ds+O(1).

Fazendo outra mudança de variável, u = s/ε

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k =

1

2

(
2k− n

2k

)k+1

ε−
n(k+1)

2k

∫ 1
0

(uε)
n
2 −1

(1 + u)(n(k+1))/2k
εdu+O(1)

=
1

2

(
2k− n

2k

)k+1

ε−
n
2 −

n
2k+

n
2

∫ 1
0

u
n
2 −1

(1 + u)(n(k+1))/2k
du+O(1)

=
1

2

(
n− 2k

2k

)k+1

ε−
n
2k

∫∞
0

u
n
2 −1

(1 + u)(n(k+1))/2k
du+O(1).

Logo, conclúımos que

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k =

n

2

(
n− 2k

2k

)k+1

ε
2k−n
2k

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1).
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Se 2k(k+ 1) < n, então

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)k+1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1
(
ϕ(r)k+1 − 1

)
(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)

dr +

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr

=

∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr+O(1)

=

∫∞
0

rn−1[
ε(1 + r2

ε
)
][(n−2k)/2k](k+1)

dr+O(1)

=
1

ε
n
2 −

2k(k+1−n)
2k

∫∞
0

rn−1

(1 + r2

ε
)[(n−2k)/2k](k+1)

dr+O(1).

Fazendo s = r2/ε

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

1

ε
n
2 −

2k(k+1)−n
2k

∫∞
0

(sε)
1
2 (n−1)

(1 + s)[(n−2k)/2k](k+1)

εds

2(sε)
1
2

+O(1)

=
ε
n
2

2ε
n
2 −

2k(k+1)−n
2k

∫∞
0

s
1
2 (n−1)

(1 + s)
n
2 −

2k(k+1)−n
2k

ds+O(1).

Assim,

||wε||
k+1
k+1,n−1 = ε

2k(k+1−n)
2k

Γ
(n

2

)
Γ

(
n− 2k(k+ 1)

2k

)
Γ

(
(k+ 1)(n− 2k)

2k

) +O(1).

Se 2k(k+ 1) = n, então

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)k+1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)k+1

(ε+ r2)k(k+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1
(
ϕ(r)k+1 − 1

)
(ε+ r2)k(k+1)

dr +

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)k(k+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)k(k+1)
dr+O(1).

Fazendo u = r2

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

u
1
2 (n−1)

(ε+ u)k(k+1)

du

2u
1
2

+O(1)

=
1

2

∫ 1
0

u
n
2 −1

(ε+ u)k(k+1)
du+O(1).
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Então,

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

1

2

∫ 1
0

rn−2

(ε+ r2)k(k+1)
dr2 +O(1)

=
1

2

∫ 1
0

r2k(k+1)−2

(ε+ r2)k(k+1)
dr2 +O(1)

=
1

2

∫ 1
0

(
r2

ε+ r2

)k(k+1)
dr2

r2
+O(1)

=
1

2

∫ 1
0

(
t

ε+ t

)k(k+1)
dt

t
+O(1)

=
1

2

∫ 1
0

tk(k+1)−1

ε+ tk(k+1)
dt+O(1).

Fazendo s = ε+ tk(k+1)

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

1

2

∫ε+1

ε

1

u
du

=
1

2
(ln |ε+ 1|− ln |ε|) +O(1)

=
1

2
ln

∣∣∣∣ε+ 1

ε

∣∣∣∣+O(1)
=

1

2
ln |ε|

∣∣∣∣1 +
1

ε

∣∣∣∣+O(1).
Portanto, conclúımos que

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

1

2
ln |ε|+O(1).

Então, quando 2k(k+ 1) < n, temos

J(wε) =

Ckn
n

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k −A||wε||

k+1
γ(k)+1,n−1

||wε||
k+1
k+1,n−1

=

Ckn
n

n

2

(
n− 2k

2k

)k+1

ε
2k−n
2k

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) −A

1

2
ε−n/2k

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)

n−2k
n

+O(1)

ε
2k(k+1−n)

2k

Γ
(n

2

)
Γ

(
n− 2k(k+ 1)

2k

)
Γ

(
(k+ 1)(n− 2k)

2k

)
.

Evidenciando ε−kε
2k(k+1)−n

2k , temos

J(wε) =
Kε−k +O

(
ε
n−2k(k+1)

2k

)
C+O

(
ε
n−2k(k+1)

2k

) (3.29)
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onde C > 0 e

K =

Ckn2
(
n− 2k

2k

)k+1 Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) −A

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


n−2k
n

 .

Se A > CknS/n, então quando ε→ 0+, J(wε)→ −∞, pois K < 0 e, logo

A∗ 6
Ckn
n
S.

Quando 2k(k+ 1) = n, (3.29) se torna

J(wε) =

[
CknS− nA

]
Cε2k−n +O(1)

1
2
| ln ε|+O(1)

. (3.30)

Similarmente, conclúımos que A∗ 6
Ckn
n
S.

O caso 2k < n < 2k(k + 1). Precisamos de uma função ϕ mais refinada do que a do

caso anterior. Tome

ϕ = 1 − rβ (3.31)

onde β será determinado posteriormente. Temos,

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)k+1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1

r[(n−2k)/k](k+1)

ϕ(r)k+1

(1 + ε/r2)[(n−2k)/2k](k+1)
dr

=

∫ 1
0

r(k+2k2−n)/kϕ(r)k+1dr+ o(1)

=

∫ 1
0

r(k+2k2−n)/k
(
1 − rβ

)k+1
dr+ o(1).

Fazendo rβ = t,∫ 1
0

r(k+2k2−n)/k
(
1 − rβ

)k+1
dr+ o(1) =

∫ 1
0

t(k+2k2−n)/βk(1 − t)k+1 t
k(1−β)/βk

β
dr+ o(1)

=
1

β

∫ 1
0

t((2k(k+1)−n)/βk)−1(1 − t)k+1dr+ o(1)

=
1

β

∫ 1
0

t((2k(k+1)−n)/βk)−1(1 − t)k+2−1dr+ o(1)

dáı,

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

1

β

Γ

(
2k(k+ 1) − n

βk

)
Γ (k+ 2)

Γ

(
k+ 2 +

2k(k+ 1) − n

βk

) . (3.32)
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Agora

||wε||
k+1
k+1,n−1 =

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)γ(k)+1

(ε+ r2)[(n−2k)/2k](γ(k)+1)
dr

=

∫ 1
0

rn−1 ϕ(r)γ(k)+1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr+

∫ 1
0

rn−1[ϕ(r)γ(k)+1 − 1]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

= J1 + J2(γ(k) + 1).

Como ∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr =

∫ 1
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr+

∫∞
1

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr,

segue que

J1 =

∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr−

∫∞
1

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr−

∫∞
1

rn−1

rn(k+1)/2k

1

(1 + ε/r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫∞
0

rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr−

∫∞
1

r−1−n/kdr+ o(1).

Fazendo a mudança u = r2 na primeira integral e calculando a segunda integral do lado

direito da ultima igualdade acima, obtemos

J1 = ε
−n/2k

∫∞
0

un/2−1

(1 + u)n(k+1)/k
du−

k

n
+ o(1)

= ε−n/2k
Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) −
k

n
+ o(1).

Se β > n/k, J2(γ(k) + 1) tende para uma integral convergente quando ε→ 0, isto é,

J2(γ(k) + 1) =

∫ 1
0

rn−1[ϕ(r)γ(k)+1 − 1]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫ 1
0

rn−1

rn(k+1)/k

ϕ(r)γ(k)+1 − 1

(1 + ε/r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫ 1
0

r−1−n/k
[
(1 − rβ)γ(k)+1 − 1

]
dr+ o(1).

Se β = n/k, temos

J2(γ(k) + 1) =

∫ 1
0

rn−1[ϕ(r)γ(k)+1 − 1]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫ 1
0

rn−1[(1 − rβ)γ(k)+1 − 1]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr.
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Note que

(1 − rβ)γ(k)+1 − 1 = −(γ(k) + 1)rn/k +O(1)r2n/k

e, portanto

J2(γ(k) + 1) =

∫ 1
0

rn−1[−(γ(k) + 1)rn/k +O(1)r2n/k]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

= −(γ(k) + 1)

∫ 1
0

rn(k+1/k)−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

= −(γ(k) + 1)

∫ 1
0

(r2)n(k+1/2k)−1/2

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr.

Fazendo t = r2 e depois aplicando s = ε+ tn(k+1)/2k obtemos

J2(γ(k) + 1) = −
(γ(k) + 1)

2
ln |ε|+O(1).

Se β < n/k, então por binômio de Newton

J2(γ(k) + 1) =

∫ 1
0

rn−1[(1 − rβ)γ(k)+1 − 1]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr

=

∫ 1
0

rn−1[−(γ(k) + 1)rβ +O(1)r2β]

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr.

Usando a mudança t = r2, temos

J2(γ(k) + 1) = −
(γ(k) + 1)

2

∫ 1
0

t(β+n)/2−1

(ε+ t)n(k+1)/2k
dr+O(1)

∫ 1
0

tβ+n/2−1

(ε+ t)n(k+1)/2k
dr

e então, fazendo s = t/ε

J2(γ(k) + 1) = −
(γ(k) + 1)

2
εβ/2−n/2k

∫ 1
0

s(β+n)/2−1

(1 + s)n(k+1)/2k
dr+O(1)

∫ 1
0

tβ+n/2−1

(ε+ t)n(k+1)/2k
dr.

Logo,

J2(γ(k) + 1) = −
(γ(k) + 1)

2
εβ/2−n/2k

Γ

(
β+ n

2

)
Γ

(
n− βk

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1)I ′

onde

I ′ =


O(1), se β > n/2k

O(ln ε), se β = n/k

O(εβ−n/2k), se β < n/2k

.
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Portanto, como k+1
γ(k)+1

= n−2k
n

, temos que

||wε||
k+1
γ(k)+1,n−1 = (J1 + J2(γ(k) + 1))(n−2k)/n

=

ε−n/2k Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) + J2(γ(k) + 1)


n−2k/n

= ε1−
n
2k

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)

n−2k
n

+

+ ε
n− 2k

n

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)+


− 2k
n

J2(γ(k) + 1)O(εβ−
n−2k
n ).

Agora, para w ′ temos,

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k =

∫ 1
0

rn−k
∣∣∣∣ ϕ ′

(ε+ r2)n−2k/2k
+ r

(2k− n)

k

ϕ

(ε+ r2)n/2k

∣∣∣∣k+1

dr

=

∫ 1
0

rn−k
k+1∑
j=0

Cjk+1

(
ϕ ′

(ε+ r2)n−2k/2k

)j(
r
(2k− n)

k

ϕ

(ε+ r2)n/2k

)k+1−j

dr

=

k+1∑
j=0

Cjk+1

(
n− 2k

k

)k+1−j ∫ 1
0

rn+1−j (−ϕ ′)jϕk+1−j

(ε+ r2)n(k+1)/2k−j
dr

= I0 + I1 + · · ·+ Ik+1.

Calculando as integrais acima, temos

I0 + I1 =

(
n− 2k

k

)k+1 ∫ 1
0

rn+1 ϕk+1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
dr+

+ (k+ 1)

(
n− 2k

k

)k ∫ 1
0

rn
−ϕ ′ϕk

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr.

Uma vez que (−ϕk+1) ′ = −(k+ 1)ϕ ′ϕk e(
rn

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1

) ′
=

εnrn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k
−

(
n− 2k

k

)
rn+1

(ε+ r2)n(k+1)/2k

integrando por partes, obtemos∫ 1
0

rn
−(k+ 1)ϕ ′ϕk

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr = εn

∫ 1
0

ϕk+1rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr

−

(
n− 2k

k

) ∫ 1
0

ϕk+1rn+1

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr.
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Assim,

I0 + I1 = εn

(
n− 2k

k

)k ∫ 1
0

ϕk+1rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr

onde, como vimos anteriormente,∫ 1
0

ϕk+1rn−1

(ε+ r2)n(k+1)/2k−1
dr = J1 + J2(k+ 1)

e,

J2(k+ 1) =



−
(k+ 1)

2
ε(βk−n)/2k

Γ

(
β+ n

2

)
Γ

(
n− βk

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1)I ′, se β < n/2k

−
(k+ 1)

2
ln |ε|+O(1), se β = n/k∫ 1

0

r−1−n/k
[
(1 − rβ)k+1 − 1

]
dr+ o(1), se β > n/2k

.

Se tivermos β > n/2k− 1, então para cada Ij, j > 2 e ε→ 0, temos

Ij = C
j
k+1

(
n− 2k

k

)k+1−j

βj
∫ 1
0

rβj+1−n/k(1 − rβ)k+1−jdr+ o(1).

Pela mudança de variável rβ = t, temos

Ij = C
j
k+1

(
n− 2k

k

)k+1−j

βj−1

∫ 1
0

tβj+
2k−n
βk−1 (1 − t)k−j+2−1dr+ o(1)

e, consequentemente

Ij = C
j
k+1

(
n− 2k

k

)k+1−j

βj−1

Γ

(
j+

2k− n

kβ

)
Γ (k+ 2 − j)

Γ

(
k+ 2 +

2k− n

kβ

) . (3.33)

Agora, substituindo os resultados acima obtidos, temos

Ckn
n

||w ′ε||
k+1
k+1,n−k −A||wε||

k+1
γ(k)+1,n−1 =

=

Ckn
(
n− 2k

k

)k+1 Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) −A

Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


1− 2k
n

 ε1− 2k
n +

+

Ckn
(
n− 2k

k

)k
J2(k+ 1) −A

(
n− 2k

k

)Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


− n
2k

J2(γ(k) + 1)

 ε−
− Ckn(I0 + I1 + · · ·+ Ik+1) +O(ε

β−n−2k
2k ). (3.34)
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Denotando o segundo termo do lado direito da igualdade acima por I, do cálculo de

J2(γ(k) + 1) e J2(k+ 1), temos que se β < n/k e A = (Ckn/n)S então

I = Ckn

(
n− 2k

k

)k (k+ 1)

2
ε(βk−n)/2k

Γ

(
β+ n

2

)
Γ

(
n− βk

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1)I ′

−

− Ckn

(
n− 2k

k

)k Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


2k
n
Γ
(n

2

)
Γ
( n

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

)


− n
2k

×

×

−(γ(k) + 1)

2
ε(βk−n)/2k

Γ

(
β+ n

2

)
Γ

(
n− βk

2k

)
Γ

(
(k+ 1)n

2k

) +O(1)I ′

+O(1)I ′

= O(ε)I ′.

Assim, prosseguindo como anteriormente, temos

I =



O(ε)I ′, se β < n/k e A = (Ckn/n)S

O(ε), se β > n/k e A = (Ckn/n)S

O(ε ln |ε|), se β < n/k e A 6= (Ckn/n)S

O(ε1+
kβ−n
2k ), se β > n/k e A 6= (Ckn/n)S

.

Observe que ||wε||
k+1
k+1,n−1 = C + o(1) por (3.32), e conclúımos que se A > (Ckn/n)S,

J(wε,γ(k),A)→ −∞ quando ε→ 0, o que implica A∗ 6 (Ckn/n)S. Assim provamos (i)

em ambos os casos.

Agora, em geral, temos λ∗ > 0, se 2k(k+1) 6 n, por (3.29). Por (3.30) temos λ∗ 6 0.

Então, λ∗ = 0.

Se 2k(k+ 1) > n, seja w = y1z a autofunção correspondente ao primeiro autovalor do

operador k-Hessiano, com as propriedades y1 > 0 e y ′1 < 0. Então, pela desigualdade de

Hölder,

λ∗ 6 J(y1,γ(k),A∗) =

Ckn
n

||y ′||k+1
k+1,n−k −

Ckn
n
S||y1||

k+1
γ(k)+1,n−1

||y1||
k+1
k+1,n−1

6 λ1 − C
k
nSn

(2k−n)/n

e então segue (iii).
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3.3 Resultados de não-existência

Nesta seção vamos estudar a não-existência da solução de (3.1). Primeiro vamos estabele-

cer a não-existência para λ 6 0. Depois, teremos um resultado similar para λ > λ1. E por

último, vamos discutir dimensões cŕıticas através de uma identidade do tipo Pokhozaev.

Proposição 11. A equação (3.1) não tem solução para λ 6 0.

Demonstração. Seja

f(y) = (−y)γ(k) + λ(−y)k para y ∈ (−∞, 0],

e

F(y) =

∫y
0

f(τ)dτ = −
(−y)γ(k)+1

γ(k) + 1
−
λ(−y)k+1

k+ 1
.

Então para λ 6 0 temos

nF(y) −
n− 2k

k+ 1
f(y) = −

2k

k+ 1
λ(−y)k+1 > 0.

Logo, pela Teorema 7 do Caṕıtulo 2, segue o resultado.

Ainda sobre não-existência temos o resultado.

Proposição 12. Se (3.2) admite uma solução para algum λ > 0, então λ < λ1.

Demonstração. Suponha que yλ seja uma solução de (3.2) correspondente à λ, a saber
Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k) ′ = rn−1[(−y)γ(k) + λ(−yλ)

k], yλ < 0 em (0, 1),

y ′λ(0) = yλ(1) = 0.
(3.35)

Denote

D =
{
w ∈Wk+1 : w ′ > 0,w 6 0

}
.

Veja que D é um cone convexo fechado. Com efeito, se w ∈ Wk+1 e t > 0, temos

tw ′ > 0 e tw 6 0, i.e, tw ∈ D e então D é um cone. Mais ainda, se w1,w2 ∈ D, então

para α ∈ [o, 1], temos αw ′1 + (1 − α)w ′2 > 0 e αw1 + (1 − α)w2 6 0 e segue que D é

convexo. Da continuidade de w e w ′ segue que dada qualquer sequência convergente {wi}

em D tem seu limite em D. Logo D é fechado.

Agora, para 1 > j > k− 1, consideremos o seguinte problema minimizante:

µj = µj(λ) = inf


Ckn
n

∫1
0 r
n−k(y ′λ)

k−j(ψ ′)j+1∫1
0 r
n−1(yλ)k−j(ψ)j+1

: ψ ∈ D \ {0}

 . (3.36)
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Como o funcional y 7→
∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′)j+1 tem semicontinuidade superior fraca, visto

que se ψn ⇀ ψ temos pelo Lema de Fatou que

lim
n→+∞ lim inf

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′n)

j+1 >
∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j lim inf(ψ ′n)

j+1

>
∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′)j+1

dáı o problema (3.36) é atingido por ψj ∈ D com

∫ 1
0

rn−1(yλ)
k−j(ψ)j+1 = 1. Agora ψn

soluciona
Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′j)

j) ′ = µjr
n−1(−yλ)

k−j(−ψj)
j. (3.37)

Multiplicando (3.37) por (−yλ) e integrando de 0 a 1, temos∫ 1
0

Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′j)

j) ′(−yλ) = µj

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k−j(−ψj)

j(−yλ).

Integrando por partes o lado esquerdo da igualdade acima, temos∫ 1
0

Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′j)

j) ′(−yλ) = −

∫ 1
0

Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k−j(ψ ′j)

j)(−y ′λ)

=
Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j+1(ψ ′j)

j.

Dáı,

µj =

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k−j+1(ψ ′j)

j∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k−j+1(−ψj)

j

. (3.38)

Pela definição de µj−1, temos que µj > µj−1. Então

µk−1 > µj−2 > · · · > µ2 > µ1. (3.39)

Por outro lado, pela definição de λ1, sabemos que existe uma φ ∈ D tal que

Ckn
n

(rn−k(φ ′)k) ′ = λ1r
n−1(−φ)k. (3.40)

Multiplicando (3.40) por (−yλ) e integrando de 0 a 1, temos

λ1 =

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(φ ′)ky ′λ∫ 1
0

rn−1(−φ)k(−yλ)

. (3.41)
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Vamos mostrar que λ < µ1. Então, por (3.39) e (3.41) conclúımos que λ < λ1. Agora,

multiplicando (3.35) por (−ψ1) e integrando em [0,1], temos

Ckn
n

∫ 1
0

(rn−k(y ′λ)
k) ′(−ψ1) =

∫ 1
0

rn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k](−ψ1),

e integrando por partes o primeiro lado da igualdade acima, obtemos

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
kψ ′1 =

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)(−ψ1) + λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k(−ψ1). (3.42)

Similarmente, multiplicando (3.37), para j = 1, por (−yλ) e integrando em [0,1], temos

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
kψ ′1 = µ1

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k(−ψ1). (3.43)

De (3.42) e (3.43), deduzimos que∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)(−ψ1) = (µ1 − λ)

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k(−ψ1),

logo,

λ < µ1. (3.44)

Antes de voltarmos ao caso 2k < n < 2k(k + 1), deduziremos uma uma identidade

do tipo Pohozaev. Multiplicando (3.2) por −σy, onde σ ∈ C1[0, 1] e integrando em [0,1],

temos

Ckn
n

[∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1σ+

∫ 1
0

rn−ky(y ′)k+1σ ′
]
=

∫ 1
0

rn−1σ[(−y)γ(k)+1 + λ(−y)k+1]

e então,∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1σ+

∫ 1
0

rn−ky(y ′)k+1σ ′ =
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1σ[(−y)γ(k)+1 + λ(−y)k+1]. (3.45)

Agora, multiplicando (3.2) por ξy ′, onde ξ ∈ C1[0, 1], e integrando em [0,1] temos∫ 1
0

(rn−k(y ′)k) ′ξy ′ = rn−k(y ′)kξy ′
∣∣∣1
0
−

∫ 1
0

rn−k(y ′)k(ξy ′) ′

= ξ(1)y ′(1)k+1 −

∫ 1
0

rn−k(y ′)k(ξy ′′ + ξ ′y ′)

= ξ(1)y ′(1)k+1 −

[∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1ξ ′ +

∫ 1
0

rn−k(y ′)ky ′′ξ

]
=

k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) −

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1ξ ′

+
1

k+ 1

∫ 1
0

(rn−kξ) ′(y ′)k+1.
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Por outro lado∫ 1
0

rn−1[(−y)γ(k) + λ(−y)k]ξy ′ =

∫ 1
0

(rn−1ξ) ′
[
(−y)γ(k)+1

γ(k) + 1
+ λ

(−y)k+1

k+ 1

]
=

∫ 1
0

[(n− 1)rn−2ξ+ rn−1ξ ′]

[
(−y)γ(k)+1

γ(k) + 1
+ λ

(−y)k+1

k+ 1

]
.

Assim,

k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) −

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1ξ ′ +
1

k+ 1

∫ 1
0

(rn−kξ) ′(y ′)k+1

=
n

Ckn

∫ 1
0

[(n− 1)rn−2ξ+ rn−1ξ ′]

[
(−y)γ(k)+1

γ(k) + 1
+ λ

(−y)k+1

k+ 1

]
. (3.46)

Combinando (3.45) com (3.46) temos do lado esquerdo da igualdade,

k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) −

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1ξ ′ +
n− k

k+ 1

∫ 1
0

rn−k
ξ

r
(y ′)k+1+

+
1

k+ 1

∫ 1
0

(rn−kξ) ′(y ′)k+1 +

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1σ+

∫ 1
0

rn−ky(y ′)k+1σ ′

=
k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) +

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1

[
σ+

n− k

k+ 1

ξ

r
−

k

k+ 1
ξ ′
]
+

∫ 1
0

rn−ky(y ′)k+1σ ′.

No lado direito da igualdade obtemos

n

Ckn

∫ 1
0

[(n− 1)rn−2ξ+ rn−1ξ ′]

[
(−y)γ(k)+1

γ(k) + 1
+ λ

(−y)k+1

k+ 1

]
+
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1σ[(−y)γ(k)+1 + λ(−y)k+1]

=
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)+1

[
σ+

n− 1

γ(k) + 1

ξ

r
+

ξ ′

γ(k) + 1

]
+

+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1

[
σ+

n− 1

k+ 1

ξ

r
+

ξ ′

k+ 1

]
.

Então, segue que

k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) −

∫ 1
0

rn−k(−y)(y ′)k+1σ ′ +

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1

[
σ+

n− k

k+ 1

ξ

r
−

k

k+ 1
ξ ′
]

=
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)+1

[
σ+

n− 1

γ(k) + 1

ξ

r
+

ξ ′

γ(k) + 1

]
+ (3.47)

+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1

[
σ+

n− 1

k+ 1

ξ

r
+

ξ ′

k+ 1

]
.

Proposição 13. Seja 2k < n < 2k(k+ 1). Então (3.2) não tem solução se

λ 6 (2k(k+ 1) − n)
Ckn
n

(
n

k+ 1

)k
.
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Demonstração. Seja y = yλ uma solução de (3.2). Escolha

σ = −
n− 2k

k+ 1
−

2k(k+ 1) − n

k+ 1
r2k e ξ = r− r2k+1 (3.48)

em (3.37). Usando o fato de que

σ ′ = −
2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1
r2k;

σ+
n− 1

k+ 1

ξ

r
+

ξ ′

k+ 1
=

2k

k+ 1
−

2k(k+ 2)

k+ 1
r2k;

σ+
n− 1

γ(k) + 1

ξ

r
+

ξ ′

γ(k) + 1
= −

2k[n(k+ 1) − 2k]

n(k+ 1)
r2k;

σ−
k

k+ 1
ξ ′ +

n− k

k+ 1

ξ

r
= 0

e o fato de ξ(1) = 0, o lado esquedo de (3.47) vem

k

k+ 1
y ′(1)k+1ξ(1) −

∫ 1
0

rn−k(−y)(y ′)k+1σ ′ +

∫ 1
0

rn−k(y ′)k+1

[
σ+

n− k

k+ 1

ξ

r
−

k

k+ 1
ξ ′
]

=

∫ 1
0

rn−k(−y)(y ′)k
2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1
r2k =

2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1

∫ 1
0

rn−k−1(−y)(y ′)k

e no lado direito

n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−y)γ(k)+1

[
σ+

n− 1

γ(k) + 1

ξ

r
+

ξ ′

γ(k) + 1

]
+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1

[
σ+

n− 1

k+ 1

ξ

r
+

ξ ′

k+ 1

]
= −

n

Ckn

2k[n(k+ 1) − 2k]

n(k+ 1)

∫ 1
0

rn+2k−1(−y)γ(k)+1

+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

[
2k

k+ 1
−

2k(k+ 2)

k+ 1
r2k
]
rn−1(−y)k+1.

Dáı,

2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1

∫ 1
0

rn−k−1(−y)(y ′)k = −
n

Ckn

2k[n(k+ 1) − 2k]

n(k+ 1)

∫ 1
0

rn+2k−1(−y)γ(k)+1

+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

[
2k

k+ 1
−

2k(k+ 2)

k+ 1
r2k
]
rn−1(−y)k+1.

(3.49)
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Portanto,

2k

k+ 1

n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1 =
2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1

∫ 1
0

rn−k−1(−y)(y ′)k

+
n

Ckn

2k[n(k+ 1) − 2k]

n(k+ 1)

∫ 1
0

rn+2k−1(−y)γ(k)+1+

+
n

Ckn

2k(k+ 2)

k+ 1
λ

∫ 1
0

rn+2k−1(−y)k+1

>
2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1

∫ 1
0

rn−k−1(−y)(y ′)k.

Note que ∣∣∣(y(k+1/k)
) ′∣∣∣k =

(
k+ 1

k

)k
(−y)(y ′)k.

Logo,

2k

k+ 1

n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1 >
2k[2k(k+ 1) − n]

k+ 1

∫ 1
0

rn−k−1
∣∣∣(y(k+1/k)

) ′∣∣∣k . (3.50)

Por outro lado, a desigualdade de Hardy nos diz que, se tivermos p > 1, r > 1 e F(x)

definida por

∫x
0

f(t) dt, então∫∞
0

x−rFpdx <

(
p

|r− 1|

)p ∫∞
0

x−r(xf)pdx.

Dáı, tomando f =
(
y(k+1/k)

) ′
,p = k e − r = n− 1, temos(

k

n

)k ∫ 1
0

rn−1
∣∣∣r (y(k+1/k)

) ′∣∣∣ > ∫ 1
0

rn−1 |y|
k+1

para toda y ∈Wk+1. Assim, (3.50) se torna

n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−y)k+1 > [2k(k+ 1) − n]

(
k

k+ 1

)k (n
k

)k ∫ 1
0

rn−1 |y|
k+1

> [2k(k+ 1) − n]

(
n

k+ 1

)k ∫ 1
0

rn−1 |y|
k+1

o que implica

λ >
Ckn
n

(2k(k+ 1) − n)

(
n

k+ 1

)k
.

3.4 Comportamento Assintótico de Soluções para di-

menções não-cŕıticas

Nesta seção vamos supor 2k(k+1) < n, e discutir o comportamento assintótico de soluções

de (3.2) quando λ → 0. Para isto, introduziremos alguns resultados preliminares. Para
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qualquer solução negativa yλ de (3.2) correspondendo à λ ∈ (0, λ1), tem-se

max
r∈[0.1]

(−yλ(r)) = −yλ(0)

e y ′λ > 0 em (0, 1].

Denote

F(r,y,y ′) =
Ckn

n(k+ 1)
rn−k(y ′)k+1 −

(
rn−1

γ(k) + 1
(−y)γ(k)+1 + λ

rn−1

k+ 1
(−y)k+1

)
.

Se y é uma solução negativa de (3.2), então F satisfaz

d

dr
Fy ′ =

Ckn
n

(
rn−k(y ′)k

) ′
e Fy = rn−1

[
(−y)γ(k) + λ(−y)k

]
e então,

d

dr
Fy ′ = Fy. (3.51)

Agora, de (3.51), temos

d

dr
(rF− (ay+ ry ′)Fy ′) =

d

dr
(rF) +

d

dr
(ayFy ′) −

d

dr
(ry ′Fy ′)

= F+ rFr + ry
′Fy + ry

′Fy + ry
′′Fy ′ − ay

′Fy ′ − ayFy − y
′Fy ′

− ry ′′Fy ′ − ry
′Fy

= F+ rFr − ayFy − (a+ 1)Fy ′ .

Com isso, temos a seguinte identidade do tipo Pucci-Serrin na forma radial:

d

dr
(rF− (ay+ ry ′)Fy ′) = F+ rFr − ayFy − (a+ 1)Fy ′ (3.52)

onde a é uma constante.

Começaremos com uma importante propriedade da solução yλ de (3.2), que nos dá

um limite superior para |yλ|.

Lema 3. Seja yλ uma solução negativa de (3.2), para λ ∈ (0, λ1). Então

−yλ(r) 6 (−yλ(0))
− 1
k [(−yλ(0))

−
2(k+1)
n−2k + C(λ)r2]−

n−2k
2k (3.53)

onde

C(λ) =
k

n− 2k

[
1 + λ(−yλ(0))

k−γ(k)

Ckn

] 1
k

.
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Demonstração. Primeiramente, afirmamos que

(
r−1(−yλ)

− n
n−2ky ′λ

) ′
> 0 em (0, 1). (3.54)

De fato, temos que

(
r−1(−yλ)

− n
n−2ky ′λ

) ′
= r−1(−yλ)

−
2(n−k)
n−2k

[
r−1yλy

′
λ +

n

n− 2k
r−1(y ′λ)

2 − yλy
′′
λ

]
. (3.55)

Vamos analisar o fator entre colchetes do lado direito da igualdade (3.55), o qual está

relacionado com (3.52). Tomemos a =
n− 2k

k+ 1
em (3.52), e calculemos ambos os lados da

igualdade (3.52). Para isto, note que

F =
Ckn
n

rn−k

k+ 1
(y ′λ)

k+1 −

(
rn−1

γ(k) + 1
(−yλ)

γ(k)+1 + λ
rn−1

k+ 1
(−yλ)

k+1

)
;

rFr =
Ckn
n

n− k

k+ 1
rn−k(y ′λ)

k+1 −

(
n− 1

γ(k) + 1
rn−1(−yλ)

γ(k)+1 + λ
n− 1

k+ 1
rn−1(−yλ)

k+1

)
;

− ayFy = arn−1(−yλ)
γ(k) + aλrn−1(−yλ)

k;

− (a+ 1)y ′Fy ′ = −(a+ 1)
Ckn
n
rn−k(y ′λ)

k+1.

Então,

F+ rFr − ayλFyλ − (a+ 1)Fy ′λ =
Ckn
n
rn−k(y ′λ)

k+1

(
1

k+ 1
+
n− k

k+ 1
− (a+ 1)

)
+ rn−1(−yλ)

γ(k)+1

(
−

1

γ(k) + 1
−

n− 1

γ(k) + 1
+ a

)
+ rn−1(−yλ)

k+1

(
−

λ

k+ 1
− λ

n− 1

k+ 1
+ λa

)
.

Como a =
n− 2k

k+ 1
=

n

γ(k) + 1
, temos

F+ rFr − ayFy − (a+ 1)Fy ′ = λ

[
−

1

k+ 1
−
n− 1

k+ 1
+
n− 2k

k+ 1

]
rn−1(−yλ)

k+1

= −
2k

k+ 1
λrn−1(−yλ)

k+1. (3.56)

Do mesmo modo,

rF− (ay+ ry ′)Fy ′ = rF− ayFy ′ − ry
′Fy ′

=
Ckn
n

rn−k+1

k+ 1
(y ′λ)

k+1 −
rn

γ(k) + 1
(−yλ)

γ(k)+1 − λ
rn

k+ 1
(−yλ)

k+1

− a
Ckn
n
rn−k(y ′λ)

kyλ −
Ckn
n
rn−k+1(y ′λ)

k+1.
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Uma vez que yλ é solução de (3.2) temos que

rF− (ay+ ry ′)Fy ′ =
Ckn
n

rn−k+1

k+ 1
(y ′λ)

k+1 −
rn

γ(k) + 1

(
Ckn
n

(rn−k(y ′λ)
k) ′ − λrn−1(yλ)

k

)
− λ

rn

k+ 1
(−yλ)

k+1 − a
Ckn
n
rn−k(y ′λ)

kyλ −
Ckn
n
rn−k+1(y ′λ)

k+1

= λrn(−yλ)
k+1

(
−

1

k+ 1
+

1

γ(k) + 1

)
+

+
Ckn
n

[
rn−k+1

k+ 1
(y ′λ)

k+1 −
1

γ(k) + 1
(rn−k(y ′λ)

k) ′r(−y)

−arn−k(y ′λ)
kyλ − r

n−k+1(y ′λ)
k+1
]

.

Portanto, segue-se

rF− (ay+ ry ′)Fy ′ = −
2k

n(k+ 1)
λrn(−yλ)

k+1+

+
Ckn
n

k(n− 2k)

n(k+ 1)

[
−r−1y ′λyλ +

n

n− 2k
(y ′λ)

2 + y ′′λy
′
λ

]
. (3.57)

Por (3.57), o fator nos colchetes de (3.55) tem sinal contrário ao de φ definido por

φ(r) = rF− (ay+ ry ′)Fy ′ + λr
n 2k

n(k+ 1)
(−yλ)

k+1.

Mas, φ(0) = 0 e por (3.56) e (3.55) temos

dφ

dr
= −

2k

k+ 1
λrn−1(−yλ)

k+1 +
2k

n(k+ 1)
(λrn(−yλ)

k+1) ′

= −
2k

k+ 1
λrn−1(−yλ)

k+1 +
2k

K+ 1
λrn−1(−yλ)

k+1 − λ
2k

n
rn(−yλ)

ky ′λ

= −λ
2k

n
rn(−yλ)

ky ′λ 6 0

o que conclui (3.54).

Integrando (3.2) em [0, r] temos(
y ′λ
r

)k
=
n

Ckn

1

rn

∫ r
0

tn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]dt.

Dáı,

lim
r→0

(
y ′λ
r

)k
=
n

Ckn
lim
r→0

1

rn

∫ r
0

tn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]dt.

Aplicando a regra L’Hospital no lado direito da igualdade acima, temos

lim
r→0

(
y ′λ
r

)k
=
n

Ckn
lim
r→0

rn−1[(−yλ(r))
γ(k) + λ(−yλ(r))

k]

nrn−1

=
n

Ckn
lim
r→0

[(−yλ(r))
γ(k) + λ(−yλ(r))

k+1]

n

=
1

Ckn
[(−yλ(0))

γ(k) + λ(−yλ(0))
k],
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isto é,

lim
r→0

y ′λ
r

=

[
1

Ckn
((−yλ(0))

γ(k) + λ(−yλ(0))
k)

] 1
k

.

Lema 4. Para uma solução negativa yλ de (3.2), temos

−yλ(0)→ +∞ quando λ→ 0+.

Demonstração. Argumentaremos por contradição. Suponha que {yλ(r)} seja limitada em

L∞[0, 1], para λ ∈ (0, λ1). Então, integrando (3.2) em (0, 1), temos

Ckn
n
rn−k(y ′λ)

k =

∫ r
0

tn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]dt. (3.58)

Assim,

y ′λ =

[
n

Ckn
rk−n

∫ r
0

tn−1((−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k)dt

]1/k
e então,

|y ′λ| 6 Cr
1−n/k

[∫ r
0

|t|n−1dt

]1/k
6 Cr1−n/krn/k

6 Cr,

onde C é uma constante que independe de λ.

Assumiremos então que yλ converge uniformemente para alguma função y(t) em [0, 1].

Novamente por (3.58), conclúımos também que rn−k(y ′λ)
k converge uniformemente. As-

sim y(t) satisfaz a seguinte equação
Ckn
n

[rn−k(y ′λ)
k] ′ = rn−1(−y)γ(k) em (0, 1)

y ′(0) = y(1) = 0.

Por outro lado, segue da Proposição 6 e de (3.2) que∫ 1
0

rn−1((−yλ)
γ(k)+1 + λ(−yλ)

k+1) =

∫ 1
0

Ckn
n

[rn−k(y ′λ)
k] ′(−yλ)

= C

∫ 1
0

[rn−k(y ′λ)
k+1]

>

[∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)+1

] k+1
γ(k)+1

.

Isso mostra que y 6= 0. Isto é, existe solução de (3.2) para λ = 0, contrariando a não-

existência obtido no Caṕıtulo 2.
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Seja

y∗λ(t) = µ
n−2k
k+1

λ yλ(µλt), (3.59)

onde

µλ = (−yλ(0))
− k+1
n−2k .

Então y∗λ(0) = −1, 0 > y∗λ(t) > −1 e, do Lema 3 temos que

−y∗λ(t) = µ
n−2k
k+1

λ (−yλ(µλt))

6 µ
n−2k
k+1

λ (−yλ(0))
− 1
k [(−yλ(0))

−
2(k+1)
n−2k + C(λ)(µλt)

2]−
n−2k
2k .

Dáı, colocando µ2
λ em evidencia dentro dos colchetes e usando o fato de que λ ∈ (0, λ1),

temos que

y∗λ(t) 6 (1 + Ct2)(2k−n)/2k, (3.60)

onde C não depende de λ. Além disso, sendo yλ uma solução de (3.2), segue

Ckn
n

[tn−k((y∗λ)
′)k] ′ =

Ckn
n

[tn−k((µ
(n−2k)/(k+1)
λ yλ(µλt))

′)k] ′

= µk−nλ µ
(n−2k)/(k+1)+k
λ

Ckn
n

[(µλt)
n−k(y ′λ(µλt))

k] ′.

E, para 0 6 t 6 µ−1
λ , temos por (3.2),

Ckn
n

[(µλt)
n−k(y ′λ(µλt))

k] ′ = (µλt)
n−1[(−yλ(µλt))

γ(k) + λ(−yλ(µλt))
k]

= µn−1
λ tn−1[µ

−
(n+2)k
k+1

λ (−y∗λ)
γ(k) + λµ

−
(n−2k)k
k+1

λ (−y∗λ)
k]

= µn−1
λ µ

−
(n+2)k
k+1

λ tn−1[(−y∗λ)
γ(k) + λµ2k

λ (−y∗λ)
k].

Logo,

Ckn
n

[tn−k((y∗λ)
′)k] ′ = µk−nλ µn−1

λ µ
n−2k
k+1 +k

λ µ
−

(n+2)k
k+1

λ tn−1[(−y∗λ)
γ(k) + λµ2k

λ (−y∗λ)
k]

= µ−1tn−1[(−y∗λ)
γ(k) + λµ2k

λ (−y∗λ)
k].

Assim, y∗λ satisfaz
Ckn
n

[tn−k((y∗λ)
′)k] ′ = µ−1tn−1[(−y∗λ)

γ(k) + λµ2k
λ (−y∗λ)

k] em (0,µ−1)

(y∗λ)
′(0) = y∗λ(µ

−1) = 0.
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Uma vez que y∗λ é limitada em L∞, argumentando da mesma forma que no Lema 4,

conclúımos que y∗λ converge uniformemente para y em C[0,R] para algum R > 0 e y

satisfaz 
Ckn
n

[tn−k((y) ′)k] ′ = tn−1(−y∗λ)
γ(k) em (0,+∞)

y ′(0) = y(0) = −1.
(3.61)

Pela Proposição 7, sabemos que

y = −(1 + αt2)−
n−2k
2k , (3.62)

onde

α =
k

n− 2k
(Ckn)

−1/k.

Por conveniência, tomemos

ρ1 =

∫∞
0

tn−1(−y)γ(k)dt e ρ2 =

∫∞
0

tn−1(−y)kdt.

Assim, fazendo a mudança de variável s = αt2 temos

ρ1 =

∫∞
0

tn−1

(1 + αt2)(n+2)k/2
dt =

α−n/2

2

∫∞
0

sn/2−1

(1 + s)(n+2)k/2
dt

=
α−n/2

2

Γ
(n

2

)
Γ (1)

Γ
(n

2
+ 1
)

=
α−n/2

2

2

n

Γ
(n

2

)
Γ
(n

2

)
=
α−n/2

n

e

ρ2 =

∫∞
0

tn−1

(1 + αt2)(n−2k)/2
dt =

α−n/2

2

∫∞
0

sn/2−1

(1 + s)(n−2k)/2
dt

=
α−n/2

2

Γ
(n

2

)
Γ (−k)

Γ

(
n− 2k

2

) .

Logo,

ρ1 =
α−n/2

n

ρ2 =
α−n/2

2

Γ
(n

2

)
Γ (−k)

Γ

(
n− 2k

2

) .
(3.63)

A seguir, vamos provar o seguinte resultado.
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Teorema 9. Pra qualquer δ 6 1 positivo,

(−y(0))1/kyλ(r)→ −

(
k

n− 2k

)1−n/2k

(Ckn)
(n−2k)/(2k2)[r2−n/k − 1]

em C1[δ, 1] quando λ→ 0.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que (−yλ(0))
1/kyλ(r) converge para al-

guma função v. Então, vamos analisar que equação v satisfaz. Note que

Ckn
n

[rn−k((−yλ(0))
1/ky ′λ(r))

k] ′ = (−yλ(0))
Ckn
n

[rn−k(y ′λ(r))
k] ′

= µ
−(n−2k)/(k+1)
λ rn−1[(−yλ)

γ(k) + λ(−yλ)
k]. (3.64)

Para δ > 0, integrando (3.64) em [r, 1], r ∈ (δ, 1), temos

Ckn
n

|(−yλ(0))
1/ky ′λ(r)|

k −
Ckn
n
rn−k|(−yλ(0))

1/ky ′λ(1)|
k

= µ
−(n−2k)/(k+1)
λ

∫ 1
r

tn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]dt. (3.65)

Integrando (3.64) em [0, 1], temos também

Ckn
n

|(−yλ(0))
1/ky ′λ(r)|

k = µ
−(n−2k)/(k+1)
λ

∫ 1
0

tn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]dt. (3.66)

Por (3.60), temos que o lado esquerdo de (3.65) e (3.66) são limitadas por ρ1 + ρ2. Segue

de (3.65) que (−yλ(0))
1/ky ′λ(r) é limitado em C[δ, 1] e então

(−yλ(0))
1/kyλ(r) −→ v em C1[δ, 1], (3.67)

para alguma v ∈ C1[δ, 1].

Por outro lado, pelo Lema 3 e pela mudança de variável t = µλs, temos

µ
−(n−2k)/(k+1)
λ

∫ 1
0

tn−1[(−yλ)
γ(k)dt =

∫µ−1
λ

0

µ
−(n−2k)/(k+1)
λ µnλs

n−1(−yλ(µλs))
γ(k)ds

=

∫µ−1
λ

0

µ
(n+2)k/(k+1)
λ sn−1(−yλ(µλs))

γ(k)ds

=

∫µ−1
λ

0

sn−1(−µ
(n−2k)/(k+1)
λ yλ(µλs))

γ(k)ds

=

∫µ−1
λ

0

sn−1(−y∗λ)
γ(k)ds −→

∫∞
0

tn−1(−y)γ(k)dt

= ρ1.
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Ainda

µ
−(n−2k)/(k+1)
λ

∫ 1
0

tn−1[(−yλ)
kdt = (−yλ(0))

∫µ−1
λ

0

µ
−(n−2k)k/(k+1)
λ tn−1(−y∗λ)

kdt

= (−yλ(0))
k+1−(k+1)n/(n−2k)

∫µ−1
λ

0

(−y∗λ)
kdt

6 ρ2(−yλ(0))
−2(2k/n−2k) −→ 0

quando λ→ 0+. Portanto, em vista o Lema 3, temos

µ
−(n−2k)/(k+1)
λ

∫ 1
0

rn−1[(−yλ)
γ(k) + λ(−yλ)

k]φdr −→ φ(0)ρ1, (3.68)

para qualquer φ ∈ C∞[0, 1],φ(1) = 0. Combinando (3.64), (3.67) e (3.68), inferimos que

v satisfaz

Ckn
n

∫ 1
0

rn−k|v ′|k−1v ′φ ′dr = φ(0)ρ1,

para toda φ ∈ C∞[0, 1],φ(1) = 0. Tomando

v(r) =
k

2k− n

(
nρ1

Ckn

)1/k [
r2−n/k − 1

]
(3.69)

fica provado o teorema.

Teorema 10. (i) Se n > 2k(k+ 1), então

λ[−yλ(0)]
−k+1

k
n−2k(k+1)
n−2k → 2

n
(Ckn)

1− n
2k

(
k

n− 2k

)n
2

Γ

(
k+ 1

2k
(n− 2k)

)
Γ
(n

2

)
Γ

(
n− 2k(k+ 1)

2k

)
quando λ→ 0+.

(ii) Se n = 2k(k+ 1), então

λ log[−yλ(0)]→
n− 2k

n(k+ 1)

2

n
(Ckn)

1− n
2k

(
k

n− 2k

)n
2

quando λ→ 0+.

Demonstração. (i) Tomando σ = −1 e ξ = r em (3.47) temos

λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1dr =

Ckn
2n

(y ′λ(1))
k+1. (3.70)
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Com efeito, temos ξ(1) = 1, ξ ′ = 1 e σ ′ = 0. Com isso, substituindo em (3.47) segue

k

k+ 1
y ′λ(1)

k+1 +

∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k+1

[
−1 +

n− k

k+ 1
−

k

k+ 1

]
=
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)+1

[
−1 +

n− 1

γ(k) + 1
+

1

γ(k) + 1

]
+
n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1

[
−1 +

n− 1

k+ 1
+

1

k+ 1

]
.

Uma vez que

Ckn
n

[rn−k(y ′λ)
k] ′(−yλ) = r

n−1[(−yλ)
γ(k)+1 + λ(−yλ)

k+1],

integrando por partes o primeiro membro em [0, 1], obtemos∫ 1
0

rn−k(y ′λ)
k+1

[
−1 +

n− 2k

k+ 1

]
=
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)+1

[
−1 +

n− 2k

k+ 1

]
+ λ

n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1

[
−1 +

n− 2k

k+ 1

]
.

Segue então que

k

k+ 1
y ′λ(1)

k+1 =
n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
γ(k)+1

[
−1 +

n(n− 2k)

n(k+ 1)
+ 1 −

n− 2k

k+ 1

]
+ λ

n

Ckn

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1

[
−1 +

n

k+ 1
+ 1 −

n

k+ 1
+

2k

k+ 1

]
=

2k

k+ 1

n

Ckn
λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1

e portanto, segue (3.70).

Agora, multiplicando (3.70) por µ
−(n−2k)/k
λ = (−yλ(0))

(k+1)/k temos

µ
−(n−2k)/k
λ λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1dr = (−yλ(0))

(k+1)/kC
k
n

2n
(y ′λ(1))

k+1,

ou equivalentemente

µ
−(n−2k)/k
λ µnλµ

−n+2k
λ λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−yλ(µλt))
k+1dt =

Ckn
2n

|(−yλ(0))
1/ky ′λ(1)|

k+1

e por fim,

λµ
(2k(k+1)−n)/k
λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−y∗λ)
k+1dt =

Ckn
2n

|(−yλ(0))
1/ky ′λ(1)|

k+1.
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Por outro lado, por (3.66) temos

Ckn
2n

|(−yλ(0))
1/ky ′λ(1)|

k+1 =
1

2
|(−yλ(0))

1/ky ′λ(1)|

[∫µ−1
λ

0

tn−1(−y∗λ)
γ(k)dt

+λµ2k
λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−yλ)
k

]

−→ 1

2

k

2k− n

(
nρ1

Ckn

)1/k [
r2−n/k − 1

] ∫ 1
0

tn−1(−y)γ(k)dt.

Logo,

µ
−(n−2k)/k
λ λ

∫ 1
0

rn−1(−yλ)
k+1dr −→ 1

2

k

.n− 2k

(
Ckn
n

)−1/k

ρ
k+1
k

1 . (3.71)

Portanto, conclúımos que

λµ
−(n−2k)/k
λ −→ 1

2

k

n− 2k

(
Ckn
n

)−1/k

ρ
(k+1)/k
1 ρ−1

2 .

(ii) Seja n = 2k(k+ 1). Assim, de (3.70), temos

λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−y)k+1dt+ λ∆ =
Ckn
2n

((−yλ(0))
1/ky ′λ(1))

k+1, (3.72)

onde

∆ =

∫µ−1
λ

0

tn−1[(−y∗λ(t))
k+1 − (−y(t))k+1]dt.

Se provarmos que

|∆| = o(1) quando λ→ 0+ (3.73)

então

λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−y)k+1dt =
k

n− 2k

(
Ckn
n

)−1/k

ρ
(k+1)/k
1 + o(1).

Pela regra de L’Hospital e pela definição de y

lim
λ→0

1

lnµ−1
λ

∫µ−1
λ

0

tn−1(−y)k+1dt = lim
λ→0

(
µ−1
λ

)n−1
(−y)k+1

1/µ−1
λ

= lim
λ→0

µ−n
λ(

1 + αµ−2
λ

)(n−2k)(k+1)/2k

= α−n/2 lim
λ→0

1(
1 + 1/αµ−2

λ

)(n−2k)(k+1)/2k

= α−n/2.
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Então

λ lnµ−1
λ −→ αn/2

k

n− 2k

(
Ckn
n

)−1/k

ρ
(k+1)/k
1 .

Resta provar (3.73). Pelas equações que y∗λ(t) e y satisfazem, temos

y(t) = C

∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y)γ(k)dτ

]1/k
ds

e

y∗λ(t) = C

∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1((−y∗λ)
γ(k) + λµ2k

λ (−y∗λ)
k)dτ

]1/k
ds

6 C
∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y∗λ)
γ(k)dτ

]
+ Cλ1/kµ2

λ

∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y∗λ)
kdτ

]
ds

6 C
∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y)γ(k)dτ

]
+ Cλ1/kµ2

λ

∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y)kdτ

]
ds.

Então

|y− y∗λ(t)| 6 Cλ
1/kµ2

λ

∫ t
0

[
sk−n

∫s
0

τn−1(−y∗λ)
kdτ

]
ds

6 Cλ1/kµ2
λ

∫ t
0

s1−n/k
[∫s

0

τn−1
(
−(1 + ατ2)−(n−2k)/2k

)k]1/k
ds

6 Cλ1/kµ2
λ

∫ t
0

s1−2(k+1)

[∫s
0

τ2k(k+1)−1τ−2k2
]1/k

ds

6 Cλ1/kµ2
λ

∫ t
0

s1−2(k+1)s2ds

6 Cλ1/kµ2
λt

2−2k.

Isso prova o resultado.
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