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Brito, Ana Márcia e João Marcos.



Agradecimentos

Agradeço a Deus, pela dádiva da vida e por colocar em meu caminho pessoas tão

especiais.

Agradeço a todos os meus familiares, em especial a minha mãe Maria Auzair, que em
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Resumo

Neste trabalho, estudamos condições necessárias e suficientes para a convergência forte

do método de projeções alternadas em espaços de Hadamard. Este resultado é novo

mesmo no contexto de espaços de Hilbert. Em particular, encontramos condições em que

a sequência gerada pela iteração de um ponto por projeções converge fortemente e respon-

demos parcialmente à questão principal que motivou o artigo de Bruck (veja J Math Anal

Appl 88:319-322, 1982). Aplicamos essa condição para generalizar o teorema de Prager

para variedades de Hadamard e generalizar o teorema de Sakai para uma grande classe de

sequências que possui medida total com respeito à medida de Bernoulli. Em particular,

respondemos a um problema que estava em aberto há muito tempo, relacionado à con-

vergência forte do metodo de projeções sucessivas em espaços de Hilbert (veja J. Convex

Anal. 16, 633–640, 2009). Além disso, estudamos o método de projeções alternadas para

uma sequência decrescente de conjuntos convexos e fechados encaixados em variedades

de Hadamard e obtemos uma prova alternativa para a convergência do método do ponto

proximal. Em espaços p-uniformemente convexos estudamos uma versão generalizada do

clássico método das projeções alternadas para operadores firmemente não-expansivos e

encontramos condições suficientes para a convergência forte desse método.

Palavras-Chave: Espaços de Hadamard. Problema de Viabilidade Convexa. Projeções

Alternadas. Operadores Firmemente Não-Expansivos. Espaços Uniformemente Conve-

xos.
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Abstract

In this work, we provide a necessary and sufficient condition under which the method

of alternating projections on Hadamard spaces converges strongly. This result is new

even in the context of Hilbert spaces. In particular, we find the circumstance under

which the sequence generated by iteration of a point by projections converges strongly

and we answer partially the main question that motivated Bruck’s paper (see J. Math

Anal Appl 88:319-322, 1982). We apply this condition to generalize Prager’s theorem for

Hadamard manifolds, and generalize Sakai’s theorem for a larger class of the sequences

with full measure with respect to the Bernoulli measure. In particular, we answer to a

long-standing open problem concerning to the convergence of the successive projection

method (see J. Convex Anal. 16, 633–640, 2009). Furthermore, we study the method

of alternating projections for a nested decreasing sequence of convex and closed sets on

Hadamard manifolds and we obtain an alternative proof of the convergence of the proximal

point method. In p-uniformly convex spaces we study a generalized version of the classical

method of alternating projections for firmly nonexpansive mappings and find sufficient

conditions for the strong convergence of this method.

Keywords: Hadamard Space. Convex feasibility Problem. Alternating Projections.

Firmly Nonexpansive Mappings. Uniformly Convex Space.
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1.2 Teoria ergódica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Variedades Riemannianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Variedades de Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Introdução

O método das projeções alternadas foi introduzido por von Neumann [64] em 1933 para

resolver o problema de viabilidade convexa, ou seja, encontrar um ponto na interseção de

conjuntos convexos. O problema de viabilidade convexa é muito importante em diversas

áreas cient́ıficas, como matemática e ciências f́ısicas, veja por exemplo [12, 28, 30, 68].

Seja N > 2 um inteiro e suponha que C1, . . . ,CN são conjuntos convexos e fechados de

um espaço de Hadamard H cuja interseção é não vazia. Denotaremos por Pj a projeção

sobre Cj. Agora considere uma sequência (jn) tomando valores em IN = {1, 2, . . . ,N},

escolha um ponto x0 ∈ H e defina a sequência (xn) por

xn = Pjn(xn−1), (1)

para todo n ∈ N. Esse processo é conhecido como o método das projeções alternadas.

Uma questão importante é encontrar condições suficientes sob as quais a sequência (xn)

converge. Os principais exemplos de espaços de Hadamard são os espaços de Hilbert,

variedades de Hadamard e R-trees. No cenário em que H é um espaço de Hilbert e cada

conjunto convexo e fechado Ci é um subespaço linear, von Neumann em [64] provou que

se N = 2, então a sequência (xn) converge para a projeção de x sobre C1 ∩ C2. Este

resultado foi generalizado por Halperin em [38], para N > 2 subespaços considerando

uma sequência periódica (jn). Prager em [52], provou que se X é um espaço de Hilbert de

dimensão finita então a sequência (xn) definida por (1) converge para qualquer sequência

(jn), não necessariamente periódica. Este resultado foi estendido por Amemiya e Ando em

[2] para espaços de Hilbert com dimensão infinita, mas a sequência (xn) converge apenas

fracamente. Sakai, em [55], generalizou os resultados de Halperin para o caso em que as

sequências (jn) são quase-periódicas. Em particular, obteve a convergência forte do resul-

tado de Amemiya e Ando em [2] quando a sequência é quase-periódica. A convergência

em norma não ocorre para quaisquer N > 3 subespaços lineares fechados e qualquer

sequência (jn). Kopecká e Paszkiewicz provaram em [42] que para qualquer espaço de

1



Sumário 2

Hilbert de dimensão infinita existem três subespaços fechados de modo que para qualquer

x0 ∈ H diferente de zero, existe uma sequência (jn) para o qual (xn) não converge forte-

mente. Em particular, as iterações randômicas nem sempre convergem fortemente. Uma

pergunta natural surge, “quais são as sequências (jn) tais que a sequência (xn) converge

fortemente independente do ponto de partida e dos subespaços fechados?”. Por outro

lado, até onde sabemos, o resultado mais geral relacionado a esta questão encontra-se em

[55], onde a convergência forte é estabelecida para sequências quase-periódicas. O espaço

de sequências cujos termos pertencem ao conjunto {1, 2, . . . ,N} tem uma medida natural

conhecida como medida de Bernoulli. Do ponto de vista da medida, surge uma questão

natural “Qual é o tamanho do conjunto de sequências (jn) que responde à questão acima?”

Nesse sentido, usaremos técnicas de teoria ergódica para provar que independentemente

do ponto de partida e dos subespaços fechados, o conjunto das sequências (jn) tal que

a sequência (xn) converge fortemente tem medida de Bernoulli total, isto é, a sequência

(xn) converge para quase toda sequência (jn). Além disso, provaremos que o conjunto

das sequências quase-periódicas tem medida de Bernoulli nula.

No cenário em que H é um espaço de Hilbert e cada conjunto convexo e fechado C não

é necessariamente um subespaço, Bregman em [19] estudou o mesmo problema de von

Neumann, mas considerou um caso mais geral com dois subconjuntos fechados e convexos.

Ele provou que a sequência (xn) converge fracamente para a projeção de x sobre C1 ∩C2.

Este resultado não pode ser estendido para convergência em norma sem condições extras.

Para mais detalhes veja [15, 39, 41, 46].

Bruck e Reich em 1977, veja [23], provaram a convergência forte da sequência (xn)

quando existe algum j tal que Cj é compacto e Pj é usado infinitas vezes nas iterações.

Um avanço interessante no método das projeções alternadas é estudá-lo em espaços de

Hadamard, em particular em variedades de Hadamard. Esses espaços possuem uma es-

trutura adequada para desenvolver métodos de otimização, inclusive, alguns dos métodos

clássicos de otimização já foram extendidos para estes espaços, enquanto que outros ainda

são temas de recentes pesquisas, veja por exemplo [4, 6, 11, 59]. Nessa direção, Bǎcák,

Searston e Sims em [8] generalizaram o resultado de Bregman para esses espaços. Eles

consideraram uma noção de convergência fraca em espaços de Hadamard que foi introdu-

zida por Jost em [40]. Esta noção de convergência fraca coincide com a convergência fraca

usual em espaços de Hilbert. É importante enfatizar que esta é uma grande contribuição
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visto que a estrutura linear se tornou dispensável. Eles também provaram que se C1 e C2

são limitadamente regular, então a sequência (xn) converge fortemente. Em variedades de

Hadamard, Cruz Neto et al. em [31], mostraram a convergência do método das projeções

alternadas para qualquer sequência (jn), desde que os conjuntos convexos C1,C2, . . . ,CN

satisfaçam a condição de Slater, isto é, C1 ∪ C2,∪ · · · ∪ CN tem interior não vazio. Em

espaços de Hilbert esta condição é equivalente a de limitadamente regular, como mostrado

em [17], mas no contexto de variedades de Hadamard ainda é uma questão em aberto.

Em [47], mostramos que a condição de Slater não é necessária, isto é, dados conjuntos

convexos C1,C2, . . . ,CN com interseção não vazia em uma variedadde de Hadamard e

uma sequência (jn) qualquer, o método das projeções alternadas converge para um ponto

da interseção.

Neste trabalho, apresentamos os principais resultados obtidos em [47], onde estudamos

uma condição necessária e suficiente para a convergência forte da sequência (xn) em

espaços de Hadamard. Este resultado é novo mesmo em espaços lineares, pois nenhuma

hipótese de periodicidade ou quasi-periodicidade é assumida na sequência (jn). Essa

condição nos permite responder parcialmente à questão principal que motivou o artigo de

Bruck em [22], e também generalizar o teorema de Prager para variedades de Hadamard,

ou seja, iterações randômicas sempre convergem em variedades de Hadamard. Além disso,

generalizamos o teorema de Sakai para uma grande classe de sequências (jn) que contém

as sequências quase-periódicas, estudamos o método de projeções alternadas para uma

sequência decrescente de conjuntos convexos encaixados em variedades de Hadamard e

obtemos uma prova alternativa para a convergência do método do ponto proximal. Mais

informações sobre o método do ponto proximal em espaços de Hadamard podem ser

encontradas em [9, 35].

Outra abordagem comum para resolver problemas de viabilidade convexa é através

do método de subgradiente ćıclico, inicialmente estudado em [27] por Censor e Lent em

espaços Euclidianos e generalizado para variedades Riemannianas de curvatura seccional

não negativa por Bento e Melo em [16]. Esta abordagem também foi estudada em [67]

no contexto de variedades com curvatura seccional limitada inferiomente. Em particu-

lar, resolvendo o problema de viabilidade convexa para alguns modelos de variedades de

Hadamard, Wang et al. em [66] provaram que este método converge linearmente para

C1 ∩ · · · ∩ CN. Além disso, eles observam a influência da curvatura na taxa de con-
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vergência. Por outro lado, o método de projeções alternadas não requer limitação inferior

da curvatura seccional.

Também estudamos um método mais geral do que o método das projeções alterna-

das, que tem como objetivo resolver o problema de encontrar um ponto que pertença à

interseção dos conjuntos formado pelos pontos fixos de uma quantidade finita de ope-

radores definidos em um espaço geodésico. Essa situação ocorre em muitos problemas

matemáticos, em particular, em um problema de viabilidade convexa [12]. Mais especifi-

camente, considere as aplicações T1, T2, . . . , TN : X → X definidas em um espaço métrico

completo (X,d) e uma sequência (jn) tomando valores em In = {1, 2, . . . ,N}, escolha um

ponto x0 ∈ X e defina a sequência (xn) por

d(Tjn(xn−1), xn) 6 εn para cada n ∈ N,n > 1, (2)

onde
∑∞
n=1 εn <∞.

Dado um subconjunto não vazio C de um espaço métrico (X,d), dizemos que uma

aplicação T : X → X satisfaz a propriedade (P) quando Fix(T) 6= ∅ e existem l > 1 e

β > 0 tais que

d(Tx,u)l 6 d(x,u)l − βd(Tx, x)l,

para todo x ∈ C e u ∈ Fix(T).

Estamos interessados em considerar a sequência gerada por (2) no caso em que os

operadores T1, . . . , TN satisfazem a propriedade (P), e em particular quando são aplicações

firmemente não-expansivas definidos em espaços p-uniformemente convexos, veja [4]. Os

operadores firmemente não-expansivos foram introduzidos primeiramente por Bruck em

[21], para estudar retrações em espaços de Banach, que definiu uma aplicação firmemente

não-expansiva T : C ⊂ E→ E, onde C é um subconjunto convexo e fechado de um espaço

de Banach E, como sendo uma aplicação que satisfaz a seguinte desigualdade

‖T(x) − T(y)| 6 ‖(1 − λ)(Tx− Ty) + λ(x− y)‖,

para todo x,y ∈ C e λ ∈ [0, 1[. Esse conceito também foi explorado em [23, 53], ainda em

espaços de Banach. Em cenários não lineares, os operadores firmemente não-expansivos

foram estudados em espaços geodésicos, por exemplo, em [3, 4, 49, 54]. Nesses espaços,

denotamos por z = (1 − λ)x ⊕ λy um ponto que pertence ao segmento geodésico [x,y].

Dado um subconjunto convexo C de um espaço geodésico X, uma aplicação T : C ⊂ X→ X
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é dita firmemente não-expansiva quando satisfaz

d(Tx, Ty) 6 d((1 − λ)x⊕ λTx, (1 − λ)y⊕ λTy),

para todo x,y ∈ C e λ ∈ [0, 1[.

Um exemplo importante de operador firmemente não-expansivo é a projeção sobre

conjuntos convexos e fechados em espaços CAT(0) (veja [4]), assim o método (2) generaliza

o método das projeções alternadas definido em (1). O resolvente de uma função convexa

própria, semicont́ınua inferiormente definida em espaços CAT(0) também é um operador

firmemente não-expansivo, para mais detalhes veja [5]. Bauschke, Combettes Reich [14]

estudaram o método (2) no caso particular em que Ti (i = 1, 2) é o resolvente de uma

função convexa definida em espaços de Hilbert, onde os autores mostram que a sequência

gerada pelo método converge fracamente para um ponto de mı́nimo (caso exista) de um

problema associado à duas funções convexas.

O método (2) foi estudado por Ariza, López e Nicolae em [4], onde mostraram que

a sequência (xn) gerada por este método converge fracamente para um ponto fixo dos

operadores Ti (i = 1, 2, . . .N), desde que cada Ti seja firmemente não-expansivo e definido

em um espaço p - uniformemente convexo. Os autores também mostraram que (xn) é

assintoticamente regular.

No caso de uma única aplicação firmemente não-expansiva T definida em espaços de

Banach p-uniformemente convexo, o método (2) converge fracamente, como mostrado em

[25, Teorema 15.1], mas em geral não ocorre a convergência forte, veja [36]. A convergência

forte também não ocorre mesmo no caso em que N = 2 e as aplicações T1, T2 são projeções

sobre subconjuntos convexos e fechados de um espaço de Hilbert, veja [15, 39, 41, 46].

Como foi exposto acima, a convergência fraca do método (2) já foi bem estudada,

enquanto que a convergência forte ainda pode ser explorada. Assim, pretendemos estudar

condições necessárias e suficientes para a convergência forte do método (2) no caso em

que consideramos operadores satisfazendo a propriedade (P) em espaços p - uniforme-

mente convexo, em particular, obtendo novos resultados de convegência em CAT(k), e

generalizando alguns resultados em CAT(0).



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos as notações e alguns resultados preliminares que serão usados

ao longo da tese.

1.1 Teoria da medida

Nesta seção apresentamos alguns conceitos básicos de teoria da medida, que podem ser

encontrados em [26, 37, 63].

Definição 1.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra de conjuntos sobre X é uma

coleção A de subconjuntos de X satisfazendo

1. X ∈ A;

2. Se E ∈ A, então Ec ∈ A, onde Ec denota o complementar de E em relação a X;

3. Se E1,E2 ∈ A, então E1 ∪ E2 ∈ A.

Definição 1.2. Uma álgebra diz-se uma σ-álgebra de subconjuntos de X se também for

fechada para união enumerável, isto é, se Ej ∈ A para j = 1, 2, . . . , então

∞⋃
j=1

Ej ∈ A.

Definição 1.3. Um espaço mensurável é uma dupla (X,B) onde X é um conjunto e

B é uma σ-álgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B são chamados conjuntos

mensuráveis.

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto qualquer.

6
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1. Denotemos por 2X a famı́lia de todos os subconjuntos de X. Então B = 2X é

claramente uma σ-álgebra.

2. B = {∅,X} é também uma σ-álgebra.

Note que se B é uma σ-álgebra de X, então {∅,X} ⊂ B ⊂ 2X , ou seja, {∅,X} é a menor

σ-álgebra e 2X é a maior σ-álgebra de X.

Proposição 1.5. Considere uma famı́lia não-vazia {Bi : i ∈ I} qualquer de σ-álgebras.

Então a intersecção

B =
⋂
i∈I

Bi

também é uma σ - álgebra.

Observação 1.6. Segue da Proposição 1.5 que a menor σ-álgebra que contém ξ é dada

pela intersecção de todas as σ-álgebras que contém ξ.

Definição 1.7. A σ-álgebra gerada por uma famı́lia ξ de subconjuntos de X é a menor

σ-álgebra que contém a famı́lia ξ.

Exemplo 1.8. A σ-álgebra de Borel de um espaço topológico (X, τ) é a σ-álgebra gerada

por τ, isto é, gerada pelos conjuntos abertos de X. Neste caso, os conjuntos mensuráveis

recebem o nome de borelianos.

Definição 1.9. Seja X um conjunto com uma σ-álgebra A. Uma medida em A, é uma

função µ : A→ [0,∞] com as propriedades abaixo:

1. µ(∅) = 0;

2. Se (En)n∈N é uma coleção enumerável de conjuntos mensuráveis, disjuntos dois a

dois, então

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

A tripla (X,B,µ) é chamada espaço de medida. Quando µ(X) < ∞ dizemos que µ é

uma medida finita e se µ(X) = 1 dizemos que µ é um medida de probabilidade.

Exemplo 1.10. Seja X um conjunto e consideremos a σ-álgebra B = 2X. Dado qualquer

p ∈ X, considere a função δp : 2X → [0,∞] definida por



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 8

δp(A) =

1, se p ∈ A;

0, se p /∈ A.

A medida δp é chamada de medida de Dirac no ponto p.

Sejam (Xj,Aj,µj), j = 1, . . . ,n espaços de medida finita, isto é, tais que µj(Xj) <∞.

É posśıvel tornar o produto cartesiano X1 × . . . × Xn um espaço de medida, da seguinte

forma. Considere em X1× . . .×Xn a σ-álgebra gerada pela famı́lia de todos os conjuntos

da forma E1 × . . .× En com Ej ∈ Aj. Ela é chamada σ-álgebra produto e é representada

por A1 ⊗ · · · ⊗An.

Proposição 1.11. Existe uma única medida µ em (X1× . . .×Xn,A1⊗ · · · ⊗An) tal que

µ(E1 × · · · × En) = µ1(E1) · · ·µn(En) para todo E1 ∈ A1, . . . ,En ∈ An. Em particular, µ

é uma medida finita.

Demonstração. Veja [37, página 152].

A medida µ dada pela proposição acima é denotada por µ = µ1×· · ·×µn e é chamada

de medida produto. Desta forma, fica bem definido o espaço produto

(X1 × · · · × Xn,A1 ⊗ · · · ⊗An,µ1 × · · · × µn).

Vamos apresentar agora a construção do produto de uma famı́lia enumerável de espaços

de medida de probabilidade.

Sejam (Xj,Aj,µj), j ∈ I, espaços de medida de probabilidade. O conjunto de ı́ndices

tanto pode ser I = N como I = Z. Consideremos o produto cartesiano

Σ =
∏
j∈I

Xj = {(xj)j∈I; xj ∈ Xj}.

Definição 1.12. Chamamos cilindros de Σ os subconjuntos da forma

[m;Am, . . . ,Ak] := {(xi)i∈N; xi ∈ Ai for m 6 i 6 k},

onde m ∈ I, m 6 k e Aj ∈ Aj para todo m 6 j 6 k.

Exemplo 1.13. O próprio Σ é um cilindro, pois podemos escrever, por exemplo, Σ =

[1,X].
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Definição 1.14. A σ-álgebra produto em Σ é a σ-álgebra B gerada pela famı́lia de todos

os cilindros de Σ.

Proposição 1.15. Existe uma única medida µ em (Σ,B) tal que

µ([m;Am, . . . ,An]) = µ1(Am) · · · · · µn(An),

para qualquer cilindro [m;Am, . . . ,An]. Em particular, µ é uma medida de probabilidade.

Demonstração. Veja [37, página 157].

A medida de probabilidade µ dada pela proposição acima é chamada medida produto

e é representada por
∏
j∈I

µj e o espaço de probabilidade (Σ,B,µ) constrúıdo desta forma

é denominado espaço produto dos espaços (Xj,Bj,µj), j ∈ I.

Quando todos os espaços de medidas são iguais, a medida produto é chamada de

medida de Bernoulli, como definido abaixo.

Definição 1.16. Dado um espaço de medida de probabilidade (X,A,ν), a medida produto

µ = νI de XI = {(xj)j∈I; xj ∈ X} é chamada de medida de Bernoulli.

Estes espaços podem ser usados para modelar sequências de experimentos randômicos

idênticos em que o resultado de cada experimento é independente dos demais. O espaço

das sequências introduzido no próximo exemplo será de grande importância no estudo da

sequência definida em (1).

Exemplo 1.17. Considere o conjunto B = {1, 2, · · · ,N} e uma medida de probabilidade

p em B onde pi = p({i}) é positivo para cada i . Denotamos por Σ o espaço produto BN

munido da σ-álgebra produto A e da medida de Bernoulli pN, que denotaremos por P.

Isso significa que cada elemento de Σ é uma sequência infinita de números naturais cujos

termos pertencem ao conjunto {1, 2, . . . ,N}. A σ - algebra A de Σ é gerada pelos cilindros

elementares

[m;αm, . . . ,αk] := {(xi)i∈N; xi = αi param 6 i 6 k}.

Além disso, a medida P é caracterizada por

P([m;αm, . . . ,αk]) =

k∏
i=m

pαi .
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1.2 Teoria ergódica

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados básicos de Teoria Ergódica.

Para mais detalhes, veja [51, 63].

Definição 1.18. Sejam (X,A) e (Y,B) espaços de medida. Dizemos que f : X → Y é

uma transformação mensurável se f−1(E) ∈ A, para todo E ∈ B.

Definição 1.19. Seja (X,B,µ) um espaço de medida e seja f : X→ X uma transformação

mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f se µ(f−1(E)) = µ(E) para todo

conjunto mensurável E ⊂ X.

Seja (X,Σ,µ) um espaço de medida e f : X → X uma transformação mensurável.

Escreveremos fn = f ◦ . . . ◦ f (n vezes) para denotar a n-ésima iterada de f.

Definição 1.20. Seja f : X → X uma transformação mensurável. Dizemos que um

subconjunto A ⊂ X é invariante (por f) quando f−1(A) = A.

O resultado abaixo é um dos teoremas mais importantes em teoria ergódica e é essencial

na prova de alguns resultados desse trabalho.

Teorema 1.21 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Seja f : X→ X uma transformação men-

surável e µ uma medida de probabilidade invariante por f. Dada uma função integrável

ϕ : X→ R, o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)),

existe em µ-quase todo ponto x ∈ X. Além disso, a função ϕ̃ é integrável e satisfaz

∫
X

ϕ̃ dµ =

∫
X

ϕdµ.

Demonstração. Veja [63, página 73].

Outro conceito importante em teoria ergódica é a ergodicidade.

Definição 1.22. Seja µ uma medida de probabilidade invariante por f : X→ X. Dizemos

que µ é ergódica para f quando para todo subconjunto invariante A tem-se µ(A) = 0 ou

µ(A) = 1.
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Quando a medida invariante µ no Teorema 1.21 é ergódica, a função ϕ̃ é constante e

ϕ̃ =

∫
X

ϕdµ.

A medida de Bernoulli é um exemplo importante de uma medida invariante ergódica

pela transformação deslocamento (shift) de Bernoulli, que definimos no próximo exemplo.

Exemplo 1.23. Seja (X,A,ν) um espaço de probabilidade qualquer. Considere o espaço

produto Σ = XN, munido da σ-álgebra produto B = AN e da medida produto µ = νN. O

operador deslocamento (ou shift) de Bernoulli β : Σ→ Σ é definido por

β(α1,α2, . . . ,αn, . . . ) = (α2,α3, . . . ,αn, . . . ),

observe que βj(α1,α2, . . . ,αn, . . . ) = (αj+1,αj+2, . . .).

Proposição 1.24. A medida de Bernoulli de Σ é invariante e ergódica em relação ao

deslocamento de Bernoulli β.

Demonstração. Veja [63, página 109].

Segue do teorema Ergódico de Birkhoff e da ergodicidade da medida de Bernoulli, que

dado um conjunto mensurável E ⊂ Σ, para µ-quase todo α ∈ Σ, tem-se

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = P(E), (1.1)

onde XE denota a função caracteŕıstica de E. Ou seja, o tempo médio de visita a qualquer

subconjunto mensurável E existe e é igual à medida de E, para quase todo ponto x.

1.3 Variedades Riemannianas

Denotaremos por Mn (ou simplesmente M) uma variedade Riemanniana conexa de di-

mensão n e classe C∞, 〈 , 〉 sua métrica Riemanniana, com a correspondente norma deno-

tada por || ||, ∇ sua conexão Riemanniana, TpM o plano tangente a M no ponto p ∈M e

X(M) o conjunto dos campos de vetores C∞ de M. A seguir, iremos relembrar algumas

definições e proposições, que podem ser encontradas com maiores detalhes em [32].

Definição 1.25. Seja α : [a,b]→M uma curva diferenciável por partes. O comprimento

da curva α, denotado por L(α), é definido por

L(α) =

∫b
a

‖α ′(t)‖ dt.
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Definição 1.26. Sejam M uma variedade e f : M → R uma função de classe C1. O

gradiente de f, denotado por grad f, é o único campo grad f ∈ X(M) definido por

〈grad f(p), v〉 = Dfp(v), ∀ v ∈ TpM.

Proposição 1.27. Se f,g :M −→ R são funções diferenciáveis , então

(a) grad (f+ g) = grad f+ grad g.

(b) grad (fg) = g · grad f+ f · grad g.

Demonstração. Veja [32, página 93].

Proposição 1.28. Sejam f : M −→ R uma função diferenciável, p ∈ M, υ ∈ TpM e

α : (−ε, ε) −→M uma curva suave tal que α(0) = p e α ′(0) = υ. Então

〈grad f,υ〉p =
d

dt
(f ◦ α)(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Demonstração. Veja [32, página 93].

Agora vamos apresentar algumas definições e proposições relacionadas a curvatura de

uma variedade Riemanniana, que serão utilizadas para definir variedades de Hadamard.

Definição 1.29 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma

correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y) : X(M) →

X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Observe que se M = Rn, então R(X, Y)Z = 0 para quaisquer X, Y, Z ∈ X(Rn).

Proposição 1.30. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

(i) R é C∞(M)-bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).
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(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) −→ X(M) é

C∞(M)-linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z,

f ∈ C∞(M), Z, W ∈ X(M).

(iii) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0.

(iv) Para quaisquer X, Y, Z, T ∈ X(M) valem as seguintes propriedades de simetria:

(a) 〈R(X, Y)Z, T〉+ 〈R(Y,Z)X, T〉+ 〈R(Z,X)Y, T〉 = 0

(b) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(Y,X)Z, T〉

(c) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(X, Y)T ,Z〉

(d) 〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(Z, T)X, Y〉.

Demonstração. Veja [32, página 93].

A próxima definição é essencial para definir curvatura seccional variedades Riemanni-

anas.

Proposição 1.31. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM

e sejam x,y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

Kp(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉

||x||2||y||2 − 〈x,y〉2

não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ.

Demonstração. Veja [32, página 104].

Definição 1.32 (Curvatura Seccional). Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-

dimensional σ ⊂ TpM, o número real Kp(σ) = Kp(x,y), onde {x,y} é uma base qualquer

de σ é chamado curvatura seccional de σ em p.
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1.4 Variedades de Hadamard

Definição 1.33. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para

todo p ∈M, a aplicação exponencial, expp, está definida para todo v ∈ TpM, isto é, se as

geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

Se M é uma variedade Riemanniana conexa e p,q ∈ M, então existe uma curva

diferenciável por partes ligando p a q, isto é, existe uma curva α : [a,b] → M com

α(a) = p e α(b) = q e uma partição a = t0 < t1 < · · · < tn = b de [a,b] tal que α é

diferenciável em cada intervalo [ti−1, ti]. Usando este fato podemos definir uma distância

em uma variedade Riemanniana, como segue:

Definição 1.34. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dados p,q ∈ M, defini-

mos a distância d(p,q) por

d(p,q) = inf{ L(α);α é uma curva diferenciável por partes lingando p a q)}

onde L(α) indica o comprimento da curva α.

Proposição 1.35. Com a distância d, M é um espaço métrico, isto é:

(1) d(p,q) > 0 e d(p,q) = 0⇔ p = q;

(2) d(p,q) = d(q,p);

(3) d(p, r) 6 d(p,q) + d(q, r).

Demonstração. Veja [32, página 164].

Observação 1.36. A topologia induzida por d coincide com a topologia original de M.

A seguir, lembramos a definição de espaço métrico completo.

Definição 1.37. Uma sequência (xn) de um espaço métrico (M,d) diz-se uma sequência

de Cauchy quando, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

m,n ∈ N, m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.

Definição 1.38. Dizemos que um espaço métrico é completo, quando toda sequência de

Cauchy for convergente.
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O teorema de Hopf e Rinow mostra algumas condições que são equivalentes à uma

variedade Riemanniana M ser geodesicamente completa.

Proposição 1.39 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana conexa e p ∈M.

As afirmações abaixo são equivalentes:

(a) expp está definida em todo o TpM, isto é, M é geodesicamente completa.

(b) Os conjuntos limitados e fechados em M são compactos.

(c) M é completa como espaço métrico.

Além disso, cada uma das afirmações acima implicam que

(d) Para todo q ∈M existe uma geodésica γ ligando p a q com comprimento de γ igual

à d(p,q).

Demonstração. Veja [32, página 162].

Finalmente podemos definir o conceito de variedade de Hadamard:

Definição 1.40. Dizemos que uma variedade Riemanniana é uma variedade de Hadamard

quando M é completa, simplesmente conexa e a curvatura seccional Kp(σ) 6 0 para

quaisquer subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM e p ∈M.

A seguir apresentamos um exemplo espećıfico de variedade de Hadamard.

Exemplo 1.41. Denote por Sn++ o cone das matrizes simétricas positivas definidas n×n.

É posśıvel mostrar que o par M = (Sn++, 〈·, ·〉), com a métrica induzida pela hessiana

Euclideana de ϕ(X) = − ln detX, isto é,

〈U,V〉X = tr(Vϕ ′′(X)U) = tr(VX−1UX−1), X ∈M, U,V ∈ TXM,

é uma variedade de Hadamard cuja a única geodésica ligando os pontos X, Y ∈M é dada

por

γ(t) = X
1
2 (X− 1

2YX− 1
2 )tX

1
2 .

Para mais detalhes, veja [43, página 323].

Em geral, a aplicação exponencial é uma função de classe C∞ definida apenas em uma

vizinhança Ω da origem em TpM e um difeomorfismo sobre sua imagem. No caso em que

M é uma variedade de Hadamard, temos o seguinte resultado, mostrado por Élie Cartan

e Jacques Hadamard.
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Proposição 1.42 (Teorema de Cartan-Hadamard). Seja M uma variedade de Hadamard.

Então M é difeomorfa a Rn, n = dim M; mais precisamente , expp : TpM →M é um

difeomorfismo.

Demonstração. Veja [32, página 165].

Sejam M uma variedade de Hadamard e q ∈M. Pelo teorema de Cartan-Hadamard

podemos definir a inversa da aplicação exponencial exp−1
q :M→ TqM e obter a seguinte

relação entre distância Riemanniana e aplicação exponencial

d(p,q) = || exp−1
q p||.

1.5 Espaços CAT(0)

Nesta seção, apresentamos as definições e alguns resultados preliminares a respeito dos

espaços CAT(0). Para mais detalhes, consulte [7].

Seja (X,d) um espaço métrico. Uma aplicação cont́ınua γ : [0, 1] → X é chamada de

caminho e seu comprimento é definido por

l(γ) := sup

n∑
i=1

d(γ(ti),γ(ti−1)),

onde o supremo é tomado sobre o conjunto de todas as partições 0 = t0 < t1 < · · · < tn
do intervalo [0, 1]. Dados x,y ∈ X, dizemos que um caminho γ : [0, 1] → X liga x a y

quando γ(0) = x e γ(1) = y.

Um caminho γ : [0.1]→M é chamado de geodésica quando para cada s, t ∈ [0, 1], tem-se

d(γ(s),γ(t)) = d(γ(0),γ(1))|s− t|,

isto é, quando é parametrizado proporcionalmente ao comprimento de arco.

Definição 1.43. Dizemos que (X,d) é um espaço geodésico quando dois pontos quaisquer

x,y ∈ X podem ser ligados por uma geodésica.

Observação 1.44. Pode acontecer de existir mais de uma geodésica ligando dois pontos.

Quando quaisquer dois pontos x,y ∈ X podem ser ligados por um única geodésica, dizemos

que o espaço é unicamente geodésico, e denotamos tal geodésica por [x,y].
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Dado z ∈ [x,y], com x 6= y, existe uma geodésica γ : [0, 1] → X ligando x a y e para

t = d(x, z)/d(x,y) tem-se γ(t) = z. Para simplificar a notação, escreveremos simples-

mente z = (1 − t)x + ty e dizemos que z é uma combinação convexa de x e y. Um

subconjunto C de um espaço geodésico (X,d) diz-se convexo quando todo par de pontos

x,y ∈ C pode ser ligado por uma geodésica em X e sua imagem está contida em C.

Definição 1.45. Um triângulo geodésico ∆(p1,p2,p3) em um espaço geodésico X é um

conjunto formado por três segmentos de geodésicas

γ1 : [0, 1]→M, γ2 : [0, 1]→M, γ3 : [0, 1]→M,

de modo que γ1(1) = p2 = γ2(0), γ2(1) = p3 = γ3(0) e γ3(1) = p1 = γ1(0).

Os segmentos geodésicos são chamados de lados do triângulo geodésico e são denotados

por [p1,p2], [p2,p3] e [p3,p1].

Dizemos que z ∈ ∆(p1,p2,p3) quando z pertence a algum dos lados do triângulo, por

exemplo z ∈ [p1,p2].

Dado um triângulo geodésico ∆(p,q, r) em M, existe um triângulo de comparação em

R2, isto é, três segmentos de reta [p̄, q̄], [q̄, r̄] e [r̄, p̄] em R2, tais que

d(p,q) = ‖p̄− q̄‖, d(q, r) = ‖q̄− r̄‖ e d(r,p) = ‖r̄− p̄‖,

como mostra a figura 1.1. O triângulo de comparação é único a menos de isometrias em

R2.

Figura 1.1: Triângulo geodésico e triângulo de comparação.

Dado z ∈ ∆(p1,p2,p3), digamos z = (1 − t)p1 + tp2, o ponto de comparação de z

no triângulo ∆(p̄1, p̄2, p̄3) é dado por z̄ = (1 − t)p̄1 + tp̄2. A seguir apresentamos uma

importante noção geométrica em espaços geodésicos.
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Definição 1.46 (Ângulo entre duas geodésicas). Seja (X,d) um espaço geodésico. Defi-

nimos o ângulo entre duas geodéscias γ,β : [0, 1]→ X com γ(0) = β(0) por

α(γ,β) := lim sup
s,t→0+

](γ(t),γ(0),β(s)).

onde γ(t),γ(0),β(s) são os vértives do triângulo de comparação 4(γ(t),γ(0),β(s)).

Definição 1.47 (Espaços CAT(0)). Seja X um espaço geodésico. Dizemos que X é um

espaço CAT(0) se para todo triângulo geodésico ∆(p,q, r) e x ∈ [p, r],y ∈ [p,q], tem-se

d(x,y) 6 ||x̄− ȳ||,

onde x̄ e ȳ são os pontos de comparação correspondentes no triângulo de comparação

∆(p̄, q̄, r̄). Essa definição está ilustrada na figura 1.2.

Figura 1.2: Triângulo geodésico e triângulo de comparação.

Observação 1.48. Os espaços CAT(0) também podem ser definidos através da com-

paração entre ângulos, mais precisamente, X é um espaço CAT(0) quando o ângulo de

um triângulo geodésico em X não é maior do que o ângulo correspondente de seu triângulo

de comparação. Para ver essa e outras definições equivalentes de espaços CAT(0), con-

sulte [7].

Se (X,d) é um espaço CAT(0), então para todo triângulo geodésico com vértices p,q, r

e x ∈ [q, r], temos

d(p, x) 6 |p̄− x̄|. (1.2)
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Dada uma geodésica γ : [0, 1]→ X ligando q a r, note que

‖p̄− γ(t)‖2 = ‖p̄− ((1 − t)q̄+ tr̄)‖2

= ‖p̄− q̄‖2 − t〈p̄− q̄, r̄− q̄〉− t〈q̄− p̄, q̄− r̄〉+ t2‖q̄− r̄‖2

= ‖p− q‖2 − t〈p̄− q̄, r̄− p̄+ p̄− q̄〉− t〈q̄− r̄+ r̄− p̄, q̄− r̄〉+ t2‖q̄− r̄‖2

= (1 − t)‖p̄− q̄‖2 + t(−〈p̄− q̄, r̄− p̄〉− 〈r̄− p̄, q̄− r̄〉) − (t− t2)‖q̄− r̄‖2

= (1 − t)‖p̄− q̄‖2 + t‖r̄− p̄‖2 − t(1 − t)||q̄− r̄‖2

= (1 − t)d2(p,q) + td2(p, r) − t(1 − t)d2(q, r).

Assim, a desigualdade (1.2) é equivalente a

d2(p,γ(t)) 6 (1 − t)d2(p,q) + td2(p, r) − t(1 − t)d2(q, r), ∀ p,q, r ∈ X. (1.3)

Ou seja, em espaços CAT(0) a função quadrado da distância é fortemente convexa.

Definição 1.49 (Espaços de Hadamard). Um espaço CAT(0) completo é chamado de

espaço de Hadamard.

Exemplo 1.50 (Espaços de Hilbert). Os espaços de Hilbert são exemplos de espaços

de Hadamard em que seus segmentos geodésicos são segmentos de retas. Além disso, é

posśıvel mostrar que um espaço de Banach é CAT(0) se, e somente se, for um espaço de

Hilbert.

Exemplo 1.51 (R-tree). Um espaço métrico (X,d) é um R-tree quando for unicamente

geodésico e quaisquer x,y, z ∈ X satisfazendo [x,y] ∩ [y, z] = {y}, tem-se

[x, z] = [x,y] ∪ [y, z].

A seguir, apresentamos exemplos de espaços R-tree, que podem ser encontrados em

[20, página 168].

Exemplo 1.52. Considere o conjunto X = (0,∞)×(0,∞) e a distância entre dois pontos

x = (x1, x2) e y = (y1,y2) definida por

d(x,y) =

 x1 + y1 + |x2 − y2| se x2 6= y2,

|x1 − y1| se x2 = y2.

O espaço métrico (X,d) é um R-tree. Os grafos métricos simplesmente conexos e o cone

assintótico do espaço hiperbólico Hn também são exemplos de R-tree.
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Um classe importante de espaços de Hadamard são as variedades de Hadamard.

Exemplo 1.53 (Variedade de Hadamard). Toda variedade de Hadamard, isto é, uma

variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional não

positiva, é um espaço de Hadamard.

1.6 Espaços CAT(κ)

As definições e propriedades dessa seção podem ser encontradas em [20]. Todo espaço

CAT(k) com k < 0 é também um espaço CAT(0) (veja [20, Teorema 1.12]). Por esse

motivo, vamos definir a seguir os espaços CAT(κ) para κ > 0. Assim como na seção

anterior, definimos os espaços CAT(κ) com κ > 0 através de comparação de triângulos.

Denotamos por M2
k a variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, de di-

mensão 2, com curvatura seccional constante e igual a κ. Usaremos o śımbolo ρκ para

indicar a função distância em M2
κ. Lembramos que M2

κ é unica a menos de isometrias

(veja [29, página 41]). Podemos considerarM2
k sendo a esfera S2

κ =

{
(x,y); x2 + y2 =

1

k

}
com a métrica induzida de R2, nesse caso, tem-se

diam(M2
κ) = sup{ρκ(x,y); x,y ∈M2

κ} =
π√
κ

.

Denotaremos por Dκ o diametro de M2
κ, isto é, Dκ =

π√
κ

.

Definição 1.54. Seja (X,d) um espaço geodésico e sejam p,q, r ∈ X. O peŕımetro do

triângulo geodésico ∆(p,q, r) é o número real d(p,q) + d(q, r) + d(r,p).

Em espaços CAT(0), qualquer triângulo geodésico admite um triângulo de comparação

em R2. Para garantir a existência de triângulos de comparação em Mk
2 é necessário

hipóteses adicionais.

Proposição 1.55. Seja (X,d) um espaço geodésico e considere pontos p,q, r ∈ X e um

número real κ > 0. Se o peŕımetro do triângulo geodésico ∆(p,q, r) é menor do que 2Dκ,

então existe um único triângulo de comparação em M2
κ.

Demonstração. Veja [20, página 24].

Definição 1.56. Sejam X um espaço geodésico, κ um número real positivo, ∆ um triângulo

geodésico em X com peŕımetro menor do que 2Dκ e considere ∆̄ o respectivo triângulo de
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comparação em M2
κ. Dizemos que ∆ satisfaz a desigualdade CAT(κ) quando para todo

x,y ∈ ∆, tem-se

d(x,y) 6 ρκ(x̄, ȳ),

onde x̄, ȳ são os pontos de comparação de x,y respectivamente.

Definição 1.57. Dado κ > 0, dizemos que um espaço geodésico X é um espaço CAT(κ)

quando todo triângulo geodésico em X com peŕımetro menor do que 2Dκ satisfaz a desi-

gualdade CAT(κ).

Observação 1.58. Se (X,d) é um espaço CAT(κ) com κ > 0, então dados dois pontos

x,y ∈ X com d(x,y) < Dκ existe uma única geodésica ligando x a y (veja [20, página

160]).

Proposição 1.59. Seja X um espaço geodésico.

a) Se X é um espaço CAT(κ), então X é um espaço CAT(κ ′) para todo κ ′ > κ.

b) Se X é um espaço CAT(κ ′) para todo κ ′ > κ, então X é um espaço CAT(κ).

Demonstração. Veja [20, página 165].

Exemplo 1.60. Seja M uma variedade Riemanniana completa. É posśıvel mostrar que

M é um espaço CAT(κ) se, e somente se, todas as cuvaturas seccionais de M são menores

ou iguais a κ e M é simplesmente conexa (veja [20, página 173]).

Exemplo 1.61. Os espaços R - trees definidos nos Exemplos 1.51 e 1.52 são espaços

CAT(κ) para todo κ ∈ R. Reciprocamente, se um espaço métrico é CAT(κ) para todo

κ ∈ R, então ele é um espaço R-tree.

1.7 Projeções sobre conjuntos convexos em espaços

de Hadamard

Nesta seção apresentamos algumas definições e propriedades básicas relacionadas à projeção

sobre conjuntos convexos. Para maiores detalhes, consulte [7].

Definição 1.62. Seja H um espaço de Hadamard. Um conjunto C ⊂ X é convexo, se

para quaisquer pontos p,q ∈ C o único segmento geodésico ligando p a q em H está

contido em C.
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Exemplo 1.63. Seja H um espaço de Hadamard. Dado p ∈ H e a > 0, a bola fechada

de centro p e raio a é convexa, isto é, o conjunto

B(p,a) = {x ∈ X;d(x,p) 6 a}

é convexo. De fato, dados x,y ∈ B(p,a), considere γ : [0, 1] → H a única geodésica

ligando x a y, segue da desigualdade (1.3) que

d2(γ(t),p) 6 (1 − t)d2(x,p) + td2(y,p) − t(1 − t)d(x,y) 6 a2.

Observação 1.64. Existem espaços métricos geodésicos em que as bolas fechadas não são

convexas, basta considerar por exemplo uma bola B de raio maior do que π/2 na esfera

unitária S2 ⊂ R3munida da métrica induzida do R3, de fato dados dois pontos p,q ∈ B

com d(p,q) > π, a geodésica minimizante ligando p a q não pertence a B.

Exemplo 1.65 (Pontos fixos). Sejam H um espaço de Hadamard, C ⊂ H um conjunto

convexo e fechado e F : C → C uma aplicação não-expansiva, isto é, d(F(x), F(y)) 6

d(x,y) para todo x,y ∈ C. Então, o conjunto de pontos fixos de F, ou seja,

Fix(F) := {x ∈ C; x = F(x)},

é fechado e convexo. Além disso, de acordo com [7, Teorema4.1.1], quando C é limitado,

o conjunto Fix(F) é não vazio.

Dado um espaço métrico (X,d) e um conjunto C ⊂ X, definimos a função distância

d(x,C) := inf{d(x,p);p ∈ C}.

Considere a aplicação ponto - conjunto PC : X→ 2X definida por

PC(x) := {p ∈ C;d(x,p) = d(x,C)}.

A aplicação PC é a projeção sobre o conjunto C.

Definição 1.66. Dizemos que C ⊂ X é um conjunto Chebyschev quando para cada x ∈ X,

a projeção PC(x) é um conjunto unitário.

A seguir, reunimos algumas propriedades da projeção sobre conjuntos convexos em

espaços de Hadamard.
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Proposição 1.67. Sejam (H,d) um espaço de Hadamard e C um conjunto convexo.

Então:

1. O conjunto C é Chebyschev;

2. Se z /∈ C, então α(z,PC(z),y) > π/2, onde α(z,PC(z),y) denota o ângulo entre

[PC(z), z] e [PC(z),y], ou equivalentemente,

d2(z,y) > d2(PC(z), z) + d
2(PC(z),y). (1.4)

3. A projeçao PC é não-expansiva, isto é,

d(PC(x),PC(y)) 6 d(x,y),

para qualquer x,y ∈ X.

Demonstração. Veja [7, página 38].

Em variedades de Hadamard, temos a seguinte caracterização para a projeção sobre

conjuntos convexos:

Proposição 1.68. Seja M uma variedade de Hadamard e C um conjunto convexo e

fechado de M. Então z ∈ C satisfaz

〈exp−1
z y, exp−1

z x〉 6 0 ∀y ∈ C,

se, e somente se, z = PC(x).

Demonstração. Veja [35, página 262] e [65, página 92].

1.8 Projeção sobre subespaços em espaços de Hilbert

Quando trabalhamos com projeção sobre subespaços vetoriais em espaços de Hilbert, a

aplicação projeção (projeção ortogonal) admite outras propriedades interessantes, sendo

que na prova de algumas delas é essencial o fato do espaço ser linear. Reunimos algumas

dessas propriedades a seguir:

Proposição 1.69. Sejam H um espaço de Hilbert e C um subespaço fechado de H e P a

projeção sobre C. Então
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1. P é linear, idempotente (P2 = P) e auto adjunto.

2. Para todo u, v ∈ H com u ⊥ v, temos

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2.

3. ||x− Px||2 = ||x||2 − ||Px||2 ∀x ∈ H.

4. ||Px|| 6 ||x|| para x ∈ H e a igualdade ocorre se, e somente, se Px = x.

Demonstração. Veja [18, página 111].

Enunciamos a seguir dois lemas, que serão usados para generalizar o teorema de Sakai

na Seção 2.2. Para ver a prova desses resultados, consulte [55].

Lema 1.70. [55, Lemma 2] Sejam y1,y2, ...,yk,yk+1 elementos de um espaço de Hilbert.

Então,

||yk+1 − y1||
2 6 k

k∑
n=1

||yn+1 − yn|||
2,

e a igualdade vale se, e somente se, yn = y1+((n−1)/k)(yk+1−y1) para n = 1, 2, ..., k+1.

Lema 1.71. [55, Lemma 3] Seja P a projeção ortogonal sobre um subespaço fechado de

um espaço de Hilbert e considere x,y ∈ H. Então,

||x− y||2 6 ||x− Py||2 + ||x− Px||2 + 2||y− Py||2.

1.9 Funções convexas em variedades de Hadamard

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados a respeito de funções convexas

definidas em variedades de Hadamard.

Definição 1.72. Seja M uma variedade Hadamard. Dizemos que uma função f :M→ R

é convexa quando para toda geodésica γ : R → M a função f ◦ γ : R → R for convexa,

isto é, quando

f(γ((1 − t)a+ tb)) 6 (1 − t)f(γ(a)) + tf(γ(b)),

para todo t ∈ [0, 1] e a,b ∈ R. Se a desigualdade for estrita para todo t ∈ (0, 1), dizemos

que f é estritamente convexa.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 25

Proposição 1.73. Se fi : M → R é uma função convexa e ci > 0 para cada

i = 1, 2, . . . ,n, então a função f =

n∑
i=1

cifi dada por f(x) =

n∑
i=1

cifi(x) também é convexa.

Demonstração. veja [62, página 67].

Observação 1.74. Se f : M → R é convexa, então f é localmente Lipschtiziana, e

portanto, cont́ınua. Para consultar a prova desse fato, veja [62, página 70].

Para a definição a seguir, dados q, r ∈M, considere γ : [0, 1]→M a única geodésica

ligando q a r.

Definição 1.75. Uma função f : M → R é k-fortemente convexa quando existe uma

constante k > 0 tal que

f(γ(t)) 6 (1 − t)f(q) + tf(r) − kt(1 − t)d2(q, r),

para todo q, r ∈M e t ∈ [0, 1],.

Segue da definição que toda função f : M → R fortemente convexa é estritamente

convexa.

Exemplo 1.76. Fixado p ∈ M, a função ρp : M → R dada por ρp(x) =
d(p, x)2

2
é

fortemente convexa. Além disso, ρp é diferenciável e

grad (ρp(y)) = −exp−1
y (p).

A prova desse resultado pode ser encontrada em [56, página 106].

A partir da definição de função fortemente convexa, é posśıvel mostrar que:

Proposição 1.77. Se f : M → R é uma função k-fortemente convexa e g : M → R é

convexa, então a soma f+ g :M→ R é k-fortemente convexa.

Proposição 1.78. Se f :M→ R é k-fortemente convexa, então f admite exatamente um

ponto de mı́nimo. Além disso, se x∗ é o ponto de mı́nimo de f, tem-se

f(x∗) + k · d2(x∗,y) 6 f(y)

para todo y ∈M.

Demonstração. Veja [7, página 48].



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 26

Definição 1.79. Seja f : M → R uma função convexa. Dado p0 ∈ M, dizemos que

s ∈ Tp0
M é um subgradiente de f em p0 se

f(p) > f(p0) + 〈s, exp−1
p0
(p)〉,

para todo p ∈M. O conjunto dos subgradientes de f em p0 é chamado de subdiferencial

de f em p0 e é denotado por ∂f(p0).

Observação 1.80. Note que 0 ∈ ∂f(p) se, e somente se, p é ponto de mı́nimo de f.

Proposição 1.81. Se f : M → R é uma função convexa e p0 ∈ M, então ∂f(p0) é

convexo, compacto e não vazio.

Demonstração. Veja [62, página 74].

Lema 1.82. Sejam M uma variedade de Hadamard e f : M → R uma função convexa.

Se a sequência {xk, vk} ⊂ TM é tal que (xk, vk) → (x, v) ∈ TM e vk ∈ ∂f(xk) para todo

k ∈ N, então v ∈ ∂f(x).

Demonstração. Veja [44, Lema 2.4].

1.10 Espaços uniformemente convexos

Dizemos que um espaço de Banach X é p-uniformemente convexo, com 2 6 p < ∞, se

existe uma constante c > 0 tal que para quaisquer x,y ∈ X, tem-se

∥∥∥∥x+ y2

∥∥∥∥p 6
1

2
‖x‖p + 1

2
‖y‖p − 1

cp

∥∥∥∥x+ y2

∥∥∥∥p .

A noção de espaços p-uniformemente convexos em espaços de de Banach foi introdu-

zida em 1944 por Ball, Carlen e Lieb em [10].

Exemplo 1.83. Os espaços Lp são 2-uniformemente convexos com c =
1√
p− 1

para 1 < p 6 2 e p-uniformemente convexo com c = 1 para 2 6 p < ∞. Para mais

detalhes, veja [10, Teorema 1].

Em 2011, Naor e Silberman [48] introduziram a noção de espaço métrico p-uniformemente

convexo.
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Definição 1.84. Fixado 1 < p < ∞. Dizemos que um espaço métrico (X,d) é p-

uniformemente convexo com parâmetro c > 0 quando (X,d) é um espaço geodésico, e

para quaisquer pontos x,y, z ∈ X e t ∈ [0, 1], tem-se

d(z, (1 − t)x+ ty)p 6 (1 − t)d(z, x)p + td(z,y)p −
c

2
t(1 − t)d(x,y)p. (1.5)

Observação 1.85. A partir de (1.5) é posśıvel mostrar que X é unicamente geodésico.

Em cenários não lineares, temos os exemplos a seguir.

Exemplo 1.86. Dado κ > 0, seja X um espaço CAT(κ) com diam(X) < π/(2
√
κ). Então

X é um 2 - espaço uniformemente convexo com parâmetro c = (π−2
√
κε)tan(

√
κε) para

qualquer 0 < ε 6 π/(2
√
κ) − diam(X) (veja [50, Proposição 3.1]). Dado um conjunto

convexo e fechado C de X, a projeção PC : X→ C está bem definida e para cada x ∈ X a

projeção PC(x) é um conjunto unitário, isto é, todo conjunto convexo e fechado C de X é

Chebyschev (veja [20, página 176] e [33, Teorema 3.5]). Por outro lado, nesse espaço a

projeção em geral não é um operador não-expansivo, mas para x ∈ X e y ∈ C, tem-se

d(PC(x),y) 6 d(x,y).

Exemplo 1.87. Segue da desigualdade (1.3) que todo espaço CAT(0) é 2-uniformemente

convexo com parâmetro c = 2, sem restrições sobre o diâmento do espaço.

1.11 Sequências Fejér e quase-Fejér convergente

Definição 1.88. Dado um espaço métrico (X,d), dizemos que uma sequência (xn) é Fejér

convergente para um subconjunto Ω ⊂ X quando para cada a ∈ Ω tem-se

d(xn+1,a) 6 d(xn,a),

para todo n ∈ N.

Definição 1.89. Dado um espaço métrico (X,d), dizemos que uma sequência (xn) é

quase-Fejér convergente para um conjunto Ω quando existe uma sequência de números

reais não negativos (εn) tal que
∑∞
n=1 εn <∞ e para cada a ∈ Ω tem-se

d(xn+1,a) 6 d(xn,a) + εn,

para todo n ∈ N.
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A principal propriedade de uma sequência quase-Fejér é apresentada a seguir, e sua

demonstração é semelhante à encontrada em [24, Teorema 1] no contexto euclidiano.

Proposição 1.90. Seja (X,d) um espaço métrico. Se uma sequência (xn) é quase-Fejér

convegente para um subconjunto conjunto não vazio Ω, então (xn) é limitada. Além disso,

se (xn) possui algum ponto de acumulação x∗ em Ω, então (xn) converge para x∗.

Observação 1.91. Segue das definições acima que toda sequência Fejér convergente para

Ω é quase-Fejér convergente para Ω.



Caṕıtulo 2

Convergência do Método das

Projeções Alternadas

Neste caṕıtulo estudaremos uma condição necessária e suficiente para a convergência forte

do método das projeções alternadas em espaços de Hadamard. Essa condição nos permite

responder parcialmente a questão principal que motivou o artigo de Bruck em [22]: ”Sob

quais hipóteses as iterações randômicas de projeções sobre conjuntos convexos e fecha-

dos gera uma sequência convergente?”, e também generalizar o teorema de Prager para

variedades de Hadamard, ou seja, a sequência gerada por iterações randômicas sempre

converge em variedades de Hadamard. Além disso, generalizamos o teorema de Sakai para

uma grande classe de sequências (jn) que contém as sequências quase-periódicas. Também

estudaremos o método de projeções alternadas para uma sequência decrescente de con-

juntos convexos encaixados em variedades de Hadamard e obtemos uma prova alternativa

para a convergência do método do ponto proximal.

Os resultados obtidos neste caṕıtulo deram origem ao seguinte trabalho:

� Melo, Í.D.L., da Cruz Neto, J.X., de Brito, J.M.M. Strong Convergence of Alterna-

ting Projections. J Optim Theory Appl 194, 306–324 (2022).

2.1 Método das projeções alternadas

Vamos fixar a seguir algumas notações que serão utilizadas ao longo desse caṕıtulo. De-

notamos um espaço de Hadamard por H, conjuntos convexos e fechados de H, com

interseção não vazia, por C1,C2, ...,CN, e por (xn) a sequência gerada pelo método das

29
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projeções alternadas introduzido em (1). Provamos a seguir que se (xn) tem pelo menos

um ponto de acumulação, então ela converge fortemente. Antes de provar este resultado,

precisamos do lema a seguir.

Lema 2.1. Se ξ é um ponto de acumulação da sequência (xn) definida por (1) e todos os

ı́ndices aparecem infinitas vezes na sequência (jn) então ξ ∈ C1 ∩ . . . ∩ CN e a sequência

(xn) converge para ξ.

Demonstração. Afirmamos que se ξ ∈ C1 ∩ . . . ∩ Cd com 1 6 d < N então existe algum

i > d tal que ξ ∈ Ci. De fato, suponha que xnk → ξ e defina

l1 = min{k > n1 : jk > d} e r1 = min{k : nk > l1}.

Em seguida, defina

l2 = min{k > nr1 : jk > d} e r2 = min{k : nk > l2}.

Indutivamente, podemos construir sequências (ls) e (rs) onde r0 = 1 e

ls = min{k > nrs−1
: jk > d} e rs = min{k : nk > ls}, ∀s ∈ N.

Observe que existe uma subsequência (lsm) tal que jbm = i > d, onde bm = lsm para

todo m ∈ N.

Mostraremos que ξ ∈ Ci, de fato, suponha por absurdo que ξ /∈ Ci e tome

a ∈ C1 ∩ . . . ∩ CN. Pela desigualdade (1.4) segue que

d2(ξ,a) > d2(Pi(ξ), ξ) + d
2(Pi(ξ),a).

Sendo ξ 6= Pi(ξ), temos d2(ξ,a) > d2(Pi(ξ),a). Dáı existe δ > 0 tal que

d(ξ,a) − d(Pi(ξ),a) > 4δ. (2.1)

Para simplificar a notação, defina yk = xnk para cada k ∈ N, assim lim
k→∞yk = ξ.

Segue das definições acima que existem u,p ∈ N com nrp > nru tais que

d(yrp , ξ) < δ, d(yru , ξ) < δ e jlu+1
= i.

Denotamos por Qn a aplicação Pjn e definimos Rnm por

Rnm := Qn ◦Qn−1 ◦ . . . ◦Qm+1 ◦Qm.
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Segue da definição da sequência (ls) que 1 6 jn 6 d sempre que nru < n < lu+1.

Sendo ξ ∈ C1 ∩ · · · ∩ Cd e jlu+1
= i, temos

R
nrp
nru+1(ξ) = Qnrp ◦ . . . ◦Qlu+1

◦ . . . ◦Qnru+1(ξ)

= Qnrp ◦ . . . ◦Qlu+1
(ξ)

= Qnrp ◦ . . . ◦ Pi(ξ).

Por outro lado, R
nrp
nru+1(yru) = yrp . Como as projeções são aplicações não-expansivas,

temos

d(yrp ,R
nrp
nru+1(ξ)) = d(R

nrp
nru+1(yru),R

nrp
nru+1(ξ))

6 d(yru , ξ).

Sendo d(yrp , ξ) < δ, pela desigualdade triangular segue que

d(R
nrp
nru+1(ξ), ξ) 6 d(R

nrp
nru+1(ξ),yrp) + d(yrp , ξ) < 2δ.

Agora observe que

d(ξ,a) − 2δ < d(ξ,a) − d(R
nrp
nru+1(ξ), ξ)

6 d(R
nrp
nru+1(ξ),a)

= d(Qnrp ◦ . . . ◦ Pi(ξ),Qnrp ◦ . . . ◦ Pi(a))

= d(Pi(ξ),a).

Em particular d(ξ,a) − d(Pi(ξ),a) < 2δ, mas isso contradiz a desigualdade (2.1). Por-

tanto ξ ∈ Ci.

Sendo xnk → ξ, a menos de uma subsequência de (jn) e uma reordenação dos

ı́ndices dos conjuntos C ′js, podemos assumir que jnk = 1 para todo k ∈ N, e dáı

xnk = Pjnk (xnk−1
) ∈ C1 para todo k ∈ N, em particular, ξ ∈ C1. Pela afirmação que

provamos acima, existe i > 1 tal que ξ ∈ Ci. A menos de uma reordenação dos ı́ndices

dos conjuntos C ′js, podemos assumir que i = 2, isto é, ξ ∈ C2. Se N = 2 a prova está

conclúıda, caso contrário, podemos repetir este argumento um número finito de vezes para

provar que ξ ∈ C1 ∩ · · · ∩ CN. Agora, observe que

d(xn+1, ξ) = d(Pjn(xn),Pjn(ξ)) 6 d(xn, ξ),

para todo n ∈ N. Sendo xnk → ξ, segue que xn → ξ, o que completa a prova do lema.
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Como consequência do lema anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Se a sequência (xn) definida por (1) tem pelo menos um ponto de acu-

mulação, então a sequência (xn) converge para algum ξ ∈ H. Além disso, se

i ∈ {1, 2, . . .N} e jn = i para infintos valores de n, então ξ ∈ Ci.

Demonstração. Considere para cada i ∈ {1, ...,N}, o conjunto Ai = {n : jn = i} e defina

A = {i : Ai é infinito}. Por definição da sequência (xn) existe n0 ∈ N tal que n > n0

implica que jn ∈ A. Agora, considere a sequência (ik) onde ik = jk+n0
para todo k ∈ N.

Defina a sequência (zk) onde zk = Pik(zk−1) para todo k ∈ N, onde z0 = xn0 . Pelo

Lema 2.1 a sequência (zk) converge, pois estamos considerando somente as projeções

sobre conjuntos convexos e fechados C ′is com i ∈ A. Sendo zk = xk+n0
, tem-se que a

sequência (xn) converge.

Observação 2.3. A existência de um ponto de acumulação é uma condição necessária

para a convergência forte da sequência (xn) definida por (1). No Teorema 2.2 mostramos

que esta condição é suficiente quando H é um espaço de Hadamard. Existem algumas

situações em que a existência de um ponto de acumulação é garantida. Por exemplo,

se H é uma variedade de Hadamard, então a sequência (xn) tem pelo menos um ponto

de acumulação, pois nesses espaços toda sequência (xn) limitada admite algum ponto de

acumulação. Se Cj é compacto e o ı́ndice j aparece infinitas vezes na sequência (jn),

então a sequência (xn) também tem algum ponto de acumulação. Na próxima seção,

definiremos as sequências quase-normais e mostraremos na prova do Teorema 2.18 que se

H é um espaço de Hilbert, a sequência (jn) é quase-normal e C1, . . . ,CN são subespaços

lineares fechados, então a sequência (xn) tem pelo menos um ponto de acumulação.

No Caṕıtulo 3, estudaremos um método mais geral do que o de projeções alternadas, e

o Teorema 2.2 pode ser obtido como consequência de um resultado de convergência desse

método, a saber, o Teorema 3.9.

O teorema acima responde parcialmente a questão principal que motivou o artigo de

Bruck em [22]: ”Sob quais hipóteses as iterações randômicas de projeções sobre conjuntos

convexos e fechados gera uma sequência convergente?”, e como consequência, obtemos

o corolário a seguir, que generaliza um resultado de Bruck de espaços de Hilbert para

espaços de Hadamard, que é um cenário não linear.
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Corolário 2.4. Se existe algum j ∈ {1, 2, . . .N} tal que Cj é compacto, então a sequência

(xn) definida por (1) converge para qualquer sequência (jn) onde o ı́ndice j aparece infinitas

vezes na sequência (jn).

Prager em [52] mostrou a convergência do método das projeções alternadas em espaços

de Hilbert de dimensão finita. O resultado abaixo generaliza o resultado de Prager para

variedades de Hadamard, que é um espaço não necessariamente linear.

Corolário 2.5. Sejam H uma variedade de Hadamard e C1, . . . ,CN conjuntos convexos

e fechados de H cuja a interseção é não vazia. Então a sequência (xn) definida por (1)

converge para qualquer sequência (jn).

O corolário acima também generaliza um dos resultados obtidos em [31], onde os

autores mostram a convergência do método das projeções alternadas em variedades de

Hadamard quando C1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ CN tem interior não vazio.

2.2 Generalização do Teorema de Sakai

Quando H é um espaço de Hilbert e os conjuntos C ′is são subespaços lineares, o método

de projeções alternadas já foi estudado durante muito tempo e por vários autores, como

explanado na introdução, mesmo assim a convergência forte da sequência gerada por este

método ainda depende da ordem em que as projeções são aplicadas, ou seja, depende de

escolhas espećıficas da sequência de ı́ndices (jn).

É importante lembrar que em 1962 Halperin mostrou em [38] a convergência forte do

método de projeções alternadas em espaços de Hilbert assumindo que a sequência (jn)

é periódica e em 1995 este resultado foi generalizado por Sakai em [55] para sequências

quase-periódicas. Apenas em 2017, foi mostrado por Kopecká and Paszkiewicz em [42] que

a convergência forte não ocorre para quaisquer subespaços lineares C1, . . . ,CN (N > 3) e

qualquer sequência (jn). Assim, um problema natural é estudar uma classe de sequências

de ı́ndices mais geral que as quase-periódicas, onde a convergência forte ainda ocorre.

Nesta seção, mostramos que o conjunto das sequências (jn) em que o método de projeções

alternadas não converge fortemente tem medida de Bernoulli nula, e além disso exibimos

uma classe de sequências (jn) com medida total onde a convergência forte é garantida, ou

seja, generalizamos o teorema de Sakai para quase todas a sequências de ı́ndices (jn). Ao

longo desta seção, supomos que cada i ∈ IN aparece infinitas vezes na sequência (jn).
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Definição 2.6. Para cada j ∈ IN, considere a sequência crescente de números na-

turais (kn) tal que jkn = j. Dizemos que uma sequência (jn) é quase-periódica se

I(j) = sup
n

(kn+1 − kn) é finito para todo j.

Observação 2.7. Equivalentemente, uma sequência é quase-periódica quando existe um

número positivo L tal que qualquer bloco com L elementos consecutivos de (jn) possui

todos os ı́ndices de IN.

O exemplo a seguir é uma motivação para estudar a convergência forte do método de

projeções alternadas para sequências de ı́ndices mais gerais. Nesse exemplo exibimos uma

sequência de ı́ndices que não é quase-periódica, mas o método (1) gera uma sequência

(xn) com velocidade de convergência maior quando comparada com a ordem periódica.

Exemplo 2.8. Sejam C1,C2,C3 conjuntos dados na figura (2.8), onde cosη =
2√
5

. Ob-

serve que C1 ∩ C2 ∩ C3 = {0} e considere as projeções P1,P2,P3 sobre C1,C2,C3 respecti-

vamente.

Figura 2.1: Problema de viabilidade convexa

Note que

P1(x,y) = (x, 0), P2(x,y) =

(
x+ y

2
,
x+ y

2

)
, P3(x,y) =

(
x+ 2y

5
,
2x+ 4y

5

)
.

Após simples manipulações algébricas, obtemos

(P3 ◦ P2 ◦ P1)n(x,y) =
(

3

10

)n
(x, 2x),

e

(P2 ◦ P1)k(z,w) =
1

2k
(z, z).
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Agora, considere a sequência periódica de ı́ndices (jl) = (1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . ). Apresentare-

mos duas sequências de ı́ndices não periódicas na qual em uma delas o método de projeções

alternadas converge mais rápido quando comparado com a sequência (jl) periódica e na

outra a convergência é mais lenta. Considere as sequências não periódicas

(rl) = (1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 3, . . . ),

e

(sl) = 1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, 3,︸ ︷︷ ︸
10blocos

1, 2

1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, 3,︸ ︷︷ ︸
102 blocos

1, 2, 1, 2,

1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, 3,︸ ︷︷ ︸
103 blocos

1, 2, 1, 2, 1, 2,

1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, 3,︸ ︷︷ ︸
104 blocos

1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .

Denotamos por (xn)αi a sequência gerada pelo método de projeção usando os ı́ndices (αi).

Para analisar qual sequência de ı́ndices é mais rápida vamos considerar a subsequência

(xnk) de (xn) com nk = 6k+ 9k2. Nesse caso, note que

(rnk) = (1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, . . . , 1, 2︸ ︷︷ ︸
3k−1 blocos 12

, 1, 2, 3).

e

(jnk) = (1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . , 123︸ ︷︷ ︸
2k+3k2 blocos 123

).

Assim, obtemos as seguintes sequências:

(xnk)jl = (P3 ◦ P2 ◦ P1)2k+3k2(x,y) =

(
3

10

)2k+3k2

(x, 2x)

e

(xnk)rl =

(
3

10

)3k
1

23k(3k−1)/2
(x, 2x).

Portanto,

|(xnk)rl |

|(xnk)jl |
=

(
3
√

8

10

)k(
10

24

)3k2

→ 0,

quando k → +∞. Isso significa que a sequência (rl) é mais rápida que a periódica (jl).

Considerando agora a subsequência (xnm) de (xn) onde nm = 3(10 + 102 + . . . + 10m) +

m(m+ 1), obtemos as seguintes sequências
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(xnm)jl =

(
3

10

)10+102+···+10n (
3

10

)n(n+1)

(x, 2x)

e

(xnm)sl =

(
3

10

)10+102+···+10n (
1

2

)1+2+···+n

(x, x).

Portanto,

|(xnk)jl |

|(xnk)sl |
=

√
5√
2

(
3
√

8

10

)m(m+1)

→ 0,

quando m → +∞. Assim, a sequência de ı́ndices (sl) é mais lenta que a sequência

periódica (jl). Conclúımos que dependendo do problema, a melhor ordem para aplicamos

as projeções, isto é, aquela que nos fornece a maior velocidade de convergência, pode

não ser a sequência periódica, assim, é interessante estudar a convergência do método de

projeções alternadas para sequências de ı́ndices mais gerais do que as periódicas.

A seguinte definição é essencial para generalizar o teorema de Sakai.

Definição 2.9. Dizemos que uma sequência (jn) é quase-normal se existem um número

positivo L, uma sequência de blocos disjuntos (Rk) de elementos consecutivos (jn) com L

termos, onde cada bloco Rk possui todos os ı́ndices de IN e uma função f : N → (0,∞)

com lim
nk→+∞ f(nk) = +∞ tal que

∞∑
k=1

1

nk · f(nk)
= +∞,

onde jnk é o primeiro elemento do bloco Rk e nk é uma sequência crescente.

Observação 2.10. Tseng e Bertsekas em [61] introduziram o conceito de ordem quase-

ćıclica, que possui algumas semelhanças com a definição acima. Este conceito também foi

estudado por Leyner e Reich em [1].

No próximo resultado, obtemos uma condição suficiente para garantir que a sequência

(jn) seja quase-normal.

Proposição 2.11. Suponha que existem um número inteiro positivo L, uma sequência

de blocos disjuntos (Rk) e elementos consecutivos de (jn) com L termos, onde cada bloco

Rk possui todos os elementos de IN. Para cada k ∈ N, seja Sk o bloco formado pelos

elementos entre Rk−1 e Rk, que eventualmente pode ser vazio. Assim, a sequência (jn)

pode ser vista da seguinte forma:

S1R1S2R2 . . . ,Rk−1SkRk . . . .
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Seja |Sk| o número de elementos do bloco Sk e c > 0 uma constante. Se

k∑
i=1

|Si| 6 c · k, ∀k ∈ N, (2.2)

então a sequência (jn) é quase-normal.

Demonstração. Denotamos por jnk o primeiro elemento do bloco Rk. Observe que

nk = 1 + (k− 1)L+

k∑
i=1

|Si|.

Agora considere uma função não descrescente f : N → (0,∞) tal que f(nk) = log k.

Temos que

∞∑
k=1

1

nk · f(nk)
=

∞∑
k=1

1(
1 + (k− 1)L+

k∑
i=1

|Si|

)
· log k

>
∞∑
k=1

1

(1 + (k− 1)L+ c · k) · log k

>
∞∑
k=1

1

(L+ c)k · log(k)
= +∞.

Portanto, (jn) é quase-normal.

Denotamos por A o conjunto das sequências quase-normais, por Q o conjunto das

sequências quase-periódicas e por B o conjunto das sequências (jn) que satisfazem a

desigualdade (2.2). Mostraremos a seguir que Q ⊂ B ⊂ A.

Corolário 2.12. Toda sequência (jn) quase-periódica é quase-normal.

Demonstração. Seguindo a notação da definição (2.6), considere L = max
16j6N

I(j).

Afirmamos que qualquer bloco R com L elementos consecutivos de (jn) possui todos

os elementos de IN. De fato, dado j ∈ IN, temos que L > I(j) e segue da definição de I(j)

que existe algum jk ∈ R tal que jk = j. Assim, podemos considerar a sequência de blocos

disjuntos (Rk) onde cada Rk tem L elementos consecutivos de (jn) e o primeiro elemento

de Rk é jnk com nk = 1 + (k − 1)L. Usando a notação da Proposição 2.11 temos que

Sn = ∅ para todo n ∈ N. Portanto, segue da Proposição 2.11 que (jn) é quase-normal.



Caṕıtulo 2. Convergência do Método das Projeções Alternadas 38

Apresentamos a seguir uma sequência (jn) com os elementos em {1, 2, 3} que é

quase-normal, mas não é quase-periódica.

Exemplo 2.13. Considere a sequência abaixo, onde temos blocos consecutivos Rk = {123}

intercalados por blocos da forma S = {1212 . . . 12}.

123123 . . . 123︸ ︷︷ ︸
10blocos

12 123123 . . . 123︸ ︷︷ ︸
102 blocos

1212 123123 · · · 123︸ ︷︷ ︸
103 blocos

121212 123123 . . . 123︸ ︷︷ ︸
104 blocos

. . .

Para cada l ∈ N, seja kl = 10l+1−1
9

. Usando a notação da Proposição 2.11, note

que Si 6= ∅ se, e somente se, i = kl para algum l ∈ N e além disso |Skl | = 2l.

Dado k ∈ N tal que kl 6 k < kl+1, temos

k∑
i=1

|Si| =

l∑
j=1

|Skj | =

l∑
j=1

2j = l(l+ 1) 6
10l+1 − 1

9
6 k.

Pela Proposição 2.11, a sequência (jn) é quase-normal. Por outro lado, esta sequência

não é quase-periódica, pois para cada n ∈ N temos blocos 1212 · · · 12 com 2n elementos

distintos de 3.

Agora usaremos algumas técnicas de teoria ergódica para estudar os conjuntos A e Q

com relação à medida de Bernoulli no espaço de sequências Σ.

Proposição 2.14. P(A) = 1, onde P é a medida de Bernoulli em Σ.

Demonstração. Seja Σ = {1, 2, . . . ,N}N e considere a medida de Bernoulli P em Σ. Segue

da discussão na Seção 1.2 e da igualdade (1.1), que existe um subconjunto Ω ⊂ Σ com

P(Ω) = 1 tal que para cada α = (α1,α2, . . . ,αn, . . .) ∈ Ω, tem-se

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = P(E), (2.3)

onde E é o cilindro [1; 1, 2, . . . ,N] e P(E) = p1p2 . . .pN < 1. Pela desigualdade entre as

médias AM-GM segue que

0 < a = p1p2 . . .pN 6
(p1 + p2 + . . . + pN

N

)N
=

1

NN
.

Tome α ∈ Ω. Observe que βj−1(α) ∈ [1; 1, 2, . . . ,N] se, e somente se, αj = 1,

αj+1 = 2, . . . ,αj+n−1 = N. Considere uma sequência crescente (nk), onde βnk−1(α) ∈
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[1; 1, 2, . . . ,N] e a sequência de blocos (Rk) com N termos cujo primeiro elemento é jnk .

Segue de (2.3), que existe m tal que n > m implica que

a

2
<

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) <

3a

2
. (2.4)

Observe que se j = nl − 1 para algum l, então XE(β
j(α)) = 1 e que XE(β

j(α)) = 0 caso

contrário. Portanto,
nk−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = k.

Tome nk1 > m. Por (2.4) segue que para k > k1,

a

2
<
k

nk
<

3a

2
.

Agora, considere a função f : N→ (0,∞), onde f(n) = log
(
n+ 1

a

)
. Tem-se

∞∑
k=1

1

nk · f(nk)
=

k1−1∑
k=1

1

nk · f(nk)
+

∞∑
k=k1

1

nk · f(nk)

>
k1−1∑
k=1

1

nk · f(nk)
+

∞∑
k=k1

a

2k log(2k+ 1) − 2k loga

= ∞.

Isso prova que Ω ⊂ A. Em particular, P(A) = 1.

De maneira similar, podemos provar que o conjunto B das sequências (jn) que satis-

fazem a condição (2.2), também tem medida total.

Proposição 2.15. P(B) = 1, onde P é a medida de Bernoulli em Σ.

Demonstração. Considere o cilindro E = [1; 1, 2, · · ·N], cuja medida de Bernoulli é

P([1; 1, 2 · · · ,N]) = p1p2 . . .pn = a > 0.

Como a medida de Bernoulli é ergódica em relação ao operador shift β : Σ → Σ, pelo

teorema ergódico de Birkhoff existe um subconjunto Ω ⊂ Σ com P(Ω) = 1 tal que se

α = (α1,α2, . . . ,αn, . . . ) ∈ Ω, então

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = P(E). (2.5)
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Em particular, existe uma sequência crescente (nk) tal que βnk−1(α) ∈ [1; 1, 2, . . . ,N]

para todo k ∈ N. Por definição da transformação shift, temos

Rk := (αnk ,αnk+1, . . . ,αnk+(N−1)) = (1, 2, . . . ,N).

Segue de (2.5) que

a = lim
nk→∞

1

nk
#{1 6 j 6 nk : βj−1(α) ∈ [1; 1, 2 . . . ,N]} = lim

k→∞
k

nk
.

Tome k0 ∈ N tal que k > k0 implica

a

2
<
k

nk
<

3a

2
.

Sendo nk = 1 + (k− 1)L+
∑k
i=1 |Si|, para k > k0, temos

a

2
<
k

nk
<

3a

2
⇒ 2

3a
<
nk

k
<

2

3a

⇒ nk <
2k

3a

⇒ 1 + (k− 1)L+

k∑
i=1

|Si| <
2k

3a

⇒ Lk

2
+

k∑
i=1

|Si <
2k

3a

⇒
k∑
i=1

|Si| <

(
2

3a
−
L

2

)
k.

Tomando c = max
{∑k0

i=1 |Si|,
2
3a

− L
2

}
, obtemos

i=k∑
i=1

|Sk| 6 c · k, ∀k ∈ N.

Como Ω ⊂ B, então P(B) = 1.

Apesar do conjunto das sequências quase-normais ter medida total, existem sequências

que não são quase-normais.

Exemplo 2.16. Considere a sequência abaixo onde temos blocos consecutivos 123 inter-

calados por blocos da forma {1212 . . . 12}.
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12312312123121212312121212312121212 . . .

Note que n1 = 1,n2 = 4,n3 = 9 e

nk = (k− 1) · 3 + 1 · 2 + 2 · 2 + · · · (k− 2) · 2 + 1

= 3(k− 1) + 2 · (k− 2)(k− 1)

2
+ 1

= k2.

Dada uma função f : N → (0,∞) tal que lim
nk→∞ f(nk) = ∞, existe M > 0 tal que

1

f(nk)
6M. Portanto,

∞∑
k=1

1

nkf(nk)
=

∞∑
k=1

1

k2f(nk)
6M ·

∞∑
k=1

1

k2
<∞.

Assim, essa sequência não é quase-normal.

Agora, vamos provar que o conjunto Q tem medida zero.

Proposição 2.17. P(Q) = 0, onde P é a medida de Bernoulli de Σ.

Demonstração. Denotamos por Qk o conjunto das sequências quase-periódicas (jn) tais

que max
16j6N

I(j) 6 k. Afirmamos que P(Qk) = 0. De fato, considere o cilindro

Ek = [1; 1, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2ktermos

]. Segue da discussão na Seção 1.2 e da equação (1.1), que existe um

subconjunto Ωk ⊂ Σ com P(Ωk) = 1 tal que para cada α = (α1,α2, . . . ,αn, . . .) ∈ Ωk,

tem-se

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

XEk(β
j(α)) = P([1; 1, 1, . . . , 1]) > 0.

Em particular, se α ∈ Ωk, então existe j tal que βj−1(α) ∈ Ek, isto é,

αj = αj+1 = . . . = αj+2k−1 = 1. Isso implica que α /∈ Qk. Portanto, Ωk ∩ Qk é

vazio e P(Qk) = 0. Como Q =

∞⋃
k=1

Qk, segue que

0 6 P(Q) 6
∞∑
k=1

P(Qk) = 0.

No próximo resultado, generalizamos o teorema de Sakai para sequências de ı́ndices

quase-normais. Na prova desse resultado, usamos o Teorema 2.2, assim, obtemos uma
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aplicação do Teorema 2.2 em espaços de Hilbert. Em particular, encontramos uma classe

maior de sequências (jn) contendo as sequências quase-periódicas tais que a sequência

(xn) gerada pelo método de projeções alternadas converge.

Teorema 2.18. Sejam X um espaço de Hilbert e C1, . . . ,CN subespaços fechados. Se a

sequência (jn) é quase-normal, então a sequência (xn) definida por (1) converge forte-

mente.

Demonstração. Usando a notação dada na definição (2.9), considere a sequência

yk =

L−2∑
i=0

||xnk+i+1 − xnk+i||
2.

Mostraremos que existe uma subsequência crescente (bk) tal que

ybk 6
1

f(nbk)nbk
.

De fato, suponha por absurdo que isso não ocorre, assim existe k0 ∈ N tal que

k > k0 ⇒ yk >
1

f(nk)nk
.

Como a sequência (jn) é quase-normal, segue que

∞∑
k=1

yk >
∞∑
k=k0

1

nk · f(nk)
= +∞.

Por outro lado, sendo os blocos Rk’s disjuntos dois a dois, temos

∞∑
k=1

yk 6
∞∑
i=1

||xi − xi+1||
2

=

∞∑
i=1

||xi||
2 − ||xi+1||

2

= ||x1||
2 − lim

n→+∞ ||xn||
2

< +∞.

Mas isso é uma contradição, concluindo a prova da afirmação.

Para simplificar a notação, definimos wl = xnl , para todo l ∈ N. Seja P a projeção

ortogonal sobre um subespaço fechado de X. Segue do Lema 1.71, que para qualquer

x,y ∈ X temos

||x− y||2 6 ||x− Py||2 + ||x− Px||2 + 2||y− Py||2. (2.6)
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Afirmamos que a subsequência zk = wbk é convergente. De fato, dado m < nbk , segue

de (2.6) que

||zk − xm||
2 6 ||zk − xm+1||

2 + ||zk − Pjm(zk)||
2 + 2||xm − xm+1||

2.

Considere r ∈ N tal que 1 6 r 6 nbk −m. Aplicando (2.6) recursivamente, obtemos

||zk − xm||
2 6 ||zk − xm+r||

2 +

m+r−1∑
i=m

||zk − Pji(zk)||
2 + 2

m+r−1∑
i=m

||xi − xi+1||
2. (2.7)

Tomando m = nbl com bl < bk e r = nbk − nbl em (2.7), temos

||zk − zl||
2 6

nbk−1∑
i=nbl

||zk − Pji(zk)||
2 + 2

nbk−1∑
i=nbl

||xi − xi+1||
2. (2.8)

Por hipótese, a sequência (jn) é quase-normal. Logo, para cada nbl 6 i 6 nbk − 1 existe

h(i) com nbk 6 h(i) 6 nbk + L − 1 tal que ji = jh(i), portanto xi, xh(i) ∈ Cji . Pelo

Lema 1.70 segue que

||zk − Pji(zk)||
2 6 ||zk − xh(i)||

2

6 (h(i) − nbk)

h(i)−1∑
s=nbk

||xs+1 − xs|||
2

6 (L− 1)ybk .

Pela desigualdade acima e (2.8), temos

||zk − zl||
2 6 (nbk − nbl)(L− 1)ybk + 2

nbk−1∑
i=nbl

||xi − xi+1||
2

6 L · (nbkybk) + 2

nbk−1∑
i=nbl

||xi − xi+1||
2

6
L

f(nbk)
+ 2

nbk−1∑
i=nbl

||xi − xi+1||
2.

Observe que lim
bk→∞ f(nbk) = +∞ e a série

∞∑
i=1

||xi−xi+1||
2 converge. Pela desigualdade

acima, segue que a sequência (zk) é de Cauchy e portanto a sequência (xn) tem algum

ponto de acumulação e pelo Teorema 2.2 garantimos que a sequência (xn) é convergente.
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2.3 Método do ponto proximal

Nesta seção, estudamos a sequência (xn) definida por (1), mas aqui a sequência (jn)

assumi valores no conjunto dos números naturais. Mais precisamente, considere o método

xn = Pn(xn−1) (2.9)

onde Pn é a projeção sobre Cn. Como aplicação, mostramos que o método do ponto

proximal pode ser visto como um método de projeções alternadas. Em particular, obtemos

uma prova alternativa para a convergência do método do ponto proximal.

Primeiro, vamos provar o seguinte lema, que em particular nos dá informações sobre

a interseção dos conjuntos (Cj)
∞
j=1 a partir da sequência gerada por (2.9).

Lema 2.19. Seja H uma variedade de Hadamard e (Cj)
∞
j=1 uma famı́lia enumerável de

conjuntos convexos e fechados de H tal que C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Cn . . .. A sequência (xn)

definida por (2.9) é limitada se, e somente se,

∞⋂
n=1

Cn 6= ∅.

Demonstração. Suponha inicialmente que a sequência (xk) é limitada. Pelo teorema de

Hopf-Rinow (xn) admite algum ponto de acumução x∗, isto é, existe uma subsequência

(xkj) convergindo para x∗. Dado k ∈ N, tem-se xm ∈ Ck para todo m > k, como Ck é

fechado, então x∗ ∈ Ck, logo x∗ ∈
∞⋂
k=1

Ck. Em particular
⋂∞
k=1Ck 6= ∅.

Reciprocamente, suponha que

∞⋂
n=1

Cn 6= ∅, isto é, existe a ∈
⋂∞
k=1Ck, dáı

d(xk+1,a) = d(PCk(xk),PCk(a) 6 d(xk,a).

Logo (xk) é limitada.

Proposição 2.20. Seja M uma variedade de Hadamard e (Cj)
∞
j=1 uma famı́lia enu-

merável de conjuntos convexos e fechados encaixados de M, isto é, C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃

Ck · · · .Se C :=
⋂∞
k=1Ck 6= ∅, então a sequência (xn) definida por (2.9) converge para um

ponto de C.

Demonstração. Segue do Lema 2.19 que (xk) é limitada. Seja x∗ um ponto de acumulação

de (xk), pelo Lema 2.19 tem-se x∗ ∈ C. Dáı

d(xk+1, x
∗) = d(PCk(xk),PCk(x

∗) 6 d(xk, x∗).

Isto é, (d(xk, x∗)) é decrescente, portanto d(xk, x∗)→ 0.
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Observação 2.21. Pelo Lema 2.19, se a sequência gerada por (2.9) é ilimitada, então

a interseção dos conjuntos (Ci) é vazia e se a sequência gerada é limitada, então a in-

terseção dos conjuntos (Ci) é não vazia e além disso essa sequência converge para um

ponto da interseção.

Considere uma variedade de Hadamard M, uma função convexa f :M→ R e x0 ∈M.

O método do ponto proximal é definido por

xk+1 = arg min
y∈M

{
f(y) +

λk

2
d2(xk,y)

}
, (2.10)

onde λk ∈ R satisfaz 0 < λk < λ para algum λ > 0.

Este método está bem definido, pois dado p ∈ M, pelo Exemplo 1.76 a função

y 7→ d2(p,y) é fortemente convexa e sendo f convexa, pela Proposição 1.77

tem-se que a função

y 7→ f(y) +
λk

2
d2(y,p),

é fortemente convexa e pela Proposição 1.78 admite um único ponto de mı́nimo, para

mais detalhes sobre este método, consulte [35]. Para cada k ∈ N, considere o conjunto

Ck = {y ∈M; f(y) 6 f(xk+1)}.

Como f é convexa, para cada k ∈ N, o conjunto Ck é convexo e fechado. Além disso, por

definição do método do ponto proximal, tem-se

f(xk+1) 6 f(xk) +
λk

2
d2(xk, xk) = f(xk).

Isto é, a sequência (f(xk)) é decrescente, logo os conjuntos C1,C2, . . . ,Ck . . . satisfazem

as hipóteses da Proposição 2.20, ou seja,

1. Ck é convexo e fechado para todo k ∈ N.

2. C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Ck · · ·

A proposição a seguir mostra que o método do ponto proximal aplicado a uma função

convexa f :M→ R é equivalente ao método de projeção aplicado aos conjuntos

Ck = {y ∈M; f(y) 6 f(xk+1)}.

Proposição 2.22. Sejam M uma variedade de Hadamard, f :M → R uma função con-

vexa e (xk) a sequência gerada pelo método do ponto proximal. Se Ck = {y ∈M; f(y) 6

f(xk+1)}, então PCk(xk) = xk+1, onde PCK(x) é a projeção de x sobre Ck.
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Demonstração. Por (2.10), tem-se

0 ∈ ∂
(
f+

λk

2
d2(xk, .)

)
(xk+1) = ∂f(xk+1) + λk · ∂

(
d2(xk, .)

2

)
(xk+1).

Pelo Exemplo 1.76 a função y 7→ d2(p,y)

2
é diferenciável e

grad

(
d2(p,y)

2

)
= −exp−1

y p.

Logo,

λk · exp−1
xk+1

(xk) ∈ ∂f(xk). (2.11)

Pela definição de subgradiente, temos

f(y) > f(xk+1) + 〈λk · exp−1
xk+1

(xk), exp
−1
xk+1

(y)〉, ∀y ∈M.

Em particular,

〈exp−1
xk+1

(xk), exp
−1
xk+1

(y)〉 6 f(y) − f(xk+1)

λk
6 0, ∀y ∈ Ck.

Segue da Proposicão 1.68 que xk+1 = PCk(xk).

A seguir mostramos uma prova alternativa do método do ponto proximal.

Teorema 2.23. Sejam f :M → R uma função convexa e S 6= ∅ o conjunto dos minimi-

zadores de f. Seja (xk) a sequência gerada por (2.10) e Ck = {y ∈ M; f(y) 6 f(xk+1)}.

Então

S =

∞⋂
k=1

Ck.

Além disso, (xn) converge para algum ponto de S.

Demonstração. Mostraremos que S coincide com a intersecção dos conjuntos convexos

Cn. De fato, se x ∈ S, então f(x) 6 f(xk+1)) para todo k ∈ N, logo x ∈
⋂∞
k=1Ck.

Reciprocamente, dado x ∈
⋂∞
k=1Ck, pela Proposição 2.20 a sequência (xk) converge para

algum x∗ ∈M, logo

||exp−1
xk+1

(xk)|| = d(xk, xk+1)→ 0.

Além disso, em (2.11) mostramos que

λk · exp−1
xk+1

(xk) ∈ ∂f(xk).
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Sendo 0 < λk < λ, segue do Lema 1.82 que 0 ∈ ∂f(x∗), ou seja, x∗ é ponto de mı́nimo.

Pela definição dos conjuntos Cn, temos

f(x) 6 f(xk+1), ∀k ∈ N.

Assim, f(x) 6 f(x∗) = min f e portanto x ∈ S. Segue da Proposição 2.20 que (xn)

converge para algum ponto de S.



Caṕıtulo 3

Convergência Forte do Método

Alternado Generalizado

Neste caṕıtulo estudamos a convergência forte de um método alternado inexato para

operadores mais gerais que projeções e também para cenários mais gerais, em particular

obtendo resultados para a convergência forte da composição de aplicações firmemente não-

expansivas em espaços p-uniformemente convexos, obtendo novos resultados em CAT(k)

e generalizando alguns resultados em CAT(0).

3.1 Operadores firmemente não-expansivos

As definições e exemplos apresentados nesta podem ser encontrados em [4].

Definição 3.1. Seja C um subconjunto convexo não vazio de um espaço p-uniformemente

convexo (X,d). Dizemos que uma aplicação T : C → X é firmemente não-expansiva

quando

d(Tx, Ty) 6 d((1 − λ)x⊕ λTx, (1 − λ)y⊕ λTy),

para todo x,y ∈ C e λ ∈ [0, 1[.

Exemplo 3.2. Seja X um espaço CAT(0) e uma função f : X →] −∞,+∞] convexa,

semicont́ınua inferiormente e própria (i.e., não é constante e igual a +∞), o resolvente

de f, definido por

Jλx := arg min
y∈X

[
f(y) +

1

2λ
d2(x,y)

]
,

onde λ > 0, é firmemente não-expansivo.

48
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Exemplo 3.3. Seja X um espaço CAT(0) e f a função indicadora de um conjunto convexo

C ⊂ X, isto é,

f(x) =

 0, se x ∈ C,∞, se x /∈ C.

É posśıvel mostrar que f é uma função convexa e para cada λ,

Jλx = PC(x).

Em particular, a projeção sobre conjuntos convexos e fechados de um espaço CAT(0) é

firmemente não-expansiva.

Definição 3.4. Seja C um subconjunto não vazio de um espaço métrico (X,d). Dizemos

que uma aplicação T : C → X satisfaz a propriedade (P) quando Fix(T) 6= ∅ e existem

l > 1 e β > 0 tais que

d(Tx,u)l 6 d(x,u)l − βd(Tx, x)l,

para todo x ∈ C e u ∈ Fix(T).

Exemplo 3.5. Se X é um espaço p-uniformemente convexo com parâmetro c e C um

subconjunto não vazio de X, então toda aplicação firmemente não-expansiva T : C → X

com Fix(T) 6= ∅ satisfaz a propriedade (P) com l = p e β = c/2. De fato, dado x ∈ C,

u ∈ Fix(T) e λ ∈ (0, 1), tem-se

d(u, Tx)p = d(Tu, Tx)p

6 d((1 − λ)u⊕ λTu), (1 − λ)x⊕ λTx)p

6 d(u, (1 − λ)x⊕ λTx)p

6 (1 − λ)d(u, x)p + λd(u, Tx)p −
c

2
λ(1 − λ)d(x, Tx)p.

Assim,

d(u, Tx)p 6 d(u, x)p −
c

2
λd(x, Tx)p.

Fazendo λ→ 1−, obtemos

dp(u, Tx) 6 dp(u, x) −
c

2
dp(x, Tx).

Exemplo 3.6. A projeção sobre conjuntos convexos e fechados em espaços CAT(0) sa-

tisfaz a propriedade (P) com β = 1; de fato, no Exemplo 1.87 vimos que todo espaço
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CAT(0) é 2-uniformemente convexo com parametro c = 2 e pelo Exemplo 3.5 a projeção

sobre subconjuntos convexos de CAT(0) é firmemente não-expansiva.

Exemplo 3.7. Seja X um espaço completo CAT(κ) (com diam(X) < π/(2
√
κ) para

κ > 0) e C ⊂ X um subconjunto convexo e fechado de X. Lembre-se que se κ > 0, então

a projeção sobre um conjunto convexo e fechado PC : X→ C não necessariamente é não-

expansiva. No entanto, ela satisfaz a propriedade (P) com l = 2 e β = c/2. Para provar

este fato, usamos que a projeção em espaços CAT(κ) satisfaz a desigualdade

d(PC(x),a) 6 d(x,a), ∀x ∈ X, ∀a ∈ C.

E que todo espaço CAT(κ) (com diam(X) < π/(2
√
κ)) é 2-uniformemente convexo (veja

Exemplo 1.86). De forma análoga ao Exemplo 3.5, podemos usar estes dois fatos para

mostrar que PC satisfaz a propriedade (P).

3.2 Método alternado generalizado

Considere as aplicações T1, T2, . . . , TN : X→ X definidas em um espaço métrico completo

(X,d) e uma sequência (jn) tomando valores em In = {1, 2, . . . ,N}, escolha um ponto

x0 ∈ X e denotamos por (xn) a sequência introduzida em (2), isto é, definida por

d(Tjn(xn−1), xn) 6 εn, para cada n ∈ N,

onde
∑∞
n=1 εn <∞.

Em espaços em que a projeção sobre conjuntos convexos está bem definida, considere

conjuntos convexos e fechados C1,C2, . . . ,CN e as aplicações Ti = PCi (projeção sobre

Ci), ou simplesmente Pi; nesse caso o método (2) se torna uma versão inexata do método

de projeções alternadas, isto é,

d(Pjn(xn−1), xn) 6 εn, para cada n ∈ N, (3.1)

onde
∑∞
n=1 εn <∞.

Ariza et al. mostraram em [4] que se os operadores Ti satisfazem a propriedade (P),

então a sequência obtida por este método é assintoticamente regular.

Teorema 3.8. [4, Theorem 3.1]. Sejam (X,d) um espaço métrico e aplicações

T1, . . . , TN : X → X satisfazendo a propriedade (P). Se
⋂N
i=1 Fix(Ti) 6= ∅, então dado



Caṕıtulo 3. Convergência Forte do Método Alternado Generalizado 51

qualquer ponto inicial x0 ∈ X, a sequência (xn) definida por (2) é assintoticamente regu-

lar, isto é,

lim
n→∞d(xn, xn+1) = 0.

Em [4], os autores também estudaram a convergência fraca desse método no contexto

de espaços p-uniformemente convexo, mas a convergência forte foi pouco explorada. Na

próxima seção estudaremos a convergência forte desse método sob algumas hipóteses

adicionais.

3.3 Análise de convergência

No teorema abaixo, provamos que se a sequência (xn) definida por (2) em um espaço

p-uniformemente convexo tem pelo menos um ponto de acumulação, então converge forte-

mente. Vale ressaltar que não supomos que o ponto de acumulação pertence à intersecção

dos conjuntos convexos.

Teorema 3.9. Seja (X,d) um espaço p-uniformemente convexo completo e suponha que

as aplicações T1, . . . , TN : X→ X são firmemente não-expansivos com

N⋂
i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Se

a sequência (xn) definida por (2) tem pelo menos um ponto de acumulação, então (xn)

converge fortemente para um ponto de
⋂
i∈I

Fix(Ti), onde I é o conjunto dos ı́ndices que

aparecem infinitas vezes na sequência (jn).

Demonstração. Podemos supor sem perda de generalidade que todos os ı́ndices aparecem

infinitas vezes na sequência (jn), de fato segue da definição de I que existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ jn ∈ I.

Agora redefinimos a sequência (xk) da seguinte forma

z0 = xn0
, zk = xk+n0

, ∀k ∈ N.

Por definição, em relação à sequência (zk), todos os ı́ndices aparecem infinitas vezes.

Agora, considere ξ um ponto de acumulação de (xn).

Afirmação 1: Se ξ ∈ Fix(T1) ∩ · · · ∩ Fix(Td) com 1 6 d < N então existe algum i > d

tal que ξ ∈ Fix(Ti).
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De fato, suponha que xnk → ξ e defina

l1 = min{k > n1 : jk > d}, r1 = min{k : nk > l1}.

Agora defina

l2 = min{k > nr1 : jk > d}, r2 = min{k : nk > l2}.

Procedendo indutivamente, constrúımos sequências (ls) e (rs) onde r0 = 1 e

ls = min{k > nrs−1
: jk > d}, rs = min{k : nk > ls},

para todo s ∈ N. Observe que existe uma subsequência (lsm) tal que jbm = i > d para

todo m ∈ N, onde bm = lsm .

Mostraremos que ξ ∈ Fix(Ti). De fato, suponha por absurdo que ξ /∈ Fix(Ti) e tome

a ∈ Fix(T1) ∩ · · · ∩ Fix(TN). Como Ti satisfaz a propriedade (P), temos

dp(ξ,a) >
c

2
dp(Ti(ξ), ξ) + d

p(Ti(ξ),a).

Sendo ξ 6= Ti(ξ), tem-se d(ξ,a) − d(Ti(ξ),a) > 0. Assim, existe δ > 0 tal que

3δ < d(ξ,a) − d(Ti(ξ),a). Segue das definições acima que existem u,p ∈ N com p > u

tais que ∞∑
s=u

εs < δ, d(yrp , ξ) < δ, d(yru , ξ) < δ,

onde yk = xnk para todo k ∈ N e jlu+1
= i. Segue da definição de (ls) que

nru < n < lu+1 ⇒ 1 6 jn 6 d.

Para simplificar a notação, denotaremos por Qn o operador Tjn e dados n,m ∈ N com

n > m, denotamos por Rnm o operador

Tjn ◦ Tjn−1 ◦ · · · ◦ Tjm+1 ◦ Tjm .

Sendo ξ ∈ Fix(T1) ∩ · · · ∩ Fix(Td), temos

R
nrp
nru+1(ξ) = Qnrp ◦ · · · ◦Qlu+1

◦ · · · ◦Qnru+1(ξ)

= Qnrp ◦ · · · ◦Qlu+1
(ξ)

= Qnrp ◦ · · · ◦ Ti(ξ).
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Como Qn é não-expansivo, segue da definição da sequência (xn) e da desigualdade trian-

gular que

d(yrp ,R
nrp
nru+1(yru)) = d(yrp ,Qrp ◦ · · · ◦Qnru+1

(yru))

6 d(yrp ,Qrp(yrp−1)) + d(Qrp(yrp−1),Qrp ◦ · · · ◦Qnru+1
(yru))

6 εrp + d(yrp−1,Qrp−1 ◦ · · · ◦Qnru+1
(yru))

6 εp + d(yrp−1,Qrp−1(yrp−2))

+ d(Qrp−1(yrp−2),Qrp−1 ◦ · · · ◦Qnru+1
(yru))

6 εp + εp−1 + d(yrp−2,Qrp−2 ◦ · · · ◦Qnru+1(yru))

...

6 εrp + εrp−1 + · · ·+ εru+1

6
∞∑
s=u

εs

< δ.

Como d(yru , ξ) < δ e Qn é não-expansivo, conclúımos que

d(yrp ,R
nrp
nru+1(ξ)) 6 d(yrp ,R

nrp
nru+1(yru)) + d(R

nrp
nru+1(yru),R

nrp
nru+1(ξ))

< δ+ d(yru , ξ)

< 2δ.

Sendo d(yrp , ξ) < δ, segue da desigualdade triangular que

d(R
nrp
nru+1(ξ), ξ) 6 d(R

nrp
nru+1(ξ),yrp) + d(yrp , ξ)

< 3δ.

Agora observe que

d(ξ,a) − 3δ < d(ξ,a) − d(R
nrp
nru+1(ξ), ξ)

6 d(R
nrp
nru+1(ξ),a)

= d(Qnrp ◦ · · · ◦ Ti(ξ),Qnrp ◦ · · · ◦ Ti(a))

6 d(Ti(ξ), Ti(a))

= d(Ti(ξ),a).

Assim, d(ξ,a) − d(Ti(ξ),a) < 3δ, que é uma contradição, pois δ foi escolhido de forma

que d(ξ,a) − d(Ti(ξ),a) > 4δ. Portanto, ξi ∈ Fix(Ti).
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Mostraremos agora que (xn) converge para ξ. De fato, podemos supor a menos de

uma subsequência de (jnk) e uma reordenação dos ı́ndices das aplicações Ti que jnk = 1

para todo k ∈ N. Note que

d(Tnk(xnk), xnk) 6 d(Tnk(xnk), Tnk(xnk−1) + d(Tnk(xnk−1), xnk)

6 d(xnk−1, xnk) + εnk .

Como jnk = 1 para todo k ∈ N, segue do Teorema 3.8 que lim
k→∞d(T1(xnk), xnk) = 0,

portanto ξ ∈ Fix(T1).

Pela Afirmação 1, existe i > 1 tal que ξ ∈ Fix(Ti), a menos de uma reordenação dos

ı́ndices das aplicações Ti podemos assumir que i = 2. Se N = 2 a prova está completa,

caso contrário podemos repetir esse argumento uma quantidade finita de vezes para provar

que ξ ∈ Fix(T1) ∩ · · · ∩ Fix(TN).

Finalmente, dado a ∈ F :=
N⋂
i=1

Fix(Ti), para cada n ∈ N, tem-se

d(xn+1, ξ) 6 d(Tjn+1
(xn), Tjn+1

(ξ)) + d(xn+1, tjn+1
(xn))

6 d(xn, ξ) + εn+1.

Como a sequência (εn) é somável, então (xn) é quase-Fejér convergente para F. Além

disso, já mostramos que (xn) admite algum ponto de acumulação ξ ∈ F, dáı segue da

Proposição 1.90 que (xn) converge para ξ ∈ F.

Observe que a prova do Teorema 3.9 continua válida sob hipóteses mais gerais, como

enunciado a seguir.

Teorema 3.10. Seja (X,d) um espaço métrico completo e suponha que as aplicações

T1, . . . , TN : X → X são não-expansivas com

N⋂
i=1

Fix(Ti) 6= ∅ e satisfazem a propriedade

(P). Se a sequência (xn) definida por (2) tem pelo menos um ponto de acumulação, então

(xn) converge fortemente para um ponto de
⋂
i∈I

Fix(Ti) 6= ∅, onde I é o conjunto dos

ı́ndices que aparecem infinitas vezes na sequência (jn).

No caso em que X é um espaço CAT(0) e as aplicações Ti são projeções sobre conjuntos

convexos e fechados, obtemos uma condição necessária e suficiente para a convergência

forte da sequência gerada por uma versão inexata do método de projeções alternadas em

espaços CAT(0) completo.
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Corolário 3.11. Seja X um espaço CAT(0) completo e C1, . . . ,CN conjuntos convexos e

fechados de X cuja interseção C1 ∩ · · · ∩ CN é não vazia. Se a sequência (xn) definida

por (3.1) tem pelo menos um ponto de acumulação, então a sequência (xn) converge

fortemente para um ponto de
⋂
i∈I

Ci, onde I é o conjunto dos ı́ndices que aparecem infinitas

vezes na sequência (jn).

Observação 3.12. Quando εn = 0 em (2) para todo n natural, o Corolário 3.11 se torna

o principal resultado obtido em [47], que corresponde ao Teorema 2.2 do caṕıtulo anterior.

3.4 Regularidade de conjuntos

Estudaremos agora outras condições, necessárias e suficientes, para a convergência do

método. A seguir definimos condições de regulariedade de uma quantidade finita de

conjuntos.

Definição 3.13. Seja X um espaço métrico. Considere conjuntos A1, . . . ,An ⊂ X e

A =

n⋂
i=1

Ai.

(i) Dizemos que A1,A2, . . . ,An ⊂ X são limitadamente regular se para qualquer con-

junto limitado S ⊂ X e qualquer ε > 0 existe δ > 0 tal que

max{d(x,A1), . . . ,d(x,An)} < δ⇒ d(x,∩Ni=1Ai) < ε, ∀x ∈ S.

(ii) Dizemos que os conjuntos A1,A2, . . . ,An são limitadamente linearmente regular se

para cada conjunto limitado existir uma constante η > 0 tal que

dist(x,A) 6 ηmax{dist(x,Ai), i = 1, . . . ,m}, ∀x ∈ S.

(iii) Dizemos que os conjuntos A1,A2, . . . ,An são linearmente regular se existir uma

constante η > 0 tal que

dist(x,A) 6 ηmax{dist(x,Ai), i = 1, . . . ,m}, ∀x ∈ X.

Observação 3.14. Segue da definição que (iii)⇒ (ii)⇒ (i).

A noção de regularidade de conjuntos apresentadas na definição acima já foi estu-

dada em ambientes mais particulares, onde foram encontradas condições suficientes para
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garantir que uma coleção finita de conjuntos sao linearmente regular, veja por exemplo

[13, 17, 34, 58]. Destacamos que em [17], os autores mostram que se a interseção de

conjuntos convexos e fechados de um espaço de Hilbert C1,C2, . . . ,Cn tem interior não

vazio, então C1,C2, . . . ,Cn são linearmente regular.

Lema 3.15. A sequência (xn) definida por (2) converge para x ∈
N⋂
i=1

Fix(Ti) se, e somente

se,

lim
n→∞d(xn,

N⋂
i=1

Fix(Ti)) = 0.

Demonstração. Seja C = ∩Ni=1Fix(Ti). Para cada ξ ∈ C e i ∈ N , temos

d(xi+1, ξ) 6 d(Tji+1
(xi), Tji+1

(ξ)) + d(xi+1, Tji+1
(xi))

6 d(xi, ξ) + εi+1.

Somando a desigualdade acima com i = n, . . . ,n+ p− 1,

n+p−1∑
i=n

d(xi+1, ξ) 6
n+p−1∑
i=n

d(xi, ξ) +

n+p−1∑
i=n

εi+1.

Isto é,

d(xn+p, ξ) 6 d(xn, ξ) +

n+p∑
i=n+1

εi. (3.2)

Pela desigualdade triângular e (3.2),

d(xn+p, xn) 6 d(xn+p, ξ) + d(ξ, xn) 6 2d(xn, ξ) +

n+p∑
i=n+1

εi.

Tomando o ı́nfimo sobre ξ ∈ C, temos

d(xn+p, xn) 6 2d(xn,C) +

n+p∑
i=n+1

εi.

Sendo lim
n→∞d(xn,C) = 0 e

∑∞
i=1 εi < ∞, segue que a sequência (xn) é de Cauchy, e

portanto converge para algum x ∈ X, sendo C fechado e lim
n→∞d(xn,C) = 0, segue que

x ∈ C.

A seguir apresentamos uma definição de error bound em espaços métricos. No cenário

linear, esta definição foi explorada em [45, 57] para estudar condições suficientes para

garantir a convergência forte de iteradas de um operador não-expansivo para um ponto

fixo.
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Definição 3.16. Considere uma aplicação T : C ⊂ X→ X com Fix(T) 6= ∅. Dizemos que

T admite um error bound quando para cada conjunto limitado U ⊂ C existe uma função

f : [0,∞)→ [0,∞) tal que lim
t→0

f(t) = 0 e

d(x, Fix(T))) 6 f(d(x, Tx)), ∀x ∈ U. (3.3)

Exemplo 3.17. Por definição, a projeção sobre conjuntos convexos e fechados admite

um error bound, ocorrendo a igualdade em (3.3) para f(t) = t.

Exemplo 3.18. Considere o espaço R2 munido da norma euclidiana e T : R2 → R2 uma

rotação de ângulo θ em relação à origem, com θ ∈ (0, 2π). Note que T satisfaz um erro

bound, com f(t) = [2(1 − cos θ)]−
1
2 t. De fato

d(x, Fix(T)) = d(x, {0}) = ‖x‖.

Além disso,

d(x, Tx)2 = ‖x‖2 + ‖Tx‖2 − 2‖Tx‖‖x‖ cos(θ)

= 2(1 − cos θ)‖x‖2.

Logo,

d(x, Fix(T)) = [2(1 − cos θ)]−
1
2d(x, Tx).

Para o próximo resultado, consideraremos o método (2) com a sequência (jn) periódica,

isto é, (1, 2, . . . ,N, 1, 2, . . .N, . . . ).

Teorema 3.19. Seja (X,d) um espaço métrico completo e T1, . . . , TN : X→ X operadores

satisfazendo um error bound, a propriedade (P) e F :=

N⋂
i=1

Fix(Ti) 6= ∅ . Se os conjuntos

Fix(T1), Fix(T2), . . . , Fix(TN) são limitadamente regular, então a sequência (xn) definida

por (2) converge para x∗ ∈ F.

Demonstração. Dado ξ ∈ F, segue da propriedade (P) que existem l > 1 e β > 0 tais que

βd(Tjn+1
(xn), xn)

l 6 d(xn, ξ)l − d(Tjn+1
(xn), ξ)

l

6 d(xn, ξ)l − [d(xn+1, ξ) − d(Tjn+1
(xn), xn+1]

l.

Para nik = kN+ i, temos jnik = i para todo k ∈ N. Por (3.4), tem-se

βd(Ti(xnik), xnik)
l 6 d(xnik , ξ)

l − [d(xnik+1, ξ) − d(Tjni
k
+1
(xnik), xnik+1)]

l.
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Seja Ck = d(xnik+1, ξ) − d(Tjni
k
+1
(xnik), xnik+1). Dáı,

βd(Ti(xnik), xnik)
l 6 d(xnik+1, ξ)

l − Clk

= (d(xnik+1, ξ) − Ck)

(
l−1∑
s=1

d(xnik+1, ξ)
l−sCsk

)
.

Note que

|d(xnik+1, ξ) − Ck| = |d(xnik+1, ξ) − d(xnik+1, ξ) + d(Tjni
k
+1
(xnik), xnik+1)|

= d(Tj
ni
k
+1
(xnik), xnik+1)

6 d(xnik , xnik+1) + εnik+1.

Segue do Teorema 3.8 que

lim
bk→∞d(xnik+1, ξ) − Ck = 0.

Pela Proposição 1.90, as sequências (d(xnik , ξ)) e (Ck) são limitadas. Assim, segue da

desigualdade (3.5) que

lim
n→∞d(Ti(xnik), xnik)l = 0.

Como Ti adimite um error bound, segue que

lim
n→∞d(xnik , Fix(Ti))l = 0.

Mostraremos agora que lim
k→∞d(xkN+j, Fix(Ti)) = 0 para todo j ∈ {1, 2, . . . ,N}. De fato,

dado u ∈ Fix(Ti) e j < i, temos

d(xkN+j,u) 6
s=i−1∑
s=j

d(xkN+s, xKN+(s+1)) + d(xkN+i,u). (3.6)

E para j > i,

d(xkN+j,u) 6 d(xkN+i,u) +

s=j−1∑
s=i

d(xkN+s), xkN+(s+1)). (3.7)

Tomando o ı́nfimo sobre u ∈ Fix(Ti) nas desigualdades (3.6) e (3.7), obtemos as desigual-

dades (3.8) e (3.9) para j < i e j > i respectivamente

d(xkN+j, Fix(Ti)) 6
s=i−1∑
s=j

d(xkN+s), xKN+(s+1)) + d(xkN+i, Fix(Ti)), (3.8)

d(xkN+j, Fix(Ti) 6 d(xkN+i, Fix(Ti)) +

s=j−1∑
s=i

d(xkN+s), xkN+(s+1)). (3.9)
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Sendo lim
k→∞d(xkN+i, Fix(Ti)) = 0 e limn→∞ d(xn, xn+1) = 0, segue de (3.8) e (3.9) que

lim
k→∞d(xkN+j, Fix(Ti)) = 0, j = 1, 2, . . . ,N.

Assim lim
k→∞d(xn, Fix(Ti)) = 0 para i ∈ {1, 2, . . . ,N}. Portanto,

lim
n→∞max{d(xn, Fix(T1)), . . . ,d(xn, Fix(TN))} = 0.

Como Fix(T1), . . . , Fix(TN) são limitadamente regular, segue que

lim
n→∞d(xn,

r⋂
i=1

Fix(Ti)) = 0.

Pelo Lema 3.15, conclúımos que a sequência (xn) converge para algum x∗ ∈
r⋂
i=1

Fix(Ti).

Corolário 3.20. Seja (X,d) um espaço p-uniformemente convexo e suponha que T1, . . . , TN :

X → X são operadores firmemente não-expansivos satisfazendo um error bound e F :=
N⋂
i=1

Fix(Ti) 6= ∅ . Se os conjuntos Fix(T1), Fix(T2), . . . , Fix(TN) são limitadamente regular,

então a sequência (xn) definida por (2) converge para x∗ ∈ F.

Demonstração. Segue do Exemplo 3.5 e Teorema 3.19.

Corolário 3.21. Seja X um espaço CAT(0) e considere conjuntos convexos e fechados

C1,C2, . . . ,CN limitadamente regular e com C1 ∩ · · · ∩ CN 6= ∅. Então a sequência (xn)

definida por (3.1) converge para um ponto de C =

N⋂
i=1

Ci.

Demonstração. De fato, pelo Exemplo 3.6 para cada i ∈ {1, 2, . . . ,N} a projeção Pi satisfaz

a propriedade (P). Além disso, a aplicação projeção naturalmente satisfaz um error bound,

com f(t) = t. Portanto, a convergência segue do Teorema 3.19.

Sabemos que a projeção sobre conjuntos convexos e fechados em espaços CAT(κ) em

geral não é não-expansiva. Mesmo assim, o corolário a seguir garante a convergência forte

do método de projeções alternadas em CAT(κ), com diam(X) < π/(2
√
κ), pois nesses

espaços a projeção sobre conjuntos convexos e fechados satisfaz a propriedade (P), como

mostrado no Exemplo 3.7.
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Corolário 3.22. Seja X um espaço CAT(κ) com diam(X) < π/(2
√
κ) para κ > 0 e

considere conjuntos convexos e fechados C1,C2, . . . ,CN limitadamente regular e com C1∩

· · · ∩ CN 6= ∅. Então a sequência (xn) definida por (3.1) converge para um ponto de

C =

N⋂
i=1

Ci.

Observação 3.23. No Teorema 3.19, a hipótese da aplicação Ti (i = 1, 2, . . . ,N) sa-

tisfazer um error bound não pode ser omitida sem acrescentar outras hipóteses; de fato

mesmo no caso de uma única aplicação firmemente não-expansiva T definida em espaços

de Banach p-uniformemente convexo o método (2) converge fracamente, como mostrado

em [25, Teorema 15.1], mas em geral não ocorre a convergência forte, veja [36].

A hipótese dos conjuntos Fix(T1), . . . , Fix(TN) serem limitadamente regular também

não pode ser omitida, pois a convergência forte não ocorre mesmo no caso em que N = 2

e as aplicações T1, T2 são projeções sobre subconjuntos convexos e fechados de um espaço

de Hilbert, veja [15, 39, 41, 46].

3.5 Taxa de convergência

Nesta seção vamos estudar a taxa de convergência da sequência gerada pelo método (2) no

caso exato, isto é, εn = 0 para todo n ∈ N, os conjuntos dos pontos fixos das aplicações

Ti são limitadamente linearmente regular e cada Ti satisfaz um error bound da forma

f(t) = αtθ para algum α > 0 e θ > 0. Em particular, obteremos a taxa de convergência

do método de projeções alternadas em CAT(0) e CAT(κ) para κ > 0.

Teorema 3.24. Seja (X,d) um espaço métrico completo e aplicações T1, . . . , TN : X→ X

satisfazendo um error bound da forma f(t) = αtθ com α > 0 e θ > 0, a propri-

edade (P) com parâmentro l e β e F :=

N⋂
i=1

Fix(Ti) 6= ∅ . Suponha que os conjun-

tos Fix(T1), Fix(T2), . . . , Fix(TN) são limitadamente linearmente regular e seja (xn) é a

sequência gerada pelo método (2) com εn = 0 para todo n ∈ N.

a) Se θ > 1, então (xn) converge linearmente para F, isto é, existe n0 ∈ N tal que

d(xn+1, F) 6
[
1 − β(αη)−l/θ

] 1
l d(xn, F), ∀n > n0.

(b) Se 0 < θ < 1, então existe n0 ∈ N tal que

d(xn+1, F) 6
[
1 − β(αη)−l/θd (xn, F)l/θ−l

] 1
l

d(xn, F) ∀n > n0.
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Demonstração. Pela propridade (P), para cada u ∈ F, temos

βdl(Tjn+1
(xn), xn) 6 d

l(xn,u) − dl(Tjn+1
(xn),u). (3.10)

Como T1, . . . , TN admite um error bound dado por f(t) = αtθ, com θ > 0, temos

d(xn, Fix(Tjn+1
)) 6 f(d(xn, Tjn+1

(xn))) = α · d(xn, Tjn+1
(xn))

θ.

Elevando ambos os lados da desigualdade acima por l
θ

, obtemos

α−l/θd(xn, Fix(Tjn+1
))l/θ 6 d(xn, Tjn+1

(xn))
l. (3.11)

Sendo T1, T2, . . . , TN limitadamente linearmente regular, existe η > 0 tal que

(αη)−l/θd(xn, F)l/θ 6 α−l/θd(xn, Fix(Tjn+1
))l/θ (3.12)

Por (3.11) e (3.12), temos

(αη)−l/θd(xn, F)l/θ 6 d(xn, Tjn+1
(xn))

l.

Segue de (3.10) que

β(αη)−l/θd(xn, F)l/θ 6 dl(xn,u) − dl(xn+1,u), ∀u ∈ F.

Logo,

β(αη)−l/θd(xn, F)l/θ 6 dl(xn, F) − dl(xn+1, F). (3.13)

Pelo Teorema 3.19 tem-se

lim
n→+∞d(xn, F) = 0.

Logo existe n0 ∈ N tal que d(xn, F) < 1 para n > n0. Como θ > 1, temos
l

θ
6 l, assim

d(xn, F)l/θ > d(xn, F)l, ∀n > n0

Segue de (3.13) que

β(αη)−l/θd(xn, F)l 6 dl(xn, F) − dl(xn+1, F), ∀n > n0.

Assim,

d(xn+1, F) 6
[
1 − β(αη)−l/θ

] 1
l d(xn, F), ∀n > n0.

Nesse caso, conclúımos que (xn) converge linearmente para F.
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Para 0 < θ < 1, segue de (3.13) que

d(xn+1, F) 6
[
1 − β(αη)−l/θd (xn, F)l/θ−l

] 1
l

d(xn, F).

Considerando as aplicações Ti sendo projeções sobre subconjuntos convexos e fecha-

dos de um espaço CAT(0), obtemos a seguinte taxa de convergência para o método das

projeções alternadas em CAT(0), que generaliza a taxa de convergência obtida por Bačák

et al. [8] para N conjuntos.

Corolário 3.25. Seja X um espaço CAT(0) e considere conjuntos convexos e fechados

C1,C2, . . . ,CN limitadamente linearmente regular com parâmetro η > 0 e com C1 ∩ · · · ∩

CN 6= ∅. Então a sequência (xn) definida por (3.1) (com εn = 0 ∀n ∈ N) converge

linearmente para um ponto de C =

N⋂
i=1

Ci, mais especificamente

d(xn+1,C) 6

√
1 −

1

η2
d(xn,C).

Demonstração. De fato, pelo Exemplo 3.6 cada projeção Pj satisfaz a propriedade (P)

com β = 1 e admite um error bound da forma f(t) = t , isto é, α = 1 e θ = 1. Além

disso, Fix(P1) = C1, . . . , Fix(PN) = CN são limitadamente linearmente regular.

Outra consequência do Teorema 3.24 é a taxa de convergência em espaços CAT(κ)

com diam(X) < π/(2
√
κ).

Corolário 3.26. Seja X um espaço CAT(κ) com diam(X) < π/(2
√
κ) para κ > 0 e

considere conjuntos convexos e fechados C1,C2, . . . ,CN limitadamente linearmente regular

e com C1∩· · ·∩CN 6= ∅. Então a sequência (xn) definida por (3.1) (com εn = 0 ∀n ∈ N)

converge linearmente para um ponto de C =

N⋂
i=1

Ci, mais especificamente

d(xn+1,C) 6

√
1 −

(π− 2
√
κε)tan(

√
κε)

2η2
d(xn,C),

para todo ε satisfazendo 0 < ε 6 π/(2
√
κ) − diam(X).

Demonstração. De fato, no Exemplo 3.7 vimos que a projeção sobre subconjuntos con-

vexos e fechados de um espaço CAT(κ) satisfaz a propriedade (P) com β =
c

2
, onde

c = (π− 2
√
κε)tan(

√
κε) com 0 < ε 6 π/(2

√
κ) − diam(X).



Considerações Finais

Estudamos a convergência forte do método das projeções alternadas e mostramos que

quando se trata de projeções sobre subespaços de um espaço de Hilbert o método converge

fortemente para quase todas as ordens (jn) (segundo a medida de Bernoulli) em que

as projeções são aplicadas. No entanto, esse resultado não pode ser generalizado para

qualquer ordem (jn) sem hipóteses adicionais, veja [41]. Em particular, generalizamos o

principal resultado obtido por Sakai [55] para uma classe de sequências com medida total

que contém as sequências quase-periódicas e respondemos a um problema aberto de longa

data [1, 60]: “quais são as sequências (jn) tais que a sequência (xn) converge fortemente

independente do ponto de partida e dos subespaços fechados?”. Quando as projeções

ocorrem sobre conjuntos convexos e fechados de um espaço de Hilbert, mesmo no casoN =

2, em geral o método não converge fortemente, veja [39], mas em [4] os autores mostram

a convergência fraca do método quando as projeções são aplicadas na ordem periódica.

Em [22], Bruck considerou o caso de três conjuntos convexos, fechados e simétricos de um

espaço de Hilbert e mostrou que nesse caso a sequência gerada pelas iterações randômicas

das projeções sobre estes convexos converge fracamente. Nesse contexto, pretendemos

analisar, em trabalhos futuros, se em geral a convergência fraca ocorre para todas as

ordens (jn) e caso a resposta seja negativa, construir um exemplo para o qual não ocorra

a convergência fraca, assim como estudar uma grande classe de sequências (jn) de modo

que a convergência fraca seja garantida.
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