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Resumo

No estudo da Teoria de Singularidade caracterizamos os pontos criticos de germes de
funcoes suaves e analiticas. Neste trabalho apresentamos as nogoes introdutorias e essen-
ciais para esta caracterizagao, como a Algebra Comutativa, Fungoes Analiticas e E.D.O.
A partir de um exemplo particular no caso real, apresentamos uma extensao, para o
caso analitico, da C’—suficiéncia de jatos de germes analiticos. Para uma tal abordagem,
demonstramos lemas que nos levarao a associar a C’—suficiéncia analitica de um jato com
uma desigualdade que envolva o gradiente do respectivo germe.

Palavras-chave: C°—suficiéncia, germes analiticos, jatos.



Abstract

In the study of Theory of Singularity we caracterize the critical points of germs of smooth
and analitical functions. In this work, we presente the introductory and essential notions
for this caracterization, as the Commutative Algebra, Analytical Functions and O.D.E.
From an particular example in the real case, we presente an extension, for the analytical
case, the CO—suficiency of jets of analytical germs. For this approach, we show lemmes
which will let us to associate the analytical C'—sufficiency of jet with an desiguality of
gradiente of the respective germe.

Key words : C’—suficiency, analytical germs, jets.
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Chapter 1

Preliminares

Iniciaremos o nosso trabalho dando uma breve exposigao dos conceitos basicos de Algebra
Comutativa, Teoria da Singularidade e Equagcoes Diferenciais Ordinédrias. Os temas aqui

apresentados podem ser encontrados nas referéncias [8], [5], [9] e [4].

1.1 Nocoes de Algebra Comutativa

Definicao 1.1.1. Um anel comutativo com unidade (A,+,-) € um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munido de uma opera¢ao denotada por + (chamada adicao) e
de uma opera¢ao denotada por - (chamada multiplicagdo) que satisfazem as seguintes

condicoes:

1. A adigao € associativa

Vx,y,z€A, (x+y)+z=x+(y+2z).

2. Existe um elemento neutro com respeito a adi¢ao

dJ0eA;VxeA, 0+x=x+0=x.

3. Todo elemento de A possui um oposto com respeito a adicdo

VxeAdJzeA; x+z=z+x=0.
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4. A adi¢cao € comutativa

Vx,yceA, x+y=y+x.

5. A multiplicacao € associativa

Vx,y,z€A, (xy)z=x(yz)

6. Existe um elemento neutro com respeito a multiplicacao

Jl1eA;VxeA, I.x=x1=x.

7. A multiplicacao é comutativa

Vx,yeA, xxy=y-x.

8. A multiplicacao € distributiva relativamente a adicdo

vx,y,z €A, x-(y+z)=xy+xz

Observacoes:

1. O elemento neutro aditivo é tnico, pois se 0 e 0’ sdo dois elementos neutros para a
adicdo, temos 0 =0+ 0" =0".

2. O oposto aditivo é inico, pois se Yy e Yy’ sdo dois opostos de x com respeito a adigao,
temosy=y+0=y+(x+y’)=y+x)+y ' =0+y’=1y’. O oposto de x é denotado
por —x.

Exemplo 1.1: (Z,+,-),(Q,+,-),(R,+,-) e (C,+,-),(Zp,®,®) sao exemplos de
anéis comutativos.

Exemplo 1.2: Dados dois anéis (A1, +1,1) e (Ag,+2,2), podemos construir um
novo anel da maneira seguinte: no conjunto A; x A, := {(a;,az);a; € A, ay € Ayl

definimos as operacoes:

(a1, a2) + (a2, az) = (a1 +1 aj, as +2 aj)
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(ar,a2) - (aj,a3):=(a;---a'l,as---a’2)

(A1 X Ay, +,---) é um anel, chamado produto direto de A; com As, onde o elemento

neutro com respeito a adi¢ao é (0a,,04,) e o elemento neutro com respeito a multiplicagao

¢ (1a,,1A,).
Exemplo 1.3: Mais geralmente, dados v anéis (Aq,+1, 1), ..., (As, 4+, - ), defini-

mos a noc¢ao de produto direto A; x ... X A, de maneira analoga.

Definigao 1.1.2. Seja (A, 4+,-) um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos

que 1 é um ideal de A se

I.x+yel,Vxyel

2.axelLlVxel,VaeA.

Exemplo 1.4: Seja n > 0 um inteiro. Entao o subconjunto nZ := {zn;z € Z} é um
ideal do anel dos inteiros.

Exemplo 1.5: Mais geralmente, seja (A, 4+, ) um anel e sejam o, - - - , & elementos
de A. Entao o subconjunto Ao; + -+ Ay :={ajoe +- -+ agog;ag, -+, ap € Apé um

ideal de (A, +,-).

Definicao 1.1.3. Um ideal 9 de A € dito ideal maximal se N ; A e se nao existe ideal

contido propriamente entre M e A, isto €, se nao existe ideal | tal que N ; J ; A.
O ideal 27 ¢ um ideal maximal de Z.
Definicao 1.1.4. Um anel A com exatamente um ideal maximal 9N € um anel local.

Definicao 1.1.5. Um A—mddulo é um grupo abeliano M no qual A atua linearmente,

ou seja, existe uma agao n: A X M — M, denotada por u(a, m) := am tal que

a(x+y) =ax+ ay

(a+b)x = ax + bx

(ab)x = a(bx)
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Ix=x
Va,b e A; x,y € M.
Exemplo 1.5: Se A é um corpo K, entao um A—moddulo é um K—espaco vetorial.

Exemplo 1.6: VA anel e [ C A ideal, entao I ¢ um A—moddulo

Definigao 1.1.6. Um submddulo M’ de M é um subgrupo de M o qual € fechado em

relacao a multiplicacao pelos elementos de A.

O grupo abeliano quociente % herda uma estrutura de A—moédulo de M, com acao

natural definida por a(x + M) = ax + M.

Definicao 1.1.7. Se M, N sao A—mddulos, sua soma direta M@&N € o conjunto de todos
0s pares (x,y) comx € M, y € N. M @® N ¢ um A—mddulo.

Definicao 1.1.8. Se (Mi)ic1 € uma familia de A—mddulos, define-se sua soma direta
B.c1 Mi; como seque: cada elemento x € seus elementos sao familias (xi)ic1 tais que

xi € My para cada i € 1 e quase todos os x; sao 0.

Definicao 1.1.9. Um A—mddulo livre é um A—madulo isomorfo a um A—mdodulo da

forma @,y My onde cada M; = A (como um A—mddulo).

Definicao 1.1.10. Um A—mddulo livre finitamente gerado é portanto isomorfo ao anel

soma direta A @ --- B A (n parcelas), denotada por A™.

Para os nossos estudos sera de fundamental importancia o Teorema de Nakayama que

nao demonstraremos aqui por fugir dos nossos objetivos.

Teorema 1.1.1. [Teorema de Nakayama] Seja A um anel local, M seu ideal maximal

e P um A—modulo. Se M C P é um submddulo finitamente gerado e N C P é um

submdodulo tal que M C N 4+ MM, entao M C N.

Demonstragao: [5].

1.2 Germes de Conjuntos e Funcgoes

Seja X um espaco topolégico e x € X um ponto. No conjunto P(x) formado por todos
os subconjuntos de X, definimos a relagao de equivaléncia: A ~, B se, e somente se,

ANU=BnNU para alguma vizinhanga U de x em X.
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Definicao 1.2.1. Uma classe de equivaléncia da relagao ~x é chamada um germe de
subconjunto de X no ponto x. Denotaremos a classe de equivaléncia do subconjunto A C X

por A, deixando o ponto x subentendido.

Sejam X um espago topoldgico, x € X qualquer e Y um conjunto qualquer e considere
o conjunto dos pares M = {(U, f)}, onde U é uma vizinhanca de x em X e f: U — Y é
uma funcao qualquer. Introduzimos uma relagao de equivaléncia em M.:

(Uy, f1) =« (Usg,f2) se, e somente se, fi|u, = falu, para alguma vizinhanca U, de x

com U.O C U; N Us,.

Definicao 1.2.2. Uma classe de equivaléncia da relacio =~ € chamada um germe de
funcgao de X em Y no ponto x. Denotaremos a classe de equivaléncia (U, f) simplesmente

por f.

1.3 (Germes de Funcoes Suaves

Quando X =R™ Y =RP e f:U — Y é uma funcao suave, em que U é alguma vizinhanca
de um ponto x € X, entao o conjunto dos germes de fungoes correspondentes sera denotado

por €, p . Quando p =1 o conjunto dos germes serd denotado apenas por €.

1.4 Germes de Funcoes Analiticas

No caso X = C™, Y = CP, consideraremos apenas as fungoes f : U — Y analiticas, onde
U é uma vizinhanca de x € X, isto é, aplicagoes que podem ser escritas como séries
de poténcias convergentes em torno de cada ponto x em U. O conjunto dos germes de
fungoes analiticas f : U — Y serd denotado por Oy, . Quando p = 1 o conjunto dos germes
correspondentes sera denotado simplesmente por O,,.

Oy, é um anel comutativo com unidade. Consideraremos apenas os germes na origem

x = 0.

Proposigao 1.4.1. 1. O, € um anel local e seu unico ideal mazximal é M, = {f €

O,;f(0) = 0}.

2. A k—ésima poténcia do ideal M, € gerado por todos os monomios de grau k, isto €,

; . alalf(o
porx® =x{ - x93 com |a| = a1+ - a, = k. Além disso, ME ={f € O; Tﬁ) =

0, para todo a com 0 < |al < k}.
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3. Um ideal I C Oy, possui codimensao finita , isto €, dim@% < 00, se e somente se

oMk C I para algum inteiro k.
Demonstragao:

1. Claramente 9,, é um ideal e qualquer elemento f ¢ 991, possui um inverso % o qual
¢ também um germe em O,.

[ |

2. Faremos a prova somente para k = 1 e a continuacao da prova é feita por inducao.

Se f € mu, entao existe um disco D, = {x € C™;|x| < r} e um representante do

germe f (denotado por f) definido nesse disco D;.

Para x € D, tem-se que

f(x)ZJl it i L axl) at

As fungdes gi(x) = [ (1) 9t 4t sdo elementos de O, e a expressao acima mostra que
f pertence ao ideal gerado POr X1, ,Xn-
|

3. Se M* C I entdo a sobrejecao natural ok —“ mostra que dim@% < dim@%

On

e com o espago vetorial de polinomios em Xy, ..., X, de grau

Podemos identificar
estritamente menor que k e esse espaco vetorial possui dimensao finita, isto é,

dlm@ L < 00.

Reciprocamente, se dim@% < 00, entao a sequéncia
OpnCI+MCI+M CI+M C---CI+MEC

contém um numero finito de inclusoes estritas. Portanto, existe um inteiro k tal
que I+ 9k =T+ M+ Isto implica que IMMF C 14 MM, assim pelo teorema de

Nakayama temos que 9% C 1.

Definigao 1.4.1. Define-se o nimero de Milnor de f por u(f) = dim@]o—“ onde

(f)’
— of of
I = (R0 30).
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1.5 Elementos de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Seja U um subconjunto do espaco R x I£ onde R é a reta real e E = R™ um espaco
euclidiano n—dimensional. Um ponto de R x IE serd denotado por (t,x),t € R e x =
(X1,X2,+ ,Xn) em IE.

Seja f: U — E uma aplicacao continua e seja I um intervalo nao-degenerado da reta,

podendo o intervalo I ser aberto, fechado ou semi-fechado, finito ou infinito.

Definicao 1.5.1. Uma funcao diferencidvel @ : I — & chama-se solu¢ao da equagdo

dx

(1) 5 =1ty

no intervalo 1 se

1— o grdfico de @ em 1 estd contido em U e

2— dﬁ—it) = f(t, @(t)) para todo t € 1. Set é um ponto extremo do intervalo, a derivada
¢ a derivada lateral respectiva. A equacdo acima chama-se equacao diferencial ordinaria

de primeira ordem e € denotada abreviadamente por
x" = f(t,x).
Chamamos problema de Cauchy ao problema
(2)x" = f(t,x), x(tg) = xo.

sob hipdteses bem gerais sobre f existe uma e s6 uma solucao ¢ dessa equacao num
intervalo que contém ty e tal que @(tg) = xo. Uma tal ¢ serd chamada de solucao do
problema com dados iniciais (tg, Xg).

Para os nossos estudos sera de fundamental importancia dos teoremas abaixo, os quais
nao demonstraremos aqui (exceto o Teorema de Gronwall) por fugir dos nossos objetivos.

A demonstracao dos mesmos se encontam em [9].

Teorema 1.5.1. [Teorema de Existéncia | Seja f continua em U = 1, x By, onde

I. ={t;t —tog < al}, By ={x;|x — xo| < b}. Se [f| <M em U, existe solucao de
x' = f(t7X)7 X(tO) =Xo
em 1q, onde & = min{a, &}

Outro resultado bastante conhecido é o seguinte
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Teorema 1.5.2. [Teorema de Gronwall] Sejam w,v fungées continuas nao-negativas
em [a,b] tais que , para « > 0, satisfazem a

u(t) < oc+J v(s)u(s)ds,t € [a, b].

a

Entao

w(t) < aelavisias,

Em particular, se x =0, entao uw = 0.

t
a

Demonstragao: Se a > 0, para y(t) = o+ [ _ v(s)u(s)ds, temos y(a) = «,y(t) > «.
y'(t

Y(t)

—

De v'(t) = v(t)u(t) < v(t)y(t), temos < v(t).

Integrando entre a e t obtemos

Y(t) ¢ v(s)ds
o
de onde

u(t) < y(t) < aefavs)as,

Se o« = 0, o caso anterior implica que, para &’ > 0,
t
u(t) < o(/efav(s)ds7

para todo t > a, donde u(t) = 0.
[ |
Seja U um subconjunto aberto do espago euclidiano R™. Um campo vetorial de classe
Ck,1 < k < o0, em U, é uma aplicacio X : U — R™ de classe C*. Ao campo vetorial X

associamos a equagao diferencial

As solucoes desta equagao sao as aplicagoes diferenciais

e:1—-U
tais que
do(t)
= X(op(t
£ =X(o(t)

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X.
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Definigao 1.5.2. Um ponto x € U € dito ponto singular de X se X(x) = 0, e ponto
regular de X se X(x) # 0.

Definigao 1.5.3. Uma equacdo diferencial do tipo (3) € chamada equacao diferencial

autonoma, isto €, independente de tempo.

Definig¢ao 1.5.4. O conjunto v, = {@(t,p);t € I}, isto €, a imagem da curva integral
de X pelo ponto p, chama-se oérbita de X pelo ponto p.

Consideremos agora o sistema
(4) x" = f(t,x)
onde f: Q — R™ é continua, Q C R x R™ aberto.

Defini¢ao 1.5.5. Seja @(t) uma drbita de (4) definida para t > 0. Diz-se que @(t) €
estavel se para todo € > 0 existir & > 0 tal que se\p(t) € solugao de (4) e [\ (0)—@(0)] < &
entao P(t) estd definida para todo t > 0 e Wb(t) — @(t)] < €,Vt > 0. Se além disso,
existir &1 tal que Np(0) — @(0)] < &1 implica limx — colp(t) — @(t)] = 0 entdo ¢ diz-se

assintoticamente estavel.

Consideremos um sistema autonomo
(5) x' =f(x),f: U — R"

de classe C1. U C R™ aberto. A solucao de (5) passando por x € U sera sempre indicada
por @ (t), com @4(0) = x.

Seja V : U — R uma funcao diferencidvel. Ponhamos, para cada x € U,v/(x) =
d(V((P(X(tJ)))|
dt =0-

Definigao 1.5.6. Seja xo um ponto singular de (5). Uma fung¢do de Liapounov para Xg
¢ uma fungcao V : U — R diferencidavel definida em um aberto U > xq, satisfazendo as

sequintes condicoes:
1. V(xg) =0, e V(x) > 0,Vx # xq

2.V <0emUu

A funcao de Liapounov V diz-se estrita quando
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3. V' <0 emU—xg

Teorema 1.5.3. Seja xo um ponto singular de (5). Se existe uma func¢ao de Liapounov

para Xg, entao xqg € estdvel. Se a funcao for estrita, xo € assintoticamente estdvel.

Definicao 1.5.7. Um ponto singular xq do sistema (5) diz-se instavel quando nao for

estavel.

Teorema 1.5.4. Consideremos um sistema autonomo (5), admitindo um ponto singular
xg. Seja D um dominio em W tal que xo € 0D. Suponhamos que existe uma fung¢ao

ClW:U—=RtalqueV>0eV' >0emD eV =0 em0D. Entdao xy ¢ instdvel.
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Motivacao para estudar a

CY—suficiéncia

Antes de abordarmos a C’—suficiéncia de jatos analiticos e sua caracterizacao, partire-
mos de uma situagao mais simples, aonde os pré-requisitos sao temas habituais de um
curso de Analise em Varias Variaveis, como Teorema da Aplicacao Inversa e Teorema da

Submersao.

2.1 Teorema da Aplicacao Inversa e Forma Local da
Submersao

Sejam U, V, W subconjuntos abertos de R™, RP,R9, respectivamente. Seja f : U — V
uma funcao com coordenadas fq, ..., f,,. Dizemos que f é uma funcgao suave de classe C*
quando todas as derivadas parciais

oxf

T g AT T o
1 n

existem e sao continuas em U. Dizemos que f é um difeomorfismo suave de U em V quando
f for suave, bijetiva e sua inversa f~! também.

Agora suponhamos f : U — V suave. Para todo ponto a € U existe uma transformacao
linear Dof : R™ — RP, chamada a diferencial de f em a, a qual é precisamente a
transformacao linear, cuja matriz associada em relacao a base candnica é a chamada

Matriz Jacobiana

11
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af1(a) afl(a)
0xq OXn
Jacf(a) =
ofn(a) ofn(a)
0x1 OXn

O caso em que f: U — V é uma restricao de uma transformacao linear F: R™ — RP,
entao f é claramente suave e um calculo do Jacobiano nos daréd D,f = F para todo ponto
a € U. Um dos fatos béasicos que precisaremos conhecer acerca da diferencial é a Regra

da Cadeia: se temos um triangulo comutativo de fungoes suaves

e um ponto a € U com f(a) = b, entdo o triangulo correspondente das diferenciais

comuta

RP
DV Qg
R* "~ RS

Teorema 2.1.1. No caso em quen =p e f: U — V € um difeomorfismo, tem-se que em

cada ponto a € U a diferencial Do f : R™ — R™ € invertivel.

Demonstracgao: Uma vez que teremos o triangulo comutativo de funcoes suaves

\Y%
/ \l
u ! u

Agora seja a € U e b = f(a). Pela Regra da Cadeia teremos o triangulo comutativo

de diferenciais

RP

DV wfl

R™ L R™

o qual indica que D4f é invertivel com inversa Dyf 1.
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A reciproca do teorema nem sempre é verdadeira globalmente. Entretanto podemos
obté-la localmente que é o contetido do Teorema da Fungao Inversa cuja demonstracao

pode ser vista em [6]

Teorema 2.1.2. [Teorema da Funcao Inversa] Se f: U — V € suave, e a € U € tal
que Dof : R™ — R™ € invertivel, entao existem vizinhancas abertas U, V' de a e f(a),

respectivamente tais que f: U — V' é um difeomorfismo.
Como consequéncia do Teorema acima apresentaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3. [Forma Local da Submersao] Seja f: U — RP uma aplicagdo suave
com f(0) = 0 e Dof de posto p: entao existe um difeomorfismo local h : U C R™ — R™
onde 0 € U,h(0) =0 ¢

fohil(xbu' an) = (Xla"' 7Xp)‘

Demonstragao: Consideraremos a matriz Jacobiana de f. Podemos supor que ela
possui uma submatriz de ordem p X p invertivel e podemos supor ainda que sejam as

correspondentes das p-primeiras coordenadas

of1(0) . af1(0) of1(0) . of1(0)
0x1 oxp OXpt1 OXn

afE(O) . afE(O) afE(O) o 6fE(0)
0x1 0xp OXp+1 O0Xn

0fn(0) . o0fn(0) 01, (0) . 0fn(0)
0x1 Oxp OXpt1 OXn

Defina a fungao suave F: R™ — R™ dada por

F(le"' 7XTL) = (fl(x)a"' 7f‘p(X)7Xp+17"' 7XTL)

onde fy,--- ,f, sdo as fungoes-coordenada de f.

Note que uma simples anélise do Jacobiano de F mostra que ela é invertivel:

Ofi(0)  3fi(0) Afi(0)  3fi(0)
0x1 Oxp OXp+1 dxn
of(0)  afp(0) afp(0)  3fy(0)
0x1 aXp aXp+1 OxXn
0o ... 0 1 ... 0
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Pelo Teorema da Fungao Inversa a funcao F possui uma restrigao h a qual é um difeomor-
fismo de uma vizinhanca de 0 € R™. Observe que se 7t : R™ — RP ¢ a fun¢ao projegao
definida por 7t(xq, -+ ,Xn) = (X1, -+ ,Xp) entdo

foh_l(xla”' 7XTL) :T[OFOh_l(Xh--- 7XTL) :T[(Xla"' >XTL) = (le"' axp)v

para uma vizinhanca da origem.

2.2 Um caso particular

Trataremos de resolver um problema simples, antes de abordarmos o teorema principal.

Usaremos a notacao j'f(0) para designar a transformacao linear
af(O)X Z)]‘(O)X
o, ox, =

(X1, ey Xn) —
Observagao: Usamos a notagao
f:(R™0) — (R,0)
significando que f é um germe tal que f(0) = 0.

Teorema 2.2.1. Seja f : (R™,0) — (R,0) uma funcdo suave tal que gradf(0) # 0.
Entado, para toda funcgdo g : (R™ 0) — (R,0) tal que j*f(0) = jtg(0), existe um homeo-

morfismo local @ : (R™,0) — (R™,0) tal que f = g o @, numa vizinhanga da origem.

Demonstracgao: Observemos que pelas hipéteses do teorema, gradf(0) # 0 significa
que f possui pelo menos uma derivada parcial nao nula na origem. Podemos supor que
aaf—iol) # 0. Aplicando o Teorema da Forma Local da Submersao para f, no caso particular
p = 1, teremos facilmente a existéncia de um homeomorfismo (na verdade um difeomor-
fismo) local h : U — (R™,0) numa vizinhanca aberta U em torno da origem, tal que
foh t(xq, -+ ,Xn) = X1.

Novamente, pelas hipdteses do Teorema em questao, j1f(0) = j'g(0) teremos que

99(0)

oxt # 0. Analogamente aplicamos o Teorema da Forma Local da Submersao em g,

obtendo uma vizinhanga aberta U’ em torno de 0 € R™ e um homeomorfismo local
k™t U — (R™0) tal que g ok (xq, -+ ,xn) = x;. Tomando a vizinhanca aberta
U” =uUnu’ teremos que foh™!(xy, -+ ,xn) =x; = gok 1(x;, -+ ,xn), assim obtemos

f=go@,onde @:U"” — (R™,0) é dada localmente por ¢ =k 1 oh.
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Sejam X1, ..., X, um sistema de coordenadas em C™. Se k = (kq, ..., k) € IN™, denotamos
por x* o mondmio x]fl...x‘;“. Seja f: (C™,0) — (C,0) um germe analitico e f(x) = >_ ajx*
sua expansao de Taylor em torno da origem. Se r é um inteiro positivo entao o r-jato de

f é o polinomio

onde k| =k; 4+ -+ kn.
Se f € On, denotamos por J(f) o ideal de O, gerado pelas derivadas parciais de f e

gradf o germe de fungao (C™,0) — (C™,0) dado por

of of
df = —, ..., — | .
ara (axl’ ’axn)

Defini¢ao 3.0.1. Dizemos que o j'f é Cl—suficiente se, para cada germe de funcao
analitica g : (C™,0) — (C,0) tal que j"g(x) = j*f(x), existe um germe de homeomor-
fismo

h:(C™0) — (C",0) tal que f =goh.

Definicao 3.0.2. Denotamos por Ji(n, 1) o espaco dos r—jatos complexos de fungoes

analiticas (C™,0) — (C,0).

Definicao 3.0.3. Um r—jato j*f € Ji(n,1) é v—suficiente em Oy se para todo germe
analitico g € Oy, , com j*g = j"f, 0s germes dos conjuntos £~1(0) e g~1(0) sao topologi-
camente equivalentes, isto €, se existe um homeomorfismo local h : (C™,0) — (C™,0),
tal que h(g=*(0)) = f~1(0). Quando isto ocorre, dizemos que f~1(0) e g~1(0) possuem o

mesmo tipo topoldgico.

15
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3.1 Teorema Principal

Teorema 3.1.1. Seja f : (C™,0) — (C,0) um germe analitico, entao o r-jato de f €

CO-suficiente se, e somente se, existem ¢, > 0 tais que

gradf(x)| > clx|"",

para todo x numa vizinhan¢a aberta de 0 em C™.
Dividiremos a demonstracao do Teorema acima por meio de 9 lemas.

Lema 1. Seja f: (C™,0) — (C,0) um germe analitico. Se existem ¢,d > 0 tais que

Igradf(x)| > clx|"?,

para todo x numa vizinhanca aberta de 0 em C™, entdao o v-jato de f é C°-suficiente.

Demonstracao: Consideremos f : (C™,0) — (C,0) um germe analitico. Queremos
provar que para qualquer germe g com j'g = j"f existe um homeomorfismo local
h:(C™0) — (C™,0) tal que g(h(x)) = f(x), para todo x numa vizinhanga de 0 em C™.

Podemos assumir que f'(0) = 0, pois se alguma das derivadas parciais de f na origem
fosse nao-nula, terfamos pelo capitulo anterior, trazendo para o caso complexo, que j*f é
C%—suficiente.

Definimos a func¢ao auxiliar
F:C"xR— C, F(x,t)="~(x)+tP(x),

onde P(x) = g(x) — f(x) e x = (xq, ..., xn),t € R.

Afirmacao : Para x suficientemente pequeno e 0 < t < 1 temos que

OF  OF OF\|_ c . ,
PREXY! ) 2 _‘X| )
0x,4 0x, ot 2

onde ¢ é dado na hipdtese do lema.
Com efeito, notemos que j"g = j'f = PW(0) = 0,Vi = 1,...,r, onde PH)(0) é a

i—ésima derivada de P avaliada na origem.

P P
Assim, lim Pix) = 0. Logo lim Pix) =0.
x—0 ’X|r x—0 |X|r*‘S
Para todo t,

F F OF
G d a>:07

aF= (22 &2 &
gre (axl’ %’ Ot
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para x = 0. Logo F possui o ponto (0,t) como ponto singular, em que 0 € C™, t € R.
Para t € [0,1] C R, x # 0, tem-se que

oF oF OF
o= (. 2%
|9T(1d | ‘(axl7 7axn7 at)’
of +t6P of +taP oF
0xq ox; 7 Oxn Ox, Ot

> |gradf(x) + tgradP(x)|
> |gradf(x)| — [t][gradP(x)]
> |gradf(x)| —|gradP(x)|
> clx|"° —|gradP(x)|

T? lgradP(x)| C, i
|x| é(c—g—é > S,

[x|™=
para x suficientemente pequeno.
Note que F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(x). Portanto o que desejamos é encontrar um
homeomorfismo local h : (C™,0) — (C™,0) tal que F é constante ao longo de alguma
curva ligando (x,0) e (h(x),1).

Defina a funcao

$:C" xR — C" xR, dp(x,t) =|gradF|?P(x)grad, F

restringindo-a para [x| > 0 suficientemente pequeno, e onde P(x) é o conjugado complexo
de P(x). Como x # 0, ¢(x,t) estd bem definida.

Tomemos o campo vetorial
X(Xat) = (Oa ]-) - d)(xat))

e X(0,t) = (0,1) se x =0.

Afirmacgao : O campo vetorial X(x,t) possui as quatro caracteristicas abaixo:

1. X(x,t) é continuo em (x,t), para 0 <t < 1;

X(x, t) — X(0, t)]

i = 0 uniformemente para 0 < t < 1;
X

3. Para x # 0, X(x,t) é tangente a superficie de nivel F = constante, passando por

(x,t);

4. Temos que o produto interno (X(x,t),(0,1)) > 0, para x numa vizinhanga aberta

de 0.
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De fato, note que X(x,t) — X(0,t) = (0,1) — d(x,t) — (0,1) = —Pp(x,t). Assim

X(x,t) — X(0,
Jig X0 = XO 81 _ lim [lx| X (x, £) = X(0, 1)

x—0 |X|

[
— hm [IX! 1|¢ (x,1)] ]
— hm [le YlgradF|~?|P(x )||gradF|}
[

= hm x| gradF| ! P(x )”
Como |gradF| > $[x["°, V6 > 0, em particular, temos para § = 1:

c
|gradF| > élxlr’1 = |gradF| > Zx|"[x|"!

N O

c
= [gradF||x| > §|X|T
2
= |gradF| x| <€ E!er-
Assim,

2
: —1 —1 : T
tig 1l lgrad P <t |2l Pc]
= lim PP(X)'}:O

x—0 C|X|T

Isto prova 1) e 2). A construcao de X(x,t) implica 3).

Para provar 4), note que
(X(x,1),(0,1)) = {(0,1) = d(x,1),(0,1))

= ((0,1),(0,1)) = (d(x, 1), (0,1))
= 1— (|gradF|"?P(x)gradF, (0,1))

— 1—<|gradf|2P(x)<aa—;,...,aaTF,P(x)),(O,l)>

= 1—|gradF| %P(x)|*.

Novamente, como |gradF| > %ler*‘s, temos que

02|X’2(r75) 1 4
- :> <
4 lgradF|2 — c2[x[2(r—?)
—1 S —4
lgradF|2 = c2[x[2(r—8)"

|g1”adF|2 >

Assim
4 [P(x))?
c2 [x[2(r—3)

(X(x,1),(0,1)) =1 —|gradF*[P(x)]* > 1~ >0,
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para x numa vizinhanca de 0.

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais

dx dt
(E, &) = X(X, t)

Mostraremos que existe uma, e somente uma, solucao passando por qualquer ponto
(x,t) para 0 <t < 1.
A existéncia de solucoes deste sistema se da pela continuidade do campo vetorial.

Necessitaremos mostrar a unicidade. De 2) temos

Xt X001
X

para valores de |x| suficientemente pequeno.

Seja @(s;x,t) a solucao do sistema com @(0;x,t) = (x,t). Observe que uma solucao
que passa por (0,t) é dada por @ = @(s;0,t) = (0,s +t). Afirmamos que esta é a tinica
soluc¢ao passando por (0,t). Suponhamos que @1 = @1(s;0,t) seja outra solugao passando
pela origem. Entao

d[cm(szls— els)] _ Xlo1(s)] — Xle(s)],

logo @1(s) — @(s) = [ [X[e1(r)] — X[e(r)]ldr.
Escrevemos @1 (s;0,t) = (x(s), t(s)). Entao

x(s)l < loi(s) —o(s)| < | IX[gi(¥)] = X[0,7 + ] dr
JO
= IX[x(r), t(r)] — XI[0, t(r)]| dr
JO
< S Ix(s)|dr,
JO

ou seja, [x(s)| < fg Ix(r)|dr. Pela desigualdade de Gronwall temos x(s) = 0. Assim

©1(s;0,t) = (0,t(s)).

Como W = X(0,t(s)) — X(0,s + t) = 0, temos w = 0. Assim
t(s) — (s +t) = constante. Notemos que t(s) =t para s = 0. Segue que t(s) = s+ t.
Portanto, @ = @.

Agora, se x # 0, existe uma vizinhanca de x tal que |[X(x, t)—X(0, t)| < |x|. Suponhamos
que existe uma outra solugao & tal que &(0) # @(0). Entao &(s) # @(s),Vs > 0.

Defina a funcao de Liapounov V por V(x,t;s) = e?%|(x,t) — @(s)[>.

Para todo (x,t), V(x,t;s) > 0. Assim V(x,t;s) =0 < (x,t) = @(s). Além disso, seja

o= E(s) — @(s).
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Temos que
dV(&(s),s) 95112 9 x 5 do
— - = 2e"" 2e*® —) > 2e”® — |—|}
s e”*|or” + 2e*% (e, ds> e[ oel{| ] |ds I}
Mas por suposicao, [a] — 9] = [E(s) — @(s)| — IX(&(s)) — X(@(s))| > 0 sempre que &, @

forem ambos definidos e [ — @[ suficientemente pequeno. Assim, V(&(s), s) nunca pode
ser zero, provando a unicidade.

Assim s6 pode haver no maximo uma solucao passando por qualquer ponto (x, t), para
0<|xl<eeOL<tLL.

Por 4) temos que (X(¢(s), (0,1))) > 0. Assim obtemos

dx dt dt
(29 00) = o

Logo a componente t de qualquer solugao @(s;x,0) cresce monotonamente com s para
todo x numa vizinhanca de 0. Portanto, @(s;x,0) encontra um hiperplano t = s num
unico ponto h(x). A funcao x — h(x) é um homeomorfismo.

Note que para @(s) = @(s;x,t) tem-se

dF(p(s)) _ Fdx OF dx  OFdt
ds T dxy ds ox, ds  otds

A oF OF dx1 dx dt
N ox,’  ox, ot "ds ' ds
oF aF
— . X(¢
<(6x1 "ox, Ot )’ >
oF OF
fr . F 2 F
<(ax1 I at) —|gradF| “P(x)grad >
aF oF
- <(ax . ) > (gradF, |gradF| *P(x)gradF)
1

ox,.’ ot
— !gradFI *(gradF, gradF)

= P(x)— P(x)lgradFl_ngradFl2 =P(x) —P(x) =0.

Quando x = 0, temos que dF(:ips(s)) =0,s > 0, pois F(g(s)) =F(0,s +t) =0.
Chegamos a conclusao que F(¢@(s)) = constante ao longo de cada solucao .
Para a solucao @(s) = @(s;x,0) temos @(0) = (x,0) e @(s1) = (h(x),1) para algum
s1 > 0. Portanto, obtemos que f(x) = F(x,0) = F(@(0)) = F(o(s1)) = F(h(x),1) =

g(h(x)).
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Lema 2. Se o r—jato j*f é C'—suficiente, entio j"f é v—suficiente.

Demonstragao: Consideremos o j™f de uma funcao analitica f. Se j*f é C’—suficiente,
entao para todo germe g tal que j'g = j™f, existe um homeomorfismo local h, tal que
f(x) = g(h(x)). Tomando hl¢-1(g) temos que h estd bem definida. Com efeito, note
que f1(0) # 0, pois f(0) = 0. Além disso, se x € f1(0) entao f(x) = 0. Assim,
g(h(x)) = f(x) =0, ou seja, h(x) € g~1(0). Portanto, h(f~*(0)) = g~*(0), o que equivale
dizer que j"f é v—suficiente.

Lema 3. Seja j'f € Jg(n, 1) tal que u(j'f) = dim@]g—?f) = 0o. FEntao para todo k € N
eriste g € Oy tal que j"g =j'f e k < u(g) < oco. Em particular existem g1, gs € Oy tais

que jTg1 =7j"g2 e u(g1) < n(gs) < oo

~ : s On ey /05T 2" f
Demonstragao: Definimos & := dime 5P, onde JGTf) = <_axL1v ""Et> e
I é o ideal maximal de O,,. Tem-se que &g — co quando s — oo.
Com efeito, notemos que M D2 M2 D M3 D .. DM D M D ... . Esta sequéncia

estrita nos apresenta a sequéncia
JGTE) + M D JGH) 4+ D JGT) + 9 D - DTG + M D J(GT) +

Mostraremos que as inclusoes acima sao estritas.

Com efeito, se existisse s € IN tal que 9 + J(§7f) = M+ + J(§7f), entdo

M C M + J(G7F) € MM + J(57F).

On

Pelo Teorema de Nakayama temos que 9% C J(j'f), logo dim@I(].T 5

< 00, Oou seja,
(") < oo, contradizendo a nossa hipétese.
Assim, para todo s € IN temos que 9 + J(37f) 2 M + J(j7f). Logo, concluimos

que a sequéncia (o) é uma sequéncia de nimeros naturais monétona crescente, isto é,

K <Ky <z <+ < g < Bgpp < o0

Portanto, limg_, o, 0xs = 00.
Fixado k € IN, existe @ € M2 onde s, € IN, tal que s, > k e u(j’f + @) < oo.
Entao para g =j"f + ¢ temos J(g) = J(3"f) + J(@) C J(G"f) + ML, Assim
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On < dim, & < 00
JG7F) + Mo+t ST (g) T

Em particular, dado k; € IN existe g; tal que j7g; =3j"f e k < n(g;) < oo. tomando

k < Kg, = dim@

ko = n(g1) + 1 existe gy tal que j7gs =j7f e ko < p(g2) < 00. Logo , existem g; e g tais

que j"g1 =j"g2 e n(g1) < u(g2) < oo.

Lema 4. [Teorema de Teissier| Sejam f,g € O,,, f(0) =0, g(0) =0, u(f) < oo,
w(g) < oo. Suponhamos que ezista um homeomorfismo local h: (C™,0) — (C™,0) tal que

h(f~1(0)) = g~ '(0). Entao u(f) = u(g).

Demonstracao: [12] Teorema 3.3.

Lema 5. Se j™f é v—suficiente em O, entao para todo g € Oy tal que j'g =jf, tem-se

u(g) = u(Gr).

Demonstracao: Pelos lemas 3 e 4, temos que se j'f € J¢(n, 1) é v—suficiente, entao
(™) < oco. Com efeito, pelo Lema 3, existiriam g; e go tais que p(g;) < n(gsz) < oo
ej"gr = j"gs = j"f. Como j"f é v—suficiente, f~1(0) é topologicamente equivalente a
g; ' (0), e a g5 *(0). Consequentemente,g; *(0) e g5 *(0) sdo topologicamente equivalentes.
Pelo Lema 4, teriamos 1(g;) = p1(gs), o que é uma contradi¢ao. Logo, u(j™f) < oo.

Tomemos g € O, com j'g = j"f. Queremos mostrar que n(g) = u(j’f). Como j'f é
v—suficiente basta mostrarmos que p(g) < oo. Suponhamos que p(g) = oo e tomemos
s > 1. O s—jato j°g é v—suficiente em O, pois se h ¢é tal que j*h = j°g, como s > r
temos que j"(j*h) = j"(§j*g), ou seja, j"h = j'g = j"f. Como j'f é v—suficiente, tem-se
que h™1(0), g7 1(0) e f~1(0) sdo topologicamente equivalentes. Logo, j*g é v—suficiente.

Portanto p(j*g) < oo de onde aplicamos novamente o Lema 4, tendo para todo
s > 1,u(i*g)) = n(j7f). Isso implica que u(g) < oco. Portanto, pelo Lema 4 tem-se que
n(g) = n().

[

Observacgao: Suponhamos que para todo g € O, tal que j'g = j'f tenhamos
i(g) = u(j"f). Entdo, como J ' (n,1) € O, temos para todo g € Jg™'(n,1) as mes-

mas propriedades acima.
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Consideremos agora a projegao natural 7 : J&™'(n, 1) — J&(n, 1), n(j7'f) = j*f.
Temos que 7t é uma transformacao linear. Seja N = dimKer(7).

Identificamos o espago dos polindmios homogéneos de n variaveis complexas de grau
T+ 1 com o espaco afim CN e para a = (ay) € CN definimos Hq (x) = 2 laferi1 @aX® 0

polinémio correspondente.

Lema 6. Sejam j'f € J(n, 1) e B uma bola em CN. Suponhamos que para um |x| positivo
e suficientemente proximo de 0, e para todo a € B, grad(j"f + Hy)(x) # 0. Entdo, para
todo a € B existe cq > 0 tal que |grad(j™f + Ha)(x)| = calx|" para x| suficientemente

pequeno.

Demonstragao: Seja a € B e suponhamos que nao aconteca
lgrad(j"f + Ha)(x)| = co/x|". Desta forma, existe uma sequéncia x*) — 0,x®) £ 0 tal
que |grad (7 +Ha) (x™))] < cqlx™".

Consideramos (Ly) uma sequéncia onde, para cada k € N, L, : C™ — C™ é uma
transformacao linear ortogonal tal que L; (%) =(1,0,---,0).

Pondo L (grad(jrf—i— Ha)(x(k))) = (Ox,, - ,0x,), temos, da ortogonalidade de Ly,
a desigualdade

O < 1By, 0, )]
= Lk (grad(j"f + Ha) (x") |

= |grad(§Tf+H ) (x| < cax™®["i=1,--- n.

Definimos Hy, := [x¥)|7"Gy o Ly, onde

+11 x4+ Z O, X ] Xi.

é polinomio de grau v+ 1.
Assim,

0Gy 090Gy oGy
6k1 ’ ax2 ’ ’ aXn

gradGy = ( > = (Bx, + 10k, X] X0 + -+ i, TX] i, Oiy X, -, O, XT )
Aplicando em (1,0,---,0) teremos

gTade(l, Oa T 70) = (ekla U 7ekn) = Lk (grad(lrf+ Ha)(xk)) .
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Observemos ainda que

()
gradek(x(k)) = gradHy, (Wlx(k)l)

(k)
= xM|"gradHy, (=
X gradHp, m

()
= MM grad(Gy o Ly) (W)

= gTCld(Gk o Lk) <W) .

Afirmagao: grad(Gy o Ly) = L] (gradGy)(Ly).
Com efeito, denotando a matriz da transformacao Lk por (ayj), teremos que

grad(Gy o Ly)(x), num ponto x é dado por

0x1 T Oxy

(Z %(Lk(x))au, e E(Lk(x))am) .

Se expressarmos este gradiente em forma de matriz teremos que
grad(GyoLy) = (Gji)(QTGde)(I—k(X)) = I—{(QT‘lde)(I—k)-
Assim, teremos

(K
gradek(x(k)) = grad(GyoLy) (—)

. )
= Lk(gTGde) (Lk (|X(k)|>>

= L{(gTade(l,O, 70))
= I—{(eklv"' aekn)
= LiLi(grad(i"f + Ha)(x"™))

= grad(§Tf+ Hg)(x™)).

Desta forma encontramos uma sequéncia (by) € CN tal que
gradHyp, (x'¥)) = grad(jf + Ha)(x!¥)) e, de 18y,| < calx™[", temos by — 0. Assim,
grad(j7f+Hq p, ) (x¥)) = 0, para a—by € B e k suficientemente grande, o que contradiz
a nossa hipotese.

Portanto, para todo a € B existe ¢, > 0 tal que [grad(j™f + Hg)(x)| = cqlx|" para |x|

suficientemente pequeno.
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Lema 7. Seja j"f € J§(n,1). Suponhamos que para todo a € CN eziste cq > 0 tal que
lgrad(j*f + Ha)(x)| = caolx|" para valores de |x| suficientemente pequeno. Entao existem

c, 8 > 0 tais que |gradj™f(x)| > c|x|""°, para x numa vizinhanca de 0.

Demonstracgao: Observamos que na demonstracao do Lema 7, a desigualdade pode
ser feita para o expoente T — 8, onde & > 0. Logo, tomando a = 0 € CN, existirao c,d > 0

|r—8

tais que |gradj"f(x)| = c|x|"~°, para x numa vizinhanga de 0. [ |

Lema 8. Seja j™f € J&.(n, 1). Suponhamos que para todo g € Jgt(n, 1) tal que jTg =j'f,

tem-se que u(g) = u(j7(f)). Entdo existem c,d > 0 tais que |gradj™f(x)| = c|x|"~% para

X proximo da origem.

Demonstracao: A hipétese implica que p(j™f) < oo, pois para um j'f € Jg(n,1)
fixado w(j"f + Hy) < co para a € CN. Tomando g = j"f + H, temos que j*g = j"f, logo
n(Gf) = u(g) = u(i*f + Ha) < oo.

Pelos lemas 7 e 8 basta mostrar que para todo a, € CN e toda bola B(a,,y) de CN de
centro a, e de raio suficientemente pequeno vy, existe € > 0 tal que grad(j"f+Hgq)(x) # 0
para todo a € B(ay,y) e todo x,0 < |x] < €.

Escolhemos € > 0 tal que 0 € C™ seja o unico ponto critico de j*f + Hq_, na bola
x| < €. Pelo Teorema da continuidade das raizes de um polinémios podemos tomar y > 0
tal que grad(j"f + Hq)(x) # 0 para [x| = € e a € B(ayp,v).

Por construgao, para cada a € B(a,,y), o conjunto
{x e C": grad(j'f+ Hg)(x) = 0; x| < €}

é finito.
O ntmero de zeros de grad(j"f + H,) em [x| < € (contando com sua multiplicidade)
é igual ao grau da aplicagao

grad(j™f + Hg)(x)

a:Se =S, x— . ,
® P grad(7f + He) (x)]

onde S = {x € C™; x| = «} [11] [Lema B2, p. 112].
Evidentemente todos os @, sao homotépicos. Basta considerar a homotopia
H:S¢ x [0,1] — S;, dada por H(x, t) = %, e por consequéncia, a hipétese de

que o grau de @, = u(j"f+Hg) = constante em CN implica que para todo a € B(a,,7Y)

o jato j"f + Hq, nao tem pontos criticos em 0 < [x| < €.
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Logo, para todo a, € CN e toda bola B(a,,y) de CN de centro a, e de raio suficien-
temente pequeno vy, existe € > 0 tal que grad(j"f + Hq)(x) # 0 para todo a € B(a,,Y)
e todo x,0 < [x| < €.

Portanto, pelos Lemas 7 e 8 existem c,d > 0 tais que |gradj™f(x)| > c[x|""® para x
proximo da origem.

[ |

Teorema 3.1.1: Seja f: (C™,0) — (C,0) um germe analitico, entao o r-jato de f é

CO-suficiente se, e somente se, existem ¢, > 0 tais que
gradf(x) > clx|"°,

para todo x numa vizinhanga aberta de 0 em C™.

Demonstragao : Seja f : (C™,0) — (C,0) um germe analitico. Se o r—jato j'f é
C%—suficiente entao, pelo Lema 2, o j*f é v—suficiente. Consequentemente, pelo Lema
6, para todo g € J& (n, 1) tal que j'g = j"f tem-se que p(g) = u(j"f). Aplicando Lema
7, Lema 8 ¢ Lema 9 para g = j"f + H, onde a = 0 € CV, entdo existem c e & tais que
\gradf(x)| > c[x|""® para todo x numa vizinhanca de 0 em C™.

Reciprocamente, o Lema 1 implica que se f satisfaz a desigualdade

|"=®, entdo j"f é CO—suficiente.

lgradf(x)| > clx
[
Exemplo: Queremos mostrar que o jato analitico f(x,y) = x3+3xy?* ¢ C'—suficiente.

Precisamos mostrar que existe um inteiro r tal que

‘— > ol + Iyl

onde 9L = 3(x — iy*)(x + iy*) e I = 6kxy?*

Seja S = {(x,y) € C% J;l‘ < p} para algum p > 0. Fora do conjunto S nao ha problema;
a desigualdade ¢ satisfeita mesmo para r = 3.

Dentro de S consideraremos os subconjuntos

Hi = {(x,y) € C% Ix — iy*| < wiy[*},

Hy = {(x,y) € C% x| < wiy[*}

e Hy = {(x,y) € C* [x +iy* < wiy[*},

onde w > 0.

Afirmamos que Hy, Hy e Hs sao dois a dois disjuntos para w suficientemente pequeno.

Com efeito, H; UH3 C H, onde H = {(x,y) € C% (1 —w)ly|* < [x| < (1 +w)ly|*}.
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Se (x,y) € H; = [x —iy¥| < wly[*. Assim

yli* —Ixl = [{y*— x|
< Jiy* —x|

= x—1iy¥ < wlyl*.

Logo (1 —w)[yl* < |x|. Assim (x,y) € H.

Se (x,y) € Hz = |x +iy*| < wly[*. Assim

wiyl* > x +1iy* > x| — iy

= Ixl—yl*.

Logo [x| < (1 +w)lyl*. Assim (x,y) € H.

Além disso, H, N H = () para w suficientemente pequeno. Pois se tivéssemos
(x,y) € HyNH entdo (1 —w)ly/* < x| e [x| < wlyl¥, o que é uma contradicao para w
suficientemente pequeno. Logo Hy NHy =0 e H3 N Hy = (.

Agora, observe que se (x,y) € H; N Hs, entdo [iy* — x| < wly* < x| e Jiy* + x| <
wly|* < |x|, onde usamos o fato de que (x,y) & H,. Claramente as desigualdades acima nos
d4 uma contradicao, pois teremos 2[x| = [2x| = [x+x| = |x—(—x)| = x—iy*+iy*—(—x)| <
Ix —iy*| + [x + iy*| < [x| + [x| = 2[x|. Logo H; N Hz = 0.

Portanto, qualquer ponto (x,y) € S estd no maximo em um dos subconjuntos Hy, Hs
e Hs. Assim temos que

ou (x,y) € Hy, tendo

| 95| = 3Ix — iy*lIx + iy*| = 3wy[* = 3wy,

(

ou (x,y) ¢ Hy, implicando que

21| = Gyt > iyl ! > By,
Além disso, em S temos [x| < ply|.

Portanto

c(ixl+ My < e(l+p) °lyl"° < 3wiylPF !

se escolhermos r = 3k, € > 0 suficientemente pequeno e 0 < & < 1.

Segue que se (x,y) € Hy entao

of
0x

of of
n ‘@ > ‘& > 3wy > e(x]+ [yl
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, ou se (x,y) ¢ Hs entao

ﬁ
0x

numa vizinhanca de 0 € C2.

+

of of
. 2 . 2 3 2 3k—1 > T—58
oo |e| = 3w > el + )

Portanto, vemos que jato analitico f(x,y) = x® + 3xy?* é C’—suficiente.
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