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Resumo

No seguinte trabalho, estudamos algumas propriedades para solugoes cujo tempo maximo
de existéncia é finito, conhecidas como solugoes de blow-up, do Problema de Valor Inicial

(PVI) associado & equagao de Schrodinger nao-linear L2-critica

0w+ Au+ Julau =0, xR t>0

u(0,-) = uy € HS(RY), s> 0.

Encontramos uma cota étima sobre a norma do dado inicial em L2(R%), para a formacao
de solugoes de blow-up em H(R?Y) devida a Weinstein [29]; Provamos um resultado devido
4 Weinstein [28| e posteriormente estudado por Hmidi e Kerani em [17], que afirma que
solucoes em H!(RY), que explodem em tempo finito, concentram uma certa quantidade de
massa em torno de pontos do R4, Em seguida provamos que um fendmeno similar ocorre
para H*(R?), com s < 1, também devido a Hmidi e Kerani [18]; Por fim, estudamos o
comportamento de solugoes de blow-up cujo dado inicial tem massa minima e damos uma
prova alternativa do resultado de Merle [21] a respeito da universalidade de solugoes de

massa minima em H(R?), utilizando as ideias de Hmidi e Kerani [17].

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger; Solucoes de Blow-up; Concentracao de

massa.



Abstract

In the following work, we study some properties for solutions, which the maximal time
of existence is finite, known as blow-up solutions, to the Initial Value Problem (IVP)

associated to the L?-critical nonlinear Schrodinger Equation

iatu+Au+|u|%u:0, x€RY t>0

u(0,-) =uy € H¥(RY), s > 0.

We find an optimal bound on the L2-norm of the initial data, for the formation of blow-up
solutions in H'(R?) due to Weinstein [29]; We prove a result, also due to Weinstein [28]
and later studied by Hmidi and Kerani in [17], which establishes that, finite time, blow-up
solutions concentrate a certain amount of mass arround points in R9. Next we prove that
a similar phenomenon happens in H®(R?), with s < 1, also due to Hmidi and Kerani [18];
Finally, we study the behavior of blow-up solutions, in which the initial data has minimal
[2-norm and we give an alternative proof of the result of Merle [21] with respect to the
universality of minimal mass solutions in H!'(R¢), using the ideas of Hmidi and Kerani

[17].

Keywords: Schrodinger Equation; Blow-up Solutions; Mass concentration.
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Capitulo 1

Introducao

No presente trabalho, consideramos o seguinte problema de valor inicial (PVI) associado
a equacao de Schrodinger nao-linear L2-critica
iatu+Au+!u!%u:O, xe€RYL t>0

(1.1)
u(0, ) =uy € H¥(RY), s>0

d

onde, A = Z aii é o operador de Laplace em RY, e uy : R — C. De acordo com Fibich
i=1

[12], esta equacao pode ser utilizada para modelar diversos fenémenos fisicos, dentre eles,

a propagacao de raios lasers de alta intensidade em meios isotrépicos inflados, isto é, meios
onde as propriedades eletromagnéticas, tais como o indice de refracao, sao iguais em todas
as diregoes. E um fato conhecido que o problema (1.1) é localmente bem posto para s > 0
(veja Linares e Ponce [19], Cazenave[6] e Kato[15]), isto ¢, dado 1y € HS(RY), existe um
tempo T > 0 e uma tinica solu¢ao u(t) do problema (1.1) tal que u € C([0, T]; H*(R4))NE,

onde E é um espaco de Banach auxiliar, e a aplicacao dado-solucao
F:H(RY) — C([0, T, HS(RY)) NE

é uma func¢ao continua. De fato, pelo principio de Duhamel, u é uma solugao de (1.1)

entao, u também ¢ solugao da seguinte equagao integral
. t . 4
u(t, x) = e ®ug(x) + iJ et A |y lau(s, x)ds (1.2)
0

. , v
onde e'*®uy(x) = (e*4”2‘|5‘2tﬁ> (x). Assim a boa colocagao local do problema (1.1)

se baseia em obter boa colocagao local para o problema (1.2). Além disso, para todo
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t € [0, T] as seguintes quantidades sao conservadas

M[u(t)] = J lu(t, x)> dx = J (0, %)]* dx = Mug
R4

R4

Emunzéj Vult, )P dx — J|unmﬁ”dx:Em¢
R4 Rd

2d +4
sempre que estiverem bem definidas. E natural questionar se sempre é possivel estender
arbitrariamente o tempo de existéncia da solucao. De fato, da boa colocacao local para

s > 0, é possivel mostrar que

e O tempo T > 0, de existéncia da solugao obtida depende apenas da norma em

H$(RY) do dado inicial.

e Se T* > 0 é o tempo méximo de existéncia de uma solugao do problema (1.1) entao,
oulT*=ccouT*<ooe

lim
e

U(t, ')HHS = +o00.

No caso em que T* < 0o, dizemos que wu(t) é uma solucao de blow-up em tempo finito ou
uma solugao que explode em tempo finito. Segundo, Sulem e Sulem [26], e Fibich[12], no
contexto da propagacao de raios laser, solugoes de blow-up correspondem ao colapaso de
ondas, isto é, auto aprisionamento dos raios laser durante a propagacao.

A teoria de boa colocacao local para dado inicial pequeno em L2 nos dé que, existe
um 6 > 0, tal que se

[uol|L2ge) <O

entao o tempo de existéncia da solugao de (1.1) se extende globalmente, no entanto para
dados iniciais arbitrarios, solucoes de blow-up podem ocorrer. Em particular, em H!(R4),
a teoria de existéncia de solucoes de blow-up esta ligada a nocao de ground state, a solucao

Unica, positiva e radialmente decrescente da equacao eliptica
AQ—Q+IQl4Q =0, em H'(R?). (1.3)

Em [29], Weinstein provou a seguinte versao refinada da desigualdade de Gagliardo-

Niremberg

[I1947, < Callbl &IV, v € H'(RY),

4
5+2
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4
com Cq = 42(|Q||»*. Combinado com a conservagao de energia, isso implica que || Q||

¢ a massa critica para a formacao de singularidades, isto é, para toda u, € H'(RY) tal
que

[uolle < [IQlfr2

a solugao de (1.1) com dado inicial uy é uma solugao global (Veja Teorema 3.2.13).
Também essa cota é 6tima, no sentido de que é possivel construir solugoes de (1.1) em
H'(RY), que explodem em tempo finito e cuja norma em L2(R¢) do dado inicial é igual &
norma em L2(R?4) do groud state. Por exemplo, utilizando a invariancia conforme (Pro-

posicao 3.2.5), é possivel construir

S(t,x) = (T — 1)~ 2l (Tt + i/ T vl g <TX_ t) (1.4)

uma solugao de (1.1) com [|S(0,-)||r2 = ||Q||L2 que explode em tempo finito T*. Em [21]
Merle provou que S(t) ¢ a tinica solucao de (1.1) em H!(R4) com massa minima, a menos
das simetrias da equagao presentes na Proposicao 3.2.5.

Nosso objetivo principal é estudar a concentracao de massa para solugoes de blow-up

da equagao (1.1), com s = 1 e s < 1. Mais especificamente os seguintes teoremas

Teorema 1.0.1. Assuma s = 1. Seja ug € HY(RY) tal que a solugdo correspondente de
(1.1) explode em tempo finito T* > 0 e A(t) > 0 uma funcao tal que AN(t)[|Vu(t, )|z —
oo quando t 1 T*. Entdo, existe x(t) € RY tal que

lim inf

u(t xPdx > [ Q2
L Jx—x(t)d(t) ’ ~

Teorema 1.0.2. Assumas > sqg = H%m Sejauy € H*(R?) tal que a solucdo w de (1.1)
explode em tempo finito T* > 0 e A(t) > 0 tal que A(t)(T* —1)"2 — oo quando t T T*.
Entao, existe x(t) € R? tal que

lim sup

j ult, x)Pdx > JQQ.
T x—x(t)|<A(t)

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No segundo Capitulo listamos algumas
nocoes basicas de Analise Funcional, Espacos LP, Distribuicoes Temperadas e Espacos de

Sobolev, que situarao o leitor ao longo do texto.
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No Capitulo 3, estudamos alguns resultados classicos de boa colocacao local e global
para a equagao nao-linear de Schrodinger, bem como as quantidades conservadas, as
identidades viriais e propriedades importantes a respeito de solugoes de blow-up em tempo
finito, proximo ao tempo méaximo de existéncia.

No Capitulo 4, provamos o Lema de Decomposicao em Perfis e um Teorema de Com-
pacidade em H!(RY) mostrado por Hmidi e Kerani [17]. Usamos estes resultados para
mostrar uma concentracao de massa para solucoes de blow-up em H'(R%). Em seguida,
introduzimos o I-metdédo e provamos um resultado de quase conservacao da energia es-
tudado por Colliander et. al. em [8], [7], [9] e [10] a respeito de solugdes de (1.1) com
baixa regularidade, o qual utilizaremos para mostrar um resultado similiar em H$(R?)
com s < 1.

Por fim, no capitulo 5, daremos uma caracterizacao de solu¢oes de massa minima, isto
é, solugoes tais que |[ug|lz = ||QJl2- Mostraremos a universalidade do perfil de decom-
posicao associado a solucoes de massa minima em H!(R4) e H*(R?) com s < 1, além de
uma demonstracao alternativa dada por Hmidi e Kerani em [17], para o resultado provado

por Merle em [21], sobre a universalidade da solugao de blow-up com massa minima em

H(RY).



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Nesse capitulo serao apresentadas notacoes, defini¢oes e resultados basicos sobre espagos
LP(RY), classe de Schwartz, distribuicoes temperadas e espacos de Sobolev que serdo usa-
dos ao longo do texto. Para mais detalhes consulte Botelho et.al [3], Brezis [5], Cazenave

[6], Grafakos [14], Linares e Ponce [19], e Reed e Simon[25].

2.1 Notacoes

e Usaremos C para denotar constantes que podem variar de uma linha para a outra.

e Denotaremos por C(x,*,...,*) constantes que dependem apenas das quantidades

que aparecem entre parenteses.

e Sejam A, B numeros reais positivos, diremos que A < B, quando existe uma cons-

tante ¢ > 0, que nao depende do conjunto onde A e B variam, tal que A < cB.
e Seja A um ntmero real. Denotamos A*, um nimero real tal que
AT =A +¢,
para algum ¢ > 0.

e Dado um nimero 1 < p < oo denotamos as quantidades p’ e p* tais que

1 1 pd
; P =93
PP d—p
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e Usaremos d quando nos referirmos a dimensao do espaco R¢.
e Denotamos By a bola unitaria de centro 0 e raio R em R9.

e Dados os conjuntos E, F tais que E esta propriamente contido em F. Diremos que

ECF.

e Dados os multi-indices & = (a1, &g, ..., xq), B = (B1,Bas ..., Ba) € Z$ e x € RY,
definimos |o| = > |0y, xB = xfle .. .xﬁd e 0% =031032...0%¢.

o Vf=(0x,F,00,F, ... 0x,f).

e Dada uma funcio f : R — C e h € RY denotamos por f, f(x) = f(—x) e

T f(x) = f(x —h), o conjugado, a reflexao e translacio de f por h, respectivamente.

e Dada uma funcao f : R¢ — C denotamos por Re(f) sua parte real e Im(f) sua

parte imaginaria.

e Se E é um espago vetorial normado e x € E denotamos a norma de x por [|x|e.
Quando nao houver diuvida sobre qual espaco estd sendo considerado utilizaremos

apenas ||x||.
e Se f € LP(RY) denotamos a norma de f em LP(R?) por ||f]|ipge) = |[flle = [|f]]p-
e Se E é um espaco topoldgico denotamos por E’ seu espaco dual.
e Seja E é um espago normado, x € E e {x,J_; uma sequéncia em E. Usaremos
Xn —> X
para denotar que {x,} tende fortemente para x em E e usaremos
Xn — X
para denotar que {x.} tende fracamente para x em E.

e Dados E, F espacos de Banach denotamos por C(E; F) o espaco das funcoes continuas
de E em F, C®(E;F) o espaco das infinitamente derivaveis e C2°(E;F) o espaco das

fungoes que sao infinitamente derivaveis e tém suporte compacto.
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2.2 Propriedades de Topologia Fraca em Espacos de
Banach

Proposicao 2.2.1. Seja E um espago vetorial normado e {x,}°_; uma sequéncia em E,

entao valem as sequintes afirmacoes
1. Sex, =+ x em E, entao x, = x em E.
2. Se xn — x em E entao {||xn|[e)_, € limitada e vale ||x||e < liminf ||xn||e.
Dem. Veja Brezis [5, Proposicao 3.5, pagina 58|. ]

Proposicao 2.2.2. Sejam E C F dois espacos de Banach tais que a inclusioi: E — F

¢ continua, e {xn}°_, uma sequéncia tal que x, — x em E. Entdo x,, — x em F.
Dem. Veja Brezis [5, Teorema 3.10, pagina 61]. ]

Teorema 2.2.3. Se E € um espago de Banach reflexivo e {xn}°_, € uma sequéncia limi-

tada em E, entdo eziste x € E e uma subsequéncia {xn, J5, tal que xn, — X.
Dem. Veja Brezis [5, Teorema 3.18, pagina 69]. ]

Definicao 2.2.4. Um espaco de Banach E ¢ dito uniformemente convero quando
Ve >0, 36 > 0;
X+
%y B <Lyl < Llx-yl >e = |5¥] <15

Teorema 2.2.5 (Milman-Pettis). Todo espaco de Banach, uniformemente convexo, é

reflexivo.
Dem. Veja Brezis [5, Teorema 3.31, pagina 77). ]

Proposicao 2.2.6. Seja E um espago de Banach uniformemente convexo e {xn}3°_, tal
que X, =~x em E e

lim sup [|Jxq || < [x]],
entao xn, — X.
Dem. Veja Brezis [5, Teorema 3.32, pagina 78]. O
Teorema 2.2.7. Todo espaco de Hilbert é uniformemente convezo.

Dem. Veja Brezis [5, Proposicao 5.1, pagina 132]. ]
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2.3 Espacos [P

Dado 1 < p < oo e uma funcao f : R — C mensurdvel 4 Lebesgue, definimos a

Il = (|, troarax)”

e denotamos por £LP(R4) o seguinte conjunto

quantidade

LP(RY) ={f: R? — C; ||f]|, < oo}
Em seguida definimos a relacao de equivaléncia
f~g < f=g, q.t.p. em RY,
e definimos o espaco LP(R%) como
LP(RY) = LP(RY)/ ~.

Dada uma classe de equivaléncia [f] € LP(R%) definimos

i, = (| oorax)”,

onde f € [f]. Adiante, no texto, nao faremos distincao entre f e [f] ou entre ||f||, e ||[f]||p.

Para p = oo definimos
[ f]los := ess sup{[f(x)];x € R4} = inf{C > 0; |f(x)] < C q.t.p.}.

Teorema 2.3.1. Os espagos LP(R%), munidos das normas || - ||,, sdo espagos de Banach

para 1 < p < oo.

Dem. Veja Botelho [3, Teorema 1.2.3, pagina 10]. O
Proposicao 2.3.2 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q,< oo, com 1 = % + &, se
feLP egeld. Entiofge L' e vale

Itglls < [Ifllpllgllq-
Dem. Veja Botelho [3, Teorema 1.2.1, pagina 8]. O

1

Proposigao 2.3.3. Sejam 1 < p,q,r < 00, com ; =+ + %, se f € LP e g € LY. Entao

1
P
fge L' e wvale

Ifgll- < Ifllpllgllq-
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. rooTr
Dem. E uma consequéncia direta da desigualdade de Holder com indices — + — =1. [

P

1 1-6 ~
+ o1 entao

Proposicao 2.3.4. Dados 1 < pg,p1 < o0 efeLlPoNLPL se — %

[Fllee < 1w £l

Dem. A prova é uma aplicacdo direta da desigualdade de Holder para as funcoes [f|® e

|10, O

Proposigao 2.3.5. Dados 1 < po < p <p1 < o0, efelP, existem as fungoes fy € LPO
e f; € LP' tais que

f =1y + f1.
Dem. Dado o« > 0 defina fy = f - X{fj=a} € f1 =T — 1. O

Proposicao 2.3.6. L2(R?) ¢ um espaco de Hilbert com o produto interno

(r.9)=| fovghax
Rd
Dem. Basta observar que a norma || - ||z provém do produto interno definido acima. [

De fato é possivel mostrar que LP é um espaco de Hilbert se e somente se p = 2.

2.4 Classe de Schwartz e Transformada de Fourier

Apresentaremos, nesta se¢ao, a transformada de Fourier, ferramenta de suma importancia
no estudo de andalise harmonica e equacoes diferenciais. Definiremos como um operador na
classe Schwartz, um espago de fungoes com alta regularidade e decaimento, o que auxiliara
na deducao de resultados e propriedades mais fortes, no entanto observaremos que a classe
de Schwartz é um subconjunto denso dos espacos LP(R?), o que vai nos permitir que as

propriedades sejam validas em espagos mais gerais.

2.4.1 Classe de Schwartz

Definigao 2.4.1. Dada uma fung¢io ¢ € C®(RY), e multi-indices o, p € Z% defina a
quantidade

[¢]lap = sup [xPO*d(x)],
x€Rd

e o conjunto S(RY) ={¢p € C®(RY);[|Pp|la,p < 00, YV, € Z} € chamado de classe de

Schwartz.
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Definigao 2.4.2. Sejam &y, ¢y € S(RY). Enumeramos o conjunto

258 = {(ou, B1), (a2, B2), -}

e definimos para cada j € N a métrica

dj (1, d2) = [|[b1 — 2|«

e a métrica
o0

—j d; (d)b Cbg)
d(dr, o) = ) 27— :
v ; L+ dj(br, )
Proposigao 2.4.3. A classe de Schwartz, munida da métrica acima, € um espaco métrico
completo.
Dem. Veja Reed e Simon [25, Teorema V.9, pagina 133]. O

Proposigao 2.4.4. S(R%) C LP(R4) para todo 1 < p < oo.

Dem. O caso p = oo segue diretamente da definicao, observando que se ¢ € S(R9) entao,
¢ é suave e tende a 0 quando |x| — oo logo é limitada. Para 1 < p < oo, seja ¢ € S(RY)

e € > 0. Temos que

93 = | weorex

n—+e 1
< b+ ||zoj(—dx<oo,
portanto ¢ € LP(RY). O
Mais ainda temos

Proposigao 2.4.5. Se ¢ € S(RY) e{pn}>_, € uma sequéncia em S(R?) tal que dr — P

em S(RY), entio ¢ — & em LP(RY), para 1 < p < oo.

Dem. Veja Grafakos [14, Proposigao 2.2.6, pagina 106]. O

2.4.2 Transformada de Fourier em S(RY)
Definig¢ao 2.4.6. Dada f € S(RY) definimos
f(&) :J e 28 f(x)dx.
Rd

Chamamos f de transformada de Fourier da funcao f.
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Proposigao 2.4.7. Dada f,g € S(R?),y € R4, b e C, A >0 e «, B multi-indices valem

as sequintes propriedades
1 |[flleo < [Iflh

2. f+g=F+g

10. (0%f) = ((—27tix)*f(x)) (&)
11. € S(RY)
12. (fxg) = f. g onde a convolucao € definida por

(f*g)(y)zj f(x)gly —x)dx

R4
13. fo A(§) =f(AE&) onde A € uma transformagdao ortogonal.

Dem. Veja Grafakos [14, Proposigao 2.2.11, pdgina 110]. O

A luz do item 11 da Proposigao 2.4.7 ¢ natural se perguntar se faz sentido definir um
operador inverso & transformada de Fourier na classe de Schwartz. De fato, é possivel

provar que a Transformada de Fourier é um isomorfismo na classe de Schwartz.

Definicao 2.4.8. Dada f € S(RY) definimos

~

Y (x) = f(—x),

para todo x € RY. A operacao

fis fY,

¢ chamada de transformada de Fourier inversa.
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Teorema 2.4.9. Dadas f, g € S(RY) temos

1. JRd f(x)ﬁ(x)dx:J f(x)g(x)dx

R4

2. (Inversao de Fourier)

3. (Identidade de Parseval)
|| fovgBian= | Toogiiax
Rd Rd

4. (Identidade de Plancherel)

1£1l2 = [1£]]2

5. J f(x)g(x)dX:J ?(x)gv(x)dx
Rd

R4
Dem. Veja Grafakos [14, Teorema 2.2.14, pdgina 112]. a

Corolario 2.4.10. A transformada de Fourier € um isomorfismo na classe de Schwartz.

Dem. Veja Grafakos [14, Coroldrio 2.2.15, pagina 112]. ]

2.5 O Espaco das Distribuicoes Temperadas

A Teoria de Distribuicoes tem como objetivo generelizar o conceito de fungoes, as in-
terpretando como funcionais lineares atuando em um espago de fungoes mais facilmente
manipulaveis, chamado de Espaco de Fungoes Teste. No caso especifico de Distribuigoes
Temperadas, o Espaco de Fungoes Teste é a classe de Schwartz. Nesta secao definiremos
a nocao de Transformada de Fourier para Distribuigoes Temperadas. Em particular isso
generaliza a definicao anterior, para funcoes na classe de Schwartz, e engloba também

fungdes em LP(R?). Para mais detalhes consulte Grafakos [14].

Definicao 2.5.1. Chamamos de espaco das distribuicoes temperadas, o espaco S'(R%)
dual topolégico do espaco S(RY), isto é, o conjunto de todos os funcionais F : S(RY) — C

continuos em relacdo a topologia de S(RY), dada pela métrica da definicao 2.4.2.

Definicao 2.5.2. Dadau € S'(RY) e & multi-indice, definimos a derivada distribucional

de u de ordem «, como a sequinte distribuicao temperada

0%u(d) = (=1)*u(d%d), Vo € S(RY).
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Definicao 2.5.3. Seja u € S’'(RY) definimos a transformada de Fourier U e a transfor-

mada nversa LL\/ como

W) =uld) e uw(d)=ul¢),
para toda ¢ € S(RY).
Teorema 2.5.4. A transformada de Fourier é um isomorfismo em S'(R9)
Dem. Veja Grafakos [14, Teorema 2.3.22, pagina 130]. n
Definicao 2.5.5. Dada u € S'(R4) e ¢ € S(RY) definimos o produto de w por ¢ como
a distribuicao temperada ud tal que
ud () =u(dp), v € S(RY).

Definicao 2.5.6. Dada u € S'(RY) e ¢ € S(R?Y) definimos a convolugcdo como a distri-

buicao temperada w* & tal que

wx G(h) =uld =), v € S(RY).

Teorema 2.5.7. Dadau € S’'(R%) e ¢ € S(RY) wale que

@Tb =Ud e U d =ud.
Dem. Veja Grafakos [14, Teorema 2.3.22, pagina 130]. ]

Proposigao 2.5.8. Dada u € S'(RY) existe uma sequéncia {f,}*°_, de funcgoes em

C®(RY) tal que f, — w em S’(RY), isto é C®(RY) € denso em S'(RY).
Dem. Veja Grafakos [14, Proposicao 2.3.23, pagina 131]. O

Definigao 2.5.9. Uma aprozimagdo da identidade é uma familia {ko}_,, em L1(R9),

com as sequintes propriedades

e FEziste uma constante ¢ > 0 tal que |kn |11 < ¢, para todo n € N;
° J kn(x)dx = A, para todo n € N;
RrRd

e Dado 6 > 0, temos
lim J kn(x)dx = 0.
[x|>8

n—oo

Teorema 2.5.10. Seja {k,}*°_, uma aprozimacao da identidade, e f € L°(RY) continua
no ponto xo € R4, Entdo

lim kn * f(Xo) = Af(Xo)

n—oo

Dem. Veja Grafakos [14, Teorema 1.2.19, péagina 27]. ]
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2.6 Espacos de Sobolev

Nesta secio abordaremos os espacos de Sobolev do tipo HS(R4), HP(RY) e Hs(RY),
espacos que medem a diferenciabilidade ou regularidade das funcoes em LP (R¢), conceitos

cruciais no estudo das equacoes diferenciais parciais.

Definicao 2.6.1. Seja s € R. Definimos o espaco de Sobolev de ordem s, denotado por
HS$(RY), como

HY(RY) = {f € S'(RY); (D)*f(x) = ((1+[EF)**D)Y(x) € L*(R))
com a norma || - ||ns definida por
[fllrs = [{D)*f]| -
Proposicao 2.6.2. 1. Ses <s’ entio H¥' (R9) C H3(RY).

2. H$(RY) € um espaco de Hilbert com respeito ao produto interno (-,-)s definido da

sequinte maneira

se f,g € H*(RY) entdo (f,g)s :J (D)*f(x)(D)sg(x)dx

Rd
3. Para cada s € R temos que S(RY) € denso em H(R9)
4. Se sy <s< sy, coms=0s;+ (1 —0)sy, entao
Il < NI DS
Demonstragao. Veja Linares e Ponce [19, Proposigao 3.1, pagina 46]. O]

Teorema 2.6.3. Se k é um nimero inteiro positivo, entio o espaco H¥(R%) coincide
com o espaco das distribuicoes que estio em L2(R%) e cujas derivadas distribucionais 0%f
estio em L2(RY) para todo & multi-indice com || < k. Nesse caso as normas ||f|[yx e

Z |0%f]|2 sao equivalentes.
lo|<k

Dem. Veja Linares e Ponce [19, Teorema 3.1, pagina 47]. ]
Definigao 2.6.4. Sejas € R e 1 <p < 00. Definimos o espago de Sobolev

HP(RY) = {f € $'(RY); (D)*(x) = (1 +]£)*/*)" (x) € LP(RY)}
com a norma || - ||ws» definida por

[l = [{D)*flr
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Definicao 2.6.5. Seja s € R. Definimos o espaco de Sobolev homogéneo de ordem s,

denotado por H3(RY), como

-l

HE(RY) = {f € S(RY); Dsf(x) = (|E+F)V (x) € L2(RY)}

com a norma || - ||y definida por
[llyys = D2
Teorema 2.6.6. Se s € (0,d/2) entdo H¥(RY) estd continuamente imerso em LP(R%)
2d 1 1

para p = ,isto é, s =d | = —— ). Mais ainda, para f € H¥(RY) e s € (0,d/2)

d—2s 2 p
tém-se

1y < ND*fll2 < [|F]ls

Dem. Veja Linares e Ponce [19, Teorema 3.3, pagina 49]. ]

Teorema 2.6.7. Se s € (0,d/p) entao HP(RY) estd continuamente imerso em L9(R4)
d

1 1
P ,issoés=d(———).
d—ps P q

Dem. Veja Bergh e Lofstrom [2, Teorema 6.5.1, pagina 153]. O]

para q =

Teorema 2.6.8 (Regra de Leibniz). Seja 0 <s <1, r€[1,00), 1 <P1,P2,q1,q2 < 00 €
% = pij—{—qij paraj = 1,2. Entao

ID*(fg)l[cr < [Iflle 1D gllar + [|gl[Lr: [[D]| a2
Dem. Veja Kenig, Ponce e Vega [16, Teorema A8, pdgina 85]. O

Teorema 2.6.9. O espaco H._ ,(R%Y) = {f € HYRY);f ¢ radial} estd continuamente

rad

imerso em La*t2(RY), e a imersdo é compacta.
Dem. Veja Cazenave [6, Proposicao 1.7.1, pagina 20]. O

Teorema 2.6.10 (Simetrizacao de Schwartz). Dada P € HY(RY), existe uma fungdo P,

que satisfaz as sequintes propriedades
o P, € Hiq(RY);

rad

o [Wullr = [Wl[er, para todo 1 < p < oo;

o [Vl < [[Vbfe2.

Dem. Veja Pdlya e Szego [23, Segao 3.2, Capitulo 3]. O



Capitulo 3
Equacao de Schrodinger

Neste capitulo serao listados resultados gerais desenvolvidos no estudo da equacao de
Schrodinger linear e nao-linear, como boa colocagao local e global, invariancia de solugoes,
Leis de Conservacao e identidades Viriais, bem como resultados que auxiliarao diretamente
na prova dos teoremas principais deste trabalho, a saber, a caracterizagao do ground state,
como solucao de um problema variacional, e taxas de crescimento da norma de blow-up

proxima ao tempo maximo de existéncia.

3.1 Equacao linear de Schrodinger
Consideramos o seguinte PVI

10qu+ Au =0, xR t>0
(3.1)

u(0, ) = uy.

Suponha que o dado inicial 1y estd em S(RY) e que exista uma solucao de (3.1), u €

C*®(R; S(R%)). Tomando a transformada de Fourier em ambos os lados obtemos
104U — 4m?)E2PU =0

Para cada & € RY temos uma equacao diferencial ordindria. Assim a solucio para a

familia de EDQO’s com parametro & acima é dada por

Gt &) = e T ().

16
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Tomando a transformada inversa obtemos
—47m?it|- 2~ v itA
u(t,x) = (e Uy ) (x):=e"ug(x)

Dizemos que a fungao u encontrada acima é a solugao fundamental do problema (3.1).
De fato a mesma solucao pode ser deduzida supondo 1y, € S’(R4) e u € C(R;S/(R9)).

Para mais detalhes veja Cazenave [6, pagina 30].

3.2 Equacao nao-linear de Schrodinger

Consideramos agora o PVI

10w + Au + yju/* tu =0, x€RY t>0 (32)
3.2

com « > 1 ey = £1. Usando o principio de Duhamel convencionamos que u é uma

solugao do problema acima, quando ¢é solucao da seguinte equacgao integral

t

u(t, x) = e uo(x) + iyJ e (=SB |y * (s, x) ds. (3.3)
0

4
Para 1 < « < 1+ 125’ através do Teorema do ponto fixo é possivel provar a boa-
colocacao local em H*(R?) deste problema, fazendo uso de propriedades de integrabili-

dade, chamadas de estimativas de Strichartz.

Definicao 3.2.1. Diremos que um par (p,v) € admissivel quando

2<p< 3%, d>3
2 1 1
2<p<oo, d=2 e _:d<___>
T 2 p
2<p < oo, d=1

\

Teorema 3.2.2 (Estimativas de Strichartz). Seja T > 0. Para todo par (p,r) admissivel

as sequintes propriedades valem
1. Para toda f € L2(RY) tém-se et*»f € L7([0, T); LP(RY)) e

Jeae

Lromiir @) < Ifllizra

2. Se g € L' ([0, T); LP'(RY)) entdo

Sl
L7 ([0, T];LP(R4))

t
i(t—s)A
J ell™*1%g(s, x)ds L' (10, TLP' (R4))

0
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3. Se (po, 7o), (p1,71) sdo pares admissiveis e g € L™0([0, T]; LPo(RY)) entdo

t
J ellt=s)2g(s x)ds
0

Sl
LT1([0,T];LP1(R4))

L70 ([0, T};LP0 (R4))

Dem. Veja Cazenave [6, Teorema 2.3.3, pagina 33| ]

Os dois préximos Teoremas serao particularmente importantes para a prova dos resul-
tados de quase Conservacao de Energia e Concentragao de Massa no Capitulo 4. Como o
objetivo do trabalho nao é estudar os Teoremas de Boa-Colocagao, daremos apenas um

esbogo da prova, baseado na demonstrac¢ao presente em Linares e Ponce [19].

Teorema 3.2.3 (Boa colocacao local em H'(R4)). Se o = % + 1, entao para cada uy €
HY(RY), existe um tempo T = T(||ugl|nr,d,y) > 0 e uma tnica solugdo w da equagdo

integral (3.3) tal que

u e C([0, T HY(RY)) N LT([0, TI; HYP(RY))

onde (p,r) = (df;ff), %). Além disso a aplicacao dado-solucdo

F:H'(RY) — C([0, TI; HY(RY)) N L"([0, T}; HYP (RY))
€ continua.

Dem. Para cada T,M > 0 considere o conjunto E(T, M) dado por

E(T,M) = {u e C([0, Tl H!(RY)) N L7 ([0, T H'P(RY));

[ullr = sup [lu(t)[[y + [[wffcro 7m0y < M}
te[0,T]

onde (p, 1) sdo dados no enunciado, e considere a aplica¢ao

t
@ (u)(t) = e'Puy + iJ et (S8 (ju*1u) ds.
0
Vamos mostrar que existem os valores T, M > 0 tais que @ estd bem definida de E(T, M) —
E(T, M) e é uma contragao nesse espago. Primeiro observe que, o par (p,r) é admissivel.

Logo, usando a desigualdade de Holder e o Teorema 2.6.7 podemos estimar
eVl < TRV ullp = Il IVl S TValy

onde
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Logo,

e assim obtemos

Il S Il

~Y

Combinando essas desigualdades com as estimativas de Strichartz temos

T v
0z S Muolln +7° ([ Iat0)lyenat)

0

1 d—2)(ax—1 2
onde 6 =1 — xt =1- ( Ja—1) = —. Analogamente obtemos
T 4 d
L /(T T
sup [0 <l + T (| fult)lie
t€(0,T] 0
Logo,

|@@lr < clluollr + T4 .
Tomando M = 2c|jug||y1 temos
[I]PES % +cTaM®,
Tomando T = ¢o||ug||;;7 temos
[@(u)[lr <M
isso mostra que @ estd bem definida de E(T, M) em E(T,M). Consideramos, agora o

espaco E(T, M) munido da métrica

d(u,v) = sup [lu—vrz+ [u—v|p
te(0,T]

Tomamos u,v € E(T, M) e usamos a desigualdade 5.2.2 (veja o apéndice), para obter
O = @)y < 2cTEM* fu—v iy
e analogamente

sup [|@(u) — OW)||r2 < 2eTAME u—v
t€0,T]

o que, pela escolha de T e M, garante que @ é uma contragao, portanto o Teorema do

ponto fixo de Banach, nos dd que existe uma unica u = u(t) solucao de

t
u(t,x) = e Pug(x) + iJ et ()8 |y * Ly (s, x) ds.
0

A dependéncia continua dos dados iniciais é feita de maneira similar. n
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Teorema 3.2.4 (Boa colocagao local em H¥(R?) com 0 < s < 1). Sejax=3e0<s < 1.
Dado vuy € HS(R?) existe um tempo T = T(|[wollns, d,y) > 0 e uma tinica solu¢io w da

equagao integral (3.3) tal que

w e C([0, Tl H* (R*)) N L7([0, T]; H*P (R?))

4 4
s+1'1—s

com (p,r) = ( > Além disso a aplicacao dado-solucao

F: H*(R*) — C([0, TI; H3(R?)) N L"([0, TJ; H*P (R?))
€ continua.

Dem. Para cada T,M > 0 considere o conjunto E(T, M) dado por

E(T,M) = {u e C([0, TI; H*(R?)) N L™ ([0, TI; H*P (R?));

uflr = sup [[u(t)lus + flullugr < M}
te(0,T]

onde (p, 1) sao dados no enunciado, e considere a aplicacao
t

O(u)(t) = e'Puy + iJ e (=92 (JuPu)ds.
0

Vamos mostrar que existem as constantes T, M > 0 tais que @ esta bem definida de

E(T,M) — E(T, M) e é uma contragao nesse espaco. Primeiro observe que, o par (p, 1)

4 4
¢ admissivel e que (p’,7') = (3 Trus 3). Em seguida, usando o Teorema 2.6.7 e a
—s’s

regra de Leibniz (Teorema 2.6.8) podemos estimar
ID* (uPw)llpr < [P llD*ully = [[ul5 D ully < [Dulf;

onde

Logo, obtemos
IPullysr < lulfise.

~Y

Combinando estas desigualdades e as Estimativas de Strichartz (Teorema 3.2.2), temos

(

3

T 37
J ||u(t)u?,q;,pdt> ] | (3.5)

0

||(D(U)HL{H§*’ S [uwollns +
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Observe que

Logo, usando Holder no tempo temos

! ! # 1_ 4
(| o)™ < s |
0

Substituindo em (3.5) temos

T T
j ||u(t>||as,pdt) |

3
=

T
[@6ullier % Tl + 7 (| ucolfeat)
0

T ;
— Juolle + T (j ||u(t)||as,pat) |
0

Analogamente, obtemos
3

-
sup [|@(w)(t)||ns < ||uolfus + T° (J ||u(t)||£ls,pdt>
0

t€[0,T]
e assim,

I+ < cfluollns + cTe[[ulf3.

Tomando M = 2c||ug||ps temos
@)+ < % +cT*M?.
Escolhendo T = COHuoH;S% temos
QW <M.

Isso mostra que @ estd bem definida de E(T, M) em E(T,M). A prova de que @ é uma
contracao e dependéncia continua dos dados iniciais é analoga ao teorema anterior.

]

De fato, existe uma teoria mais completa, que garante a boa-colocacao do problema
(1.1) para s > 0 em qualquer dimensao, no entanto, estes Teoremas nao terao utilidade
direta na prova dos resultados principais deste trabalho. Para demonstragoes consulte

Cazenave [6], Kato [15] e Linares e Ponce [19].

Proposicao 3.2.5. Seu € uma solugdo da (NLS) entdo as sequintes fungoes também sao

solucoes
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1 up(t,x) = A& Tw(A2t, AX) com dado inicial ug, (x) = A= Tug(Ax), e A > 0.
2. up(t,x) = e®u(t,x) com 0 € R.

3. ua(t,x) =u(t,Ax) onde A € uma matriz ortogonal n X M.

4. Ugp(t,x) =u(t—b,x —a) onde a € R eb € R.

5. Ue(t,x) = etleX e telty (¢ x — 2tc) com o dado inicial €'¢ug(x)

4 .
6. Se oc=a—l—1 entao

() 1 iwlx[? " X d+ wo
w b =T a5, &K )
(ot + wt)d/2 P 4o+ wt) x+ wt’ o+ wt

com x — wd =1

7. ur(t,x) =u(—t, x)
Dem. Linares e Ponce [19, pagina 94]. O

Observacao 3.2.6. Observe que o tempo T > 0 obtido nos Teoremas acima, depende
apenas da norma, em H*(R%) do dado inicial. De fato, para s > 0 o tempo de existéncia
da solucdo depende apenas da norma em H®(RY) do dado inicial e ndo da sua posicdo
no espago, ou seja, se Wy, vy € H(RY) sdo tais que |[ug|lus = [[vollus entdo T(||uol|ns) =

T(||vollns). Mais ainda, se ||uollws < |[vollns entao T(||wollns) = T(|[vollws)-
O proéximo coroléario é importante para as discussoes sobre blow-up adiante.

Corolério 3.2.7 (Alternativa de blow-up). Seja ug € HS(R4), s > 0 e T* > 0 o tempo
mdzimo de existéncia da solugdo w(t) correspondente ao dado inicial wy. Entdo T* = oo
ouT* <ooe

lim
1T

u(t)||rs = +o0.
Dem. Defina
T =sup{T > 0; existe uma solucao de (3.3) no intervalo de tempo [0, T]}.

Os Teoremas 3.2.3 e 3.2.4 nos dao que existe uma tinica solugao u de (3.3), correspondente
ao dado inicial ug, tal que

ue C([0,T*); H(RY)) NE
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onde E é um espaco de Banach auxiliar. Suponha que T* < oo e que exista uma sequéncia
ty T T5 e M > 0 tais que ||[u(ty)|[s < M para todo k. Pela observagdo acima, qual-
quer solucao cujo dado inicial tenha norma em H®(R%) menor que M existe no intervalo
[0, T(M)], assim, se u*(t) é a solucao de (3.3) com dado inicial u*(0) = u(ty), temos
que u(t) existe no intervalo [0, t, + T(M)]. Mas como ti T T* ¢ T(M) > 0, temos que
t + T(M) > T* para todo k suficientemente grande, o que contradiz a maximalidade de

T*, portanto devemos ter l%rTn |w(t)||us = o0, 0 que conclui a prova.
t *

[]

Com os resultados acima fica provada a boa colocac¢ao local da equagao (1.1) em
Hs(R4) para s > 0. Uma vez estabelecida a boa colocacio podemos falar de quantidades

conservadas ao longo do tempo de existéncia da solucao. Temos a seguinte proposicao

Proposicao 3.2.8. Se u(t,x) € solugcio do problema (3.3) num intervalo de tempo [0, T]
entao para todo t nesse intervalo vale
1. Mu(t)] = J lu(t,x)|? dx = J (0, %) dx = M[uy)
R4 R4

2 Elu(t)] = %JR Vu(t, X)) dx — “LH JRd ru(t, %)] % dx = Efug)

Dem. Suponha que u(t,-) € S(R%) para todo t € [0, T] e que u seja solucdo da equacao

. . ultiplicando a equacao por LL, mn egran O em € usando 1n egra(;ao por partes
3.2). Multiplicand a . int d R4 do int a t

temos
iJ o u(t, x)dx + J uAu(t,x)dx + YJ' lw(t, %)|*tdx
Rd R R
= iJ woudx — J YuVudx + yJ lu/*"dx = 0,
R4 R4 Rd
e assim,

Im (1J ﬁatudx) =0.
R4

at(’u|2) - at(uﬁ) - ﬁatu + uatﬁ - 2Re (ﬁatu)

Observe que

portanto

1
0=1Im iJ ud,udx | =Re J woudx :ij —u(t, x)*dx
Rd Rd dt Rd2
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0 que prova a conservacdo de massa para solucoes em S(RY). Para o caso geral seja
e >0, uy € H¥(RY). Como a aplicacao dado fluxo é continua, existe § > 0 tal que, se
vo € H5(R) e |[ug — vo|lus < & entdo, [[u(t) —v(t)|[ens < €/3. Seja entdo, vy € S(R?)

tal que ||[ug —vollns < min{, ¢/3}. Temos
()2 = lvollol < w2 = (WO |2l + Ivt)]l2 = [Ivollal + [llvoll2 — luoll2l < e.

Como ¢ > 0 é arbitrario temos o resultado. Para a conservacao de energia, multiplicamos

a equacao por 0.1, integramos em RY e usamos integracao por partes para obter
iJ |9u?dx + J 0 uAudx + vy J lu/* tuoax dx
= iJ |9u|?dx — J Vud,Vudx + vy J lu|* fudardx = 0.

Logo,
Re (J Vud Vudx —y J lu|*tudu dx) = 0.

Agora observe que

d /1 _
* (QIVLLP) = Re (Vud,Vu) e
d Y ax+1 | __ x—1 -
o () = vRe (o).
Assim,
d d (1 Y
—E t e 2d I x+1
a O = g {2J|vu‘ * o<+1J’u’ dx}
= Re (J Vud, Vudx — yJ lu/* " ud dx)
= 0
provando, assim, a conservagao de energia. ]

Proposigao 3.2.9 (Identidades de Virial). Se u(t) é uma solucio de (1.1) em H'(RY),
no intervalo [0, T], com |xJug(x) € L2, entdo [xju(t,x) € L2 para todo t € [0,T] e valem as

sequintes identidades

1. % J Ix[2lu(t, x)?dx = 4Im <Jﬁ(x - Vu(t,x))dx) ;

d _
2. alm (J u(x - Vu(t, x))dx) = 4E [ug).
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Dem. Da Proposicao 3.2.8 temos que

d
alul2 = 2Re (w0 u) = 2Im(widu) = —2Im(TAu).

Multiplicando ambos os lados por [x|* e integrando em RY obtemos

% J Ix[2uffdx = —2Im (J IXIQEAudx> .

Mas note que
2

oxi | oxy ox? a_xiu ’

1

0 [_ 0 } 02
u ul =u—u-+

e assim,

Im(div(tuVu)) = Im(TAu).

Além disso, integrando por partes e usando o fato de |x|u(x,t)| € L? temos que

0 0 0 0
2 — _ 2—
Jlx! i {uaXiu] dx = J i x| uaXiudx

obtendo
d 2 2 — 2
— | x[lu(t,x)]?dx = 2Im [ |uV|x|]* - Vudx

dt
= 4Im (J u(x - Vu)dx) )

Para a segunda igualdade usaremos o fatos de que z—Zz = 2ilm(z) e integracao por partes

para concluir que
d _ B — ([ 0u _ [ 0uy
alm <Ju(x~Vu)dx) = Im{zlj( U (E)_xj'x]) —I—u(a—xj~x))) dx}
=~ ([ ou ou _
[ (5 ) -0 (55 0) o) o
= Im{QJm(Vu-x)dx—dJﬁatudx}.

Analisemos cada termo acima separadamente. Primeiro usamos que u é solucdo de (1.1)

para obter

Im {Jm(Vu : x)dx} = Re {J'm(Vu : x)dx}

= —Re {J Au(Vu - x)dx + J hufdw(Vi - x)dx}



Capitulo 3. Equagao de Schrodinger

26

assim, a integracao por partes nos da

Zd u [ ou
i i )

0
aX,'~

a _
0 02
JAu(Vﬁ -x)dx = —J Z a; (ﬁ ~x)~> dx — J IVul?dx.
i iX5

i,j=1

Usando a regra da cadeia e notando que 3 -x; = 8;; temos

Tomando a parte real e integrando por partes novamente temos
d ou 0*u
Re {JAu(Vﬁ : x)dx} = —J > xRe {a_xiaxixj } dx — J IVul?dx
a

ij=1
1 ) 2

= — X;— dx — J |Vul?dx
2 Ji,jz—l Jan ( )

_ d 2 1 2
= 2JIVuI dx 2JIVuI dx

—2
= dT J |Vul?dx.

ou

aXi

Por outro lado, outra integragao por partes nos da

d _
4 4 ou
R a - = ax:R -
e {JIU.I u(Vu x)dx} J]E_l lulax;Re (uaxj) dx
d

1 4 ou _du
= 3] Xy (“a_xj“a_xj) -

j=1

[ it
o )
4+2d ) £ 7 ox

- _ d? Jlulgﬂdx
 4+2d ‘

Para o segundo termo, temos

Im {Jﬁatudx} = —Re {Jﬁiatudx}
= Re {JﬁAudx + J |u|3+2dx}

- — J IVu2dx + J hula2dx.
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Juntando as informagoes temos

2

% J IxPlu(t,x)]?dx = %41111 <J u(x - Vu(t, x))dx)

= 4Im{2jm(Vu -x)dx — dJﬁatudx}

4d 4
_ 2 449
= 4[2J!Vu! dx+4+2dJIu!d dx}

_ 1 2 d 242
= 16{2J|Vu| dx+4+2dJIuld dx}

]

Uma vez estabelecida a boa colocacao local é natural se perguntar, sob que condig¢oes
o tempo de existéncia da solu¢ao de (1.1) pode ser extendido arbitrariamente. A teoria
estd diretamente ligada a nocao de ground-state, a solugao tunica, positiva, radialmente

decrescente da equacao eliptica

AQ —Q+1Ql1Q =0, em H'(RY). (3.6)
Nesta direcao temos os seguintes resultados
Teorema 3.2.10. Existe 8 > 0 tal que para toda uy, € H¥(RY) com

[uoll2 <8
a solugdo de (1.1) correspondente se estende globalmete.
Dem. Veja Kato [15, Teorema 6.1]. O
Lema 3.2.11. Se Q : RY — R, ¢ uma solugdo fraca de
AQ-Q+IQIiQ =0

em HY(R?Y), entio Q € C®°(RY). Além disso, se Q € positiva, entdo é tnica, a menos de

translagdo, e existe xog € R tal que Q(- —xg) € radialmente simétrica e decrescente.

Dem. Veja Tao [27, Corolario B.9, pagina 354].
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Teorema 3.2.12 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg sharp). Para toda \ € H}(R9)

4
H1b||d,+2 CallWlIE: IVl (3.7)
d+2 : : P
onde Cq = —HQH2 Em particular a igualdade € obtida quando P = Q.
Dem. Defina o funcional \
_ WL
[l “4+2

e observe que | estd bem definido para { € H!(R%). Observe também que se denotarmos
P (x) = pp(Ax), temos
JWMH) =T ()

para toda P € HY(R4). Como ] > 0 temos que, existe uma sequéncia {{ }, minimizante,
isto é

o= min Jb) = lim J{hn) < oo
Como para toda ¢ € H!(R?) vale a desigualdade

— VY| < VI < [V (3.8)

temos que J([W]) < J(), e assim, podemos assumir que a sequéncia {{,,} é positiva.

Além disso pelo processo de simetrizagao de Schwartz (Teorema 2.6.10), podemos assumir

também que a sequéncia {\{,,} é radial. Escolhendo-se os parametros A, Huvlli; Hﬁ
n|2
Wy = Hll)“”z —2=— e denotando u,, = PpA~*Hn obtemos que
IV |5

e u,(x) >0, Vx € R4

e u, c H! . (RY)

rad
o [unfz=1e|[Vunl2=1
e J(u,) | @ quando n — oo.

Como a sequéncia {i, Jn ¢ limitada em H'(R%), a menos de uma subsequéncia, podemos
assumir que existe u € H'(R%) tal que u, — u. Pelo Teorema 2.6.9 temos que U, esta
em um compacto de La*2. Logo un, — u em La™2. Da convergéncia fraca, temos que
lulls < 1 e |Vul]; < 1. Logo,

1 1
a<Ju) < —— = lim ——— = lim J(u,) =«
HuH“” e nuf” ne
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Daf segue que |[u||s = ||[Vu||z = 1, e portanto, pelo Teorema 2.2.6, 1, — u em H!(R9).
Observe que o funcional ] é diferenciavel longe da origem. Dai, se u é um ponto de minimo
do funcional devemos ter

=0  VYneCPRY

e=0

d
luten)

e assim, se
2
d
(J lu+ eledx) JIV(u—Ir en)Pdx

Jlu+ enlat2dx

Jlu+en) =
derivando obtemos

21
%](u%— en) = [% (J luw+ en!zdx) -JZRe(m-n)dX : J IV (u+ en)Pdx+

3
(J lu + £n|2dx>

(J fu+ enIde> ' (J IV (u+ Eﬂ)|2dx) J (% + 2) lu+ enldRe(w T en - n)dx

.JzRe(V(m)vn)dx] (J |u+en|3+2dx> _

4yt en)

|
i (J |u|2dx) - JQRe(ﬁ -m)dx - J IVul?dx+

E
e s ()
(J |u|2dx)d (JIVuFdx) | (%m) 1t Re(i - m)dx

Como |[u]|2 = [[Vul|2 = 1, temos

e=0

[% JQRe(ﬁ -1)dx +J2Re(VﬁVn)dX1 (J |u|3+2dx> = J (% + 2> lulaRe(w - 1) dx.

Reorganizando os termos, e observando que & = 1 obtemos
d
£

EJRe(ﬁ-n)dX— JRe(Aﬁ-n)dx] %C = J (% + 1) hu|aRe(w - 1) dx.

Logo, u satisfaz a equacao

2 2
Au — au+ oc(a + 1)|u!%u =0,
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e

no sentido fraco. Definimos u* = [oc(% + 1)]7u, e temos que u* satisfaz

2
Au® — au* + !u*I%u* =0.

Além disso, como 1 = [Jufly = [a(2 + 1] % ||u*||, temos « = dLHHu*HQ% Por fim, note
1
que Q(x) = A2u*(Ax) com A = (2)? satisfaz
J(Q) = d—I—QHQHQ

e Q é solugao de (3.6) no sentido fraco, portanto, como Q é positiva, pelo Teorema 3.2.11,
concluimos que existe xo € R4 tal que Q(- — xg) é a tnica soluciao positiva radial de

(3.6). O
Em particular se s = 1 temos

Teorema 3.2.13. Para toda uy € H'(RY) com

[uoll2 < Q|2
a solugdo de (1.1) correspondente se extende globalmete.

Dem. Pelo Corolario 3.2.7, é suficiente provar que ||u(t)||i: é uniformemente limitada em
para todo t € R. De fato, pela conservacao da energia e da desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, temos que

4
=42
4

d
IVu()]? = QE[u0]+d—+2Hu(t)||

< 2ol + QI * ol [ Vult) 3

_ r|uo||2)3 oy .
(1 (|IQ||2 )” Bl < 2Bl

Sendo |[ugll2 < ||Ql|2, obtemos uma limitagao uniforme de ||Vu(t)||2, para todot € R e

Assim

portanto para da Conservacao de Massa obtemos a limitagao de |[w(t)||y:. a

Proposigao 3.2.14. Seja b € HY(RY) tal que ENP] = 0 e |[W]li2 = ||Q]lr2, entao,
existem 0 € [0,27), p > 0 e x € R tais que P = p%eieQ(p C4x).

Dem. Se P € H'(RY) satisfaz E[\p] = 0 temos

2 d+2
||1|)||‘13f+2 = —||V1P||L2
d+2 1
= g ||ll)||Lz||Vll)||L2
QI

= CallWll V2.
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Logo, P é um extremante do funcional | de Weinstein, definido no Teorema 3.2.12. Pela

desigualdade (3.8), p| é também um extremante do funcional. Definimos, A; = ||HV1I)1||)|ﬁ e
2
1 = AR
1= 1710
Il
temos que Py é um extremante do funcional com |||z = [|[V1|]2 = 1. Logo, pelo mesmo

argumento usado no Teorema 3.2.12, temos que

. 1 2 4
P = 5 a+1 AZ P (Age),
I

=

1
¢ uma solug@o nao-negativa de (3.6), onde Ay = (%) >, e pelo Lema 3.2.11 concluimos que,

existe xg € R4, tal que Y* = Q(- — x¢). Um cdlculo simples nos dé

4

1 2
T (+1)| =i

4
442

e assim, obtemos que

onde A~ = A; - As. Logo,
Wl =A2Q(A - —xq).

Agora observe que

P(x) = hp(x)|e0™).

Logo, utilizando que E[\p] = E[[{[] = 0, concluimos que VO(x) = 0 e portanto, para algum
0 € [0,27), temos que P = A2e®Q(A - —xy).

]

Proposicao 3.2.15. Assuma s = 1. Seja ug € HY(R®) tal que a solucdo correspondente

de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0. Entao existe C > 0 tal que

C

[Vu(t, )iz > T —02

para todo t € [0, T*).
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Dem. Considere ty < T*, e considere a equacao (1.1) com dado inicial u(tg). Da boa
colocacao em H!'(R?) obtemos que, existe T > 0 tal que a solucao existe no intervalo

[to, T]. Mais ainda, T é o tempo méaximo para que

clluwto)hr + (T — o) (2¢][ulto) )Y 4" < 2¢|ulto) |-
Como u explode em tempo finito devemos ter T* > T. Logo,

cllulto)[lur + e(T* —to)* ¢ (2c]ulto) [l)* 4+ > 2culto) |11

usando a conservagao de massa e isolando |[|[Vu(to)||r2 temos

C

”VU(tO)HLZ P (T*——tg)m'

Como tg é arbitrario temos o resultado. O

Proposigao 3.2.16. Seja uy € H(R?) tal que a solugao correspondente de (1.1) exploda

em tempo finito T* > 0. Entao existe C > 0 tal que

C

[u(t) s = T —1)2

Dem. A prova é andloga a da Proposicao acima. O]



Capitulo 4

Blow-up e Concentracao de Massa

Neste Capitulo, serao provados os resultados principais do trabalho, a saber os Teoremas
4.1.4 e 4.2.21, a respeito do fenomeno de Concentragao de Massa para solugoes de (1.1),
que explodem em tempo finito, em H'(R%) e H*(R?), respectivamente. As técnicas a serem
utilizadas sao um Teorema de Decomposicao em Perfis e um Teorema de Compacidade
em H!(R%) mostrados por Hmidi e Kerani em [17] e [18] e a Conservacido da Energia da
solucao. Para H*(R?), com s < 1, a Energia da solucao pode ser infinita, logo nao é
possivel usar um argumento de conservacao. No entanto, fazendo o uso do I-método, é
possivel obter uma solucao modificada, que estd em H!'(R?), e pelo Teorema 4.2.18, devido
a Colliander et. al. [9], obter a quase conservagao da Energia Modificada, tornando, assim,
possivel usar argumentos similares aos usados na prova dos resultados em H'(R?) para

provar a concentracao de massa em H®(IR?).

4.1 Concentracao de Massa em H!(R9)

Em [28], Weinstein apresentou uma demonstragao do Teorema 4.1.4 utilizando a técnica de
Concentration Compactness introduzido por Lions em [20], no entanto a prova apresenta
argumentos bastante robustos. Em [17], Hmidi e Kerani obtiveram uma prova alternativa,
e consideravelmente mais simples, do mesmo resultado, fazendo uso do Teorema a seguir,
conhecido como Profile Decomposition. Fm esséncia, o argumento se baseia em decompor
uma sequéncia {vn} limitada em H!'(RY), como a soma de uma familia fixa de perfis
Vi € HY(RY), isto é, uma familia que niao depende do parametro n, transladada por

sequéncias em RY, e desta maneira, obter informacoes da sequéncia original a partir

33
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de informacdes sobre os perfis. Além disso, consideramos um termo de resto, que fica

pequeno, em algum sentido. Precisamente, temos

Teorema 4.1.1 (Profile Decomposition). Seja v= {vp}*_, uma familia limitada em
HY(RY). Entdo, existe uma subsequéncia de {v,}°_, (ainda denotada por {v.}), uma

famidlia {3)}3_, de sequéncias em R e uma sequéncia {VI}2, em H'(RY) tais que
1. Para todo k #j,|xX —xJ | — 0o quando n — oco.

2. Para todo 1 > 1 e todo x € R,

1
vn(x) =) Vi(x—x),) + vi(x)
j=1
com

limsup ||V} |[tr — 0 quando 1 — oo (4.1)

n—oo
para todo p € (2,2%).

Mais ainda, temos que,

1
[vallte = > IIVIIE: + [IvallEs +o(1) (4.2)
j=1

1
IVvnllfz =Y IVVI )2 + [ VL IE2 + o(1) (4.3)

j=1

onde o(1) € uma quantidade que tende a 0 quando n — oo.

Dem. Seja T'(v) o conjunto das func¢oes que sdo limites fracos, a menos de subsequéncias,
obtidas das translacoes vy (- +%n ) onde as {xn } sdo sequéncia em R4, Esse conjunto é nao
vazio, pois tomando {xn}n = 0 e observando que H!(R4) é um espaco reflexivo, temos

que toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia fracamente convergente. Denote
n(v) = sup{[[V[w, V € T(v)}

Sendo [|[vn (- + Xn)|lqt = |[Vallr, para todo n € N, temos que, para toda V € T'(v),
existe {xnJn em RY tal que v, (- +x,) — V, e assim, ||V|y: < liminf |[va|/y:. Tomando
o supremo sobre as normas de V obtemos que n(v) < limsup |[vy|[q:. Mostraremos a

existéncia de uma sequéncia {V'} C T'(v) e uma familia {x)} de sequéncias em R¢ tal que

k #j = [xX —xJ| = oo quando n — oo
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e, a menos de uma subsequéncia {v,}n pode ser escrita como:

Vi(x —x)) +vE(x), n(v') — 0 quando 1 — oo

HI\/]'—

tal que as identidades (4.2) e (4.3) sao vélidas. De fato, se n(v) = 0, tomando {VI} = 0
obtemos v,, = V% para todo n,1 > 1. Logo, n(v') =n(v) = 0 para todo 1l > 1. Suponha,
entao n(v) # 0. Escolha V! € T'(v) tal que:

1
Vil > 5n(v) >0

Por definigao existe uma sequéncia x' = {x! } tal que, a menos de subsequéncia
(- +x1) = V! em HY(RY)

Definimos

vl =v, — VI —x)

n

Como Vi (- +xL) — 0 em H!(R4Y), obtemos quando n — oo:

valfe = (VL + VI —xh), v + V(- —x3))
= (Vo) + (VI =x0), VI =x0)) 4+ (v, VI = xh)) + (VI —xh),vn)

r

= |vElEe + [VHIE: + | vE(x)VE(x —xL)dx + | Vi(x —x})vE (x)dx

J

VL1224 [[VHZ2 + | VE (x + X)) VE(X) )dx+ V(x)vE (x +xL)dx

||v,11||2Lz+||V1||2L2+ vl (x +xL )Vi(x) )dx+ VI(x)vh (x + xk)dx

= Jvnllf + V2 +o(1)
E por um calculo analogo obtemos
[Vvallfz = IVt + [VVHE: +o(1)

Agora substituimos v por v {v _, e repetimos o processo. Se 1n(v 1Y = 0 tomamos
V) = 0 para j > 2 e obtemos o resultado. Se n(v!) > 0 obtemos V? e x? tal que
1
V2| > §n(v ) >0evi(-+x2) = V2 em H(RY). Definindo
vi=vl V(L —%2),

obtemos v? = {v2}%°_, tal que v4 (- +x2) — 0 em H!(RY) e portanto

villtz = Iva itz + [V2[IE2 + o(1)
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IVvillte = [Vl + IVV2[E2 + o(1)
Mais ainda temos
Xt — %% — o0 quando 1. — oo

Do contrério terfamos que |x}, —x2| ¢ uma sequéncia limitada e portanto a menos de uma
A ol : 1 2 d 00 d
de uma subsequéncia podemos assumir que x; — x5 — xo € R%. Para ¢ € CP(R),

temos que

J VL (e (2 — xh) 4 XL )P x) dx = Jv;(y X )Pl T dy.
Rd

Logo

lim Vi (x + (% —x3) +x5) —vn(x +x3,)] d(x)dx
n—)oode

= Tim | vy +xh) [6ly — x5 ) — b)) dx

n—oo JRd

= Jim | VA k) [90y — FxR) — @y Fxa) T 0y Fxo) — bly)] dx

n—oo JRd

= Tim | vy xh) |61y — x5 X — By + xo)| dx

n—oo JRd

Tim (v ezl b =3 +x1) = & +x0) iz =0

/A

Onde, na ultima igualdade usamos o Teorema da Convergéncia Dominada, o fato de que
[VE |2 ¢ limitada e v (- +x.) — 0 em H!(R?). Daf basta observar que C®(R?%) ¢ denso
em (H')" para obter que vl (- +x%) — 0 em H!(RY), e portanto, V?> = 0, o que é um
absurdo.

Por iteracao contruimos as familias {x’} e {V/} de modo que

K+1 ok :
Pt — x| — o0;

o V1T<L+1 _ Vﬁ VR _XlriJrl).

I

Vi () = VIR e viT I (- ) = 0;

VRl = v Iz + VIR 4 o(1);
o [IVvrlite = Vv HiIE: + IVVEHIEs + o(1);

Para mostrar que as sequéncias obtidas sao, de fato ortogonais, sejam j, k € N. Suponha,

sem perda de generalidade que j < k. Como



Capitulo 4. Blow-up e Concentracao de Massa 37

temos que
Vhﬁl(‘ + Xthl) _ Vk( _ Xl:l _I_X1T<l+1) N Vk+1.
Da ortogonalidade de {xX} e {x¥*1} temos que V¥(- —xX 4+ xk*1) — 0. Logo
k— k Kk
vk 1('+xn+1) YV +1.
Repetindo este argumento k —j vezes obtemos que

V(4 xE) = VK Vi < k.

Supondo que [xX — ] | seja limitada obtemos

limJ Vix +xM)p(x)dx = limJ v (x+ (XK — %) + %)) dp(x)dx
R4 R4

n—o0 n—oo

= lim J v (x + %) b (x)dx
n—oo R4
=0
o que implica que V¥ = 0. Absurdo! Logo [xJ, — xK| — co. Em particular, tomando
j =0, isso garante que V¥ € I'(v) para todo k > 0. Assim
v o= VH—xL)+vi
= VI —xL) + V3 —x%) +V?

n

.l
= Y Vi(-—x) +vh
j=1
e também,
Vall2 = [IVHIE2 + [[vallt: + o(1)

= VL + IVEIIE2 + vaitz + o(1)

1
= D IV + Ve +o(1)

j=1

Vvl = [[VVH[Lz + [Vp iz + o(1)

= [VVIE: + IVV[L: + [V T + o(1)

K
= D _IVVIiL: + V! +o0(1)
j=1
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Além disso, observe que {VnJn ¢ limitada em H'(R9), e logo, é limitada em L%(R¢), assim
!
D Vi <vali=<C
j=1

para todo 1 € N. Tomando o limite quando | — co na desigualdade acima, temos que

Z V|7, é convergente, o que implica que ||VI||;2 — 0, quando j — co. Pelo mesmo
j=1
motivo concluimos que [[VVI|2 — 0 quando j — oo e portanto ||VI||};p — 0 quando

j — o0.

Por fim, observamos que, por construcao, |[V'"H|1 > %n(v”l), e assim, quando
1 — oo temos n(v') — 0.

Para concluir a demonstragdo do lema falta mostrar (4.1). Para isso consideramos

uma funcao xg € S(R?) tal que
Xr(E) =1, se [E] <R, Xr(&) =0 se || > 2R.

Temos que

VL =0 %V = Xg * Vi + (8 — Xr) * VL,

onde 6 denota a medida de dirac no ponto 0. Fixando p € (2,2*) e usando imersoes de

Sobolev obtemos

18 —xr) *villte S 118 —xR) * Vi |liye

= (] lePp0-xenmherac)

R

=

2

[

_ ( |a|2(ﬁ—”|a|2(1—ﬁ(awa(a)ﬁda)z

(Br)©

=

2

N

( |a|2(ﬁ—”|a|2|v;(a)|2da)

(Br)©
< RPN,

1 1 2
onde 3 =d (5 — 1—)) < 1. Pela Proposicao 2.3.4, tomando 6 =1 — 1—), podemos estimar

2 1—2 2 1—2
I * ville < [Ixg Vi lIF X * villie” S VRl X * v ="
Agora, observe que

limsup [|[Xg * Vi |[te = sup limsup |xg * VL (%0 ).
n—oo {xn}CRd m—o0
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Entao

IR *VE (X0 )] = UXR(X)\)L(xn —x)dx| = UXR(—X)\)L(xn + x)dx]|.

Em particular o lim sup de qualquer sequéncia pode ser atingido por uma subsequéncia,
assim, tome {x,,,} tal que limsup|xg * v}, (xn)| = h]?l IXR * v}ik (xn, ). Da limitagao de

v}lk(- +xn, ) em H!(RY), temos que existe V € T'(v!) e uma subsequéncia tal que

Vi (X ) =V em H(RY),
e portanto
xR * V5 (xn )] < sup {UXR(—X)V(X)dX Ve F(vl)} , vn e N.
Logo
limjup [XR * Vi, (xn)| < sup { JXR(_X)V(X)dX Ve F(Vl)} :

Assim, pela definicao de I'(v') obtemos que

lim sup |[xgr * VY, ||~ < sup {UXR(—X)V(X)dX , Ve F(Vl)}

n—oo

Pela desigualdade de Holder, temos

limsup [[xg *v4 [l < lxelliz sup V]I, V € P(vY)}

n—o0

Note que

1

2
HxRHLz:m?RHng(J 1dx) ~ (m(Bax(0))
B2r(0)

S

C(R)

Assim, obtemos

limsup [|xg * vy [le < CRN(VY),  VI>1

n—oo

Finalmente temos

_ _2 _2 2
ville < RPHvi I 4+ CR) TP n(vH 7 [[vh ]I

Como ||V} |lir e |[VY[|r2 sdo limitadas, B < 1 e
C(R)'™ = (m(B2r(0)))* 7 = (m(Buk(0))

podemos fazer 1 — oo e em seguida R — oo para concluir que

[vi|[Lr — 0 quando 1 — oo.
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Uma vez estabelecido o Teorema de Profile Decomposition, podemos utiliza-lo para
obter o Teorema 4.1.2 a respeito de uma certa compacidade fraca em H!(R%), que se faz
util pelo seguinte motivo: Sabemos, pelo Teorema de Banach-Alaoglu que uma sequéncia
limitada em H!'(R¢) possui uma subsequéncia convergente na topologia fraca do espaco,
no entanto, a principio nao é possivel obter nenhuma informagao qualitativa a respeito
do limite fraco obtido. O teorema a seguir, apresenta algumas hipdteses adicionais sob a
sequéncia, a fim de obter informagoes adicionais sobre o limite fraco de uma subsequéncia.
Mais precisamente, é possivel obter uma cota inferior para sua norma em L2(R%), con-

cluindo, em particular, que o limite nao é nulo.

Teorema 4.1.2 (Compacidade). Seja {v,}°_, uma sequéncia limitada em H'(RY) tal que
limsup ||[Vvn|j1z < M e limsup [[vn|| 4., > m.

n—o0 n—oo

Entao, existe uma sequéncia {xn} C R? tal que, a menos de uma subsequéncia,
V(- +xn) = Ve H(RY)

d/4 4.
com V][> > (3%5) " = 1Qll=-

Dem. Pelo teorema anterior a sequéncia {v,}, pode ser escrita, a menos de uma sub-

sequencia, como

(x —x,) + VL (x)

HI\/]«-

tal que (4.1), (4.2) e (4.3) sao Vahdas. Isso implica que

1
D Vi(-—x))
j=1

+ vl

L3+2

HVTLHL%+2 < L4

4
Como Fl +2 € (2,2%), tomando o limsup e em seguida hm em ambos os lados obtemos
n—oo

1
limsup [[vn|l 4., < hm lim sup ZVj(- —x) + hm lim sup anH 4.

n—oo X n—oo X 4 X n—oo
j=1 Ld*?

!
= lim limsup ZV%—XL)

l—o0
n—oo ]:1 L%+2

Logo
442

ZV] _X])

j=1

lim sup || vy || d4 Zp S Jim Timsup
n—o00 —® n—oo

LE+2
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Mas observe que, a desigualdade elementar (veja Lema 5.2.3 no Apéndice)

1
D a
j=1
nos da que, para cada l >0 e cadan >0
1
JZVj(x—xiL)
j=1
< o 3 V=) [VE— x5 [ ax
Tk

= CFZWJ )| [VE (x40, — x5) 4 ax
Tk

4
at2 1

4 4
= layla? < C Y lajllanld,

j=1 j£k

4
d

+2 1
dx—JZ V]x x’ d+2dx

Tomando o limite quando n — oo, usando a ortogonalidade da familia {x’} e o fato de

que V¥(x +x), —xK) — 0, obtemos que, para cada 1 > 0

4
1 at? !
X . . . . 4.9
lim J (x—x))) dx—JZ‘VJ(x—xLHCl dx| =0.
n—o00 - .
j= j=1
Assim s
1 at? !
I Vi —x),) Vi[[it2 =0
Jim > VE=x)) = IVIET, =
=1 d4o9 =1

e portanto os termos mistos acima desaparecem e ficamos com

1
.4
limsup [[va]| 4,7, < lim hmsupZ IVIET2, = Jim 3 VI,
00 4= Ld

+2
n—oo Ld

Dessa forma,

o
é+2 149 449
md < limsup [lon |7, < Z V45
Pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg temos que

ad .4 .
ZH ]Hd,ﬁ < Ca) IVIIEIVVIR.

j=1
.4 s .
< Caswp {IVIIE} Y IV
) j=1

De (4.3) temos que

1
IVvnllfa = ) IVVIE2 + Vv Ee +o(1),

j=1
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e assim,
1
limsup |[Vva |2 = Y [[VVI[}> + limsup |V} [|2-
n—oo ].:1 n—oo
e portanto,
limsup |[Vvalf> > Y [VVI]s, vl 1.
n—oo .

j=1
Fazendo | — oo obtemos

[e¢]

E IVVI]|2; < limsup || Vv, |2 < M?
Portanto,
4
.4 mat?
V|4, >
8112111) Vil > CaM?

[e¢]

Como a série E V7|72 converge temos que o supremo acima é atingido por alguma V3o

j=1
. Tn1+% d
Vol > - ( )
2

Por outro lado temos que

tal que

e

+

1
m
ERLCILE

[N[=H

V(X +x9) = VIO (x) + ZVJ'(X—XL—I—Xi{)) + V0 (x + xJ9)

A ortogonalidade da familia {x} nos d4 que
Vi(-—x) +x°) =0, quando n — oo em H*(RY),
para todo j # jo. Logo, obtemos
V(- 4 xde) — Vio, quando n — co em H*(RY).
A sequéncia {x)°}*_, e a fungdao VI° satisfazem as condigoes do teorema. O

Observagao 4.1.3. A cota inferior para V em L2(R%) é tima. De fato tomando v, = Q

para todo n € N temos que a sequéncia obtida satisfaz as hipoteses do teorema para

m = [|Q[l 4. e M =VQl|r2

Observe que

d 2+d

o= (Joi) ™ = (Jor) = ()’

o
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Logo

d
4,49 4

d \ 1 mi+ts d HQHE;Q

d+2) Mt 1Qfl> = d+2) |VQJZ, Q=

Sabemos que Q € a funcao que atinge a igualdade na desigualdade de Gagliardo-Niremberg,

e logo,
412
|| H]_d+2 ||Q||]_2Cd ||(2||I_2 <d+2) = ﬂ
VQIE IQé \ d ¢

O que nos dd

Q] N
(a%3) HVQLHLQ It = |(g52) ()] 1t = e

Teorema 4.1.4 (Concentracao de Massa em H'(R%)). Assuma s = 1. Sejauy € HY(RY)

tal que a solugao correspondente de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0, e A(t) > 0 uma

fungdo tal que A(t)||Vu(t, )|z — oo quando t T T*. Entdo existe x(t) € RY tal que

lim ian hu(t,x)[?dx > JQQ
[x—x(t)[<A(t)

t—T*

Dem. Seja {t,}_, uma sequéncia tal que t,, T T* e considere a sequéncia

Pn ( )_pg/Q (n;pnx)

onde

IVQIr2

Pn = o AT
IVultn, )l

Observe que a sequéncia {\,,} satisfaz
Fnlits = [ p2hu(tn,puxPax

_ J|u(tn,x)|2dx

= [Juoll{e,
e como Vi, (x) = pﬁ/QHVu(tn, pnX), temos que
IVale = | pdVultn, pux)Pax

_ inwwtn,xwdx
= 02| Vultn)|2
= |VQIZ..
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Também pela conservacao de energia, temos

1 4/d+2

Elnll = [Tl — g a5
1 4/d+2
L N A A N e
2 [E(ult,))
02 [E(up)].

Logo, como ||[Vu(ty,-)||L2 — oo quando n — oo, temos

Em particular, isso nos da que

4/4d I d+2 d+2
Jim a7 = lim == Vullf. = == IVQ]?.. (4.4)

e assim, a sequéncia {1\, } satisfaz as hipéteses do Teorema 4.1.2 com

d
d+2 xdta
m— <—||VQ||L2> e M=|vQl.-

Consequentemente, existe uma sequéncia {x,} C R4 e um perfil V € H!(R¢) tal que
Y (- +xn) = Vem H' (RY),
ou seja,
P8/ *U(tn, pn - +xn) = V em H'(RY).

Dai, segue da Proposicao 2.2.2, que para todo R > 0

fim pd | ultwpax b )Pax s | Ve
[x]<R

n—oo |X|<R

Desse modo

lim supJ u(ty, x)Pdx > limJ lu(tn, x)|*dx
[x—y|<Rpn [x—xn|<Rpn

Tl*)OOyGRd n—oo

> J [V[2dx.
[x]<R

Usando a hipétese sobre A(t), temos que

Ron _ . QI R
n—oo A(tn) n—oo HVU(tn, ')“L2 A(tn)

=0,
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e assim,

lim supJ u(tn, x)?dx > lim supj [ (tn, x)2dx
Ix—yl<A(tn) Ix—yl<Rpn

n—oo yERd n—oo yeRd
> J [V|2dx.
x| <R

Esta desigualdade vale para todo R > 0, logo, fazendo R — oo e usando a caracterizacao

do perfil V obtemos

lim sup J I (tn, x)[2dx > JQ2dx
|Xfy|<>\(tn)

n—oo UERC‘

Como, para cada t € (0, T*) a funcao

= J lu(t, x)|*dx
Ix—yl<A(t)

é continua e se anula no infinito, podemos definir a funcao x(t) tal que

sup J lu(t,x)Pdx = J lu(t, x)?dx
yeRd J|x—y|<A(t) x—x(t)|<A(t)

obtendo-se que

lim J
0 ) x—x(tn) | <A(tn)
Por fim, sendo {t,,} arbitraria temos

[ (tn, x)[2dx > JQ2dx.

lim inf J
YT Je—x (1)1 <A(t)

o que conclui a prova. O

lu(t, x)[*dx > JQQdX

4.2 Concentracao de massa em H’(R?)

Nosso objetivo nesta se¢ao é demonstrar um teorema similar ao Teorema 4.1.4, mas para
solucoes em H®(RY), com s < 1. Devido & baixa regularidade desse espaco, a anélise
se torna mais delicada, principalmente porque a energia da solucao pode ser infinita, e
assim, a lei de conservacao de energia nao se aplica. O instrumento usado para contornar
esta dificuldade sera o I-método, que consiste em definir um operador linear limitado
de H*(R4) em H'(RY), a fim de regularizar a solucao. Utilizando o I-método, podemos
recorrer ao uso da energia da solucao modificada pelo operador, no entanto essa energia
nao é conservada quando o tempo varia. Apesar disso, provaremos um resultado de
boa colocacao modificada e quase conservacao da energia modificada, no intervalo de
tempo onde a solucao existe. Em seguida usaremos essa quase conservacgao para provar a

concentracao de massa em H*(R?).



Capitulo 4. Blow-up e Concentracao de Massa 46

Definicao 4.2.1. Definimos, para todo 0 < s < 1, o operador suavizante Iy : HS — H!

tal que:

—

Inu(E) = m(E)U(E)

onde

1, se g <N

s—1
(%) selel=3N

Com m(&) suave, radial e mondtona em |€|.
Proposicao 4.2.2. Valem as sequintes propriedades para In
Lo Inuffrz < fluffre

2. fullne < [Nl < NP2l

Dem. De fato,
Il = [InulfZs = [Jm- )2
_ J|m( £)a(E)PdE
< |mife | u(e)Pde
< ||ﬁ||%2=||ur|p
E também
sV
e = DY wlle = [+ 1-P3] ||, = a+1-Pa],.
H(1+|-|2)3m—
m|; 2
u .
H1+| Bdm (14 )
m ]_2

Observe que

e Se x| < N, entao

1+ |x? .
B2 1 e)s <1
m(x)
e Se [x| > 3N, entao
(L) ()7 e < I x|t

<1
m(x) N1-s N1-s
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Assim temos,
2\1 ﬁ 9y 51 2\ 1 ~
A+l B mE B2 <o+ Pima)
m L2 L2
LV
= H (141 )y
L2
= [IInullre
Por outro lado,
Inufle = Inuffee 4+ (Il
= [Inuffez + (|- ]2
= [[Inuflee + (I 720 P
Mas note que
e Se [x| < N, entao
X' m(x) < NPT
e Se [x| > 3N, entao
_ s _
X' m(x) = TN Ns,
Logo
Il = Inwflee + [ Inullyp < Juflee + NP2l < N8 u s
0 que prova a proposicao. ]

A seguir, provaremos os resultados de quase conservacao de energia presentes em [9],

relevantes para a demonstragao dos teoremas principais deste capitulo e do préximo. Para

tal, precisaremos fazer uso do I-método como ferramenta suavizante de uma solugao em

H*(R?), em seguida decompor sua Transformada de Fourier em frequéncias concentradas

em anéis diddicos e fazer uma andlise, caso a caso, de cada frequéncia localizada. Os

teoremas abaixo serao essenciais no estudo das interacoes entre as solugoes com frequéncias

altas e baixas.

Definigao 4.2.3. Dado T > 0, definimos a norma de Strichartz de uma fun¢do u :

[0,T] x RY — C como

sup HuHL{LE

uf|so =
! (p,m)

tal que o par (p,v) € admissivel.
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A seguir enunciaremos dois lemas, que serao usados nas demonstracoes dos Teoremas
4.2.7-4.2.9, e cujas demonstragoes iremos omitir, pois envolvem conceitos como teoria de
espacos de Banach invariantes por translagao, o que exigiria uma construcao que foge da

proposta deste trabalho. Sao eles

Lema 4.2.4. Para todo T,8 >0 eu,v:[0,T] x R® — C, existe uma constante c(d) > 0

tal que
Hu'VHLsz < c(d) <HD7%+6U(O)HL2 + HDf%M(iat + A)“HL%L%)
X (HD%_B\)(O)”LQ + ||D%_5(16t + A)\)HL%L%>
Dem. Veja [8, Lema 3.4, pagina 14]. O

Lema 4.2.5. Sejan € C®(RY) tal quen(x) =1 se x| <1 en(x) = x|~ se [x| > 3.
Defina para cada N > 1 e o« > 0 o operador ﬁo\‘,\f = n(%)"ﬁ?. Se Z,Xy, Xz, X3 sdo espacos
de Banach invariantes por translacao, T : X; X Xo X X3 — Z € um operador tri-linear e

existe &g > 0 tal que vale a desigualdade
IFET (wn, uz, us) |z <l [lua flx, [[Frusllx;
para todo 0 < o < oy, entao vale a desigualdade

IFRT (w1, vz, us)l[z S flua flx [[uallx, [FRus]x,
para todo N > 1 e 0 < o < g, a constante da ultima desigualdade nao depende de N.
Dem. Veja [10, Lema 12.1, pagina 30]. ]

Definicao 4.2.6. Dado N € {2¥; k € N} definimos o operador de projecio de Littlewood-
Palley por

—

Pnu = X{IN<|g|<2N} u(é)

e denotamos uny = Pnu.

Teorema 4.2.7. Se u(t) é uma solugao de (1.1) com d =2 no intervalo de tempo [0, T]

e N; > N, entao temos

1
Ni\ 7
o, e < € (1) Il
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Dem. No Lema 4.2.4, tome d = 2, u = un,, Vv = un, ¢ fixe 8 > 0 tao pequeno quanto

necessario. Observamos que
D72 Pun, (0)[l2 = [l - 172" un, (0) |2

< (Ng) =24 [[@(0)

= (N2)" 2 u(0)])2

N

(N2) ™2 |uso

onde na tltima igualdade usamos o fato de que (2,00) é um par admissivel. Por outro

lado

Y ES -5
ID™72 (10 + AJun,lliiz = D72 ([ulPuw)n, e

_1
S (No) 2l

[l

_1
(N2) ™ [l o ullpee

N

_1
(N2) 2+M2HuHL§L§

_1
S (No) 27 [uflso

onde M esta definido como no Teorema 3.2.4 e (6,3) é um par admissivel. Uma anélise

similar nos da

a1 1_
D2 Pun, (0)]|2 < (Ng) 2 [lu|se

a1 5. 1
D722 (10¢ + A)un, [lLie S (N2 [Jullsg
portanto pelo Lema 4.2.4 temos o resultado. O

A seguir, mostraremos o resultado de Boa-Colocacao Modificada, que relaciona o
Tempo de existéncia da solugao do Problema (1.1) em H®(R?) com a norma de Inug

em H'(R?). Lembre-se que (6>5\u(<i) = (1 +[E%)%/20(E).

Teorema 4.2.8 (Boa-Colocagao Modificada). Sejad =2 €0 < s < 1. Dadouy € H*(R?)

eiste um tempo T = T(||In(D)ug||12) > 0 € uma tnica solugdo u de (1.1) tal que

w e C([0, TI; H¥(R?)) N L7 ([0, TJ; H*P(R?))

4 4

onde (p,r) = (m7 1—_5) Além disso a solucao obtida satisfaz

M (D)ulso < Cl[In(D)uoll2 (4.5)
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Dem. O argumento é similar ao da prova do Teorema 3.2.4, exceto pela escolha de T e M,
assim, evindenciaremos apenas as diferengas. Para cada T, M > 0 considere o conjunto

E(T,M) dado por

E(T,M) = {u e C([0, TI; H*(RY)) N L7([0, TI; H*P (R?));

Iy = sup [[u(t)]fns + [l grer < M}
te[0,T]

onde (p, 1) sao dados no enunciado, e considere a aplicacao

t

O(u)(t) = e'Puy + iJ e =S)A (lufu)ds.
0

Da demonstracao do Teorema 3.2.4 temos
[P+ < cfuollns + cT*[full5.

Nesse momento, diferentemente do Teorema 3.2.4, tomamos M = 2¢||In (D)g]| 2 € temos

M -
o)y < o +cT*M?

Tomando T = col|In (D)u0||z2% temos
|@(W)[l+ < M.

Isso mostra que @ estd bem definida de E(T, M) em E(T,M). Por fim nos resta provar
a estimativa (4.5). Primeiro observamos que, adotando a notagao do Lema 4.2.5, temos
que, se N = 1, entdo n(x) ~ (x)~!. Logo, usando a regra de Leibniz (Teorema 2.6.8),

obtemos
IFED) (uPw)lle S DY *(ufu) |z

N HuHLngHUHL;*LQH<D>1_““HL§L§

S ||u||L§L§Hu”L%LQHFix(D>uHL§L§

AN

lulfege llcgre Pyl s

para todo 0 < « < 1, onde na tultima desigualdade usamos a comutatitatividade dos

operadores definidos como multiplicadores de Fourier. Usamos o Lema 4.2.5 para obter
InD) (Wl = [FN (D) (ulw) e

S Il lullee IFN e (4.6)

S llEsre v (D)l

< M|In(Djufso.



Capitulo 4. Blow-up e Concentracao de Massa o1

Combinando essas desigualdades temos

MnDuflso < IIn(D)uoll2 + [In(D) ()2

< IIn{(D)uollz + MP[|In(D)uso

~Y

e observando que @ é uma contracao temos que cM? < 1, logo
IIn(D)uflse S [[In (D)ol

o que conclui a prova. O

Teorema 4.2.9. Assuma d = 2. Se u(t) € solugdo de (1.1) no tempo de ezisténcia [0, T]

e N1 = Ny, entao para todo N temos

N

1
-
[In(D)un, - In(D)un, [[r212 < C (_N > ||IN<D>U||§g
1

Dem. A demonstracao ¢ analoga ao do Teorema 4.2.7, tomando, no Lema 4.2.4, d = 2,

u = In(D)un,, v=In(D)un, e usando a desigualdade (4.6). O

Observacgao 4.2.10. A prova do teorema acima € andloga se substiuirmos quaisquer das

UN; por un;.
Proposicao 4.2.11. Dados M, N > 1 temos que

TN [eez2) < ClIn(D)uml[L2 @)
onde a constante C > 0 nao depende de M.

Dem. Dado x € R? temos

m(&)um(E)ldE

Inum(x)] < J
IM<|E|<2M

1

meM Ty (BB ()ldE

1 1 —
< | {am< e <omf{jmam
1
S M (D)umllz

= [In(D)umlle.

Tomando o supremo sobre os x € R? temos o resultado. O
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Proposigao 4.2.12 (Férmula de Parseval). Dadas fy,...,f; € S(RY) vale que

J fl(x)---fj(x)dx:J f(E) - 5(E,)dE
Rd *

j

j
onde *; = {(51, &) € RY; Z &= O} e d§ € a medida de superficie neste hiper-
i=1

plano.

Dem. Facamos inducao em j. Para j = 2, pelo item 5 do Teorema 2.4.9, temos

~

J f(x)g(x)dx=J f(a)gv(a)dazj fE)g(—&)de.
R4 R4

R4

Fazendo a mudanca de variavel &1 = & e & = —¢& temos

J F(x)g(x)dx = J fle1)g(Ea)dE
Rd E1+&2=0

onde d& é a medida da reta {&; + & = 0}. Suponha entao que o resultado é vélido para
algum j > 2 e sejam fy, ..., f;, fj_; funcoes. Definindo g = fj - fj;, temos

r

j £ (%) -5 (x) - Faa () dx = (&) §(E)dE
Rd JEi1+-+E&5=0

r

= Cfu(&r) ey e Fy () dE
JEi++E=0

r
—

= ) ﬂ(&)---JfAj(n)-fj+1(£j—n)dndé.
L1t &=

Fazendo a mudanga de varidvel & =mn e &4 = E,) 1 temos E:)- =&+ & e

defl(x)---fj(x)-fm(x)dx — FU(E)) - F(E) - Foa(E51)dEsdE

J'£1+---+€.j+1—0

J FL(E2) - T (&) - Fron (£10)dE
&1t +E501=0

onde d§ é a medida de superficie do hiperplano {&; + ... &1 = 0}
]

Proposigao 4.2.13. Seuy € H*(R?), s > 0 e u(t) € solugdio de (1.1) correspondente, no

tempo de existéncia mazrimo 0 < T* < oo, entao:
C(T* — )72 < || Inu(t) |1

Para algum C > 0.
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Dem. Basta usar a taxa de blow-up obtida no Proposicao 3.2.16 , e a Proposicao 4.2.2,
para obter

CT* = )75 < )]s < [[Tnw(t) 1o

]

Definicao 4.2.14. O pardametro de blowup associado & norma em H®(R?) da solucdo €
At) = sup [Ju(t)|lms
o<ttt
Definimos também o parametro de blow-up modificado por

() = sup [Inuufro
o<ttt

Teorema 4.2.15. Eziste um sqg < %ﬁ tal que para todo s > sq existe um p(s) < 2
tal que se uy € HS(R?) e u(t) € solucao de (1.1) correspondente, no tempo de existéncia

mdzimo 0 < T* < oo, entdo para todo T < T* existe um N = N(T) tal que:

[Elnryu(T) < Co(A(T))P) (4.7)

p(s)

com Co = Co(s, T*, ||uo||lns). Mais ainda, N(T) = C(A(T))20=5.

Observagao 4.2.16. Em [9] p(s) € dado explicitamente por:

642
2= —(44+2)(1—5s)

p(s) = 2(1—s).

Para provar o Teorema 4.2.15 deveremos fazer o uso do resultado do Teorema 4.2.18

a respeito da quase conservacao da Energia Modificada.
Observacao 4.2.17. Na prova do proximo teorema estabelecemos as sequintes notacoes:

e Dizemos que A < B se existir uma constante ¢ > 2, universal, isto €, que nao

dependa de A ou B, apenas da formulacdao do teorema, e tal que A < cB.
e Dizemos que A~B se A< B eB < A.

e Dizemos que A K B se existir ¢ > 2 tal que cA < B.

Teorema 4.2.18. Se u(t) € solugao de (1.1) no tempo de existéncia [0, T] C R, entdo

para todo N > 1 temos

sup [E[Inu(t)]] < [EMnw(0))] + CN~2 [|In(D)u(0) |3 + CN72" [ In (D)u(0)]|5:
t€(0,T]
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Dem. Em vista de (4.5) é suficiente limitar E[Inu(t)]—E[Inw(0)] uniformemente em [0, T]
em termos de ||In(D)u| so- Observe que a quantidade a ser limitada, representa o quanto
a Energia da solucao modificada varia no intervalo [0, t],e que é conservada quando s = 1.

De maneira similar a Proposi¢ao 3.2.8, podemos aplicar o operador Iy & equagao (1.1) e

obter
d —
EE[INu(t)] = —Re( InOu(AInu + IINu!2INu)dx>
J
.
= —Re< INatu(AINu—i—iINatu—lr!INuI2INu)dX>
J
.
= —Re( INatu(—IN(IuFu)+|INuIQINu)dX>
J
= Re (J InO0eu(In (Jufu) — IINuIQINu)dX) .
Se considerarmos as nao-linearidade g(z) = |z|*z, temos g(Inu) # Ing(uw) em geral,

logo, a variacao da Energia Modificada é limitada em termos da diferenga entre a nao-
linearidade aplicada na solugao modificada e o operador I aplicado na nao-linearidade.

Integrando em t temos

rt
Ellau(t)] — Elleu(0)]] = %E[INu(t)]dt'
JO
rt
= Re (J InOcu(In (Jufu) — IINuI2INu)dx) dt‘ (4.8)
JO R4
rt
< (J InO0eu(In (Jufu) — !INuIZINu)dX> dt‘
Jo R4

e usando o Lema 4.2.12, obtemos
J INOculInufInudx = J InOcu - Inu - Inu - Inudx
R4 R4
— | Towle) - Rulg) - Tule) - (e de
*4
e de maneira similar & demonstracao da Proposicao 4.2.12 obtemos

J TNow(In(uPwdx = | Tndew(In(fufu)dx
Rd JRd
= | INow(e)) - mEDuPu(E))de,
d“5,1+5,1
— | Tet(E)  m(E) (P ) ()
d“£1+51
— —INatu(aI)-m(a})J (£, — n)T(n)dnde,
[Rd

Je+&;
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Fazendo a mudanca de variavel n = & e £ — n= £, temos

J Tedu(In (u2wdx = TNOn(E)m(Es + E)(Es) - [uP(£:)dEadE,
R4 JE1+E2+ &2
= CTNO(E)M(Ey + Eo)T(E) - (T # W) (E,)dEodE,
dn€1+£2+52
_ ~—INatu(anm(aQ+éz)a<az)j (€, —n)iiMn)dn
JE1+E+Es R4

Fazendo novamente uma mudanca de variavel n = &3 e &4 = F:z —1 temos
| T uPuax = | m(ea + & + £ NBu(e G Ea)Ea £ e
R

*4

multiplicando e divindo a expressao dentro da integral por m(&,)-m(&3)-m(&4) obtemos

e B few() Inu(E) NG £ dE

JRd IndeulIn(jufu)dx = L (5] - m(Es) - MED

assim a expressao (4.8) fica limitada por

<[] [ (-t —) O Tl Tl ) At
Logo
Ellyu(t)] - Ellau(0)]] < E, +E,
onde
¢ m(&;) e T e T
e =] | (- e ) Bl e Tl T4z
‘
‘ m(&,) —_— = =
e || | (- i) N £4) o) T ) T e
Considere agora Ni,...,Ng € {25 k € N} e seja 15 = u, como na Definicio 4.2.6.

Para abreviar a notagao utilizaremos, sem risco de confusao, m; = m(§&;) e Inu = Iu.
O restante da prova consiste em estimar os termos E; e Ey, concentrados no suporte
das u; em termos do parametros Nj, e obter uma limitagao somavel, a fim de estimar a
integral em todo o espaco. Consideramos ainda que as L/L-N\] sao reais, nao-negativas. Do
contrario estimamos separadamente sua parte real e imagindria, e sua parte positiva e
negativa. Como o teorema exige uma limitacao para todo N > 1, o argumento se baseia
em considerar todos os diferentes casos de N e comparar o seu tamanho em relagao aos

N;. Para tal, usamos os seguintes lemas
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Lema 4.2.19. Seja uy € H3(R?) e u(t) a solugdo correspondente de (1.1) no intervalo
[0,T). Entdo

t — — — o~
J J (1 _ m*) A (1) Tty (£2)Totg (£ Ty (£4)dEt

0 sz - My

< N2 |[In(D)ufld HNU—

Dem. Primeiro notamos que por conta da Observagao 4.2.10, os conjugados complexos
acima nao vao interferir nas estimativas. Além disso, o simbolo que multiplica o integrando
é simétrico em relacao aos fatores msy, mg e my e assim, nao ha perda de generalidade em
supor Ny > N3 > Ny. Definimos, a priori, uma constante universal K = 24.
Caso 1: N > KN,
Nesse caso, observamos que no hiperplano %4 temos & +&;+ &3+ &4 =0, e %Nj <& <
2N;. Logo
ENy < Il < 8ol + el + [Eal < 6N,

entao

12

logo

K
2N, :ENl < N.

Pela definicao de m(§) temos que m(&;) = m(&z) = m(&3) = m(&4) = 1, o que nos dé

t — o~ — —
J J (1—*) TAw, (1) 0ty (£) Tty (£) s (£4)dEE | = 0
- my my

0 .mg.

e obtemos a limitacao desejada trivialmente.

Caso 2: KNy > N > KNj
Nesse caso, N > KNj3 > KNy, o que nos dd m3 = my = 1, e Ny > N3 = Ny > 2Nj3

(lembre que os Nj s@o poténcias de 2), e logo,
1
§N1 <& < [&l + &3] + &4l < 4Nz + 2Ny < 4No,

e portanto

N; < 8Ng,

N



Capitulo 4. Blow-up e Concentracao de Massa o7

assim, pelo Teorema do Valor Médio temos

1 my < ’m(éz)—m(52+53+54) < ‘Vm(E,Q) (&3 + &4)
Mo - M3 - My - m(&s) N m(&;) '
Como
Vm(&,) 1
< <N <
1&g + &al < |E3| 4+ 184l S N3 e ‘ m&) |~ N,
temos
1™ | Ns
mso-Mms-my| ™ Na

Por outro lado, levando em conta que o suporte das u; se concentra em torno de N; temos

J A, (£1) T (£5) T (£5) Ty (£4) J &2 Tuty (£1) T (E2) T (E5) Tita (£4)

[ e T e Rt sl )£

J (D) 1ty (£1) i (£ oty () oty (£4)

SNy

Analogamente, renormalizamos as 1 restantes para obter que a quantidade

| J (1 _ %) ﬁ(al)@(aﬁﬁ(ag)@(mdadt'

0 sy - My
¢ limitada, a menos de constante por

4

(LM

=1

—Np (Ng - (Ng) - (Ny)) ™

Usando novamente a Proposi¢ao 4.2.12 e Holder no tempo e espaco, obtemos que a ex-

pressao acima ¢ limitada por
SN (N - (Ng) - (N3)) ™ D) - LD sl [ 10D)uz - ID)wi v

que, por sua vez pode ser estimada, pelo Teorema 4.2.9, obtendo

[V

N /N3N .
RN (NG () - (N (R Dy

Utilizamos, agora as estimativas obtidas para N e Nj, para simplificar a cota acima.
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Temos
1
N 1 [ N3Ng\?2 3 _ 1_
N (Ng = (Ng) - (Na)) ™ (5 < NG ZTNGINZT(NG) T2 N?
No N1Ny
< ONTEENGINENG T (NG) 3N
~ 5 NEN37(Ny) 1
1 1
S ONTEINGINGNGT (NG 2 NG NG
= NTIFNITNI NI (N,
4
— N5+ 0—
= NN
j=1
assim chegando na desigualdade desejada.
Caso 3: KN3 > N e N1 ’\’NQ
Primeiro devemos obter a seguinte estimativa
'1 o my < my
mo - M3 - My mo - M3 - My
De fato usando o Lema 5.2.4 (veja o Apéndice) temos
2 S P S P < EoPPls7) ggBlsm) g Bls )
Ns—INs—INs—1 = N3B(s—1) + N3(s—1) T N3(s—1)
_ (|52|+|a3|+|a4|>3“”
~X
N
_ (&l gl €N
h N
s—1
_ (T
N
Em particular isso garante que my - ms - my < my; < 2my. Logo
0<1< L7
my - Mg - My
e
__m <1— m < m
My - M3 - My Ty - M3 - My o - M3 - My
o que nos garante a estimativa desejada. Veja também que
1
m 1 [ N3Ng\?2 m; N
—— Ny (NoNg (N <N3N4) - —
M2 M3y 1182 moNZ mgN2 my(Ny)ztN?
< m1N2
~ 3_ [ 1
m2N22 m3N§ m4<N4>2 Nl
my
N P NG LN
m2N2 m3N3 m4(N4>2 Nl
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mas longe da origem temos

gt
- Ns—l

que ¢ crescente quando s > 1/2 e limitada inferiormente por 1. Por outro lado se j = 2,3

entao

1 Intl 1 1
myNG =& INTENG 2 NG,

Logo
my 1 3 1 —1

1_ 1. Y T

m2N22 m3N§ TTL4<N4>§+N12 ]\”\]12

Como nesse caso temos N; ~ Ny > N3 2 N, entao

—

N7EFN2TN; 2 SNTEFN

W ol

Ny 2 NOT S NTEPNDTNG NG NG

Do mesmo modo do caso anterior podemos renormalizar as u;, usar Holder no tempo e

no espacgo e o Teorema 4.2.9 para obter

t — o — —
J J (1—%) —mul(al)Iug(&)lug(ag)1u4(a4)dadt‘

0 M3 - My

4

< N7 Iy <D>u“§g 1IN

j=1
Caso 4: KN3 = N e N3 ~ N2

Abordamos esse caso de maneira similar ao caso 3. Usamos novamente a desigualdade

my my
1— <
Mo - M3 - My My - M3 - MMy

e observamos que

1
§N1 <& < & + &3] + |&4] < 6No < Ns.

Logo N; < Nj, e assim,

m IANAVAE A NE
—1N1 (N2N3(Ny)) ! (N1N4) = 3 . §i 1
mMoeMszMy 2IN3 1’r12]\]22 m3N32 m4(N4>§+

%,
< 1
_ NT
m2N2 mgNé N2N3

N
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Usamos novamente as estimativas entre N, N; e N3, para conseguir

NS
NNoN3 ™ N%NQ
NI
— N+
N,
_3 _
< NEN
S NTENENENGNG-

4
e N
)
j=1

Novamente renormalizando as u;, usando Holder no tempo e espaco, e agrupando, desta

vez
IT{D)u - D)2z e IT{D)us - [D)wallrzez

e usando a Proposicao 4.2.9, obtemos

t — o~ — —~
J J (1—%) —IAul(al)IuQ(az)Ius(ag)Iu4(a4)dadt‘

0 Ty - My

< N2 In (D)l HNO—

o que conclui o caso 4. De fato isso é suficiente para concluir a demonstracao do lema,
pois se tivermos N3 < Ny entao isso obriga Ny ~ Ns, portanto os quatro casos acima

cobrem todas as possibilidades.

Para estimar o termo E, fazemos uma mudanca de varidvel para obter

E2:

t m(él) 22 ~ _ —
. 1 — —————— ) InuPu(&) Inu(Eg) Inu(Es ) Inu(Es ) dEdL
E1+&4+E5+E6=0 my Mg

.m5.

e observamos que

—

In[uPu(é;)de =

L}+a4+a5+a6—0 L}+a4+as+aa—0

L}+a4+as+aﬁ—0 Rd

Fazendon =&z e 62 E,l 1 temos

—

In[uPu(E;)dE = m(&y + &3) (T * W) (&2)T(E3) dEsdE

J‘{2+&3+£4+&5+£6_0

_ J M)+ & U T(E)U(E) de

Jr€1+54+£5+56_0
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onde a tultima desigualdade é obtida de forma andloga. Denotamos, entao, mys3 = m(&; +
&2 + &3) e N3 tal que
—N123 |E1 + & + &3] < cNigs

para alguma constante ¢ > 2 e temos o seguinte lema.

Lema 4.2.20. Seja uy € H¥(R?) e u(t) a solugao correspondente de (1.1) no intervalo
[0,T). Entdo

0 M5 - Mg

J J <1 — &> mio3 (i(&)@(&z)ﬁ(&)) @(54)@(55)1/1?6(56)d€dt‘
*6 my

<N In (DS, HNO*

Dem. A prova serd feita através de uma andlise caso a caso, similar & do Lema 4.2.19,
novamente observando que nao ha perda de generalidade em supor N; > Ny > N3 e
N4 > N5 > Ng. Fixamos, novamente, a contante universal K = 12c e temos

Caso 1: N > KN,

Nesse caso observamos que

—N123 1E1 + & + &3] < &4l +1E5] + [E6] < 6Ny,

e assim,

6
N2z < 6cNy < ?CN;

o que nos da

K
2N; = —N; < N.
6¢

Pela definigao de m(&) temos que myo3 = m(&y) = m(&;) = m(&) =1 o que nos dé

[ (1 e ) i (e e ) ) s T i )1 =0

0 - M5 - Mg

e obtemos a limitacao desejada trivialmente.

Caso 2: KNy > N > KNj;
Como garantimos N > KNy > KNg temos ms = mg = 1. Logo, pelo Teorema do valor

médio temos

23
my - My - Mg

1—

< ‘m(&) —m(& + &+ &)

my

< Vm(&y) - (&5 + &) N5
= my ~ N4
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Assim

6
LG (1 _ %) M (T (8T8 &) ) [ o (2

. m5 . m6 j:4

6

S [ e (@e0TETE) [T

*6 :4

N — | — 6~
S (<N1><N2>)_1N—i J Mio3 ((Dﬁ_tl(aﬂ<D>U2(£2)1TS(E3)> HIUj(Ej)dE
*g =4

_ ~1Ns m(él) e e S~
= ((N;)(Ny)) 1N_4 L~1+£4+&5+a6m(l(D}ul*I(D)uQ*Iug)(él)gluj(aj)di.

Por hora, vamos retirar as fungdes mis3 e mymyms da integral a fim de compactar a
notacao. A rigor todo o calculo a seguir deveria ser feito dentro da integral. Renormali-

zamos apenas os termos uy e Us e usamos a localizacao de |&4] e |&5] para obter

_ N5 m)  — e ~ o
= ((N1)(Na)) 1N_4 Ll+£4+£5+a6 W(I<D>ul*I<D>u2*IuS)(al)EIui(‘ij)da
t 6
S (N Na)N,(N) 7 2T j | 1Dyw1op [ THop
j=4

-1 & mMi23

< UNDMNINafNs)) - e = -

D) D) uplwsTug [ r2r2[[I(D)ws - (D)uslrzrs

1
1 N5 [(N5\2 m _ —
< (NN R () D) (D Tl 1D}y

onde nas ultimas duas desigualdades usamos Holder e o Teorema 4.2.9. Agora usamos

novamente Holder e a Proposicao 4.2.11 nas fungoes Ius e Iug, para obter
D) KD)uslsTug |22 < |[KD) WD) wal[ 22 || Tus || Leore [ Tug[ e
SO IKD) | pacs [HD)ua || Laps [[I{D)wa][ oz D) us || o2
e como os pares (4,4) e (2,00) sao admissiveis, temos
D)W ID)us Tt Tug 22 S (D)l 50-

Por fim, nos resta limitar as quantidades envolvendo os termos m; e Nj acima. De fato

temos
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Como no caso 3 do lema anterior temos m; <Ej>% limitado inferiormente por 1 e m(&) < 1.

Além disso Ny > N3, logo

1 1
1 N5 (N5\2  mygs 1 Ns (N5\?
N1 (N2)Ng(N3)) ™' == (== S (N T2 (NG(Ns) ' =2 (2
(NN RE () I e (1)
(N2
= (Ni)77——
Ni
1_
1 2
S Ny §,5
NG NG
< N5ZF(N{N;...Ng)*™

portanto obtendo

[ (1 Y i (e e ) ) o) ) )

0 - M5 - Mg

6
< N2 In <D>qug [N
j=1

Caso 3: KN5 > N > KNg.

Como no caso 3 do lema anterior usaremos a estimativa

Mi23
~ 9
my - My - Mg

Mi23
my - My - Mg

-

e seguimos os mesmos passos do caso 2 acima para obter,

[ (1 Y i (e e ) ) o) ) i)
*6 My

0 M5 - Mg

[N

My23

N
< <N1>7%(N4N5)71 ( 5) UE——
my - My - Mg

N, ||1N<D>u’|§g_~

Agora observe que, como no lema anterior, para j = 4,5 temos

D=
D=

TTL)’N- > Nz,

—

Logo, reorganizando os termos, usando as limitagoes sobre N e Nj e observando que nesse
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caso mg = 1 temos

[N

Ne 3-
<N1>7%(N4N5)71 = B i- mlug
N my - M5 - m 3 2" 1
4 4 M5 - Mg muNZ msNZ mgNy(Ny)2
< 1
~ONNG(N)z
1
< T

NNGTNG (N2
N=2F(N;Ny...Ng)°™

AN

o que conclui o caso 3.

Caso 4: KNg > N. Analogamente ao caso anterior obtemos

[ (e ) s (et i(6) ) () T i )
*g my

0 s M5 - Mg

1
1 _ N 2 925
< (Np)72(N4N5) ™ (N_i> WﬁimﬁHIN<D>qug

no entanto, neste caso temos

1 1
my; N2 2 N2
para j =4,5,6. Logo,
1 1
_1 1 (N5\2 m Moz NZ
<N1> 2(N4N5) 1 (N_5> 123 _ — l1J2r3 6 ; :
4 My - M5 - Mg m4Njf TTL5N§ m6N§N4<N1>5
< 3 N62 1
™ ON2(Nj)2Ny
%
< TS
N2-N72"N4(Ny)z
1
2
<
N2-NET (NG
< ONTENGT(NG
< ONTPF(NGNy . Ng)™
o que conclui a demonstracao do lema. O

Com o resultado dos Lemas 4.2.19 e 4.2.20 podemos estimar a variacao de energia.

Considere k = (ki, ks, ks, kq) € Z* e Nf¥ = 2. Pela decomposicao de Littlewood-Palley
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temos

—

J J (1 - m(&) )—INAu(aI)@(mﬁ(ag)@(mdadt'
E m(E»Q)

0 -m(&s) - m(&y)

t — — — —
N (1—L) Aty (1) Tty (8 oty (£0) Ty (£4)dEdlt
0 Jxy kezA My - M3 - My

Observamos agora que basta considerar os termos Nj maiores que 1, isto ¢, os termos da

forma Nj = 2% com k € N, pois abaixo disso a definicao de m(§) nos d4

m(&) _
(1 B m(&y) - m(&s) - m(E4)> =0

e obtemos a cota trivialmente. Logo,

t —/\ —_— 2 —
JJ Yy (1—%) [Ay (&1) T (82) Tungy (£5) T (£4)dEdlE
ez 2

0 Mg - My
< ” Z(1 ™ )I/\Au(a Tty (£2) Tt (£) Tiings (£4)dEALE
- k k k k
= o da S my - My - My NFLELIEENGLG2IEENG LG8 TN Lo

4
_3 _
< N 2+|’1N<D>U||§g > TNy

keNt j=1

e da mesma maneira obtemos
_ 9+
E2 SN2 [In(D)uflse
o que conclui a prova do teorema. O

Demonstracao do Teorema 4.2.15. Se s > 1 tomamos N(T) = 400 e temos In(T) =
Identidade, para todo T. Como a energia em H%(R?), s > 1 é conservada e portanto
limitada, o resultado segue trivialmente. Restringimos entao a atencao para s < 1.
Considere &; = 3/27 e &y = 27. Fixe s € (sg,1) e T > 0 préximo de T*. Seja
§ = c(Z(T)) % (Lembre-se da Defini¢ao 4.2.14). Note que & é o tempo de existéncia
da solugao com dado inicial uy € H*(R?), onde |[Inug|yr = Z(T), que é o maior valor
que || Inu(t)||}: assume até o tempo T. Logo o intervalo [0, T] pode ser particionado em

] intervalos, de tamanho menor ou igual a §, onde o resultado do Teorema 4.2.18 vale

J
uniformemente, isto é, [0, T] = U I; onde Ij = [tj_4, t;], com
j=1

N (D)wlty)]l2 < Z(T)
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e

sup  [Elnu(t)]] < [EOnu(t—)ll + N7 In(D)ultj—1)) |3 + N7 || In(D)ultj—1)|/5

tE[tjfhtj]

S [EInu(t- )l + NTEZ(T)* + N72L(T)°,

~J

Logo

J
sup [ElInu(t)l] < Z sup |E[Inu(t)]]

te[0,T] i—1 teltj_1,t]
J—1
= sup |E[Inu(t)]] + Z sup |E[Inu(t)]|
telty_q1,ty] j—1 telti—1,t]
J—1
S sup  [E[Inu(t)][+ N"UZ(T)* + N7 L(T)°

=1 teltj_1,t]

< JEINu(0)])] 4+ J(NTUZ(T)* + N~ Z(T)9)

T
observe que | = Cg e T < T*. Logo,
T —x 4 — o 6
sup [E[INw(t)]] S [E[Inw(0)]] 4+ = (NTHZ(T)" + N7 (T)7).
t€l0,T]

Pela escolha de 6 e usando a Proposicao 4.2.2 obtemos
[ENu(T) < N2U-8) o N=M g (TS 4 N2 g (T)0+5

Ainda pela Proposicao 4.2.2 temos

2

|E[INLL(T)]| g N2(1—s) + N—oc1+(4+%)(1—s)/\(—l-)4+§ + N—oc2+(6+%)(1—s)/\(—l-)6+§'

Como essa estimativa é valida para todo N podemos tomar N = N(A(T)) como
6+2
N — /\m27(4+%)(175)7
obtemos que o primeiro e o terceiro termo da desigualdade acima sao iguais e o segundo

termo tem um grau menor do que os outros, portanto,

[ElN(Mu(T] S A(T)PE)

~

6+ 2
Xy — (4+2)(1—5s)

onde p(s) =

. Para concluir, a fim de ter p(s) < 2, devemos ter

10s® + (ot — 6)s — 4 > 0.
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Substituindo oy = 2~ temos
1411
S>sQq=—"—
5
o que nos da o resultado. O]

Teorema 4.2.21. Assuma d =2 e s > sq. Seja uy € H¥(R?) tal que a solugdo corres-

ponde w de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0. Entao existe uma sequéncia tn, T T* tal

que a sequinte afirmacao é verdadeira: Eziste V. € HS(RY) com |V|[r2 = ||Q|lr2 e uma

sequéncia {pn, xn ), C R* x R? satisfazendo:

(NI

pn S AT —ty)

Para algum A > 0, tal que

PnW(tn, Pn - +xn) =V em H*(R?)

Dem. Escolha {t,}_; tal que t,, T T* e valha:

u(tn)llns = sup [fu(t)]lns = Altn)

<<t

Tal sequéncia existe porque lim sup [|u(t)||s = co. Durante a demonstrac¢ao consideramos

t—T*

N = N(t,,) dado pelo Teorema 4.2.15. Escolhendo

ll)n = pnINu(tna an)

onde
_IVQ
" Inu(tn, e
A Proposicao 4.2.2 nos da
IVQ[l=_ IVQlle>

Pn & =
Hu(tnu ')HH5 /\(tn)

Do Propposicao 3.2.16, podemos concluir que
C(T" = )72 < | Inw(t) 1,

logo,

[N

T —-t)d>—
( ) [ Inw ()1

assim

IVQ|2C(T* —tn)? > pn,



Capitulo 4. Blow-up e Concentracao de Massa 68

e portanto

Nl

AT —t,)2 = pn.
Observe que a sequéncia {\,,} satisfaz
Fonlits = [ p2lIuta, pux)

_ JrlNu(tn,x)de

= [Inulta) ({2 < ulta)[ff2 = [fuollf-
e como Vi, = p2 VInu(t,, pnx) temos

:
IVUnl?: = | [Vn(x)]Pdx

= | pAIVINU(ty, pux)Pdx

= | PRl VINu(tn, x)[Pdx

= piIVInu(ty)|l2
[VINnu(tn) s
— v 2 L
Vel ITnu(tn)] %,

Observe que pelo Teorema 4.2.15, a escolha de {t,}3°_; garante que N(t,,) seja crescente,

obtendo, entao, que ||[Inu(t,)||r2 é uma sequéncia crescente, e pela Proposicao 4.2.2 é

limitada. Como ||[VINu(ty)||f: — 0o, temos que

[Wnlle: < luollz e lim [[Vipn |2 = [[VQ]|r2.
n—o0

Mais ainda, pelo Teorema 4.2.15 temos que:

1 1
Eall = [JIT0alis — flhonlt

1 1
= |3t ~ o Tl

4
02 |E(IN(tn)u(tn))}

< pnCo(A(tn)) s)

< Co(A(tn))Ps)
/\(tn)2

= Co(A(tn))P

Como |[u(tn)|lns — oo e p(s) < 2, temos que

E(Pn,) — 0 n — oo.
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Em particular, isso nos da que
Tim (W[4 = Tim 2 Vb P2 = 2| VQIR (49)

1
Assim, a sequéncia {1,,} satisfaz as hipéteses do Teorema 4.1.2 com m = (2||VQ|[?,)" e

M = ||[VQ||r2. Observe que

(2%5) ™ il = L CIvaLE).
d+2/ M3 V2 IVQ|e

Assim, pelo Teorema 4.1.2, existe {x,}*°_; C RY tal que

1Ql> = [1Ql[ 2

Pn(-+x0) =V em HY(R?),
onde ||[V||r2 = ||Q||r2. Pela defini¢ao de {1,,} temos que
PrnlInu(tn, pnX +Xxn) =V + €q,
onde £, — 0 em H!'(R?). No entanto para todo § < s tém-se que

Hpn(INu(tn)_u(tn))(pnx+xn)’|2§ = Hpn(INu(tn)_u(tn))(pnx)uzg
= ph | 1B (Inu(tn) —u(tn)(pn-)) T(E)PdE

— 02 (18P 022 (Tauwltn) — w(t)) (& on)PdE

= pn | 1&enl* Iy (Inw(tn) — u(tn)) “(E)PpRdE

= o j €] (Inu(tn) — w(ta)) (E)PAE

= prINu(tn) - u(tn)||2' 5

Observe que |&]575(1 —m(&)) < N(t,,)% % para todo & € R™. Assim,

|

2

Ity —ut)le = ([1EF0 —m(a))2|a(tn)|2da)

-

2

_ (Jm?(s—“u—m(a))2|a|25|a(tn)|2da)
N§

Logo,

lon (Inw(tn) —u(tn))(pax +xn)llys < PR N [[utn) s
p(s)(5=s) 4 _g

S (Alty)) 2079
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Usando a féormula explicita para p(s) obtemos que

p(s)(s —s) _ . s+1
— 41— =
21 —s) + §<0<«<=s<s 1o

Nessas condigoes temos que
[on (Inw(tn) —u(tn)) (PnX + Xn) || 15— (r2) — 0. (4.10)
Logo,
Prt(tn, PnX +Xxn) =V +hy (4.11)

onde h, — 0 em H*", o que conclui a prova do teorema.

(T —1)3

A —0

Teorema 4.2.22. Nas hispoteses do Teorema acima seja A(t) > 0 tal que
quando t T T*. Entdo existe x(t) € R? tal que

lim supJ lu(t, x)[*dx > J Q?
t=T Jx—x(t)|<A(t)

Dem. Pelo Teorema 4.2.21, existe uma sequéncia t, — T*, uma sequéncia {pPn,Xn} €

R% x R? e um perfil V € H'(R?) tais que ||V|[i2 = [|Ql|12,
Pr(tn, Pnx +xn) =V

em HS™ e

n—oo (T* — tn)§

para algum A > 0. Dal segue da Proposicao 2.2.2 que para todo R > 0

lim p2, J W(tn, pux +xn)[Pdx > J V[P dx.
[x|]<R

n—oo

[x|<R
Logo,
lim supJ w(tn, x)Pdx > limJ I (tn, x)[2dx
n%mUERQ [x—yl<Rpn n—eo [x—xn|<Rpn
> J [V[2dx.
[x|<R
(T —1)=
Como W — 0 quando t — T* temos que
R R T —t,)?
lim <P gy RPn N,

n—oo A(tn) n—oo (T* - tn)% 7\(’(“)
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portanto
lim sup u(tn, x))*dx > lim supJ I (t, x)[2dx
|X_U‘<an

N—00 y cR2 Jx—g|<?\(tn) N =00y cR2

> J [V[2dx.
[x|]<R

Esta desigualdade vale para todo R > 0. Assim, fazendo R — oo, pelo Teorema 4.2.21,

obtemos

lim sup sup J hu(t,x)[?dx > JQ2dX
T yeR2 J|x—y|<A(t)

Como, para cada t € (0,T*) a funcao

y— J hu(t, x)[>dx
Ix—yl<A(t)

é continua e se anula no infinito, podemos definir a funcao x(t) tal que
sup J lu(t, x)Pdx = J lu(t, x)?dx
yeR? Jx—yl<A(t) x—x(t)|<A(t)

obtendo

lim sup

J u(t, x)[*dx > JQde
HT* J (1) <A(t)

o que conclui a prova. O]



Capitulo 5

Solucoes de Blow-up com Massa

Minima

Nos capitulos anteriores, observamos que existe uma cota pré-estabelecida sobre a norma
em L2(R%) do dado inicial de uma solucao, a fim de que ela seja uma solucdo de blow-up
em tempo finito. Em H!(R?) explicitamos essa cota como sendo ||Q|[r2. O objetivo deste
capitulo é estudar o comportamento de solucoes, cujo dado inicial uy € H$(R¢%) é tal
que ||uollz = ||QJJr2. Mostraremos os resultados de Weinstein [28] novamente usando
as técnicas provados por Hmidi e Kerani [17],[18], a respeito da universalidade do perfil
de decomposicao encontrado no Teorema 4.1.2 quando o dado inicial tem massa minima,
isto é, provaremos que nestas condicoes V = Q e a convergéncia encontrada nos Teoremas
4.1.4 e 4.2.21 ¢é forte. Daremos, também uma demonstracao alternativa, usando as ideias
de Hmidi e Kerani, do resultado mostrado por Merle em [21], que afirma que existe uma

tinica solucao de blow-up em H!(R%) com massa minima, a menos de simetrias da equacao.

5.1 Solucgoes de Blow-up em H!'(R?%) com Massa Minima

Teorema 5.1.1. Assuma s = 1. Seja uy € HY(RY) com |[wpllrz = ||Q|l2 tal que a
solug¢do w de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0. Entdo ezistem as familias p(t), 0(t),
e x(t) tais que {p(t),0(t), x(t)}_; C R% x [0,271) x RY e

p(t)42e®Mu(t, p(t)x +x(t)) — Q

forte em HY(RY), quando t 1 T*.

72
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Dem. Com a notagao do Teorema 4.1.4, obtemos

VI < liminf [ |2 < fuolle = [[Qlfe=-

Como ja provamos que ||V||rz = [|Q]|rz, obtemos [|[V||i2 = ||Q]|r2- O fato de que ¥, (- +

Xn) — V em H!'(RY) garante que
Pl +%x) — V, em L%

Utilizando a desigualdade de Gagliardo Niremberg e a limitacdo de {{}_; em H!(RY)

temos
T+2 I 2
[n =VI%y < Callbn = VI[E[Vbn = VVi
4
< Calbn = VIE(IVbnlliz + [VV(T2).
Logo,

PYul-+%xn) — V, em L[¥V94F2

Ainda por Gagliardo-Niremberg e combinado com (4.4) temos

2100 = tim vl
v
— Vi
4
< CalVIE:IV VI
d+2
= 2 ov,

o que nos da

IVQ[lez < [[VV/[ee.

No entanto, a caracterizacao de V como limite fraco da sequéncia {ip,} em H!'(R%) nos
da
IVV][e> < liminf [[Vipn |l = [[VQ]|r2

obtendo-se entao, pela Proposicao 2.2.6, que
11)11("’_7(71) —>V7 el Hl(Rd)

e E[V] = 0. Em suma, obtemos ||V|iz2 = ||Q]|tz e E[V] = 0. Pelo Corolario 3.2.14

garantimos que existe 0 € [0,27), p > 0 e xo € RY tais que

V(x) = p2e®Q(px +xo).
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Além disso [|[VV||r2 = ||[VQ]|r2, garante que p = 1, 0 que nos da
V(x) = e 9Q(x + xp).

]

Com o auxilio do teorema anterior e lema a seguir, provado por Banica em [1], daremos
uma demonstragao alternativa, baseando-se nas ideias de Hmidi e Kerani [17], do resultado

provado por Merle em [21], a respeito da universalidade de solugoes de massa minima em

H!'(RY).
Lema 5.1.2. Se ¢ € uma fungdo real e v € HY(RY) € tal que |[v|2 = ||Q|l2, entdo

‘ J MWWV Vdx| < (2E[v] J |v|2|v¢|2dx> ’

Dem. Pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg, se ||f||2 = ||Q||2, entao

d+2
#1442 < S 1Vl

Logo, se « é um numero real temos 0 < E[e**®v]. Por outro lado

; 1 : .
Elet*Pv] = 3 J [iaVpe Py + e *PVv?dx — J v[at2dx

4+2d
2 —
= % J IV I*v[*dx + oRe <J Ve Py . eio“*’Vvdx) + E[V]
o _
= 5 J IV v)*dx + alm (J aVov - Vvdx) + EM.
Observando a expressao acima como uma funcao de « positiva, concluimos que o deter-

minante deve ser nao positivo portanto,

2
0< (J 1m(vVv)vq>dx) — 2E[v]J|v!2!Vd>l2dx,

obtendo-se a desigualdade desejada. O]

Teorema 5.1.3. Assuma s = 1. Seja uy € HY(R?) com |upllrz = ||Q|lr2 tal que a

solugao w de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0. Entdo

ult,x) = (T* — t)—ge[(i/(T*—t))+(—i|x|2/4(T*—t))]Q ( X >
’ T —1t

a menos de simetrias da equagao presentes na Proposi¢ao 3.2.5.
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Dem. Se provarmos que dado 1y € H'(R?) nas condicdes dadas, existem p > 0,0 €
[0,27), y,xo € RY, tais que

—ilx—xgl

w(x) =e ™ p?2e?Q(px +y)

pela unicidade de solucoes, obtemos o resultado, visto que ug seria o dado inicial da

solucao u(t, x) dada no enunciado. Defina, o conjunto
A={p"?e®Q(p-+y); p>0,0¢€[0,21), y e R

l— 2
Vamos provar que se ||ugll2 = ||Q]|2, entao e ug € A para algum x, € R, De fato,

dada uma sequencia de tempos t, — T*, do Teorema 5.1.1, temos que
pd/2et0my(t, pp - +xn) — Q em H'(R9)
com X, € R4 e p,, — 0. Observe que, definindo
Kn = [u(tn, - —xn)P,

temos

e Existe uma constante ¢ > 0 tal que ||k, || < ¢, para todo n € N;

3 J . kn(x)dx = [|Q||3, para todo n € N;

R

e Dado 6 > 0, temos

n—oo

lim J kn(x)dx = 0.
[x|>&

onde a ultima propriedade se deve a propriedade de Concentracao de Massa, mostrada

no Teorema 4.1.4. Pelo Teorema 2.5.10 temos que, dada ¢ € C®(RY) vale

kn x d(x) — [ Q[2d(x),

logo
Tim K x d(xn) — [QIEG (xn) =0,
mas

Jkn(xn ~y)dly)dy = Jm(tn,—yn%(y}dy.

Em particular, se ¢ é radial isso nos da

an(xnu(tn,xn?dx— 1QI2d (%) —s 0. (5.1)
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A menos de subsequéncia, podemos assumir que |[x,| — 00 ou X, — Xg, € a menos de

translagao podemos assumir xo = 0. Consideramos uma fungao ¢ € C*(R?) tal que
o) =P selxl <1 e [Vox) < Cod(x)
e para todo p > 0 definimos
dp(x) = P2 (g) S a0 = eyt

Usando-se o Lema 5.1.2 e a definicao de ¢, um cdlculo andlogo ao da Proposicao 3.2.9,

com ¢, no lugar de [x|*, nos d4d

Ig{j (1) = U 2Im(uVu) Vo, dx

2

< (SE[u]J\uFlprdx)
< CEMugl? /gy (1)

= Cluo)y/gp(t)

para todo t € [0, T*) e pelo Teorema do Valor Médio temos

ng(tn)—wp(t)‘ -

Onde t é um ndmero entre t e t,,. Em vista de 5.1 vemos que

gp(t)

NG [t — | < Cluo)ltn — t. (5.2)

e Se |x,| — oo entao

limy gy (tn) = lim [[Qlladp (xn) =0

n—oo

pois ¢, tem suporte compacto.

e Se x, — 0 entao
lim gp(tn) = lim ||Q|l2dp(xn) =0
n—oo n—o0
pois ¢, (0) = 0.
Logo, fazendo n — oo em (5.2) temos
gp(t) < Clup)(T"—1)*  Vte[0,T).

Assim, para cada t fixo podemos fazer p — oo para obter

J x2u(t, x)Pdx < Clug) (T* — 1)2. (5.3)
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ilx|2

Considere agora 1(t) = 8t?E[e st uy(x)]. Como

ix|2

Ele muy(x)] =

[ ix|2 2 4
\V4 (e n uo(x)>) dx — J!uold”dx

4+2d

[

(iU - X ux? ifx|2
9 e 1t + Vuge it
2t

[iug - X
2t

2
dx — J!u0|3+2dx

4
4+2d

J!uo\ﬁ”dx

2
dx —

+ VUO

= N= N
[

[

4+2d

1 1 iug -
— @J|x!2|u0|2dx+ §JR€ ((ul(jc X,Vu(])) dx + Efug],

temos
iug - x

r(t) = J Ix2[ug>dx + 4t2 J Re (( , Vu0>) dx + 8t2E [u,].

Portanto, pela identidade de virial (Proposi¢ao 3.2.9) temos
2

) = 16E ] = 2

< J xPu(t, x)Pdx.

Como 1(0) =1/(0) = 0, combinando essa igualdade e (5.3) obtemos

ix|2

T(t) = 8t°Ele  ug] = J Ix2lu(t, x)[2dx < Clug)(T* —t)%
Com isso e (5.1) obtemos que
liminf [|Q|lalxn > < lim Cl(up)(T* —tn)?* = C(ug)T*.
n—o0 n—o0

Dai, nao podemos ter [x,| — o0, ou seja lim x, = 0. Por fim deixamos t — T* para
n—oo

obter
ilx|2

E[QWUO] =0

ilx[?

. i1x/2
e pelo Teorema 3.2.14, concluimos que e+ uy = p%eleQ(px +y), portanto e%uo e A.

O

5.2 Solucoes de Blow-up em H*(R?) com Massa Minima

Teorema 5.2.1. Assuma d =2 e s > sq. Seja ug € H¥(R?) com |Jup||r2 = ||Qlr2 tal
que a solugao w de (1.1) exploda em tempo finito T* > 0. Entdo existe uma sequéncia

tn T T satisfazendo:

[SIEd

Pn < A(T* - tn)
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Para algum A > 0, e uma sequéncia {pn, On, X}, C R* x [0,27) x R tal que:

pneenu(tna PnX + Xn) — Q

s+1
4—92s

forte em H%~ onde s =

Demonstra¢ao. Na notagao do Teorema 4.2.21, obtemos

IVI]l2 < liminf [[bnfls < [fuollz = [[Qll2-

Como ja temos ||V||2 = [|Q]|2, obtemos ||V]|s = ||Q]l2. O fato de que Py (- +xn) — V, em
H!(RY) garante que
ll)n(' +Xn) — Va e1m L2

logo pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg e a limitacao de P, em H!(R?) temos

[Wn = Vs < 2[bn = V[E:[[Vn = VV|i.
< 2l n = VIE([Vn|iz + [VVIT2)
logo
Prl(-+%xn) — V, em L%

Ainda por Gagliardo-Niremberg e combinado com (4.9), temos

2VQIE: = Jim [l
= VIl
< 2 VIR:(IVVI:
= 2|VVIiz.
o que nos da
IVQllrz < [V

no entanto, da convergencia fraca temos
|VV|2 < liminf [V, |2 = [[VQ| 2

obtendo que Py (- +xn) — V em H(R4) e E[V] = 0. No fim, conseguimos ||[V|]2 = [|Q|2
e E[V] = 0. Pela Proposicao 3.2.14, garantimos que existem 0 € [0,27), p > 0 e xg € R?
tais que

V(x) = pe®Q(px + xo).
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Além disso, ||[VV|2 = [|[VQ]|2, garante que p = 1, o que nos d&
V(x) = e Q(x + xp).
Em vista de (4.10) e (4.11) obtemos que
PnW(tn, Pn - +xn) — € Q(- +xo)

em H* (R%), o que conclui o teorema. H



Apeéendice

Algumas Desigualdades Técnicas

Lema 5.2.2. Sejam u,v € C e o« > 0, entao existe uma constante C > 0 tal que

[l w — [ < Clul™ + v[F)[w—v]

Dem. Caso 1: Se u =0 ouv =0 a desigualdade é trivial.

Caso 2: Se u,v#0e 0 ¢ [u,v], entao podemos definir a funcao ¢ : [0,1] — C por
o(t) =11 —t)u+ tv|*[(1 — t)u + tv].
Como ¢(t) # 0 para todo t € [0, 1] temos que ¢ é diferencidvel e sua derivada é dada por

(1) = of(1—t)u+tv]* ?Re ((1 “uttv- (v —u)) [(1—t)u + tv]

+H(1I —t)hu+ tv|* (v —u)

logo
d'(t)] < Cll—thu+tv*v—u
< C((I =t +thv)* v —ul
< CIT =) (el + ) + t(ful + WD) v —u

C(hu| + ) ¥y —ul

ClIul™ + ¥y —ul.

Dai, podemos usar a Desigualdade do Valor Médio para concluir que para algum 0 < 0 < 1

temos

lul*u—*v = [p(0) — d(1)]
= |$'(0)]

< Cluf+ M)y —u
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o que conclui a desigualdade.

Caso 3; Se 0 € [u,Vv] entao definimos, para ¢ > 0 o vetor
Ve=v+e-z
onde z é um vetor nao nulo, perpendicular & uw—v. Pelo caso anterior temos

ulu = ve[*vel < C(Iul™ + Ve ) Ive —ul

logo fazendo ¢ — 0% obtemos a desigualdade desejada. [
Lema 5.2.3. Seja ai,...,a, € C e ax > 0, existe C > 0 tal que
n o2 n
Zaj —Z|0j|“+2 < CZ|aj|“+1|ak|
j=1 j=1 Ak

Dem. Para n = 2 temos
lay 4+ @9 — g " — o * ™ < (Jau| + [ag)) ¥ — Jap [*F? — [ag|* "

Se a; = 0 ou a; = 0 entao a desigualdade ¢ trivial. Suponha entao que a;,as # 0 e

sem perda de generalidade suponha que |a;| < |az|. Definimos, entdo, t = lail g o funcao

[as]
¢:00,1] — R
e(t) = (t+1)*¥"2? —1**2 1 — Ct — Ct**!

onde a constante C > 0 serd escolhida posteriormente. Derivando ¢ obtemos
¢'(t) = (a+2)(t+ )% — (a+2)t*7 = C— (a+1)Ct™.

Observe que 0 <t < 1 nos dé (t+ 1) < 2% = (o + 2)(t + 1)*H < (o + 2)2%HL,
Tomando C = (o + 2)2%"2 temos
') = (a+2)(t+ D> —(c+2)t*" —C— (ax+ 1)Ct™
= (x+2)(t+1)* — (a + 2t — (x4 2)2%"2 — (x + 1) (o + 2)2% 2>
< (42)2%72 — (a4 2)t% — (o0 +2)2%T2 — (oc + 1) (& 4 2)2% 2%

= —(o+ 2t — (a4 1) (o + 2)2° T2

N

0

logo &(t) é ndo crescente para t € [0,1] e $(0) =0 o que nos dd ¢(t) < 0. Substituindo

t= % temos o resultudado. O caso geral com n termos segue por inducao.
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Lema 5.2.4. Sejam ay, ..., a, reais nao-negativos, e 0 < 0. Vale a desigualdade
n 0
(Ta) <>
j=1 j=1
Dem. E claro que a desigualdade é equivalente a provar que

Zaj>(ia$>é.

j=1 j=1

Suponha entao que ) a; = 1. Em particular a; < 1 para todo j, logo

obtendo a desigualdade desejada. Sejam agora ai, ..., a, quaisquer e defina

g
s
N
NE
o

I 3
ol

I 3
ol

|

o que conclui a prova.
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