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Resumo

Este trabalho, baseado em [12, 25, 37], buscou estudar os resultados que caracterizam os
solitons de Bach. Os sélitons de Bach foram abordados nos casos gradiente e nao gradiente,
sendo classificados nos casos compactos e completos nao-compactos. Adicionalmente, no
caso nao gradiente, analisamos as condi¢oes em que o campo vetorial associado ao séliton é
um campo de Killing. Para alcancar tais objetivos, utilizamos ferramentas como: integral
de Dirichlet finita, regularidade em LP ou L* da variedade, parabolicidade da variedade
e féormulas do tipo Bochner.

Palavras chaves: Variedades compactas e completas nao-compactas, sélitons de

Bach, solitons de Bach gradiente, variedades parabdlicas.



Abstract

This work, based on [12, 25, 37|, aimed to study the results characterizing Bach solitons.
Bach solitons were addressed in both gradient and non-gradient cases, classified into
compact and complete non-compact cases. Additionally, in the non-gradient case, we
analyzed conditions under which the vector field associated with the soliton became a
Killing field. To achieve these objectives, tools such as finite Dirichlet integral, regularity
in LP or L* of the manifold, manifold parabolicity, and Bochner-type formulas were
utilized.

Keywords: Compact and non-compact complete manifolds, Bach solitons, gradient

Bach solitons, parabolic manifolds.
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Introducao

O tensor de Bach foi introduzido por R. Bach [2] no inicio da década de 1920 com o
objetivo de estudar a Teoria da gravidade conforme. A teoria da gravidade conforme é
um ramo da fisica que investiga a natureza da gravidade sob uma perspectiva distinta
da abordagem convencional de Einstein. Em vez de se concentrar na métrica do espaco-
tempo, essa teoria explora a invariancia sob transformacoes conformes.

Em 2012, Das e Kar introduziram, em seu trabalho [15], o conceito de fluxo de Bach
como uma equagao de evolucao no espaco das métricas Riemannianas, estabelecendo a
seguinte defini¢ao:

ot

Os sélitons para um fluxo geométrico sao caracterizados como as solucoes auto-similares

do fluxo. O séliton de Bach em uma variedade Riemanniana (M™, g) é definido quando

existe um campo vetorial X € X(M) e uma constante A de modo que
B + Lxg = }\g,

na variedade M. Onde L£xg representa a derivada de Lie da métrica g na diregao do
campo X. Quando o campo mencionado é um campo gradiente, ou seja, X = Vf para f
sendo uma funcao suave em M chamada de funcao potencial, referimos-nos a ele como

um soliton de Bach gradiente. Nesse caso, a equacao pode ser reescrita como
B + 2Hess(f) = Ag,

em M.

No primeiro capitulo, apresentamos conceitos preliminares essenciais para o desenvolvi-
mento deste trabalho, juntamente com defini¢oes relevantes de tensores que consideramos
fundamentais. As principais fontes para este capitulo foram [10] e [16].

No segundo capitulo, cuja fundamentagao se baseou em [25], apresentaremos algumas

propriedades do fluxo de Bach e realizaremos uma analise dos sélitons de Bach, tanto

1



Sumario 2

do tipo gradiente quanto nao gradiente em variedades compactas. Nosso propdsito é
investigar as condicoes nas quais esses solitons exibem métrica Bach-flat.

No terceiro capitulo, realizamos um estudo de sélitons de Bach gradientes e nao-
compactos, onde nosso objetivo foi estudar sob quais condigoes esses sélitons possuem me-
tricas Bach-flat, diferenciando entre aqueles que satisfazem a condicao de Weyl harmonico
e os que atendem a condicao de Ricci nao negativo. As principais fontes de referéncia
para os resultados desse capitulo foram [12] e [37].

No quarto capitulo, conduzimos um estudo sobre sélitons de Bach nao compactos
que, sob a condicao de Ricci nao positivo, apresentam métrica Bach-flat. Além disso,
desenvolvemos formulas do tipo Bochner para serem utilizadas como ferramentas em

algumas demonstragoes. A principal referéncia para este capitulo foi [12].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, serao introduzidas algumas defini¢oes e resultados fundamentais em geo-

metria Riemanniana, essenciais para a compreensao ao longo desta dissertagao.

1.1 Gradiente, divergente e Laplaciano.

Nesta secao serao apresentadas as nogoes iniciais de gradiente, divergente e Laplaciano de

uma func¢ao suave, bem como algumas de suas propriedades.

Definicao 1. Seja f: M™ — R uma func¢ao suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave V£, definido sobre M por
(VT, X) = X(f),

para todo X € X(M).

Com base na definicao anterior, derivam-se algumas proposi¢oes que se mostrarao teis

para o desenvolvimento deste trabalho.

Proposigao 1. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao
(i) V(f+g) =Vf+Vg;
(i) V(fg) = gVf+fVg.

Demonstracao. Observe que, ao considerar X como um campo suave sobre M, podemos
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deduzir, a partir da definicao de gradiente, que

(V(f+g),X) = X(f+ g) = X(f) + X(g)
= (Vf,X) + (Vg, X)
= (Vf+Vg,X)

(V(fg),X) = X(fg) = gX(f) + fX(g)
= (gVf + Vg, X).

]

Definigao 2. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a fungao

suave div: M™ — R, dada para p € M por
(divX) (p) = tr(v — (Vi X)(p)),
onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre parénteses.

Proposicao 2. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M — R € uma func¢ao

suave, entao
(i) div(X+Y) = divX + divY;
(11) div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).

Demonstracao. Considere X,Y como campos suaves definidos em M™ e {eq, ..., e.} como

um referencial ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M. Temos entao que

le(X + Y) = <i Vei(x + Y)) ei>
i=1
= <i Ve X+ i Ve Y, ei>
i=1 i=1
= <i Ve1X7 ei> + <i VeiY7 ei>
i=1 i=1

= divX + divY,
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e

Z ei(f)ei, X> + <fi VeiX, €i>
i=1
i ei(f)ei, X> +f <i Ve.lX, ei>

i=1
= (Vf,X) + fdivX.
O

Definicao 3. Seja f : M — R™ uma funcao suave. O Laplaciano de f € a funcao
Af: M™ — R dada por
Af = div(VT).

Corolario 1. Se f: M™ - R e ¢ : R — R sao funcgoes suaves, entdao
Al of) = (" o )V + (¢ o fATF.
Demonstracao. A partir da definicao do Laplaciano, obtemos

AP of) = div(V(pof))
= div((¢p' o f)VT)
= (V(d' o f), V) + (¢’ o f)div(VT)
= ((¢p" o f)VF, VF) + (¢’ o f)Af.

Proposicao 3. Dadas f,g: M™ — R funcoes suaves, tem-se
A(fg) = gAf + fAg + 2(Vf,Vg).

Em particular,

1
5A(f2) = fAf + |V
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Demonstracao. Considerando f e g como fungoes suaves, a partir da defini¢ao do Lapla-

ciano e das propriedades do divergente, concluimos que:

A(fg) = div(Vfg)
= div(fVg + gVf)
= div(fVg) + div(gVT)
= fdiv(Vg) + (Vf, Vg) + gdiv(VTf) + (Vg, VT)
= fVg+ gVf+2(Vf,Vg).

Agora, fazendo f = g na demonstragao acima obtemos o caso particular. O]

Definicao 4. Seja f: M™ — R™ uma fungao suave e p € M. O Hessiano de f € o campo

de operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M, definido para v € T,M por
(Hessf), (v) = (V, V1) (p).

Seque das propriedades da conerao Riemanniana que se X € qualquer extensao dev a uma

vizinhanca de p em M™, entao
(Hessf), (v) = (VxVF)(p).
Da defini¢ao 4 temos a seguinte forma de expressar o Laplaciano.
Proposicao 4. Se f: M™ — R ¢ uma funcao suave, entdao
Af = tr(Hessf).

Demonstra¢ao. Suponha que U C M seja uma vizinhanga de p € M na qual um referen-

cial mével eq, ..., e, esteja definido. Entao,
r(Hessf),, <Z V. VT, e1>
= div(Vf)(p)
= Af(p).
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1.2 Tensores

Definicao 5. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e V* o espaco dual de V.
Um s-tensor covariante em V € uma aplicacao multilinear

T:Vx...xV—=R.
\_____\/_____/

S vezes

Um r-tensor contravariante € uma aplicacao multilinear

T:V:x...xV*=>R.
—_—

T vezes

Um tensor do tipo (r,s) € um tensor s-covariante e r-contravariante, isto €, uma aplica¢ao

multilinear

T:Vix...xV'Vx...xV—=R.

-~
T vezes S vezes

O conjunto de todos os (1, s)-tensores sobre V, equipado com as operacoes padroes de
adi¢ao e multiplicacao por elementos de K, constitui um moédulo sobre o corpo K. Um
tensor do tipo (0,0) simplesmente corresponde a um elemento de K.

No contexto subsequente, (M™, g) serd usado para indicar uma variedade Riemanniana
de dimensao n com métrica g e conexao de Levi-Civita V. Denotaremos o anel comutativo
das fungoes diferenciaveis (ou de classe C*) sobre M como C®. O espago dos campos

diferencidveis sobre M sera representado por X(M).

s

Definicao 6. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade M™ é

um tensor sobre C®(M)-mddulo X(M).
Portanto, um (r, s)-tensor A é uma aplicacao
A:X(M)" x X(M)® — C*(M)

multilinear sobre C*. De maneira mais precisa, A é uma aplicacao multilinear sobre

C®(M) que associa a cada (r+s)-upla (Y!,...,Y", X, ..., X,) a uma funcio diferencidvel
f=AYL ..., Y X{,...,Xs): M™ = R.

A posicao ocupada por Y' é denominada como a i-ésima entrada contravariante, enquanto
a posi¢ao ocupada por Xj ¢é referida como a j-ésima entrada covariante. Dessa maneira,

os tensores do tipo (0, s) s@o identificados como contravariantes.
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A seguir, apresentaremos a definigdo de alguns tensores essenciais no estudo da geo-

metria Riemanniana.

Definicao 7. Seja (M™, g, f) uma variedadde Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-

mann € o (1,3)-tensor
Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

dado por
Rin(X,Y,Z) = VyVZ —-VxVyZ+ VixvZ,

para todo X,Y,Z € X(M).

Em coordenadas, temos

0 0 0 0
R (2, 0) 2 g O
m (axl’ axl) oxk Uk gxt
Também por vezes iremos interpretar o tensor Ry, como um (0, 4)-tensor, definido por
Ry : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M)

onde

R (X, Y, W, Z) = g(Rm(X,Y, Z),Z).

Em coordenadas, temos

Proposicao 5. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(i) R(X,Y,W,Z) = —R (Y, X, W, Z) =R, (Y, X, Z, W)
(17) Rn(X,Y,W,Z) =R, (W, Z,X,Y)
(i4i) Primeira Identidade de Bianchi
Rmn(X,Y,W,Z) + R (Y, W, X,Z) + R, (W, X,Y,Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijkt + Rjkit + Ryiji = 0.
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(iv) Segunda Identidade de Bianchi
(VwRm)(X,Y, Z,U) + (VyRm) (W, X, Z,U) + (VxRm) (Y, W, Z,U) = 0.
Em coordenadas se torna
V1Rijks + ViRiiks + ViRjies = 0.
Demonstragao. Para uma demonstracao veja [16]. O

Definicao 8. Dados dois vetores x ey nao nulos e linearmente independentes em T,M,

definimos a curvatura seccional do plano o gerado pelos vetores x ey por

R( b b b )
K(o) = Klxy) = o 5= HE

Definig¢ao 9. O tensor curvatura de Ricci é o (0,2)-tensor
Ric: X(M) x X(M) — C*(M)
dado pelo trago do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(X,Z) =tr (Y — R (X,Y)Z)
donde X,Y,Z € X(M). Em coordenadas temos que
(Ric)ik = Rix = guRijkL
Definigao 10. A curvatura escalar de uma variedade € a fung¢ao R : M — R dada por
R = tr(Ric).

Em coordenadas,

R = gikRik.

Proposicao 6. (Identidade de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana e f: M — R

uma funcao suave. Para quaisquer campos X,Y,Z € X(M), vale a sequinte identidade
(VxHessf)(Y,Z) — (VyHessf)(X, Z) = (R(X,Y)Z, Vf).

Em coordenadas,

ViV Vif — V;ViVif = Ry Vi . (1.1)
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Demonstragao. Para uma demonstracao veja [10]. [
Proposicao 7. Em uma variedade Riemanniana (M™, g) vale

(1) Identidade de Ricci contraida

ViRix — ViRjk = ¢ ViRyjks.
(i1) Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes
9'*V;Rux = %ViR. (1.2)
Demonstragao. Para provar (i), tome o trago na segunda identidade de Bianchi para obter:
0 = g"ViRjixs + 9" V;iRitks + 9" ViRijks

= g"VRjixs + V;(g"Ritks) — V(9" )Ritks + Vi(g" Rijis) — Vi(g" ) Rijics

= glslejiks + Vj(ngRilks) =+ Vi(glsleks)

= g"ViRjixs + V5(9" Ruks) — Vi(9" Rjiks)

= —g"V1Rijks + VjRik — ViRjx.
Portanto,

Vj Rix — viRjk = glsleijks-

Isto prova o item (i).

Para o item (ii), reescrevendo a equacao acima da seguinte maneira:
ViRjx = VR + glslejikm (1.3)
tome o trago na equagao (1.3), e daf:
Vi(g*Rix) = g"*V;Rix + g Vi(g’*Rijsi),
ie.,
ViR = ¢/*V;Rix + gV Ry,.
Logo, fazendo uma troca conveniente de indices

ViR = 2¢"™*V;Rix.

Donde concluimos que

. 1
glijRik = §V1R
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Proposicao 8. (Férmula de Bochner) Seja f: M — R uma fun¢do suave, entio

1

5A|Vf|2 = Ric(Vf, V) + (VF, VAF) + |Hess (). (1.4)
Demonstragao. Para uma demonstracao veja [11]. [l

E possivel estender aos tensores a nogao de derivada covariante.

Definicao 11. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r+1) dada por
VT(Y1,.. ., T, Z) = Z(T(Yy, ..., Y:)) = T(VzYr, ..., Ye) — .= T(Y1, ..., Ye1, Vz Yy,

Para cada Z € (M), a derivada covariante VzT de T em relagio a Z € um tensor de

ordem 1 dado por

VzT(Yy,...,Y:) =VT(Yy,...,Y,, Z).
Proposicao 9. Seja T um (0,2)-tensor e g a métrica Riemanniana, entdo
(9, T) = tr{T}.

Demonstracao. Seja{e;} um referencial ortonormal. Sendo T um (0, 2)-tensor e escrevendo

Tij = T(ei, ¢;), tem-se

<g,T> = Z gijTij = Z 61)'Tij = ZTﬁ = tTgT.
ij=1 i,j=1 i
Portanto, (g, T) = tr{T}. ]
Para n > 3, a decomposicao ortogonal do tensor de Riemann é dada por
Rm=W+A®Dg (1.5)
onde A é o tensor de Schounten,

1/, R

e ® é o produto de Kulkarni-Nomizo entre tensores simétricos de ordem 2 definido por
(T® S)ijxt = TiSi + TiSik — TS — T Sar (1.7)

Logo, podemos reescrever (1.5) como

1
Ri' :Wi' —(Ri ii — ii

1
= Wijia + E(Rikgjl + Rjigik — Rugjx — Rjkgi)

R
S (m—1Dn

—9) (Qikgjl - ngjk)-
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Definicao 12. O tensor de Weyl € o tensor definido pela sequinte formula de decom-

posicao ortogonal do tensor de Riemann em dimensao n = 3,
W=Rm—-AO®D g,
onde A € o tensor de Schounten.

Em coordenadas,

i = Rija — —— (giAj1 — gixAi + giAn — guAji). _
Wikt = Rijia _2(gkA]l gikAil + gj1Aik — GulAjx) (1.8)

Mais explicitamente,

1
Wijkl = Rijkl - E(Rikgjl + legik - Rilgjk - Rjkgu)
R

- Mm—1)(n—2) (gigit — gurgjx)-

(1.9)

Proposicao 10. O tensor de Weyl satisfaz as sequintes propriedades:
(i) W € livre de tragos.
(ii) Wijin = —Wji = Wik
(11i) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto €,
Wikt + Wikt + Wi = 0.
Demonstragao. Para o item (i), tome o trago do tensor W em relacgao a i, k. Assim,

ik ik ik ik ik ik
?k g “Wiji = ?k (9 Rijer — — (9" Rikgj1 + 9" Rjigik — 9" Ritgjk — 9" Rjkgit)

R ik ik
S )(g gixgjt — g gagjk)>

= Z < j1— —(RQJL + nRj1 — 85Rit — d1aRji)

R
+( 1 _2)(n9j1—5k19jk))

= Z < i1 — —(Rg]l +nRj1 — Rj1 — diaRjk)

R
+ m—1m—2) (ngj — 5k19jk)) ;
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ie,

. 1
Z glkWijkl =Rj1 — E(jol + nRj1 — Rj1 — Ry)
ik

R
+ m—1)n—2) (ngj1 — gju)
=K —;(R i+ (M —2)Ry) + R (mn—1)g;
LT h_9 gin jl m—1)n—2) g
R R
T TR

=0.

De maneira analoga podemos mostrar que em qualquer dois indices o tensor de Weyl
é livre de tracos.

Para demonstrar o item (ii), observe que
Wijkt = Rijit — (A @ g)iji
= —Rjikt — (Aikgj1 + Ajigik — Augjk — Ajkgit)
= —Rjikt + Ajkgir + Augix — Ajigik — Aix gt
= —(Rjixt — (A ® g)jix1)

= —Wjik1,

Wi = —(Rjixt — (A @ g)jint)
= —Rjixt + Ajxgir + Augix — Ajigix — A gjt
= Rjik — (Aj19ik + Aigjt — Ajk it — Airgix)
= Rjiik — (A © 9)jik
= Wji,
o que mostra o item (ii).

Substituindo a equagao (1.5) na primeira identidade de Bianchi, temos

0 = Rijkt + Rjkit + Riiju
= (Wijia + (A ® g)ijet) + (Wjkir + (A © g)jkir)

+ (Wit + (A © g)kij)-
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Assim,
Wikt + Wikit + Wit = —(A O 9)ijit — (A @ g)jkit — (A © g)kijt
= —Augit — Ajngix + Augik + Ajgu
— Aji01k1 — Akt + Ajigri + Axigit
— Akjgit — Augij + A9y + Aijgrl
— O’
0 que mostra o item (iii). O

Observacao 1. Em uma variedade Riemanniana com dimensao 1 = 3, o tensor de Weyl

se anula. Veja exercicio 1.58 de [10].

Definicao 13. Em uma variedade Riemanniana (M™, g), n > 4, o tensor de Bach é

definido como

1 1
Byj = n—_gvkvlwikjl oz QRleikjl- (1.10)
Definicao 14. A sequinte expressao coordenada
1
Cijk = ViRjk - V] Rik - m(g)kle - kav)R) (111)

define um (0,3) tensor em (M™,g), chamado tensor de Cotton.

Em termos do tensor Schounten (1.6), podemos reescrever o tensor de Cotton como
Cijk = viA)"k — Vink, (112)

e também o tensor de Bach da seguinte maneira:
1
Bij = —— (VkCiij + RiaWiijie) (1.13)

Proposicao 11. Paran > 3, temos

n—2
Cijx = _mvlwijkl- (1.14)
Demonstracao. Por (1.6), temos:
R
A = ViRy —Vi—— g
Vi jl Vi jl VIQ(n_l)ng
1
— VR ———VR
ViR Sy V)
. ) (1.15)
=-V;R——=V;R
2 ) 2n—1) "’

20n—1) ’
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onde a terceira igualdade segue da segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes.

Calculando o divergente de W em (1.8) e tomando o trago em 1, s, temos:
glsvswijkl = glsvsRijkl - ﬁ(gikglsvsAjl - QuQISVsAjk - 9jk915VsAu
+ gjlglsvsAik)
= ViRjx — VR — 5 (g VAL — guViAjk — g5k ViAW + g3 ViAw)
= ViRjx — VR — 5 (gi ViAj1L — ViAj — gk ViAu + ViA4)
= ViRjk - VjRik - % (giklejl - ijVLAu - (ViAjk + Vink)) )

1
= viRjk - Vj Rix — m (giklejl - ijleu - Cijk)

1 n—2 n—2
= ViRjx = VjRix — ——= (g7 VjR—gjk 57—~ ViR — Gy
ViR — ViR n—2(gk2(n—1)v] I 1) ’k)
1
— viRjk — ijik — —Q(TL — 1) gikV]—R —+ —2(11 — 1) gjkViR + —C1)k
1 1
= ViRj — ViRie = 59 VR + 505 ViR + —— Cap,

onde a segunda igualdade segue da identidade de Ricci contraida, a quinta igualdade segue

de (1.12), a sexta igualdade segue de (1.15). Dai, segue de (1.6)

. R R 1
gt VWi = Vi (Rjk + m%k) -V (Rik + Q(n—_l)gik) + mcijk

1
= Vi (2R — Aji) — V5 (2R — A) + mcijk

1
= ZViRjk — QV)'Rik — ij + V]'Aik + mCﬁk

1
= —Cyjx + ——=Cijx

n—2
n—3
= gtk
Logo, obtemos:
n—2
Ci)’k = _—glsvswijkl
n J—
n—2
= °V,W..
n—s3s 1LVVijkl
o que demonstra a proposicao. O

Observacao 2. Quando o divergente do tensor de Weyl é nulo, o chamamos Weyl
harmaonico. Logo, proposi¢cao acima podemos afirmar que Weyl harmonico é equivalente

a Cotton nulo.
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Proposicao 12. (Propriedades do Tensor de Cotton)
(1) O tensor de Cotton € antissimétrico, i.e, Cijx = —Cjik, Vi,j,K;
(i) O tensor de Cotton € livre de tragos, i.e, g Cyjx = g**Cyj = 0.
Demonstracao. Da definicao do tensor de Cotton,
Cijk = ViAjx — VA
= —(VjAix — ViAji)

- _Cjik7

o que demonstra o item (i).

Da equagao (1.14), temos:

n—2 n—2 .
VWi = ——V1ig" Wi =0,
n_3 Wikl n_3 19 jkl

gi)' Cijk — _gi)'
ja que o tensor de Weyl é livre de tragos. Isto demonstra o item (ii). O

Proposicao 13. O tensor de Bach € livre de tracos em dimensdio n > 4, o que pode ser

expresso como tr(B) = 0.

Demonstracao. O tensor de Bach é dado da seguinte maneira,

1

n 1 n
=3 Z VieViWig + n_>2 Z RitWikjt.

k,j=1 k,j=1

Conforme evidenciado anteriormente, tanto o tensor de Weyl quanto o tensor de Cotton
sao livre tracos, o que implica que tr(B) = 0. H
Lema 1. Para toda func¢do suave f: M — R, wvale
AV;if = Vi Af + Ry; V5. (1.16)
Demonstracao. Da identidade de Ricci teremos:
AVif = V;ViVif = ViV Vif — Ryi5 Vit

Donde segue,

AV f = ViAf + Ry V5t
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1.3 Variedades de Einstein

Aqui abordaremos um pouco sobre variedades de Einstein bem como algumas de suas

propriedades.

Definicao 15. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é chamada variedade de FEinstein

se o tensor de Ricci é um mailtiplo da métrica g, ou seja,
Ric(X,Y) = fg(X,Y)
para todo X,Y € X(M) em que f: M — R € uma funcao diferencidvel.

Em coordenadas,

Rij = fgij. (117)

Observacao 3. Ao tomar o trago em (1.17), teremos que R = fn. Disto, seque que

R
f= o Logo, M é uma variedade de Einstein se e somente se
R
Ric = —g. 1.18
le=_g (1.18)

Proposicao 14. (Lema de Schur) Se (M™, g) € uma variedade de Einstein conexa e

n > 3, entao M tem curvatura escalar constante.
Demonstracao. Das equagoes (1.17) e (1.18), temos:
Vinf = VlR = 2gjkV]' Rik = QVkRik = Qkagik = QVIf

Assim,

(n—2)Vif = 0.

Portanto, como M ¢é conexa, para n > 3 segue que f é constante. O



Capitulo 2

Solitons de Bach compactos

Neste capitulo apresentaremos algumas das propriedades para o fluxo de Bach e apre-
sentaremos o conceito de séliton do fluxo de Bach. De agora em diante, consideremos
a convencao de soma de Einstein, onde somamos os indices de repeticao. Os resultados

deste capitulo tém como referéncia principal [25].

2.1 Fluxo de Bach

Um fluxo geométrico é uma equacao diferencial em que a métrica é tratada como uma
funcao g(t) dependente do tempo em uma variedade Riemanniana e é modificada ao longo
do tempo de acordo com a curvatura da variedade. A utilizacao do fluxo geométrico
associado a um tensor nos permite empregar ferramentas de equacoes diferenciais para
examinar a interagao entre métricas e curvatura. O seguinte fluxo geométrico, definido

como fluxo de Bach, foi apresentado em [15], e é expresso da seguinte maneira:

0
3¢9 = ~By.

(2.1)

Explorando ainda mais a interacao entre fluxo geométrico e tensores, o tensor de
Bach, introduzido por R. Bach [2] nos anos 1920 para estudar a Teoria da Gravidade
Conforme, que representa uma abordagem alternativa a teoria da relatividade geral de
Einstein. Na gravidade conforme, a ideia central é que as leis da fisica sao invariantes sob
transformacoes conforme. Em outras palavras, a teoria assume que as propriedades fisicas
de um sistema nao mudam quando o espaco-tempo é multiplicado por um fator escalar.

Em contraste com a equacao de Einstein (estudada na teoria da gravidade), a Teoria da

Gravidade Conforme adota a equacao de Bach B, = KT,,, onde K ¢ uma constante

18
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relacionada a gravidade conforme e T, ¢ o tensor de energia-momento. Essa equacao
descreve a geometria do espago-tempo e garante a conservacao local da energia-momento.
Para uma compreensao mais aprofundada, consulte [33, 34].

Vale ressaltar que em 2010, solucoes derivadas da equacao de fluxo de Bach apareceram
como solucoes relevantes na teoria de gravidade de Horava-Lifshitz. Esta teoria, proposta
em cinco dimensoes, representa uma abordagem tedrica que visa ajustar a relatividade
geral de Einstein em escalas cosmoldgicas. O objetivo é manter a invariancia de Lorentz
em niveis baixos de energia, proporcionando uma visao diferenciada e promissora sobre
os fendmenos gravitacionais em nosso universo. Para mais detalhes, consulte [4].

Para o que se segue, diremos que uma métrica Riemanniana é Bach-flat quando o
tensor de Bach ¢ nulo, isto ¢, By; = 0.

No sentido de estudar o comportamento de certas métricas de variedades que satisfa-

zem a equacgao (2.1), coletamos algumas propriedades iniciais como segue:
Proposicao 15 ([25]). O fluzo de Bach preserva o volume de M.

Demonstragao. Seja M uma variedade Riemanniana satisfazendo a equagao (2.1). A

forma de volume da métrica Riemanniana é dada por:

dVg = /detg;; dx' dx*... dx™.

Assim,
Y Y 1 2 n
adVg = —t(\/detgij dx  dx”...dx™)

0 0
—(det g;)dx! dx*...dx™ + \/detgija(dxl dx?. .. dx™)

1
N —2\/det 915 ot
1

= —det(gij)tr(

_2\ /det gij

1
= —5 det gi)'tI'(

Qlla(gij))dxl dx?. .. dx"

. 0
g”a(gij))dxl dx?. .. dx™
= 1 d i 9 d ld 2 dx™
__5\/ et gijg a(gi]‘) X ax®...dx
1 s
= 5 V det gingBij dxtdx?. .. dx™
1 ..
= EgllBij \/ det gdij Xm dX2 Coodx™t
1
:igJBl)dVg

=0,
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onde na penultima igualdade usamos que o tensor de Bach é livre de tracos, o que de-

monstra a proposicao. O

Observagao 4. O fluxo de Bach nao preserva a estrutura conforme em geral. De fato, o
fluxo de Bach preserva a estrutura conforme apenas quando a métrica inicial for Bach-flat.

Para ver isto, observe que sendo § = e**g, temos

I D i N
= §gk (3:gjx + 0jGix — 0w dij)
11
= 59 (€ 0igji + €710 guc — €™ digyy)
= FSI

Portanto, segue diretamente que R§j = Ry, Riju = e?"Rijk1, Rij = Ryj e R = e ?“R.

Assim,

- . 1 -~ N . N

Wikjl = Rikjl - E(Rijgkl + Rklgij - Rugkj - Rklgil)
+ R (9ij9x1 — Girgxr)
(m—1)n—2) 9ij9x1 — Gtk

1
= eQuRikjl - E(Rij €2u9k1 + Rklengi)’ - R11€2u9kj - Rk1€2u9u)

n 6*2“]3 (engi'Qngkl - €2u9u€2u9k1)
Mm—1)(n—2) )

ie,
A 2u
Wikjl =€ Wikjl-

Logo, calculando INBi)-, temos

1 - 1 ~ -
By = mvkvlwikjl + — 2Rklwikjl

1
= n—_ngVLeQ“Wikﬂ +

1 2
— 2Rkle Wi
eQu e2u
= VieViWig +
n—3

= eQuBi)‘ .

— RiaWijt

Portanto,

Bij = €2uBij7 (22)

onde INSU- e Bij sdo os tensores de Bach de § e g respectivamente. Portanto, se § = e’g

é a solucao do fluxo de Bach, temos:

5= O
Yoot

(gij) = - (e™gy) = 2e2u—gii-
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Portanto, por (2.1) e (2.2), temos:

uau u
262 agl) = —62 Bl] (23)

Tomando o trago dos dois lados em (2.3), obtemos:

ou
2ne?*— =0
e :
ie.,
ou
— =0 2.4
at ? ( )
Segue de (2.4) que:
~ 0 . Lou
—By = 3¢9 = 2¢” 3¢95 =0,

o que implica que Eij = (0 para todo t > 0. Em particular, a métrica inicial é Bach-flat.

A seguinte proposicao nos afirma que se g ¢ uma métrica Einstein, entao g é Bach-flat.
A demonstracao, baseada em manipulacoes algebricas e calculos diferenciais, nos revela

que o tensor de Bach é nulo para métricas Einstein.
Proposicao 16 ([25]). Se g é Einstein, entdo g é Bach-flat.

Demonstracao. Da Observacao 3, se g é Einstein, entao

R
Rij = Egij. (25)

Da Proposicao 14 temos que a curvatura escalar R é constante para n > 3. Substituindo

a equagao (2.5) na expressao do tensor de Weyl, obtemos

1 R R R R
Wikjl = Rikjl - nT Egijgkl + Egklgi]‘ - Egugkj - Egkjgu

2
R
+ m—1)n—2) (9gij9k1 — 9i1gxj)
= Rikjl - m (gijgkl + gx19ij — Gitgxj — gkjgu)
R
+ m_1)n—2) (g4j9x1 — 9i19x;j)
:R.k._L(g . — 2010k ) + R (gi; — guLgxi)
ikjl nmn—2) 9ij gkl 9i19kj m—1)n—2) 9ij 9kl — 9i19kj

_R 2R R
= Rugu+ (_n(n—Q) + (n— 1)(n—2)) 919kt

2R R
" (n(n—z) o 1)(n—2)) Gug;

(gijgkl - gilgkj)~

— Ry — ————
U —1)
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Assim,
Wikjl = Rikjl - ﬁ(gijgkl - 9i19kj)~ (2-6)
Veja ainda que, por (2.5)
RiiWikj1 = TELgkIWikjl =0, (2.7)

pois o tensor de Weyl é livre de tragos. Assim, através da equacao (2.6) e da definigao do
tensor de Bach,

1
Bij = —— VikViWi1 +
n—3

1
Ryt Wiki
5 RaWii
1 R
L v (Rug — ——
n—3 “ l( U —1)
R

nmn—1)(n—23) ViVi(gi9x — g gxj)

(gijgr1 — gilgkj))
(2.8)

1
= ——ViViRi1 —
3 Y kiRl
_ ! Vi ViR
- n—s3s k V1INiKjl-
Pela identidade de Bianchi, temos:
V1iRixj1 + ViRi + ViR = 0.

Assim,
V1iRikj1 = —ViRx1 — VRuijn
= —ViRki1 + ViR

= —ViRi1 + VkRy
R R (2.9)
=—-Vi (T—Lgm) + Vi (T_Lgij)

R R
=— (E) Vigi + <;) Vi Gij

onde a quarta igualdade segue da equacdo (2.5). Portanto, de (2.8) e (2.9) concluimos

que By; = 0. O]
O seguinte Lema devido a Cao e Chen, nos apresenta o divergente do tensor de Bach.
Lema 2 ([9]). Paran > 4, temos:

divB = V)'Bij = ﬁci]’kle« (2'10)
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Demonstrac¢ao. Da defini¢ao de tensor de Bach em termos do tensor de Schouten (1.13),

temos
1
ViBiy = V; (—(vkckij + Rleikjl)) :
n—2
ie.,
(n —2)ViBij = ViViCiij + ViR Wi

= ViV (VA4 — ViAyg) + V(R ) Wik + Ria VicWige.

Mas,

ViVi(ViAyj — ViAyj) = ViVieViAy; — ViV ViAy;
= ViVielViAy — Vi ViViAy
= (ViVx = Vi Vi) VA
= —RutViA4 + R VA + Rt VA

= Rikjt ViAir.
Usando (1.8),

ViVi(ViAy — ViAy) + Vi (Ri) Wikt = Rt VA + Vi (R ) Wi
= Rixji ViAiL + Vi (A ) Wik
= (Rikjt — Wikjt) ViclAu

1
= —(Ax9gu1Cui + A Cii
n—2( 1911 Cuii + A Cigi)
1
:_n_2RkiCjki-

Pela relagao (1.14), temos:

n—3
VWit = ncjkl-

Substituindo isto, temos

(N —2)V;Byj = ViV (VA — ViAy) + ViR Wik + Ria VicWig
1 n—3

= — RyiCixi + R Cii
o nkibk + K5 Gtk
n—3
=— Ri1 Gkt + Ry Cjxt
n— 2
n—4
= ——CjiaRu
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Portanto,

n—4
viBij = mcjklkkb

]

Observacao 5. Do Lema acima, seque que quando n = 4 o tensor de Bach tem divergente

nulo.

2.2 Sodliton do fluxo de Bach

Na presente secao, investigaremos o séliton associado ao fluxo de Bach. De maneira mais
especifica, considerando uma variedade Riemanniana (M, go), a fungao g(t) representa o

soliton correspondente ao fluxo geométrico

o}

ag(t)zF(g(t)), com g(0) = go, (2.11)

se

g(t) = o(t)i(go) (2.12)
é a solugao de (2.11), o é uma fungao dependendo apenas de t com o(0) =1 e ¢ é uma
familia de difeomorfismos de M tal que ¢¢ = Idpm. Tomando a derivada de (2.12) em
relacao a t e avaliando-a em t = 0,

b

t=0

i(90) + o10) { 0 a0 |

t=0

0

= A, segue-se que o soliton para o fluxo de Bach ¢é dado por:
t=0

ie,

go + £x9go-
t=0

0
Tomando {a—to‘(t) }

Bij + (£x9g)ij = Agij, (2.13)

onde £ denota a derivada de Lie. Se o campo vetorial X ¢é gradiente, i.e., X = V4f para

alguma fungao suave f em M, a equagao (2.13) se torna o séliton gradiente dado por

A seguir, demonstraremos que a métrica de qualquer séliton gradiente compacto para o

fluxo de Bach deve ser Bach-flat.
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Teorema 1 ([25]). Todo sdliton gradiente compacto (2.14) para o fluro de Bach (2.1), é
Bach-flat.

Demonstragao. Pela defini¢ao (1.10), o tensor de Bach é livre de tragos. Portanto, ao

tomar o trago em ambos os lados de (2.14), tem-se
2Af = An. (2.15)
Integrando (2.15) sobre M e aplicando o teorema da divergéncia, obtemos
0= ZJ Af = J An = Anvol(M).
M M

O que implica,

A=0. (2.16)

Dai, por (2.15) temos que Af = 0, isto é, f é uma fun¢ao harménica. Como qualquer
fungdo harménica em uma variedade compacta M deve ser constante (pelo teorema de

Hopf), segue de (2.14) que

i.e, (M, g) é Bach-flat. ]

Usaremos a ideia da prova do Teorema 1 para estudar os solitons de Bach no caso
nao gradiente. Contudo, para fundamentar a prova do Teorema 2, utilizaremos o seguinte
lema amplamente reconhecido na literatura, o qual desempenharda um papel crucial em

nossa argumentagao.

Lema 3. Para qualquer campo (0,2)-tensorial & e campo vetorial &, vale o sequinte
(Leg, d) = 2div(ted) — 2(divd) (&),

onde tgd € uma 1-forma tal que tePp(.) = $(§,.).

Demonstracao. Considere um campo (0, 2)-tensorial simétrico ¢ e um campo vetorial &,

Para um (0, 2)-tensor A, sabemos que A(x,y) = g(A(x,y),y). Assim,
(A,B) =) g(Ale:),Ble)) = > Ales,B(er)),

onde B é um (1, 1)-tensor. Considere a derivada de Lie como um (0, 2)-tensor, e ¢ um

(1, 1)-tensor. Primeiro, examinando a mudanca de tipo. Vejamos: sendo

(X, Y) = g($(X),Y),
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temos que
$(X, E5) = g(d(X), §)
Logo,
G(X) =) g(d(X), E)E;
j
Como
div(ted) = Y (Veted) (Eo)
=) Ved(EE)
= Z VEig
e
dive (& Z g(&, Ve, (d(Ey))),
obtemos,

(Leg, P) = Zﬁag(a, $(E0))

—Zg Ve &, (E +Zg B, Ve, )

—Zg Ve&, g(d +Zg Ei, V(o (E0).E))E, &)
:ZQ(CP(EO, E) g (Ve E) +Zg Ei). E5) g (Ei, Ve, &)

=2) g(d(E).E)g (Ve E)

=2 Z [Veg(& &(E)) — g(X, Ve (d(E)))]
= 2divied — 2 (divd) (&).
Assim, temos a identidade desejada. O]
Agora estamos prontos para enunciar e provar o seguinte.

Teorema 2 ([25]). Seja (M*, g, X) um séliton compacto 4-dimensional (2.13) para o fluzo
de Bach (2.1). Entio (M*,g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de killing.
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Demonstracao. Note que se ¢ é um campo (0, 2)-tensorial, entdao pelo Lema 3 temos

(Lxg, d) = 2div(ixd) — 2(divd) (X), (2.17)

para qualquer campo vetorial X em M, onde tx¢ é a 1-forma dada por txd(.) = d(X, ).
Tomando a divergéncia na equagao do séliton para o fluxo de Bach (2.13) e pelo fato de

o tensor de Bach (1.10) ter divergente nulo em dimensao quatro, temos:
div(£Lxg) = div(Ag)

ie,
Fazendo ¢ = Lxg na expressao (2.17), obtemos
(£x9,Lx9) = |Lxgl”
= 2div(ix£Lxg) — 2div(Lxg)(X)
= 2div(txLxg),
ie.,
|Lxg|* = 2div(ixLxg). (2.18)

Integrando (2.18) sobre M,

J |Lxgl* = QJ 2div(ixLxg) =0,
M M

pelo teorema da divergéencia, o que implica, Lxg = 0 e, portanto, X é um campo vetorial

de Killing. Além disso, tomando o trago em (2.13), obtemos

Portanto,

donde concluimos que (M, g) é Bach-flat. O

E importante ressaltar que o resultado obtido no teorema acima ainda é valido se
assumirmos Weyl harménico (divW = 0) devido a relacao (1.14). A condicao de Weyl
harmonico desempenha um papel fundamental na teoria de sélitons para o fluxo de Bach,

pois ao estender o resultado deste teorema para esse contexto, podemos compreender
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melhor o que acontece em dimensoes maiores que n = 4 no contexto de sélitons para o
fluxo de Bach.

Utilizaremos a abordagem empregada na demonstracao do Teorema 1 para analisar os
solitons de Bach em situagoes nao compactas. No entanto, para sustentar a argumentagao
no contexto da prova do Corolério 2, utilizaremos o seguinte lema segundo Karp, o qual

desempenhard um papel crucial em nosso raciocinio.

Lema 4 ([28]). Se M ¢é uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, nao-
compacta com curvatura seccional nao-negativa, entao nenhuma funcao C? subharmonica

u tem seu gradiente V gu satisfazendo

J IVQLLIﬁ < 00.
M

Demonstracao. Para uma demonstracao veja [28]. O

Corolario 2 ([25]). Seja (M™, g, f) um séliton gradiente completo nao compacto (2.14)
para o fluxo de Bach, tal que M tenha curvatura seccional nao negativa e o gradiente de
f satisfaca:

J IV fl7T < o0.

M

Entao (M™, g) € Bach-flat.
Demonstra¢ao. Tomando o trago do séliton gradiente (2.14), temos,

2Af = An. (2.19)

Se A > 0, entao segue que f é claramente uma funcao subharmonica. Se A < 0, entao

segue de que —f é uma funcao subharmonica, pois
2A(—f) = —An > 0.

Em ambos os casos, pelo Lema 4, podemos concluir que f ¢ uma funcao constante.
Logo, pela equacao (2.19), temos A = 0. Portanto, segue de (2.14) que By; = 0, ou seja,
(M, g) é Bach-flat. Isso prova a afirmagao. H

Exploraremos agora um resultado que conecta as propriedades de um séliton gradiente
4-dimensional para o fluxo de Bach a curvatura de Ricci de M. Este resultado estabelece

que, quando a curvatura de Ricci é positiva ou negativa, (M, g;) ¢ Bach-flat.



Capitulo 2. Sdlitons de Bach compactos 29

Teorema 3 ([25]). Seja (M*, g,f) um séliton gradiente 4-dimensional (2.14) para o fluzo

de Bach tal que M tenha curvatura de Ricci positiva ou negativa, entdo (M*,g) é Bach-

flat.

Demonstracao. Tomando a derivada covariante de ambos os lados na equacao do séliton
gradiente (2.14) e utilizando a relagao (2.10) com n = 4, obtemos:

—4
0= (;:_—2)2CjikRik = ViBij = Vi)\gij — 2V1V1V)f

= 2V V,V;f
= —2(VjAf + Rjkka)

onde a ultima igualdade segue do Lema 1. Ou seja,
2V Af + 2R Vi f = 0. (2.20)
Tomando o traco do séliton gradiente (2.14),
2Af = An.
Dai, temos
2V;Af = VjAn =0,

e, por (2.20),
2R} Vi f = 0.

Como, por hipdtese, o tensor curvatura de Ricci é positivo ou negativo, concluimos que
Vif =0,
o que implica, f constante. De (2.15), temos que A = 0. Portanto, (M*, g) é Bach-flat. [

Em particular, se (M, g, f) é um séliton gradiente n-dimensional com n > 5 e com
Weyl harmonico, o teorema acima é satisfeito devido as relagdes (1.14) e (2.10).

A seguir, utilizando as ideias de Ho [25], ao considerarmos R? com a métrica g" e S?
com a métrica padrao g2, investigamos o espaco produto R? x S? munido com a métrica
produto g° x g%, Este espaco revela-se um séliton gradiente nao trivial para o fluxo
de Bach apresentando uma expressao especifica para a funcao associada f. Para isto,

necessitaremos do seguinte lema que expresa o tensor de Bach de uma variedade produto

M x N.
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Lema 5 ([20]). Sejam (M, gM) e (N, gN) variedades Riemannianas bidimensionais. Uti-
lizaremos as letras gregas W, v, & para representar os indices de M e as letras i, j, k para
representar os indices de N. Entao o tensor de Bach da variedade produto M x N munido

com a métrica produto gM x gN se divide da sequinte forma:

1 1 1 1
Buv = gvuvngM - ggm [VQV“RQM — §VkaRgN + Z ((RgM)Q - (RgN)Q):| em M

1 1 1 1
Bij = §Viv)'RgN - ggl\; [VkkagN - §vocvocRgN + Z ((RQN)Q - (RgM)Q)):| em N
(2.21)

Nas equagoes acima, Rgm e Rgn sdo as curvaturas escalares de gM e gN respectivamente.
Demonstracao. Veja [20]. O

Teorema 4. Seja (R?,g°) o espaco Fuclideano bidimensional munido com a métrica
plana g° e (S, g%) a esfera bidimensional munida com a métrica candnica g*. A variedade

produto R? x S? munido com a métrica produto g° x g é um séliton gradiente nao trivial

1

para o fluvo de Bach com A = —3 em (2.14), para qualquer fungdo f = f(x,y) em R? da

forma

1
f(x,y) :—6(x2+y2) +Dx+Ey+C (2.22)
onde C, D, F sdo constantes.

Demonstragdo. Como as curvaturas de g° e g sao dadas por Rgo =0 e Rg2 = 2, respec-

tivamente, segue de (2.21) que:

1 1 1 1
BHV = gvuvngo — gg?n/ |:V(XV(XR90 — §VkaR92 + Z((RQO)Q _ (RQQ)Z):|
— 19 v 0= 160 | Vava(0) = tvevi2) + 20— 2
_3 uVv-y 3guv x vV x 2 k Vk 4 (223)
1
=—-g,, cmR?
e
1 1, 1 1 , ,
Bij gviVjRg2 — §gi)' Vkkagz — ivaV“Rgo + Z ((Rgz) — (Rgo) )
= Vw0 - L [vivi@ - Ivavao + L @2 - o)
3700 3 2 %74 (2.24)
1
= _gg%j(l)
1
=—-g};; em S



Capitulo 2. Sdlitons de Bach compactos 31

Combinando (2.23) com a equacao do séliton gradiente (2.14), obtemos

1
gg?w +2V, V, f = ?\gEW em R?,
L 2 2 (2.25)

Portanto, se A = —% e f depende apenas de R? entdao a segunda equagao em (2.25) é

satisfeita, pois
1

_5912;' = }\912)'7
ie.,
A=z
Por outro lado, se A = —%, entao a primeira equagao em (2.25) implica que

1
V.V, f= —ggfw em R?.

Olhando de forma matricial, as férmulas acima sao justificadas da seguinte forma: por
convencao, seja V,V,f = f,,. Assim, o séliton gradiente pode ser representado pela

igualdade

fup fuv __1 Jup Ypv __1 10

fvu fvv 3 gVLL gVV 3 O ]‘ ’

o que implica que f = f(x,y) é uma funcio em R? satisfazendo

1
frax = fyy =-3 e fyy =Tfyx=0
Integrando fy, = —% em relacao a x, obtemos,
1
fx=—ox+9ly), (2.26)
onde g(y) é uma funcao arbitraria dependente de y. Similarmente, integrando fy, = —%
em relacao a y, obtemos
1
fy = —<y + h(x), (2.27)

3

onde h(x) é uma fungao arbitraria dependente de x. Integrando (2.26) e (2.27) em relagao
a X e Y, respectivamente, obtemos as seguintes expressoes para f,

1
f(xvy) = _EXQ +Xg(y) + C1,

(2.28)

1
f(x,y) = —6y2 +yh(x) + co.
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Porém, como f deve ser a mesma para ambas as expressoes, derivando a primeira equacao

de (2.28) com relagao a x e depois derivando com relagao a y, obtemos

pois fyxy = 0, donde concluimos que g(y) ¢é constante. Similarmente, derivando a segunda

equacao de (2.28) em relagdo a y e depois com relagao a x, obtemos

pois fyx = 0, e concluimos que h(x) é constante. Portanto, a forma mais geral que satisfaz

todas as condicoes dadas é
1
f(x,y) = —g(x2 +y*)+Dx+Ey+C
para constantes C,D,E. O

Com base na demonstracao do teorema acima, é possivel classificar os sélitons gradi-
entes nao triviais no fluxo de Bach da variedade produto R? x S2, que estd4 munida com

a métrica produto g° x g2, da seguinte forma.

Teorema 5. Todos os sdlitons gradientes ndao-triviais (2.14) para o fluro de Bach da

variedade produto R? x S? munido com a métrica produto g° x g? devem ter a forma de

(2.22).

Demonstracao. Pela demonstracao do teorema anterior, temos que:

1

39y T2V VA f = Aghy em R?,
1

—395 +2ViVif = Agj, em S°.

Tomando o trago da segunda equacgao, temos:
1
Agef =A+ 3 om S2. (2.29)

Se A > —%, entao f é superharmonica, e se A < —%, entao f é subharmonica. Em ambos
os casos, como S? é compacto, f deve ser uma funcao constante em S? pelo teorema de
Hopf. Isto implica que f é uma funcao que depende apenas de R? e A = —% por (2.29).

Seguindo a demonstracao do teorema anterior, concluimos que
1
f(x,y) = —6(x2 +y?) + Dx+ Ey + C,

para constantes C,D,E. O
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Suponha que (H?, g~2) seja o espaco hiperbdlico bidimensional com a métrica canonica
g2 Seguindo a demonstracao do Teorema 4, também podemos provar o seguinte resul-

tado para a variedade produto R? x H?.

Teorema 6. A variedade produto R? x H? munida com a métrica produto g° x g=2 ¢
um soliton gradiente nao trivial para o fluxo de Bach com A = —%, para qualquer func¢ao

f =f(x,y) em R? da forma:
Lo o 9
f(x,y) :_E(X +y’)+Dx+Ey+C

onde C,D e F sao constantes.

2

Demonstragdo. Como as curvaturas de g° e g~2 sao dadas por Rgo = 0 e Rg—2 = —2

respectivamente, segue de (2.25) que

Buy = 5V ¥4(0) — 2gl, {vava(m ~ SRV + (0 (—2)2)]

1

39{]-2 em HZ.

Combinando estas equagoes com a equacao do séliton do fluxo de Bach (2.14), obtemos:

1
~g0y T2V, Vi f =Ag), em R?,

5 (2.30)
—39y° T2ViVif =Agy® em H”
Portanto, se A = —% e f depende apenas de R? entdo a segunda equagao em (2.30) é
satisfeita, pois
T _ _
_§91j2 = 7\913'27
ie,
1
A=—-.
3
Por outro lado, se A = —%, entdo a primeira equagao em (2.30) implica que

1
V.V, f= —ggfw em R%
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Seguindo a demonstracao do Teorema 4, concluimos que
1
f(x,y) = _E(XQ +y?)+Dx+Ey+C,
para constantes C,D,E. O

Podemos classificar os sélitons gradientes no fluxo de Bach da variedade produto R? x

H? munida com a métrica produto g° x g—2.

Teorema 7. Todos os sdlitons gradientes (2.14) para o fluzo de Bach da variedade produto

R?2 x H? munido com a métrica produto g° x g=2 devem ter a forma

A 1 1 A
f(x1, X2, Wi, Wq) = (Z — E) (33 4+ %3) + Cyxq + Coxg + (6 + 5) logwy 4+ C

para (x1,%x2) € R? e (Wi, W) € H?, onde Cy, Cy e C sdo constantes.

Demonstragao. Seguindo a prova do Teorema 6, obtemos (2.30). Segue de (2.30) que
f = f, + f5, onde f; e f, sdo funcoes que dependem apenas de R? e H? respectivamente.

Por outro lado, f; e fy satisfazem:

1
39 T 2VaVafi =Agl, em R?,

. , 2 (2.31)
_ggij + QViijg = }\gij em H~.

Denotando as coordenadas de R? por (x1, X2), segue da primeira equagao de (2.31) que

0%, 9%, A 1 0%f,
_oh A1 _0. 9.32
ox?  x: 2 6 ¢ 0% (2:32)

92fy
ax1 aX2

Como = 0 segue que fi(x1,X2) = hy(x1) + ha(x2). De maneira andloga ao que foi

feito na demonstracao do Teorema 4, de (2.32), obtemos:

A 1

hl(Xl) = (Z_E) X%+C1X+D1,
A 1

ha(xs) = (Z - E) X34 Cox+ Dy,

Logo, concluimos que hy e hy sao fungoes quadraticas de x; e xo respectivamente e to-
mando D; + Dy = C, obtemos

A 1
fl(Xl,Xg) = (Z — E) (X% ‘f—Xg) + C1X1 + CQXQ + C,

para constantes C;, Cy e C. Por outro lado, se denotarmos as coordenadas de H? por

(Wi, Ws), i.e, H? = {(w;,w;) € R? | wy > 0}, entdao a métrica g—2 é dada por:

91_)'2 = ()2 e (952)_1 = 8y(w2)?, (2.33)
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onde,

—2 —2 —2

gir =9 =—5 € g =0.
11 22 w2 12

Usando a férmula
1 n
=3 D (3igim +gim — mgij) g™,

m=1

temos os seguintes simbolos de Cristoffel para g%

1 1
M, =T34 =72 =TL=0 TL=0=T}=— M2 = —
n=Ilnp=lag=lp=UTp=Ily=ly Wo e Iy We
Como
0%f, of,
Vify = - k=2
ViVt — 9xi1ox Y 9xk’
i,j k=1
obtemos,
0%f, ofy of, 0%f, 1 0fy
V,Vify = —T — T2 = - —
Ly ow?  HMow, 1w, ow?  wy 0wy’
0%f of of 0%f 1 of
V. Vofy = SR R R e 2 4 -2 (2.34)
an 6w2 an aWQ an aWQ Wo an
92f, df, ofy, 0%, 1 0fy
VyVafy = — Ty —T2 = — :
2T T owE 29w, Pow, 0w ows, 0w,
Da segunda equacgao de (2.31), temos:
A1,
ViVjfy = (5 + 6) 95>
Combinando (2.33) com (2.34), (2.34) e a segunda equagao de (2.31), obtemos:
0%f, 1 ofy A1) 1
22 - 72 2.2 = —p
w? wy aw2+(2+6> 3
2
Off, Lo _, (2.35)

anaWQ VTQawl
0%, 1 ofy A1) 1
S, - T2 (22 2o,
aw§+w26w2+ 2+6 w3

Como,

ofy (Ofy 1.\ _ @ 10
an aW2 Wo )= anaWQ Wo an o
pela segunda equacao de (2.35), a funcao

of 1
1
6W2 Wy

depende apenas de wy. Disto,
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para alguma fun¢ao h. Diferenciando-a com respeito a ws, segue

0%f, 1 ofy 1
W3 wydw, Wi

fa = h'(wy)

Comparando com a terceira equagao de (2.35), temos:

A1) 1 1
- <— + —) —5 — —f2 = h/(wy),

2 6/ wi wi

donde vemos que f, depende apenas de w,. Em particular, temos gi\% = 0. Assim, da

primeira equacao de (2.35), tem-se:

Bt (A 1\ L
aWQ_ 2 6 WQ'

Integrando ambos os lados, teremos:

Al
fg(Wl,Wg) = (5 + 6) 10gW2 + C.

Combinando as expressoes dadas por f1(x,x2) e fo(wWyi, Wy), concluimos que

A 1 A1
f(x1, X2, W1, Wq) = (Z - E) (X% + Xg) + Cixq + Coxg + (5 + 6) logws, + C,

para (x1,%2) € R? e (wi,wsy) € H?, e Cy, Cy e C constantes. O



Capitulo 3

Solitons de Bach completos e

nao-compactos

Neste capitulo estudaremos os sélitons para o fluxo de Bach no caso gradiente completo
e nao-compacto. As principais fontes de referéncia para os resultados apresentados neste

capitulo incluem os trabalhos [37] e [12].

3.1 Soélitons de Bach gradiente completo com Weyl
harmonico

Nesta se¢ao, exploraremos as caracteristicas dos sélitons de Bach do tipo gradiente (M™, g, f)
completos e nao-compactos que possuem Weyl harmonico (i.e., div(W) = 0). Adiante,
estudaremos os solitons gradientes de dimensao 4.

Iniciaremos com as seguintes propriedades de sélitons de Bach do tipo gradiente com

Weyl harmonico.

Lema 6 ([37]). Seja (M™,g,f) um soliton de Bach gradiente com Weyl harmoénico e
W(VH,-, -, -) =0. Entao, as sequintes propriedades sao validas:

1

(i) By = Rt Wik,

n—2
(1) B(VT,:) =0,
(ZZZ) V)’Bi)‘ = 0,’
(iv) Ric(VF,-) = 0.

37
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Demonstracao. Pela defini¢ao de tensor de Bach (1.10) e a hip6tese de Weyl harmonico,

segue que:
1
By = — 2Rk1Wikjla

o que demonstra o item (i). Para o item (ii) temos, por hipétese, que W(VT, - - -) = 0.
Logo, segue diretamente da defini¢ao (1.10) que B(Vf,-) = 0.
Para o item (iii), a relagdo (1.14) implica que Weyl harmonico é equivale a Cij = 0.
Assim, pela divergéncia do tensor de Bach dada por (2.10), temos V;By; = 0.
Finalmente, tomando a derivada covariante na equagao do séliton gradiente (2.14),
obtemos

kaij + 2VkViij = Vk7\91j,
ie.,
ViBij = =2V Vi V;f.
Similarmente, obtemos
—Vinj - 2V1VkV]f
Assim,

—Vin]‘ + VkBij = 2V1VkV)~f — QVkViV]‘f = 2Rikj1V1f, (31)

onde a ultima igualdade segue da identidade de Ricci (1.1). Tomando o trago na equagao

acima, obtemos

—V]'Bkj + giijBij = QRHVlf.

E usando a propriedade (iii) e o fato de que o tensor de Bach é livre de tragos, segue que
RiuVif =0,

i.e., Ric(Vf,-) = 0. Isto conclui a demonstracao. H

Note que, nas demonstragoes dos itens (iii) e (iv) do lema acima, nao utilizamos a

condicao W(VT,-,-,-) =0.

Observagao 6. A propriedade (iv) do lema acima seque do fato de que V;By = 0,
quando a condi¢cao de Weyl harmonico é atendida. Entretanto, para dimensdio n =4, as
propriedades (iii) e (iv) sao cumpridas em virtude da equagdo (2.10), mesmo em casos

nos quais a variedade nao atende a condicao de Weyl harmonico.
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Observagao 7. Note que, sendo (M™,g,f) um sdliton de Bach gradiente com Weyl
harmoénico e wg¢W = 0, entao (M, g) € Bach- flat. De fato, sendo Weyl harménico,

temos:
1
By = R Wit
i = 5 RaWia
Vejamos:
0 = V(Wi Vif)
= ViWi i Vif + Wi ViV f
= Wi ViV f
ikt (AgjL + Bji)
1
= _§Wijlejl-
Assim,

0 = WijiaRuBj1 = (n —2)Bj1Bjy,
onde a ultima igualdade seque da relagdo acima. Portanto, (M, g) € Bach-flat.

Lema 7 ([37]). Seja (M™,g,f) um soliton de Bach gradiente com Weyl harménico e
W(VT, -, -,-) = 0. Seja ¢ um valor reqular de f e L. sua superficie de nivel. Entdo, 0s

sequintes resultados sao validos:

(i) Quando Vf #0, By = <& ¢ um campo autovetor de Ric e B.

YA
[Vl
(11) |Vf]* € constante em uma componente conezxa de L.

(11i) Ezxiste uma fungao s que é definida localmente por s(x) = tal que ds =

= Vs.

e

IVfI vl

(iv) Proxzimo de um ponto em X., a métrica g pode ser escrita como
g=ds*+ gij (s, xo, . .. Xn)dxt @ dx,
onde Xo, ..., Xn € um sistema de coordenadas locais de X..
(v) Ve, By =0.

Demonstragao. Pelo Lema 6, se (M, g, f) um séliton de Bach gradiente com Weyl harmonico,

entao B(Vf,:) =0 e Ric(Vf,-) = 0. Logo, quando Vf # 0, E; = ¢ um autovetor de

IVf\
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Ric e B, uma vez que B(E;, ) = 0 e Ric(Ey,-) = 0. O que demonstra o item (i). Agora,

supondo X L Vf, temos pela equacao do séliton de Bach gradiente

VxIVT[? = X(|Vf]?)
= X((Vf, Vf))
= 2(Vx VT, V)

. (Ag(x,Vf) —B(X, Vf))
N 2

=0,

onde a tltima igualdade segue do fato de que X L Vf e B(Vf,:) = 0 devido ao Lema 6.

Portanto, |Vf|? é constante em cada componente conexa de .. O que demonstra o item

(i)

Seja % uma 1-forma, onde Vf #£ 0. Note que,
df 1
d| == | = =5 dlIVfF Adf =0, 3.2
(IVfI) 2|VT3/2 VAl (32)
pois Vx(|[Vf|> = 0 para X L. Vf. Da equagao (3.2) temos que % ¢ uma 1-forma fechada.
Do Lema de Poincaré, % é localmente exata, logo existe uma fungao s tal que ds = |$—fﬂ.
Por fim, calculando Vs num sistema de coordenadas local (x1, X2, ..., Xn) concluimos que

Vs =E;. O que demonstra o item (iii).

A perpendicularidade entre o vetor gradiente Vf e as superficies de nivel associadas
a funcao f estabelece a validade do item (iv). Finalmente, considere s,Xs,..., X, um
sistema de coordenadas em .. Como |Vf| é constante ao longo da superficie de nivel,
[6%1’ %] = 0. Assim, <%, %> =1le (%, a%) = 0, disto, concluimos que V¢, E; =0. O

que demonstra o item (v). O

O primeiro resultado, devido a Shin [37], proporciona-nos uma caracteristica dos
solitons gradientes de Bach (M™, g, f), na qual é evidenciada a presenca de uma cur-

vatura de Weyl harmonica.

Teorema 8 ([37]). Seja (M™, g, f) um sdliton de Bach gradiente com Weyl harmonico e
W(VT,-,-,-) =0. Entao temos Bi; =0 em todos os pontos onde V{ # 0.

Demonstragao. Baseado na definigao de tensor de Weyl e na propriedade (iv) do Lema 6,
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temos: .
Wi Vif = Ry Vaf — n—( 19kt Vif + Ry gy Vit
Ri1gx; Vif — Ryjgu Vi f)
R
ij f— gi1gx;
T D gy 999k Vi~ ugi Vi) (3.3)
1
= Rixj1 Vif — ——=(Ryj Vif — Ry Vif)
n—2
+ R (gi; Vi — gx; Vif)
(n—1)(n—g) JuYk dugVilh
Como W(VT,-,-,-) =0, isolando o termo Rix;1V1f na equagao acima, obtemos
Rixit Vif = L (Ri; Vi f — Ry Vif) — R (gi; Vif — gi; Vif)
ikjl V1 _TL—Q ij Vk kj Vi (n—l)(n—2) 91] k gk] i

(3.4)
1 R R
= — {(Rij - mgﬁ) Vif — (Rkj — mgkj) Vif} .

Da relagao (3.1), obtida na demonstracao do Lema 6, e por (3.4), obtemos

VkBij - Vinj == 2Rik]-1V1f
9 R R (3.5)
“h2 KRU - m%> Vi = (Rki T 1%) W} |

Como mostrado no Lema 7, E; =

\V ﬂ ¢ um autovetor de B, logo podemos considerar

uma base ortonormal (El IVfI JEo, L ,En>, formada por campos autovetores de B.

Note que, Vg f =0 para a > 1, pois

Ve, f = Eolf) = (VF, Eq) = <|Vf|,vﬂ >—o,

onde |Vf| # 0. Para a > 1, pela equagao (3.5), obtemos

2 R R
VElBaa - VEaBla = m |:(Raa — :gaa) VElf_ <Raa - Egm) VEJ}

2 R
2 (Raa - E) E,(f)

2 R 0
_TL—2 (Raa_n_1> a_s(f))

2 R
Baa_ Ba:— aa — 1 ' .
Ve, VeBio= — <R n_l)f (3.6)

ie.,

0
—(f). O lado esquerdo de (3.6) pode ser calculado da seguinte

onde f’ denota E{(f) =
0s
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maneira;:

Ve, Baa — Ve Bia = (E1Baa — B(Ea, Vi, Ea) — B(VE, Eq, Ed)
— (EaBia = B(Vg,Ei, Eq) — B(Eq, Ve, Ed))
=EBaa —2B(Ve,Eq, BEa) —EaBia + B(Ve Ei, Eq) + B(Ey, Ve Ed)
=Baa + (Ve.Ei, Ea)Baa

1
= Bga + F(}\ - Baa)Baaa

onde a segunda igualdade segue de B(VTf,-) = 0, enquanto que a tltima igualdade segue
da definicao de séliton de Bach gradiente. Assim, para a > 1, temos:

1

vE1B¢1c1 - VE,lBla — B:la + Yy

U\ - Baa)Baa-

Por (3.6), segue que,

2f' R 1
Raa ——— = B, =/ A_Baa Baa-
n—l( n—l) ‘1‘1+f’( )

Assim,

n-— n—1
Como tr(B) = 0, temos E; (3_i" ; Bi;) = 0. Uma vez que B(VT, ) = 0, tem-se que By; = 0.
Dali,

1 2f' R
Bga :_F()\_Baa)Baa+ B (Raa_ ) . (37)

onde a segunda igualdade segue de (3.7), enquanto que a terceira igualdade segue do fato

de que tr(B) =0 e R(Vf,-) = 0. Portanto, obtemos que B;; =0 parai=1,...,n. H
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O seguinte resultado estabelece condigoes abrangentes que garantem a presenca de
métricas Bach-flat em casos em que o sdliton de Bach gradiente é completo e nao-

compacto.

Teorema 9 ([37]). Seja (M™, g, f) um séliton de Bach gradiente completo e nao compacto
com Weyl harmonico. Suponha que o tensor de Ricci satisfaca
2

-1
=D g

g < Ric

no sentido de formas quadrdticas, sendo d a funcdo distancia em relagdo a um ponto fixo

P €M ekeR. Sef tem uma integral de Dirichlet finita, isto é, para alguma bola B(xg),
J d(x,xo) AVFP? dx < 0. (3.8)
M—B(x0)
Entao, (M™, g) € Bach-flat.
Demonstra¢ao. Tomando o trago da equagao do séliton de Bach gradiente (2.14), obtemos
1
Af = —mA,
2

i.e, Af é constante. Dai, usando o item (iv) do Lema 6 e a férmula de Bochner (1.4),

temos:

1
5A|Vf|2 = |Hess(f)|. (3.9)
Considere uma funcao cut-off (veja Teorema 2.1 de [6]), &, € C2(Bar(x0)) para T > 0,

)
0< b, <1 em Bar(xg)

¢r =1 em B,(xo)
, (3.10)

onde C > 0 é constante. Multiplicando (3.9) por ¢2, e integrando sobre a bola By, (xg),

0<|
BQr(

Por um lado, fazendo a integracao por partes, obtemos

1
Mess(NPg:= | SAIvHEg?

x0) Bar(x0)

1 1
J FAIVIF o = J SIAALIACH
Bar(x0)

Bar(xo)

C
< J SV,
Bay(x0)—Br(xo) <7
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pela defini¢ao (3.10). Como a integral de Dirichlet (3.8) ¢é finita,

1 C
J LAV < J Svie o,
M 2

M_BT(XO) 2r2
quando v — co. Logo,

J [Hess(f)P = 0,
M

donde concluimos que [Hess(f)|> = 0. Observe que, da definicao de séliton de Bach

gradiente (2.14),

0 = [Hess(f)|* = (Hess(f), Hess(f))

onde a ultima igualdade segue da Proposicao 9 e do fato de que o tensor de Bach ser livre
de traco. Assim,

B> = —An.
Como n > 4 e |B| > 0, segue que [B|? = 0. Portanto, (M, g) é Bach-flat. H

Na demonstracdo do Teorema 9 usamos a fémula de Bochner (1.4) e o fato de que
Ric(VTf,:) = 0, pelo Lema 6, para obtermos a equacao (3.9). Porém, como mencionado
na Observacao 6, desde que n = 4, obtemos Ric(Vf,-) = 0. Logo, baseado no teorema
anterior, obtemos o seguinte resultado para um séltiton gradiente de Bach completo e

nao-compacto de dimensao 4.

Teorema 10 ([37]). Suponha (M*, g,f) um séliton de Bach gradiente completo e nao-
compacto de dimensao 4. Suponha que f tenha uma integral de Dirichlet finita, ou seja,

para alguma bola B(xg),
J d(x,xo) A VF? dx < oo.
M—B(Xo)
Entao, (M*,g) € Bach-flat.
Demonstra¢ao. Tomando o trago da equagao do séliton de Bach gradiente (2.14), obtemos

Af = 22\,
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i.e, Af é constante. Da Observacao 6, se (M?*, g, f) é um séliton de Bach gradiente de

dimensao n = 4, obtemos Ric(Vf,:) = 0. Logo, da férmula de Bochner (1.4), obtemos
1
§A!Vﬂ2 = [Hess(f)|* + g(Vf, VAS),

como Af é constante, tem-se

1
§A|Vf|2 = [Hess(f)[%.

Logo, seguindo a demonstragao do Teorema 9 segue o resultado. O

3.2 Sélitons de Bach gradiente com Ricci nao-negativo

Nesta secao, abordaremos sélitons de Bach gradiente completos e nao-compactos que
possuem a condicao de Ricci nao-negativo e casos onde a variedade M é parabdlica.
Recentemente, Shin [37] provou que, sob uma condicao integral de Dirichlet finita,
qualquer séliton de Bach gradiente completo e nao compacto com Weyl harmonico é Bach-
flat. Mais recentemente Cunha, Eudes de Lima e Rong Mi [12], consideraram sélitons de
Bach gradiente com Ricci nao-negativo juntamente com hipotese de a funcao pontencial
possuir integral de Dirichlet finita. Com isso, eles melhoraram o resultado de Shin uma

vez que a condi¢gao Weyl harmoénico implica Ric(Vf, ) = 0 (veja Lema 6).

Teorema 11 ([12]). Seja (M™, g, f) um séliton de Bach gradiente completo e nao-compacto

com Ricci nao-negativo. Se f tem uma integral de Dirichlet finita, isto €, para alguma
bola B, (xo),
J d(x,xo) A VF? dx < oo (3.11)
M—B(x0)

entao (M™, g) é Bach-flat.

Demonstrac¢ao. De forma similar a demonstracao do Teorema 9, tomando o traco na

equacao do soliton de Bach gradiente (2.14), temos
1
Af = —An,
2
donde teremos que Af é constante. Logo, da féormula de Bochner (1.4), obtemos:

1
5A|Vf|2 = |Hess(f)[* + Ric(VF, VF). (3.12)
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Como a curvatura de Ricci é ndao-negativa, consideremos a fungao cut-off (veja o Teorema
2.2 de [23]), ¢+ € C3(Bar(x0)) para r > 0, tal que:
(

0 < d)r < 1 em BQr(XO)

d)r:l em BT(XO)
: (3.13)

onde C > 0 é constante. Multiplicando (3.12) por ¢?2, e integrando sobre a bola By, (),

Ric(VF, V)2 = J

Bor

J IHess(f)[* 2 + J 1A|Vf|2q>2. (3.14)
Bor 2

Bor

Por um lado, usando integragao por partes, teremos:

| jaweeer =
Bor 2 B

onde a desigualdade acima segue da defini¢ao da funcao cut-off. Como por hipétese temos

1 C
SIVHAG? < J <

IVl
B2T_Br 2T2 ’

2r

que a integral (3.11) é finita, podemos tomar r — co. Assim,

C
—|Vf]* = 0,
JM—Br 2r?

quando 1 — oo. Logo, por (3.14)

J IHess(f)Iz—I—J Ric(Vf, Vf) =0,
M M

o que implica, |Hess(f)[> = 0.

Note que,
1
O:IHess(f)IQ:Z(Ag—B,Ag—B)

1 A 1

== —Z{(g,B)+ -(B,B 3.15
5 A9, Ag) — 5 (9, B) + 7 (B, B) (3.15)

o 1 2 1 2

—4?\ n+4|B|,

onde a ultima igualdade segue da Proposicao 9. Assim,
0<|BPf=—-An<0
concluimos que |BJ> = 0. Portanto, (M™, g) é Bach-flat. O

Adiante, continuaremos explorando as caracteristicas dos sélitons de Bach gradiente
(M, g, f), onde a funcao f tem integral de Dirichlet finita, mas estenderemos nosso estudo
para o caso onde a variedade Riemanniana M™ é parabdlica (lembre que toda compacta

é parabdlica). Para isto, se faz necessario a seguinte definicao.
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Definicao 16. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € dita parabdlica se toda fungdo
subharmonica em M limitada por cima € constante, isto €, se w € C*°(M) com Au > 0

e supmu < 0o, entao w € constante.

Para o proximo resultado, do qual nao assumimos a condi¢ao de integral finita da
funcao potencial, iremos considerar a condi¢ao de parabolicidade e uma certa regulari-
dade em L* ou LP no gradiente da funcao potencial. Isso nos permitira demonstrar que
um soéliton de Bach gradiente completo e nao-compacto é Bach-flat. Para atingir esse
proposito, necessitamos do seguinte resultado estabelecido por Yau, conforme discutido

no Teorema 3 de [41].

Lema 8 ([41]). Seja w uma fun¢do suave subharmonica nao negativa em uma variedade

Riemanniana completa M™. Se w € LP(M), para algum p > 1, entdo u € constante.

Demonstragao. Para uma demonstracao veja [41]. [l
Lembre que LP(M) ={u: M™ = R; [, [u[PdM < +oo}, para p > 1.

Teorema 12 ([12]). Seja (M™, g, f) um séliton de Bach gradiente completo e nao-compacto
com Ric(Vf,Vf) > 0. Se M for parabdlica e |Vf| € L®(M) ou |Vf| € LP(M) parap > 1,
entao (M™, g) é Bach-flat.

Demonstracao. Inicialmente, supondo M parabdlica e |Vf| € L*°(M). Como a curvatura

de Ricci é ndo negativa obtemos de (3.12) que,
1
5A|Vf|2 = |Hess(f)]> 4+ Ric(Vf,Vf) > 0 (3.16)

pois Ric(Vf,Vf) > 0. Logo, |[Vf? é uma funcao subharmonica em M. Desde que
supm|Vf] < oo e M é parabdlica, segue que [Vf|? é constante em M. Portanto, segue de
(3.16),

0= %AIVﬂQ = [Hess(f)* + Ric(Vf, V),

ie.,

[Hess(f)|*> + Ric(Vf, V) = 0.

Como Ric(VTf,Vf) > 0,

0 < |[Hess(f)]? = —Ric(Vf, Vf) <0,
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donde concluimos que [Hess(f)[?> = 0. Seguindo a demonstracao do Teorema 11, obtemos
a equacao (3.15), logo B = 0, e portanto, (M™, g) é Bach-flat.
Agora, assumindo |Vf| € LP(M) para p > 1, novamente da demonstra¢ao do Teorema

anterior, obtemos a equagao (3.12) e como, por hipétese, Ric(Vf, Vf) > 0, obtemos
1
5A|Vf|2 = |Hess(f)[* + Ric(Vf, Vf) > 0, (3.17)

donde concluimos que |Vf|? é uma funcao subharmonica em M. Do Lema 8 teremos que

|V£[?> é constante em M. Portanto, de (3.17),
[Hess(f)[* + Ric(Vf, Vf) =0,

ie.,

Hess(f)|? =0,

pois Ric(VTf, Vf) > 0. Seguindo da demonstracao do teorema anterior, temos a equacao
(3.15), e novamente obtemos B = 0. Portanto, (M™, g) é Bach-flat. O que demonstra o

Teorema. OJ

Como consequéncia, deduzimos que qualquer séliton de Bach gradiente com Weyl

harmonico deve ser Bach-flat.

Corolario 3 ([12]). Seja (M™, g, f) um sdliton de Bach gradiente completo e ndo-compacto
com Weyl harmonico. Se M € uma variedade parabdlica e VTl € L®°(M) ou LP(M) para
p > 1, entdio (M™, g) € Bach-flat.

Demonstracao. Como M tem Weyl harmonico, pelo Lema 6 temos que Ric(Vf,-) = 0.

Portanto, segue do teorema acima que (M™", g) é Bach-flat. O

Como visto no Lema 2, devido a Cao e Chen, dado que o tensor de Bach em dimensao

4 ¢ livre de divergeéncia, i.e., divB = 0, somos capazes de obter o seguinte resultado.

Teorema 13 ([12]). Seja (M*, g, f) um séliton de Bach gradiente 4-dimensional completo
e nao-compacto. Se M* for parabélica e |Vf| € L®(M*) ou [Vf] € LP(M*) para p > 1,
entdo (M*, g) é Bach-flat.

Demonstragao. Note que paran =4, de (2.10) segue que divB = 0. Tomando a derivada

covariante na fémula do séliton de Bach gradiente (2.14), obtemos,

Vinj -+ QVinVJ‘f = V,J\gkj,
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dai,

De maneira analoga, teremos,
2V Vi V;f = =V By (3.19)
Subtraindo as equagoes (3.18) e (3.19),

—Vinj + kai)' = QVika)‘f — QVkviv)'f

= 2Ry Vif,

onde a tltima igualdade segue da identidade de Ricci (1.1). Agora, tomando o trago da
equacao acima,

0= —gijVjBij + giijBij = ZRHVLf,

pois divB = 0, dai,
Rklvlf =0.

Portanto, Ric(Vf,-) = 0. Seguindo da demonstracao do Teorema 11, precisamente da
equagao (3.12), obtemos

1

5A|Vf|2 = |Hess(f)]* > 0.

Logo, |[Vf? é uma funcao subharmonica em M. Seguindo a demonstracio do Teorema
12, concluimos que (M*, g) é Bach-flat.
Finalmente, assumindo |[Vf| € LP(M) para p > 1, novamente da equagao (3.12) obtida

na demonstracao do Teorema 11,
1 2 2
§A|Vfl = |Hess(f)|* > 0,

donde concluimos que |Vf[> é subharmoénica em M, logo do Lema 8 teremos que |Vf[?
é constante em M, podemos concluir da demonstracao do Teorema 12, que (M, g) é

Bach-flat para |[Vf] € LP(M). O que conclui a demonstracao. ]



Capitulo 4

Solitons de Bach com Ricci

nao-positivo

No contexto de um séliton nao gradiente, demonstramos no segundo capitulo, empregando
as concepcoes de Ho [25], que um séliton de Bach compacto 4-dimensional (M?, g) é
Bach-flat, e X é um campo vetorial de Killing (consulte o Teorema 2). Neste capitulo,
apresentamos uma versao que se aplica a qualquer séliton de Bach, sem fazer a suposicao
de compacidade. Para tal, necessitaremos dos seguintes lemas.

O primeiro lema é conhecido como férmula de Bochner generalizada apresentado por
Yano e Bochner em [40] ( para uma demonstragao detalhada o leitor pode consultar R.

Lemos em [31]).

Lema 9 ([40]). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) qualquer, entao
div(Lxg)(X) = %AIXIQ _IVXE + Ric(X, X) + Vxdiv(X). (A1)

Demonstracao. Para uma demonstracao veja [31]. O

O segundo lema fornece uma férmula do tipo Bochner para sélitons de Bach nao

gradientes 4-dimensional.
Lema 10 ([12]). Suponha que (M*, g,X) seja um séliton de Bach 4-dimensional. Entdo
%AlXIQ = |[VX[* — Ric(X, X).
Demonstra¢ao. Tomando o divergente na férmula do séliton de Bach (2.13),
divB + div(Lxg) = div(Ag) = 0.

20
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Usando o fato de que o tensor de Bach ser livre de divergéncia em dimensao 4,
div(Lxg) = 0.

Por outro lado, tomando o traco na equagao do séliton de Bach (2.13),tem-se
2divX = An,

donde concluimos que divX é constante. Logo, da equacao (4.1), obtemos

1
0= 5A|X|2 — [VX[? + Ric(X, X).

Portanto,

1
5A|><|2 = |[VX|? — Ric(X, X).
O

Teorema 14 ([12]). Seja (M*, g, X) um sdliton de Bach 4-dimensional. Suponha que o

tensor de Ricci satisfaca
k2

1+ d?
no sentido de formas quadrdticas, sendo d a fun¢ao distancia em relagao a um ponto fixo

PEMekeR. Se,

—(n—1)

< Ric <0 4.2
g9

J d(x,x0) 3XP* < o0 (4.3)
M_BT(XO)
entdo (M*, g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de Killing.
Demonstracao. Do Lema 10, temos
1
§A|X|2 = |[VX[* — Ric(X, X). (4.4)

Por hipétese, a curvatura de Ricci tem um decaimento subquadrético em (4.2), logo
considere uma funcao cut-off ¢, (como no Teorema 11). Multiplicando a equacao (4.4)

por ¢2 e integrando sobre By, (x),

1
| x| mexoxer=|  Jaxeel
Bar(x0) Bar(x0) Bar(x0) 2
Por um lado, fazendo a integracao por partes,
1 2.2 1 212
Sl axPel=c|  (aeKX
Bor(x0) Bar(x0)

1 C
< _J _2|X|27

2 Bor(x0)—Br(x0) T
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onde a desigualdade acima segue da definicao da funcgao cut-off. Como por hipdtese temos

que a integral (4.3) é finita, podemos tomar v — oo, e assim obter

1 C
AX2 2<_J _X2
[ anpor< | o SoE o,

N | —

quando v — co. Logo,
J IVX[? —J Ric(X,X) =0,
M M
ie.,

J |vx12:J Ric(X, X),
M M

dai, |[VX|?> = 0. Assim, concluimos que VX = 0, i.e., X é paralelo, e em particular X é um
campo vetorial de Killing.
Finalmente, como X é Killing, temos £xg = 0, e dai tomando o traco na equacao do

séliton obtemos A = 0. Novamente da equagao do séliton de Bach (2.13), teremos,
Bij =0.
Portanto, (M*, g) é Bach-flat. O

De maneira similar ao Teorema 14, podemos demonstrar o caso em que n > 5 com a

condi¢ao de Weyl harmonico. Para isto, necessitaremos do seguinte resultado.

Lema 11 ([12]). Suponha que (M™, g, X) seja um sdliton de Bach com Weyl harmonico.
Entao

1

5A|><|2 = |VX[? — Ric(X, X).

Demonstracao. Como M tem Weyl harmonico entao o Cotton é nulo devido a relagao

(1.14). Assim, por (2.10),

n—4
VjBij = mci]’kRjk =0,

isto ¢, o divergente do tensor de Bach ¢ nulo. Logo, seguindo como no Lema 10 concluimos

a demonstracao. O]

Teorema 15 ([12]). Seja (M™, X, g) um séliton de Bach com Weyl harmadnico. Suponha

que o tensor de Ricci satisfaca
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no sentido de formas quadrdticas, sendo d a funcdo distancia em relagdo a um ponto fixo

PpEeMekelR. Se,

J d(x,x0) %X < o0
M—B:(x0)

entio (M™, g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de Killing.

Demonstracao. Do Lema 11, temos
]_ 2 2 .
§A|X| = |VX|* — Ric(X, X).

Logo, seguindo da demonstracao do Teorema 14, concluimos que (M, g) é Bach-flat e

X é paralelo, e em particular é Killing. O

Os resultados obtidos nos Teorema 12 e Teorema 13 para o caso de sélitons gradiente
e Ricci nao-negativo podem ser reobtidos para o caso nao-gradiente se assumirmos Ricci

nao-positivo.

Teorema 16 ([12]). Seja (M* X, g) um sdliton de Bach 4-dimensional com Ricci ndo-
positivo. Se M* for parabélica e [X| € L®(M*) ou |X| € LP(M*) parap > 1, entdo (M*, g)
¢ Bach-flat.

Demonstracdo. Inicialmente suponha [X| € L*(M*). Do Lema 10,
1o .
§A|X| = |VX]* — Ric(X, X).
Como Ricci é nao-positivo,
1
5A|><|2 = |VX[* — Ric(X, X) > 0. (4.5)

Logo, |X|* é uma funcao subharmonica em M?*. Desde que supp|X| < +oo e M é

parabdlica, obtemos que [X|? é constante em M*. Logo de (4.5),
IVX[]* — Ric(X, X) = 0.

Como Ric(X, X) < 0, segue que |[VX[? = 0. Donde concluimos que VX = 0. Em particular,
X é um campo vetorial de Killing. Finalmente, sendo X Killing, podemos seguir como no
final da demonstracio do Teorema 14 para concluir que (M*, g) é Bach-flat.

Agora, assumindo [X| € LP(M*) para p > 1. Como Ricci é nao-positivo, do Lema 10
temos,

1
SAXP = [VX” — Rie(X,X) > 0, (4.6)
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donde concluimos que |X|? é subharmoénica em M*. Segue do Lema 8 que |X|? é constante

em M*. Dai, segue da equagao (4.6) que
IVX|? — Ric(X,X) = 0.
Portanto, seguindo como acima obtemos que X é Killing e (M*, g) é Bach-flat. H
Para n > 5, temos o seguinte resultado.

Teorema 17 ([12]). Seja (M™, X, g) um séliton de Bach com Weyl harménico e Ricci
nao-positivo. Se M for parabdlica e |X| € L®(M) ou [X| € LP(M) para p > 1, entdo
(M™, g) € Bach-flat.

Demonstracao. Inicialmente, supondo |X| € L*(M*). Como a curvatura de Ricci é nao-

positiva e M tem Weyl harmonico, segue do Lema 11,
1
5A|X|2 = |VX[? — Ric(X,X) > 0. (4.7)

Logo, |X|> é uma funcdo subharmoénica em M. Desde que supm|X| < +o0o e M é pa-

rabélica, obtemos que |X|? é constante em M. Logo de (4.7),
0 = [VX]2 — Ric(X, X).

Como [VX]?2 > 0 e Ric(X,X) < 0, segue que |[VX|?> = 0. Donde concluimos que VX = 0.
Em particular, X é um campo vetorial de Killing. Sendo X Killing, podemos seguir como
no final da demonstragao do Teorema 14 para concluir que (M, g) é Bach-flat.

Agora, assumindo |X| € LP(M) para p > 1. Como a curvatura de Ricci é nao-positiva,

segue do Lema 11 que,

1
5A|X|2 = |VX[* — Ric(X, X) > 0, (4.8)

donde concluimos que |[X|?> é subharmoénica em M. Logo do Lema 8, tem-se que [X? é

constante em M. Logo, segue de (4.8),
IVX|? — Ric(X,X) = 0.

Portanto, seguindo como acima obtemos que X é Killing e (M, g) é Bach-flat. H
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