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leva a preciosa semente, andando e cho-
rando, voltard, sem duvida, com alegria,
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trazendo consigo 0s seus molhos.

Salmo 126, Biblia Sagrada.



Resumo

Neste trabalho, estudamos hipersuperficies capilares imersas na bola euclidiana unitaria,
e analisamos os casos estavel e instavel. No caso estavel, estudamos o resultado de unici-
dade obtido por Wang e Xia [Uniqueness of stable capillary hypersurfaces in a ball, 2019],
segundo o qual as unicas hipersuperficies capilares estaveis imersas na bola euclidiana
unitaria sao os discos e as calotas esféricas. No caso instavel, estudamos o indice de
Morse associado a uma hipersuperficie, o qual é zero para as estaveis, e apresentamos o
resultado obtido por Devyver [Index of the critical catenoid, 2017] onde o indice de Morse

do Catenoide Critico (superficie bordo livre) foi calculado.

Palavras-chaves: Curvatura Média Constante, Bordo Livre, Hipersuperficie Estavel,

Indice de Morse.



Abstract

In this work, we study capillary hypersurfaces immersed in the unitary Euclidean ball,
and analyze the stable and unstable cases. In the stable case, we studied the unique-
ness result obtained by Wang and Xia [Uniqueness of stable capillary hypersurfaces in
a ball;2019], according to which the only stable capillary hypersurfaces immersed in the
unitary Euclidean ball are the discs and spherical caps. In the unstable case, we study
the Morse index associated with a hypersurface, which is zero for stable ones, and we
present the result obtained by Devyver [Indezx of the critical catenoid, 2017] where the

Morse index of the Critical Catenoid (free boundary surface) was calculated.

Keywords: Constant Mean Curvature, Free-Boundary, Morse Index, Stable Hypersur-

face.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos hipersuperficies imersas na bola euclidiana unitaria B™*! e nos
baseamos em duas referéncias principais, a saber: a primeira parte do trabalho de Wang
e Xia em (WANG; XIA, 2019), onde eles provaram um resultado de unicidade a cerca das
hipersuperficies capilares estaveis em B™*! e no trabalho de Devyver em (DEVYVER,
2017), onde ele calculou Indice de Morse do Catenoide Critico.

Hipersuperficies capilares sao pontos criticos de algum funcional variacional geométrico.
Foi Young quem primeiro considerou matematicamente superficies capilares em 1805 e
introduziu o conceito matematico de curvatura média. Seu trabalho fo continuado por
Laplace e mais tarde por Gauss. Para mais detalhes do desenvolvimento histérico dessa
teoria veja (FINN; MCCUAN; WENTE, 2012).

Ainda sobre as superficies minimas com bordo livre, Ailana Fraser e Richard Shoen nos
artigos (FRASER; SCHOEN, 2011) e (FRASER; SCHOEN, 2016) trouxemos um interesse
nos estudos dessa tematica. Precisamente, eles estudaram superficies minimas com bordo
livre na bola unitaria B™ de R™ e em (FRASER; SCHOEN, 2011) eles apresentaram dois
exemplos interessantes, a saber, o Catenoide Critico (parte de um catenoide em R?) e a

Faixa de Mobius Critica (uma superficie minima com bordo livre nao-orientével em B*).

Estabilidade

A estabilidade de hipersuperficies minimas ou de curvatura média constante desempenha
um papel importante na geometria diferencial. Primeiramente, observamos que Antonio

Ros e Enaldo Vergasta apresentaram o seguinte resultado para superficies com bordo livre:

Teorema 0.1 (ROS; VERGASTA, 1995). Suponha que B®> C R3 € uma bola e que & :
M — B3 seja estaciondria estdvel. Entdo OM é mergulhada e as tinicas possibilidades

sa0:
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e (M) € um disco totalmente geodésico;
e O(M) € uma calota esférica;
eg=1ler=1o0u2 ondeg € o género er € o numero de componentes conexas.

Por outro lado Ivaldo Nunes mostrou recentemente em (NUNES, 2017) que o terceiro

caso nao ocorre, precisamente o resultado de Nunes foi:

Teorema 0.2 (NUNES, 2017). Seja B C R3 uma bola fechada. Se £ é uma superficie
ortentdvel, compacta, imersa e com curvatura média constante com bordo livre, entao X

tem género zero.

Nesses resultados percebermos que o caso capilar nao foi tratado, principalmente de-
vido o fato de que esse caso apresenta a presenca de um termo que depende do bordo
da hipersuperficie M™ analisada, o que torna dificil determinar se ela é ou nao estavel.
A estabilidade de uma hipersuperficie com curvatura média constante é definida através
de variagoes com uma condicao de restricao de volume. Desse modo, podemos usar a
condicao de estabilidade para encontrar fungoes teste admissiveis convenientes. Para o
problema com restri¢oes de volume, consideramos funcgoes teste @ tais que f m PdA =0,
isto ¢, tem média zero ao longo de M. No trabalho de Barbosa e do Carmo em (BAR-
BOSA; CARMO, 1984) sobre hipersuperficies fechadas, eles usaram a cldssica Formula

de Minkowisk para uma imersao fechada x : M — R +!

J H{x,N)dA = nJ dA,

M M

onde H é a curvatura média constante de M e N é o campo normal unitario ao longo de
M, a fim de encontrarem uma funcgao teste conveniente. De fato, a funcao teste obtida
foilp =n—(H,N). A férmula acima garante que essa é uma funcao teste admissivel. No
artigo de Ros e Vergasta (ROS; VERGASTA, 1995), eles obtiveram a seguinte Férmula
de Minkowisk

OM] = n|M| —J H(x, N)dA.
M

Diferente daquela férmula classica, esta relaciona trés quantidade geométricas, a sa-
ber, a drea do bordo de M, a drea de M e uma integral envolvendo a curvatura média de

M. Esta férmula também revela a dificuldade que hé no caso bordo livre, a presenca de
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um termo que depende do bordo. O caso capilar apresenta mais algumas complicagoes.
Usando uma nova Féormula Tipo Minkowisk, Wang e Xia conseguiram resolver comple-
tamente o problema de determinar quais hipersuperficies capilares sao estaveis na bola.

Precisamente, o resultado de unicidade apresentado por Wang e Xia ¢ o seguinte:

Teorema 0.3 (WANG; XIA, 2019). Suponha x: M — B uma hipersuperficies capilar
estavel imersa na bola euclidiana unitdria Enﬂ com curvatura média constante H > 0 e
angulo de contato constante © € (0,7). Entdo x ou € uma bola totalmente geodésica ou €

uma calota esférica.

Instabilidade

No caso instavel, um conceito fundamental que aparece é o Indice de Morse de uma hi-
persuperficie imersa na bola B™*!. Guiados por uma analogia hipotética entre superficies
minimas (fechadas) em S* e superficies minimas com bordo livre em B? P. Sargent em
(SARGENT, 2017) e de maneira independente L. Ambrosio, A. Carlotto e B. Sharp em
(AMBROZIO; CARLOTTO; SHARP, 2016) obtiveram estimativas inferiores para Indice
de Morse de superficies em B3.

Para uma hipersuperfice M imersa em B™ ™!, temos associada a ela uma forma quadratica
Q. Definiremos o Indice de Morse de M, Ind(M), como o indice (de Morse) da forma
quadrética Q. Diremos entao que M é instavel quando Ind(M) > 0, e estdvel quando
Ind(M) =0.

O calculo do indice de uma hipersuperficie, em geral, nao é facil, uma vez que a
forma quadratica Q estd definida em um espago de dimensao infinita. Entretanto, alguns
exemplos interessantes aparecem na literatura. Por exemplo, em (TRAN; ZHOU, 2023b),
a partir de uma férmula obtidada pelos autores, eles calculam o indice de um cilindro
imerso na bola unitaria. De fato, nesse exemplo o indice depende do raio da base do
cilindro.

Nesse trabalho vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 0.4 (DEVYVER, 2017). O Indice de Morse do Catenoide Critico na bola

unitdria B3 € exatamente 4.

Contudo, esse resultado é recente e outros métodos foram utilizados para calcular

o indice de uma superficie em B3. Nesse trabalho, apresentaremos a técnica de Devyver
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para calcular o indice do Catenoide Critico. Ressaltamos que outras técnicas foram usadas

simultaneamente por outros autores, a saber, (TRAN, 2016) e (SMITH; ZHOU, 2019).

Organizacao

No Capitulo 1, fazemos uma breve revisao de conceitos importantes para a compreensao
dos demais capitulos e introduzimos a notacao utilizada. Ja o Capitulo 2 apresenta as
variagoes da energia, a definicao da forma de indice para uma hipersuperficie M imersa
na bola euclidiana unitaria, bem como o Indice de Morse de tal forma quadratica e,
consequentemente, o indice de M. Ademais, provamos dois resultados de estabilidade de
hipersuperficies, a saber, a estabilidade dos discos e da calotas esféricas.

No Capitulo 3, apresentamos o resultado de Wang e Xia sobre a unicidade dos discos
e das calotas esféricas como hipersuperficies estaveis na bola euclidiana unitaria. No
Capitulo 4, expomos com detalhes o calculo do indice do Catenoide Critico feito por
Devyver.

No Capitulo 5, fazemos algumas consideracoes finais e finalizamos o trabalho. No
Capitulo Referéncias, apresentamos as que foram supracitas e mais outras que foram

usadas ao longo do texto.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesse capitulo, introduziremos os conceitos usados no decorrer desse trabalho, bem
como estabeleceremos as notagoes usadas. Ademais, por questoes praticas admitiremos
que o leitor tem conhecimentos prévios acerca de geometria diferencial, como as definigoes
de Variedade Riemanniana, Espaco Tangente, Conexao Riemanniana, Curvatura Média,
Hipersuperficies, Primeira e Segunda Variacao da Area, Volume. Alguns resultados aqui
apresentados nao serao demonstrados, contudo os referenciaremos adequadamente. No
que segue, esses pré-requistos bem como os demais conceitos estao devidamente apresen-
tados nas referéncias (CARMO, 2008), (CHAVEL, 2006), (DAJCZER; TOJEIRO, 2019),
(LEE, 2012).

Denotaremos por M™ (ou simplesmente M) uma Variedade Riemanniana conexa de
dimensao real n suave, isto ¢ €, gM (ou simplesmente g quando nao houver ambiguidade)
sua métrica (Riemanniana) com a norma correspondente || || := m , V sua Conexao
Riemanniana, T,M o plano tangente a M em p € M e X(M) o conjunto dos campos de

vetores C* tangentes a M. No caso particular M = R™ usaremos a notacao convencional

(-,+) para denotar sua métrica.

1.1 Alguns Operadores Diferenciais Importantes

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, X € X(M) e f uma fungao suave em M.

Definimos a divergéncia do campo X como a funcao divX : M — R dada por

divX(p) = trago da aplicagao linear Y(p) — VyX(p).
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Observe que, considerando um referencial ortonormal geodésico {Ei}Ji*; em p € M e

escrevendo X = ). XiEi, Xy = g(X, Ei), o divergente é obtido como

divX(p) = tr(VyX(p))

(o () o)
j i

Como o referencial {E;} é geodésico, isto é, Vg Ei(p) = 0, temos:

divX(p) = ZQ(ZEj(Xi)Ei(p)7Ej)
j i
— Y X))

Com respeito a funcao suave f definiremos o gradiente, a hessiana e o laplaciano
em M. O campo gradiente de f é o (inico) campo vetorial Vf € X(M) que satisfaz
g(Vf(p),Y) = df,(Y) = Yf(p) para todo p € M e Y € T,M. Essa notacao ¢ inspirada no
fato de que quando M = R™ a Conexao Riemanniana de R™ é simplesmente a derivagao
usual e o vetor gradiente é a diferencial. Agora, considerando o referencial geodésico,

temos

g(Vi(p),Y) = 9<Vf(p),ZYiEi>
= ) Yig(Vf(p),E)

= Z YiE((f)(p).
A hessiana de f é definida como o operador linear
Vi T,M — T,M, (V*f)X(p) = VxVf(p),
e o laplaciano de f é definido como

Af(p) = tr(V*f(p)) = divVf(p).
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Usando as expressoes do gradiente e divergente obtemos que:

Af(p) =) Ei(Ei(f))(p).

1.2 Imersoes Isométricas

. 7 kK ™ . . . . ~
Sejam (M™, gM) e (]\/lm+ , gM) variedades Riemannianas. Uma aplicacdo suave x : M —

M é dita uma imersao isométrica se
gM (X, Y) = g, (dxp (X), dxp (V)

onde p € M e X,Y € T,M. Quando existe uma tal imersao isométrica, dizemos que M
é uma subvariedade imersa de M, precisamente para cada p € M existe uma vizinhanca
U, € M tal que x(U,) = Mx(p) C M tem estrutura de subvariedade (mergulhada) e
x: U, = Mx(p) é uma bijecdo. O niimero k é chamado a codimensdo de M em M. Pela
Forma Local das Imersoes podemos fazer a identificagdo de p com x(p), isto é, estamos
identificando U, com Mx(p), e assim, consideramos “U, C M isso simplificard muitos
de nossos calculos.

Seja X € ¥(M), entéao existe um tnico X € X(M) tal que X = dx,, (X), o que é fato
pois x é uma imersao. Com isso, obtemos uma forma de extender campos em M a campos
em M.

Se x : M — M é uma imersdo e gM é uma métrica Riemanniana em M, podemos

definir uma métrica em M, a qual chamaremos induzida de x, dada por
gM (X, Y) = gl (dx(X), dx(Y)),¥X,Y € T,M.

Agora, para cada p € M C M, temos que o produto interno gpm decompoe Tpm em soma

direta como

TM=T,Ma (T,M)*

onde (T,M)=* é o complemento ortogonal de TpM em Tpm. Desse modo, X € Tpm entao

X=X"+X* X" e T,M, X+ € (T,M)*
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XT é chamada componente tangencial e X+ é chamada componente normal. Chamaremos
o espago (T, M)+ de espago normal a M.
Seja V a conexdo Riemanniana em M. Se X e Y sdo campos suaves em M podemos

definir a conexao Riemanniana em M como:
— — T
VxY = (VxY)

A componente normal de VxY, (ﬁyV)L, ¢ chamada de tensor forma (DAJCZER;
TOJEIRO, 2019) e denotamos como

«'(X,Y) = (Vx Y)

Quando nao houver perigo de ambiguidades podemos denotar simplesmente por «. Desse

modo, obtemos a Férmula de Gauss
Vy\_( = VxY + O((X, Y)

Sejan € (T,M)*. A partir do 2-tensor « podemos definir uma forma bilinear simétrica

Hy : ToM x T,M — R associada a n dada por
Hy (X, V) = g™ (X, Y),n).

Em (CARMO, 2008) mostra-se que o é simétrico logo podemos concluir que H,, é também
simétrica. Assim, a forma H,, fica associada uma forma quadratica h, (X) = H, (X, X) para
cada X € X(M), a qual chamamos a Segunda Forma Fundamental de M em p segundo o

vetor 1. Ademais, a esta forma quadratica temos associado, também, um operador linear

Ay ToM — T,M definido por
gM(ALX,Y) = g™ («(X, Y),m).

Da simetria de & obtemos que A,, ¢ auto-adjunto, ou seja, g (A X,Y) = gm(AnY, X).
O operador A, serd chamado de Operador de Weingarten de M no ponto p segundo o

vetor 1.

Como 0 = XgM(Y,n) = gM(VxY,n)+g™(Vxn,Y) implica g™ (VxY,n) = —gM(Vxn, V)
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temos que:

gM(AXY) = gM(a(X,Y),n)

= —g™(V,Y)
= —g™(Vxn,V)

Aqui estamos identificando X e Y com suas extensoes.

Desse modo, definimos o Vetor Curvatura Média de M em p como sendo
H= —Z o(Ey, Ey)
i
onde {Ei} é um referencial geodésico de M. Assim, para cada n € (T,M)* temos
g (H,n) = —tr(A,).
Definicao 1.1. Dizemos que uma imersio x : M — M € minima, quando ﬁ = 0.

Segue da definicao, que a imersao x é minima se e s6 se, tr(A,) = 0 para todop € M

en € (T,M)*.

Proposigao 1.1. Sejam x : M™ — M™* wma imersdo isométrica e @ € C°(M). Entdo

o gradiente e a hessiana de @ e & = @ ox sao relacionados por

dx,(VE) = (Vo) ' (1.1)

VEE(X,Y) = V2o(X, V) + g™ (V. a(X, V) (12)
para todo p € M e todos X,Y € T,M.

Demonstracao. Pela definicao de gradiente e usando que x é uma imersao isométrica,
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temos que, para cada p € M e X € T,M,

9N (VEX) = XE=X(pox)

= dx(X)(@) = Xo

Portanto, dx,(VE) = (Vo). Agora, tendo provado isso e usando a Férmula de Gauss

temos que:

V2E(X,Y) = gM(Vx(VE),Y) = gM(Vxdx, (VE) — a(X,Y),Y)

= ¢"(Vx(Ve)".Y)

~

= gM(Vx(Ve),Y) — g™ Vx(Ve):,Y)

~

= V2o(X,Y)+ gM((Ve)t, VxY)
= V2(X,Y) + gM(Vo,alX,Y))

. <~ m+k . , .
Como um caso particular quando M = R™** temos o seguinte coroldrio:

Corolario 1.1. Seja x : M™ — R™** uma imersdo isométrica e h¥ € C®(M) a funcdo

altura relativa ao hiperplano normal a v € R™"* dada por:

Entao,

VZhY (p)(X,Y) = («(X,Y), V) (1.3)
para todop € M e X, Y € TM

Demonstragao. Considere @ € C®(R™*) como sendo a funcao altura, em R™*, @(x) =

(x,Vv) para todo x € R™"*. Vamos aplicar a Proposicao 1.1 a essa funcao e a fungao h".
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Note que para todo campo suave X € R™*¥ temos

(Vo(x),X) = X(x,v)
= (Vxx,Vv)
= (V)

- Ve(x) = v

Dali, pela Proposicao 1.1 temos que VZ@(x)(X,Y) = («(X,Y), ).
[ |

Vamos analisar com um pouco mais de atengao o caso de codimensao k = 1 em
R™! ou seja para o caso de uma hipersuperficie imersa no espaco euclidiano R™*!,
Primeiramente, notamos que nesse caso o espago normal a hipersuperficie M tem dimensao
1, dai o vetor normal unitario N a M é tinico a menos de sinal e assim, podemos definir a
curvatura média de M como H = —tr(A) onde A é o Operador de Weingarten associado
aNeH=HN A segunda forma também é unica e denotaremos simplesmente por h.
Veja que [h* = |A]? = Y, A}, onde A; sdo os autovalores de A, e, por defini¢ao, de h
também.

Diante dessas consideragoes, temos a seguinte proposicao listando algumas identidades

importantes que usaremos mais a frente.

Proposicao 1.2. Seja x : M — R™™ uma imersao isométrica no espaco euclidiano. As

sequintes identidades valem ao longo de M.:

Ax = —HN (1.4)
A%m? — n—HEN) (1.5)
AN = VH-—hN (1.6)
Alx,N) = (x,VH) +H— h(x,N) (1.7)

Demonstrac¢ao. Vamos demonstrar cada identidade separadamente.

o Ax = —HN
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Seja w € R™™! fixado e considere (x,w). Assim, temos que V{x,w) =w. Dali,
V2{x, w)(X,Y) = (w, «(X,Y))
Como A{x,w) = tr(V?(x,w)), temos

Alx,w) = (Ax,w)
= (w,tr(x(X,Y)))
= (w,—HN),vw € R™",

Portanto, Ax = —HN.

o ALlx* =n—H(x,N)

Seja Y € X(M). Assim, temos

Yix? = Y{x,x)

VX2 = 2xT
Agora, pela definicao da hessiana temos

VyVIx? = Vy2x' =2Vy(x — (x,N)N)
= 2(Vyx — Vy(x, N)N)
= 2(Y — (Vyx, N)N — (x, VyNI)N — (x, N)VyN)
= 2(Y = (5 A(Y)N = (x, N)A(Y))
= 2(Y—(A(x"), V)N — (x, N)A(Y)).

Calculando trago temos

V2P = 2) (Ei—(A(x"), E)N— (x, N)A(E;), Es)
i=1

= 2(n—(x,N)H).
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Pela definicao do laplaciano, segue que

1
A§le2 =n—H(x,N).

e AN = VH — [h[*N

Analogamente a demonstracao da primeira identidade, considere w € R™! um
campo constante. Entdo vamos calcular A(N,w). Dado X € X(M) campo vetorial,

temos:

(VIN, W), X) = XN, w) = (VN w)
= (A(X),w) = (A(w'),X).

Logo, V(N,w) = A(w'"). Ainda tomando X € X(M) temos

VxVIN,w) = VxA(w') = (VxA)(w') +A(Vxw')
= (VXA)W') + A(Vxw — (N,w)N)
= (VxA)W') +A(Vxw — (N, W)N)
= (VXA)W) + A(Vxw) — A(Vx(N,w)N)
= (VxA)W") = A(VXN, W)N + (N, W) VxN)
= (VxA)W') — A((N,w)A(X))
= (VxA)(w') — (N, w)A*(X).

Tomando o trago temos,

AN W) = > (Ve A)w'),Ei) — (N W)(A%(Eq), Eq))

i=1

= _<N7 W>|h|2 + Z<(VE1A) (WT)7 Ei)

i=1

= N WP+ Y (VWA (o), Ey). (1.8)
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Por outro lado, como H = }_;(A(Ei), Ei) temos que

(VH,X) = XH=) ((Vx(A(E:)),Ei) + (A(Ei), VEs))

i=1

(((Vx(A))(Ei)) + A(VxEi), Er) + (A(E), VxEy))

I
.I\/]:

,,
I
—

I
.I\/]:

,a
I
—

((VxA)(E), Ey).

Substituindo essa tltima expressao em (1.8) com X = w'temos

AN, W) = —(N, W)+ (VHw")
= —(N,w)[h]*+ (VH,w)
= (—[h*N+ VH,w).

Portanto, AN = VH — |h|>N.

o Alx,N) = (x, VH) + H—|h|*(x,N)

De modo similar ao que foi feito anteriormente, seja X € X(M). Entao,

(V,N),X) = X(x,N) = (Vxx,N) + (x, V., N)
= (xAX)) = (Ax"),X).

Daif, V{x,N) = A(x"). E assim, derivando novamente

VxV{x,N) = (VxA)(x") +A(Vxx")
= (VxA)(xT) +A(Vx(x — (x, N)N))
= (VxA)(xT) + A(Vxx — (Vx {x, N)IN = (x, N) VxN)
= (VxA)(xT) + AX = (x, A(X)N — (x, N)A(X))
= (VxA)(x") +A(X) — (x, N)A*(X).
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Tomando o traco, temos

A, N) = (VH,x") +H— (x,N)|h?
= (VH,x) +H— (x,N)|h[>.

1.3 Hipersuperficies Capilares

Seja H™ o semi-espaco superior fechado H™ :={x € R™; x,, > 0}. Esse é o modelo das
hipersuperficies (e mais geralmente, variedades) com bordo, com a topologia de subespago
induzida de R™. Os pontos x € H tais que x, > 0 sao chamados pontos interiores de
H e os pontos x € H tais que x,, = 0 sao chamados de pontos do bordo de H™. Esses

conjuntos sao disjuntos e os denotamos por
int(H) := {x € H;x é ponto interior}
OH :={x € H;x é ponto do bordo}.

Xn

int(H)

n
>

Figura 1.1: Semi-espaco superior fechado de R™

Uma variedade topoldgica com bordo M™ é entao um espaco topolégico de Hausdorft,
com base enumerdvel que é localmente homeomorfo a R™ ou H™. Uma variedade com
bordo suave é um par (M, A), onde M é uma variedade topoldgica com bordo e A (atlas
maximal) ¢ uma estrutura suave para M. Para mais detalhes consultar (LEE, 2012).

Sejam M uma variedade com bordo e  : M — H™ uma carta local. Dizemos que um
ponto p € M ¢ interior quando P (p) € int(H) e dizemos que é um ponto de fronteira de

M quando P (p) € OH. O conjunto dos ponto interiores de M é chamado o interior de M



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 16

e o conjunto dos pontos de fronteira é chamado de bordo (ou fronteira) de M, os quais

denotamos por int(M) e OM, respectivamente.

Exemplo 1.1. O disco plano D :={(x,y) € R%;x? +y? < 1} € um exemplo de superficie

compacta com bordo. Note que 0D = S!

Figura 1.2: Disco plano

Exemplo 1.2. A bola fechada B(0,7) := {x € R3;||x|| < v} € uma 3-variedade compacta

com bordo. Aqui temos 0B® = S2.

Observe que, de maneira geral, S™ é localmente homeomorfa a um aberto de R™ e,
embora compacta, seu bordo é vazio.

Seja B™*! a bola fechada e unitdria de R™*!. Uma hipersuperficie imersa M em B
¢ uma variedade de dimensao n tal que existe uma aplicacao suave x : M — B que é
uma imersdo, isto é, dx, : T,M — T¢p)B ~ R™"! é injetiva para todo p € M. Em
resumo, M é uma subvariedade de codimensao 1 de B. Por um abuso de notacao, vamos
escrever M C B, significando x(M) C B e tal convencao se justifica pela Forma Local
das Imersoes (Teorema 4.15 (LEE, 2012)). Diremos que uma hipersuperficie M C B com
bordo OM # () esté propriamente imersa em B quando int(M) C int(B) e oM C 9B.

Vamos estabelecer agora a seguinte convencao dos quatro campos normais unitarios.
Primeiramente, N representa o campo normal a hipersuperficie M; N representa o campo
normal a 0B apontando para fora em B™"!: n representa o campo normal a OM em M
apontando para fora; v representa o campo normal a 9M em 0B tal que as bases {N,n}
e {N,v} tém a mesma orientacio, (Figura 1.3).

Diremos que uma hipersuperficie M C B é capilar com angulo 8 quando o bordo oM
intersecta 0B sob o angulo constante 0. Isso equivale dizer que (—N,N) = (n,v) = cos 6.

Quando o angulo é 6 = T dizemos que a hipersupeficie é bordo livre.
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Figura 1.3: Os quatro campos normais

Esses quatro campos normais possuem também as seguintes relacoes:

n = sen(0)N + cos(0)v (1.9)
N = —cos(0)N +sen(0)v (1.10)
das quais obtemos:
N = sen(0)n — cos(0)N (1.11)
v = cos(0)n+ sen(0)N (1.12)

A seguir apresentamos um exemplo nao trivial de uma superficie minima bordo livre.

Exemplo 1.3. O Catenoide Critico (Figura 1.4) é uma superficie minima com bordo livre

mergulhada na bola B3.

Figura 1.4: Catenoide Critico

Veremos nos proximos capitulos que o Catenoide Critico é uma superficie instavel
e calcularemos o seu indice de Morse. Esses dois ultimos conceitos serdo definidos no

préximo capitulo.
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1.4 Aplicacoes Conformes. Invariancia Conforme da
Energia de Dirichlet em Dimensao Dois

. TN — . . . w3 . ~
Sejam (M™, g) e (M | g) duas variedades Riemannianas e F: M — M uma aplicac¢ao
suave. Dizemos que F é uma aplicacao conforme, se existe uma fungao suave A : M — R

tal que para cada p € M temos
gF(p)(de(vl)v de(Vz)) = AZ(P)Qp(VbW), Wi, v € T,M.

A funcao A é chamada de coeficiente conforme. Notemos que uma isometria é um caso
particular de aplicagdo conforme, especificamente temos A = 1.

Geometricamente, uma aplicagao conforme é uma aplicacao que preserva os angulos
entre vetores tangentes. Sejam o, 3 : (—e, &) — M duas curvas definidas em M que se
intersectam em p = «(0) = B(0). Desse modo, o angulo 0 < 6 < 7t entre vi = «’(0) e

vo = B/(0) é dado por
g(a’(0), B'(0))
[/ (O)IIB(0)]

Agora, considere as curvas Fox : (—e, &) = M efoB:(—¢,e) = M,onde F: M - M

cos(0) =

é conforme. Elas se intersectam em F(p) = Fo «(0) = Fo(0). Entdo o dngulo 0 < 0 < 7

entre (Fo «)’(0) e (Fo 3)/(0) é dado por

g((Foa)'(0), (Fo 3)'(0))

|(F o o)’ (0)][(Fo ) (0)]

7\2( )g(e’(0), B'(0))
A2(p)le’ (0)[IB7(0)]

= cos(0).

cos(0) =

Como em (0,7) a funcéo cos é injetiva temos que 6 = 6.

Definigao 1.2 (Energia de Dirichlet). Seja u: U C R™ — R™ uma func¢ao suave no

aberto U. Definimos a Energia de Dirichlet de w como

E(u) = Ju dul?,

onde du representa a diferencial de w e |dul> = tr([du] " [du]).

No caso particular u: U C R™ — R temos du = Vu e [Vul? = (Vu, Vu).
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Uma propriedade interessante de & aparece no caso de n = 2. Esse fato é mostrado

no seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Invariancia Conforme da Energia de Dirichlet em Dimensao Dois). Seja
F:V — U um difeomorfismo conforme entre dois abertos de R%. Entdo, para cada
u e C*(U) vale

E(uoF) =E(u).

Demosntragdo. Denote por g = (gy;) = (dF)TdF a métrica Riemanniana induzida por F.

A condicao de F ser conforme implica que
Gij = 7\26ija
onde §; ¢é o delta de Kronecker. Usando (dF)" = A?(dF)~! calculamos

ld(uoF)? = tr([dFI" (VW' o F)([Vu] o F)[dF])
= tr([dFI[dF]T ([Vu[Vu]' o F))
= A(|Vul2o ).

Mas A2 = y/detg = |dF| em dimensdo dois. Portanto, pelo Teorema da Mudanca de

Variaveis para Integrais Multiplas temos

J ld(uo F)? = J(IVuIQOF)IdetdFI
Vv A\

= J IVul?.
u



Capitulo 2

A Forma de Indice para

Hipersuperficies com Bordo

Neste capitulo, vamos introduzir os conceitos de energia de uma hipersuperficie com
bordo na bola euclidiana, bem como as nocoes de estabilidade, instabilidade, forma de

indice e provar alguns resultados acerca da estabilidade dos discos e das calotas esféricas.

2.1 Variagoes da Energia, Estabilidade e Indice de
Morse

Seja M™ uma hipersuperficie capilar com bordo da bola euclidiana unitdria B™*!.
Seja 0 € (0,7) o angulo de contato entre 0M e 0B. Considerando a imersao x : M — B,
definimos uma variacao de x como uma aplicacao X : (—e, e) x M — R"™*! tal que para
cada t a aplicacao X(t,.) = x; : M — B seja uma imersao. A variacao serd dita admissivel
se x¢(int(M)) C int(B), x(0M) C 0B e xg = x. Para uma variacdo admissivel de x

temos associados o funcional area e o funcional volume os quais sao definidos por:

Alt) = JM dA,

V(t) = J X*dV
[0,t]x M

onde dA; é o elemento de area de M obtido pela métrica induzida de x; e dV é o elemento

de volume do R™™. O volume V(t) corresponde ao volume da regiao “limitada” pelas

20
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hipersuperficies M e M; = x¢{(M). Dizemos que a variacao preserva o volume quando
V(0) = V(t) para cada t € (—e, ¢). Outro funcional drea importante que estd associado
a M é o funcional area molhada, correspondendo a area da regiao em 0B entre os bordos

de My e M, o qual definimos como

[0,t]xoM

aqui dAyp representa o elemento de area da esfera S™. Com isso, definimos a energia de

M, para cada t € (—¢, ¢) como o funcional

0X
Considerando o campo variacional Y = m temos a seguinte férmula da primeira
t=0
variagao da energia:
E'(0) = J H(Y,N)dA +J (Y,n — cos(8)N)ds. (2.1)
M oM

Uma demonstragdo da Férmula 2.1 pode ser encontrada em (SILVA, 2021). Para
obter a segunda variacao da energia, vamos considerar apenas as variagoes normais de x
cujos campos variacionais sejam da forma Y = fN para f : M — R suave satisfazendo
fM fdA = 0. O seguinte lema nos diz que sempre é possivel obter uma variacgao dessa

forma:

Lema 2.1. Sejam x : M — R™! wma imersao da hipersuperficie compacta M e f €
C®(M) uma funcao tal que
J fdA = 0.
M

Entao, existe uma variagcao X que preserva volume e cujo campo variacional € Y = fN.
Demonstragao. Veja (SILVA, 2021), Teorema 2.2. [ |

Assim, temos a seguinte formula da segunda variagdo da energia para uma imersao

isométrica x : M — R 1

E"(0) :J

of
—f(Af + |APf)dA + J f ( — qf) ds,
M oM

an
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onde

q= son(0) + cotan(0)h(n,n).

Agora, observe o seguinte: considerando o campo suave fVf, temos div(fVf) = fAf+

(VF, V) = fAf + |Vf?. Dai, —fAf = —div(fVf) + [V e substituindo em E”(0) temos:

- |

V]2 — div(fVf) — |A]*f)dA + J f <E — qf) ds.
M oM

on

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos:

( of
E”(0) = V> — [A[*f?dA — J (fVf,m)ds +J f (a_ — qf) ds

Jm oM oM m
( of of

— IVF* — |APf2dA — J f—ds+ J f <— — qf) ds
Im om 0N oM on

= V> — |APf?dA —q J f2ds. (2.2)
JM oM

Agora observemos com mais atenc¢ao a expressao em (2.2). Primeiramente, notamos
que o conjunto F = {f € C*(M); [, TdA = 0} tem estrutura de um espaco vetorial
sobre R e desse modo, pelo Lema 2.1 temos que a expressao de E”(0) define uma forma

quadratica nesse espaco [ dada por

Q(f) :J V> — |APf2dA — qJ f2ds (2.3)
M oM

também chamada de forma de indice da hipersuperficie M.

Definicao 2.1. Sejam E um espaco vetorial sobre R e S : EXE — R uma forma quadrdtica
em E. O Indice de Morse de S em S ¢, por definicdo, a dimensao mdxima de um subespaco

de E no qual S € negativa definida.
No caso das hipersuperficies temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2 (fndice Fraco). Seja M™ uma hipersuperficie capilar com Curvatura Média
Constante com bordo imersa na bola B™*. Definimos o Indice de Morse (ou Indice Fraco)

de M como sendo o indice da forma quadrdtica Q em F. Denotamos por Ind(M).

Com esses conceitos podemos classificar as hipersuperficies capilares com bordo em

B! quanto a estabilidade ou instabilidade. Para tanto temos a
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Definicao 2.3. Dizemos que uma hipersuperficie M com Curvatura Média Constante de
B ¢ fracamente estdvel, quando Q(f) > 0 para toda f € F. Quando M é minima
diremos que ela € estavel se Q(f) = 0 para toda f € C®. Caso contrdrio a esses dizemos

que M ¢ instdvel.

Essa definicao é equivalente a dizer que o indice de M é zero no caso estéavel.
Ainda sobre a forma Q, observe que ela esta associada ao seguinte operador em IF,
dado por
=A | A|2
J=A+ )

Esse é o operador de Jacobi associado a M. Perceba que pela discussao anterior

podemos escrever

Q(f) = —JM f-JfdA + LM f (2—; - qf) ds.

Desse modo, o problema de determinar o indice de M pode ser reescrito como o problema

de determinar os autovalores valores negativos de:

Jf = —uf,em M
0
a—:; = qf, em OM

Os autores Tran e Zhou provaram nos trabalhos (TRAN; ZHOU, 2023a) e (TRAN; ZHOU,
2023b) que o indice Ind(M) pode ser calculado resolvendo-se dois problemas de autovalo-

res mais simples, a saber: para variacoes que fixem o bordo temos o problema de Dirichlet

Jf = —pf, em M
(2.4)

f = 0, emoM

Os autovalores desse problema contribuem para o indice de M quando eles sao menores
do que ou iguais a zero. Por outro lado, para capturarmos a influéncia do bordo de M

consideramos o Problema de Jacobi-Steklov:

Jf = 0,emM

. (2.5)
2—; = Adf, em oM
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Nessa caso, os autovalores que contribuem para o indice sao aqueles menores que 1. De
fato, Tran e Zhou obtiveram uma féormula para o indice de M a qual apresentamos a

seguir:

Teorema 2.1. Seja M™ uma hipersuperficie capilar de B™*! tal que q(p) = 0 para todo
p € OM. Entao,
Ind(M)=a+bDb

onde a € numero de autovalores ndo positivos de (2.4) e b € o numero de autovalores

menores do que 1 de (2.5).
Demonstra¢ao. Veja (TRAN; ZHOU, 2023a) Teorema 5.2. [ |

No decorrer deste trabalho nao usaremos a féormula dada pelo Teorema 2.1, no entanto

tal formula foi usada para o calculo efetivo dos indices dos catenoides capilares por Meza

em (MEZA, 2022).

2.2 Estabilidade das Bolas Totalmente Geodésicas

Nessa secao, vamos discutir a estabilidade das bolas totalmente geodésicas de dimensao
n em B™!. Para tanto, utilizaremos um resultado devido a Bokowski e Sperner em
(SPERNER; BOKOWSKI, 1979) o qual nos diz, adaptando para a linguagem deste texto,
que o disco equatorial n-dimensional de uma bola BE“ de raio R > 0 ¢ um minimo,
fixando o volume, para o funcional drea. Como o disco equatorial intersecta o bordo
de B™*! ortogonalmente ao longo de seu bordo, tem que o funcional energia ¢ o préprio
funcional area. Assim, sendo minima temos que é um ponto critico de E, ou seja, E’(0) =0
e sendo minimizante da energia, podemos concluir que E”(0) > 0. Portanto, o disco Dg

é estavel em By, isto é:
1
Q(f) = J V2 dA — —J f2ds > 0, Vf € F. (2.6)
Dg R Japyg

Proposicao 2.1. Os discos totalmente geodésicos sao hipersuperficies capilares estdveis

em B,

Demonstracao. Seja Dy um disco capilar em B™*! de raio 0 < R < 1, entao 0Dy intersecta

OB™ ! em um angulo constante 0 tal que sen(0) = R.
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Como |A]? = 0, segue que a forma quadratica Q em Dg ¢ escrita como

1
Qu) = J Vul? — —J u?.
Dg R Jopy

assim, devemos mostrar que

1
J Vul> > —J u?, (2.7)
D R Jopyg

Agora, considere a bola BEH que tem Dpg com seu disco equatorial, pela observacao
feita acima sabemos que ele é estavel em Bg, mas a condicao de estabilidade em Bg ¢é

exatamente (2.7). Portanto, D ¢ estével em B™*1. [

Figura 2.1: Disco Equatorial

2.3 Estabilidade das Calotas Esféricas

Nessa segao, veremos que as calotas esféricas (parte de uma esfera) sao, também,
hipersuperficies capilares estaveis em B™*! em verdade veremos no préximo capitulo
que elas e as bolas totalmente geodésicas da secao anterior sao as tinicas hipersuperficies

capilares (ou bordo livre) com curvatura média constante que siao estéveis em B™*1.

Proposigao 2.2. Sejam B™! a bola euclidiana unitdria e M™ uma calota esférica (figura

2.2) imersa em B cujo bordo intersecta 0B sob um angulo constante 0. Entao M € estdvel.

Demonstracao. Para esta proposicao, poderiamos proceder com a mesma ideia da Pro-
posicao 2.1. Entretanto, isso sé funciona para calotas esféricas que estejam contidas em
um dos hemisférios. Por outro lado, vamos considerar a interseccao de B com um hiper-

plano S tal que OM C S. Desse modo, sejam 0’ o angulo de interseccao entre M e S, e
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Figura 2.2: Calota Esférica (em verde)

R o raio de M. Por um céalculo simples de trigonometria temos que 0’ satisfaz a seguinte

relagao:
1 cotan(0)  cotan(0’)
sen(0) R R

Sabemos de (TAMANINI, 1984) e (GONZALEZ; MASSARI; TAMANINI, 1980) que as
calotas esféricas contidas no semiespago superior definido por S sao minimizantes dos
funcional energia e, desse modo, sao capilares estaveis. Além disso como em S a segunda

forma fundamental é identicamente nula, temos que

tan(6’
J VP — |Af2AA > 2P ag( )J f2ds, Vf € F
M

oM
dai,

J IVF]? — |APf2dA > qJ f2ds, Vf € F
M oM

isso implica que E”(0) > 0 e portanto M é estavel em B. [ |



Capitulo 3

Unicidade de Hipersuperficies

Capilares

Nesse capitulo, seguindo (WANG; XIA, 2019), vamos provar que as Unicas hipersu-
perficies capilares estaveis numa bola euclidiana sao os discos totalmente geodésicos e as
calotas esféricas. Seja x : (M™,g) — (R™"!,g) uma imersdo isométrica da variedade

Riemanniana (M, g) em R™"!,

3.1 Uma Nova Férmula Tipo Minkowski em R™"!

Consideremos um campo vetorial constante a € R™"!. A partir desse campo, definimos

um novo campo X, dado por:
Lo o
Xa = (x,a)x — §(|x| +1)a.

Observamos que o campo X, tem algumas propriedades:

Proposicao 3.1. Sejam a € R™ um campo vetorial constante e Xq o campo definido

acima. Entao,
(i) Xa € um campo conforme, ou seja , Lx_, g = 2(x, a)g.

(11) Xalgn € tangente a S™.

27
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Demonstragdo. (i) Sejam u,v € R™ temos que g(u,v) = (u,v), daf

(ang) (U,V) - Xag(u,\)) - g(LXquav) - g(u7 LXQV)

= §(7xau,v) + g(u> vXav) - g(LXau:V) - §(U-» 'CXQV)-

Pela equacio de Codazzi, temos que Vx, u = Vi Xq + Xo,ul = Vo Xq + Lx u e
Vx,v = V,Xq + Lx, V. Dai,

(ang)(uu") - g(vuxaa\))—’_g(’ax u,\)) + g(uav\)xa) + g(u,LXaV)
- g(LXau,v) - g(uaLXaV)

Agora, vamos calcular §(VXq,v) e g(u, V,Xq) separadamente. Assim,

g (VuXa,v) = @ (vu ((x, a)x — %(|x|2 + 1)a) ,v)

((Vux, a)x + (x, ) Vix — (Vux, x)a, v)

I
ol

((u, a)yx + (x, a)u — (u,x)a,v).

I
)

Pela definicao de g, segue-se:

9 (VuXa,v) = ((u,a)x+ (x, a)u— (u,x)a,v)

= (u,a)(x,v) + (x, a)(u,v) — (u,x)(a,v).

Analogamente, concluimos que

g(u, ViXa) = (v, a)(x,u) + (x, a)(v,u) — (v, x)(a,u).

Somando as duas expressoes acima, obtemos:

9(VuXa,v) +9(u, ViXq)

I
£
£

I
rO
Ral
o

Il
)
Rel
o



Capitulo 3. Unicidade de Hipersuperficies Capilares 29

Portanto, o campo X, é conforme.
(ii) Agora, considere o campo X, restrito a esfera unitdria S™. Dai, temos que [x|* = 1,

logo Xq = (x,a)x — a. Dali,

Xa,X)lgn = ((x,a)x —a,x)

= (x,a)x]*— (x,a)

—~

X, ay — (x,a) = 0.

Proposigao 3.2 (Férmula de Minkowski em R™*1). Seja x : M — B uma imersdo
isométrica,que intersecta 0B em um angulo constante ® € (0,7) ao longo de OM. Seja

a € R um campo vetorial constante e Xq o campo definido anteriormente. Entao,
J n(x + cos(0)N,a)dA = J H(Xq, N)dA. (3.1)
M M

Demostragdo. Primeiramente, observamos que: se X! é a componente tangente do campo

Xaq e {ei}{*; é uma base ortonormal de T,M para cada p € M, entao

1

5 [<VeiXZ, e5> + <Ve].XZ, €i>] = <X, a>gi)~ — hi)' <Xa, N> (32)
De fato,

<v€iXZ> ei> = <v€ixl’ e]'> - <vei(xa - <Xa7 N>N)7 ej)
= <veixa7 ej) — <ve (Xa; N)N, ¢5)

1

= (VeXa &) = ((Ve Xa, N) + (Xa, Ve, N)N + (Xa, N) Ve, N, €5).
Como (N, e;) =0 para todo 1 <j < n, temos:

(VeXi6) = (VeXa &) — (Xa,N)(Aler), ;)

ei‘var

= (Ve Xas ;) — (Xa, NYh(es, €5). (3.3)
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Analogamente, concluimos que
<Ver£, €i> = (Vera, €i> — <Xa, N>h(€]’, ei). (34)
Somando as equagoes (3.3) e (3.4) e dividindo por 2, temos :

[(VeXL,65) + (Ve Xie)] = = [(VeXa,€) + (Ve Xa, €1)]

DO | —

1
2
1
5 [(Xa, N)h(ei, e5) + (Xa, N)h(ej, ei)]
= (x,a)gi; —hlei, &) (Xa,N).
Agora, tomando o trago em (3.2) segue que:
div(X!) =n(x, a) — H(Xq, N). (3.5)

Integrando (3.5) temos:

J div(X])dA = J (n(x, a) — H(Xq, N))dA
M M

Pelo Teorema da Divergéncia, segue-se:

JM(n<x, a) — H(Xy,N))dA = LM<XLn>ds

Por outro lado, em M, vemos que X! = X, — (Xq, N)N = (x, a)x — a, logo:

(Xg,m)

Entao,
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Agora, usemos as relagdes entre campos normais dadas em (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) e

percebendo que
(n,v) = (n,x) = sen(6)
(N,v) = (N)x) = —cos(e)’

temos (a,N) = (m,x)(N, a) — (N, x)(n, a), pois, em OM, x = N. Dalf,

(a,v)y = ((v,a)x — (x,Vv)a,n).

Defina Z, = (v, a)x — (x, v)a. Entao,

| tavas = | (zamas
oM Jom
= | (Zg.m)ds
Jom
= divZ!dA.
Im
Afirmamos que divZ! =n{a,N).
De fato,
divZzy = Y (VeZj.e)
i1
— Z (Ve (N, a)x" — (x,N)a"), e;)

i=1

(Ve N, a))x" + (N, ) Vex' eq)

I
M=

1

Ve (6, N))a" + (x, N)V..a', e). (3.6)

o~ e
—

Por outro lado,

2
2
£
=

—
o

|
M=

((Alei), a>XT> ei)

i=1

A(CLT), i<XT, €i>€i>

(@) ")

,J
I
—
o
Il

I
—

I
>

= h(aT7XT)7 (37)
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n

> N, a)VexT &) = (N,a) > (Ve (x— (x,N)N), e;)

i=1 i=1

(x", a") (3.9)

= —(N(a,N) Y (Aler),es)

i=1

= —(x,N){a,N)H. (3.10)
Substituindo (3.7),(3.8), (3.9) e (3.10) em (3.6) temos:

divZ! = h(a",x")+ N, a)(n— {x,N)H) —h(x", a") + (x,N)(a,N)H
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Pelo Teorema da Divergéncia, segue que:

J n(N,a)dA = divz!dA
M \JNM
- (Z§,n)ds
JoM
= (v,a)ds.
JoM
Assim,
J (n({x,a) — H(Xy,N))dA = —cos(G)J (a,v)ds
M oM

o que implica,

3.2 Unicidade de Hipersuperficies Capilares Estaveis

.~ . =n+1 . ~ . - .. .
Proposicao 3.3. Sejax: M — B uma imersdo isométrica na bola euclidiana unitdria
com bordo OM, intersectando 0B sob um angulo constante 0. Seja a € R™ um campo

constante. Entdo, ao longo de OM,

Vi{x+cos(0)N,a) = q(x+ cos(0)N,a),
vT\<>(Claj\r> - q<XaaN>7

onde q = ﬁ + cotan(0)h(n,n).

Demonstragdo. Usando que V,N = h(n,n)n temos que:

Vi(x+cos(0)N,a) = (Vyx+cos(0)V,N,a)
= (n+cos(6)h(n,n)n, a)

= (n(1+cos(8)h(n,n)),a)
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= (14 cos(0)h(n,m))(m, a)

= gsen(0)(n, a).
Por outro lado, e lembrando que x =N em OM N 0B™*,

(x 4+ cos(0)N,a) = (x+cos(0)(—cos(0)N +sen(0)v), a)

(
(x — cos?(8)N + cos(8)sen(0)v, a)

= (x+sen’(0 N—J_\f+cos(e)sen(e)v,a>
(x +sen?(0)N — x + cos(8)sen(8)v, a)
(sen?(8)N + cos(8)sen(8)v, a)

— sen(0)(sen(8)N + cos(8)v, a)

— sen(6)(sen(8)N + cos(0)v, a)

= sen(0)(n,a).

Por comparacio, segue que Vy(x + cos(0)N,a) = q{x + cos(0)N,a). Agora, para
Vi (Xa, N) temos:

ValXe, N) = (Vi X, N) + (X, Vi N)
_ <vn(<x, a)x—%(lxl2+1)a),3\f>+<Xa,vnN)
M, a)x + (x, an — M, %)@, N) + (Xq, Vo N)
1, @) (%, N) + (x, @) (0, N) — (0, %) (N, @) + (Xa, V4 N)
= cos(0)(n, a) — sen(B)(N, a) + (Xo, TN}

Novamente, como estamos em 0M N OB™ !, segue que

ViXa,N) = —cos(0)(n,a) —sen(0)(N, a) + ({x, a)
= —cos(0)(n,a) —sen(B)(N, a) + ({x, a){x,n) — (a,n))h(n,n)
= —cos(0)(n,a) —sen(0)(N, a) + ({x, a)sen(0) — (a,n))h(n,n)
(—(

= (n,a)(—cos(8) —h(n,n)) +sen(6)(—(N, a) + (x, a)h(n,n)).
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Como em OM N 0B™*! temos

N =x=sen(0)n—cos(O)N=1n= x + cotan(0)N,

sen(0)

segue-se que

VilXe,N) = < x+cotan(9)N,a> (—cos(0) —h(n,n))

sen(0)
+ sen(0)(—(N, a) + (x,a)h(n,n))
= (—cotan(e) + (sen(@) — senl(e)) h(ﬂaﬂ)) (x, a)
2
+ (—sen(e) — C;i((g)) — cotan(@)h(n,n)) (a,N)
= (—COtan(e) - (;Oei((ee)) h(ﬂaﬂ)) <X7 a>
+ (—sen(e) -~ CSZ ((s)) - cotan(G)h(n,n)) (a,N)

- (Senl(e) + COtan(e)h(ﬂ’ﬂ)) (cos(0)(x, a) + (a,N))

Por sua vez, considerando em OM N 0B™*!

Xa,N) = ((,a)x—a,N)
= (x,a){(x,N) —(a,N)
= —(cos(0)(x,a) + (a,N)).

Assim, por comparacgao temos Vi, (Xq, N) = q(Xq, N).
[ |

Proposicao 3.4. Sejax : M — R uma imersdo isométrica no espaco euclidiano. Seja

a € R um campo constante. A sequinte identidade vale ao longo de M.:
AlXe,N) = (Xq, VH) + (x, a)H — h[*(Xo, N) — (N, a). (3.11)
Demonstracao. Primeiramente, note que:

AXa, N) = (AXq, N) + 2(VXq, VN) + (Xa, AN).
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Fazendo por partes e usando as relagoes (1.4),(1.5),(1.6) e (1.7), temos

(AX, N) = <A (<x, a)x — %(|x|2 + 1)a> ,N>

— <(Ax, ayx + (x, a)Ax — %aAIx!Z, N>
= (—H{N,a) —H{x,a)N — (n — H{x,N))a,N)
= —H(x,a) —n{a,N).

(VXa, VN) = 3 (VeXa, VEN) =) <in <<x, a)x — %(leQ + 1)(1) ,A(Ei)>

i i

= Z(E((Xa a))x + (x, ) Ve, x — (Ve x, x)a, A(Eq))

i

= Z((Ei, a)x + (x,a)E; — (Ei,x)a, A(E;))

i

= Z(A(XT), (B¢, a)E;) 4 (x, a)(Ei, A(E;)) — (A(a"), (x, E{)Ey)

= (x,a)H.
Agora, usando que
(Xa, AN) = (Xq, VH) — [h[*(Xa, N),
obtemos

AXq,N) = —H{x,a) —n(N,a) + 2H(x, a) + (Xq, VH) — h[*(Xq, N)
= (Xa, VH) + H(x, @) — ["*(X, N) = (N, a).

Proposicao 3.5. Sejax : M — B wma imersio isométrica na bola euclidiana unitaria,
cujo bordo OM intersecta OB™! sob um dngulo constante © € (0,7). Para cada campo

constante a € R™! defina

@q = n{x + cos(0)N, a) — H(Xq,N)
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ao longo de M. Entdao ¢, satifaz

J 9 dA = 0 (3.12)
M
0@q

—qo, = 1
an qe 0 (3.13)

Se, além disso, M tem curvatura média constante, entdio @ satisfaz também
AQq+ Moo = (nhf —H*)(x, a). (3.14)

Demonstragao. Vemos que (3.12) e (3.13) seguem diretamente das Proposigoes 3.2 e 3.3,

respectivamente. Agora, suponha que H seja constante, assim:

Ap, = AMm(x+ cos(0)N,a) —H(Xy,N))
= n((—HN, a) + cos(0)(VH — [h°N, a))
—H((Xq, VH) + H(x, a) — [h[*(Xq, N) — (N, a)).

Fazendo as simplificagoes adequadas e observando que VH = 0 temos:

Apq = —nlhf’cos(8)(N, @) — H(x, @) + HIh[*(Xa, N) — nfh[*(x, a) + n[hf*(x, a)
= —[hP*(n(x + cos(0)N, a) — H(Xq,N)) + (n|h|* — H?)(x, a)

= —|hf@q + (n|hf* —H?)(x, a).

Dai,
Agq+ Mo, = (mhf> —H?)(x, a).

Agora provaremos a Unicidade das Hipersuperficies Capilares Estéaveis.

Teorema 3.1 (WANG; XIA, 2019). Suponhax: M — B™ uma hipersuperficies capilar
estavel imersa na bola euclidiana unitdria Enﬂ com curvatura média constante H > 0 e
angulo de contato constante © € (0,7). Entdo x ou € uma bola totalmente geodésica ou €

uma calota esférica.
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Demonstracao. A condicao de estabilidade nos diz que

0
—J o(Ap + he)dA +J @ (_(p — qcp) ds >0, (3.15)
M oM on

para todas as funcoes @ € F e q = m + cotan(0)h(n,n).
Agora, pela Proposicao 3.5, temos que @4 é uma funcao admissivel para cada campo

vetorial constante a € R™"!. Daf,

304
—J cpa(Acpa+|h12<pa)dA+J 0a( 228 _ qpa)ds > 0
M

oM on

= ,[ (n{x + cos(0)N, a) — H{X4, N))(n|h|* — H?)(x, a)dA < 0, Ya € R™"!
M

n+1

Tomemos entao a € {e;}I*"}", onde e; € R™"! é um vetor da base canonica, logo somando

de 1 an+ 1 temos:

n+1

Z J (n(x + cos(0)N, e;) — H(X,, N)) (n|h/* — H?)(x, e;)dA < 0

i—1 "M
= J (Z(x, (x,ei)ei) +ncos(0) Z(N, (x,ei)eq)
M
—H ) ((x ei(x e))x — %(!xF + 1)ei(x, ei>,N>> (n/h> —H*)dA <0

1
= J x> +ncos(0)(x, N) — §(|x|2 — DHx,N)(n|h[* —H?)dA <0 (3.16)
M
Se x é uma imersao minima com bordo livre, i.e., H=0e 0 = 7, entao
J n’x’lh*dA < 0= [h*=0=h=0.
M

Portanto, x é totalmente geodésica.
Agora, se @ # 5 ou H > 0, nao podemos concluir diretamente de (3.16) o resultado

desejado, pois o termo
1
v = nfx[* + ncos(0)(x,N) — §(|x|2 — 1)H(x, N)

pode nao ter um sinal definido.
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Para contornar tal situacao, considere a funcao auxiliar
L o
O = §(|x| — 1)H —n({x,N) + cos(0)).
Dad,
Lo
AD = HA§M —nA(x, N)

= Hmn—HxN)) —n({x, VH) + H — [h[*(x, N))
= (n|h]* —H*)(x,N). (3.17)

Pela Férmula de Green temos

1 o
J A-D%dA = J OAD + |[VO[*dA = J d)a—ds,
M 2 M oM OM
como em OM temos |x| =1 e (x,N) = —cos(0) segue que @lyp = 0, dai
1 )
J A—CDQdA:J (Da—ds =0.
M 2 om 0N

Desse modo, sabendo que [x[> = [xT 4+ (x, N)N2 = x> + (x, N)?, temos de (3.16):
1 1
0> J [n|xT|2 +nx,N)? +1ncos(0)(x,N) — 5(|x|2 — 1H(x, N)] (nh> — H?) + A§(D2dA.
M

Organizando expressao acima e substituindo as expressoes de @ e AD,

0 > | nk"P(ninP—H?)+ n<x,N>+ncos(6)—%(IXIQ—UH} (x, N) (n/h[2 — H?)
JM

+OAD + |[VO*dA

= nx"?(nhf> — H?) + |[VO*dA.
Im

Como H? = (3>_(A(E;), Ei>)2 segue da Desigualdade de Cauchy-Shwarz que n/h> —
H2 > 0, logo
0> J nlx"?(n/hf?* — H?) + [VO[*dA > 0.
M



Capitulo 3. Unicidade de Hipersuperficies Capilares 40

Portanto,
J nx"P(mhf? —H?) + |[VO[2dA = 0 = nix"P(nh> — H?) + VD2 = 0.
M

Como cada parcela da ultima identidade acima é nao-negativa, temos que |V®| = 0,
assim, @ ¢ constante. Desse fato, juntamente com (3.17), segue que (x, N)(n/h|*—H?) = 0.

Dai, como |x"|?(n|h|> — H?) = 0 temos
(nh? — H2) = 0.

Portanto,

n/h)? —H? =0 = H? = n|h/?

em M. Assim, x é totalmente umbilica. [ |



Capitulo 4

O Indice de Morse do Catenoide

Critico

Continuando nossos estudos, vamos agora atentar para o caso fortemente instavel.
Assim, estamos interessados em analisar o problema de determinar o Indice de Morse de

uma superficie nao estavel na bola unitdria B?.

4.1 Um Pouco de Instabilidade

Recordando a forma de indice para uma hipersuperficie em B™*! temos

Q(f)zj |Vf|2—wz—qj £,
M oM

Se M é uma hipersuperficie com Curvatura Média Constante, dizemos que M é estavel
se Q(f) > 0 para toda f € F = {f € GOO(M);fo = 0}. Quando M é minima, H = 0,
podemos relaxar essa definicao e dizemos que M é estavel se Q(f) > 0 para toda f €
C*®(M).

Ainda sobre a forma Q, temos a ela associado o Indice de Morse de uma hipersu-
perficie capilar CMC (respectivamente minima) que corresponde a dimensao maxima de
um subespago de F (respectivamente €>*°(M)) no qual Q é negativa definida.

Desse modo, considerando um disco totalmente geodésico D™ capilar em B™*! com

angulo de contato 0 € (0,7) temos pela sua minimalidade que, sendo 1y € C®(M) a

41
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funcao identicamente 1 em M,

Qim) = —q LM |

1
— —Sen(e)L(aM) <0.

Assim, D™ é uma hipersuperficie minima capilar instavel em B™*!. Portanto, o disco
equatorial D™ também ¢ instavel e pelos Teorema 1 e Lema 5 de (FRASER, 2007) temos
que o indice de D™ em B™! ¢ 1. Além disso, pela Proposicao 6.2 de (DEVYVER, 2017)
temos que se M? ¢ uma superficie minima com bordo livre em B3 e que nao é o disco
equatorial, entao seu indice é pelo menos 4. Assim, a unica superficie minima com bordo
livite em B? com indice 1 é o disco equatorial D?. Desse modo, é natural a busca por

exemplos de superficies, e caracterizacao destas, que tenham indice igual a 4.

4.2 O Catenoide Critico

Vamos calcular o indice do Catenoide Critico. Para esse fim, seguiremos (DEVYVER,
2017).

Considere a catenériay.(t) = (ccosh(t/c),0,t), onde ¢ > 0 esta fixado. Desse modo, o
catenoide . em R3 é obtido como superficie de revolucao a partir da rotacao da catendria

Y. em torno do eixo z. Assim, sua parametrizacao é dada por

Xc(t,v) = (ccosh(t/c) cos(v), ccosh(t/c)sen(v), t), t e R, ev € [0, 2m).

Fazendo a mudanca s = t/c, temos

Xc(s,v) = c(cosh(s) cos(v), cosh(s)sen(v),s), s € R, ev € [0, 2m).

Agora, vamos determinar o campo normal unitario ao longo de X.. Assim,

0Xc

0s
0X,

ov

= c(senh(s) cos(v),senh(s)sen(v), 1),

= c¢(—cosh(s)sen(v), cosh(s) cos(v),0).
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Dad,
0Xc A 0Xc
s v cos(Vv) sen(v)
N _ _ov [ _ — h )
(s,v) 0X. . OX. ( cosh(s)’ cosh(s)’tan (s)
e A 22
0s ov

A préxima proposigao nos da uma caracterizacao do Catenoide Critico.

Proposicao 4.1. Seja {L.} uma familia de catenoides. Eziste um tunico valor de c tal

que L. intersecta a esfera S* ortogonalmente.

Demonstracao. Note que, se L. intersecta S?, entdo existe uma solucdo da equacdo

c2(cosh?(s) 4+ s?) = 1. Chamemos essa solucao de Ty, dai

1
\/cosh2(T0) + T2

Cc =

Por outro lado, como em S? o vetor normal a p € S? ¢ identificado com p, temos que 90X,

intersecta S? ortogonalmente se, e somente se, em coordenadas

<N(S,V),XC(S,\))> = 0
— C(—l + Ty tanh (TO)) = 0 (41)
& Ty tanh (Ty) = 1

Assim, Typsenh(Ty) = cosh(Ty) e portanto ¢ fica definido por

1 1
c = =
\/Cosh2(T0) + T,? \/TOQSenhQ(To) + To?
1 1

Tor/senh?(Ty) + 1 To cosh(To)

Para completar a demonstracao basta mostrarmos que existe uma tnica solugao positiva
da equagao (4.1).
Afirmagao. A funcao T = T tanh(T) — 1 tem um tnico zero positivo.

Considere a seguinte fungao f(T) = T tanh(T), dai

T

f/(T) = tanh(T) + m
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Desse modo, f'(T) = 0 é equivalente a

.
tanh(T) = T,
cosh”(T)
<= senh(T)cosh(T) = —T
e2T _ 2T
—_— = —T
<~ 1
— el +4Te?T = 1

E fcil ver que T =0 é uma solucdo da equagao f'(T) = 0, portanto 0 é um ponto critico
de f. Por outro lado, dado € > 0 temos e* + 4ee?® > 1 e e™*¢ — 4ee 2¢ < 1 portanto
0 é o tunico ponto critico de f. Mais do que isso, T > 0 entao f'(T) > 0 o que implica f
ser injetiva em R, logo existe um tnico Ty > 0 tal que f(Ty) = 1, provando a afirmacao.

Assim finalizamos a prova da Proposicao 4.1.

A partir dessa proposicao, vemos que existe um tinico catenoide L. que intersecta S?
ortogonalmente. A parte de L. contida em B* é chamada de Catenoide Critico o qual

denotaremos de agora em diante somente por X.

4.2.1 Uma Mudanca de Coordenadas

Nas coordenadas (s,Vv) podemos escrever a métrica de £ como
g = c?cosh?(s)(ds? + dv?),

com s € [Ty, Tyl e v € [0,27). Desse modo, temos o operador laplaciano

2

1 .
Au = \/miZ(ai(g”\/det goju))

J=1

1 0 1 9 5, L Ou
= — | — | — h —
c2 cosh?(s) [as (02 coshz(s)C cosh’(s) as)

0 1 9 9, L 0u
(- h2(s)—
* ov ((:2 coshQ(s)C cosh’(s) 68)}

B 1 0%u N 0%u
~ c2cosh®(s) \ 9s2  0v2 )’
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A norma ao quadrado do operador forma é

ot o) () -
e 2 ¢ cosh?(s) ccosh®(s))  c2cosh(s)’

Assim, o operador de Jacobi é obtido nessa métrica como

Ju—— 1 (62u+ 62u> B 2 "
~ c2cosh?(s) \ 0s2  Ov2 c2cosh?(s)

Agora, vamos calcular a forma quadratica nessas coordenadas. A primeira parcela é

J[—TO:TO]XSI [

Para a segunda parcela observe que o bordo de X é formado por dois circulos com as

dada por

2 2

#(S)U?] dsdv.

c2 cosh?

a_u
ov

’c)_u
0s

seguintes parametrizacoes & = R(cos(v),sen(v),cTy) e B = R(cos(v),sen(v), —cTy). Dal,

temos

VICR = T

= 1—-R? = sech’(Tp)
= R? = 1 —sech?(T)
= R = tanh(Ty)
_ 1
= T

Portanto, a integral sobre o bordo de £ é dada por

1

27t
J uw = —J u?(Ty, v) + u?(=Tp, v)dv.
o To Jo

Assim,

2 2

2

c2 cosh?

a_u
ov

aws = [ 2

1 27
—TJ ‘LLQ(T(),V) —|—u2(—T0,v)dv.
0Jo

(S)u2] dsdv

Agora, consideremos a métrica g = (cosh(s))™?(ds? + dv?) conforme a métrica g. De
fato, g = (c?cosh®(s))~'g = Kg - g, aqui Ky representa a curvatura gaussiana de L na

métrica g. Portanto, (X,g) tem curvatura gaussiana constante e igual a 1.
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Além disso, observamos que (Z,g) ¢ isométrica a um anel na esfera unitdria S%.. De

fato, seja ¢ = 2tan—!(e~*) temos:

sen(dp) = 2sen(tan '(e™*))cos(tan (e *))

= 2tan(tan (e %)) cos®(tan"'(e*))

= 2e° !
N sec2(tan~'(e—$))
—S
_ o9&
1+e 2
_ 2
C eStes

= (cosh(s))"%

Assim, fazendo a substituicao de s por ¢, obtemos

1

m(—e’s)ds = (—cosh(s))'ds = —sen(¢p)ds

dp =2

= d¢? =sen?(¢p)ds>.
Dai,

g = dd? +sen?(d)dv?,

que é a métrica canonica da esfera S? escrita em coordenada esféricas (¢, V).
Desse modo, obtemos que (X, g) é isométrica ao anel Q ={dp* < ¢ <mt—P*,0<v <

271} da esfera unitaria, onde ¢* = tan~'(e~"). Além disso, notemos que

cos’(d) = 1—sen?(d)
= 1—sech?(s)
= tanh?(s)

.cos(¢p) = tanh(s).
Portanto, como —Ty < s < Ty e Ty tanh(Ty) = 1 temos que
(6,V) €0 & —+ < cos(d) <
—— < cos < —.
’ To To

Com respeito a forma quadratica Q, usando a invariancia conforme da energia de
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Dirichlet em duas dimensoes, veja (JOST, 1991) e (BESSE, 2007), podemos escrever:

B 5 o 2y cosh(To) 9
Q(u) = JQ (IVuf —2u?) —Lﬂu ,

To

onde todas as quantidades (gradiente, volume) sdo calculadas na métrica canénica de
S?. Assim, o operador de Jacobi associado a forma Q escreve-se de uma maneira mais
simplificada como

]:A§2—|—2.

4.2.2 Campos de Jacobi

Uma funcao em X é chamada um Campo de Jacobi se Ju = 0. Para o Catenoide

Critico existem diversos campos de Jacobi interessantes, alguns deles sao os da forma

vl = (N,v), onde v € R? é fixo. De fato, se v € R3 ¢ fixo, entdo algum campo X € R?

(Vv X) = X(v, N) = (A(X),v) = (A(v),X)
= Vvt =AW").
Novamente, tomando X € R? temos

VxVvt = VxAvI = VxA(v —viN)
= (VxA) (v1) + A(Vx(v—v]N))
= (VxA) (V1) +A(Vxv — XviN —vFA(X)))
= (VxA) (v1) =vA%(X).

Tomando o trago na tultima equagao e observando que X é minima, temos
Avt = —vH A2

Portanto, Jvt = 0.
Agora, considerando a base candnica {e;, s, e3} do R?, obtemos os campos de Jacobi

el , ey, es, os quais tém a propriedade extra de serem autovalores de Steklov do Problema
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de Dirichlet

Ju=0, em X

4.2)
d (
o AU, em 0X,
on

onde 1 é o conormal em 0X que é o vetor posicao pela condicao de Free-Boundary.

A seguir, faremos os calculos de 0,e;-. Primeiramente notemos que, nas coordenadas

cos(v) sen(v)
(s,v), e} = ~eosh(s)’ ey = ~osh(s) e e = tanh(s). Desse modo,
. E _1, 0 B cos(v) _ TOCOS(V)SSHMTO) _ cos(Vv) ~ el
0 0s|._t cosh(s) cosh”(Ty) cosh(TO)
.
. Oey _1, 0 _ sen(v) _ Tosen(v)s;:nh(To) _ sen(v) _ e}
on 0S|t cosh(s) cosh*(Ty) cosh(T9)
det d 1 1 1
— =Ty — tanh =T = = tanh (T,
* on 0 ds S:TO( anhs)) Ocosh2(T0) Tosenh?(Ty)  senh?(Tp) anh(To)
_ 1 el
senh?(Ty) °

Em (BERARD; EARP, 2009) temos as seguintes proposigoes:

Proposicao 4.2 (Campo de Jacobi Killing). Sejam x : M — M uma imersiao minima ou
de curvatura média constante e KX um campo Killing sobre M. A funcio fyx = g(X,N) €

um campo de Jacobr.

Proposicao 4.3 (Campo de Jacobi Variacional). Sejaxq : M — M uma familia suave de

imersoes isométricas, com a mesma curvatura média H, para a pertencente a um intervalo
0Xq
oa

em torno de ayp € R. Entao a fung¢ao v = g(
x(ag, MJ.

(ao),N) ¢ um campo de Jacobi em

Pela Proposicao 4.2 temos que as seguintes funcoes sobre X sao campos de Jacobi:

v(l = (—ze; + xe3 N),

X,z)
v@y] = (—ye; +xey,N),
Viyz = (—zex+vyes,N).

E pela Proposicao 4.3 temos que a seguinte funcao é um campo de Jacobi associado

0X,
£=—< oc ’N>'

ao parametro c
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~ oyl 1 i ~ :
Em coordenadas, as funcoes Vixz) Vi) Ve € & sao escritas como
vt<7z) = A(s)cos(v)
€L _
Vixy) = 0
i
Viy) = Als)sen(v),

S
onde A(s) =c¢ <cosh(s)

Usando essas expressoes em coordenadas, temos

+ tanh(s) cosh(s))7 e & =1 — stanh(s).

0 0
~—Vio(Tov) = To—|  (A(s)cos(v))
on 08 |1,
h(Ty) — Tpsenh(T, h(T,
= Tyc (COS (To) 5 osenh(To) cos 2( 0) +tanh(T0)senh(T0)> cos(v)
cosh”(Ty) cosh”(Tp)
= + tanh(Ty) cosh(Ty) | cos(v)
cosh To
= A(Tp) cos(v)
= vé;gz,) (TO,\))
e
1
av( Z)(_TOJ\)) - V(x,z)(_T()’v)'
Portanto, avtm) = Vﬁ;c,z)b):‘ De modo totalmente analogo, obtemos
0 .|
a"(y,z) = Viyz)loz

Agora, pela expressao em coordenadas de & segue que & > 0 em int.Z e § = 0 em
0X. Assim, ela é a primeira autofungao de | com as condig¢oes de bordo de Dirichlet do
seguinte problema

Ju = 0,emZX
u = 0, em0oX

Escrevendo o espectro de ] como A1(]) < Ao(]) < -+ < Au(]) < ..., temos que

A(J) = 0. Assim, £ é um dominio maximal (fracamente) estdvel do catenoide, veja

(BERARD; EARP, 2009).



Capitulo 4. O Indice de Morse do Catenoide Critico 50

4.2.3 Uma Decomposicao de Fourier

Agora, introduziremos uma decomposicao de Fourier natural para Campos de Jacobi.
Para este fim, usaremos as coordenadas (¢,v) em X, introduzidas na Subsecao 4.1.1, e
supondo u uma funcao suave definida em X podemos escrever a funcao u(¢,-) como uma

série de Fourier em v dada por:

u(d,v) = ap(¢) + Y _(an(d) cos(nv) + by (¢)sen(nv)). (4.3)
n=1
Usando a férmula Ag = A?A relacionando o laplaciano Ag na métrica g = A*g conforme

a g, obtemos
J=A"7.

De acordo com os célculos feitos na Subsecdo 4.1.1, | = As2 can) — 2. Portanto,
Ju = 0 se e somente se, nas coordenadas (¢, V), (A2 can) —2)u(P,v) = 0. Relembrando,

a expressao do laplaciano da esfera unitaria em coordenadas esféricas:

1 0 1 02
AT 90 (Se“(‘“%> T sen2(@) v

Desse modo, Ju = 0 equivale a Ju = 0 o que implica:

Assim, vemos que uma fungao u é um Campo de Jacobi se para todo n > 0 (respectiva-
mente n > 1) temos a, (¢) (respectivamente by, (¢)) solugao da seguinte EDO, conhecida
na literatura como Equagao de Legendre associada com indices (1,n) (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1964),

1 0 0 n2
{_sen(d)) Er (sen(cb)%) + <M - 2) } an(d) =0 (4.4)

para ¢ € [b*, T — ¢*], onde ¢* = 2tanh ‘(e ™). Segue entdo de (4.4) que podemos

definir os seguintes operadores diferenciais

1 0 0 n2
b = " n(@) 20 <Se“(¢)%) * (sen2(¢) B 2) '
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Observe que Ly = —@% (sen(d))% — 2) corresponde a parte radial do ope-
rador de Jacobi J, ou seja, se u depender apenas de s, e portanto apenas de ¢, temos
que Ju = 0 se e somente se Lyu = 0. Por outro lado, como Lyayg = 0 é uma equagao
linear de segunda ordem homogénea, temos que o espago das solugoes tem dimensao igual
a 2 e como as funcoes & e ey sao Campos de Jacobi que dependem apenas de s e sdo

linearmente independentes, segue que {&,e3} é uma base para esse espaco de solugoes.

Assim, o coeficiente de Fourier de ordem 0 é uma combinacao linear de & e egf:
apg = aegL + bé

Para a equacao Lia(¢) = 0, observamos as expressoes em coordenadas das funcoes e;-

e ey por um lado e das fungoes véc ) € V(y,z)+ por outro, e percebemos que:

z

ef = —x(s)cos(v) e 62L = —x(s)sen(v),

com X(s) = COS}II(S) =sen(¢). Como e; é um Campo de Jacobi temos:
- 1 9 d sen(p) 97
0=Tet (@9) = oo (sen() 7 sento) ) eostv) + 2 oy
+2sen () cos(v)
= (Li(—=x(¢))) cos(v).

Portanto, Lyx = 0.

Analogamente, temos

Vix.z) = A(s)cos(v) e v(Ly,Z) = A(s)sen(v).

Dai,
0= Tvtm = (LiA(d)) cos(v). = LA =0

Assim, o coeficiente de Fourier de ordem 1, a saber, a;(¢) cos(v)+bi(¢d)sen(v) se escreve

1
(x,z)

€1

como combinacao linear das quatro funcoes ei, ey, v e Vg2

ai () cos(v) + bi(dp)sen(v) = ocelL + [562L —i—yvt(’z) + 5\)@’2).
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Desse modo, a decomposicao de Fourier na variavel v de um campo de Jacobi u é dada

por:

u = aey +bE+ xei + ey +YVii. + OV

o0

+ Z an () cos(nv) + by (P)sen(nv),

n=2

onde a,b, &, 3,7, d sdo nimeros reais e a, ($) e b, (¢d) sao solugdes de (4.4).

4.3 O Problema de Dirichlet

Seguindo em direcao para o calculo do indice do Catenoide Critico L, vamos demons-
trar nessa secao um lema chave para esse calculo. Para esse fim, introduziremos a condi¢ao

de fluxo zero no bordo para uma funcao suave u em X

Definigao 4.1 (Fluxo Zero). Para uma fungdo suave w em L definimos seu fluro no

bordo como:
ou

o= | 5

Diremos que u tem fluxo zero no bordo se ®(u) = 0.

Lema 4.1. Seja u uma fun¢ao suave em 0X. Entao o problema de Dirichlet

Ju=0, em X

U=uemoX

tem solucao se e somente se faz u =0, e nesse caso tem uma unica solugao U com fluxo

zero no bordo.

Demonstracao. Seja 1 uma extensao de u a X com suporte numa vizinhanga tubular de
0X. Entao escrevendo t = w+1u e f = —Ju, vemos que resolver o Problema de Dirichlet

é equivalente a resolver o problema:

Jw=f, em X
(4.5)
w =0, em 0.
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Pela Alternativa de Fredholm (veja Teorema 6.2.4 de (EVANS, 2010)) existe uma solugao

de (4.5) se e somente se

J fw =0,
oz

para toda w tal que J*w =0 e wlss = 0. E sabido que | é um operador auto-adjunto, ou
seja, J* =] e 0 o menor elemento do espectro de | com condi¢oes de bordo de Dirichlet,
ele tem multiplicidade 1 como autovalor de J. Portanto, (4.5) tem solugao se e somente

se:

| rwe=o
b
Mas, pela féomula de Green,

r

0 = | JwE—(J&u
Jz

= | (AU+|APR)E — (AL +|APE)L
JX

— | tAt—1AE

JX

F o du _9f

__u_
Jor OM on

Y

como &lpr =0 e Ulpy = U, temos

0§
— u— =0.
Lz on

0§

0
Portanto, (4.5) tem solugdo se e somente se J u— =0. Mas 9% ¢ constante em 0,
or Om on

J u=20.
or

Para a unicidade, considere u; e us duas solugoes do mesmo problema de Dirichlet, entao

logo (4.5) tem solugao se e somente se

U = u; — Uy satisfaz Ju = 0 e ulpz = 0 o que implica u ser um multiplo de & Como

0
J 9 #0, se ®(u;) = D(uy) = 0 teremos:
or OM

ou

0 (u):J —
7 or OM
_ J du_ Ou,
or OM aﬂ'
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Portanto, 0 # ®(u) = ®(u;) — ®(uy) = 0. Absurdo! Assim, finalizamos a demonstracao

do Lema 3.1. [}

4.4 Indice do Catenoide Critico

Nessa secao demonstraremos o resultado principal de (DEVYVER, 2017), onde o

indice do Catenoide Critico foi efetivamente calculado.

Teorema 4.1 ((DEVYVER, 2017)). O Indice de Morse do Catenoide Critico na bola

unitdria B® € exatamente 4.

Demonstracao. A ideia da demonstracao é basicamente determinar um subespagco vetorial
W de dimensao 4 no qual a forma quadratica Q seja negativa definida e provar que esse é
um subespaco maximal com essa propriedade. Para tanto, vamos mostrar que as fungoes
15y (constante igual 1 em Z) e v, v € R3 geram um subespaco de dimensio 4 onde Q é
negativa definida (facil), depois provaremos que esse subespago é maximal em relacao a
essa propriedade (dificil). A demonstracao se dard em duas etapas as quais apresentamos

a seguir.
e Ind(X) >4

Sejam u um campo de Jacobi para £, Ju =0, e w € C®(X), temos entao

Qu,w) = | (Vu, Vw) —|APuw — J uw
Jz 33
= | div(wVu) —wAu — |APuw — J uw
Jz or
= div(iwVu) —wju — J uw.
Jz or

Usando que u é campo de Jacobi e pelo Teorema da Divergéncia segue que

Qu,w) = sz<g—§—u>.

Se u for uma autofuncao de Steklov para o Problema (4.2), entao temos que

Qlu,w)=(A— 1)J uw.

or
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Desse modo, os campos de Jacobi que contribuem para o indice de £ sao aqueles cujos
autovalores A < 1. Por outro lado, veja que as funcoes ei,e; e e3 sao duas a duas

[2-ortogonais no bordo 90X, isto é:
0=09(er,ey) = Qer, e5) = Qlez, e3).

E como vimos, seus autovalores de Steklov sao menores do que 1, logo Ind(X) > 3, o que

ja é conhecido. Agora, observe que a fungao 1y constante igual a 1 em I satisfaz

Q(1s) = L —|AP2 — LZ 1=— (L(OZ) + L |A|2) < 0.

Desde que,

temos:

Q(]-Zaef_) = Q(]-Zaeé_) = Q(]-Zae;_) = 0.

Portanto, obtemos que a forma quadratica Q é negativa definida no espagco W = span{1yg,

er, ey, e ). Como esse espaco tem dimensao 4, segue que Ind(Z) > 4.
e Ind(X) <4

Para garantirmos que Ind(X) = 4 basta mostrarmos que se um campo Jacobi u é tal

que Q(u,v*t) = Q(u,15) =0, entao Q(u) > 0.

Proposigao 4.4. Seja u um campo de Jacobi em L tal que

O:J u:J uwt, w e R?
or or

entdio Q(u) > 0.

Demonstracao da Proposicao 4.4. Usaremos as coordenadas (¢b,v) e a decomposicao

de Fourier na variavel v do campo de Jacobi u, assim:

u = aey +b&+ e + Bey + YV, + 0V,

o0

+ ) an(d) cos(nv) + by (¢)sen(nv).

n=2
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Como Ju =0, Q(et,e3) = Q(es,e3) =0 e ey é constante em X e, por hipétese, temos

1
55 uez =0, segue-se que

Ozj uegf:a‘[ lex > = a=0.
o5 o

Da mesma forma, pelas propriedades de ortogonalidade das fungoes trigonométricas

1 2 Ll
OZJ ue;j :aJ lei| +VJ €1 Viy.z)
ox o or

uma vez que ef = —x(s)cos(v), onde x é uma funcdo par, os termos a, e b, sdo

constantes no bordo 90X e este é formado por duas componentes conexas. Ademais, como

v(y 2) = A(s) cos(v) e sendo A uma fungao impar, segue que
1 27
1oL _ 2
| eivia = ] WA —XTIAT) oV
o 0Jo
1 27
= | XTI + XA cos?v)av
0
=0
Logo,

O:ocJ lef > = o =0.
ox

Analogamente, obtemos 3 = 0.

Agora, uma vez que a = x = 3 = 0, temos:

Qu) = Q(ae3L +bE+ aep + Bey + YV, + vy,
—f—Zan cos(nv) + by (@)sen(nv))
= b29(£)+v Qvy,) +8°Q(vy )
+ Z ) cos(nv) + (b (@)sen(nv))]

+P(E, VMZ, y ,» A cos(nv) + bysen(nv))

onde P(&,vi - vy ,» A cos(nv) +bysen(nv)) representa as demais combinagoes dois a dois

vi_ e ancos(nv) + bysen(nv). Pelas propriedades das funcoes

entre os termos &, VXZ, Uz

trigonométricas e sabendo que Q(§) = Q(Vé,z)) = Q(V(Ly’z)) = 0, podemos concluir que
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P(&, Vi, Vg2 Qn cos(nv) + bpsen(nv)) = 0. Dese modo,

Q(u) = > Qan(¢) cos(nv)) + Q(bn (¢@)sen(nv)).
n=2
Para n > 2, definimos uma forma quadrética Q,, de uma funcao suave f(@), @ €

[@*, m— @*] dada por:

2
(" (@) + (2—) £2(@))sen(0)dp — —(f(r — ") + 1(@)?).
sen?( @) To

Desse modo,

Q(w) =) Qnlan(9)) +2u(bale)).

n=2
Percebemos que Q,(f(@)) > Qs(f(¢@)) para todo n > 2. Assim, provando que Qy é
positiva definida, temos a prova da Proposicao 4.4.
Afirmacgao. Q, é positiva definida. Para provarmos essa afirmacao necessitamos do se-

guinte

Lema 4.2. Seja S uma forma quadrdtica agindo em funcoes f(@), @ € la,bl, definida
por

b
S(f) = j [(F)? + VPIm(@)de — alf(a)® + f(b)?),

a
onde m € uma func¢ao suave positiva, x € um numero real e V € uma funcdao potencial em

[a, bl.Suponha que exista uma funcao positiva h(@), @ € [a,b] tal que:
1 d d
—_ — | —V]h<0
(m de (mdcp> )

(logh) > o, m(b) 4

p=a

—m(a) %

(logh) > «.
@=Db

Nessas condigoes, S € positiva definida.
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Prova do Lema 4.2 Como h é positiva, podemos escrever f(¢) como

df d dh
Pela Regra de Leibniz temos — = 29 + g—, o que implica
de do de

ar\> [dg\’ dg . dh dh\?
— ) =(=2) R¥+2g-2h—+¢*(—) .
(d@) (dcp> * Ydo d<p+g (dcp)

2 h? h
Mas, como (%) ((;—(p) = 492—2}12—@ temos:

£ 2 1 /dg? h? h\?
Af\ (o', 1 (dgh) (dn®y |, dn\®
do do 2 \ de do do

Dai, aplicando na forma S temos:

°/dg)? 1 (dg*\ [dh? dh’
S(f) = ) o) (== 2( == +Vvf
" L [(d@) +2(d<p)(dcp)+g (dcp) '

—a[f(a)? + f(b)?.

Agora, vamos analisar a expressao acima. Primeiramente, pela técnica de integracao por

partes temos:

1{" dg?\ (dn?y 1 Qd_h?m"_zf o d (dn? N
2], \de de (p_2gd(p a2agd(p do ¢

dh > d dh
= h— —J >—|(h—m])d
BT o« Ja Jae e ™)
dh|® (® dh\? d
— 2h— . J 2 hatid Qh_
md de|, Ja Jm de T de

(

an
de

Desse modo, substituindo essa tltima igualdade na expressao de S(f), temos:

b dg\”’ dh\’
fl = h (22 2 [ G 2
S(f) L [m (d(p) +mg (d(p) +mVf

dh d /dh
2 2
— ) —ad*h— | =
o ((hp) J de <d<pm>
dh|®

+mg*h do| alf(a)® + f(b)?]

de

)do
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b 2
dg 2 2 2, d (dh
= — ] h VT —g‘h— | — d
J (d(p) m + m—g do \do m ®

Fazendo manipulacoes convenientes e colocando o termo g?hm em evidencia no integrando

da tultima igualdade temos

S(f) = Jb [—ii (dhm) +Vh} g’hmde + Jb (2—(?)) h’mde

o | mde \de o
dh |°

+mg*h — | — «[f(a)® + f(b)%.
do|,

Agora, pela primeira hipétese sobre a funcao h temos que

1 d /dh 1 d d
- (== Vh=—| ——"" | — —V]h>0.
mde (d(pm> - (md(p (d(Pm> )

Dai
b 2 b
d dh
S(f) > 49 h?*mde + mg*h —| — alf(a)® + f(b)?]
Ja d(p d(p a
rb 2 2 b
dg 2 dh 2 2
_ 89) n —) h—| —«ff f(b
da((ﬂp) md<p+m(h> S|~ ol + o)
b 2 b
d 1 dh
_ 99 Rmde +me2= S| — wlf(a)? + £(b)?)
Ja (p h d(.P a
Not 4 ogh) = 29 ki
oequed og = ha , assim:

o \do a
> m(b)f(b)? ilog(h) — af(b)?
do o=b
— <m(a)f(a)2 i1og(h) + ocf(a)2> )
de o—a

Por outro lado, usando a segunda hipdtese sobre a funcao h temos:

S(f) > of(b)? — af(b)? + af(a)? — af(a)? = 0.
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Assim, provamos que S é positiva definida.
O
Agora podemos provar nossa afirmacao sobre a forma Q,. Primeiramente, fazendo a
mudanga de variavel x = cos(@) obtemos de (4.4) a seguinte equacao:

{ d((l—XQ)d>—i— 1 —2}a(x):0,l<x<l

dx dx) 12

Vamos resolver esta equacao. Comecemos “abrindo” as derivadas:

1+x2

- =0.

o2xa’ — (1 —x*)a” 4+ 2a

Isolando o termo a’” no segundo membro da equagao temos:

2xa’ + 2a1 +x
= 1—x2
1—x2

_ 2% a4 2 1+ x2 a
o 1—x2 (1 —x?)?
. x 2x 1\’
- et T\ime) @
B 2x '
= (7a%)

9y ! 2x

Assim, integrando a” e (1 — a) em @ temos a’ = ke

Agora, separando e integrando obtemos:

Ja’_J 2x
a J1—x2

= loga = —log(l—x*) =log(l —x*)"".

Assim, a(x) = (1 —x%)~! é solucao da equacao. Retornando a varidvel ¢ temos:

a(@) = (sen®(@)) " = cosh®(s).
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Note ainda que:

d —2sen (@) cos(@)
—log(a(e)) = sen’(o) .
de sent( @)
= —2cotan(@).
Para @ = @*, temos
Seotan(@*) 2 2
—2cotan = — = —
¢ tan(2tan—!(e"To)) 2tan(tan—!(e 1))
1 —tan?(tan~!(e—To))
1— 62T0 T, —T
T T T e (e ‘—e 0)

= —2tanh(Ty) cosh(Ty) = —2senh(Ty).

Para ¢ = m— @* temos:

2
cotan(mt—@7) = e (e )
h
= 2senh(Ty) > w.
To
Portanto,
1 d 1 1 d

——1 — e ————(1 —.
cosh(Ty) d(p( ogale)) > Ty ¢ cosh(Ty) d(p( ogale)) > Ty

Agora, observando a expressao de Qy:

o =| "y (%@—2) P)sen(@)de — —(F(m— )2 — f(*)?),

o sen? To
t (o8 ! a L b=m . m(e*) (@*) L m(m )
omemaos = — = = — = se = — — —
1 4
sen(mt — @*) = cosh(T) V = (o) 2 e como a(¢) = (sen?(¢))~! satisfaz as

hipdteses do Lema 4.2, concluimos que Q5 é positiva definida. Assim, finalizamos a prova

da Proposicao 4.4.

Finalizacao da prova do Teorema 4.1

De posse da Proposicao 4.4 provaremos que Ind(X) < 4 e, consequentemente a igual-
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dade Ind(X) = 4. Relembrando, queremos mostrar que se u é tal que Q(1y,u) =
Q(ei,u) = Qey,u) = Qes,u) = 0, entao Q(u) > 0. Considere a seguinte funcio

auxiliar f = uw+ cly, onde ¢ é tal que J f = 0. Assim, como Q(vt,15) = 0 para todo
o
v € R3, temos que Q(f,v*+) = 0. Ademais, como Q(u, 15) = 0 temos:

Q(u) = Q(f) — c*Q(15).

Como Q(1s) < 0, para provarmos que Q(u) > 0 é suficiente provar que Q(f) > 0. Desse
modo, seja h o tinico Campo de Jacobi com fluxo zero em 0X tal que hlpgs = flas cuja
existéncia garantimos pela Proposicao 4.1. Entao, podemos escrever f como uma extensao

de h numa vizinhanca tubular de 90X como
f=h+g,

onde glps = 0. Pela Férmula de Green temos:

Agora, como glas = 0, temos que Q(g) = J IVgl* — |A?g%, a qual é ndo-negativa pois
b3
A1(J) = 0, ou seja, L é estavel para ] com condigdes de Dirichlet. Além disso, por

integracao por partes temos:

a 1
ozgﬁnﬁ)zj f(JL—qﬁ).
dx on

Como ei, ey, e3 sdo auto-fungoes de Steklov com auto-valores diferentes de 1, a condigao

Q(f,vt) =0, v € R? é equivalente a
0:J fvt, v e R3
or

Portanto,

O:J h:J hvt, v € R3
ox ox

Pela Proposicao 4.4 concluimos que Q(h) > 0 e entao Q(f) > 0. Dai, Q(u) > 0eo

Teorema 4.1 esta provado. |
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4.5 O que tem além?

Ainda sobre o Catenoide Critico, Devyver apresenta alguns resultados a cerca da seguinte

conjectura:

Conjectura 1. Seja ¥ uma superficie minima com bordo livre imersa na bola unitdria

B3 com Indice de Morse wqual a 4. Entao L € isométrica ao Catenoide Critico.

Essa conjectura é baseada no seguinte teorema provado por Urbano em 1990 no paper

(URBANO, 1990).

Teorema 4.2 (URBANO, 1990). Seja M uma superficie em S* compacta, orientdvel e
nao totalmente geodésica. Entdo, Ind(M) > 5 e a igualdade vale se, e somente se M € o

Toro de Clifford.
Devyver provou o seguinte lema

Lema 4.3. Se L é uma superficie minima com bordo livre em B® com indice 4, entdo

01(X) o primeiro auto valor de Steklov para o laplaciano A € 1.

Como consequéncia imediata do Lema 4.3 e do Teorema 6.6 de (FRASER; SCHOEN,

2016) temos o seguinte coroldrio.

Corolario 4.1. Seja & um superficie minima orientada e com bordo livre em B*. Suponha
que £ com indice 4 e topologicamente um anel. Entao ¥ € congruente ao Catenoide

Critico.
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Consideracoes Finais

Em resumo, dada uma hipersuperficie M minima ou com curvatura média constante
imersa numa bola euclidiana B, podemos indagar a respeito de sua estabilidade. Como
visto, se podemos provar que M é fracamente estavel entao pelo Teorema 3.1 garantimos
que M deve ser um disco ou uma calota esférica em B. No caso de M ser instavel, estu-
damos o Catenoide Critico (caso n = 3) como feito em (DEVYVER, 2017) e calculamos
seu Indice de Morse como sendo 4 no Teorema 4.1.

Agora, existem algumas questoes que nao foram tratadas nesse trabalho. No quesito
da estabilidade fraca, o paper de Wang e Xia ainda trata de hipersuperficies imersas em
bolas unitérias em outras formas espaciais, a saber, na Esfera Unitéria S*™! (K =1) e no
Espago Hiperbolico H™ ™! (K = —1). Nesses casos, eles usaram uma técnica semelhante a
que foi apresentada e concluiram um resultado similar, ou seja, as tnicas hipersuperficies
minimas ou com curvatura média constante imersas numa bola unitaria nesses espagos
sao as umbilicas.

No quesito da instabilidade forte, apenas citamos uma féormula para o calculo do Indice
de Morse apresentada por Tran e Zhou em 2023. Na verdade, eles a obtiveram antes, em
2020. Tal férmula foi usada por Meza para calcular o indice do catenoide capilar e obter

os indices para os angulos de contato em diferentes intervalos, veja (MEZA, 2022).
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