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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo sobre a boa-colocacao local e global para

equacao de Schrodinger nao-linear (NLS)
10qu + Au—iA[u/Pu =0

em espacos LP-fraco, também conhecidos como espacos de Marcinkiewicz. Em relacao
a solugoes globais no tempo, estudamos o caso em que o dado inicial é uma funcao ho-
mogénea "suficientemente pequena”, e veremos que as solucoes correspondentes a estes
dados sao invariantes por scaling, ou seja, sao auto-similares. Além disso, exibimos as pro-
priedades de estabilidade para solugoes globais no tempo, e de decaimento para solugoes

locais no tempo.

Palavras-chave: Equagao de Schrédinger nao-linear, Boa colocacao, Espagos de Lorentz,

Espacos de Marcinkiewicz.



Abstract

In this work, we present a study on the local and global well-posedness for nonlinear

Schrodinger equation (NLS)
10qu + Au—iA[u/Pu =0

in LP-weak spaces or also known as Marcinkiewicz spaces. In the regard of the global in
time solutions we study the case where inicial data is a ”sufficiently small” homogeneous
function and will see that the correponding solutions to these data is scale invariant, that
is, self-similar. Furthermore we show the stability properties to global solutions and decay

properties to local solutions.

Keywords: Nonlinear Schrodinger equation, Well-posedness, Lorentz spaces, Marcinki-

ewicz spaces.
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Notacoes

q.s. quase sempre

q.t.p quase todo ponto

Re z parte real do nimero complexo z
Imz parte imaginaria do nimero complexo z
Xe funcao caracteristica do conjunto E definida por X(x) =1sex € E

eX(x)=0sexé¢E
supp f fecho do conjunto {x € D(f) : f(x) # 0}
C.(E,F) espago de fungoes continuas de E em F com supp(f) compacto
C.(Q) espago das fungoes f: QO C R™ — C continuas com supp f
compacto em
CX(Q) espaco das funcoes f: QO C R™ — C infinitamente diferenciaveis
com supp f compacto em (2
X* dual topoldgico do espaco topolégico X
0Q) fronteira de Q, i.e., 0Q =Q\ Q

ou
W - atu - a
ou
Xi =0 u=
u i lu aXi

A = i 0%,
i=1



Introducao

O objetivo principal deste trabalho, que tem por base o paper de Lucas C.F. Ferreira,
E.J. Villamizar-Roa e Pablo Braz e Silva [1], é apresentar o estudo da teoria de existéncia
de solugoes nos espacos de Lorentz do tipo LP**°(R"™), também chamados de espacos LP-

fraco ou de Marcinkiewcz, para o seguinte problema de valor inicial

0w+ Au=Aufu, xeR™ teR
u(0,x) = ¢(x), xe€R"

(1)

onde u = u(t,x) é uma funcao a valores complexos, ¢ : R™ — C é um valor inicial dado,
A é um numero complexo nao-nulo fixado e 0 < p < 0o. A equacao considerada acima é
chamada equagao de Schrodinger nao-linear.

Sabemos que na mecanica classica os fenomenos naturais acontecem obedecendo as leis
de Newton, e além disso, podemos pela segunda lei de Newton descrever matematicamente
o estado de um certo sistema em um instante de tempo dadas suas condigoes iniciais. Por
outro lado, com respeito aos estudos em mecanica quantica, tais leis nao sao ferramentas
interessantes de utilizar. Assim, surge naturalmente o problema de establecer uma outra
teoria sobre o comportameto de sistemas quanticos. Em 1926 o fisico austriaco Erwin
Schrodinger publicou em seus trabalhos uma forma também de descrever o comportamento
durante o tempo, agora de um sistema quantico. Tal ferramenta é na verdade uma equagcao

chamada equac¢ao de Schrodinger, dada por

Loy R oxp
(LA, ATV
' ot 2m 0x?2 Vo,

onde h é a constante de Planck, { é chamada func¢ao onda e V é uma fungao de energia
potencial (Veja [18]). Neste sentido, a equacao de Schrodinger descreve a probabilidade
de se encontrar uma particula em uma regiao do espaco.

A equagao nao-linear de Schrodinger considerada em (1) aparece na modelagem de

diversos fenémenos fisicos, a saber, tal equagao admite solugoes chamadas solitary waves
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e descreve a evolucao de ondas aquéticas; também surge em outros contextos fisicos que
incluem 6ptica nao-linear, propagacao de ondas eletromagnéticas e de plasma, e problemas
de instabilidade nao-linear (Veja [21]).
Via transformada de Fourier podemos ver que que o problema de valor inicial em (1)
é formalmente equivalente a seguinte equacgao integral
t

u(t) = e —mj e A (u(s)[Pu(s)) ds. (2)
0

onde a familia de operadores (e'*?)cr é chamada grupo linear de Schrédinger, que é

definido por

(£440) (x) = (e™15) " (x) = (K, * 9)(x), @)
onde
Ke(x) = (4mit) ™2 e’%,
. v

¢ a transformada de Fourier e ¥ é a transformada inversa. Tal grupo determina as

solucoes da equacao de Schrodinger linear, isto €, a solucao do problema de valor inicial

iiu+Au=0, xeR™ teR
u(0,x) = ¢(x), x€R"

é dada por u(t,x) = (e'*2¢)(x).

Na teoria das equacgoes diferenciais parciais é muito importante, além de provar a
existéncia de solugoes para os problemas, ter também a boa-colocacao deste problema.
Isso garante que considerando um dado inicial com uma boa aproximacao ao que acontece
na vida real é obtida também uma solucao fiel. Neste sentido, um problema em EDP é dito
bem-posto ou bem colocado se existe solugao, a solugao é tinica e existe uma dependéncia
continua das solugoes em relacao aos dados iniciais, ou seja, dados 7 proximos” vao resultar
em solugoes respectivas " proximas”. (Daremos mais detalhes do capitulo 4).

Umas das principais ferramentas que utilizaremos aqui para a prova dos teoremas de
boa-colocagao é o teorema do ponto-fixo de Banach. Por outro lado, diferentemente do
que acontece em muitas demonstragoes de boa-colocagao, nao utilizaremos as estimativas
de Strichartz para justificar a contragao necessaria para aplicar o teorema. (Por exemplo,
F. Linares e G. Ponce em [12] estabelecem a boa coloca¢ao para equacao em (1) nos
espagos L%(R™), H}(R™) e H?(R"™)) utilizando Strichartz.) Em vez disso, utilizaremos
itA

limitacoes do grupo linear de Schrodinger e'*2 em espacos de Lorentz, a saber, temos que



para p € [1,2]

- a1l
HeltAHLP(]R“)HLP’(R“) < Clt| n 2)7 t#0,

e portanto, utilizando o fato de interpolacao real que (vide [3]), para 0 < pg,p1 < 00 €

1 < qd;90; 91 < oo, temos
(P90 (R™), L7241 (R™))o, = 1P (R™),

onde
1 1—-0 0
- = +_7 ee (071)7
p Po P1

podemos obter também
; Cn(l_1
1 paginy s tra ey < CIITMG72) 0 £ 20,

O primeiro dos resultados que apresentamos aqui é o de boa-colocagao local (Teorema

np _ p+2

4.2). Este teorema garante que supondo 5 o1

Lﬁ%?v“’(R”), existe 0 < T = T(Hd)”LS%?,

e considerando um dado inicial ¢ €
) < oo e uma solucao u = u(t, x) satisfazendo a

o)

equacao integral (2) e pertencente ao espago E;ﬁ definido por
ElL g = {w:[tI"2 we BC((—T, T); LP+2(R™))}.

onde

2 n 2 n(p+1)
Xi=———— € fi=————"—.
P pt2 P p+2

Além disso, considerando uma sequéncia ¢, € Lo tal que ¢, — ¢ em et quando
n — oo, temos que existe 0 < Ty < oo tal que as solugoes 1 e u,, dos respectivos dados
iniciais ¢ e ¢,, pertencem a EISB para todo n suficientemente grande, e u,, — w em EICO B
quando n — oo.

O segundo resultado a ser demonstrado é o de boa-colocagao global. Neste caso,
podemos provar a existéncia de solugoes wu(t,x) definidas para todo t € R. Isto é uma
consequéncia do fato que a constante de contracao obtida na demonstracao nao depende
do tempo. Precisamente, tal teorema garante que se g—ﬁ <% <p+2edéuma
distribuicdo tal que ||€"2d|| o = supyeg [t12[[e2d||p 12,00 < € para € > 0 suficientemente

pequeno, onde || - || é a norma do espago E, definido por

Eo = f{u:[t|fu € BC(R; LP*>>(R™))},



entao existe uma solugao u € E, que satisfaz a equagao integral (2) e é tinica em uma bola
B[0, 2¢] C E,. Além disso, se (¢r,) é sequéncia de distribuigoes tal que ||e™** (dpn—d)|| o —
0 quando n — oo e u,u, sao as respectivas solugoes com dados iniciais ¢, ¢, entao
U, — u quando n — oo em E,.

Uma consequéncia do teorema de boa-colocacao global é a existéncia de solugoes in-
variantes por scaling ou auto-similares. Para entender isso melhor, primeiramente note

que se u é solucao de (1) entdo a aplicacao u,, (chamada scaling de u) definida por

2
5]

uy (t,x) == peu(p’t, ux), >0,

¢ também solucao. Dizemos entao que uma solucao u é auto-similar se
u(t,x) =u,(t,x) vp,t>0, q.t.px € R™.

i.e. uéinvariante por scaling. Uma questao natural é : Existem solugoes auto-similares? E
de se esperar que solugoes com essa propriedade especial nao sao provenientes de qualquer
dado inicial ¢. Primeiramente, veja que se u é uma solugao auto-similar para o PVI (1),

entao o dado inicial satisfaz
b(x) = u(0,%) = 1, (0,x) = wru(0,ux) = wrd(ux) Yu >0, q.t.p x € R,

Logo, ¢ deve ser é uma funcao homogénea de grau —%. E importante observar que, em
geral, tais funcoes homogéneas nao pertencem aos espacos cldssicos em que se faz boa
colocacao para os problemas de Cauchy em EDP. Por exemplo, estas fun¢oes nao estao
inclusas nos espacos de Sobolev H*(R™), s > 0. No que segue, garantiremos a existéncia
de solugoes auto-similares exatamente para dados iniciais ¢ = ¢d(x) homogéneos de grau

—2 isto é, que satisfazem
o)

d(ux) = u sd(x) para todo > 0,

e tais que [|e*2d||ro+2 6 finita e suficientemente pequena. Para garantir a existéncia de

tais dados, daremos aqui a prova que para a fungao homogénea particular ¢(x) = [x|~P

A .
com 0 < Re(p) < n temos ||e**P||rrgrn) < oo para T > max{ﬁ(p),ﬁe(p)}. Mais

ainda, veremos que

le* ]

Lr(Rn) < OO

, mesmo para func¢oes homogéneas ¢(x) da forma

i Pe(x) 1
d)(X) - |X|k 'W?

5



onde 0 < Re(p) < mn, Px(x) é polindbmio harménico homogéneo de grau k e

1‘>maX{ n n }
Re(p)'n—Re(p) )’

de forma que podemos aplicar o coroldario também para dados iniciais dessa forma.

Outro aspecto muito importante relativo as solugoes obtidas nos teoremas de boa
colocacao sao as propriedades de decaimento para solucoes locais e estabilidade assintética
para solugoes globais. O decaimento das solugoes locais quando t — 0 é a propriedade
de solugoes estarem “proximas” tanto quanto se queira para valores de t suficientemente
proximos da origem, desde que essa condicao seja imposta sob os respectivos dados iniciais.
Ja a estabilidade assintotica de solugoes globais ¢ um comportamente que acontece quando
It| cresce, i.e., desde que os dados iniciais sob a acao do grupo linear de Schrodinger ettt
estejam tao “préximos”’ quanto se queira quando |t| é suficientemente grande, entdo o
mesmo acontece com as respectivas solugoes. Rigorosamente, apresentaremos no Teorema

5.1 que, sob as mesmas hipdteses do teorema de boa-colocagao local, se u, v sao solugoes

obtidas a partir dos dados ¢, 1 respectivamente, com a hipdtese que
lim [t A (6 — ) llp+200 = 0,
onde — [1 — %ﬁ(p + 1)] < h, entao
lim %7 [u(t) = V() o200

Também, no Teorema 5.1 veremos que nas mesmas condicoes do teorema de boa-colocagao

global, se ¢, 1V satisfazem

lim [t |2 (p — ) [[pr200 =0

[t|— o0

onde 0 < h <1— 5(p+1), entao

lim |t|%+h||u(t) —v(t)[lp+2.00 = 0.
[t|—o0

A existéncia e unicidade de solugdes para o problema de valor inicial (1) no contexto de
espagos de Sobolev H*® (s > 0) tem sido muito estudado e ja possui diversos artigos nesse
sentido. Veja, por exemplo, [8],[9],[10] e [11]. Neste caso, as solugoes e suas derivadas sao
ditas de energia finita, ou seja, a norma L? das destas é finita.

Um dos primeiros autores a fazer o estudo de existéncia e unicidade de solugoes de

energia infinita para o problema (1) foram Cazenave ¢ Weissler em [6]. Neste trabalho

6



eles consideraram o espagco

loc

Xp 1= {u € L3oc((0,00), LPF2X(R™) & supt? [[w(t)||Le-2mn) < 00} )
t>0

onde
(04 1 n

2 p 20p+2)
Para dados iniciais suficientemente pequenos, eles provaram a existéncia de solugoes glo-

bais do problema (1) em X,, para p satisfazendo

pP+2 np
— < —< 2.
p+1 2 P+

Um trabalho mais atual e que também faz abordagem de espacos relacionados com LP-
fraco, que sao os espacos de Sobolev-Lorentz, é o paper de Vanessa B., Lucas C.F. Ferreira
e Ademir Pastor (Veja [20]). La eles consideram um PVI da equagao de Schrodinger nao-

linear com termo nao-local da seguinte forma

0w+ Lu = au*+ bE(JuY)u, (x,t) € R™ xR, n

'LL(X, O) = uO(X)7
onde a e b sao constantes complexas, 0 < « < y sao reais positivos, E é um operador linear

nao-local e limitado em LP™2*(R") (1 < p < oo) que comuta com derivadas fraciondrias,

e L é um operador linear definido em termos da sua transformada de Fourier como

(Lw) (&) = q(&)u(E), &eR™

onde ¢ ¢ fungao real e homogénia de grau d.
Observe que no caso particular em que L é o operador Laplaciano e b=0, entao a

equacao considerada no problema (4) se reduz a equagao
10w+ Au = ajul”,

que é a mesma equagao considerada em (1).
Considerando para todo s € R os operadores J* e A® dados por
P06 = {0 +HEDIT) 0, AT = {1 e,
os espacos de Sobolev-Lorentz homogeéneos e nao-homgéneos sao definidos respectivamente
por

H oo = {F € SR AT (llprae < o

7



HE o0 = {F €S (R™) ¢ ] (D)pa0e < 00}

Para s, 3,0 e M positivos, eles consideraram os espacos Xy = X (s, B,0) definidos por
Xm(s,B.8) = {u:(0,00) = Hino & ullp) M, [[ullss) <M},

onde
[ullpy = sup tPu(t)larace,  llliss) = sup t* A W(E)]as2.00,
t>0 t>0

e provaram a existéncia e unicidade de solugoes globais para (4) nos espagos Xy para
«, Y tais que
x+2 nx

0 1 _— < — 2
< max{l, a} <, (x+1< 5 <o+ 2,

s dado por
_ny-a
Y(x+2)

e satisfazendo 0 < s < 1, 3 e d positivos definidos por

1 n 1 S n
o  dle+2) vy d dle+2)

e além disso, p >0 e M > 0 tais que

p+a|CyM* T [p|CoMY T <M

p + |a|CsM* ! 4 [b|C,MY T < M,

para certas constantes positivas Cq, Cy, C3 e Cy4, assumindo ainda que
la|CiM* 4 |[b|CoMY < 1.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 1 sao dadas algumas
nocoes preliminares, defini¢oes e notacoes que irao aparecer de maneira recorrente no texto
e que colaboram na leitura e entendimento do trabalho. Também sao apresentados alguns
resultados que ajudam nas demonstragoes posteriores. No capitulo 2 sao apresentados
resultados mais especificos e técnicos relativos aos espacos abordados, que sao os espagos
de Lorentz, e também alguns resultados acerca do grupo linear de Schrodinger que se
tornam naturalmente essenciais para os préximos capitulos. No capitulo 3 é feito o estudo

das propriedades do grupo linear de Schrodinger sobre um dado homogénio. Investiga-se
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tanto a suavidade como decaimento para o grupo aplicado a este tipo especial de dado.
No capitulo 4 comecamos a apresentar os resultados principais deste trabalho, a saber,
os teoremas de boa colocacao local e global e coroldrios que garantem a existéncia de
solucoes invariantes por scalling. Por fim, no capitulo 5 apresentamos as propriedades
satisfeitas pelas solugoes obtidas nos teoremas de boa colocacao, a saber, propriedades de

decaimento e estabilidade assintética.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas fatos basicos a fim de tornar o texto o mais
auto-contido possivel e também fixar notagoes que ocorrerao no decorrer do trabalho. Para

um estudo aprofundado do conteido aqui exposto, sugerimos as seguintes referéncias : [2],

31, [51, [7], [12], [13], [14], [15], [22].

1.1 Espacos [P

DEnotemos por (X,XZ,u) um espaco de medida fixado. Se f : X — C é uma funcao

mensuravel em X e 0 < p < oo, definimos

P
Il = U rflpdu} ,
X

(podendo acontecer de [|f|l, = +o0) e

|

LP =LP(X, L, u) ={f: X = C mensuravel | ||f||, < +oo}.
No caso p = oo definimos
L[> =1L%(X, L, u) ={f : X = C mensurdvel | ||f]|o < +oo}.

onde

[f[loo :=nf{M = 0 [ u({x € X [f(x)| > M}) = 0},

convencionando inf(()) = +oo.

Observacao 1.1. Tal infimo acima € realizado, i.e., u({x : [f(x)| > ||f]|e}) = 0. Com

efeito, para cadam € N, existe My, > 0 tal que p({x : [f(x)] > M,}) =0 e M, < ||f||oo—|—%.
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Seja entao

A= J{x: ()] > My}

Segque que W(A) = 0. Como obviamente {x : [f(x)| > ||f|l} C A, entdo seque a afirmagdo.

Assim, temos [f(x)| < [|f|leo ¢-t.p-

Chamamos o valor ||f||. de supremo essencial de |f| e também escrevemos
esssup |f] = || ]| oo-
X

Quando nao h4 risco de confusao denotamos LP (X, £, u) simplismente por LP(X), LP(u)
ou LP. Se ||f||, = 0 entao f = 0 q.t.p. Por tal motivo, indentificamos as funcoes em LP
que sao iguais q.t.p.

Se f: X — [—00, +00] é mensuravel e [f|P é integravel entao f é finita q.t.p. Neste caso
podemos supor f: X — R uma funcao real. Assim, f € LP(u).

O conjunto de fungoes LP é um espaco vetorial complexo. Veremos que, no casop > 1,
a funcao || - ||, satisfaz a desigualdade triangular (Desigualdade de Minkowski) e define
uma norma em LP.

Dada f: X — C, temos que f € LP se, e somente se, (Re f)™, (Re ), (Imf)*, (Imf)~ €
LP.

Nesta seccao todas as fungoes sao mensuraveis.

Definicao 1.1. Dois valores p e p’ sao expoentes conjugados se

1+1 1, 1< "<
T =5 PP o0.
P P

Convencionamos p’ = oo se p =1 e, vice-versa, p' =1 se p = 0.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,p’ expoentes conjugados (finitos ou

nao). Dadas f, g fungoes mensurdveis temos

Ifglly < [Ifllyllgllp-

Em particular, se f € LP e g € LP' entdo fg € L' e, sob tais condicées, vale a igualdade

na desiqualdade acima se, e o se,

e ezistem «, B >0, ndo ambos nulos, com «[f[P = B|g[P" q.t.p (p,p’ finitos);

o Ifgl = Iflllgllw ¢-t.p (P =1, p' =00).
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Demonstragao. Vide [5]. O

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00]. Entdo

I+ glly < Iflly +lgllp-
Demonstragao. Vide [5] O

Observacgao 1.2. As sequintes condigcoes sdo necessdarias e suficientes para a iqualdade

na desigualdade de Minkowsk:.
o Casop =1:[f+gl=Ifl+1gl ¢.t.p;
e Caso 1 <p < oo: Existe uma constante A > 0 tal que f =Ag q.t.p ;

e Casop =o00: Sef=Ag q.t.p para alguma constante A > 0, entao

I+ gllee = [[fllo + [lgllco-

No entanto, tal igualdade nao implica em nenhuma condicao andloga as encontradas

nocasop=1el <p<oo.
Teorema 1.3. Seja p € [1,00]. Entao, LP € espaco de Banach.
Demonstragao. Vide [5]. O

Definicao 1.2. Seja (X, Z,u) um espaco de medida. Uma funcio f : X — C € dita
simples se o conjunto f(X) C C € finito. Se f(X) ={aq,...,ax}, entdo a representacao

padrao de f € definida por
13
f:Zaiji’ (11)
j=1

onde A; = f1(a;) para todo 1 < j < k. Se além disso temos w(A;) < oo para todo

1 <j <k, entao f € dita finitamente simples.
Proposicao 1.1 (Densidade das fungoes simples em LP). Seja p € [1, o0].

a) Sep < oo, entao o conjunto das fungoes finitamente simples

Z a;Xg;, com  pu(E;) < oo,

j=1

€ denso em LP.
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b) Se p =00, entdo o conjunto das funcoes simples é denso em L*°.
Demonstragao. Vide [5]. O

Veremos agora a teoria de dualidade dos espacos LP. Sejam p, q expoentes conjugados.
Pela desigualdade de Holder, a cada g € L9 corresponde um funcional linear continuo
g : [P — C dado por

by(f) = Jx fgdu Vf e LP,

e a norma do funcional ¢4 é no maximo ||g||q. No caso especifico p = 2, é facil ver que

L2 é um espaco de Hilbert munido com o produto interno dado por
bb €L (0.) = | ol
E entao é mais apropriado definir
b4(f) = | fodu
Na verdade, a aplicagao g — ¢4 é uma isometria de L9 em (LP)*.

Proposicao 1.2 (A norma do funcional ¢g4). Sejam p e q expoentes conjugados, com

1< q<oo. Dada g € L9, temos

Igllq = lidgll = sup

lIf]lp=1

Jfgdp‘.

Além disso, se W € semi-finita, i.e, para todo A mensurdvel tal que W(A) = oo existe

B C A tal que 0 < u(B) < oo, entdo o resultado é valido também para q = oo.
Demonstragao. Vide [5]. O

Teorema 1.4 (A isometria entre (LP)* e LP'). Sejam (X, u) um espaco de medida e p, q

expoentes conjugados, com p finito.
a) Suponhamos p # 1. Para cada V¥ € (LP)* existe g € L9 satisfazendo
Y(f) = Jfgdu Vf e LP.
A aplicagdo @ : LY — (LP)*, onde ®(g) = ¢y, € uma isometria sobrejetora.
b) Sep =1, valem conclusoes andlogas ao item a) no caso em que W € o—finita.

Demonstragao. Vide [5]. O

13



As desigualdades dos espacos LP s@o artificios muito tteis em analise. Seguem aqui,
além das desigualdades de Holder e Minkowski, outras desigualdades interessantes e tteis

acerca dessses espacos.

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Chebyshev). Seja f € LP, com 0 < p < o0 e o« > 0.
Entao,

w(fx 1) > o) < o PIF]E.

Demonstracao. De fato, se [|[f| > o = {x: |f(x)| > &} entao

w({x : [f(x)] > o}) :J du = oc_pJ oPdp < o P|f]|D.

[If|>«] [(If|>«]

]

A desigualdade que segue é um andalogo a desigualdade de Minkowski para somas vista

anteriomente, s6 que agora para somas infinitas, isto é, para integrais.

Teorema 1.5 (Minkowski para Integrais). Sejam (X, M, u) e (Y,N,Vv) dois espacos de

medidas o-finitas e seja f uma fungao M @ N-mensurdvel no espago produdo X x Y.

(a) Sejap € [1,00). Sef >0 entao

P ; 1
(J (J f(x,dev(y)) u(X)) <| (J f(x,y)pdu(X)) dv(y).
X Y Y X

(b) Sejap € [1,00]. Suponha quey — ||f(-,y)||p € integrdavel. Entdo

X > JY f(x,y)dv(y)

¢ finita q.t.p em X, mensurdvel e vale que

j (-, y)dv(y)
Y

<J £ 9)llpdv(y) < co.
pJy

Demonstracao. Vide [5]. O

1.2 Espacos de Lorentz

Seja f uma funcao mensuravel em um espaco de medida (X, n). Definimos sua distri-

buicao como a funcao decrescente ds : [0, 00) — [0, +00] dada por

de(a) = u({x € X : [f(x)] > o). (1.2)
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Agora, vamos introduzir uma outra funcao f* em [0, co) que é decrescente e equidistribuida
com f, ou seja,
de(o) = dp ()

para todo o« > 0.

Definicao 1.3. Seja f uma fung¢ao a valores complexos definida em X. O rearranjo

decrescente de f € a funcao * definida em [0, 00) por
f*(t) =inf{s > 0: ds(x) < t}, (1.3)
onde convencionamos que inf ) = co. Observe que supp(f*) C [0, u(X)].

Exemplo 1.1. Considere a fungao simples

N
f(x) = Z o Xg;,
=1

onde os £ sao conjuntos disjuntos de medida finita e ot; > ... an > 0. Nao € dificil ver

que

onde

e any1 = 0 = By, g = 00. Observe que se By < t < By entdo o menor s > 0 tal
que d¢(s) <t € ay. Analogamente, se By < t < By entao o menor s > 0 satisfazendo

d¢(s) <t € ag. Sequindo dessa forma, vemos que
N
(t) = Z o X(B; ;,B;)-
j=1

Para N = 3 temos grdficamente:

f(x)
1 —
I I
.
X2 : : [r—
Lo |
1 1 1 1
Gl l
N
: : \ | | |
| o :
| poro !
l Lo ! ! .
0 = E; Ex X

Figura: Grafico da funcgéo f
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(o)
By e——
l
B> ——
| [
. 1
' 1
B, : R—
| [
| o
1 ! !
1 ! :
l . '
1 ! !
1 ! :
1 : ,
: L
0 x3 &2 o o

Figura: Grafico da distribui¢do df

f(t)
o \
1
I
Xp :_|
| 1
| |
| 1
\ 1
I 1
| I
! )
I
o3 : :_|
1 : :
! |
! : !
1 ! \
! i !
0 By B; B

Figura: Gréfico do rearranjo f

Temos as seguintes propriedades para a funcao f*.

Proposicao 1.4. Para f, g, f, nu-mensurdveis, k € C, 0 < t, s, 1y, ts, temos:

1. f*(d¢(a)) < & para todo o > 0.

2

o

“

S

o

- de(f7(1) <t

gl < ] n-q.s. implica em g*
(D) = f~.

(k)" = [KIf*.

(f-g)*(ty +t2) < (t1)g*(ta).

<ffe

(f 4+ g)(t1 + t2) < (1) + F*(t2).

Al Tl n-¢.s. implica em £, 1 f.

. fl < liminf,, o [Tl pn-¢.s.

em f* < liminf, o f}.

implica
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9.

10.

11.

12.

15.

14.

f* € continua a direita em [0, 00).
df == df*.
(IfIP)* = (f*)P quando 0 < p < c©.

[xIflPdp = [ (t)Pdt quando 0 <

p < oo.
*(0) = || ]| oo-
Supt>0tqf*(t) = Supoc>0(x(df(o‘))q

para 0 < q < oo.



Demonstracao. Vide [13]. O
Agora procedemos com a definicao dos espacos de Lorentz.

Definicao 1.4. Dada f uma func¢ao mensurdvel em um espago de medida (X, 1) € 0 <
P, q < 00, definimos
o dt\ @
q
(J [téf*(t)]qT) , se q < 0o

1flltra = 0

supt%f*(t), se q = 0.
t>0

O conjunto de todas as f tais que ||f||]p.q < 00 € denotado por LP9(X, 1) e é chamado o

espaco de Lorentz de indices p e q. Denotamos também || - ||{p.a por || - [}, 4-

Os espagos LP>°(X, i) com 0 < p < oo sao chamados de espacos LP-fraco. A seguinte

proposicao deixa evidente o porque dessa designacao.

Proposigao 1.5. LP(X,u) C LP*(X, 1) para todo 0 < p < oo, e vale que
[llpe < [IfLr- (1.4)

Demonstracao. Segue diretamente da desigualdade de Chebyshev (Proposigao 1.3) e (14)
da Proposicao 1.4. O

Agora, vejamos um exemplo garantindo que em geral nao vale LP>*° C LP.

Exemplo 1.2. Seja f(x) = [x|7® em R™, b > 0. Obviamente f & L®(R™). Além disso,
para todo 0 < p < oo temos

(9]

L B T
n

onde vy, € a medida da bola unitdria em R™. Portanto f ¢ LP(R™) seja qual for 0 < p <

o0o. Por outo lado, € facil ver que

oz

df(t) =v,t °.
Logo, para 0 < p < oo temos

sup tPde(t) = supvntP v < 00
t>0 t>0

se, € 80 se, b = %. Assim , temos f € LP*°(R™) para b = %.
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As funcoes em LP-9(X, 1) sao consideradas iguais se sdo iguais p-quase sempre. Pela

definicao anterior é facil ver que L =1 e PP =[P,

Observagao 1.3. Para 0 < p,r <00 e 0 < q < oo temos que

g M[tr.a = (l[gllTrrar)" (1.5)

Exemplo 1.3. Com as notagoes do exemplo 1.1, temos que para 0 < p,q < oo

1
q q

A a a a M
Il = { B} + af (B —B) ...+ an(BR —BL)| "
e também

1
[f][Trc = sup B oy.
PSRN

Usando os argumentos anteriores e calculando a norma ||f|[f«.q, 0 < q < 00, da fun¢do
simples f, vemos que esta € finita se, e so se, f = 0. Logo, pode-se concluir que

L°>9(X, u) ={0} para q < oco.

Infelizmente os funcionais || - ||{».q ndo satisfazem a desigualdade triangular, e entao,

nao sao normas. Porém dadas f,g € LP9(X, u), usando a Proposigao 1.4, temos que

et (3)+a(3)

e com isso, pode-se obter que

If+gllira < Cp,q(HfH{M +11gllTr.a),

onde ¢p q = 25 max(l,Ql;qq). Também, ||c-f||{p.q = cl||f]|jr.q paratodoc € C, e ||f||jp.q =
0 implica em f = 0 p-q.s. Portanto, LP-9(X, 1) é um espago quasi-normado para 0 < p, q <

oo. Além disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.6. Seja (X, 1) um espaco de medida. Entao, para 0 < p,q < 00, 05 €Spagos
LP9(X, 1) sao completos com respeito a sua quasi-norma, e portanto, eles sao espacos

quasi-Banach.
Demonstracao. Vide [13]. O

A proposicao que demonstraremos adiante garante que os espacos LP>9(R™) sao normé-
veis para certos valores de p e ¢, i.e, podemos introduzir uma norma em LP>9(R™) equiva-
lente a quasi-norma || - |T5.q & qual os torna espagos normados. Mas antes, precisaremos

do seguinte resultado.
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Lema 1.1 (Vide [4]). Seja (X, 1) espago de medida. Dada f: X — C mensurdvel defina
a fungao f** por

f*(t) = %J: f*(s)ds. (1.6)

para todo t > 0. Entao, f** ¢ nao-negativa, nao-crescente, e, se f = 1 + o, para fq, fo
mensurdveis, satifaz

(1) < (1) + 57(t) (1.7)

para todo t > 0.

Proposigao 1.6. Dados 1 <p < o0, 1 < q < o0, defina

1 dt a
[trf™(1)]T— ) |, sel<p<oo, <
[fllira = fllpq =1 \o ¢ (18)
suptr ™ (t), se 1 <p < o0, q = 00.
>0
Entao, (LP9(X,u),|| - ||Lr.a) € espagco mormado com norma equivalente a quasi-norma
|- [|Fp.a, @ saber
I Nira <1 v < SE 1l (1.9)
Demonstracao. Veja primeiramente que
f(t) < () (1.10)

para todo t > 0. De fato, temos que

(1) = 1Jt (s)ds >

al J (t)ds = F*(t).

0

-+ | =

Agora, sejam f,ge [P9ek e C. Se 1 <p < 00, q < 00, temos:

1. Se f =0 qg.t.p, entao f** =0, e logo, |/f||p,q = 0. Agora, se |/f||p,q =0, como (pelo
Lema 1.1) f** é nao-crescente e nao-negativa, entao
*© dt * dt x
0 :J [tr ()]0 — > J [t £ (1)]9— > f**(x)qj £ ldt = £ (x) x5 P
0 t 0 t 0 q

para todo x > 0. Logo, f** =0, e dai, f* = 0. Com mais razao, f =0 q.t.p.

2. Temos que

ok 1 ! * _M ¢ * _ *ok
(k)™ = EJO (kf)*(s)ds = " L *(s)ds = |k|f*" (1),

e assim, |[kf||p,q = [kI||f]lp.q-
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3. Usando o Lema 1.1 e o fato de 1 < q (neste caso L9(0, 00) é normado), temos que

° dt) e
I+ glhna = (| 0+ 901 ) " =

11 .
= [[t* "9 (f + 9)™ || La(0,00)

* 1 1 %
J [tr @ (f + g)**(t)]th)
0
< T+ 0719 L0

11 s 11
< Itrma ™ Lao,00) + 117 99™ (|10 (0,00)

= [If]

pa T 19lp.q-
Considere agora 1 < p < 00, q = 00, € veja que:

1. [[fllpoo = SUproo tP (1) =0 & £* =0 & £ =0 q.s.

2. E obvio que [[kf||p.co = k[[f]lp.co-

3. Usando novamente o Lema 1.1, temos

I+ gllp.oo = iulgﬁ(f +¢)"(t) <supte (F7(t) + g™ (1))
>

t>0

< sup t%f**(t) + sup t%g**(t)
t>0 t>0

= [Ifllp.cc + 19llp.co-
Segue que, de fato, || - ||p,q define norma em LP-9. Além disso, como por (1.10) temos
f* < f**, entao
115 4 < IIfllp.q, feLPA.

Por outro lado, para 1 <p < 0o e q = 0o temos

= rt
¥]lp.00 = sup te () = sup—J *(s)ds
t>0

= |If||7 ., supty ' ——t!"v
1115, Sup —

P %
= F”pr,q
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Também, para 1 < p < 0o e 1 < q < 0o, pela desigualdade de Hardy, fato que veremos

posteriormente (Lema 2.3), temos
1

1 q 1
1 ogdt) e <t [t dt ) *
[fllp,q = <L [to f (t)]qT> = (L [TLf (s)ds] T)

< (r [tif*(t)]q%)
0 t

P %
= ]:Hpr,q-

o=

E segue as desigualdades em (1.9). O

Observacao 1.4. Com notacdo andloga a da proposicio 1.6 acima, para toda f men-

surdvel em X, temos

|If]|1.00 := sup tf**(t) = sup Jt f*(s)ds = JOO f(s)ds = ||[f"||L1(0.00) = ||f]]1, (1.11)
>0 t>0 Jo 0
ou seja,
1fll1,00 = [If]l:-
Portanto, (L%°(X, 1), || |[1.00) € também espago normado, mas € préprio espago L* (X, p).

Corolério 1.1. Seja (X, 1) espaco de medida. Entao (LP9(Xu),|| - ||Lea) € espaco de

Banach para 1l <p <oosel <q<oo, el <p<ooseq=o0.
Demonstragao. Segue do Teorema 1.6 e da Proposicao 1.6. O

E sabido que as fungoes finitamente simples sdo densas em LP (X, i) para 0 < p < oo.

Temos um resultado similar para espacgos de Lorentz, a saber:
Teorema 1.7. Fungoes finitamente simples sdo densas em LP9(X, 1) quando 0 < q < oo.

Observacao 1.5. Efalso que as fungoes simples sao densas em LP'* seja qual for 0 <
P < oo. Por outro lado, combinagoes lineares enumerdveis de funcoes caracteristicas de

conjuntos de medida finita sao densas em LP*°(X, u).

1.3 A Transformada de Fourier

Nesta secao vamos abordar algumas propriedades basicas da transformada de Fourier e

das distribuicoes temperadas.
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1.3.1 A Transformada de Fourier em L'(R")

Definicao 1.5. A transformada de Fourier de uma funcao f € LY(R™), denotada por 1?,

¢ definida como
1?(5) = J f(x)e 2mExdx, para & € R™, (1.12)
onde & -x =& -x1+ ...+ &1 - Xn.

O seguinte teorema (vide [12]) estabelece algumas propriedades bésicas da transfor-

mada em L'(R™).
Teorema 1.8. Seja f € LY(R™). Entao:

1. f—f define uma transformacao linear de L'(R™) em L*°(R™), com

[flloo < [I]l5- (1.13)

2. f € continua.

o~

3. f(&) — 0 quando |&] — oo (Lema de Riemann-Lebesgue).

4. Se thf(x) = f(x — h) denota a tranlagcao por h, entdao

—

(tnf) (&) = e ™ VEf(g), e (1.14)
(1.15)
(t-nF)(E) = (e ZRf) (&), (1.16)
5. Se (84f)(x) = flax) denota uma dilatacdo por a > 0, entdo
(8af)(E) = a " fla &), (1.17)
6. Sejam g € L'(R™) e f* g a convolucio de f e g. Entdo
(fx g)" (&) = f(£)g(&). (1.18)
7. Seja g € LY(R™). Entdo
| Togtiey = | rwgtay. (1.19)
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Exemplo 1.4. Sejan > 1 e seja f(x) = e 4t com t > 0. Veja que para t =1, temos

pelo teorema de Fubini

n 0
-~ A2y |2 p—2miE X A 242 9y,
f(i) :J e 47t |x|“e dx = | | J e 47T X3 27 x4 de
n —

j=1 0
n .0 2
I&2 . &
—e 1 | | e—47r2xj2—27t1£jxj+% dX]
]:1 J—00
n e o)
1£12 - &
j:1 J —00
n e o)
_ e _ 2
=e + |] e~ (™5)" dx;
j:1 J—00
n
_le? -1_—1
=e 1 | |2 T 2
j=1
_n _lg?
= (4m) ze T,

onde usamos a identidade de integracao complexa

*© 7(2 +i)2 o 7(2 ,)2 1
e T N dxy = e T dxy =

0 \/47{

No caso geral em que t > 0 é qualquer, temos

—0o0

-

-~ 42 2 . 2miEx (u:%f) n 4204012 a2V E X
f(&) :J e MR gy 2 gy | edmiule dx
n Rn

2
2 (4m) "3 e

£

— (47tt) "2 ar.

—+

Além disso, fazendo a mudanca de varidveis t — 1/16m%t, obtemos que

A
(47‘[’{)_%6_% (8) = e 4 HIE”,

Uma das mais importantes caracteristicas da transformada de Fourier é sua relacao

com a derivacao. Veremos essa relacao nos resultados a seguir.
Proposigao 1.7 (Veja [12]). Seja f € LH(R™) tal que x, f € L'(R™), onde xi denota a
k-ésima coordenada de x. Entdo T é diferencidvel com respeito a Xy, e vale

of

axk(a) = (—2mix )N (). (1.20)

A fim de considerar o resultado inverso ao anterior precisamos da seguinte defini¢ao.
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Defini¢ao 1.6. Uma funcao f € LP(R™) € diferencidvel em LP(R™) com respeito a k-

ésima varidvel se existe g € LP(R™) tal que

.

onde ey tem 1 na k-ésima coordenada e 0 nas demais. Se tal func¢do g existe, entao ela é

f(x 4 tey) — f "
(x + €1t<) (x) g(x)| dx =0, quandot — 0,

chamada de derivada parcial de f com respeito a k-ésima coordenada na norma LP(R™).

Teorema 1.9. Seja f € LY(R™) e seja g sua derivada parcial com respeito a k-ésima

coordenada na norma L*(R™). Entdo (&) = 27tiE,k1?(£).
Demonstracao. Vide [12]. O

A partir dos resultados anteriores temos as seguintes relagoes

(0% (&) = (2mi&)*F(&), (1.21)
(0%F) (&) = ((—2mix)*F)/\(£), (1.22)
onde ¢ = (1, ..., xn) € N™ é multi-indice e temos

« 0N o%n
9 Xyt oxan
Mais geralmente, se
P(x) = Z Cax®
lx|<k
¢ um polinébmio em R™, entao
(P(D)A)" (£) = P(2miE)f(E) (1.23)
(PDIT) (&) = (P(—2mi)N) (&), (1.24)

onde P(D) é o operador diferencial definido por

P(D):= ) Cad*.
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1.3.2 A Tranformada de Fourier em [*(R"™)

Para definir a transformada de Fourier em L?(R™) serd utilizado que L'(R™) N L2(R™) é

denso em L?(R™).
Teorema 1.10 (Plancherel). Seja f € L'(R™) N L2(R™). Entdo f € L2(R™) e

12 = [1f1]2- (1.25)
Demonstragao. Vide [12]. O

O teorema acima mostra que a transformada de Fourier define uma isometria de
LYR™)NL2(R™) em L2(R™). Por densidade, segue que a transformada possui uma tnica

extensao JF : L2(R™) — L2(R"). JF é chamada de transformada de Fourier em L2(R™) e

~

denotamos ainda F(¢@) = @.
Teorema 1.11. A transformada de Fourier define um operador unitdrio em L2(R™).

Demonstracao. Pela identidade de Plancherel (Teorema 1.10) a transformada é uma iso-
metria em L2(R™), e portanto, F(L?(R™)) é subespaco fechado de L2(R™). Suponha que

seja subespaco préprio. Entdo, existe g € L2(R™) \ {0} tal que
J f(E)g(£)dE =0 VFfe L}(R").
Pela identidade (1.19) segue entao que

J f(a)a(a)dazj HE)g(E)dE =0 Ve L2(RM).
R'ﬂ.

n

~

Portando, g = 0 q.t.p. Logo, |lgll2 = ||g]l2 = 0, o que é um absurdo. Portanto,
F(L2(R")) = L2(R"™), e logo, F é bijecao. O

Teorema 1.12. A inversa da transformada de Fourier ! pode ser definida pela férmula
FH(x) = Ff(—x) VFfe L*(RM). (1.26)

Demonstragao. Vide [12]. O
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1.3.3 Distribuigoes Temperadas

Vimos que a transformada de Fourier estd bem-definida em L'(R™) e L2(R™). Assim,
possui uma extensao natural a L'(R™) + L2(R™). Dai, como LP(R™) C L}(R") + L2(R")
para 1 < p < 2, entdo a tranformada estd bem-definida em LP(R™) neste caso. Veremos
que para p > 2 qualquer funcao em LP(R™) possui transformada no sentido distribucional.
Contudo, elas podem nao ser fungoes, mas distribuicoes temperadas.

Vamos introduzir primeiro a seguinte familia de seminormas. Para cada (v,p) €
(Z)?™ seja

1M1l v,y = 1% Ol co-

Definimos agora o espaco de Schwartz S(R™) como o espaco das funcoes C*(R™) decaindo

rapido no infinito, i.e.,
SR™) ={f € C*(R™) : [Ifll(v.p) < o0 V(v,B) € (Z")"}.

A topologia em S(R™) ¢ dada pela familia de seminormas ||| - [||(v.p), (Vv,B) € (Z7)*™
Obviamente CP(R™) C S(R™). Além disso, S(R™) C LP(R") para todo 0 < p < o0.
Com efeito, segue diretamente se p = oo. Suponha 0 < p < oo e seja f € S(R™). Dai,
fixe b > 0 tal que

1
M := J —bdX < 0.
x|>1 [x[PP

Logo,

1
[ rtorax={ iapac | (eIt oax
RN xI<1 x|>1 [x[°P
< CHIFIE, + M- [P, < oo, (1.27)

Defini¢ao 1.7. Seja (@;) € S(R™). Entdo @; — 0 em S(R™) quando j — oo se para

qualquer (v, B) € (Z1)*™ tem-se
1o lllv,p) =0
quando j — oo.

Note que a desigualdade (1.27) nos garante também que se @; — 0 em S(R™), entdo
@; — 0 em LP(R™).
A relacao entre a transformada de Fourier e as funcoes do espaco de Schwartz é descrita

nas férmulas (1.21) e (1.22). Mais precisamente, temos o resultado.
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Teorema 1.13 (Veja [12]). A aplicagdo @ — @ € um isomorfismo de S(R™) nele mesmo.
Por dualidade, podemos definir as distribui¢oes temperadas.

Definicao 1.8. Dizemos que P : S(R™) — C define uma distribuicao temperada, i.e.,
P e S'(R™) se:

1. ¥ € linear.

2. P € continua, ou seja, dada qualquer sequéncia (@;) C S(R™) tal que @; — 0 em

S(R™) quando j — oo, temos P(@;) — 0 quando j — oo.

Pela desigualdade de Hélder é facil ver que toda funcao f € LP(R™), 1 < p < oo,

define uma distribuicao temperada ¢ dada por

be() = J (o) dx (1.25)

Mais ainda, se f é localmente integravel e de crescimento polinomial no infinito entao
define uma distribuigao temperada pela férmula acima.

Diferentemente de fungoes, as distribuicoes temperadas sempre admitem tanto trans-
formada de Fourier como derivagoes de qualquer ordem. A saber temos as seguintes

definigoes.

Defini¢ao 1.9. Dada P € S'(R™) sua transformada de Fourier IAI) e S'(R™) € definida
por

~

Vo) =v(®), V¢eSRY. (1.29)

Defini¢ao 1.10. Seja b € S'(R™) e o um multi-indice. Definimos a derivada de \ de
ordem « por 0%\ € S’'(R™) tal que

(0%, ) = (—1)(h,9%¢) Vo € S(R™). (1.30)

Exemplo 1.5. Seja f(x) =1 € L*®(R"), e §y a funcdo delta de Dirac centrada na origem,
1.6,
0, sex=#0
do(x) = (1.31)
400, se x =0.

Temos que para toda @ € S(R™)

T(e) = 100) = | 9 =900 = | S(x)plxIdx = do(e).

n

Portanto, 1= 8¢o. Nao € dificil ver também que ZSAO =1.

27



Definigao 1.11. Sejam (;) € S/(R™). Entaop; — 0 quando j — oo em S'(R™) se para

qualquer @ € S(R™) temos que Pj(@) = 0 quando j — oo.

Teorema 1.14 (Veja [12]). A aplicagao F : P +— LAI) ¢ um isomorfismo de S’'(R™) nele

mesmo.

Proposicao 1.8 (Veja [12]). Seja @ € S(R™) e € S'(R™). Defina

(1 @)(x) = p((x —)). (1.32)
Entao
P @ e C°R™) NS (RY)
e vale
Pxp =1, (1.33)

onde (V@) (h) = W(Ph) para toda h € S(R™).

1.4 A Equacao de Schrodinger Linear

Nesta secao iremos explorar algumas propriedades das solugoes da equagao de Schrodin-

ger linear homogénea, a saber
iiu+Au=0, (t,x)eRxR™ (1.34)

Considere o seguinte problema de valor inicial

i0yu+ Au =0, t,x) e R x R"

‘ () (1.35)
u(0) = .

Formalmente, aplicando a transformada de Fourier em ambos lados da equagao em (1.35),

obtemos a EDO

if\ - 21123 _
Lt &) —4miEfult, &) =0,

sujeita a condicao inicial 1(0, &) = @(&). Pela teoria das equacoes diferenciais ordindrias,

sabemos que 1(t, &) tem a forma
Ut, &) = Ce " HIEr,
para alguma constante C. Impondo entao a condigao inicial, obtemos
U(t, &) = e U G(E) teR, EeR™
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Por fim, aplicando a transformada inversa a equacao acima, temos que

u(t,x) = (e HUPH)V(x) teR, x € R™ (1.36)

Introduzimos entao a notacao

elthp = (e ¥V, (1.37)

e chamaremos a familia de operadores {e*?},cr de grupo linear de Schridinger. Veja
ainda que pelas propriedades de convolucao

itA —47%it]-2 S\ V —4An?it]2\V R N

e = (e ©)” =(e )Y x @ = |(4mit) " zedit | x @,
ie.,

eith g — [(47tit)’%em} % Q. (1.38)
que definimos como a solu¢ao do PVI (1.35).

Proposicao 1.9 (Vide [12]). Se u(x,t) € solugcdo de (1.34), entdo

w(x,t) =e®u(t,x), 0 eR fizrado,

Uy(x,t) =u(x —xg,t —tg), comxg €R"™, ty € R fizados,

us(x,t) =u(Ax,t), com A matriz ortogonal n X n,
x-xo—Ixol*t)

wg(x,t) = u(x — 2xot, t)ell ., com xg € R™ fizado,

us(x,t) = A2u(Ax, A’t), A €R fizado,
1 iwlx|? X Y + 6t
t = EEE— 3
us(x, ) (o + w)ﬁexp [4(oc+ wt)} e <cx+ wt’ o+ wt

uz(x,t) = u(x, —t),

sao também solugoes de (1.34).

Observacao 1.6. Na Proposi¢ao 1.9, a propriedade descrita por wy € conhecida como in-
variancia galileana, a descrita por us chama-se propriedade de escala ou scaling, enquanto

que a propriedade descrita por ug € conhecida como invariancia pseudo conforme.

As seguintes propriedades da familia de operadores {e'*?},cr justificam a férmula

exponencial utilizada em (1.37) para denotar as solugoes do PVI (1.35).

Proposicao 1.10.
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1. Para todo t € R, e*® : L2(R™) — L2(R"™) € uma isometria, e logo,
le"®@ll2 = ll@ll: Ve € L*((R)™).

3. el0d =1,

. . . , . . .
3. eltAelt A el(t+t A com (eltA)fl — e*ltA — (e“A)*.

4. Fizada @ € L*(R™), a fungdo ¢, : R — L*(R™) definida por ¢(t) = e'*?¢@ € uma

funcdo continua, i.e, descreve uma curva em L2(R™).

Demonstracao. 1. Seja ¢ € L2(R™). Usando o fato que a tranformada de Fourier é uma

isometria em L?(R™) (Teorema 1.10), segue que

itA 747r2it\-\2(/[5)v”2 —4n2it\-|2@

= |le 2 = [|@]f2-

le™llz = |(e

Portanto e'** estd bem-definido de L2(R™) em L2(R™), e sua linearidade segue da linea-
ridade da transformada de Fourier. Além disso, a identidade anterior justifica o fato de
ser isometria.

2. Nao apresenta dificuldade.

3. Veja que para quaisquer t,t” € R temos

—

itA [ it’A (oAt Jiyy Vo (o—Artit]? APt 2 WV

e (e” Cp) = (e ett'2p)” = (e e ®)
(AT ()2 WV
= (e ®)
_ it+tHA
=€ (p7

) o . , ) o o )
e assim, eltAett’d = ett+tIA  Daf temos que ettPe 1A = ett-HA — 104 — 1 ¢ ]ogo,

(ettA)~1 = e~ 1A Além disso, veja que pela férmula de Parseval

(e p ) J n(eitA(p)(X)ll)(X)dX _ PRn e_4ﬂ2it|z,|2®(£)ﬁda

P(&)etm el (£)de,

JR™
[

=] ex)le Ap)(x)dx

JR™
= (@, e "),

ou seja, (eMtA)* = e ttA,
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4. De fato, seja @ € L2(R") e ty € R arbitrario. Observe que pelos itens 1 e 2 anteriores,

vVt € R temos

b (to+ 1) — Polto)l2 = [e (e — @) |2

= [e"*o — 9|2

= (e ™ HEG)Y — (§)V]|2

_A7r2it].12 ~
= (e — 1))

onde |(e ™1t _1)$| < 2|®| para todo t € R. Como (e 411" —1)$ — 0 pontualmente

quando t — 0, entao segue pelo teorma da convergéncia dominada que
—47121t|-12 ~
[(e= T — 1)@l = 0
quando t — 0, e segue a afirmacao. O

Lema 1.2. Set #0, %—F # =1 ep’ €1,2], entio temos que e'** : LP'(R™) — LP(R™)

€ continuo e vale

1
7

lesta6ll, < it 8 e (1.39)
Demonstragao. Vide [12]. O

No proximo capitulo veremos que pode-se estabelecer uma versao do lema acima

também para espacos de Lorentz.

1.5 Alguns resultados titeis de analise complexa

Resultados e ferramentas de analise complexa sao indispensaveis para estabelecer os
teoremas principais aqui presentes ou os resultados auxiliares a demonstracao desses teo-
remas. Nesta seccao abordaremos alguns destes fatos.

O lema a seguir pode parecer inocente, mas é ferramenta fundamental na demonstracao

dos teoremas de boa-colocacao local e global que apresentaremos.

Lema 1.3. Seja 0 < p < co. Entao existe uma constante positiva W = W(p) > 0 tal que
[uPu — Py < Wi —vi([uf® + v[?),
para todos u,v € C.
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Demonstracao. Sejam u,v € C. Se temos u = v entao a desigualdade é ébvia, qualquer
que seja W. Considere entdao u # v, e suponha ainda que (1 —t)u+tv #0 Vte [0,1].

Dai, defina para todo t € [0, 1] a aplicacao
y(t) =1 -tu+tv° - [(1—t)u+tv].

Segue que vy é derivavel e vale que

Re((v—u)[(1 —t)u + tv])

(1= thu + tv] J(1—t)uttv]+|(I—t)uttv]? (v—u).

v'(t) = pl(1—t)u+tv[°

Portanto,

[u—VI[(1 —tu+tv|

1—thu+t 1—thu+tvl° - v—
T —tu+to (1= tu+tv[+[(1 = tHu+tv[° - [v—u]

' ()] < pl(1—tu+tv]° -

=pl(I—thu+tv]°P - lu—v+ (1 —thu+tv]° - lu—|

<Whu—v|-|(1—t)u+ tv|°, (1.40)
onde W = max{1, p}. Além disso, temos que

[(1—t)u+tv]® < [(1T—t)hul +tv[]°

< [(1 —t) max{ful, v} + t max{ful, [v[}]°

= max{[ul, [v[}

= max{[u/®, [v[°}

< Jul® + vle. (1.41)
Assim, de (1.40) e (1.41), segue que

' (1)1 < Wiu —vI([uf® + [vIP), vVt € [0,1].

Com mais razao, temos que

1
lulPu — W[Pv| = |y(1) —y(0)| =

[e=]

y'(t)dt‘

1

< | Wy/(t)ldt

) >

< | Clu—v|(Jul® + [v[P)dt
0

= Wlu —v|([u|® + [v[?),

e portanto,

[u]®u — [Py < Wiu — vl (juf® + [v[?).
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Suponha agora que [u,v] N{0} # (), onde
[21,22] = {tZl + (1 —t)ZQ :te [O, 1]} A 21,29 € C.

Dai, considere

we=v+e-z, €>0

onde z L (u—v). Neste caso, [u,w.] N{0} = (). E portanto, pelo que ja foi demonstrado,
temos

u[Pu— we[Pwe| < Wiu —we|([uf® + [w,[?).
Fazendo ¢ — 07, obtemos entao que
[[ulPu — [Py < W — [ ([u]® + v[?),

e segue o resultado. O

1.5.1 Fungoes I' (gamma), b (beta) e H
Para todo z € C tal que Re(z) > 0 e todo ¢ > 0, definimos a funcao gamma T’

satisfazendo a relacao
(0.0}

¢ *T(z2) :J e ctt¥1dt. (1.42)
0
Proposicao 1.11. A funcdao I’ definida em (1.42) € analitica em {z € C : Re(z) > 0}.

Demonstrag¢ao. Vide [14]. O

O resultado a seguir exibe uma importante propriedade da fungao I', a saber, ela
funciona basicamente como uma extensao do fatorial para nimeros em conjuntos mais

gerais que N.

Proposicao 1.12. Se Re(z) > 0, entao
MNz+1) =zl'(z). (1.43)

Como consequéncia I'(m + 1) =n! para todo n € N.

Demonstrac¢ao. Vide [14]. O

33



A seguir definimos a funcao beta b. Sejam z e w nimeros complexos com parte real

positiva. Definimos
1

b(z,w) = L =711 — )W ldt. (1.44)

Temos a seguinte relagao entre as fungao gamma e beta :

I'z)I'(w)
b = .
=W) = e w)
Por fim, defininimos a funcao H por
1 .
H(y;a,b) = J eV (1 — )b tdr, (1.45)
0

onde a,b € C com Re(a),Re(b) > 0 ey € C. Veja que tal funcao generaliza a fungao
beta, pois
1

H(0,a,b) = J 911 —r)*'dr = B(a,b).

0

Tal funcao H é separadamente analitica de y, a e b nos dominios especificados. Além
disso, se y € R, entao

IH(y; a,b)l < B(a,b) =

1.5.2 Teorema da identidade(Principio da continuagao analitica)

Definicao 1.12. Seja f : QO — C uma funcao definida em um subconjunto Q C C.

Definimos o conjundo dos zeros de f por
Z(f)={ze Q:f(z) =0}

O teorema da identidade é uma consequéncia do préximo resultado, que estabelece

uma propriedade topoldgica para o conjunto dos zeros de uma funcao analitica.

Lema 1.4. Seja Q C C aberto e seja L o conjunto dos pontos de acumul¢ao de Z(f) em

Q. Se f € analitica, entao L € aberto e fechado em Q.
Demonstracao. Vide Ash R., Novinger W. [15]. O

Teorema 1.15 (Teorema da identidade). Suponha que f é analitica em um conjunto
aberto e conexo Q). Entdo, ou f € identicamente nula em Q, ou Z(f) ndao possui um ponto

de acumulacado.

Demonstracao. Vide [15]. O
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Corolario 1.2. Suponha que f, g sao fungoes analiticas em um conjunto aberto e conexo
Q tal que {z € Q : f(z) = g(z)} possui um ponto de acumulagdo em Q. Entio f =g em
Q.

Demonstragao. Considere h = f — g e aplique o teorema da identidade em h. O

1.5.3 Sequéncia de funcoes analiticas

Sabemos da andlise real que o limite uniforme de uma sequéncia de funcgoes dife-
renciaveis na reta pode nao ser diferenciavel. O seguinte teorema garante que este resul-

tado é valido quando se trata de funcoes complexas analiticas.

Teorema 1.16. Seja Q C C aberto. Se (fn)nen uma sequéncia de fungoes analiticas
que converge uniformemente para f em qualquer subconjunto compacto de Q, entdao f é

analitica em Q.

Demonstracao. Vide [14]. O

1.5.4 Funcoes analiticas definidas em termos de integral

Muitas das fungoes complexas que aparecem em nossas analises sao da forma

Os teoremas a seguir establecem condigoes suficientes a serem satisfeitas por F acima para

que f seja analitica.

Teorema 1.17. Seja F(z,s) definida para (z,s) € Q x [a, b] onde Q € um conjunto aberto

de C e a,b € R. Suponha que F satisfaca as sequintes propriedades:
1. F(-,s) € analitica em Q para cada s € [a,b] fizado.
2. F ¢ continua em Q x [a,b].
Entao a funcao f definida em Q por
b
f(z) :J F(z,s)ds (1.46)

€ analitica.
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Demonstracao. Vide [14]. O

Teorema 1.18. Seja F(z,s) definida para (z,s) € Q X [a,00) onde QO é um conjunto

aberto de C e a € R. Suponha que F satisfaca as sequintes propriedades:
1. F(-,s) € analitica em Q para cada s € [a, oc0) fizado.
2. F ¢ continua em Q X [a, 00).

3. Dados ¢ >0 e K C Q compacto, existe R > a positivo tal que

J [F(z,s)|ds < ¢
R

para todo z € K.
Entao a funcdo f definida em Q por
f(z) = JOO F(z,s)ds (1.47)
é analitica.

Demonstragao. Primeiramente veja que f como em (1.47) estd bem-definina. De fato,

dado zg € Q seja & > 0 tal que Blzg, d] C Q. Dali, podemos por 3., fixar Ry > a positivo

tal que
J [F(z,s)|lds < 1, (1.48)
Ro
para todo z € Blzg, 8]. Dail
0 Ro 0
J IF(zo, s)|ds = J [F(zo, s)|ds —|—J |F(z, s)|ds < oco.
a a R0

Segue a afirmacao pela arbitrariedade de z,. Agora, defina para cadan € N (n > a) e
zeQ
fn(z) ::J F(z, s)ds.

a

Como F(+,s) é analitica em Q para cada s € [a,n] fixado (por 1.), e F é continua em
Q X [a,n] (por 2.), entao segue do Teorema 1.17 que f, é analitica para todo n > a.
Além disso, note que dados ¢ > 0 e K C Q compacto, existe (por 3.) R > a positivo tal
que

J [F(z,s)|ds < ¢
R
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para todo z € K. Assim, para todo n > R (R como em (1.48)) temos

f(z) — fnlz)l =

Joo F(z,s)ds

n

< J IF(z,s)lds < ¢
R

para todo z € K. Portanto, (f,,) converge uniformemente para f em qualquer subconjunto

compacto de Q. Segue do Teorema 1.16 que f é analitica. O

1.5.5 Principio de Simetria

Seja (O um subconjunto aberto de C que é simétrico com relacao a reta real, i.e.
z € Q) se, e somente se, z € Q).

Seja também

Qf ={ze€ Q:Im(z) >0},
QO ={ze Q:Im(z) <0},
I=0nNR.

Assim, temos Q = QT UTU Q™ (Nos interessa apenas o caso em que I é nao-vazio).

Temos entao o seguinte teorema.

Teorema 1.19 (Principio de simetria). Se f* e f~ sdo func¢oes analiticas em QF e Q

respectivamente, que se estendem continuamente a1 e
fr(x)=f (x) Wxel,

entao a funcao f definida em Q por

ft(z), ze QF
flz) =1 fH(z) =f(z), z€1
f(z), ze Q™

é analitica em todo Q.

Demonstragao. Vide [14]. O

37



1.6 Interpolacao Real

Veremos aqui uma breve introdugao a espacos de interpolacao real construidos via
o método K. Tal nocao é importante para obtencao de estimativas do grupo linear de

Schrodinger em espagos de Lorentz. Para mais detalhes veja [2].

Definicao 1.13. Sejam Eq e Eq espagos normados continuamente inclusos em um espago
vetorial topolégico T, e de modo que
Eo N Ey estd equipado com a norma ||al|e,ne, = max{||a|lo, || a1}, (1.49)

Eo + E; estd equipado com a norma ||al|g 4+, = . ianﬁra (laollo + [[a1]l1) - (1.50)
=ao 1
Para a € Eg+ E; et > 0 definimos
Kitra) = _inf (laollo + tfas]l) (151)
a=ap+ai

epara 0 <0 <1lel<p<oo (oupara® =0,1 comp=00), escreve-se

dt
(Eo, El)e,p = {Cl S Eo + E1 ’ tieK(t, (1) € L?P <R+, T)} (152)

com a norma
lalles e, = It°KE Q) lir@ sat/e)- (1.53)
A aplicacao K(t; a) definida em (1.51) satisfaz as seguintes propriedades:
1. Para cada t > 0 fixado, temos que K(t;-) define uma norma em Eqy+ E; equivalente
a norma em (1.50);

2. Para cada a € Ey+E; fixado, K(t; a) é ndo-decrescente em t e K(tia)

n ¢ nao-crescente

em t.

3. K(t; a) é concava e continua em relacdo a t.
Agora vejamos um importante e 1til resultado acerca destes espacos de interpolacao.

Lema 1.5. Seja A um operador linear de By + Ey em Fq + Fy tal que A aplica Ey em Fy
com [|Ax]||r, < Mol|x||g, para todo x € Eo, e aplica By em Fy com ||Ax||r, < My|x]|E,
para todo x € Ey. Entio A € operador linear continuo de (Eg, Ei)gp em (Fo,Fi)op para

todos 0,p, e, para 0 < 0 <1 tem-se
HAXH(FOaFI)G,p < Mtl)ieM?HxH(Eo,Eﬂe,p (154)
para todo x € (Eg, E1)ep.
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Demonstragao. Vide [2]. O

Caracterizemos agora os espacos de Lorentz em termos de espacos de interpolacao, a

saber, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.20. Suponha que po,P1,q0,q1 € q sao numeros positivos, possivelmente in-

finitos, e escreva
1 1—-06 ©
— = +—, 0€(0,1).
p Po P1

Entao, se po # p1

(meqo, Lp17q1)6 . 1LpPa. (1.55)

)

Esta formula também € vdlida no caso po =p = p1, desde que

9  dq0

1 1-06 ©
= -

Demonstragao. Vide [3]. O
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Capitulo 2

Desiguladade de Holder e Limitacao

do Operador e'*2 em P-4

Neste capitulo apresentamos a demonstracao de alguns resultados cruciais na obtencao
dos teoremas e corolarios principais dessa dissertagao. Mais precisamente, apresentamos
a desigualdade de Holder em espagos de Lorentz em sua versao mais geral, estimativas
do grupo linear de Schrodinger em espacos de Lorentz e a convergéncia deste grupo na

norma de LP'9 relativo a fungoes de Schwartz.

2.1 Desigualdade de Holder em [P

A principal referéncia utilizada nesta secao é o artigo sobre espacos de Lorentz “Con-

volution Operators and L(p, q) Spaces’ por O’Neil R. (Veja [4]).

Lema 2.1. Sef € LP9 para 1 <p < oo, 1 < q< oo entao vale que
1
a ||f
1% pal
Demonstracao. De fato, note que pelo fato de f** ser nao-crescente,

- ol 45 el

X
> f**(x)qj trldt
0

e q E) %:|X
) [(q k 0
=" (x) (%) X7
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Logo,
1

4 1
llpq > (2) X3 (x),

e segue o resultado. O]

Lema 2.2 (Calderén). Sel <p < oo, 1 < q<71<o00, entdgo LP9 C LP" e vale

q
Il < (5) T

Demonstracdo. De fato, pelo Lema 2.1 temos que

o=
|

=

p 41 * ok
[flp.q = q) T (x) ¥x >0, (2.1)
e portando, para r = oo temos

1
L s q d
L I C ML

Agora para 1 < 1 < oo , utilizando novamente o Lema 2.1 temos

P,q’

00 rd 00 lf** T
HfIILFJ [x%f**(x)] —X=J O gy
' 0 X 0 X
Joo X%f**(x)r—qf**(x)q
= dx
0 X
q\ * X
T— XF ok
<(9) s [ mnan
P 0 XX P
q - T—q Oong**(x)q
= | = Ifllp g | ———dx
P X
N\
_ (5) Il 19
N
_ (—) Il
P

e portanto,

1_
q q
||f||p,r < ];) ||f||P7Q'

]

Lema 2.3 (Hardy). Sejam 1 <p <o00,1<q<o0 e %4—#:1. Se f:[0,+00) > R €

uma fun¢ao nao-negativa, entdo

([ L] ) <o ([ ool )’



Demonstrag¢ao. Provaremos apenas o caso 1 < < 00, pois o caso extremo q = 1 pode
ser estabelecido por argumentos analogos. Suponha f Z 0. Se temos
© dx
J (X (x)]9 == = 400
0 X

1
a desigualdade segue trivialmente. Suponha entao [prﬂq = [x%fl]fq € 110,00). Pela

desigualdade de Holder, note que para todo x > 0

JX f(t)dt = JX[ paf(t)] - te vdt <
0 0

1
= <J tglf(t)th)q X
0
=C (J t%—lf(t)th) t < +00, (2.2)
0

onde

Dali,

lim F(j) —0. (2.3)

x—=0" 53

Agora, seja ¢ > 0. Um argumento andlogo ao feito em (2.2) mostra que para todos

0 < & < x temos

F(x) —F(&) < C (JX tg_lf(t)th> (xﬁ - £5> <C (JOO tg_lf(t)th) xo'. o (24)



Mas, como tr 9 € L1(0, 00), entao para este ¢ > 0 podemos fixar um &y > 0 tal que

CJ tr Hf(t)9dt < e. (2.5)
&o

Segue por (2.4) e (2.5) que para todo x > &; temos

F(x) < exﬁ + F(&).

Mas neste caso, considerando A > 0 tal que
F(&0)\"
A < (jo)) 7

1

F(x) < 2exv’ Vx > A.

temos que

Portanto, vale também que

F
lim ) g (2.6)
X—+00 X?

Considere agora 0 < a < b < oco. Veja que, primeiramente integrando por partes, e
depois utilizando a desigualdade de Holder, temos

b [ 1 q b
J [X—pF(x)] dx :J xp 971 (x)9dx
X a

a X

1 [a_ 1°b 1 b g

=7 ¥ P ——J xp~gF(x) 9 f(x)dx
q L J
(3-9)

% [ a_ 1® I Pt iy i1
:m xXP qF(X)q —q (XT’ 4= qF(X)q )(XT’ qf(X))dX

[ T b 3 b g%l
< ﬁ X%’QF(X)q b _ % (J X%If(X)dx) (J X(%qllﬁé)%]:(x)qu)
P I »aF( )q_b p ° 1¢0d a /b S tppa R
_m_xv X -a—l—p axv xX)dx aX‘p X X
= P’ F(x)\* ° / by dx @ (o X7 d dx T
= _E {( N ) } ) +Pp <Ja [x» f(X)]q?> Ja ?F(X) < 7 (2.7)

notando é claro que
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b [ 2 q —9
Multiplicando entdo ambos os lados de (2.7) por (J [?F(x)] %) obtemos que

1 q %
([ 5m] %)
a |l x X

. qqb bo % q 79%1 b | %
(8] o oty
L\ xp la ag @

onde 0 < a < ag < by < b < oo estao fixados. Fazendo entdo a — 07, b — 400 em (2.8)

e usando (2.3) e (2.6), segue a desigualdade desejada. O

Definigao 2.1. Sejam (X, u), (Y,v) e (W, o) espacos de medida. Um operador bilinear
P definido no produto cartesiano do conjunto de fungoes mensurdveis em X pelo conjunto
de funcoes mensurdreis em Y e tomando valores no conjunto de funcoes mensurdveis em

W ¢ dito um ”Operador Produto” se

1) IP(f, @llso < [ flloollglloos
2) |IP(f, g)lln < [[fllollgllrs

3) IP(F;g)lh < [Iflhlglleo-

Teorema 2.1 (Caracterizagao de Operador Produto - Vide [4]). Um operador bilinear P

¢ um operador produto se, e somente se, para h = P(f, g) temos

X

xh*™(x) < J £ (t)g* (t)dt.
0

Teorema 2.2 (Desigualdade de Holder nos Espagos LP'*). Se P é um operador produto

e
h:=P(f, g),
onde f € LPv*° g € LP** ¢ vale
—+— <1,
P1 P2
entao h € L™, onde
1 1
P1 P2 T

Além disso, temos que

Moo < T fllps 00l gllpa o
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Demonstracao. De fato, pelo Teorema 2.1 temos que

1> 1 ("
h**(x) < ;J f*(t)g"(t)dt < ;J *(t)g™ (t)dt, Vx> 0. (2.9)
0 0
Dai, temos por (2.9) que
1.k« 11 b * % *x
||+ 00 = sup <xrh (x)) < sup (XT—J **(t)g (t)dt)
x>0 x>0 X Jo
::$H)(XT J tﬁlfw(tﬁmég**ﬁjtidt>
x>0 0
<l elglmsup (¢ Far)
x>0 0
<|If e L e
< Wl elglp e sup (xF71 - et
:T,”prhoo”ngz,om
e portanto,
Ml 00 < TN llp100 11l p2yoo
]

Teorema 2.3 (Desigualdade de Holder em espagos de Lorentz - Vide [4]). Seja P um

operador produto e defina

h:=P(f,g),
onde f € LPv91, g e LP292 ¢ temos
1 1 1 1 1 1
—t == —+ ==,
Pr P2 T qi g2 S

r>1,s>1. Entao h € L™ e existe existe C = C(s,p1, q1,P2,q2) > 0 tal que

Mllrs < CrlIfllpy.anl19llpa.an-

Demonstrag¢ao. O caso s = co = (1 = (2 estd demonstrado no Teorema 2.2. Conside-

remos agora O caso em que S = 00, (1 < 00, (g2 < co. Entao, note que pelo Teorema

2.1 )
= k% X? * Xk %k k%
[llve = Mo = suD xR (x) < sup j £ (1) (1) dt.

x>0 x>0 X Jo
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Por outro lado, pelo Lema 2.1

q1
(f,—) T
.
_ (]‘j—) T

q1 q1
_ p_1> flhowa

q2 1 T -
) lgllp.as supx* (—) .
x>0
1

r—1
qi\ " (g2
=7’ —) (—> ||f||p1,q1||9||P27q2’
1 P2
e portanto,

1 1
q]. q1 q2 q2
Il < (p—) (p—) TR T,
Hardy (Lema 2.3) que

Agora suponha que s, q1, g2 < co. Entao, temos pelo Teorema 2.1 e a desigualdade de

1
T

X
sup

J £ (1)g™ (1) dt <
x>0 X Jo

% 11 x 1 1
Jollpaesupxt | e
x>0 0

trdt
1

as L[
|’9Hp27q2 sup xXr
x>0

0

S PR AR T

\H
-~/ N 7/ N /

==

| &

- [ e <[ 3 ]

x
*© d
<0 [ i mg] (2.0
0 X
gy [ DTN g
0 X
Por outro lado, temos que % + i > %, e dai, existe 0 € [0, 1] tal que
0 0 1
_ 4 = ==,
qi1 g2 S
Neste caso, se m; = q1/0s, my = g2/0s, entdao temos que
1 1 1 S 1 S
—+—=1, — < —, — < —.
m; Mg my q1
Dai, em (2.10), temos

o ﬁf** S % *ok s
N < (71)° L Ol g™ (x)]

- dx.
Xm X2

(2.11)
Além disso, como q; < smy e g2 < smy entao, pelo Lema de Calderén, segue que
f e LPrs™ g e LP25™2 ¢ vale ainda que

1 1

1 1 1
pl q1 smy q2 qg  smg
[l sems < (q—) floras lglmasms < (—) Il (212)
Dai, temos que
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e pela desigualdade de Holder (Teorema 1.1) em (2.11), obtemos

s < O, smy 19115, 6ms - (2.13)

Portanto, de (2.12) e (2.13), temos que

11 11

qi q1  smq d2 qg  smg
HMRS<W<EQ (E) s 9l

Os demais casos nao apresentam dificuldade pois sao apenas pequenas adaptacoes das

ideias utilizadas antes. E segue o resultado. O

Teorema 2.4 (Desigualdade de Holder (Padrao) em Espagos de Lorentz - Vide [4]). Seja

P um operador produto e

h = P(f, g)
onde f € P91 g LP92 ¢ temos
1 1 1 1
P P v 92

Entdo, h € LY(R™) e vale
Il < Cllfllp.a,lI9ll7.q2:

para alguma constante C = C(p, q1,q2) > 0.

Demonstracao. De fato, note que pelo Teorema 2.1

1 X
IIh]1 00 = supxh™(x) < sup <x- —J f**(t)g**(t)dt)
x>0

x>0 X Jo
—| g max
= bt )
xP x)x?" g** (x
:J 9 ™ ax. (2.14)
0 X
Note ainda que, como % + é > 1, entao existem mq, my > 0 tais que
1 1
—+—=1, qi: < my, gz < My.
my my

Dai, por (2.14), a desigualdade de Holder (Teorema 1.1) e o lema de Calderén (Lema 2.2)

temos que

.
e < |55 T e < [ gl

1 1 11

qi\ ¥ ™ g\ 92 ™2
<<§) (5) 11y as 10
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e logo,
11

qi iiﬂu Jz qz Mg
||h||1m<(—) (p—> TN T (2.15)

Por outro lado, temos que

(o¢]

Ih(x)|dx = J h(t)dt
0

ey = |

RTL

= supJ h*(t)dt

x>0 J0

1 X
=Ssupx- —J h*(t)dt

x>0 X Jo

=supx - h**(x)

x>0
= [[fl1,005
ou seja,
ML @y = (M1 e0-
Portanto, por (2.15), segue o resultado. O

2.2 Limitacao do Grupo de Schrodinger em LP9

Estabelecemos aqui um lema analégo ao Lema 1.2 para o grupo linear de Schrodinger,

e depois também, para a transformada de Fourier.
Lema 2.4 (Vide [1]). Sejal < d < o0, el <p < 2. Sep’ € tal que %4— }% =1, entdo
existe uma constante C = C(n,p) > 0 tal que

. _n(2__
e o|lpra < CtT G |g]lp.q, (2.16)

para toda @ € LP4(R™) e todo t # 0.

Demonstragao. Fixe t #0 e seja 1 < pg < Pp < p1 < 2. Entao, como p% < r—l) < pio, entao

existe 0 € (0,1) tal que
1 0 1—0
P Po P1
Pelas estimativas do grupo de Schrodinger {€'*2} nos espacos L9(R™) (Lema 1.2), segue

> ! s ! ~ . . ’ .
que ett? : [P0 — [Po e e'tA : [Pt — [P1 s30 operadores limitados, e além disso, temos

let2| <l 2y, (2.17)

< Cm*%(%*l)_

!
LPo—LPo

[l A
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Dai, pelo Lema 1.5 e pelas limitagdes do grupo de Schrodinger em (2.17), segue que
e'tA : (LPo,LP1); g4 — (LPv, Lpi)lfe,d ¢é limitado nestes espacos de interpolacao, e vale

ainda que

X —_n(2_4 0 —n(2_1 -0
||eltA(p||(Lp0’,Lpi)1fed < (C|t| 2(190 )> <C|t| 2(p1 )> ||(p||(LP0,LP1)176,d
91—(1—9]))

2(1—
1

_n(20_
_ (cor-on-ai -0 [l irotony, o

_n(or8 4 1-07_
= ¢ (1t FER ) @l oy

= Clt 2 G o] (oo (2.18)

1-0,d°

Por outro lado, segue do Teorema 1.20 que vale as seguintes igualdades de interpolacao

(LPO’ Lpl)l*ﬂ,d - Lp,d’

(Lo, LPH)) g = L7, (2.19)
desde que ]% = % + 1;19, # = p%) + 1519. Portanto, por (2.18) e pelas igualdades em
(2.19), segue a desigualdade (2.16). O
Lema 2.5. Seja 1 < d< oo, el <p<2. Sep’¢€tal queé%—#:l, entao

1F@llpra =[1®lpr.a < l@llp.a; (2.20)

para toda @ € LP4(R™).

Demonstracio. Pela desigualdade de Hausdorff-Young, temos que F : LPi — LPj ( j=0,1)

¢ um operador limitado, e vale ainda

151

/A

1, (2.21)

!
LPo—LPo

151 <L

i
LP1—LP1

Portanto, analogamente como no Lema 2.4, temos que F : LP¢ — P4 é um operador

limitado, e vale que

||~r7r(P||p’,d < 1911_e||(9||p,d = ||(P||p,d>

para toda @ € LP*4(R™). O
Lema 2.6. Sejam 0 < p,q < co. Entao:
i) S(R™) C LP9(R™) (a menos do casop =00 e q < 00);
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it) Se fi — f em S(R™) entdo f — f em LP-9(R™).

Demonstrag¢ao. O caso q = oo é ébvio. Consideremos entao p, q < oo, e seja f € S(R™).
Sabe-se que S(R™) C L"(R"™) para todos 0 < r < oo. Portanto, pela desigualdade de
Chebyshev, segue que

() <t T|f]l,  VO<T<oo0.

Fixe entao 11,19 > 0 tais que

To <Pp<T1.

Neste caso, temos que

o0 1 t o0
J [tﬁf*(t)]qd— :J tr L ()9dt
0 t 0
1 00
:J t%—lf*(t)th+J tr (1) 9dt
0 1

(e 0]
<l | e A ae e, | o
JO 1
B 1 0o

B S S (R y p—
$G-0 LG
P

T PT2
—_PT gge — P e < oo,
e, +

= [Ifl1%,

e segue a afirmacgao do item i). Além disso, pela desigualdade acima, temos que

Tl qﬁ)i‘ ( pr:CY pr2Cy )éd
(Jo e ()] t S q(r1 —p) - q(p —12) (£, 0), (2.22)

onde C; = Cq(r1), C3 = Cy(r3) > 0 sao tais que
1[I+, < Cid(£,0)  [If]l+, < C2d(f,0)

e d representa a métrica padrao do espaco de Schwartz S(R™). Dai, se f,, — f em S(R™)

entao d(fy —f,0) — 0, e logo, o item ii) segue da desigualdade (2.22). O
Lema 2.7. Sejam 2 <p < oo el < q<oo. Entao

. itA _

lim [[e*%n —n[p,q = 0, (2.23)

para toda n € S(R™).
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Demonstracao. De fato, fixe n € S(R™). Note que, pelo Lema 2.5, temos

itA, _ —472it]- 2 V_ =~V
e n —nllp.q =1l (e n (M) Mlp.q

< e TR — Al 1q.

Assim, é suficiente provarmos que

—4m2it]- |2
A

le —Mllprq =0

quando t — 0. Mas de fato, observe primeiramente que para toda f € LP"9 temos

e S R (T )
0

S 0 S

—p (J""[S;;f*(s)]th) )
0

11
=Plls? Lo (0,00

Logo,

—4m?it) 2o
n

e (2.24)

11 A 2it 02~ ~\
s’ d (e 47T Ltl\n_n>

Agora, fixe § € R™ e t > 0 arbitrarios. Note que a funcao y : s € [0,t] — y(s) =

~ il <P o

—472is|& |2

e — 1 é de classe C!. Dai, temos que

t
e — 1 = by(t) —v(0)] = < J Am?|Efds = A’ (E Pt

0

Jty’(s)ds

0

Portanto,

e 1THER 1] C4rtlE? Wt >0, VE € R™

Daif, como 11 € S(R™) entao existe C > 0 tal que 47%&2M(&)] < C para todo & € R™.
Logo
e — A <4mPHEPM(E) < Ct Ve >0, VEER™

Com mais razao,

(e—4w21t|£\2ﬁ_ﬁ)* (s) < (Ct)*(s) =Ct Vs>0.

1

Portanto, sv'"a (6*4”21t‘£|2ﬁ—ﬁ> — 0 pontualmente quando t — 0. Além disso, do
fato que

_ 254112~ ~ —~
le T — 7] < 21
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segue que

1
7

5% (e IR ) (s) <257 RN () Vs >0,

1
onde sv’

%(ﬁ)* € L9(0,00). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue
que

11 : ~ \*
HSP/ q <e—47'[21t\4|2n —T]> HI_Q(O,oo) -0 (225)

quando t — 0. Portanto, por (2.24) e (2.25), temos que

—4m?it]- |2
n

le —llprg =0

quando t — 0, e segue o resultado. O
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Capitulo 3

Propriedades sobre o Fluxo Linear
de Schrodinger para Funcoes

p-homogéneas

Neste capitulo apresentamos os resultados mais técnicos presentes neste trabalho. Tais
resultados, juntamente com os teoremas de boa colocacao, nos garantem por exemplo a
existéncia de solugoes auto-similares para NLS (1) em espagos LP-fraco. Precisamente,

estamos interessados em saber quando temos
e € L"(R™) N C®(R™) (3.1)

para certas fungoes p-homogéneas e certos valores de r (0 < v < 00). Primeiramente,

definamos o que seria uma fungao p-homogénea.

Definig¢ao 3.1. Uma fun¢do @ em R™ ép-homogénea (ou homogénea de grau —p), p € C,
se

AP@(Ax) = @(x) VA >0,

ou seja,

@(Ax) =A"Po(x).

Aqui estd um roteiro de como (3.1) serd estebelecido (reforgando que tal processo é apli-

cado para fungoes p-homogéneas especificas):
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1. Primeramente utilizamos a fun¢ao gama como em (1.42) e o nicleo de Gauss definido

por

G(x) = (4mt)"3e it t>0, x € R™,

de forma a obter uma expressao para e*®¢ para t > 0.

2. Utilizando o Teorema da Identidade (Teorema 1.15) de anélise complexa podemos

estender a expressao obtida em 1 anterior para it com t > 0, e assim, obtemos uma

expressao para e''2@ em termos da fun¢ao H definida em (1.45).
3. Usando que H(y; a, b) é separadamente analitica, concluimos que
et € C®(R™).
4. Formulando entao uma expressao mais explicita para a funcao H, garantimos que
(e @) (x)] < Kylx|7REP) 4 Ky[x[ReP)

para x € R™\ B(0,R) e Ky, Ky dependendo de n,p,t e R.

5. Finalmente, utilizando 3 e 4 anteriores, concluimos que e'**¢ € L"(R™) para

n n
e maX{Re(p)’n—Re(p)}'

Seja w uma funcio em S(R™). Sabe-se que u(t,x) = (e'**w)(x) é a tnica solucao

para o problema de valor inicial envolvendo a equagao linear de Schrédinger

idyu+Au=0
u(0) = ¢.

Definindo u, (t,x) := u(p?t, ux), nao ¢ dificil verificar que u,, também satisfaz a equacao

linear de Schrodinger. Por outro lado, temos
1 (0,%) = u(0, 1x) = wlpx) = 5w,

onde b, ¢ o operador dilatagao por p. Portanto, por unicidade de solucao da equacao

linear de schrodinger em S(R™), segue que

u,(t) = e (5, w) (3.2)
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Dai, como w, (t,x) = u(ut, ux) = [6,, (e™ *2w)](x), temos de (3.2) que

eA(5,w) = 8, (e AW, (3.3)

Vejamos que a férmula (3.3) também é valida para distribui¢oes temperadas, onde para

toda f € S'(R™) e u > 0 definimos a distribuicio ,f € S'(R™) por
(0uf,g):==n "(f,019) VgeSRM.

De fato, sejam f € S’'(R™) e P € S(R™) quaisquer. Utilizando (3.3), temos para todos
u>0etelR

(B (e A1), ) = p (e A, 51p)

o (F, e AS L)
T (F, 8 (e )

= (8,f, e %)

= ("4 (5,,), ).

Como  é arbitraria, segue que
5, (e TAF) = et (5,1), (3.4)

e segue a afirmacao. Em particular, se ¢ ¢ uma funcdo p-homogénea que define dis-
tribuicao temperada (por exemplo, se @ € L9®°(R™), com 1 < q < oo, entdo uma
consequéncia da desigualdade de Hoélder em espagos de Lorentz (Teorema 2.3) é que

@ € S’(R™)), entdo utilizando a férmula (3.4) e a homogeneidade de @, temos que
P (e ) = €A (5,0) = By (e ),
e portanto,
et = u P, (e, (3.5)

Em particular, se w =t"2 com t > 0 em (3.5), entiio

e =135 _4(e"g).

Portanto, temos os seguintes fatos que podem facilitar nossas analises:
o ¢i?p € C®(R") = et € C®(R") WVt > 0;
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ecifpcl0<r<oo=¢epcl”™ Vt>0,evaleaférmula

5" ey, serT < oo

le* 2ol = [t (e @)t || = (3.6)

£ €8 plw, se T = oo,

Assim, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.2. Uma fung¢do p-homogénea @, onde 0 < Re(p) < n, é dita SC-reqular se
et c L"(R™) N C(R™) para todo t > 0 e todo T tal que

1’>max{ n n }
Re(p)’n—Re(p) )

WAl claramente verifica a férmula (3.6). Se em adicdo,

Para tal T, ||e
eitA(p c COO(RTL)
para todo t > 0, entdo @ € dita SC*®-regular.

Observe que dada uma fungao ¢ p-homogeénea temos para todo x # 0

e(x)=¢ (&) = (1) X|7P =w(x)Ix|7P,
x| x|

onde w = @ (W) ¢ uma fungao homogénea de grau 0. Convém entao primeiramente nos
focarmos sobre estudo do grupo de Schrodinger aplicado a fungéo |- |~P, pois como vimos
acima, todas as outras estao relacionadas a ela de certa forma.

Veja que se @ = |- | 7P, entdo @ ¢ C(R"™) e também ¢ ¢ LT"(R™) seja qual for
1 < r < 0. Porém, o que veremos nos resultados a seguir, é que a imagem de ¢ pelo

fluxo tem propriedades tanto de suavidade como de decaimento.

Proposigao 3.1. Seja @(x) = |x|"P onde 0 < Re(p) <n. Parat >0 ex € R™,
itA . \—B L, (XPp n—p
= (4it) 2lN(p/2)  H| —; =, ——
(e g)(x) = (ait) Frip/2 i (BE B 20,
onde H € a fungdo definida em (1.45) por

1
H(y;a,b) = J eV e (1 — 1) ar,
0

para a,b € C com Re(a),Re(b) >0 ey € C.
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Demonstracao. Com efeito, utilizando a expressao da funcao I' para ¢ = [x]* e z = £ em
(1.42) e a mudanca de varidveis t = -, temos para todo x # 0

WP = () E =T/t | e
0

o0 2 gfl
= F(p/2)_1J e ic (i) Lds

0

— 475 (4m0)3 T (p/2) " JOO G.(x)s2 27 14s,

X2
onde Gg(x) = (47[3)*“6% é o nicleo de Gauss. Vejamos que a integral acima é ab-

solutamente convergente para cada x # 0, e também, é absolutamente convergente em

LY(R™) + Co(R™) no sentido de Bochner (veja [7] Cap.1). De fato, fixado x # 0 temos

[x12

que Gg(x) = (4ms)"2e~ 4 — 0 quando s — 07, e dai, existe & > 0 tal que

0<s<d= Gq(x) < 1.

x|2
Portanto, usando também que e i < 1Vs >0, temos que

o0 » ® Re(p) ®© Relp)
J |Gs(x)s2 2 Yds <J s27 2 tds+ (47t)_2J s— 2 lds < oo,
0 5

onde temos que

n_ Re(p)

1 1
j|res(~)s‘z‘—5—1u1dszj G045 c oo (||Ge(]h = 1),
0 0

° n_ Re(p) 4 o [” _Re(p) 4
1Gs(-)s2™ 2 Yeds < (4mm) 2| s 2 'ds < oo.
0 1

E segue as afirmacoes. Portanto, temos

o0

0 =475 (4m)IT(p/2) ! L G ()s 3 1ds,

e pela convergéncia da integral acima em L'(R™) + Cy(R™), podemos aplicar o semigrupo

do calor e*® para t > 0 em ambos lados da equacio, onde
e'2f = Gy * f.
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Assim, temos

(e*@)(x) =4 2 (4m)3T(p/2) ! Gt(y)J Gs(x —y)s? 2 'ds dy

vl

— 4 )3T/ | jwet(y)cs(x—y)sﬁ‘%lds dy

¥E

— 43 (4m) 3T (p/2) ! J G (y)Gs(x —y)dy s* 3 1ds

vl

=475 (4n) 3T (p/2) 1 | (e Gy)(x)s2 2 1ds, (3.7)

onde comutamos as integrais acima utilizando o Teorema de Fubini, um vez que (por
céculos andlogos aos feitos anteriormente)

J J G (y)Gs(x —y)dy s? 2 'ds < co.
0 Rn

Note ainda que

o~~~ o~

(e2G)NE) = G (E)G, (&) = e 1T HER e ImsIER — o—dm?(tho)lel — G ((g),

e logo,

etAGS - Gt+s- (38)

Dai, por (3.7) e (3.8) temos que

et = 4%(4n)5‘r(p/2)1j Geys()s? 271 ds. (3.9)
0
De maneira andloga ao que foi feito anteriormente, vemos agora que a integral (3.9) acima

converge absolutamente em Cy(R™). Consideremos a mudanca de varidveis 1 = -

Entao, para todo x € R™ temos o
(@0l =1 Hmrp/2 [ 6yt (1) o (~5)a
=472 (4m)T(p/2)~" E Gt 2ri 2 M (1—7)3 " ldr
— (4t) " F (4mt)ET(p/2) ! J:(zlm)—é‘e—*'ZfrE‘r‘%—E‘—lu —r)itlar
— (4t) 5T (p/2)! E e TPl =)t b lar (3.10)

Vejamos que a férmula em (3.10) é valida nao sé para t > 0, mas para todo t € C tal
que Re(t) > 0. Para isso, considere uma funcao n € S(R™). Neste caso, sabe-se que

a aplicacdo t — (e*®@,1) é analitica no semiplano Re(t) > 0 e continua no semiplano
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Re(t) > 0. Por outro lado, se multiplicarmos o lado direito da igualdade em (3.10) por
1n(x) e integrarmos em R™, o resultado serd uma funcao analitica no semiplano Re(t) > 0.
Como estas fungoes coincidem em todo t > 0, segue pelo Teorema da identidade (Teorema
1.15) que elas coincidem em todo o semiplano Re(t) > 0. Por continuidade, elas também
coincidem em t = it para todo T € R—{0}. Assim, como 1 é arbitréria, temos a igualdade
de duas distribuigoes para os valores de t especificados, e com mais razao, a igualdade de
suas funcoes representantes . Dai

1 2

(e p)(x) = (4u)—%r(p/2)—1j et (1 )i i lar
0

para todo t > 0, e segue o resultado. O]
Corolario 3.1. Sob as hipoteses da Proposicao 3.1 anterior seque que:
(a) e'**@ € C*(R™) para todo t > 0;

(b) e'*2@ € L®(R™) para todo t > 0, e vale

—Re(p)
2

le"® ol < C(p)t
Se em adi¢ao p € R, entao

2

rg)

e @l = I(e"*)(0)] = (48) F
Demonstragao. (b) De fato, note que para todo x € R™ temos pela Proposi¢ao 3.1
itA s \—2 -1 ! iﬁr r_1 n_p_4
[(e™ ) (x)] = |(4it) > T(p/2) erarTrz (1 —r)2 2 dr
0

1
< (4t)%ye%‘“|J rol(1—1)2 2 dr

onde C(p) = |e~"T. Portanto,

LT

rg)

€™l < Cp)(4t)

No caso particular que p € R temos C(p) =1, e logo,

- : T(55R)
eltA 0o g 4t — 3 2
o2l < (40) 5 s

2

= (e e)(0)],

e segue o resultado. O]
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Lema 3.1. Seja a € C tal que 0 < Re(a) < 1, e seja Q o dominio padrao do logaritimo,
i.e., Q=C\{x € R:x <0}. Entao f:Q — C definida por

°° 1
f(W) = J;) mds (311)

¢ analitica.
Demonstracao. Vejamos primeiramente que f estd bem definida para todo w € Q. Com
efeito, fixe wy = x + iy € Q. Dai, seja A > 0 tal que A > 2|wg|. Logo, para todo s > A

temo que

s > 2lwo| = 2[Re(wy)| = 2lx],

e assim, s +x > 0 e s > —2x. Portanto,

s s
Is+wgl > [Re(s+wg)|=s+x|=s+x>s— ==
Logo,

1

2 2
JA s(s +wy)

pois 1 < Re(a)+1. Além disso, note que se y = 0 entao x > 0, e dai, [s+wg| > s+x > x.

* 2
P R

A SRe(a)+1

Se y # 0, entao |s +wg| = [y| > 0. Assim, temos

A
|
que em todo caso é finita, pois 0 < Re(a) < 1. Com mais razao

&0 1
[l e
o S%s+wp)

1

A
L —SRe(a)|y|ds, sey #0
s (s +wyp) A

ds

N

1
L SRe(a)de, sey =20

e segue a afirmacao. Considere agora
Q. ={weC: [Imw)>c¢e}C Q.
Vejamos que f é analitica em Q. para todo € > 0. De fato, defina

b © 1
g(W) = JO mds, h(W) = Jl mds

para todo w € Q). Entao, é suficiente provarmos que g, h sao analiticas em Q.. Seja

K(S,W) = m, (S,W) S [1,00) X Q£~

Note que :
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i) K é continua em [1,00) x Q. (pois o denominador de K é continuo em [1,00) x Q.

e nunca se anula).

ii) Fixado s € [1,00), temos que w € Q, > s%(s +w) é analitica e nunca se anula em

Q., e portanto, K(s,-) é analitica em Q. para todo s € [1, 00) fixado.
iii) Sejam A, R > 0 quaisquer. Considere entao A > 2R tal que
o0
2
L Re(a) i1 ds < A.
Para todo s > A, w=x+1y € Q. N B[0, 2R], temos como j& visto anteriormente
s
s+x>0, x> 5
e assim, |s +w| > 3. Logo,

L

Portanto, pelo Teorema 1.18, segue que h é analitica em Q.. Agora, para a andlise da

1 © 1 00
m'dsgL mdséL et 745 <A

fungao g, defina para todon € N

1
1
n p— —_— 9 .
gn(w) Jisa(erw)ds we Q;

Para K(s,w) = sa(sl—l—w) é facil ver que:

i) K é continua em [%, 1] x Q..
ii) K(s,-) é analitica em Q. para toda s € [%, 1].

Assim, pelo Teorema 1.17, segue que g, ¢ analitica em Q). para todo n € N. Provemos

que gn — g uniformemente em Q.. De fato, para todo w € Q., n € N temos

1 1
o 1 M 1
w)—gw)| = —ds| < ———ds
gm0 = 90w = || " 4| < | e
r‘l 1
< Jo SRe(a)€2 ds
'SlfRe(a) n 1
= e L T l-Re(a)g2’

disso segue a afirmacgao. Portanto, pelo Teorema 1.16, segue que g é analitica em Q..
Assim, concluimos que f é analitica em Q. para todo ¢ > 0. Consequentemente, f é

analitica em H™ UH™ onde
H" ={w e C: Im(w) > 0},
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H ={we C:Im(z) < 0}.
Vejamos que f é continua em R,. Com efeito, fixe xo > 0 e seja A > 0. Note que se
w=x+1iy € Q, w—xg| < 3 entao

X0
Xp — X < [x —xo| < w—x| < o

se [w —xo| < min{%2, A} temos

e assim, x > %, o que implica também em (w+s| > x+s > % para todo s > 0. Portanto,
* 1 1 > 1 1
— ds + —
Jo|s¢(s+w) s%(xp+s) 1 Isew+s) s xp(xo+s))

N w — Xy +J°° w — x|

Jo sRelw + s[lxg + s 1 sRel@|lw + s|lxq + s|
rl 00 }\
< | ———F——ds —|—J —————~ds
= Jo sRe(a) (%) X0 1 gRe(a)+1 (%)

- C(XOa a) : }\7

ds

[f(w) —f(xo)| <

e segue a afirmacao. Entao, pelo Teorema 1.19, f é analitica em todo Q. O

Lema 3.2. Sey > 0, Re(a) > 0 ¢ Re(b) > 0, e se j e m sao inteiros nao negativos tal

que
j+2 > Re(a) e m+ 2> Re(b),
entao
H(y; a,b) ZCk a,ble e y‘k—i— Cmir(a, by ™ 1x
m+1 ol st ™!
_— 1—s)™ | —1—— dse tt™*H1Pdt
F(m—l—2—b)L Jo( ) < U)
j )
+ eiyy_b Z Ck(b’ a)e_[b+;)ﬂly_k + C]'+1(b, a)eiyy—b—j—l %
k=1
. . —b—j—1
j+1 J Jl i (. st —tyj+1—
_— 1—s)P[i—— d t 4dt 3.12
Grz—a ) LU > © ! (3.12)
onde

Ma+k) T(k+1—b)

Cila,b) = — r(1—Db)

(3.13)

Demonstracao. Assuma primeiramente que

0<Re(la)<1l, 0<Re)<l.

62



Dai, usando a funcao gama comc =71,z=1—a, etambémcomc=1—1r,z=1—D

temos

N1—a)l'(1—b)H(y;a,b)

1
=T(1—a)l(1— b)J eVTral(1 — )b gy
0

1 00

e‘”SS‘“dsF(l——b)_lj‘ e~ =t~ qt dr
0

0]

:ru—awu—bq

eVr(1 — a)_1J
0

0

roo poo prl )
= J eWTe g ae (1Tt qrqedt
Jo Jo Jo

roo roo rl
= J erW—sttle—ts—at=b4rdsdt
JOo Jo JO

o0 OO eiyfsntt -1

= e 'sT % Pdsdt

Jo Jo W—s+t

rfooO oo S—a . (o0} o t_b
= — = dse 't Pdt+e% J J ————dt e %s “ds
Jo Jo —lWy—t+s 0o Jo Wy—s+t
rOO OO S_a . oo oo S_b
= —ds e 't Pdt+e% J J — = dse 't %dt. (3.14)
Jo Jo —ly—t+s 0o Jo y—t+s

Convém entao considerar a fungao

f(w) ::J 5 ds,
0o WH+s

onde w € Q (Q dominio padrao do ramo logaritimo), 0 < Re(a) < 1. Note que

Dai, para w > 0, usando a mudanca de variaveis s = wt, temos
* 7@ < (wt)¢ @
f(w) :J ds :J (wt) wdt:waJ dt
0o W+Ss 0 W+wt o 1+1
=w f(1)

=w “T(1—a)l(a).
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Logo, como pelo Lema 3.1 a funcao f é analitca em Q e também w — w T'(1—a)l'(a) =
e 2°9WIP(1 — a)l'(a) é analitica em Q, entdo pelo Teorema da identidade, f(w) =
w (1 — a)l(a) para todo w € Q. Como y > 0 entdo —iy —t, iy —t € Q para todo

t > 0, e dai, usando esta expressao de f em (3.10) temos

1
Ry ) = = or o) %

ro r1—a)l(a)(—iy —t) “e "t °dt +e'Y Joo I1—b)T(b)(iy —t) Pe "t °dt
0 0

o F(a) o ot r(b) . % e
T T(1—b) L (Fly—t) fet bdt+m—_a)€”L (iy —t)Pe ttedt.  (3.15)

Por fim, iremos expressar (—iy —t)™¢, (iy —t)~° em suas férmulas de Taylor finitas

centradas em t = 0 com resto integral. Definindo

flt) = (—y—t)7*, gt)={y—-t)" (3.16)

temos
f9(t) =ala+1) - (a+k—1)(—iy—t) o *

g¥(s)=bb+1)---(b+k—1)({iy—s)°*

Aém disso, temos

f(t) — Z f(k]il(o)tk + % IE(t o s)mf(m+1)(s)ds (317)
k=0 ’ ’
e j g(k)(O) 5 1 [t o
g(t) = Z ot j—!L (t—s) 0T (s)ds, (3.18)

k
Por (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18), segue que

MNa) & (®ala+1)---(a+k—1) . b ¢
H(y;a,b) = r(l—fb)kz_ojo e Wl a (—iy) kgk—betqt
’ F(E(—f)b)Jooo i Jt(t— s)ala+1) - (a+m)(—iy —s)" " ds e Pt

bb+1)---(b4+k—1) . o o
ety t* e tdt
1—a ;J Kl (ty) €

') s L[, et
+m€yz].—!L(t—S)’b(b+1)---(b+))(1y—s)bJ ds e tt~dt. (3.19)
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Observe que valem as igualdades

MNa)-ala+1)...(a+k—1)=T(a+ k),

J e e Pdt=T(k—b+1),

0

ala+1)...(a+m)=T(a+m+1),
Fb)-bb+1)...(b+k—1)=T(b+k),

J e At =T(k—a+1),
0

b(b+1)...(b+m)=T(bm+1).

Além disso, fazendo as mudancas u = s/t e depois s = u, temos

1

t
J (t—s)™(—iy—s) ™ ds = J (1—s)(—iy — ts)" @ ™ gm+igs,
0 0

1

Jt(t —sPliy =) s = J (1—s)(iy—ts) "7 "0 ds.

0 0

Portanto de (3.19), (3.20) e (3.21), temos

H(y;a,b) =
L T(@ )T =b D) x o
v rM-v ¢ Y
k=0
Ma+m-+1) (> . Caemelq. —temale
1— . —t a—m tm+1 b t
—m!F(l—b) JO L( s)(—iy s) ds e d
j
— NrNb+k)Nk+1—a) = Lo
iy, —b T (b+k)i, —k
tety g% K Tl-a ¢ Y
Nrb+j+1) J‘”Jl . b4t
— "W (1—s)({iy—ts) P tds e "W 2dt
iTi—a) © Jo Jo Y
e T+ )Tk =b+1) i —x
VUL T oy oY
k=0
r(a+m+l) et J~OOJ1 ) ts —a—m-—1 L B
a—m 1— s d tm—l—l bdt
* mil'(1—Db) Y 0 0( ) h Yy ° €
j
L TR TRET—a)
iy, —b T (b+k)i, —k
tety ;% K Tl—-a °© Y

Fb+j+1) | _b_._lr’ Jl : ( ts)bjl i
+ -2 W j 1—s)y(i—= ds ettt edt.
ri—a) = Y o Jo y
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Note ainda que

Ma+m+1) T(la+m+1)T(m+2-b) m+]1

mrl(l1—b)  (m+1)! rr—»u» T(m+2-0>b)
m+1
=C b)——mmm— 2
e
Frb+j+1) ThO+j+1)IG+2—a) j+1
iT1l—a)  (G+1) Nlt—a) TG+2—a)
j+1
=Ci1(b,a)==———. .24
CJ+1( ’a)r(j+2—a) (3 )
Assim, de (3.22), (3.23) e (3.24) concluimos que
H(y; a,b) Z Cy(a K4 Cngala,bly ™ 1x
m—“ JOO Jl(l —s)™ [ —i— st o ds e "t™ P dt+
F(m+2—b) y

+eVy” bZCkb ey F 4 Cjpi(b, a)etVy P TI I

k=1

. 1 0 prl ) t —b—j—1 )
LJ J (1—s) (i — S—> ds e 't edt,
rGg+2—a)lo Jo Y

e entdo, obtemos a formulagao (3.12)-(3.13). Note que estabelecemos a férmula (3.12)
apenas paray > 0, 0 < Re(a) < 1 e0 < Re(b) < 1. Por outro lado, a fungao a direita de
(3.12) é analitica em a para 0 < Re(a) <j+2comy > 0eb (0 < Re(b) < m+2) fixados,
e também analitica em b para 0 < Re(b) <m+2comy >0e a (0 < Re(a) <j+2)
fixados. Como H é também analitica separadamente entao, pelo Teorema da identidade,

(3.12) é vélido para todos y > 0 e a, b nas regides especificadas no lema. ]

Proposicao 3.2. Seja @ = [x|7P onde 0 < Re(p) < n. Entdo e'**@ € L"(R™) para todo

t >0 ertal que

n n .
"o e {n— Re(p)" Re(p) } /

WA, verfica a férmula (3.6).

e além disso, ||e

Demonstracao. Pelo Corolario 3.1 sabemos que et**¢@ € C®(R™) para todo t > 0. Dal,

fixado R > 0, temos

J 1tA(p|rdX_J 1tA(p|rdX_’_J | 1tA(p|rdX
n [x|]<R

|x|>R

Cmlle* ol + | e orax
x|>R
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e assim, é suficiente provarmos que e"*?¢ € L"(R™\ B[0, R]) para todo t > 0. Fixe T > 0,
e sejam j, m inteiros positivos tais que j +2 > Re(p/2) == a e m +2 > Re(*5%) = b.

Temos pela Proposi¢ao 3.1 e o Lema 3.2 que para todo x € R™

(e ) (x) = (4i1)ET(p/2)'H (ﬁf ﬂ) _

41727 2
. 2\ ~& M Bomi [ |x[? —k
= (41) " Fe T N(p/2)~ L Ci(a,b —
() E e T(p/2) X[(m > ciane (0]
P\ m41
C b) | —
+ m+1(a7 )(4,_[, r(m+2_b)
o prl Atst —a—m-—1
J J (1—s)™ <—i— TSQ ) ds e "t™ P dt+
o Jo x|
_n-p j i —k —b—j—1
a2 (2T g [x? e (PN
+ e'dr <E) ;Ck(bﬂl)e 2 e + Cj1(b,a)et o e X
i1 (. drst\ T .
LJ J (I—s) (i— s ds e "W edt| =
Fri+2—a)lo Jo x|?

. K m+1 —pmt
- i 47 B 4t (m+ 1)6 4
= [x|7P ZAk(a;b)e 2 (—) + XI"PAm1(a, b) (W) mx

— [x|?
oo rl —a—m-—1
4tst
J J (1—s)™ (—i— |T’SQ ) ds e 't™H P at+
0o Jo X
et (4 )”iA (b,a)e "5 (4T)k+
X e'ir (4t ,a)e —
=i B
 [x|2 n 4 ]+1
XIPA L (b, @)t (4m)E P (ﬁ) x
P —pm oo pl ) Jrst —b—j—1 '
MJ J (1 _ S)) i— T$ ds e_tt]+1_adt,
Frj+2—a)lo Jo x[?

onde Ay(a,b):=T(p/2) 'Cx(a,b). Além disso, temos que para todo [x| > R

oo rl —a—m—1
J J (1—s)™ (—i— “—St) ds e Ht™T17Pdt
0 0

roo pl —Re(a)—m—1
4tst
< J it -——3 ds e t™ Pt
Jo Jo x|
— a)—
roo rl 2
4tst 2
= J 1+ ( 4) ds e ttm 1Py
Jo Jo x|
OO
<| et Ptdt=T(m+2-0),
JO

e analogamente,

oo rl ) 4tst —b—j—1 .
J J (1—s) (i _ o ) ds e "W dt| <T(j+2—a).
0
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Em suma, temos que para todo x| > R
(e @) (x)] < Ky - [x[7RP) 4 Ky - xR

onde Ky, Ky dependem de a,b,j, m, T e R. Como |- [~Re(P) |.|7n+Re(®) ¢ [7(R™\ B[O, R])

para todo r tal que

r>max{“ n }
Re(p)'n—Re(p) J’

entao segue o resultado. O]
O Corolario 3.1 e a Proposicao 3.2 nos garantem o seguinte resultado.
Proposicao 3.3. Seja @ = |x| P com 0 < Re(p) < n. Entao ¢ é SC®-regular.

Nosso objetivo agora é obter o mesmo resultado da Proposicao 3.3 anterior mas agora

para ¢ da forma
Pk(X) 1
X[ [x|p”

o(x) =

onde Py (x) é polinomio harmoénico homogéneo de grau k. Para isso, precisaremos dos

seguintes resultados.

Teorema 3.1. Suponha que Py(x) € um polinomio homogéneo de grau k em R™, i.e,

e também
AP, =0 em R™
Entao
F (Pke_”"'2> — (—i)*P e 7", (3.25)

F sendo a tranformada de Fourier em R™.

Demonstracao. E suficiente provarmos que

(—1) %Py (£)e ™l = J Pr(x)e e 2miExgy £ c R

Sabe-se que e ™"* € S(R™), e logo, temos também Pre """ € S(R™). Dai, utilizando as
propriedades em (1.23) e (1.24) para tranformada de Fourier e o Exemplo 1.4, temos
2 2 2 N
PL(D) [e ™EF| = Pe(D) [ (e ™) (&)| = [Pel—2mide ™| (&)

AN

= (—2mi)* [Pe(Je ™| (2)

= (—27ti)kJ Py (x)e e 2mExay  (3.26)

n
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onde

Por outro lado, é facil ver que P (D)e ™" ¢ da forma Q(&)e*”‘a2 onde Q(&) é um

polinomio em R™. Dai, definindo Q(¢&) = WQ(E’)’ temos por (3.26) que

Q(&)e e = J Py (x)e e 2miEx gy (3.27)

Rn
Portanto, se provarmos que Q(£) = (—1)*Py (&) est4 finalizada a demonstracao. Mas, de

fato, por (3.27) temos

Q&) = e”"52j Py (x)e X e2miEx gy
RT\

— pk(X)e*ﬂ(|X|2+2i£~X*\£\2)dX
JR™

r

_ Pk(x)e*ﬂ[(xﬁqil)2+~~+(Xn+i£n)2]dX
JR

He—ﬂ(xr—i—iir)Q |:J Pk(x)e_”(xi"'iai)dej dx, (328)
1 R

TR v
onde 1 < j < n. Agora, fixados X1,...,%j—1,%Xj41,...,%n, & € R (& # 0) quaisquer,

defina o polinomio p’(y) = Pr(x1,...,Xj—1,Y, Xj+1, - - -, Xn). Note que, como
I’ (y — ti&;)le ™ =0

quando [y| — +o0o uniformemente em 0 < t < 1, entdo para € > 0 artbitrario, existe

Ry > 0 tal que

[yl > Ry = [p! (y — tig)le ™ < é VOo<t< L
)

Dai, para R > Ry, considere a curva complexa fechada e suave por partes y =y + vys +

Y3 + Y4, onde

\

Como a aplicacao z + p’ (z)e ™(=+1&)* & analitica em C, entdo pelo teorema de Cauchy

4

0= J plz)e =) 4z = ZJ pl(z)e ™=t 4z, (3.29)
Y

r=1 T
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Mas, por um lado

J pl(z)e ™FHE) 4, —I—J pl(z)e ™FHE) 7 =
Y1 Y3

R

R
— J p5 (t)efn(tJri&j)dt 4 J pj (—t — ié’j)eiﬂ(ith(—l)dt
—R —R

R

R
— J pl(t)e &) gt —J p(t—i&)e ™ dt. (3.30)
—R

—R

E por outro lado,

.<

pl(z)e =8 4, +J pl(z)e =84,
Y4

1

2

p( —tk(_,]) e ™ (R+(1—t)i&;)2 ( 1‘(_,])

I
o

1

P (=R — (1 —t)ig;)e R1E(1g)dt (3.31)

+
b

~—

De (3.29), (3.30) e (3.31) segue que

R

R
J pj (t)e*ﬂ(t+i£j)dt _ J
—R

—R

Pt —i&)e ™ dt‘

1
—lg1|| PR tig e RO gy

0

—lej( R— (1 —t)i&;)e m(-R-ti&) dt‘

0

1 1
< &l (J [P(R—tig)le ™ dt + J [P’ (—R— (1~ t))!e”Rth>
0 0

£
i 2— | = 2¢.

Como isto é valido para todo R > Rg, entao

J pl(t)e (s g = J Pt —i&)e ™ dt.
R R

A identidade acima é 6bvia para &; = 0. Dai, temos em (3.28) que

J He—“ xriEn)? U Pi(x —i&;)e ™ dx; | dx.
Rn—1 R

Aplicando o mesmo processo nas demais variaveis, obtemos

Q&) = J Py (x —i&)e ™ dx

n

= (—i)kj Py (ix + £)e ™ ax.
RTL
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Dai, utilizando novamente a ideias anteriores para fazer a mudanca "u = ix”, temos que

o.¢]

Qle) = (—i0* | Pulut e ax = (¥

e ™ J P (u+ £)dS(u)dr
0 lu|=r

— (—i)kj e nIB(0, 1) P (£)dr
J e’“""ZdS(x)dr
|x|=T1

= (—1)*Py (&) J e qx

R™

= (_1)kPk(‘t—:)7
onde o fato de Py (x) ser harmonico garante a seguinte férmula do valor médio:
nIB(O, Ui 'PulE) = | Pulut E)dS(w)
lul=r

E segue o resultado. O

Observacao 3.1. Sejam f: R™ — C e g : R™ — C funcoes radiais. Mesmo com f, g
definidas em dominios diferentes, o fato de serem radiais permite estabelecer uma nog¢ao

de igualdade entre elas, i.e
f=g se esomentese, f(r)=g(r)Vvr=>0.

Corolario 3.2. Seja Py(x) é um polinomio harmoénico homogéneo de grau k em R™.
Suponha que f € radial e Pi.f € L2(R™). Entio F(Pif) € também da forma Pyg com g

fungdo radial. Além disso, definindo g := Iy k(f), a transformagao Iy \ satisfaz
Frx = (1) Fniar0, (3.32)

onde a igualdade acima ocorre no sentido da Observagao 3.1 e Ty oo representa a trans-

formada de Fourier em R™2¥,

Demonstracao. Com efeito, considere o seguinte espaco de Hilbert de fungoes radiais

R:= {(p :R™ — C radial : J o (r)Pr¥ldr < oo} )
0

com o produto interno natural

o0

(o) = | @B

0
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Suponha, sem perda de generalidade, Py (x) normalizado, i.e.
J Py (x)|?dS(x) = 1.
S§n—1

E facil ver que Pif € L2(R™) se, e somente se, f € R. Além disso, f € R se, e s6 se,

f € L2(R™*2K). De fato, temos que

IPeflfgeny = | I0PIPLIPax = | IR Jm_r P () PdS(x) dr
_ :O ()P JS“ Py (rx) PdS (x)dr
_ :O () 22kt LM P (x)2dS (x)dr
— :o f(r))2r2ntar
= |If||2, (3.33)

e segue a primeira afirmacgao. Para a segunda afirmacao, basta ver que

||]c||]22 — JO |f(r)|2r2k+n71dr

o0 1
_ £()2p2k+n—1 J dS(x)dr
Jo | ( )| n|BRn+2k(O,1)h’2k+n71 Spn2t (0,7) ( )
1 JOOJ 2
_ If(x)]“dS(x)dr
n|BRn+2k(0, ].)| 0 SRn+2k (o,r)
1
_ f(x)[*d
N|Bgni2 (0, 1)] szk' ()P
1
_ 11122 (o (3.34)

n|BRn+2k (0, 1)|

Neste caso, podemos de fato aplicar a transformada de Fourier relativa a R**?% em f € R,

e para concluir o corolario é suficiente provarmos que
1k
?n,k(f) = (—1) ?n+2k,0(f),

para toda f € R. Considere primeiramente f(x) = e ™**. Como f € S(R"), entdo

obviamente P .f € L2(R™), e logo, f € R. Além disso, pelo Teorema 3.1, temos que
(Pef)(E) = (1) Pe(E)f(E), & R™

Dai, como Fp o1 0(f) (&) = f(&) para todo & € R™ 2% entdao Fpy i (f) = Fnraxo(f). Consi-

dere agora f(x) = e ™ s> 0. Usando o Teorema 3.1, a homogeneidade de Py (x) e a
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proprieadade da transformada de Fourier sob uma dilata¢ao (Teorema 1.8 item 5), segue

que

= () P(&)s e, (3.35)
para todo & € R™. Por outro lado, para & € R™"2* temos

Frsoo(f) (&) = Frioro [5ﬁ(e*”"'2)} (8) = s 2 F onole ™) (%)

n _ mgl?
k—3 — TR

=s < e (3.36)

Logo, de (3.35) e (3.36), obtemos Fpn (f) = (—1)*Fni210(f). Provemos agora que o
subespaco das combinagoes lineares do conjunto {e_“5|'|2}3>0, que denotaremos por F, é

denso em R. Como R é espaco de Hilbert, basta provarmos que
F- ={0}.

Dai, seja h € R tal que h € F-. Entao, para todo s > 0 temos

(o 0]

0= J h(r)e—nsﬂrnwk—l dr — J h(f)efmﬁr“”k*?rdr
0 0

1 (> 2 n

= §J h(vu)e ™ w2 " tdu.
0

Portanto, denotando trasformada de Laplace por £, temos £ (h(y/-)uz+*=1)(mts) = 0 para

todo u > 0. Assim, h(y/~)uz**"' = 0, e logo, h = 0. E segue a afirmacdo. Por fim,

considere f € R qualquer. Entao existe (fj)jen sequéncia em F tal que f; — f em R. A

identidade (3.32) é obviamente vélida para fungoes em F, ou seja
Frx(fy) = (1) Fnpano(f;)

para todo j € N. Dai, pela igualdade (3.33), a identidade de Plancherel, e a identidade
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acima, temos
j—o0 j—o0
= ].llﬂolo |F(Prf;) — F(Prf)||L2(rn)
= jli_)ff)lo |IPxTnx(f;) = F(Pif)||L2mn)

= H(_i)kpkgjn+2k,0(fj) - ?(Pkf)HB(Rn),

e portanto (a menos de uma subsequéncia), Plkff(Pkf)(E,) = UMy o0 (—1) *Fniaro(f;) (&)
para q.t.p & € R™. Por outro lado, usando novamente a identidade de Plancherel e usando

(3.33), temos

| Fnt2k,0(f5) = Fngono(F) || L2mnrav) = ||f5 — f|| L2 mnrex)

quando j — oo. Portanto, Fn ok o0(f) (&) = Umj_ eI niok(fj)(E) g.t.p & € R™ (a menos

de uma subsequéncia). Com mais razao,

F(Pf) = (—1)*PrFnsarol(f)  q.tp.
E segue o resutado. [

Proposicao 3.4. Seja Pi(x) um polinomio harmonico homogénio de grau k em R™, e

seja
obx) = T (3.37)
com 0 < Re(p) < n. Entdo a fungdo p-homogénea @ é SC®-regular.
Demonstracao. De fato, aplicando o Corolario 3.2 e usando a expressao de e'** em termos
de transformada de Fourier, temos de maneira distribucional que
AP [K ) =g (e EE(Py | T )
=g (e_4ﬂ21t|.|2pk§n+2k,0(| : |_k_p)>
= P oo (€ ol 1))
ie.
e A (Pul - 17P) = Preff ol - 177P), (3.38)
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onde eiffzk,o denota o grupo de Schrédinger em R™ 2%, Por outro lado, como por hipétese

0 < Re(p) < m, entdao 0 < Re(p) + k < n + 2k, e dai, pela Proposicao 3.1 temos que

et (|- 17 P) € C=((0,00) x R™"2¥) e vale

i ke ek (Pp+k - xX? p+k n—p—k
(enPaicll - 1777)) () = (4it) F(T) H(F 2 2 )

para todo x € R™"2%. Dai, utilizando a férmula do Lema 3.2 e as ideias da Proposicao
3.2 obtemos analogamente que, fixado R > 0, existem constantes C;, Cs > 0 dependendo

de p,n, k,t e R tais que para todo x € R™*2* com |x| > R

. 1 1

itA |=k—p
‘(en+2k(| | )) (X)‘ < Cl‘X’kJrRe(P) +G [x[k+n—Re(p)’

Interpretando entdo a fungao radial (el*%, (|- [7%7P) como funcdo de R™, temos que
‘A ke [P ()] P ()]
[(Peerifl - I7577) ()] < O ey + Copmmrer
~ 1 ~ 1
sG [x|Re(P) +G [x|n—Re(p)

para todo x € R™ com |x| > R. Portanto Pxel%,, (|- [7*"P) € L"(R™ \ B[0,R]) para todo

t > 0 e tal que

n n
r>maX{Re(p)’n—Re(p)}'

Dai, como Pyels, (|- |7%7P) € C®(R™) para todo t > 0, entao Pxelt2, (|- [7*7P) €
L"(R™)NC*®(R™) para todo t > 0 e r como acima. O resultado segue entao da identidade
(3.38). 0
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Capitulo 4

Boa-colocacao Local e (Global

Neste capitulo é feito o estudo sobre a boa colocacao para o PVI (1) em espagos LP-
fraco. No que segue, vamos definir de maneira precisa o que seria uma boa colocagao para
um problema de valor inicial (PVI). Também, introduzimos os espagos aos quais é feito o
estudo da boa colocacao local e global, e apresentamos a defini¢ao rigorosa do que seria
uma solucao para o PVI (1) nestes espagos em termos da equacao (2). Além disso, como
consequencia do teorema de boa colocacgao global, e usando os resultados apresentados no
capitulo 3, provamos a existéncia de solugbes globais auto-similares para o PVI (1) em

espagos LP-fraco. De agora em diante, consideraremos sempre

2 n 2 n(p+1)
x=———— ¢ p=————.
p p+2 P p—+2

A principal ferramenta que utilizaremos para estabelecer os teoremas de boa colocagao

presentes neste capitulo é o teorema do ponto fixo de Banach, a saber:

Teorema 4.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach ). Seja (M,d) um espaco métrico

completo e @ : M — M uma contracao, i.e, existe 0 < ¢ < 1 tal que

d((P(X)> (P(U)) < C- d(xay)
para quaisquer X,y € M. Entdao eziste um unico p € M tal que @(p) = p.
Demonstracao. Vide [23]. O

Definamos entdo, em nosso contexto, o que seria um problema de valor inicial (PVI)

bem-posto ou bem colocado.
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Definicao 4.1. Um PVI ¢ dito ser localmente bem-posto em um certo espaco de

Banach X se satisfaz as sequintes condigoes:
e Dado ¢ € X existe T >0 e uma unica u € C([—T,T] : X) solugdao do PVI.
o A aplicacao d € X — uw e C([—T,T] : X) € continua.

Se em adi¢ao o tempo T pode ser considerado arbitrariamente grande, entdao dizemos que

o PVI é globalmente bem-posto em X.

Agora, iremos introduzir precisamente os espacos aos quais faremos o estudo da boa

colocacao.

Definicao 4.2. Seja 0 < p <oo e 0 < T < 00. Denotamos por Ey e EI@B 0S8 sequintes

espacos

Eo = {u:[t|2u € BC(R; LPT2(R™))}, (4.1)
ELp = {u:[tI"?"u e BC((—T,T); LP+2(R™))) (4.2)

com as respectivas normas

W)= sup [t ult)]|ps2,0,
—oo<t<oo
a—B
[Wliw,p) = sup [t 2 [[u(t)]pr2,00,
—T<t<T

onde BC representa a classe das funcoes continuas e limitadas correspondendo de um

intervalo em um espaco de Banach.

E facil ver que os espacos (E, || - [[(w)), (Eaps || - [l(ap)) S80 de fato espacos vetoriais
normados. Porém, nao estda claro que sao espacos de Banach. Este é o conteido da

seguinte proposicao.
Proposicao 4.1. (Eq,| - [l(«)): (Eapsll - ll(ep)) sG0 espagos de Banach.

Demonstracao. Vamos provar que E, é Banach. A prova que E&B ¢ Banach analoga.
Com efeito, seja (Un)neny uma sequéncia de Cauchy em E,. Dai, para ¢ > 0 arbitrério,
existe ng € N tal que

[un —um|l(o) < € VYm,n = ny,

e dai

|t]%||un(t) - Um(t)||p+2,oo < € (4-3)
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para todo t € R e m,n > ny. Segue que (un(t)) é sequéncia de Cauchy em LPT3®(R™)
para todo t € R\ {0}. Defina entao u(t) := lim, u,(t) em LP*2%°(R") para todo t # 0 e

u(0) = 0. Logo, fazendo m — oo em (4.3), obtemos
[t12 Jun (1) = w(t) o120 < € (4.4)

para todo t € R e n > ng (é trivialmente vélida para t = 0). Fixe entdo s € R. Como

[t|2 11, é continua em s, entdo existe & > 0 tal que se [t —s| < § temos
H|t|%un0 (t) - ’S|%uﬂo(s)|’p+2,oo < E. (45)
Portanto, por (4.4) e (4.5), segue que para todo [t — s| < § entao

112 (t) — [8121(s) || pr2co < 112 [U(t) — tng ()] pr2.00 |12 g () — 1812 Ung (8) || p-2.00
41512 [ tng (8) — 14(8) | p4-2.00

<e4+e+e=3¢.

Logo, |t|2u é continua em s. Pela arbitrariedade de s, segue que [t|2u é continua. Além
disso, por (4.4)

17 (1) [ pr200 < € + sup [t]2 [[un, ()] < oo,
teR
para todo t € R, e assim, [t|>u é limitada. Portando, u € E,. Por fim, por (4.4), temos

para todo n > ny

[un —ufl() <e
Portanto u,, — u em E, e segue o resultado. O]

Agora, definimos o que se compreende por uma solugao para o PVI (1) nos espacos

E, e EI@B'
Definigao 4.3. Seja 0 < T < 0o. Temos as sequintes defini¢oes:

1. Uma mild solution do problema de valor inicial (1) no espago EIC’[S € uma funcgao a
valores compleros u € El,(a satisfazendo a equagao integral (2) para todo 0 < |t| < T,

tal que u(t) — ¢ quando t — 0 no sentido das distribuicoes temperadas.

2. Uma mild solution global do problema de valor inicial (1) no espag¢o no espago
En € uma funcao a valores compleros w € By satisfazendo a equagao integral (2)
para todo 0 < |t| < oo, tal que u(t) — ¢ quando t — 0 no sentido das distribuicoes

temperadas.
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4.1 Solucoes Locais em EoCB

Teorema 4.2 (Boa-colocagao local). Seja 0 < p < oo tal que 52 < g—ﬁ.

1. Se ¢ € L%’w, entao eziste 0 < T < oo tal que o problema de valor inicial (1) tem
uma unica mild solution w = u(t,x) € EI@B com T =T(p) = C||d)||§é’oo, onde
S=1—B(p+1).

2. Além disso, se ¢, € Lot ¢ uma sequéncia de funcgoes satisfazendo &, — ¢ em
Lgiﬁ’oo, entdo existe 0 < Ty < 00 e ng € N tal que, para n > ng, as solucoes U, e

: SR To To
u com respectivos dados iniciais n e ¢ pertencem a £ e un —uwem Bl Na

verdade, a aplicacao & — u € lipschitziana.

Demonstracao. De fato, seja ¢ € Lo, Veja que, se y := e'*2¢, entdo pelo Lema 2.4

temos
a—p ;
[Yllep) = sup [t2 [[e"2dllp120

—T<t<T

< sup [ (O o) )
—T<t<T L

a—pB,  _xB
=C sup {7 [l

—T<t<T

= Cll0]los2

onde pela definicao de «, 3 é facil ver que

oc—[5_2<2(p+1)_1>
2 2\ p+2 '

Defina entao € := C[[¢ ] p+2 . Em El s considere a seguinte aplicagio
p+ ) )

B(u) := e —iA Jt eS8 1y (s)[Pu(s)ds. (4.6)

0

Devemos mostrar que para algum 0 < T < oo existe u € E} «p tal que w = B(u). Para

isso, note que dadas u,v € E(X,B e 0 <t<T, temos pelos lemas 2.4 ¢ 1.3

Wuo—mwmﬁm:quLa“”Nmuwuﬂ—wwWWQMs

p+2,00

@Mmeﬂmmmwmm—wuwwmmwmm

2(p+1)

t
< C!MJ (t—s) 2oz Y lu(s)Puls) — [v(s)|Pv(s sz ds
0

<cwwLu—w‘“wma—wwwmmw+Mmegm@,
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e logo, notando que [u—v| € LPT2>® ¢ [ul?, v|° € L% onde —— + = p+2 = podemos

p+2 p

aplicar a desigualdade de Holder relativa a espagos de Lorentz (Teorema 2. 2) para obter

que

IB(w) = BW)[p+2.0

_xB

< CI7\IW(p+2)J (t—s)" 2 [[uls) = v(s)llp+2.00 - (IIuls)I?[[ox2 o, + [[V(s)I° ]| o2 ) ds
0 P )
t

_a=pB
<CI7\IW(p+2)J(t—s) 2 [ul(s) = v(s)[lp+2.00 - (W) llgr2,00 + [V(S) 542,00 ds
0

t
:Cjﬁ—w)“fsBm“s%ﬂmuy;wwmﬂmx
0

a—p a—p
(577 sl rae)® 4 (5727 [v(S)lov2) | ds
t
~ _aB _aB
< Clu— vl Nl + 1)) | (=) 552 0 Vg
1
~ _ap _ap
= Cllu— vl el + 1) | =217 (125070 1z

1
~ _a—p_ o« (3 _a=B _xp
= Cllu =l (o) (Iutllfxg) + IVl Tx 0t 2 o+t) L(l—z) 2z 2 Plgz

,“;B,J
=Ko pt'™ 2 P =l () ([l ) + V11 ) (4.7)

onde

]' —_— —_—
Ka,p :=CJ (1—z) "z "3 (4D dz—c-b(l—o‘2 B,l—“Q B(p+1)) < 400,

pois a hipdtese que 52 < gﬁ implica em “25 — &P (p4+1) <1 (béafuncio beta). Assim,

notando que é analogo o calculo para —T <t < 0, temos por (4.7) que

172" B = BWllps2o0 < Kap T 7 O =V o (il ) + V] )

= Kap Tl =Vl o) ([llfy )+ V)00 ) Y= T<t<T,
e portanto,
B =B llwp) < Keop T = Vllop) (It o) + [Vl ))- (4.8)

Seja entao 0 < T < oo suficientemente pequeno tal que

1 3
Ylliep) < Clidlloez oo =€ <R:= <W> : (4.9)
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Neste caso, por (4.8) e (4.9), para toda u € EJ g tal que |[uf|(a,p) < 2¢, temos

1B () < B0l o) + B = Bl (erp) < N ll(ep) + Keep T lIull )
=&+ Ko(7[3T62p+18p+1
< e+ Ky pTP2°RPe

= 2¢.

Logo, B(BEEB[O’ 2e]) C BElB[O’ 2¢]. Além disso, novamente por (4.8) e (4.9), temos que

para todas w,v € Bgr . [0, 2¢]

B =B llwp) < Keop T = Vllapr Il ) + VI )

(ex

< Kag T22° P [ — | (),

onde

Ko,p TP2°eP < 1.

Assim, B : Ber , [0,2¢e] — Ber ; [0, 2¢] é uma contracdo. Portanto, pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach, existe uma tnica u € Bgr . [0, 2¢] que satisfaz

t
u=Bu) =e"¢p — i)\J et(=9)2 (juy)Pu)ds.
0

Provemos entao que u(t) — ¢ no sentido distribucional quando t — 0. De fato, note que

para toda 11 € S(R™) temos

[(e"2d,m) — (d, M) = (b, 1) — (b, 1)
= |<¢7 eitAn _T]>|

<dlloz oo - e —nl[psz1 — 0

p+1?

quando t — 0, pois [e"**n —n|[p+21 — 0 quando t — 0 pelo Lema 2.7. Dai, veja que

[(u(t),n) — (b, m)] < [(w(t) — "2, ) + (e 2P — d,m)l.

Assim, é suficiente mostrarmos que [(u(t) — e™*2¢d,n)| — 0 quando t — 0. Com efeito,

como |e'**n —M||p421 — 0 quando t — 0, entdao podemos fixar 0 < & < T tal que

[t < &= [[e"n —1|ps21 < 1. (4.10)
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Veja que
(u(t) — e, m) = J [—i?\ Jt e 98 1y (s)Pu(s)ds | n(x)dx
-
= —iA J (e' ) hu(s)|Pu(s)) (x) -m(x)dsdx
= —iA ~ (e' )% hu(s)|Pu(s)) (x) -n(x)dxds

= —iA (s, x)|°u(s,x) (e'*)%n) (x)dxds

JO JR™

= —iA (s, x)[Pu(s,x) (e"**%n —n) (x)dxds
JO JR™

—1iA JtJ lu(s, x)|Pu(s, x)n(x)dxds,
0 Jrn

e portanto, por (4.10) e a desigualdade de Holder (Teorema 2.3), segue que para todo
0<|tl<d

() — A, m)l < A J J s, x)P " |(eH 540 —7) (x)] dxds+
0 JR"

t
<IN j S e P et

t
+|A|j R8P 2 sl 2 ds

[e=]

t
<O+ ||n||p+2,oo)J Ju(s)|81L . ds
0
t x—B ‘X a—p
= |AI(1+ ||T]||p+2,oo)J (s 2 [uls)|lpr200) s (p+1)gs
0

t
_ f’>
< IN(L+ [Nl ps2.00) el 2L J (o) g

1
M-8 +1)

= N1+ Mllprze0) lfa g [

onde 1— (p+1) > 0. Logo, [{(u(t)—e™®d,n)| — 0 quando t — 0, e segue a afirmacao.
Logo, a solu(;ao u da equagao integral é uma mild solution para o problema (1). Agora,
provemos a unicidade de tal solugao u nao apenas na bola BE;B[O,Qe], mas em todo
espaco EI@B' Para isso, considere v € E;ﬁ uma outra mild solution para o problema (1)

relativa ao dado inicial ¢. Entdo, analogamente como foi feito na obtengao de (4.8) e
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usando que |[ul|(«,p) < 2¢, temos que para todo 0 <W < T

a—B
sup [t| 2 ||u(t)_\’(t)”p+2,oo
[t|l<W

= sup [t"2" |BwW)(t) — BW) (1)l ps2.00
[t|l<W

B
< Ko pW? |ts\1il\)/v [t = [u(t) _v(t)|‘9+2,oo(‘|u‘|‘()o¢7(3) + HVH‘()OC,B))

1 a—p a—p
<5 sup [t [u(t) = v(t)[[p12,00 + Ka,gW® sup [tz [[u(t) =v(t)][pr2.00lVII{x g)
[t|l<W [t|l<W

e logo,

1 x—p x—p
5 SUp 72 f[u(t) = V(o120 < Ko, gW? sup [t172 [[u(t) = v(t)[|psa0[VIIFy )
[t|<W [t|<W

Dai, supondo sup ItI%ﬁ lw(t) = v(t)]p+2.00 #0 ¥V 0 < W < T teriamos
[t|<W

1
5 S KapWolvlifyp) VO <W<T,

o que nao pode ocorrer. Portanto, existe 0 < W < T tal que u(t) = v(t) para todo
It] < W. Seja
Wy =sup{0 < W T @ ut) =v(t) V[t < W}

Suponha Wy < T. Entao, considerando o problema de valor inicial (1) com dado inicial
u(Wy) = v(Wy), podemos analogamente como antes provar que existe 1 > 0 tal que
u(t) = v(t) para todo t € (Wy—1, Wy +1). Absurdo! Portanto, Wy = T, o que demonstra
a afirmacgao.

Agora, sejam u,,,u sao solugdes com respectivos dados inicias ¢, , onde ¢, — ¢
em [ 510 quando n — 4o0o. Considere entao 0 < T,,, T < oo tais que u € E;B e

Un € El“ﬁ. Dai, fixe 0 < Ty < T < 0o0. Como ||¢n||%§oo — ||d)||p7ﬁoo quando N — 400
) p+1° p+1°

entao também T, — T, e logo, existe ng € N tal que
To<Th VN >=ng.

Assim, un,u € EISB para todo n > mny. Neste caso, por cdculos analogos aos feitos

anteriormente (que derivaram (4.8)), ¥n > ng temos em EIS[S que

t
—i?\J e IA (ju 1Pu,, — [ulPu)||ds
0

i — gy < 6 (D — &) lap + \
(e,3)

< Clidn = bllosz oo + Kap Toln — wliap) (wnl| P gy + Il )

< Cllbn = Pllozz o + KaopT927 el [n — ull )
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onde ¢y = C - maX{H(I)HS%?OO, SUPneN Hd)n”g%f,oo}- Ou seja,

C
bl o0
H n ||(oc B) X S+2 n = ng.

1 — Ko pTo20H1el [&n = &flez2,

Portanto, u,, — u quando n — oo em EICOB. O

4.2 Solucoes Globais no Tempo

. : 42
Teorema 4.3 (Boa-colocago global). Seja oo < p < oo tal que 5557 < 5 <p+2.

1. Euxiste € > 0 suficientemente pequeno tal que, se & € uma distribuicao satisfazendo
sup  [t]Z e Ao 1200 < €,
—oo<t<oo
entao o problema de valor inicial (1) tem uma mild solution global no tempo uw =

u(t,x) € En. Esta solugao € a unica satisfazendo ||u||s < 2¢.
2. Além disso, se by, € uma sequéncia de distribuicoes tal que
||eitAd)n . eitAd)HerQ,oo N 0

quando M — 400, € Un, W Sa0 as solugoes com respectivos dados inciais Gn e P,

entdo U, — W em Eg.

Demonstracao. Com efeito seja ¢ uma distribuicao tal que

e 2Pl = sup [t ]|eA][p2,00 < +o0,
—oo<t<oo

e seja B a aplicacdo como em (4.6) definida em E,. Tomando t > 0 sem perda de

generalidade, temos que para todas w,v € Ey

t

IB(w) = B(V)[lpt200 < WL e =12 (lufs)[Puls) — v(s)IPv(s)) [[p+2,00ds

< wcj

. (t— )72 [[uls)Pu(s) — V(s)IPv(s)[|osz o ds

t
< INCWJ

. (t— )72 [hu(s) — v(s) - (hu(s)l® + V(s)IP)l sz o ds

<C L (t—35)""7 [[uls) = v(s)]lpr2.00

X (Hu(s)”ngZ,oo + ||V(5)||g+2,oo)d5
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t
N CJ (t— 3)7%‘357%(p+1)5%”u(5) —V(8)[[p+2,00 ¥
0

[(52 [ w($) ]| pr2.00)° + (82 [[V(8)[p12,00)°] ds

t
- e .
< Gl =il <||u||Foc) + HvHFoc)> L (t—s) = s 2(Ptlgs

~ _aB
= Cllw— Vil (Inalifg) + Mgy, ) ¢4 "2~ 3o+

—_

X J (1—s) "2 s 30+ gs
0

1
= Cllu—vl(a) (HquM + HvHE’M> th (1—s) "z s—2(Ptlgg, (4.11)
onde verifica-se facilmente que
x—p o x
1— — = 1) =—=
5 5P+ 5

e além disso,

x

1 —_—
Ky := CJ (1— s)*%ﬁs*%“’“)ds =C-b (1 — oc_B, 1 5

(p+ 1)) < +oo, (4.12)
0 2

pois a hipdtese z—ﬁ < %% < p +2 implica em “%B, S(p+1) < 1 (b é a funcdo beta).

Segue entao de (4.11) e (4.12) que
L3 BW) = BOWlps 200 < Ko =il (ullf, + V%) VE € R
Portanto, tomando supremo em t € R temos
B(w) =BVl () < Kaellw =il (o) ([l ) + VI E))- (4.13)
Agora, seja € > 0 suficientemente pequeno tal que
2P FlePK, < 1,

e suponha [[e""*||(x) < €. Dali, para toda u € E(4) tal que ||ul/(«) < 2¢, temos por

(4.13) que

IB(wW (o) < B0} (o) + [B(w) = B(O)][ () < [|€" 4Pl (er) + KaufufI £
< g4 K 2P ert!
=+ (Ku2°eP)e

< e+ e =2
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Assim, B(Be,[0,2¢]) € Bg_[0,2¢]. Além disso, novamente por (4.13), temos que para
todas u,v € Bg [0, 2¢]
IB(w) =Bl 1a) < Kl = vl ey (I1llf5) + IVIITx))
< K2 e lu— v ()

Logo, B é uma contragao em Bg_[0, 2¢]. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

existe uma unica u € Be_[0, 2¢] tal que

t
u=Bu) =e¢p— i?\J et (t=9)2 (ju)Pu)ds.
0

Provemos entao que u(t) — ¢ no sentido distribucional quando t — 0. De fato, considere

1n € S(R™) arbitraria. Temos primeiramente que

(20, m) — (.l = (.0 — ] < [Bllg2z o fle™*n —nllpizs = 0

quando t — 0 pelo Lema 2.7. Dali, notando que

[(u(t),n) — (b, m)] < Ku(t) — e 2o, )l + (e d — d,m)l,
é suficiente provarmos que

l(u(t) —e'**¢,n)| — 0 quando — 0.

Pelo Lema 2.7 temos que |[e***n —n||p12.1 — 0 quando t — 0. Dai, existe § > 0 tal que

it <8 = [|e" N —1lpi200 < 1. (4.14)

Utilizando (de maneira mais direta) os mesmos argumentos do Teorema 4.2, temos que
parat >0
. t .
(u(t) —e"%,m) = <—i7\J el(t_s)A(lu(S)!pu(S))dsan>

0
rt

== | (eI (uls)lPu(s)),m) ds
.‘0

:—i)\ <|u )|Puls (t_smn> ds

t
| <|u s e”"‘smn—n>d8—i7\J ([u(s)Pu(s), m) ds.
J 0
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Portanto, utilizando a desigualdade de Hélder e (4.14), temos para todo [t| < & que

t
()P oz oo ll€™ ™% =2, ds

(u(t) — e B, m)] < wj

0

t
I j IRe(S)1 o2 o [ ]lp21ds
0 p+1>
t

<IN+ llesa) | Iha(s) 1575
0
t
@ p+1 _«
=N+ Tlas) | (57l o) 730 s
0
t
<L+ Il sl [ 530 as
0

1
1
= A[(1+ |\Tl||p+2,1)HuH‘():) 1

1-§ (p+1)
—5p+1)

onde 1 — $(p+1) > 0. Dai, [(u(t) — e"**¢,n)| — 0 quando t — 0, e segue a afirmagao.

Agora, considere ¢,, uma sequéncia de distribuicoes tal que

lim ||€itAd)n — eitAd)H(“) =0.
n—-+o00

Neste caso, existe um ng € N tal que

e 2dnll(a) <& VYN =mny.

Seja entao w, as solucoes respectivas aos dados ¢,, para n > ng. Assim, para todo

n = ng, veja que

t
[un — Ul () < (o — eltAd)H(“) + [[—iA | et 92 (Jun]Puy — JulPu)ds
0

(o)
< e hn — "2 (o) + Kallw =l (oo (il (a) + el (o)
<[l dn — "2 d|l(o) + Ka2? e [t — Ul (o),
e logo,
1 itA itA
[un —uff(a) < m”el bn —e" 0 (-
Portanto, u,, — u quando n — +o00 em E,. O

Proposicao 4.2 (Existéncia de Solugoes de Energia Infinita). Sob as mesmas condigoes
do Teorema 4.3, se o dado inicial & = b(x) € uma funcao homogénea suficientemente
pequena de grau —%, i.e., [|€"2d|pra.00 € finita e suficientemente pequena, entdo a solucao
u =u(x,t) obtida pelo teorema 4.3 relativa ao dado inicial ¢ € auto-similar ou invariante

por scaling, ou seja,
u(x,t) = u%u(p@t, ux) Vu,t >0, q.t.p x € R™.
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Demonstracao. Com efeito, seja ¢ dado homogeéneo de grau —% tal que

1Pl p+2,00 < 00.

Definamos

w(t,x) == (e ) (x) t>0, xe&R™

Pela propriedade estabelecida em (3.5), segue que
wit,x) = wew(ut, ux) Vp >0, (4.15)

i.e., w é invariante por scaling. Em particular, parat>0e n= \/L{ em (4.15), temos
2 2
1\° 1 X 1 X
witx)=—4] w — | t,—= | =t ew(l,—),
=) ((ﬁ) ﬁ) e

) = (e29) ().

e assim,

Portanto,

. L . L1\ e
(€2 d) (X)[[pr2,00 = [[tT7 (e D) (ﬁ) lot2.00 =t ° <ﬁ) €2 |[p+2,00

— £ 5 || "2 || pya00

= t_%HeiA‘b”pH,w

Logo,
t2] e 2 pro00 = [[€2 P pr200 V> 0. (4.16)

Portanto, se ||eiA¢||p+2,oo < gp para g suficientemente pequeno, entao por (4.16)
sup t2 |4 o1 200 < €0,
t>0

e logo, podemos aplicar o Teorema 4.3 e obter uma solucao u € E, tal que

t
u(t) =e'*?¢p — i?\J ey (s)[Pu(s)ds, t>0,
0

a qual é a unica satisfazendo ||u|, < 2€9. Provemos entao que
u(t,x) = u%u(th, ux) Vu>0, Vt>0, qtpxeR"

De fato, defina para todo p > 0

2
Uy (t,x) == peu(p’t, ux).
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Dai, usando novamente que w(t,x) = (e*2¢})(x) é invariante por scaling, e que u satisfaz
a equagcao integral (2), obtemos que

2
Uy (t, %) = pru(p’t, ux)

2 22 2 |»12t 5 2
=)0 — b | (Dl Puls)) ) ds
0
p?t

— (e)x) - i

(e”“%’smlu(s)!pu(s)) (ux) ds. (4.17)
0

. L. S
Por outro lado, pela propriedade (3.4) e a mudanga de varidveis T = —, temos que
it

L“ t (02 u(s)Pu(s) ) (x) ds

_ ru-t (eiu%A [eiiSAhl(S)lpLL(S)}) (HX) ds
Jo

2

| e e Pt} (u]) () ds
B rth “A 7iﬁA o .
=, (e [e [u(s, w)l u(&u)]) (x) ds

= [ (e [e A ulr P, w)]) () wldr

rt

(e 2 (i, ) lPu(pr, 1) (x) w2 op e dr

_ u_gJ (M8, ()P, (1) (x) dr. (4.18)

Portanto, de (4.17) e (4.18), segue que

t
u,(t) =e"%p — i)\J el (8)]Puy(s)ds, (4.19)
0

e logo, u,, também satisfaz a equacgdo integral (2). Por fim, veja que

« : )
(o = sup t2 [lug (t, )l pr2,00 = 12 sup t2 [u(p’t, 1)|lp42.00
>0 =0
2 _ n_ %
= HrHU p+2 Sllth Hu(H‘Qt)HerQ’oo
t>0
= p*sup X (1) % u(pw?t)[[pro0
t>0
= sup t% Hu(t) H p+2,00
t>0

= |l (w0,

39



e logo,

el (@) = lull (@) < 2e0. (4.20)
Assim, pela unicidade de solugoes do Teorema 4.3, temos que
u,(t,x) =u(t,x) vu>0, vt >0, g.tpxeR",
e segue o resultado. O]

Teorema 4.4 (Existéncia de Solugdes Auto-similares). Em adi¢ao as hipoteses do Teo-

rema 4.3, se o dado inicial $ é da forma

o) = clxI 3 ou o) =) L
ST

onde Pr(x) € um polindmio harmoénico homogéneo de grau k e ¢ € C € suficientemente
pequeno, entdo a solugdo w = wu(x,t) obtida pelo teorema 4.3 relativa ao dado inical ¢ €

auto-similar.

Demonstracdo. Primeiramente, é 6bvio que ambas as expressoes para ¢ representam
funcoes homogéneas de grau —%. Veja que pelas hipéteses do Teorema 4.3 temos 0 <

% < n. Pelo mesmo motivo temos também, por um lado, que

p+2> %, (4.21)

e por outro lado
pP+2 pn _ pn—2

—_— < = 1
p+1 2 2 +h
e logo,
1 p+2 pn — 2
= —1< , e dai, < 1.
p+1 p+1 2 ¢ n—2 P+
Somando 1 em ambos lados da ultima desigualdade obtemos
pn
< 2. 4.22
pn —2 P+ ( )

Assim, por (4.21) e (4.22) temos

p + 2 > max n27% .
n—sg (g)

Portanto, as proposicoes 3.2 e 3.4 nos garantem que ||e'2¢|[io+2 < +0o0 no caso em

2 2
que ¢(x) = clx| ¢ e também para ¢(x) = Cpll;(‘f)lxl_a. Dal, pela imersao continua

LPF2(R™) C LPT2°(R™) (Proposicao 1.5), temos que

16 Bllos 200 < e llirz < +oo.
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Portanto, escolhendo ¢ € C tal que ||[e" |, 12.00 < €0 para g suficientemente pequeno,

podemos aplicar o Corolario 4.2 ao dado inicial ¢, e segue o resultado.
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Capitulo 5

Estabilidade e Decaimento das

Solucoes

Neste capitulo iremos apresentar propriedades importantes e satisfeitas pelas solucoes
obtidas nos teoremas 4.2 e 4.3. No que segue, estamos interessados em expor as proprie-
dades de estabilidade assintética relativa a solugoes globais e de decaimento para solucoes
locais.

A estabilidade assintdtica nos espagos E, aqui abordada é uma propriedade de “pro-

ximidade” no infinito relativa a duas solugoes, no sentido matematico que,
. @
lim [t["*3 [u(t) = v(t)[p+2,00 = 0,
[t|—o0

para u,v € Ey e h > 0, i.e., [t|2]u(t) — V(1) p1200 tende a zero quando [t| — oo mais

: 1 D . .
rapido que W O fato é que, sobre certas condigoes, impor uma propriedade como acima

1A aplicado a dois dados iniciais, vai ocasionar na mesma propriedade sendo

sobre e
satisfeita pelas respetivas solugoes globais.

Com repeito ao decaimento de solugoes em E} p nao é tao diferente, mas aqui a propri-

T

edade a ser satisfeita é de u,v € E,

p estarem “proximas” na origem, ou rigorosamente,

. a—p
lim [t| 2 h||U,(t) —Vv(t)]|p+2.00 = 0,
[t|—0

para h > 0 (h < 0 é ébvia). Assim, podemos exergar essa prorpriedade como
oa—p
[t [u(t) = v(t)[[p+2,00 = 0

quando t — 0 mais réapido que [t|*. Analogamente, temos que uma propriedade como esta

imposta a dois dados iniciais sobre efeitos do grupo e'** garantem a mesma propriedade

sendo satisfeita pelas respectivas solugoes locais.
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Feitas essas consideracoes, temos o seguinte teorema a respeito da estabilidade as-

sintotica e dacaimento das solucgoes.

Teorema 5.1. 1. (Estabilidade Assintética) Suponha 0 < h <1— S(p+1), e sejam
u,v € Ey duas solugoes globais do PVI (1) obtidas através do Teorema 4.3 (boa

. . e p+2
colocagao global), correspondendo as respectivas condigoes iniciais G, @ € Lot

Se
Hm [t2 ) e" (¢ — @)[pr2,00 =0, (5.1)
|[t|—+o00
entao
lim |t|%+h||u(t) —\)(t)||p+2700 =0. (5.2)
|[t|—+4o00

; — —B
2. (Tava de Decaimento quando t — 0) Suponha &6 =1—*55(p+1) >0, e h > —5.
Sejam w,v € Eq g duas solugoes locais do PVI (1) obitidas através do Teorema 4.2
(boa colocagao local), correspodendo as respectivas condigdes iniciais ¢, @ € Lo,

Se

. apB_ i
11_13(1) [t 2 hHe A - ©)lpr200 =0 (5.3)

entao

. a—p_
lim [tz "Mu(t) —v(t)]pr2.00 =0 (5.4)
t—0

Demonstracdo. Para a parte 1 do teorema, observe que é suficiente provarmos que

lim 2 M u(t) = v(t)[lpraee =0 = lim (—t)>"Mu(t) = v(t)] pr2.0.
t—+o0 t——o0

Mas, como as demonstragoes em ambos casos sao analogas, nos restringiremos a provar
apenas a primeira igualdade. Neste caso, considere t > 0. Sabe-se que u,v satisfazem as
equacoes

u(t) =e'*?Pp —1iA Jt e (=S8 (s)]Pu(s)ds, (5.5)
0

v(t) =e'tPp — i?\J e (t5)8y(s)|Pv(s)ds. (5.6)
0

Dai, por (5.5) e (5.6) segue que

2 u(t) —v(t)] 1200 < 2T (D — 0] pr2.00

t
L g5+h J e =) ()P — vlv|?)ds (5.7)

0

p+2,00
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Por outro lado, pelos lemas 2.4, 1.3 e 2.2, e a mudanca de variaveis s — ts temos que

Jt e A (u(s)u(s)|® —v(s)v(s)[?)ds

0 p+2,00
t
<J 12 (w(s)u(s)]P —v()v(s)[P) [ ps2.0ds
0
t
n2(p+1)
<CJ (t—s) 2oz “DJju(s)u(s)]® —v(s)v(s)[? JIP[or2 o ds
0
t n o 2(p41)
< C-WJ (t—s)"2erz (|| (u(s) —v(s)) - (Ju(s)]? + [v(s) ||o+2 ds
0

~ t _n2(p+1)
<cj(t—s) R (82 p e+ [V(S)]1%2.00)I14(8) — V(S) [ 200dls

- " _n2ptl) 4y _«x _ o o
:CJ (t—s) 2o D PHDTN (55 |[1(8) || pr2,00)® + (52 [|[V(8) ][ pr2.00) ] X

X S%H‘Hu(s) —V(8)|lp+2.00ds

2(p+1) _1)

t
Cllully + V1) | (1= 57365

s_%(pﬂ)_hs%”‘Hu(s)— $)||p+2.00d8

= Cll[ullfy) + V7))

[y

2(p+1)

J (t—ts)7 2oz 7 (s) "2 PTDI(£6) 5 M ju(ts) — v(ts) [[pr20 - tds

=]

= Cllullfy + VI

[od —B X
o J(l—s) 520 (1) M ufts) — v(ts) [ psoeds
0

1

~ _x_ _x—p _« «
= C([[ullfy) + IVIITe) )t 2 hJ (1—s) 2 s 2PFH (1) 5 M |u(ts) — v(ts)]|pr2,00ds,
0

pois pela definicao de «, 3 segue que

Portanto, como |[u|(«), [[V]/(«) < 2€, temos em (5.7) que

EE [u(t) = V() [[pram <24 (D — @)]lpr200 (5-8)

1
+ CQQHE"J (1— s)*%ﬁs*%(p“) (ts) 2 M |lu(ts) — v(ts)] pr2.00ds
0

Fixe agora M > 0. Usando o fato que a aplicacio t € R — [t[Z[[u(t) — v(t)||pr2.00 6

continua e limitada e a hipdtese que [t|2T"[e!*2(d — @) pr2.00 — 0 quando [t| — +oo,

temos que
sup tEF[U(t) V(1) [[proce < +00,  suptIFHetA (P — @)[|p 1o < +o0.
0<t<M >0
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Escolha também ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

1
= CQPHEF’J (1—s)"2"s
0

«©
2

(b ds < 1.
Portando, por (5.8), temos que
sup 2 Mu(t) —v(t)]|ps2.00

0<t<M

< sup t%+h||€im(¢—¢’)||p+2,oo
0<t<M

1
+ CQ‘”lepj (1—s) "2 s 5(p+D) ( sup (ts)2 " [|u(ts) —V(t3)||p+2,oo) ds

0 0<t<M

<supt? e (d — @)[lpraoo + T sup 2 M u(t) — V()| pr2.00;
t>0 0<t<M

ie.,

sup 2 M [u(t) — v(t)][puo00 < T T supt2 [ (d — )] ps2.00 < +00.
0<t<M —T >0

Portanto, como M > 0 é arbitrério, segue que
sup 2 Ju(t) — v(t)||py2.00 < +00.
20

Defina entao

A = limsup t%+h||u(t) —V(t)]| 42,00 < +00.

t—+o0

Dai, novamente por (5.8), e pela hip6tese (5.1) sobre as condigoes iniciais, temos que

A = limsup t2F"|u(t) — v(t)| 042,00

t—+o0
< lim sup t%+h||€im(d> — @)|lp+2,00
t—+o0
1
+Corter | (1o g) s 30 (“msup(ts)%‘+hr\u(ts) —v(ts)”p”’”) “
0 t—+o0

1
=0+A- 62"“5"{ (1—s) "2 s 2(Ptlgg = AT,
0

ou seja,

A(l-T)=0,

e portanto,

A = limsup t2 Ju(t) — v(t)]|p 4200 = 0.

t—+o0

Com mais razao,

. 5+h - —
Jim () = ()00 =0,
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e segue a primeira parte do Teorema. Para a parte 2 do teorema, exatamente como antes,

é suficiente provarmos que

a—p
lim t 2z ™Mu(t) —v(t =0.
Jim w(t) = v(t) [l p12.00

Considere entao 0 < t < T. Analogamente como visto antes, temos que

a—pB_ a—p__ 3
7 Mut) = v(t)[prze0 <t 7M€ — @izt

t
Fton J e =318 (yul® — viv]P)ds (5.9)

0

p+2,00

Por outro lado, veja que

ffh'r&““NMQNMW—WMWﬂW% <

0

p+2,00

. el _x—pB

< Ct's hj(t—s) 2 ()8 2.0 + V(815200 1) = V(8) |20
il _a—p _oa—P a—p a—p

=Ct> hJ (t—s)" 2 s 2 P ((s72 lu(s) ]| pra00)® + (s 2 [[V(8)]lpr2.00)°) X

X § 2 ’hHu(s) —V(8)|lp+2.00ds

t
~ x— x—p x—p oa—p
< Czp“e"whj (t—s) = s 2 PTUFRS T2 Rjufs) —v(s)| p4o,c0ds
0
1
~ x—f3 x—fB ax—f ax—f
= C29+1ept2_hJ (t—ts) 2 (ts)” 2z PTUIR(ts) 2 ~M|lu(ts) —v(ts)||p 2.0 - tds
0

1
~ aB o xB_ap _x—p _x=PB
C2p+1€pt 5 —h—>5 5 (p+1)+h+1J (1_5) 7 g 5 (p+1)+hx
0

X (ts)%ﬁ’hﬂu(ts) —v(ts)][p+2.00ds
= C2rTlert? r(l —5) 7 s T IR () T (k) — (ts) | pz,c0ds,
0
pois
dbi=1— %ﬁ(p +1)
- “EB —h-— “EB - OC;B(p+1)+h+1.

Portanto, em (5.9), temos

a—p
t 2 Mult) —v(t)|lpr2.00

a—p i
S R (R [P
1
+ C2rPTlePt?d J (1— s)’%ﬁs’%ﬁ(p“)*h(ts)%ﬁ’hHu(ts) —v(ts)]|pr2.00ds  (5.10)
0
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Agora, usando a hipétese (5.3) sobre as condigoes iniciais podemos, de forma andloga ao
que foi feito na parte 1 do teorema, ver que

D :=limsup t%ﬁfhﬂu(t) —V(t)[|p+2,00 < +00.
t—0T

Portanto, tomando limsup,_,,+ na desigualdade (5.10) obtemos que

1

0< DK< ézpﬂsPBJ (1—s) 2 s 2 Pr+Ngs. fim t° =0,
0 t—0*
visto que
1
J (1—s) "2 s 2 (PHHRGg « 400,
0
pois como h > —6 = —1 + “%B(p + 1) temos
—B
T(p +1)—h<1
Assim,
D = limsupt™2" Mu(t) — v(t)|[pr200 = 0,
t—0+
e logo,
oa—p
lim t 2 "Mu(t) —v(t s = 0.
S [u(t) = v(t) o2,

Isto conclui a demonstracao.
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