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Resumo

Neste trabalho, definimos o conceito de problema de equilibrio e, ao considerarmos bi-
fungoes que satisfazem certas propriedades, apresentamos resultados que asseguram a
existéncia de solugoes para tais problemas. Apresentamos também um algoritmo do ponto
proximal que cumpre todas as condigoes pré-estabelecidas e, portanto, se mostra eficiente
na resolugao dos problemas de equilibrio abordados. Os resultados obtidos demonstram
a viabilidade e eficdcia desse algoritmo ao encontrar solucoes para tais problemas.

Palavras-Chave: Problema de Equilibrio, Resultado de existéncia, Algoritmo do Ponto

Proximal.



Abstract

In this work, we define the concept of equilibrium problem and, when we consider bifunc-
tion that satisfy certain properties, we present results that ensure the existence of solu-
tions for such problems. We also present a proximal point algorithm that fulfills all the
pre-established conditions and, therefore, proves to be efficient in solving the approached
equilibrium problems. The results obtained demonstrate the viability and effectiveness of
this algorithm in finding solutions to such problems.

Keywords: Equilibrium Problem, Result of existence, Proximal Point Algorithm.
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Introducao

Sejam K C R™ um conjunto convexo, fechado e nao vazio e F: K x K — R uma bifuncao

satisfazendo F(x,x) = 0 para todo x € K. O Problema de Equilibrio PE(F, K) consiste em:
Encontrar x* € K tal que F(x*,y) > 0 para todo y € K. (1)

O Problema de Equilibrio foi considerado e introduzido inicialmente por Fan (1961),
entretanto o mesmo ficou bastante conhecido e recebeu essa denominacao “Problema
de Equilibrio”, devido ao trabalho de Blum e Oettli (1984). O Problema (1) é bastante
amplo, no sentido de que ele inclui, entre seus casos particulares, problemas de otimizacao,
problemas de desigualdades variacionais, problemas de equilibrio de Nash na teoria de
jogos nao cooperativos, dentre outros, para mais detalhes veja [2] e suas referéncias.
Devido a esta vasta aplicabilidade, os problemas de equilibrio sao amplamente estudados,
veja por exemplo em: [1, 4, 5, 10, 12, 13, 17, 18].

Uma das técnicas bastante utilizada para resolver o problema PE(F, K), é que em cada
iteracao k, é resolvido um subproblema PE(Fy, K) onde Fy, é uma funcao de regularizacao
do “tipo-proximal” da bifuncao F, que cumpre as propriedades (P1)—(P5) (ver no capitulo
2 suas definigoes), com essa regularizacao garantimos existéncia de solucao para cada
subproblema, como também propriedades importantes para a andlise de convergéncia da
sequéncia gerada pelo método. Neste sentido, usando essa técnica, Iusem e Sosa (2010)

definiram a seguinte funcao de regularizacao:
Fk(x7y) :F(x,y)+)\k<X—Xk,y—X>, (2)

onde A\ > 0 e x* € K sdao dados. No cendrio das variedades de Hadamard Colao et al.

(2012), consideraram uma extensao da fungao regularizadora dada em (2), definida por:

k

Fr(x,y) = F(x,y) — A {expy ' x*, expy ' y). (3)



Sumario 2

A funcao definida em (3) cumpre as propriedades (P1) — (P5), entretanto a propriedade
(P2) (convexidade de F na segunda varidvel) somente é valida se, a variedade de Hadamard
possui curvatura seccional nula. Em Bento at al. (2018) propuseram uma nova fungao

regularizadora em variedades de Hadamard, dada por:
Fr(x,y) = F(x,y) + Ae[d?(y, x*) — d?(x, x")]. (4)

Cuja convexidade nao impoe nenhuma hipdtese restritiva sobre variedade de Hadamard,
ou seja, Fi cumpre a propriedade (P2) sem nenhuma suposicao sobre a curvatura seccional
da variedade de Hadamard, além também de cumprir as outras propriedades.

Neste trabalho iremos estabelecer condi¢oes necessarias e/ou suficientes para existéncia
de solugao do problema PE(F, K), baseado no artigo Iusem e Sosa [12]. Além disso, iremos
também resolver o problema PE(F, K) usando a fungao regularizadora dada em (4) baseado
no artigo de Bento at al. (2018), no cenario euclidiano. Observamos que mesmo em R™ a
fungao regularizadora em (4) difere da funcao regularizadora em (2), ou seja, as propostas
desses artigos sao diferentes.

Nesta dissertacao, abordaremos um caso especifico dentro do escopo desse tipo de
problema. Para isso, no capitulo I apresentamos defini¢oes e resultados fundamentais de
analise em R™ e andalise convexa, que serao utilizados ao longo dos capitulos subsequentes.
No capitulo II, introduzimos o Problema de Equilibrio, estabelecendo hipéteses sobre F
e demonstrando condigoes sob as quais é possivel garantir a existéncia de solucoes para
esses problemas. No capitulo III, apresentamos um algoritmo proximal e analisamos sua

convergéncia dentro dos parametros estabelecidos.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados bésicos sobre o espago R™, com a ressalva
de que abordaremos somente o essencial para os capitulos posteriores. Como referéncias

vejam [6, 15, 16].

1.1 Analise no R"

Definicao 1.1.1. Um produto interno no espago euclidiano R™ é uma regra que faz cor-
responder a cada par de vetores x,y € R™ um numero real, denotado por (x,y), de modo

que, para x,Y,z € R™ e o« € R se tenha:
L. x#0= (x,x) > 0;
2. (xy) = (Y, %) ;
3. (x+z,y) = Y) +(zY) ;
4. (o y) = alx,y) = (x, ay);

Portanto, o produto interno é uma fungao (. ,.) : R™ x R™ — R simétrica, bilinear e

positiva definida. O produto interno canonico do espago euclidiano R™, é dado por:

(x,y) =x1Y1 + ... + XnYn,

onde x = (X1,X2, ...,Xn) € Y = (Y1,Y2, ..., Yyn). Usaremos o produto interno canonico ao

longo deste trabalho.
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Dado x € R™, escrevemos [|x]| = /(x, x), isto é,

Ill = /x5 + 2

O numero ||x|| chama-se a norma euclidiana de x ou o comprimento do vetor x € R™.

Dois vetores x,y € R™ dizem-se ortogonais quando (x,y) = 0.

[~

(x,y
yllz ~

Exemplo 1.1.1. Dados x,y € R™ | com y # 0 e considerando o« = temos que

z=x—«ay € ortogonal ay. De fato,

(z,y) = (x — oy, y) = (x,y) — aly,y) = (x,y) — «llyl’ = (x,y) — (x,y) = 0.

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € R™, tem-se
1, y)ll < |IxI| - [yll. Valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € mailtiplo

escalar do outro.
Demonstragao: Veja [15, Teorema 1, pagina 5]. [ |

A norma euclidiana [|x|| = /(x, x) satisfaz as seguinte propriedades, com x,y € R™,

x € R e |af é o valor absoluto do ntimero real o:
1. x #0 = |[x|| > 0;
2. [Joex|l = o] - [I[;
3. [ +yll < Il + [yl

As duas 1ltimas sao evidentes e a primeira propriedade segue da desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Através da norma obtemos a distancia entre dois pontos do R™. Dados x,y €

R"™, a distancia de x a y ¢ definida por:
d(x,y) =[x —yll.
Das propriedades da norma mostradas anteriomente, segue que, dados x,y,z € R™ temos:
1. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z);
2. d(x,y) = d(y,x);

3. x#y = d(x,y) > 0;
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Apos as definicoes anteriores, podemos agora introduzir alguns elementos importantes
da topologia do R™. Uma bola aberta de centro a € R™ e raio v > 0 é o conjunto dos
pontos x € R™ cuja distancia ao ponto a é menor do que r . Denotaremos esse conjunto
por B(a;r). Assim,

Bla;m) ={x e R" [x —all <},
analogamente definimos a bola fechada Bla; 1] e a esfera S[a; r] ambas com centro a e raio

T, denotadas por:
Bla;r] ={x e R" [ [[x —all <t} e Sla;7] = {x e R™ | [[x — al| =7}
Observe que Bla;r] = B(a;r) U S[a; r].

Definicao 1.1.2. Seja um subconjunto K C R™. Um ponto a € K chama-se um ponto
interior a K quando € centro de alguma bola aberta contida em K. O interior de K denotado
por int(K) € o conjunto de todos os pontos interiores a K. Um conjunto K C R™ chama-se

aberto quando todos os seus pontos sao interiores.
Exemplo 1.1.2. Uma bola aberta B(a;r) C R™ é um conjunto aberto.

Exemplo 1.1.3. Considere K = R = {x € R™ | x4 > 0,i = 1,2,3,...,n}. Enlao,
int(K) =R}, :={x e R" | x4 >0,i=1,2,3,...,n}

Proposicao 1.1.1. A uniao qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto. A

interse¢do finita de conjuntos abertos € aberto.
Demonstragao: Veja [6, Proposi¢ao 3.1, pagina 24]. [ |

Definicao 1.1.3. Dizemos que um subconjunto K C R™ € limitado se existe v > 0 tal que

K C B(0, 7).

Definicao 1.1.4. Dizemos que K C R™ € um conjunto fechado se K€ ¢é aberto, onde

Ke =R"\ K = {x € R"| x ¢ K}

Proposicao 1.1.2. A intersecao qualquer de conjuntos fechados ¢ um conjunto fechado.

A unido finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Demonstragao: Veja [6, Proposi¢ao 3.2, pagina 25]. [ |
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Uma sequéncia em R™ é uma aplicacao x : N — R™, definida no conjunto N dos
ndmeros naturais. Denotaremos por {x*} ou (x!,x2, ..., x¥, ...) a sequéncia x tal que x(k) =
x*, quando o contradominio de x for R denotaremos por {xi}. Uma subsequéncia de {x*}
¢ a restrigao da sequéncia a um subconjunto infinito N’ ={k; < ko < ...k; < ..} C N, a
qual denotaremos por {x*1} e {xy,} no caso real. Diz-se que uma sequéncia {x*} ¢ limitada
quando o conjunto dos seus termos ¢ limitado em R™, ou seja, quando existe um nimero
real ¢ > 0 tal que |[x¥|| < ¢ para todo k € N.

Diz-se que o ponto a € R™ é o limite da sequéncia de pontos {x*} quando para todo
e > 0 dado, é possivel obter kg € N tal que k > ko = |[x* — a|| < €. Neste caso, diz-se
também que {x*} converge para a ou tende para a, denotaremos por kh—r>rolo x* = a ou
x¥ — a. Quando existe a = lim x*, a sequéncia {x¥} é dita convergente. Caso contrario,

k—ro00
¢ dita divergente.

Definicao 1.1.5. Dizemos que a € R™ é um valor de aderéncia de uma sequéncia {x*},

quando alguma subsequéncia de (X} converge para a.

Observacao 1.1.1. (i) Em termos de bolas, tem-se kh_r}rolo x* = a se, e somente se, qualquer
bola aberta de centro a contém todos os termos x* salvo, possivelmente para wm nimero
finito de indices k.

(i1) Segue da observagao acima que toda sequéncia convergente € limitada.

(111) Seque-se também da caracteriza¢ao do limite por meio de bolas que se kh_rggo x* =a
entdo toda subsequéncia de (x¥) tem ainda limite igual a a, ou seja, toda subsequéncia de
uma sequéncia convergente € ainda convergente e o mesmo limite.

(iv) O limite de uma sequéncia convergente é unico.

Exemplo 1.1.4. A reciproca do item (ii) da observagdo anterior nao é verdadeira, por
exemplo, a sequéncia (a,b,a,b,a,b,...) com a #b € limitada, mas ndo é convergente, pois

possui 2 valores de aderéncia.

Vejamos a seguir um resultado que garante que para toda sequéncia limitada o con-

juntos dos pontos de aderéncias é nao vazio.

Teorema 1.1.2. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R™ possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstragao: Veja [15, Teorema 5, pagina 17]. [ |
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Proposicao 1.1.3. Uma sequéncia limitada em R™ € convergente se, e somente se, possui

um unico valor de aderéncia.
Demonstragao: Veja [15, Teorema 6, pagina 17]. [

Definicao 1.1.6. Sejam K C R™ nao-vazio e f: K — R uma func¢do:
(1) f € dita semicontinua inferiormente no ponto X € K, quando para qualquer sequéncia
x* — X, tem-se que:

f(x) < liminf f(x*).
k—o0

(i1) f € dita semicontinua superiormente no ponto X € K, quando para qualquer sequéncia
kv .
X< — X, tem-se que:

f(x) > lim sup f(x*).

k—o00

Uma fungao f é dita semicontinua inferiomente (superiormente) em K quando ela é

semicontinua inferiormente ( superiormente ) em todos os pontos de K.

Definicao 1.1.7. Seja f: K — R, dizemos que f € continua em X € K quando para toda

sequéncia {x*} C K,x* — X temos que klim f(x*) = f(%).
— 00

Observacgao 1.1.2. (i) A aplicagao f € continua no ponto x € K se, e somente se, ela for
semicontinua inferiormente e semicontinua superiormente em X.

(i1) A aplicagao f é continua em K, quando ela € continua em todos os pontos de K .

Proposicao 1.1.4. Sejam K C R"™ nao-vazio e f,g,h : K = R funcoes tais que f é

continua, g semicontinua inferiomente e h semicontinua superiormente em K. Entao,
(i) f+ g € semicontinua inferiomente;
(ii) f+h é semicontinua superiormente.

Demonstrag¢ao: (i) Sejam f continua e g semicontinua inferiomente em K. Assim, para

X € K, temos que lim f(x*) = f(X) = liminf f(x*) e g(X) < liminf g(x*). Assim,
k—o0 k—o0 k—o00
(f + g)(%) < liminf f(x*) + lim inf g(x*) < liminf (f 4+ g)(x*).
k—o00 k—o00 k—o00

Sendo que na ultima desigualdade acima usamos propriedades do liminf.
(i) Sejam f continua e h semicontinua superiormente em K. Assim, para X € K, temos

que lim f(x*) = f(X) = limsup f(x*) e h(X) > limsup h(x*). Assim,
k—o00 k—o00 k—o0

(f + ) (%) > limsup f(x*) + lim sup h(x*) > limsup (f + h)(x").

k—o00 k—o00 k—o00
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Sendo que na ultima desigualdade acima usamos propriedades do lim sup.

Definicao 1.1.8. Dado um conjunto nao vazio K C R™ e um pontoy € R™, a distancia

dey a K, denotada por dg(y), € dada por:

dk(y) = erellf(Hy —z]|

Vejamos adiante que a distancia sempre existe quando um conjunto em questao é nao

vazio e fechado.

Proposigao 1.1.5. Dado x € R™. Se K C R™ € fechado e nao vazio, entao existe yo € K

tal que di (x) = |jx —yoll
Demonstracao: Veja [15, Corolario 1, pagina 52]. [ |

Seja K C R™ um subconjunto . Uma colecao (Fx)aer de subconjunto de K é dita uma

cobertura de K se:

K C UF)\

A€l

A cobertura (Fy)aer € dita finita se I tem uma quantidade finita de elementos. A cobertura

(Fa)aer € dita aberta se, todo Fy é aberto para todo A € 1.

Definicao 1.1.9. Um conjunto K C R™ € dito compacto quando toda cobertura aberta de

K admite uma subcobertura finita.

Teorema 1.1.3. Todo conjunto compacto é fechado e limitado.

Demosntragao: Veja [6, Proposicao 3.4, pagina 26]. [ |
Proposicao 1.1.6. Seja F C K C R™ com F fechado e K compacto. Entao, F é compacto.
Demonstragao: Veja [6, Proposicao 3.5, pdgina 27]. [ |

Definigao 1.1.10. Uma cole¢ao (Fy)aer de subconjuntos de K C R™ € dito ter a propri-

edade de intersecao finita se para todo subconjunto finito {Ai,Aq,...,A;m} C L tem-se que

m
a intersecao ﬂ Fa, #0.
i-1

Teorema 1.1.4. Um subconjunto F C R™ é compacto se, e somente se, para qualquer

colecdo (Fx)aer de conjuntos fechados em F tem-se a propriedade de intersecao finita.

Demonstracao: Veja [16, Paginas 169-170]. |
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1.2 Analise Convexa

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de conjuntos convexos, fungoes convexas e subdi-
ferencial. Lembrando que nosso objetivo nao é expor um curso do mesmo, e sim, destacar
as ferramentas que nos serao tteis posteriomente. Para mais detalhes sobre as definigoes

e resultados veja [14].

Definigao 1.2.1. Um conjunto K C R™ € convero se para quaisquer x,y € K e A € [0, 1],
tem-se que Ax + (1 + Ay € K.

Figura 1.1: O conjunto K; é convexo; O conjunto Ky nao é convexo.

Exemplo 1.2.1. Todo subespago de R™ e toda bola sao conjuntos convexos em R™.

Exemplo 1.2.2. Sejam A € R™™ ¢ b € R™. Entio, K ={x € R™ | Ax = b} € um

conjunto convero em R™.

Proposicao 1.2.1. Sejam K; C R™ K; sunconjuntos convexos, i € I, onde 1 é um

conjunto qualquer (possivelmente infinito). Entdo a intersecio K = ﬂ Ki também € um
iel
conjunto convero.

Demonstracao: Ver [14, Proposigao 3.2.1, pagina 70]. |

Proposigao 1.2.2. Seja K C R™ um conjunto convexo. Entdo o int(K) é um conjunto

convexo.

Demonstracao: Veja [14, Proposi¢ao 3.2.4, pagina 71]. [ |
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P
Definigao 1.2.2. Dados z' € R™ Ay € [0,1] i = 1,2,...,p tais que Z}\i =1, o ponto

i=1
P

X = E Aiz' chama-se combinacdo convera dos pontos z+ € R™.

i=1
Teorema 1.2.1. Um conjunto K C R™ € convezro se, e somente se, para quaisquer

peNzieKeA €[0,1,i=1,2,3,...,p tais que Y} | A = 1 a combinagio convera

x =YY  Az' pertence a K.
Demonstragao: Veja [14, Teorema 3.2.8, pagina 73]. [

Definicao 1.2.3. Seja K C R™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, denotado

por conv(K) € o menor conjunto convexo em R™ que contém K.

A figura a seguir ilustra a Definigao 1.2.3.

K ={z,y,z}

convK

Figura 1.2: Exemplos de fecho convexo de conjuntos.

Proposicao 1.2.3. Seja K C R™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de K € o

conjunto de todas as combinacoes convexas de pontos de K.

Demonstracao: Veja [14, Proposicao 3.2.13, pagina 78]. [
Proposigao 1.2.4. Seja K C R™ um conjunto compacto. Entao conv(K) é compacto.
Demonstragao: Veja [14, Proposicao 3.2.14, pagina 79]. [ |

Definicao 1.2.4. Se K C R™ € um conjunto convero, dizemos que a func¢ao f: R™ — R

¢ convexa em K quando, para quaisquer x,y € K e A € [0, 1] tem-se que:
f(Ax + (1 —=A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y).

O resultado abaixo segue-se direto da defini¢ao acima.
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Proposigao 1.2.5. Sejam K C R™ um conjunto convexo e f; : K - R ;i1 =1,2,3,...,p
fungoes convexas no conjunto K. Entdao para quaisquer oy = 0,1 =1,2,3,...,p, a funcao

f:K— R dada por:
P
f(x) = Z i fi(x),
i=1

é convexa em K.
Demonstracao: Sejam x,y € K e A € [0, 1] tem-se que
fi(Ax + (1 = A)y) < Afi(x) + (1= N)fi(y).
parai=1,23,...,p. Sendo o > 0, obtemos que
o fi(Ax + (1 —A)y) < Aofi(x) + (1 —A)oifiy).

Dai, segue que

P P P
Z oifi(Ax + (1 —A)y) < 7\Z oifi(x) + (1 —A) Z oifi(y).
i=1 i=1 i=1
Portanto, f é convexa em K. [ |

Exemplo 1.2.3. As funcoes fi,fa : R — R definidas por fi(x) = |[x||* e fa(x) =
—({x,a) + |la]} com a € R™, sdo funcoes convexas. De fato, para todo x,y € R™ e

A € [0,1], temos que

f1((1—=A)x +Ay) = f1(x + Ay —x)) =[x + Aly — x)II?
= |Ix||* + 2A(x,y — x) + ANy —x|)?
< Il 4+ 22 (x, y) — 2AlIxI1* + Ally — x|

< AXIP +AARIP = 1x?) = £1(x) +A(fi (y) — f1(x)).

f2((1 = A)x +Ay) = —{((1 —A)x + Ay, a) + [lal
=—(1=N{x,a) = Ay, a) + (1 = Nllal[* + Allal”
= (1 =A)[=(x, a) +lal’] + Al—(y, a) +lal*]
= (1 = A)fa(x) + Afa(y).

Portanto, pela Proposiciao 1.2.5 temos que d*(x,a) =[x — a|l* = [[x[|* — (x,a) + [|a]|* €

também convezxa.
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Definicao 1.2.5. O epigrafo de uma funcao f: K — R é o conjunto
Er ={(x,x) € KxR;f(x) < a}.

O teorema abaixo estabelece uma relacao entre a convexidade de uma funcao e seu

epigrafo.

Teorema 1.2.2. Seja K C R™ um conjunto convero. Uma funcao f: K — R € conveza

em K se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convero em R™ x R.
Demonstragao: Veja [14, Teorema 3.1.15, pagina 67]. [ |
Decorre dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.2, o seguinte corolario.

Corolario 1.2.1. (Desigualdade de Jesen) Sejam K C R™ e f : K — R uma fung¢do

convera em K. Entdo para quaisquer p € N, z' € K e Ay > 0,i = 1,2,...,p tais que

P
Z A =1 tem-se que

i=1
' P _ p
f) Az <) Mf(2Y)
i=1 i=1
Demonstragao: Veja [14, coroléario 3.2.9, pagina 74]. [ |

1.2.1 O subdiferencial de funcoes Convexas

Definigao 1.2.6. Seja f : R™ — R wma fung¢do convera. Dizemos que y € R™ é um

subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) > f(x) + (y,z—x), Vze R™

O subconjunto de todos os subgradientes de f chama-se subdiferencial de f em x, denotado
por:

of(x) :={y e R™ | f(z) > f(x) + (y,z—x) V z € R"}.

Em outras palavras o subgradiente define uma aproximacao linear de f cujo grafico

fica abaixo do grafico de f e cujo valor coincide com f no ponto x.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 13

f@)+ 'z —2)

f@)+ (2 —a)

Figura 1.3: Os elementos y! e y? sao subgradientes de f em x, isto é, para todo z tem-se

que f(z) > f(x) + (yhz—x),i=1,2.

Teorema 1.2.3. Seja f : R™ — R uma funcdo convexa. FEntao, para todo x € R™, o

conjunto 0f(x) € convexo, compacto e nao-vazio.
Demonstragao: Veja [14, Teorema 3.4.52, pagina 154]. [ |

Proposicao 1.2.6. Uma funcao convexa f: R™ — R € diferencidvel no ponto x € R™ se,

e somente se, o conjunto 0f(x) contém um elemento sé. Neste caso, 0f(x) = {Vf(x)}.
Demonstragao. Veja [14, Proposigao 3.4.53, pdgina 156]. [ |

Proposicao 1.2.7.(0 subdiferencial da soma de func¢oes convexas)Sejam fi: R™ — R

i=1,2,...,p fungdes convexas. Entao,

0 <i fi(x)> = i ofi(x).

Demonstragao: Veja [14, Proposi¢ao 3.4.53 péagina 156]
[ |

Teorema 1.2.4. (Condi¢ao de Otimalidade para minimizacdo de fung¢do em conjunto
convezo) Sejam f: R™ — R uma fun¢ao convexa e K C R™ um conjunto convexo. Entao

x* € R™ € um minimizador de f em K se, e somente se,
Existey € of(x™) tal que (y,x —x*) >0V x € K. (1.1)

Demonstragao. Veja [14, Teorema 3.4.54, pagina 57]. [ |



Capitulo 2

Problema de Equilibrio

Neste capitulo, baseado em Tusem e Sosa (2009), apresentamos uma condic¢ao suficiente

para a existéncia de solucoes de problemas de equilibrio.

2.1 Definicao do Problema

Para os nossos estudos vamos considerar K C R™ um conjunto convexo, fechado e nao

vazio. Dada uma bifuncao F: K x K — R, o problema de equilibrio PE(F, K) consiste em :
Encontrar x* € K tal que F(x*,y) > 0 Vy € K.

Essa formulagao foi proposta por Blum e Oetlli (1994), e F foi denominada de bifungao

de equilibrio se satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) F(x,x) =0, para todo x € K;

(P2) F(x,-): K —= R é convexa e semicontinua inferiormente para todo x € K;
(P3) F(-,y) : K — R é semicontinua superiormente para todo y € K.

O conjunto solugao do problema de equilibrio PE(F, K) serd denotado como S(F,K).
Estamos interessados agora no problema de viabilidade convexa, a ser denotado por

PVC(F, K), e sua relacdo com PE(F,K). O Problema PVC(F, K) consiste em:

Encontrar x* € ﬂ Lr(y), onde Le(y) ={x € K: F(y,x) < 0}.
yekK

Vamos denotar o conjunto solucao de PVC(F, K) por Sy (F, K).

14
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Observacgao 2.1.1. Note que, para caday € K o conjunto Lg(y) € nao-vazio, convexo e
fechado. De fato, por (P1) temos que F(y,y) = 0, e por (P2), isto é, F(y,-) € convera e
semicontinua inferiormente, e unidando ao fato de que K é fechado e convexo, obtemos o

afirmado.
O préximo resultado estabelece uma relacao entre PVC(F, K) e PE(F, K).
Proposicao 2.1.1. Se F satisfaz (P1) — (P3), entao Sv(F,K) C S(F,K).

Demonstrac¢ao: Sejam x € Sy (F,K) e y € K. Defina wy = (1 —t)x + ty onde t € (0,1).

Desta forma,

0=Fwe,we) = Flwy, (1 —1)x+ ty)

< (I —=t)F(wy,x) +tF(wy,y) Vt e (0,1).

Sendo que x € Sy(F,K) e wy € K (pois K é convexo), entdao F(wy,x) < 0 para todo
t € (0,1), dai 0 < tF(wy,y) para todo t € (0,1). Logo, 0 < F(wy,y) para todo t €
1
(0,1). Escolha a sequéncia t, = X € (0,1), como t, — 0 quando k — oo temos que
(1 —tx)x + txy — x. Logo, por (P3)
0 < limsup F(wy,,y) < F(x,y) Vyek (2.1)
k—o0

Portanto, x € S(F, K). [ |

Consideraremos as seguintes propriedades adicionais sobre F, afim de garantir a igua-

lade entre os conjuntos S(F,K) e Sy (F, K).
(P4) F(x,y) + F(y,x) <0 V(x,y) € Kx K, isto é, F é monétona;

(P4*) Se para cada (x,y) € K x K, F(x,y) > 0 implica F(y,x) < 0, isto é, F é pseudo-

monatona.
Observacao 2.1.2. Se vale (P4), entdao vale (P4*).
Exemplo 2.1.1. Considere K = R e a bifuncao F: K x K — R definida por
Fix,y) = (xy —x) = (¢, y) =[x

Entao, F sastifaz (P1) — (P4) e Sy(F,K) = S(F,K). Vejamos,
(P1) F(x,x) = (x,x —x) = 0.
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(P2) Pois a fungioy — (x,y —x) € afim, portanto convezra e continua.
(P3) Pois a fungdo x — (x,y —x), € continua.

(P4) Observe que,

Fox,y)+Fly.x) = (xy) =X+ (y,x) — Iyl
= =X+ 2(x,y) — [yl

= —(IIxll = llylh* <o,
Agora vamos encontrar Sy (F,K) e S(F,K). Seja x € K tal que V y € K temos,
Fly,x) 0= (y,%) — [yl < 0= {y,x) < Iyl
dai concluimos que Sy (F,K) ={0}. Por outro lado, seja x € K tal que ¥V y € K
Fix,y) = 0= (xy) — Xl > 0= (x,y) > [IxIP,
donde concluimos que S(F,K) ={0}.

O exemplo abaixo (veja [9, Exemplo 3.1]) temos que F satisfaz (P4*), mas nao satisfaz

(P4).

Exemplo 2.1.2. Considere K = [=3,00) e a bifun¢ao de equilibrio F: Kx K — R definida
1

por F(x,y) = a(x2+2)(y —x) com a > 0. Entdo, F sastifaz (P4*), mas nao satisfaz (P4).

Vejamos,

(P4*) Para cada x,y € K tal que
Lo s

Fix,y) > 0= a(x +2)(y—x)0=y = x.

Sendo, y 2 x = x—y < 0, temos
Loy

Fly,x) = —(y" +2)(x —y) = Fly,x) < 0.
(P4) Para todo x,y € K tal que

Lo Lo 1 2

Foxy) +Fly x) = 0 +2) [y —x) + —(y" +2)(x —y) = | = (x +y)(x —y)7|.

Portanto, existem x,y € K tal que F(x,y) + F(y,x) > 0.

A propriedade que nos garante a igualdade entre os conjuntos S(F,K) e Sy (F,K) é a

propriedade (P4*). Vejamos.
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Proposicao 2.1.2. Se F satisfaz (P1) — (P3) e (P4*), entao S(F,K) = Sv(F,K).

Demonstracao: Seja x € S(F,K) entdao F(x,y) > 0V y € K, pela pseudomonotonicidade
temos F(y,x) < 0, o que implica que x € Sy(F,K). Isso junto a Proposi¢ao 2.1.1 mostra

que os conjuntos S(F,K) = Sy/(F, K). [ |

O exemplo a seguir (veja [12]) de uma fungao de equilibrio (isto é, satisfaz (P1)—(P3))

mostra que a inclusao pode ser prépria.
Exemplo 2.1.3. Considere K =1[0,a) com a >0 e defina F: K x K— R pondo

—%4+1, se x>0,
F(x,y) = . .
. se x=0.

Sejam (x,y) € K x K tal que F(x,y) > 0. Temos que
(i) Se x =0, entao F(x,y) =0 > 0 para todo y € K, dai conclui-se que 0 € S(F, K);

(ii) Se x > 0, entdao F(x,y) = =2 +1 > 0 = y < x Vy € K, daf conclui-se que
a € S(F, K);

Logo, S(F,K) ={0, a}. Agora, vamos determinar PVC(F, K), isto é

(N Lew) = [ xeKFy,x) <0}

yek yelo0,al
= () xeKy<x
ye€(0,a]
= ﬂ ly, al ={a}.
y€l0,a]

Assim, Sy (F,K) = {a}, implicando que Sy (F,K) C S(F,K). Esse fato ocorreu devido a F
0
nao satisfazer (P4*), com efeito, F(0, a) =0 > 0, entretanto F(a,0) = 4 +1=1>0.

Agora, para cada p € N considere os seguintes conjuntos

Kp = {x € K;IIxll < p} e K& == {x € K ; [Ix]| < p}.

Defina também para cada y € K

Le(p,y) ={x € K ;Fy,x) <0}
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Lema 2.1.1. Suponha que F satisfaca (P1) — (P3). Se para algum p € N e algum

X € ﬂ Le(p,y), existey € K% tal que F(X,y) < 0, entdo F(x,y) = 0 para todo y € K,
yeKy
isto €, x € S(F,K).

Demonstracao: Se X € ﬂ L(p,y) entdo, temos que F(y,x) < 0V y € K,. Logo, pela
yekp
Proposicao 2.1.1 obtemos que F(X,y) = 0V y € K,. Assim necessitamos apenas provar

que F(x,y) 20V y € K\K,. Dadoy € K\ K, esejay € Kg, assim existe t € (0,1) tal
que z = (1 —t)y +ty € K,,. De (P2) e do fato F(x,y) < 0, obtemos que,

0<Fx,z) < (1-tF(x,y)+tFX,7g)

< (I=1Fxy).
Portanto, F(x,y) > 0 ey € K\ K,,, do qual segue o afirmado. [ |

O lema a seguir foi provado por Fan em 1961, que dard uma condicao suficiente para

a existéncia de solugoes de PVC(F, K).

Lema 2.1.2. Seja K C R™ fechado, convexo , nao vazio e F: K = R™ uma aplicacao

ponto-conjunto tal que, paray € K, F(y) € fechado. Suponha que

m
(i) ¥ Y1,Y2, - Ym € K, conv({ys, Yz, ..., ym} C | Fly;)

j=1

(ii) Existe yo € K tal que F(yo) € compacto.

Entao ﬂ F(y) # 0.

yeK
Através do lema acima e uma hipdtese adicional sobre a F, iremos estabelecer uma
propriedade necessaria e suficiente para garanntir a existéncia de solucoes para PE(F, K).
(P5) Para qualquer sequéncia {zP} C K tal que limy,_, ||zP|| = +o00 existe u € Kepy € N

tal que F(zP,u) < 0 para todo p > po.
Observagao 2.1.3. Os Ezemplos (2.1.3) e (2.1.1 )satisfazem a propriedade acima.
1. No Ezemplo 2.1.8 seque do fato de que, o conjunto K = [0, a] é compacto.

2. No Exemplo 2.1.1 temos que

Fix,y) = (x,y) — IXIP = Flx,y) < Ixllyll — I
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Portanto, seque-se da desigualdade acima que F satisfaz (P5).

Teorema 2.1.1. Supondo que F satisfaz as propriedades (P1) — (P3) e (P4*). Entao

PE(F, K) tem solucao se, e somente se, (P5) € valida.

Demonstragao: (<) Suponha que (P5) seja véalida. Vamos usar o Lema 2.1.2, com K = K,
e F(y) = Le(p,y) para isto devemos verificar a validade de suas hipdteses.

Afirmacao: F(y) = L(p,y) ={x € K,; F(y,x) < 0} é fechado V y € K,,.

De fato, dado {wP} C F(y) tal que wP — x , como K, ¢ fechado, x € K, e por (P2),
tem-se F(y,wP) < 0= F(y,x) < liprgicng(y,wp) < 0, ou seja, x € Fy).

Verifiquemos as condicgoes (i) e (i) do lema.

(i) Sejam wq, Wa,...,wm € K, eX € conv({wy, Wy, ..., wn}), entao existem Ay, Ag, ..., Am €
m

[0, 1] com Z Aj =1 tal que X = Z?\jwj. Mostremos que X € U Lr(p,wj), isto é,
j=1 j=1 j=1
x € K;, e F(wj,X) < 0 para algum j =1,2,3,...,m.

(1) x € Kp, segue do Teorema 1.2.1 pois K, é convexo.

m m
(2) 0 = F(x,X) = F(X, ) Awj) < ) AF(X,w;) < max F(X,w;), na designal-
j=1

- 1<j<k
j=1
dade usamos a Desigualdade de Jensen e (P2). Entao 0 < F(X,wj) para algum j.

Da pseudomonotonicidade, segue que F(wj,X) < 0. Portanto, o fecho convexo de

m
{wi,wo, ..., w} estd contindo em U Le(p,wj).
j=1

(ii)) F(y) é compacto. Com efeito, Segue da Proposigdo 1.1.6, usando o fato de que
F(y) C K,, como K,, é compacto e F(y) é fechado.
Logo, pelo Lema 2.1.2, temos que ﬂ Le(p,y) # 0 para cada p € N.
yeky

Agora, para cada p € N escolha zP € m Le(p,y). Teremos dois casos a considerar:
yeky

(a) Existe p € N tal que ||zP|| < p. Assim, |[xP|| = 400 quando p — oco. Neste caso
zP € K% tal que F(zP,zP) = 0, assim pelo Lema 2.1.1, segue que zP é solucao do

PE(F, K).

(b) ||zP|| = p para todo p € N. Neste caso, (P5) assegura a existéncia deuw € Kepg € N
tal que F(zP,u) < 0 para todo p > po. Escolha p* > pg tal que [[u|| < p*. Entao
F(zP",u) <0 eu € K%, novamente, aplicando o Lema 2.1.1, concluimos que zP~ ¢é

p*
solucao do EP(F, K)
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(=) Agora assuma que EP(F,K) tenha solucao. Devemos verificar (P5). Escolha
qualquer sequéncia {zP} C K\ {0} com [[zP|| = oco. Seja x* solugao do EP(F,K), pela
Proposicao 2.1.2 temos que x* é também solucao de PVC(F, K), entao u = x* temos que

F(zP,u) < 0 para todo p € N assim (P5) se verifica. [ |

O resultado anterior é vélido supondo a propriedade (P4). Diante dos resultados deste
capitulo, ja estamos em condicao de definir um algoritmo para resolver o problema de

equlibrio, o qual faremos no préximo capitulo.



Capitulo 3

Algoritmo do Ponto Proximal para

Problema de Equilibrio

Neste capitulo apresentaremos o algoritmo do ponto proximal para Problema de Equilibrio,

proposto por Bento et al [1], o qual faremos no cenédrio Euclideano.

3.1 Algoritmo do Ponto proximal
Sejam K C R™ um conjunto convexo, fechado e nao-vazio, e uma bifuncao F: K x K — R,
o problema de equilibrio (1), consiste em:

Encontrar x* € K tal que F(x*,y) > 0 Vy e K.

A bifuncao de equilibrio F satisfaz (P1) — (P3). Além disso, de agora em diante, vamos
supor que F satifaz (P4) e que o conjunto S(F,K) # 0.
Antes de apresentar o algoritmo, vamos estudar algumas propriedades da funcao de

regularizagao definida em (4), ou seja,
F)\,z(xay) - F(XJJ) + 7\ ||U _Z||2 - ||X _Z||2 ) v X»U € K (31)

para A > 0 e z € K fixos.

O préximo resultado serd muito importante para garantir a boa definicao do algoritmo
Lema 3.1.1. A bifungao F, , satisfaz as propriedades (P1) — (P5).
Demonstracao: Como F satisfaz (P1), isto é, F(x,x) = 0, segue que

Faz(x, %) = F(x,x) + A|llx — zl* — [lx — zII*| =0,

21
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logo Fy . satistaz (P1). A fungao y — [y —zl[* — [[x — z||* é convexa (veja Exemplo 1.2.3)
e continua para todo x € K, sendo F(x,-) convexa e continua para todo x € K, pois vale
(P2) para F, entao pelas Proposi¢oes 1.2.5 e 1.1.4 segue que F, . satistaz (P2). Temos
também que a funcao x — |ly — z|[* — [|x — z||* é continua para todo y € K e como vale
(P3) para F, segue da Proposicao 1.2.5 que F, , satistaz (P3). Agora, vamos mostrar que

Fa . satisfaz (P4), pela defini¢ao de F, , temos que,

Fra(oy) + Faa(y,x) — F(x,y)+A[||y—z||2—r|x—z||2} +F(y,x)+A[Hx—z||2—|ry—z||2]

_ F(x,y)+F(y,x)+A{||y—z||2—||x—z||2+ ||x—z||2—||y—z||2]
= F(x,y) + F(y,x).

Assim, da monotonicidade de F (isto é, vale (P4)), segue o resultado.

Por fim, vamos verificar que Fy , satisfaz (P5), para isto, considere a sequéncia {z*} C K
tal que kl—igloo 1z¥]| = 400 e x* € S(F,K). Usando a definicao de Faz em x =z e y = x*,
nos temos

Faz(25x") = F(2 %) + A [Ix* —2l® — [l2* —2*|.

Como {||z¥||]} — oo quando k — oo , em particular {||z% — z||} — oo, assim obtemos
que A [[x* —z||* — [IzF — z|])] — —oo quando k — co. Além disso, como {z¥} C K e
x* € PE(F,K), obtemos que F(X,z*) > 0. Agora, pela monotonicidade de F temos que

F(z*,x*) < 0. Assim, segue o resultado. [ |

Agora vamos descrever o Algoritmo do Ponto Proximal para Problema de Equilibrio,
e vamos denotar por Algoritmo PPPE.
Algoritmo PPPE.
Passo 0: Dado um ponto inicial X" € K e uma sequéncia de nimeros reais positivos e
limitados {Ax}.
Passo 1: Dado x* € K, se x* € PE(F, K), pare. Caso contrario, ir para o passo 2.

Passo 2: Dado x* € K, tome qualquer x**! € K tal que
x**1 € S(Fy,K), onde Fy :=Fy_x. (3.2)

Passo 3: Faca k: =k + 1 e retorne ao passo 1.
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Corolario 3.1.1. O Algoritmo PPPFE estd bem definido.

Demonstracdo. Fazendo A := A e x* := z segundo Lema 3.1.1 Fy satisfaz (P1) — (P5), e

usando Teorema 2.1.1, segue-se que S(Fy, K) # (). [ |

No restante deste trabalho, assumimos que {x*} é uma sequéncia gerada a partir do
Algoritmo PPPE. Levando em conta que se o Algoritmo termina apds um niimero finito
de iteragoes, 0 mesmo termina em um ponto solugao do problema de equilibrio (1). Assim,

de agora em diante assumimos que {x*} é uma sequéncia infinita.

3.2 Analise de Convergéncia

Nesta secao apresentamos a andlise de convergéncia da sequéncia {x*}. Vamos iniciar
apresentando o conceito de convergéncia de Féjer, um resultado bastante utilizado na

analise de convergéncia.

Definigao 3.2.1. Uma sequéncia {y*} C R™ € chamada Féjer convergente para um con-

gunto K C R™ nao vazio, com respeito a norma euclidiana se

k+1

Iy —yll < ly* —yll, Yy eK (3.3)

Vejamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. Se {y*} é Féjer convergente em K # () entio {y*} € limitada. Além

disso, se algum ponto de acumulagdo de {y*} pertence a X, entdo klim y* =v.
—00

Demonstracao: Pela definicao de Fejér convergéncia, temos:

Iy —yll <y =yl <y 2=yl <. < Y —yll, Yy ek (3.4)

Entdo, {y*} estd contida na bola de centro y e raio |ly® —yl|, donde segue que {y*} é
limitada. Agora, considere {y"®} uma subsequéncia de {y*} tal que li)rgo y® =1vy. Como
y € K, pela defini¢ao, temos que a sequéncia de niimeros reais nao négativos {Ily*—ylf} ¢
decrescente e possui uma subsequéncia, {|[y® —yl|} que converge a zero. Logo, kh_r>20 Iy* —

y|| = 0, e portanto, lim y* =y. -
k—o0

Precisaremos definir também o subdiferencial de uma bifuncao.
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Definigao 3.2.2. O subdiferencial 0f(x,x) de uma bifuncao f em x € K € dada por

of(x,x) = {ueR"™:f(x,y) > f(x,x)+(u,y—x) VyeR"}
— eR™:f(xy) > (wy—x) VyeR}
Nos resultados a seguir levaremos em consideracao a definicao de subdiferencial apre-

sentada acima, que pode ser encontrada em [17] . Esta definigao satisfaz todas as propri-

edades de subdiferencial apresentadas no Capitulo I.
Proposicao 3.2.2. Para cada x* € S(F,K) vale que

(XK — XKL x* XKty <,
Demonstragdo: A partir da definicio de x*™! e Fy temos que,

F (X y) = FOXH L y) + A [Ily — xMP = I = x|l > 0V y e K.

k+1 k+1)
)

Por (P1), temos que Fi(x X = 0, segue entao que

x* = arg min Fy (x

yekK

k+1

Y),

Assim, pelo Teorema 2.1.1 existe,
Wk+1 c aFk(Xk+1,Xk+1) — aF(Xk_H,Xk_H) + 2}\k(Xk+1 _ Xk)

tal que (WL y —x*1) >0 VyeK
Portanto, w**1 = uk+1 4 27, (x**1 — x*) onde u**! € OF(x**!,x**1). Segue entdo

da tltima desigualdade que (WXt + 27 (x*T —x*),y —x*™1) > 0 V y € K. Logo,
Wy — xR > oA (xF — XMy — xR vy e K. (3.5)

k+1

Por outro lado, da convexidade de F(x**', -), ou seja, da propriedade (P2), para todo

y € K temos que
F(Xk+1,y) > F(Xk+1,xk+1) + <uk+1,y _Xk+1> — <uk+1,y —Xk+1>. (36)
Seja x* € S(F,K). entao F(x*,x*™) > 0 = F(x*™! x*) < 0. Assim, de (3.6)

0> F(x*" x*)

\%

<uk+17 x* — Xk+1>.

Agora, por (3.5), obtemos que
<Xk o Xk+17x* o Xk+1> <0.

Como queriamos mostrar. [ |
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Teorema 3.2.1. A sequéncia {x*} converge para um ponto em S(F,X).

Demonstracao: Seja x* € PE(F,K). Usando a regra do paralelogramo temos que

||Xk—X*||2 — ||Xk_xk+l+xk+1_x*||2

— ||Xk _ Xk+1||2 4+ ||Xk+1 _ X*||2 + 2<Xk _ xk+1,xk+1 _ X*> (37)
da Proposicao 3.2.2, temos que
HXk—X*||2 > ||Xk—Xk+1||2—|—HXk+1—X*H2. (38)

Assim, |[x* —x*|? > [[x*T! — x*[]? = |[x* — x*|| > [[x*Tt — x*||. Portanto, {x*} é Féjer
convergente ao conjunto S(F,K). Vejamos agora que, |[x* —x**!|| = 0. De fato, {x*} é
Féjer convergente ao conjunto S(F,K), entdo a sequéncia {||x* — x*||} é convergente, ou

k+1

seja [[x*"1 —x*|| = a com a > 0. De (3.8), segue que

[ = x|P = [ = x> xR = x> 0.
Passando ao limite quando k — oo, obtemos
0= a2 o a2 2 ||Xk _Xk+1||2 2 0.

Portanto, segue que |[x* — x**!|| — 0. Por tltimo, vamos mostrar que os pontos de
acomulacdo de {x*} pertecem a S(F,K). Como mostramos {x¥} é Féjer convergente, em
particular, {x*} ¢ limitada. Portanto, por Bolzano-Weierstrass, {x*} possui subsequéncia
convergente e pelo menos um ponto de acomulacdo. Suponhamos entdo que x¥ — X
quando j — oo, temos também x¥+! — X, pois |[x* —x**!|| — 0. Segue de (3.5) e (3.6)

que,
2(xk — XMty — XM L iF(XkHaU)-
Logo, de (3.7) paray = x*
FOXMy) = (I = xF [P 4 [[xk — x*HH12 = [l —x*)?).

Assim, usando as propriedades de limsup, x¥ — x, x99t = x, [[x* —x**1| = 0eo

fato de que Ay é limitada. Entao, segue de (P3) que

0 < limsup F(xM,y) < F(x,y) Wy € K.

j—oo

Logo, X € S(F,K), da Proposicao 3.2.1 temos x* — X. E assim segue o resultado.
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Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos o conceito de problema de equilibrio estudado em Blum e
Oettli (1984), que abreviadamente representamos por PE(F,K), e seu conjunto solucao
por S(F, K). Destacamos sua importancia e abragéncia em relacao a outros problemas que
em certas condicoes podem ser visto como problemas de equilibrio, a saber: problemas
de desigualdade variacional, equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos, otimizacao
convexa, dentre outros. A bifuncdo de equilibrio F satisfaz as propriedades(P1) — (P3),
dessa forma, o problema PE(F,K) contém o problema de viabidade convexa PVC(F, K),
cujo o conjunto solucao denotamos por Sy (F,K). O problema PVC(F,K) nos auxilia na
demonstracao de resultados de existéncia para problema de equilibrio, e sob a propriedade
(P4) ou (P4*), garantimos a igualdade entre os conjuntos S(F, k) = Sv/(F, K). Além disso,
sob as propriedades descritas anteriormente, mostramos PE(F,K) possui solucao se, e
somente se, vale a propriedade (P5).

Diante desses resultados, apresentamos um algoritmo do ponto proximal para pro-
blema de que equilibrio com um novo termo de regularizagao, que foi proposto por Bento
et al. [1]. Mostramos que a fungao regularizadora do algoritmo satisfaz as propriedades
(P1) — (P5), e com isto, garantimos a boa definicao do algoritmo. E por fim, fizemos a
analise de convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo, mostrando sua convergéncia

para uma solucao do problema proposto.

26
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