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Centro de Ciências da Natureza

Pós-Graduação em Matemática
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do Programa de Pós-Graduação em
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do Piaúı, como requisito parcial para

obtenção do grau de Mestre em Matemática.
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Resumo

Estudamos neste trabalho diversos teoremas ergódicos que desempenham um papel impor-

tante na Teoria Ergódica, entre eles, o teorema ergódico de Birkhoff, o teorema ergódico

maximal e o teorema ergódico subaditivo de Kingmann. Além disso, aplicaremos tais

resultados para demonstrar o teorema de Weyl e estudar o conjunto das sequências

quase-normais que recentemente foi utilizado para demonstrar uma conjectura relacionada

ao método das projeções alternadas.

Palavras-chave: Teoremas ergódicos, Teorema ergódico de Birkhoff, Ergodicidade, Teo-

rema de Weyl, Sequências quase-normais, Projeções alternadas.
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Abstract

In this work we study several ergodic theorems that play an important role in

Ergodic Theory, among them, Birkhoff’s ergodic theorem, maximal ergodic theorem and

Kingmann’s subadditive ergodic theorem. Furthermore, we will apply these results to

prove Weyl’s theorem and study the set of the quasi-normal sequences that was recently

used to prove a conjecture related to the method of alternating projections.

Keywords: Ergodic Theorems, Birkhoff Ergodic Theorem, Ergodicity, Weyl’s Theorem,

Quasi-Normal Sequences, Alternating Projections.
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2.1.1 Teorema ergódico de von Neumann em L2(µ) . . . . . . . . . . . . . 18
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Introdução

A Teoria Ergódica estuda sistemas dinâmicos munidos de uma medida invariante. As

origens da Teoria Ergódica remetem à mecânica estat́ıstica, com uma tentativa de aplicar

a teoria da probabilidade à sistemas mecânicos conservativos. A palavra “ergódico” foi

criada no século XIX pelo f́ısico austŕıaco L. Boltzmann, um dos fundadores da teo-

ria cinética dos gases. Boltzmannn estava interessado nos sistemas descritos por fluxos

Hamiltonianos. Com o tempo, tornou-se usual chamar hipótese ergódica a afirmação de

que as médias temporais e espaciais são iguais. Sistemas para os quais vale essa igualdade

foram chamados ergódicos. Em 1890, Henri Poincaré obteve um importante resultado na

direção de entender o comportamento de órbitas de um sistema dinâmico discreto, este

resultado ficou conhecido como Teorema de Recorrência de Poincaré, que afirma que se

uma medida finita é invariante por uma transformação T : X→ X, então quase todo ponto

de um conjunto mensurável com medida positiva retorna infinitamente para ele. Desta

forma, é natural pensar como é o comportamento médio dessas órbitas por meio de uma

função. Dados x ∈ X, E ⊂ X e n ∈ N podemos definir o número de iterados de x que

visitam E até o tempo (n−1) por τn(E, x) = #
{
j ∈ {0, 1, ...,n− 1} : T j(x) ∈ E

}
. Quando

o limite

lim
n→∞

τn(E, x)

n
= lim

n→∞
1

n

n−1∑
j=0

XE(T
j(x)) (1)

existe, ele nos fornece a frequência com que a órbita de x visita o conjunto E. O Teorema

de Recorrência de Poincaré afirma que τn(E, x) → ∞ quando n → ∞ quase sempre,

porém ele não nos dá nenhuma informação sobre o limite (1).

Outro matemático que estudou as médias temporais e espaciais foi Hermann Weyl.

Em 1910, Weyl provou que para todo número irracional ξ a sequência xn = nξ (mod1)

é equidistribúıda em [0, 1], ou seja, para todo 0 ⩽ a ⩽ b ⩽ 1, temos

lim
n→∞

#{1 ⩽ j ⩽ n : xj ∈ (a,b)}

n
= b− a. (2)

1



Sumário 2

Porém foi em 1916 que Weyl em [20] publicou um paper que deu origem á teoria da dis-

tribuição uniforme. Em 1929, Koopmam começou a investigar grupos de transformações

que preservam medidas, ou seja, transformações que levam cada conjunto em outro que

mede o mesmo. Os teoremas ergódicos de von Neumann e Birkhoff foram provados nos

anos trinta do século passado e forneceram informações mais precisas sobre as médias

temporais, tais resultados desempenharam um importante papel no desenvolvimento da

Teoria Ergódica.

Devido a grande importância dos teoremas ergódicos no desenvolvimento da Teoria

Ergódica e a sua grande aplicabilidade em diversas áreas da matemática, neste trabalho

estudaremos diversos teoremas ergódicos, entre eles, o teorema ergódico de

von Neumann, o teorema ergódico de Birkhoff, o teorema ergódico maximal e teorema

ergódico de Kingmann. No Caṕıtulo 2, apresentaremos a demonstração destes teore-

mas e as relações existententes entre eles, por exemplo, o teorema ergódico de Birkhoff

pode ser demonstrado como consequência do teorema ergódico maximal. No Caṕıtulo

3 abordaremos o conceito de ergodicidade que possui grande utilidade em vários ramos

da matemática. No Caṕıtulo 4, aplicaremos o teorema de Birkhoff para demonstrar o

teorema de Weyl e para estudar o conjunto das sequências quase-normais que recente-

mente foi utilizado para demonstrar uma conjectura relacionada ao método das projeções

alternadas.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados que serão utilizados ao

longo deste trabalho. Parte substancial deste caṕıtulo encontra-se em [18]. Veja [5], [8] e

[4].

1.1 Espaços de medida

1.1.1 Espaços mensuráveis

Dado um subconjunto A ⊂ X denotaremos por Ac o complementar X \A do conjunto A

em relação a X.

Definição 1.1. Uma álgebra de X é uma famı́lia B de subconjuntos de X que é fechada

para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, isto é, tal que

• ∅ ∈ B ;

• A ∈ B implica Ac ∈ B;

• A ∈ B e B ∈ B implica A ∪ B ∈ B.

Observe que A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c também está em B para quaisquer A,B ∈ B. Além

disso, a união e interseção finita de quaisquer elementos de B também é um elemento de

B.

Definição 1.2. Uma álgebra diz-se uma σ-álgebra de subconjuntos de X se também for

fechada para as uniões enumeráveis:

3
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• Aj ∈ B para j = 1, ...,n, ... implica

∞⋃
j=1

Aj ∈ B.

Observe que uma σ-álgebra B também é fechada para as interseções enumeráveis, de

fato, se Aj ∈ B,∀j ∈ N, então
∞⋂
j=1

Aj = (

∞⋃
j=1

Ac
j )

c também está em B.

Definição 1.3. Um espaço mensurável é uma dupla (X,B), onde X é um conjunto e B

é uma σ-álgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B são chamados de conjuntos

mensuráveis do espaço.

A seguir, temos a seguinte Proposição:

Proposição 1.1. Considere uma famı́lia {Bi : i ∈ I} de σ-álgebras, onde I é um conjunto

qualquer. Então a interseção B =
⋂
i∈I

Bi também é uma σ-álgebra.

Definição 1.4. A σ-álgebra gerada por uma famı́lia E de subconjuntos de X é a menor σ-

álgebra que contém a famı́lia E, ou seja, é a interseção de todas as σ-álgebras que contêm

E. Denotaremos tal σ-álgebra por σ(E).

Definição 1.5. A σ-álgebra de Borel de um espaço topológico é a σ-álgebra gerada pela

topologia τ, isto é, a menor σ-álgebra que contém todos os subconjuntos abertos. Neste

caso, os conjuntos mensuráveis recebem o nome de borelianos.

1.1.2 Espaços de medida

Definição 1.6. Seja (X,B) um espaço mensurável. Uma medida em (X,B) é uma função

µ : B → [0,+∞] tal que µ(∅) = 0 e

µ(

∞⋃
j=1

Aj) =

∞∑
j=1

µ(Aj),

para qualquer famı́lia enumerável de conjuntos Aj ∈ B disjuntos dois-a-dois. Esta última

propriedade é chamada de σ-aditividade. A tripla (X,B,µ) é chamada espaço de medida.

Quando µ(X) < ∞ dizemos que µ é uma medida finita. No caso particular em que

µ(X) = 1, dizemos que µ é uma probabilidade. Neste caso (X,B,µ) é chamado de espaço

de probabilidade.

Definição 1.7. Dizemos que uma medida µ é σ-finita se existe uma famı́lia enumerável

de subconjuntos mensuráveis A1, ...,An, ... de X tal que : µ(Ai) <∞, para todo i, e

X =

∞⋃
i=1

Ai.
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Definição 1.8. Dizemos que um conjunto mensurável A, pertencente á σ-álgebra B tem

medida nula se µ(A) = 0.

Uma propriedade importante de conjuntos de medida nula é que a união enumerável de

conjuntos de medida nula também é um conjunto de medida nula. No próximo resultado

enunciamos um teorema de extensão de medidas.

Teorema 1.1. Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e seja µ0 : A → [0,+∞] uma

função σ-aditiva com µ0(X) <∞. Então existe uma única medida µ definida na σ-álgebra

B gerada por A que é uma extensão de µ0, ou seja, tal que µ(A) = µ0(A) para todo A ∈ A.

Definição 1.9. Dizemos que uma famı́lia não vazia C de subconjuntos de X é uma

classe monótona, se C contém X e é fechada para as uniões e interseções enumeráveis

monótonas, ou seja:

• dados subconjuntos A1 ⊂ A2 ⊂ ... em C , então
⋃
n⩾1

An ∈ C e

• dados subconjuntos A1 ⊃ A2 ⊃ ... em C , então
⋂
n⩾1

An ∈ C.

Teorema 1.2. A menor classe monótona que contém uma álgebra A coincide com a

σ-álgebra gerada por A.

Teorema 1.3. (Aproximação) Seja (X,B,µ) um espaço de probabilidade e seja A uma

álgebra que gera a σ-álgebra B. Então para todo ε > 0 e todo B ∈ B existe A ∈ A tal que

µ(A∆B) < ε, onde:

A∆B = (A \ B) ∪ (B \A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B).

O resultado acima nos diz que todo elemento da σ-álgebra gerada por uma álgebra

pode ser aproximado por um elemento da álgebra.

Definição 1.10. Um espaço de medida diz-se completo se todo subconjunto de um con-

junto mensurável com medida nula também é mensurável.

1.1.3 Aplicações mensuráveis

Definição 1.11. Dados espaços mensuráveis (X,B) e (Y,C), dizemos que uma aplicação

f : X→ Y é mensurável se f−1(C) ∈ B, para todo C ∈ C.
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Proposição 1.2. Sejam f,g : X → [−∞,+∞] funções mensuráveis e sejam a,b ∈ R.

Então também são mensuráveis as seguintes funções:

(af+ bg)(x) = af(x) + bg(x) e (f · g)(x) = f(x) · g(x).

Além disso, se fn : X→ [−∞,+∞] é uma sequência de funções mensuráveis, também

são mensuráveis as seguintes funções:

s(x) = sup{fn(x) : n ⩾ 1} e i(x) = inf{fn(x) : n ⩾ 1},

f∗(x) = lim sup
n→∞ fn(x) e f∗(x) = lim inf

n→∞ fn(x).

Em particular, se f(x) = lim
n→∞ fn(x) existe, então f é mensurável.

Definição 1.12. Dizemos que uma função s : X → R é simples se existem constantes

α1, ...,αk ∈ R e conjuntos mensuráveis A1, ...,AK ∈ B disjuntos dois a dois tais que

s =

k∑
j=1

αjXAj
,

onde XA é a função caracteŕıstica do conjunto A.

Observação 1.1. Toda função simples é mensurável.

Proposição 1.3. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então existe uma

sequência (sn) de funções simples tal que |sn(x)| ⩽ |f(x)| para todo n e

lim
n→∞ sn(x) = f(x), ∀x ∈ X.

Se f toma valores em R, podemos tomar sn com valores em R. Se f é limitada, a sequência

pode ser escolhida tal que a convergência seja uniforme. Se f é não negativa, podemos

tomar 0 ⩽ s1 ⩽ s2 ⩽ ... ⩽ f.

1.2 Integração em espaços de medida

Nesta seção definiremos a integral de Lebesgue de uma função em relação a uma medida.
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1.2.1 Integral de Lebesgue

Seja (X,B,µ) um espaço de medida.

Definição 1.13. Seja s =
∑k

j=1 αjXAj
uma função simples. Então a integral de s em

relação á medida µ é dada por:

∫
s dµ =

k∑
j=1

αjµ(Aj).

Agora definiremos a integral de Lebesgue para funções não negativas.

Definição 1.14. Seja f : X→ [0,+∞] uma função mensurável não negativa. Então

∫
f dµ = lim

n→∞
∫
sn dµ,

onde s1 ⩽ s2 ⩽ ... é uma sequência não decrescente de funções simples tal que

lim
n→∞ sn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Para estender a definição de integral a qualquer função mensurável, observemos que

dada uma função f : X→ [−∞,+∞] sempre podemos escrever f = f+ − f− com

f+ = max{f(x), 0} e f− = max{−f(x), 0}.

Definição 1.15. Seja f : X→ [−∞,+∞] uma função mensurável. Então,∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita.

Definição 1.16. Dizemos que uma função f : X → [−∞,+∞] é integrável se for men-

surável e sua integral for um número real. Denotamos o conjunto das funções integráveis

por L1(X,B,µ) ou, mais simplesmente, por L1(µ).

Da definição 1.15 segue que |f| ∈ L1(µ) se, e somente se, f ∈ L1(µ).

Definição 1.17. Dada uma função mensurável f : X → [−∞,+∞] e um conjunto men-

surável E definimos a integral de f sobre E por∫
E

f dµ =

∫
f · XE dµ.
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Proposição 1.4. O conjunto L1(µ) das funções reais integráveis é um espaço vetorial real

e a aplicação I : L1(µ) → R dada por I(f) =
∫
f dµ é um funcional linear positivo. Além

disso, |
∫
f dµ| ⩽

∫
|f|dµ se f ∈ L1(µ). Em particular, I é um funcional linear limitado.

Definição 1.18. Dizemos que uma propriedade é válida em µ-quase todo ponto se é

válida em todo o X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula. Analogamente,

dizemos que duas funções f e g são iguais em µ-quase todo ponto se existe uma conjunto

mensurável N com µ(N) = 0 tal que f(x) = g(x) para todo x ∈ X\N. Neste caso, supondo

que as funções sejam integráveis, as suas integrais coincidem.

Lema 1.1. (Borel-Cantelli) Sejam (En) uma famı́lia enumerável de conjuntos men-

suráveis e F o conjunto dos pontos que pertencem a En, para infinitos valores de n,

ou seja,

F = lim sup
n

En =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

En.

Se
∑
n∈N

µ(En) <∞, então µ(F) = 0.

1.2.2 Teoremas de convergência

Nesta subseção mencionamos importantes resultados de convergência de funções que serão

utilizados na demonstração dos principais resultados desta dissertação.

Teorema 1.4. (Convergência monótona) Seja fn : X → [−∞,+∞] uma sequência não-

decrescente de funções mensuráveis não-negativas e seja f : X → [−∞,+∞] a função

definida por f(x) = lim
n→∞ fn(x). Então

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Teorema 1.5. (Lema de Fatou) Seja fn : X → [0,+∞] uma sequência de funções

mensuráveis não-negativas. Então, a função f : X → [−∞,+∞] definida por f(x) =

lim inf
n→∞ fn(x) é mensurável e vale∫

lim inf
n→∞ fn(x)dµ ⩽ lim inf

n→∞
∫
fn dµ.

Teorema 1.6. (Convergência dominada) Seja fn : X → R uma sequência de funções

mensuráveis e suponha que existe uma função integrável g tal que |fn(x)| ⩽ |g(x)| para
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µ-quase todo x em X. Suponha também que a sequência (fn) converge em µ-quase todo

ponto para uma função f : X→ R. Então f é integrável e vale :

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Teorema 1.7. (Egorov) Seja (X,A,µ) um espaço de medida com µ(X) < ∞. Seja (fn)

uma sequência de funções mensuráveis, convergindo em µ-q.t.p. x ∈ X para f : X → R.

Então, dado qualquer δ > 0, existe E ∈ A com µ(Ec) ⩽ δ e tal que (fn|E) converge

uniformemente.

1.2.3 Produto de medidas

Sejam (Xk,Ak,µk) espaços de medida finita, para k = 1, ...,n. Podemos tornar o produto

cartesiano X1×· · ·×Xn um espaço de medida da seguinte forma, considere em X1×· · ·×Xn

a σ-álgebra gerada pela famı́lia de todos os conjuntos da forma A1×· · ·×An com Aj ∈ Aj.

Ela é chamada σ-álgebra produto e é representada por A1 ⊗ · · · ⊗An.

Teorema 1.8. Existe uma única medida µ em (X1 × · · · × Xn,A1 ⊗ · · · ⊗ An) tal que

µ(A1 × · · · ×An) = µ1(A1) · · ·µn(An) para todo A1 ∈ A1, · · · ,An ∈ An. Em particular,

µ é uma medida finita.

1.2.4 Derivação de medidas

Definição 1.19. Sejam µ e ν duas medidas num mesmo espaço mensurável (X,B). Dize-

mos que ν é absolutamente cont́ınua em relação a µ se todo conjunto mensurável E que

satisfaz µ(E) = 0 também satisfaz ν(E) = 0. Nesse caso escrevemos ν≪ µ.

Teorema 1.9. (Radon-Nikodym) Se µ e ν são medidas finitas tais que ν ≪ µ, então

existe uma função mensurável ρ : X→ [0,+∞] tal que ν = ρµ, ou seja, tal que∫
φdν =

∫
φρdµ

para toda função mensurável limitada φ : X → R. Em particular, ν(E) =

∫
E

ρdµ, para

todo conjunto mensurável E ⊂ X.

Notação: Em geral dizemos que
dν

dµ
= ρ.
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1.3 Medidas invariantes

Definição 1.20. Sejam (M,B,µ) um espaço de medida e T :M→M uma transformação

mensurável. A medida µ é invariante por T se

µ(E) = µ(T−1(E))

para todo conjunto mensurável E ⊂M. Neste caso, também dizemos que T preserva µ.

Proposição 1.5. Seja T :M→M uma transformação mensurável e µ uma medida finita

em M. Então µ é invariante por T se e somente se para toda função ϕ ∈ L1(µ) vale que

ϕ ◦ T ∈ L1(µ) e ∫
M

ϕdµ =

∫
M

(ϕ ◦ T)dµ (1.1)

Demonstração: Primeiramente, assuma (1.1) para toda ϕ : M → R integrável. Dado

um conjunto mensurável B ⊂M, considere a função ϕ = XB. Como

∫
M

|ϕ|dµ = µ(B) <∞ segue que XB ∈ L1(µ).

Afirmo que XB◦T = XT−1(B). De fato, para todo x ∈M, observe que se XT−1(B)(x) = 1

então x ∈ T−1(B). Em particular, T(x) ∈ B e XB ◦ T(x) = 1. De modo análogo se

XT−1(B)(x) = 0 então XB ◦ T(x) = 0. Portanto,

µ(B) =

∫
M

XB dµ =

∫
M

XB ◦ T dµ =

∫
M

XT−1(B) dµ = µ(T−1(B))

Isto prova que µ é invariante por T . Agora assuma que µ é invariante por T , então

temos que ∫
M

XB dµ =

∫
M

XB ◦ T dµ

e XB ◦ T ∈ L1(µ). Assim, (1.1) é válida para funções caracteŕısticas.

Se s é uma função simples, isto é, s é uma combinação linear finita de funções carac-

teŕısticas, usando a linearidade da integral, é fácil ver que∫
M

(s ◦ T)dµ =

∫
M

s dµ.

Considere uma função arbitrária ϕ ∈ L1(µ). Podemos escrever ϕ = ϕ+ − ϕ−, onde

ϕ+ e ϕ− é a parte positiva e a parte negativa de ϕ, respectivamente. Como ϕ+,ϕ− ⩾ 0,

é suficiente provar a igualdade (1.1) para funções ϕ ∈ L1(µ) tal que ϕ ⩾ 0. Para isso,

seja (sn) uma sequência de funções simples tal que

0 ⩽ sn ⩽ sn+1 ⩽ ϕ para todo n ∈ N,
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tal que sn → ϕ pontualmente. Do teorema da convergência monótona segue que∫
M

sn dµ −→
∫
M

ϕdµ

quando n → ∞. Como sn ◦ T ↗ ϕ ◦ T quando n → ∞, do teorema da convergência

monótona segue que ∫
M

(ϕ ◦ T)dµ = lim
n→∞

∫
M

(sn ◦ T)dµ

= lim
n→∞

∫
M

sn dµ =

∫
M

ϕdµ

e isto completa a prova da Proposição.

O próximo resultado nos diz que para provar que uma medida é invariante basta

analisar os conjuntos numa álgebra que gera a σ-álgebra.

Lema 1.2. Sejam T : M → M uma transformação mensurável e µ uma medida finita

em M. Suponha que existe uma álgebra A de subconjuntos mensuráveis de M tal que A

gera a σ-álgebra B de M e µ(E) = µ(T−1(E)) para todo E ∈ A. Então o mesmo vale para

todo conjunto E ∈ B, isto é, a medida µ é invariante por T .

1.4 Espaços Lp(µ)

1.4.1 Espaços Lp(µ) com 1 ⩽ p <∞
Definição 1.21. Dado qualquer p ∈ [1,∞), dizemos que f : X → C é uma função p-

integrável com relação a µ se a função |f|p é integrável em relação a µ.

Definição 1.22. Denotamos por Lp(µ) o conjunto das funções complexas p-integráveis

com relação a µ, módulo a relação de equivalência que identifica quaisquer funções que

são iguais em µ-quase todo ponto. Para cada função f ∈ Lp(µ), definimos a norma Lp de

f:

∥f∥p=
(∫

|f|p dµ

) 1
p

.

O próximo resultado garante que Lp(µ) é um espaço de Banach.

Teorema 1.10. O conjunto Lp(µ) é um espaço vetorial complexo. Além disso, ∥·∥p é

uma norma em Lp(µ) e essa norma é completa.

Teorema 1.11. (Desigualdade de Minkowski) Sejam f,g ∈ Lp(µ). Então:(∫
|f+ g|p dµ

) 1
p

⩽

(∫
|f|p dµ

) 1
p

+

(∫
|g|p dµ

) 1
p

.
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1.4.2 Produto interno em L2(µ)

O caso p = 2 é um caso especial pois a norma ∥·∥2 definida anteriormente provém de um

produto interno, a saber:

⟨f,g⟩ =
∫
fgdµ.

Segue das propriedades de integral que esta expressão realmente define um produto interno

em L2(µ). Este produto se relaciona com a norma ∥·∥2 por:

∥f∥2= (⟨f, f⟩)1/2.

Teorema 1.12. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dadas f,g ∈ L2(µ), então fg ∈ L1(µ)

e vale a desigualdade:∣∣∣∣∫ fgdµ∣∣∣∣ ⩽ ∫
|fg|dµ ⩽

(∫
|f|2dµ

)1/2(∫
|g|2dµ

)1/2

.

Teorema 1.13. (Desigualdade de Hölder). Dado 1 < p < ∞ considere q definido pela

relação 1
p
+ 1

q
= 1. Então, para toda f ∈ Lp(µ) e g ∈ Lq(µ) temos que fg ∈ L1(µ) e vale

a desigualdade: ∫
|fg|dµ ⩽

(∫
|f|pdµ

)1/p(∫
|g|qdµ

)1/q

.

1.5 Espaços de Hilbert

Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial munido de produto interno cuja norma ∥·∥

proveniente deste produto interno é completa, ou seja, relativamente a ∥·∥ toda sequência

de Cauchy é convergente. Como vimos anteriormente L2(µ) é um espaço de Hilbert.

1.5.1 Operador de Koopman

Sejam (M,B) um espaço mensurável, T :M→M uma transformação mensurável e µ uma

medida invariante por T . O operador de Koopman é o operador linear UT : L1(µ) → L1(µ),

definido por UT (ϕ) = ϕ ◦ T .

Note que UT está bem definido e é uma isometria, isto é, ele preserva a norma do

espaço L1(µ). De fato,

∥UT (ϕ)∥1 =
∫
|UT (ϕ)|dµ =

∫
|ϕ| ◦ T dµ =

∫
|ϕ|dµ = ∥ϕ∥1,
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a terceira igualdade é verdadeira uma vez que µ é invariante. Além disso, UT é um

operador linear positivo, UT ⩾ 0 em µ-quase todo ponto sempre que ϕ ⩾ 0 em µ-quase

todo ponto. Disto temos a seguinte Proposição.

Proposição 1.6. O operador UT : L1(µ) → L1(µ) induzido por T é linear, positivo e uma

isometria.

1.5.2 Isometrias em espaços de Hilbert

Sejam H um espaço de Hilbert e F um subespaço fechado de H. Então

H = F⊕ F⊥,

onde F⊥ = {w ∈ H; ⟨v,w⟩ = 0,∀v ∈ F} é o complementar ortogonal de F. A projeção

PF : H→ F associada à decomposição H = F⊕ F⊥ é chamada projeção ortogonal sobre F.

Ela está unicamente caracterizada por

∥x− PF(x)∥= min{∥x− v∥; v ∈ F}.

Observe que PF(v) = v para todo v ∈ F, e por consequência, P2F = PF.

O operador adjunto U∗ : H → H de um operador linear cont́ınuo U : H → H está

definido pela relação

⟨U∗u, v⟩ = ⟨u,Uv⟩ para todo u, v ∈ H.

O operador U diz-se uma isometria se ele preserva produto interno, ou seja,

⟨Uu,Uv⟩ = ⟨u, v⟩ para todo u, v ∈ H.

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H. Outra condição equivalente é

U∗U = id. De fato,

⟨Uu,Uv⟩ = ⟨u, v⟩ ∀u, v ∈ H ⇔ ⟨U∗Uu, v⟩ = ⟨u, v⟩ ∀u, v ∈ H.

Definição 1.23. O conjunto dos vetores invariantes de um operador linear cont́ınuo U :

H→ H é o subespaço vetorial definido por,

I(U) = {v ∈ H : Uv = v}.

Observe que I(U) é um subespaço vetorial fechado, uma vez que U é cont́ınuo. Quando

U é uma isometria, temos o seguinte lema :
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Lema 1.3. Se U : H→ H é uma isometria, então Uv = v se, e somente se, U∗v = v.

Demonstração: Como U∗Uv = v, supondo Uv = v temos,

⟨U∗v,u⟩ = ⟨U∗Uv,u⟩ = ⟨v,u⟩ , para todo u ∈ H,

assim U∗v = v. Agora suponha que U∗v = v. Então ⟨Uv, v⟩ = ⟨v,U∗v⟩ = ⟨v, v⟩ = ∥v∥2.

Logo, usando que U preserva a norma de H,

∥Uv− v∥2 = ⟨Uv− v,Uv− v⟩ = ∥Uv∥2 − ⟨Uv, v⟩− ⟨v,Uv⟩+ ∥v∥2 = 0.

Portanto, Uv = v.



Caṕıtulo 2

Teoremas ergódicos

Neste caṕıtulo apresentamos os principais resultados desta dissertação.

2.1 Teorema ergódico de von Neumann

John von Neumann (1903-1957) foi uma matemático húngaro, naturalizado estadunidense,

que obteve contribuições em áreas como teoria dos conjuntos, análise funcional, teoria

ergódica, mecânica quântica e várias outras áreas de estudo importantes. Von Neumann

publicou em 1932 um paper com o resultado que ficou conhecido como teorema ergódico

médio. Este resultado foi um dos primeiros a descrever o comportamento geométrico de

transformações que preservam medidas. A demonstração do teorema de von Neumann,

que apresentamos aqui, pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.1. (von Neumann) Seja U : H → H uma isometria num espaço de Hilbert

H, e seja P a projeção ortogonal sobre o subespaço I(U) dos vetores invariantes por U.

Então,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Ujv = Pv , para todo v ∈ H.

Demonstração: Seja L(U) o conjunto dos vetores w ∈ H da forma w = Uu − u para

algum u ∈ H e seja L(U) o seu fecho. Afirmamos que

I (U) = L(U)
⊥
.

Começaremos mostrando que I(U) ⊂ L(U)
⊥
. Primeiramente, considere vetores v ∈

I(U) e w ∈ L(U). Pelo Lema 1.3 temos que v ∈ I(U∗), ou seja, U∗v = v e w = Uu − u,

15
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para algum u ∈ H. Note que

⟨v,w⟩ = ⟨v,Uu− u⟩

= ⟨v,Uu⟩− ⟨v,u⟩

= ⟨U∗v,u⟩− ⟨v,u⟩

= 0.

Logo ⟨v,w⟩ = 0, para qualquer w ∈ L(U). Agora, considere w ∈ L(U), existe uma

sequência (wk) sequência em L(U) tal que wk → w. Dáı,

⟨v,w⟩ = ⟨v, lim
k→∞wk⟩ = lim

k→∞⟨v,wk⟩ = 0.

Logo v ∈ L(U)
⊥
e provamos a primeira inclusão.

Agora, iremos mostrar que L(U)
⊥
⊂ I(U). Dado v ∈ L(U)

⊥
, temos que ⟨v,w⟩ = 0,

para todo w ∈ L(U). Escrevendo w = Uu− u temos que ⟨v,Uu⟩ = ⟨v,u⟩. Dáı,

⟨U∗v,u⟩ = ⟨v,u⟩.

A igualdade acima vale para todo u ∈ H assim U∗v = v. Do Lema 1.3 segue que v ∈ I(U).

Assim temos que L(U)
⊥
= I(U). Em particular, podemos escrever

H = I(U)⊕ L(U).

Agora provaremos o resultado nos casos particulares onde v ∈ I(U) ou v ∈ L(U). Suponha

que v ∈ I(U). Observe que Pv = v. Por outro lado,

1

n

n−1∑
j=0

Ujv =
1

n

n−1∑
j=0

v = v,

para todo n. Logo esta sequência converge para v quando n → ∞. E isto prova o

resultado neste caso. Em seguida suponha que v ∈ L(U). Então, por definição, existe

u ∈ H tal que v = Uu− u. Dáı,

1

n

n−1∑
j=0

Ujv =
1

n

n−1∑
j=0

(Uj+1u−Uju) =
1

n
(Unu− u).

Por outro lado como U é isometria, temos que

∥Unu− u∥⩽ ∥Unu∥+∥u∥= 2∥u∥.
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Isto mostra que, ∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujv

∥∥∥∥∥ ⩽
2

n
∥u∥.

Disto segue que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Ujv = 0, para todo v ∈ L(U).

Mais em geral, suponha que v ∈ L(U) . Então existem vk ∈ L(U) convergindo para v

quando k→ ∞.

Como U é isometria, observe que∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujv−
1

n

n−1∑
j=0

Ujvk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Uj(v− vk)

∥∥∥∥∥
⩽

1

n

n−1∑
j=0

∥Uj(v− vk)∥

⩽ ∥v− vk∥.

Dado ε > 0 existe k0 ∈ N tal que ||v − vk0
|| < ε/2. Por outro lado, vk0

∈ L(U) assim

existe n0 tal que para todo n > n0 temos

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujvk0

∥∥∥∥∥ < ε

2
.

Para n > n0, observe que∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujv

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujv−
1

n

n−1∑
j=0

Ujvk0
+

1

n

n−1∑
j=0

Ujvk0

∥∥∥∥∥
⩽

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujv−
1

n

n−1∑
j=0

Ujvk0

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ 1n

n−1∑
j=0

Ujvk0

∥∥∥∥∥
⩽ ∥v− vk0

∥+

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

Ujvk0

∥∥∥∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Ujv = 0, para todo v ∈ L(U).

Para o caso geral onde v é um vetor qualquer de H podemos escrever v = Pv + w,
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onde Pv ∈ I(U) e w ∈ L(U) uma vez que H = I(U)⊕ L(U). Dáı,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Ujv = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Uj(Pv+w)

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

UjPv+ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Ujw

= Pv.

Concluindo assim a prova do resultado.

2.1.1 Teorema ergódico de von Neumann em L2(µ)

Sejam (X,B,µ) um espaço de probabilidade e T : X→ X uma transformação mensurável

que preserva µ em X. Uma função mensurável f : X→ R é dita invariante se f ◦ T = f em

µ-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular do teorema ergódico de

von Neumann.

Teorema 2.2. Para qualquer f ∈ L2(µ), seja f̃ a projeção ortogonal de f no subespaço

das funções invariantes. Então a sequência

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j

converge para f̃ no espaço L2(µ). Se T é invertivel, então a sequência

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T−j

também converge para f̃ em L2(µ).

Demonstração: Dada uma transformação T : X→ X que preserva uma medida finita µ.

Seja U = UT : L2(µ) → L2(µ) o operador de Koopman. Note que g ∈ I(U) se e somente

se, g ◦ T = g em µ-quase todo ponto. Seja f̃ a projeção de f em I(U), Pelo Teorema 2.1,

temos que

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j −→ f̃

em L2(µ), e isso prova a primeira afirmação.

Agora, suponha que T é invert́ıvel, considere Ũ = UT−1 , assim temos que Ũ(g) =

g ◦ T−1 = U−1
T . Assim, analogamente ao que foi feito, a segunda sequência converge para
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a projeção ortogonal de f no espaço I(U−1
T ). Veja que se g ∈ I(U−1

T ) então g ◦ T−1 = g

em µ-q.t.p. Dáı, g = g ◦ T , ou seja, g ∈ I(UT ). De modo análogo, I(UT ) ⊂ I(U−1
T ) logo

I(U−1
T ) = I(UT ). O limite da sequência

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T−j

em L2(µ) é a mesma função f̃ que obtivemos antes.

2.2 Teorema ergódico de Birkhoff

George David Birkhoff (1884-1944) foi um matemático estadunidense, que teve trabalhos

importantes em teoria algébrica dos grafos, sistemas dinâmicos, mecânica quântica. Uma

de suas maiores contribuições foi o seu teorema ergódico publicado em 1931. Demon-

straremos o teorema ergódico de Birkhoff seguindo a prova que pode ser encontrada em

[2]. Apresentaremos agora a noção de expectativa condicional de uma função que será

útil na demonstração.

Definição 2.1. Sejam A e B duas σ-álgebras de um conjunto X. Diremos que B é uma

σ-subálgebra de A se B ⊂ A.

Proposição 2.1. Seja (X,A,µ) um espaço de medida finita e seja F ⊂ A uma σ-

subálgebra. Para toda função A-mensurável f ∈ L1(µ), sempre existe uma função F-

mensurável fF ∈ L1(µ) tal que∫
A

fF dµ =

∫
A

f dµ para todo A ∈ F.

Demonstração: Defina a medida finita ν em F por

ν(A) =

∫
A

f dµ para todo A ∈ F.

Note que se µ(A) = 0 para A ∈ F então ν(A) = 0. Em outras palavras, ν é absoluta-

mente cont́ınua com respeito a restrição de µ à σ-álgebra F. Portanto, pelo Teorema de

Radon-Nikodym, existe uma função F- mensurável fF ∈ L1(µ) tal que

ν(A) =

∫
A

fF dµ para todo A ∈ F

e obtemos o resultado.
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Definição 2.2. Toda função fF como na Proposição anterior é chamada de esperança

condicional de f com respeito à F.

Exemplo 2.1. Sejam (X,A,µ) um espaço de medida finita e T : X → X uma trans-

formação A-mensurável. Considere a σ-subálgebra de conjuntos T -invariantes:

F = {A ∈ A; T−1A = A}.

Seja f : X → R uma função A-mensurável. Vamos mostrar que f é F-mensurável se

e somente se os conjuntos f−1{α} são T -invariantes para todo α ∈ R. De fato, f é F-

mensurável se e somente se f−1B é T -invariante para todo conjunto mensurável B ⊂ R,

ou seja, se e somente se,

f−1B = T−1(f−1B) = (f ◦ T)−1B, (2.1)

para todo conjunto mensurável B ⊂ R. Como {α} ⊂ R é mensurável para cada α ∈ R,

segue de (2.1) que

(f ◦ T)−1α = f−1α (2.2)

para todo α ∈ R. Agora, assumindo que (2.2) é válido para todo α ∈ R, temos

(f ◦ T)−1B = (f ◦ T)−1
⋃
α∈B

{α}

=
⋃
α∈B

(f ◦ T)−1α

=
⋃
α∈B

f−1α

= f−1
⋃
α∈B

{α} = f−1B,

para todo conjunto B ∈ R. Isto implica que f é F-mensurável. Em particular, a expectativa

condicional fF de uma função A-mensurável f ∈ L1(µ) é uma função T -invariante.

Teorema 2.3. (Birkhoff) Sejam T : X → X uma transformação mensurável e µ uma

probabilidade invariante por T . Dada qualquer função integrável f : X→ R, o limite

f̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

existe em µ-q.t.p. x ∈ X. Além disso, a função f̃ é integrável e∫
X

f̃ dµ =

∫
X

f dµ.
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Demonstração: Seja ψ : X → R uma função integrável. Para cada n ∈ N, considere a

função

ψn = max

{
l−1∑
j=0

ψ ◦ T j; 1 ⩽ l ⩽ n

}
.

Claramente, ψn+1 ⩾ ψn para todo n. Como

|ψn| ⩽
n−1∑
j=0

|ψ ◦ T j|

e µ é T -invariante, segue da Proposição 1.5 que∫
X

|ψn|dµ ⩽
n−1∑
j=0

∫
X

|ψ ◦ T j|dµ

= n

∫
X

|ψ|dµ <∞.

Portanto, (ψn) é uma sequência não-decrescente de funções µ-integráveis. Além disso,

ψn+1 = max

{
l−1∑
j=0

ψ ◦ T j; 1 ⩽ l ⩽ n+ 1

}

= ψ+max

{
0,

l∑
j=1

ψ ◦ T j; 1 ⩽ l ⩽ n

}
(2.3)

= ψ+max{0,ψn ◦ T }.

Observe que lim
n→∞ψn+1(x) = +∞, se e somente se , lim

n→∞ψn(T(x)) = +∞. Portanto, o

conjunto

A =
{
x ∈ X; lim

n→∞ψn(x) = +∞}
é T -invariante. Assim, segue de (2.3) que

ψn+1 −ψn ◦ T = ψ+max{0,ψn ◦ T }−ψn ◦ T

= ψ−min{0,ψn ◦ T }, (2.4)

logo ψn+1 −ψn ◦ T ↘ ψ em A, quando n→ ∞. Além disso, de (2.4) temos que

0 ⩽ ψn+1 −ψn ◦ T −ψ ⩽ ψ2 −ψ1 ◦ T −ψ

para todo n ∈ N. Como ψ2−ψ1 ◦T −ψ é µ-integrável, segue do teorema da convergência

dominada que ∫
A

(ψn+1 −ψn ◦ T)dµ→
∫
A

ψdµ,
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quando n→ ∞. Por outro lado, da Proposição 1.5 temos que

0 ⩽
∫
A

(ψn+1 −ψn)dµ

=

∫
A

(ψn+1 −ψn ◦ T)dµ.

Portanto, ∫
A

ψdµ ⩾ 0. (2.5)

Agora, considere a σ-subálgebra F dos conjuntos T -invariantes. Dado ε > 0, considere a

função

ψ = f− fF − ε

onde fF é a esperança condicional de f. Da Proposição 2.1, como A é T -invariante, ou

seja, A ∈ F temos que ∫
A

ψdµ =

∫
A

(f− fF − ε)dµ = −ε · µ(A).

De (2.5) podemos concluir que µ(A) = 0. Então,

lim
n→∞ψn(x) < +∞

para µ-quase todo ponto x ∈ X. Note que

1

n

n−1∑
j=0

ψ ◦ T j ⩽ ψn

n
.

Dáı,

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ψ ◦ T j ⩽ 0

para µ-quase todo ponto em X. Por outro lado, fF é T -invariante assim

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ⩽ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

fF ◦ T j + ε = fF + ε (2.6)

em µ-quase todo ponto em X. Agora, note que (−f)F = −fF. Portanto, substituindo f

por −f em (2.6), temos

− lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j = lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

(−f) ◦ T j

⩽ −fF + ε.
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Logo,

fF − ε ⩽ lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j (2.7)

em µ-quase todo ponto. Por (2.6) e (2.7) existe um conjunto Xε ⊂ X com medida total,

ou seja, µ(Xε) = µ(X) tal que em Xε vale

fF − ε ⩽ lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ⩽ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ⩽ fF + ε.

Como ε é arbitrário, tomando ε = 1
k
, com k ∈ N existe um conjunto X1/k ⊂ X, com

medida total tal que em X1/k vale

fF −
1

k
⩽ lim inf

n→∞
1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ⩽ lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ⩽ fF +
1

k
.

Uma vez que (X1/k)
c tem medida nula, e a união enumerável de conjuntos de medida

nula tem medida nula segue que

D =

∞⋂
k=1

X1/k =

( ∞⋃
k=1

(X1/k)
C

)c

tem medida total. Assim para todo x ∈ D temos que

f̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) = fF(x). (2.8)

Como µ(D) = µ(X) e o número fF(x) está bem definido para µ-quase todo ponto x ∈ X

temos que f̃ = fF em µ-quase todo ponto. Por outro lado, fF ∈ L1(µ) assim f̃ ∈ L1(µ).

Da Proposição 2.1 temos que ∫
X

f̃ dµ =

∫
X

fF dµ =

∫
X

f dµ,

o que completa a prova do resultado.

Corolário 2.1. Suponha que M é um espaço métrico compacto e T : M → M é uma

aplicação mensurável. Então existe um conjunto mensurável G ⊂ M com µ(G) = 1 tal

que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) = f̃(x), (2.9)

para todo x ∈ G e toda função cont́ınua f :M→ R.
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Demonstração: Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff, para cada função cont́ınua f existe

um conjunto G(f) ⊂ M com µ(G(f)) = 1 tal que (2.9) é válido para todo x ∈ G(f).

Considere C0(M) como sendo o espaço das funções cont́ınuas f : M → R. Como M é

compacto, temos que C0(M) admite algum subconjunto {fk : k ∈ N} enumerável denso.

Tomemos

G =

∞⋂
k=1

G(fk).

É claro que µ(G) = 1. Portanto basta provar que (2.9) vale para toda função cont́ınua f

sempre que x ∈ G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado f ∈ C0(M) e qualquer

ε > 0, tomemos k ∈ N tal que

∥f− fk∥ = sup{|f(x) − fk(x)| : x ∈M} ⩽ ε.

Então, dado qualquer ponto x ∈ G,

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) ⩽ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

fk ◦ T j(x) + ε = f̃k(x) + ε,

lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) ⩾ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

fk ◦ T j(x) − ε = f̃k(x) − ε.

Isto implica que

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) − lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) ⩽ 2ε.

Como ε é arbitrário, segue que o limite f̃(x) existe, conforme afirmado.

2.2.1 Relação entre o teorema ergódico de Birkhoff e o teorema

ergódico de Von Neumann

Nesta seção mostraremos que o teorema ergódico de Von Neumann pode ser obtido como

uma consequência do teorema ergódico de Birkhoff. Uma importante vantagem do Teo-

rema ergódico de Birkhoff é a sua formulação em termos de convergência em µ-quase

todo ponto, o que neste contexto é uma propriedade mais forte do que a convergência em

L2(µ).
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Considere uma função f ∈ L2(µ), observe que f ∈ L1(µ) pois X é um espaço de medida

finito. Seja f̃ sua média temporal. Primeiramente, vamos mostrar que f̃ ∈ L2(µ) e que

sua norma satisfaz ∥f̃∥2 ⩽ ∥f∥2. De fato, temos que

|f̃| ⩽ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

|f ◦ T j|.

Dáı,

|f̃|2 ⩽ lim
n→∞

(
1

n

n−1∑
j=0

|f ◦ T j|

)2

.

Então, pelo lema de Fatou, temos que

[∫
|f̃|2 dµ

] 1
2

⩽ lim inf
n→∞

∫ ( 1

n

n−1∑
j=0

|f ◦ T j|

)2

dµ

 1
2

.

Usando a desiguladade de Minkowski, podemos majorar a desigualdade do lado direito.

Assim, ∫ ( 1

n

n−1∑
j=0

|f ◦ T j|

)2

dµ

 1
2

⩽
1

n

n−1∑
j=0

[∫
|f ◦ T j|2 dµ

] 1
2

.

Como µ é invariante por T , da Proposição 1.5 segue que

1

n

n−1∑
j=0

[∫
|f ◦ T j|2 dµ

] 1
2

=

[∫
|f|2 dµ

] 1
2

.

Portanto,

∥f̃∥2 =
[∫

|f̃|2 dµ

] 1
2

⩽

[∫
|f|2 dµ

] 1
2

= ∥f∥2.

Uma vez que f ∈ L2(µ), temos ∥f̃∥2 ⩽ ∥f∥2 < ∞ assim f̃ ∈ L2(µ). Agora, resta mostrar

que a sequência

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j

converge para f̃ em L2(µ). Vamos começar supondo que a função f é limitada, isto é,

existe C > 0 tal que |f| ⩽ C, então |f̃| ⩽ C e∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

f ◦ T j
∣∣∣∣∣ ⩽ C, para todo n.
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Segue do teorema da convergência dominada que

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

f ◦ T j − f̃

∥∥∥∥∥
2

2

= lim
n→∞

∫ (
1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j − f̃

)2

dµ

=

∫ (
lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j − f̃

)2

dµ

= 0.

Portanto,

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j −→ f̃

em L2(µ).

Agora, vamos retirar a condição de limitação de f. Defina, para cada k ∈ N,

fk(x) =

f(x) , se |(f(x)| ⩽ k

0, caso contrário

.

Claramente, a sequência (fk) converge para f em L2(µ), e para cada k, fk é limitada. Seja

f̃k a média temporal de fk. Dado ε > 0, fixe k0 tal que

∥f− fk0
∥2 <

ε

3
.

Da Proposição 1.5 temos que

∥(f− fk0
) ◦ T j∥2 =

(∫
|(f− fk0

)| ◦ T j|2dµ
) 1

2

=

(∫
|f− fk0

|2dµ

) 1
2

= ∥f− fk0
∥2,

para todo j ⩾ 0. Logo, para todo n ⩾ 1 temos∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

(f− fk0
) ◦ T j

∥∥∥∥∥
2

⩽
1

n

n−1∑
j=0

∥(f− fk0
) ◦ T j∥2

⩽ ||f− fk0
∥2

<
ε

3
.

Note também que f̃− f̃k0
é a média temporal de f− fk0

. Como f− fk0
∈ L2(µ) segue

da observação feita no ińıcio da demonstração que ∥f̃ − f̃k0
∥2 ⩽ ∥f − fk0

∥2. Por outro

lado, fk0
é limitada assim existe n0 ∈ N tal que se n > n0 então
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∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

fk0
◦ T j − f̃k0

∥∥∥∥∥
2

<
ε

3
.

Assim, para todo n > n0 temos∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

f ◦ T j − f̃

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

(f− fk0
) ◦ T j + 1

n

n−1∑
j=0

fk0
◦ T j − f̃k0

+ f̃k0
− f̃

∥∥∥∥∥
2

⩽

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

(f− fk0
) ◦ T j

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

fk0
◦ T j − f̃k0

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥f̃k0

− f̃
∥∥∥
2

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Portanto a sequência

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j

converge para f̃ em L2(µ). Isto completa a prova do teorema ergódico de Von Neumann

via teorema ergódico de Birkhoff. Como consequência, se T é invert́ıvel, temos

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T−j.

2.3 Teorema ergódico de Riesz

Neste tópico apresentaremos o teorema ergódico médio de Riesz que foi provado em [16] no

ano de 1938. Frigyes Riesz (1880-1956) foi um matemático húngaro que teve um trabalho

fundamental em análise funcional e seu trabalho teve várias aplicações importantes na

f́ısica. Seu teorema ergódico é uma generalização do Teorema ergódico de von Neumann

para espaços de Banach. A demonstração do teorema ergódico médio de Riesz que será

feita neste tópico pode ser encontrada em [14].

Definição 2.3. Um espaço normado X é dito uniformemente convexo se, para todo ε > 0,

existe δ > 0 tal que, se x e y são vetores unitários em X,

∥x− y∥ ⩾ ε =⇒
∥∥∥∥x+ y2

∥∥∥∥ ⩽ 1− δ.

Definição 2.4. Seja X um espaço vetorial. Se Z ⊂ X, definimos por co(Z) a envoltória

convexa de Z, ou seja, o conjunto de todas as combinações convexas finitas de elementos

de Z. Denotaremos por co(Z) o fecho da envoltória convexa de Z em X.
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Teorema 2.4. (Riesz) Seja X um espaço de Banach uniformemente convexo. Considere

T : X→ X um operador linear tal que

∥Tx∥ ⩽ ∥x∥, para todo x ∈ X.

Então para todo x ∈ X, o limite

px = lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

existe. Além disso, o operador P : X→ X definido por Px = px é a projeção cont́ınua do

vetor x no espaço M = {y ∈ X : Ty = y}.

Demonstração: Fixe x ∈ X e considere o conjunto

C = co({x, Tx, T 2x, ..., Tnx, ...}).

Observe que C é um conjunto convexo fechado e não-vazio, segue da convexidade uniforme

de X que existe um único px ∈ C tal que

δ = ∥px∥ = inf{∥z∥ : z ∈ C}.

Tome ε > 0. Da definição de C existe z =

m∑
j=0

αjT
jx, onde α0,α1, · · · ,αm são constantes

não-negativas tais que

m∑
j=0

αj = 1 e ∥px − z∥ < ε. Por outro lado, para cada n ∈ N,

∥∥∥∥z+ Tz+ ...+ Tnz

n+ 1

∥∥∥∥ ⩽
∥z∥+ ∥Tz∥+ ...+ ∥Tnz∥

n+ 1

⩽ ∥z∥

⩽ ||z− px||+ ||px||

< δ+ ε.

Note que

z+ Tz+ · · ·+ Tnz = (α0x+ · · ·+ αmT
mx) + (α0Tx+ · · ·+ αmT

m+1x)

+ · · ·+ (α0T
nx+ · · ·+ αmT

m+nx).
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Agora suponha que n > m. Como (α0 + α1 + ...+ αm) = 1 podemos escrever

z+ Tz+ · · ·+ Tnz = x+ Tx+ · · ·+ Tm−1x+

+(α0 − 1)x+ (α0 + α1 − 1)Tx+ (α0 + ...+ αm−1 − 1)Tm−1x

+(α0 + α1 + ...+ αm)Tmx+ · · ·+ (α0 + α1 + · · ·+ αm)Tnx

+(α1 + · · ·+ αm)T 1+nx+ · · ·+ (αm)Tm+nx

= x+ Tx+ · · ·+ Tnx+ r,

onde

r = (α0 − 1)x+ (α0 + α1 − 1)Tx+ (α0 + · · ·+ αm−1 − 1)Tm−1x

+(α1 + · · ·+ αm)T 1+nx+ · · ·+ (αm)Tm+nx.

Portanto,

1

n+ 1

n∑
j=0

T jx =
1

n+ 1

n∑
j=0

T jz−
r

n+ 1
.

Veja que

∥r∥ ⩽ |α0 − 1|∥x∥+ |α0 + α1 − 1|∥Tx∥+ |α0 + · · ·+ αm−1 − 1|∥Tm−1x∥

+|α1 + · · ·+ αm|∥T 1+nx∥+ · · ·+ |αm|∥Tm+nx∥

⩽ ∥x∥+ ∥Tx∥+ · · ·+ ∥Tm−1x∥+ ∥T 1+nx∥+ · · ·+ ∥Tm+nx∥

⩽ 2m∥x∥.

Dáı, ∥∥∥∥ r

n+ 1

∥∥∥∥ ⩽
2m∥x∥
n+ 1

.

Tomando n suficientemente grande tal que 2m∥x∥ < ε(n+ 1) temos que∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥ ⩽

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jz

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥ r

n+ 1

∥∥∥∥ < δ+ 2ε.

Por outro lado, temos que

δ ⩽

∥∥∥∥ x

n+ 1
+

Tx

n+ 1
+ ...+

Tnx

n+ 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥ .
Dáı,

δ ⩽ lim inf
n→∞

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥ ⩽ lim sup
n→∞

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥ < δ+ 2ε,
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como ε é arbitrário, concluimos que

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥ = δ.

Isso mostra que
1

n+ 1

n∑
j=0

T jx é uma sequência minimizante em C. Da convexidade uni-

forme de X segue que

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
j=0

T jx = px.

Agora, só resta mostrar que o operador P(x) = px é uma projeção cont́ınua em M.

De fato, é claro que se x ∈M então px = x. Em geral,

Tpx = T

(
lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
j=0

T jx

)

= lim
n→∞

1

n+ 1

n+1∑
j=1

T jx

= lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
j=0

T jx+ lim
n→∞

Tn+1x− x

n+ 1
= px,

ou seja, px ∈M, assim p(px) = px. Portanto,

P2x = PPx = P(px) = px = Px.

Disto temos que P : X→ X é uma projeção em M, a continuidade de P segue do fato de

que

∥px∥ ⩽ ∥x∥.

2.4 Teorema ergódico maximal

O teorema ergódico maximal é um resultado que foi provado de maneira independente

por Wiener e por Yosida e Kakutani no ano de 1939, veja [21]. Mais adiante veremos

que o teorema ergódico de Birkhoff pode ser demonstrado utilizando o teorema ergódico

maximal. Para auxiliar na demonstração do teorema ergódico maximal, provaremos o

lema abaixo devido a A. Garsia que pode ser encontrado em [6].
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Lema 2.1. Seja U : L1(µ) → L1(µ) um operador linear positivo satisfazendo ||U||1 ⩽ 1.

Dado N ∈ N e f ∈ L1(µ) defina

f0 = 0, f1 = f, fn =

n−1∑
j=0

Ujf, com 1 ⩽ n ⩽ N e ΨN = max
0⩽i⩽N

fi.

Então

∫
AN

f dµ ⩾ 0, onde AN = {x ∈M;ΨN(x) > 0}.

Demonstração: Observe que |ΨN| ⩽
∑N

i=0 |fi|. Em, particular ΨN ∈ L1(µ). Como

f0 = 0, temos por definição que ΨN ⩾ 0. Uma vez que U é positivo temos que

UΨN ⩾ U(0) = 0.

Dado k ∈ N tal que 1 ⩽ k ⩽ N− 1, temos que

Ufk = U
( k−1∑

j=0

Ujf
)

=

k−1∑
j=0

U(Ujf)

=

k∑
j=1

Ujf

= fk+1 − f.

Como ΨN ⩾ fk, temos que UΨN ⩾ Ufk = fk+1 − f assim UΨN + f ⩾ fk+1. Esta

desigualdade vale para todo k entre 1 e N− 1. Dáı,

UΨN + f ⩾ max{f1, f2, ..., fN}, ∀x ∈M. (2.10)

Para x ∈ AN, temos que ΨN(x) > 0. Dáı,

UΨN + f ⩾ max{f1, ..., fN} > 0

em AN. Como ΨN ∈ L1(µ) e UΨN + f ∈ L1(µ). De (2.10) segue que∫
AN

(UΨN + f)dµ ⩾
∫
AN

max{f1, ..., fN}dµ

=

∫
AN

ΨN dµ.

Portanto, ∫
AN

f dµ ⩾
∫
AN

ΨNdµ−

∫
AN

UΨN dµ.
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Por outro lado, veja que Ac
N = {x ∈M : ΨN(x) = 0}, pois ΨN ⩾ 0. Dáı,∫

M

ΨN dµ =

∫
AN

ΨN dµ+

∫
Ac

N

ΨN dµ

=

∫
AN

ΨN dµ.

Como ∥U∥1 ⩽ 1, ΨN ⩾ 0 e UΨN ⩾ 0 temos que∫
M

UΨN dµ ⩽
∫
M

ΨN dµ.

Das desigualdades acima temos que∫
AN

f dµ ⩾
∫
M

ΨN dµ−

∫
AN

UΨN dµ

⩾
∫
M

ΨN dµ−

∫
M

UΨN dµ

⩾ 0.
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Teorema 2.5. (Maximal) Seja T : M → M uma transformação mensurável e µ uma

probabilidade invariante por T . Dada f :M→ R integrável, defina

f∗(x) = sup
n⩾1

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

e

D = {x ∈M; f∗(x) > 0}.

Nestas condições, temos que

∫
D

f dµ ⩾ 0.

Demonstração: Seja UT : L1(µ) → L1(µ) o operador de Koopman de T . Da Proposição

1.6 temos que UT é linear, isométrico e positivo. Em particular, ∥UT∥1 ⩽ 1. Com a

mesma notação do Lema 2.1, veja que se x ∈ D então existe n ⩾ 1 tal que

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) =
1

n

n−1∑
j=0

Uj
T (f(x)) > 0.

Logo D =

∞⋃
n=1

An. Perceba também que se x ∈ An então Ψn+1(x) ⩾ Ψn(x) > 0 assim

x ∈ An+1. Portanto A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · e Aj ↗ D. Dáı,∫
D

f dµ = lim
n→∞

∫
An

f dµ.

Agora, note que para todo x ∈ M, temos que f(x) · XAn
(x) −→ f(x) · XD(x) quando

n→ ∞. Como

|f(x) · XAj
(x)| ⩽ |f(x)|,∀x ∈M

e |f| ∈ L1(µ), segue do teorema da convergência dominada e do Lema 2.1 que

0 ⩽
∫
Aj

f dµ =

∫
M

f · XAj
dµ −→

∫
M

f · XD dµ =

∫
D

f dµ

quando j→ ∞. Portanto, ∫
D

f dµ ⩾ 0

como queŕıamos demonstrar.

Corolário 2.2. Seja T : X→ X uma aplicação mensurável µ-invariante. Dada f ∈ L1(µ)

e α ∈ R, defina

f∗(x) = sup
n

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))
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e

Dα = {x ∈ X; f∗(x) > α}

então temos que ∫
Dα

fdµ ⩾ α · µ(Dα).

Demonstração: Defina g(x) = f(x) − α, observe que

g∗(x) = sup
n

1

n

n−1∑
j=0

g(T j(x))

= sup
n

1

n

n−1∑
j=0

(f(T j(x)) − α)

= f∗(x) − α.

Logo,

Dg = {x ∈ X;g∗(x) > 0} = {x ∈ X; f∗(x) > α} = Dα.

Como g ∈ L1(µ), pelo teorema ergódico maximal temos

0 ⩽
∫
Dg

gdµ

=

∫
Dα

(f− α)dµ

=

∫
Dα

f dµ− αµ(Dα).

Portanto, ∫
Dα

fdµ ⩾ α · µ(Dα).

Corolário 2.3. Seja T : X→ X uma aplicação mensurável µ-invariante. Dada f ∈ L1(µ)

e α ∈ R, defina

f∗(x) = inf
n

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

e

Cα = {x ∈ X; f∗(x) < α}

então temos que ∫
Cα

fdµ ⩽ α · µ(Cα).
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Demonstração: Veja que f∗(x) < α se, e somente se, g∗(x) > −α onde g = −f. Em

particular, D−α = Cα. Pelo Corolário 2.2 temos que∫
D−α

gdµ ⩾ −α · µ(D−α).

Dáı, ∫
Cα

f dµ ⩽ α · µ(Cα).

2.4.1 Demonstração alternativa do teorema ergódico maximal.

A demonstração abaixo pode ser encontrada em [15].

Demonstração: Primeiramente, veja que o conjunto onde f∗ > 0 pode ser escrito como

a união disjunta dos conjuntos abaixos

B1 = {x ∈M : f(x) > 0},

B2 = {x ∈M : f(x) ⩽ 0, f(x) + f(T(x)) > 0},

...

Bn =

{
x ∈M : f(x) ⩽ 0, f(x) + f(T(x)) ⩽ 0, ...,

n−2∑
j=0

f(T j(x)) ⩽ 0,

n−1∑
j=0

f(T j(x)) > 0

}
,

...

Se mostrarmos que ∫
B1∪...∪Bn

f dµ ⩾ 0 , para todo n,

então segue do teorema da convergência dominada, aplicado a sequência XB1∪...∪Bn
· f que∫

[f∗(x)>0]

f dµ ⩾ 0.

Fixemos n, a ideia agora é quebrar B1 ∪ ... ∪ Bn em uma união disjunta de diferentes

partes, na qual a integral de f sobre cada uma destas partes é não-negativa. Estas partes

serão escritas como B ′
k ∪ TB ′

k ∪ ... ∪ Tk−1B ′
k, antes de construir estes conjuntos, faremos

algumas observações:

1. TkBn ⊂ B1 ∪ ... ∪ Bn−k para k = 1, ...,n− 1, isto acontece pois se x ∈ Bn, então

f(x) + f(T(x)) + ...+ f(Tk−1(x)) ⩽ 0.
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enquanto

f(x) + f(T(x)) + ...+ f(Tk−1(x)) + f(Tk(x)) + ...+ f(Tn−1(x)) > 0.

Então devemos ter que

f(Tk(x)) + ...+ f(Tn−1(x)) > 0

isto é,

f(Tk(x)) + f(T(Tk(x)) + ...+ f(Tn−k−1(Tk(x)) > 0,

ou seja, Tk(x) ∈ B1 ∪ ... ∪ Bn−k

2. Os conjuntos Bn, TBn, ..., T
n−1Bn são dois a dois disjuntos. Isto acontece pois se

T iBn ∩ T jBn ̸= ∅ para 0 ⩽ i < j ⩽ n − 1, então Bn ∩ T j−iBn ̸= ∅, contradizendo a

observação acima.

3. Se tomarmos

B ′
n = Bn , Cn = Bn ∪ TBn ∪ ... ∪ Tn−1Bn ,

B ′
n−1 = Bn−1 \ Cn , Cn−1 = B

′
n−1 ∪ TB ′

n−1 ∪ ... ∪ Tn−2B ′
n−1

...

B ′
1 = B1 \ (C2 ∪ ... ∪ Cn) , C1 = B

′
1

então as colunas C1, ...,Cn são duas a duas disjuntas e os ńıveis B ′
k, TB

′
k, ..., T

k−1B ′
k

dentro de cada coluna Ck também são dois a dois disjuntos. Assim a seguinte figura

é uma representação correta de B1 ∪ ... ∪ Bn:

A observação (3) decorre de

a) As partes estão em B1 ∪ ... ∪ Bn, por (1).
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b) Cada base é disjunta de todas as colunas à esquerda, por definição.

c) Cada base é disjunta das colunas à direita, por definição e por (1) ( para os niveis

mais altos, já que as imagens da base à direita estão contidas nos B ′
js à sua direita).

Assim, se duas colunas se cruzassem, poderiamos aplicar T−1 até que uma coluna

cruzasse uma base ou outra coluna, e vimos que isso nao acontece, pois são disjuntas à

esquerda, por (b).

Agora, é uma questão simples de fazer a estimativa∫
B1∪...∪Bn

f dµ =

∫
C1∪...∪Cn

f dµ =

n∑
k=1

∫
Ck

f dµ

=

n∑
k=1

∫
B ′

k∪TB ′
k∪...∪Tk−1B ′

k

f dµ

=

n∑
k=1

∫
B ′

k

(f+ fT + ...+ fTk−1)dµ ⩾ 0

pois por definição, B ′
k ⊂ Bk, logo, f+ fT + ...+ fTk−1 > 0. Assim, para cada n ∈ N,∫

B1∪...∪Bn

fdµ ⩾ 0.

Isto conclui a prova do teorema.

2.4.2 Relação entre o teorema ergódico maximal e o teorema

ergódico de Birkhoff

Nesta seção mostraremos que o teorema ergódico de Birkhoff pode ser obtido como uma

consequência do teorema ergódico maximal.

Dado x ∈ X, defina

f1(x) = lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

e

f2(x) = lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)).

Pra mostrar que f̃ existe quase sempre, devemos mostrar que f1 = f2 em µ-q.t.p. x ∈ X.

Por definição, temos que f1(x) ⩽ f2(x), se f1(x) < f2(x), então existem α,β ∈ Q tais que

f1(x) < α < β < f2(x).
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Dados α,β ∈ Q, com α < β, defina

Eα,β = {x ∈ X; f1(x) < α < β < f2(x)}.

Desta forma,

E =
⋃
α<β

Eα,β,

com α,β ∈ Q é o conjunto dos pontos x ∈ X tal que o limite f̃(x) não existe. Como

Q×Q é enumerável, basta mostrar que cada Eα,β tem medida nula para concluir que E

tem medida nula e portanto f̃(x) existe em µ-quase todo ponto x ∈ X.

Primeiramente, note que Eα,β é invariante por T , ou seja, se x ∈ Eα,β então T(x) ∈

Eα,β. De fato, veja que

f1(T(x)) = lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=1

f(T j(x))

= lim inf
n→∞

1

n

(
n∑

j=0

f(T j(x)) − f(x)

)

= lim inf
n→∞

n+ 1

n

(
1

n+ 1

n∑
j=0

f(T j(x)) −
f(x)

n+ 1

)
= f1(x),

e o mesmo acontece para f2(x), ou seja, f2(T(x)) = f2(x). Consequentemente se x ∈ Eα,β,

temos que f1(x) < α < β < f2(x). Então f1(T(x)) < α < β < f2(T(x)) e portanto

T(x) ∈ Eα,β.

Agora, podemos olhar para as restrições T : Eα,β → Eα,β e f : Eα,β → R. Se x ∈ Eα,β,

temos que

β < sup
n

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) = f∗(x).

Observe que Eα,β = Dβ = {y ∈ Eα,β : f∗(y) > β} na restrição de f a Eα,β. Do Corolário

2.2 do teorema ergódico maximal segue que∫
Dβ

f dµ ⩾ β · µ(Dβ),

ou seja, ∫
Eα,β

f dµ ⩾ β · µ(Eα,β). (2.11)
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Por outro lado, veja que se x ∈ Eα,β então

inf
n

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) < α.

De modo anáologo, segue do Corolário 2.3 que∫
Eα,β

f dµ ⩽ α · µ(Eα,β). (2.12)

De (2.11) e (2.12) segue que

β · µ(Eα,β) ⩽ α · µ(Eα,β).

Como µ(Eα,β) ⩾ 0 e α < β, a última desigualdade só ocorre se µ(Eα,β) = 0. Portanto, o

limite

f̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)),

existe em µ-q.t.p. x ∈ X.

Mostraremos agora que f̃ é integrável, ou seja, que
∫
X
|f̃|dµ <∞. Observemos que∣∣∣∣∣ 1n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

n

n−1∑
j=0

|f|(T j(x)).

Do lema de Fatou, temos∫
X

lim inf
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

f(T j(x))

∣∣∣∣∣dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫
X

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

f(T j(x))

∣∣∣∣∣ dµ.
Dáı, ∫

X

lim inf
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

f(T j(x))

∣∣∣∣∣dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫
X

1

n

n−1∑
j=0

|f|(T j(x))dµ.

Portanto, ∫
X

|f̃|dµ ⩽ lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
X

|f| ◦ T j dµ

⩽
∫
X

|f|dµ,

uma vez que µ é invariante por T , assim f̃ é integrável. Finalmente, mostraremos que∫
X

f̃ dµ =

∫
X

f dµ,

para isso, dados n ∈ N e k ∈ Z, considere o conjunto

An,k =

{
x ∈ X; k

2n
⩽ f̃(x) <

k+ 1

2n

}
.
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Observe que
k

2n
· µ(An,k) ⩽

∫
An,k

f̃ dµ ⩽
(k+ 1)

2n
· µ(An,k).

Note também que f̃(T(x)) = f̃(x). De fato,

f̃(T(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(T(x)))

= lim
n→∞

1

n

(
n∑

j=0

f(T j(x)) − f(x)

)

= lim
n→∞

n+ 1

n

(
1

n+ 1

n∑
j=0

f(T j(x)) −
f(x)

n+ 1

)
= f̃(x),

logo An,k é invariante por T .

Considere as restrições T : An,k → An,k e f : An,k → R. Dado ε > 0 e x ∈ An,k,

existe N ∈ N tal que

k

2n
− ε <

1

N

N−1∑
j=0

f(T j(x)).

Dáı,
k

2n
− ε < f∗(x).

Seja θε = k
2n

− ε, pelo Corolário 2.2 temos que∫
Dθε

f dµ ⩾ θε · µ(Dθε
).

Da mesma maneira que foi feita com os conjuntos Eα,β, olhando na restrição, temos

que Dθε
= An,k assim ∫

An,k

f dµ ⩾

(
k

2n
− ε

)
· µ(An,k).

Fazendo ε→ 0+, obtemos ∫
An,k

f dµ ⩾
k

2n
· µ(An,k).

De modo análogo, usando o Corolário 2.3 temos que∫
An,k

f dµ ⩽
(k+ 1)

2n
· µ(An,k).

Das desigualdades acima temos que

k

2n
· µ(An,k) ⩽

∫
An,k

f dµ ⩽
(k+ 1)

2n
· µ(An,k).
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Portanto, ∣∣∣∣∣
∫
An,k

f̃ dµ−

∫
An,k

f dµ

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

2n
· µ(An,k).

Para n fixado, podemos escrever X como a união disjunta abaixo,

X =
⋃
k∈Z

An,k.

Dáı, ∣∣∣∣∫
X

f̃ dµ−

∫
X

f dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

∫
An,k

f̃ dµ−
∑
k∈Z

∫
An,k

f dµ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

(∫
An,k

f̃ dµ−

∫
An,k

f dµ

)∣∣∣∣∣
⩽

∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫
An,k

f̃ dµ−

∫
An,k

f dµ

∣∣∣∣∣
=

∑
k∈Z

1

2n
µ(An,k)

=
1

2n

∑
k∈Z

µ(An,k)

=
1

2n
,

fazendo n→ ∞, obtemos que

∫
X

f̃ dµ =

∫
X

f dµ, o que conclui a prova do teorema.

2.5 Teorema ergódico subaditivo

Mostraremos aqui o teorema ergódico subaditivo em tempo discreto, que é devido à King-

man, veja [9]. A demonstração aqui apresentada é baseada no livro de Viana e Oliveira

[18], que por sua vez é devida à Artur Ávila e Jairo Bochi, veja [1].

Ao longo deste tópico, considere fixado um espaço de probabilidade (X,A,µ) e uma

transformação mensurável T : X→ X que preserva a medida µ.

Definição 2.5. Uma sequência (an)n em R ∪ {−∞} é dita subaditiva se vale am+n ⩽

am + an para todo m,n ⩾ 1.

Definição 2.6. Uma sequência de funções A-mensuráveis fn : X → R,n ⩾ 1 é dita

subaditiva para uma transformação T : X → X se vale fm+n ⩽ fm + fn ◦ Tm para todo

m,n ⩾ 1.
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Teorema 2.6. (Kingman) Seja fn : X→ R, n ⩾ 1 uma sequência de funções mensuráveis

tal que f+1 ∈ L1(µ) e

fm+n ⩽ fm + fn ◦ Tm , para todo m,n ⩾ 1

então a sequência (fn/n)n converge em µ-quase todo ponto para uma função mensurável

f : X→ R ∪ {−∞}. Além disso, f+ ∈ L1(µ) e∫
fdµ = lim

n→∞
1

n

∫
fn dµ = inf

n

1

n

∫
fn dµ ∈ [−∞,+∞).

Lema 2.2. Seja f : X→ R uma função integrável. Então

lim
n→∞

f ◦ Tn(x)
n

= 0

em µ-quase todo ponto x ∈ X.

Demonstração: Dado ε > 0 e n ∈ N, defina o conjunto

En := {x ∈ X; |f ◦ Tn|(x)
n

⩾ ε} = {x ∈ X; |f ◦ Tn|(x) ⩾ εn}.

considere tambem

Fε := lim sup
n→∞ En =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

En.

assim, se mostrarmos que µ(Fε) = 0, temos que o conjunto dos valores x ∈ X tal que

x ∈ En para infinitos n tem medida nula, assim teremos que

lim
n→∞

f ◦ Tn(x)
n

= 0

em µ-q.t.p. x em X.

Observe que, como T preserva a medida µ, temos que

∞∑
n=1

µ ({|f ◦ Tn| ⩾ εn}) =
∞∑

n=1

µ ({|f| ⩾ εn}) =
∞∑

n=1

µ

({
|
f

ε
| ⩾ n

})
para cada n ∈ N, podemos considerar os valores de x tais que k ⩽ | f

ε
| ⩽ k+ 1 onde k ⩾ n

assim temos que

∞∑
n=1

µ

({
|
f

ε
| ⩾ n

})
=

∞∑
n=1

( ∞∑
k=n

µ

({
k ⩽ |

f

ε
| < k+ 1

}))
seja

Ck :=

{
k ⩽ |

f

ε
| < k+ 1

}
,
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veja que

∞∑
n=1

( ∞∑
k=n

µ(Ck)

)
=

∞∑
k=1

µ(Ck) +

∞∑
k=2

µ(Ck) +

∞∑
k=3

µ(Ck) +

∞∑
k=4

µ(Ck) + · · ·

=

∞∑
k=1

k · µ(Ck)

por outro lado, veja que
⋃∞

k=1Ck é uma união disjunta, dai temos que∫
X

|f|

ε
|dµ ⩾

∫
⋃∞

k=1 Ck

|f|

ε
dµ =

∞∑
k=1

∫
Ck

|f|

ε
dµ

⩾
∞∑

k=1

∫
Ck

kdµ =

∞∑
k=1

kµ(Ck)

assim, como f é integrável, temos que

∞∑
n=1

µ({|f ◦ Tn| ⩾ εn}) =
∞∑

k=1

kµ(Ck) ⩽
∫
X

|f|

ε
|dµ <∞

concluimos que
∑∞

n=1 µ(En) é finito e, portanto, pelo lema de Borel-Cantelli segue que

µ(Fε) = 0.

Lema 2.3. (Fekete) Se (an) é uma sequência subaditiva então

lim
n→∞

an

n
= inf

n

an

n
∈ [−∞,+∞).

Demonstração: Se existe m ∈ N tal que am = −∞ então como (an) é subaditiva, para

todo n ⩾ m, vale an = −∞, e nada há de ser feito, pois

lim
n→∞

an

n
= inf

n

an

n
= −∞.

Suponha que an ∈ R para todo n. Considere

L = inf
n

an

n
∈ [−∞,+∞)

e fixemos β ∈ R tal que β > L. Assim, por definição de ı́nfimo, existe k ∈ N,k ⩾ 1 tal

que
ak

k
⩽ β.

para todo n > k, podemos escrever n = qk + r com q ⩾ 1 e 0 ⩽ r ⩽ k. Da

subaditividade segue que

an ⩽ akq + ar ⩽ ak + ak + ...+ ak + ar

⩽ qak + ar

⩽ qak + α
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onde α = max{ai; 1 ⩽ i ⩽ k}. Logo,

an

n
⩽
qak + α

n
⩽
qk

n
· ak

k
+
α

n

veja que

lim
n→∞

qk

n
= lim

n

n− r

n
= 1 e lim

n

α

n
= 0

logo

lim
n→∞

an

n
⩽
ak

k

assim, como
ak

k
⩽ β, para n suficientemente grande temos que

L ⩽
an

n
⩽ β

portanto, como β é arbitrário, fazendo β→ L+, concluimos que

inf
n→∞

an

n
= L = lim

n→∞
an

n
.

Dada uma sequência de funções fn : X → R,n ⩾ 1 mensuráveis tal que f+1 ∈ L1(µ) e

(fn) é uma sequência subaditiva, temos que

fn ⩽ f1 + f1 ◦ T + ...+ f1 ◦ Tn−1

Note que a desigualdade permanece se trocarmos fn e f1 por f+n e f+1 . Assim como

f+1 ∈ L1(µ) segue que f+n ∈ L1(µ) para todo n. Além disso, como (fn) é subaditiva, e T

preserva µ, para n ⩾ 1 temos que a sequência

an =

∫
fn dµ

é subaditiva em R ∪ {−∞}. Logo pelo lema 2.3 temos que o limite

L = lim
n→∞

1

n

∫
fn dµ = inf

n

1

n

∫
fn dµ ∈ [−∞,∞)

existe.

Defina f− : X→ [−∞,+∞] e f+ : X→ [−∞,+∞] dadas por:

f−(x) = lim inf
n→∞

fn(x)

n

e

f+(x) = lim sup
n→∞

fn(x)

n
,
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observe que f− e f+ são T - invariantes, ou seja,

f−(T(x)) = f−(x) e f+(T(x)) = f+(x)

para µ-quase todo ponto x ∈ X. De fato, como (fn) é subaditiva, segue que f1+n ⩽

f1 + fn ◦ T para todo n, assim temos

f1+n(x)

n
⩽
f1(x)

n
+
fn ◦ T(x)

n

⇓

lim inf
n→∞

f−(x)

n
⩽ lim inf

n→∞
f− ◦ T(x)

n

⇓

f− ⩽ f− ◦ T

então ∫
f− dµ ⩽

∫
f− ◦ T dµ

de onde devemos ter a igualdade, pois, caso contrário, como f− é integrável e T é invariante

por µ teriamos ∫
f− dµ <

∫
f− ◦ T dµ =

∫
f− dµ

um absurdo. Portanto, como ∫
f− dµ ⩽

∫
f− ◦ T dµ,

temos que f− = f− ◦ T em µ-q.t.p. x ∈ X.

Veja que f−(x) ⩽ f+(x) para todo x ∈ X logo∫
f− dµ ⩽

∫
f+ dµ

supondo que (fn) é limitada por baixo, iremos mostrar que∫
f− dµ ⩾ L ⩾

∫
f+ dµ (2.13)

assim f− = f+ em µ-quase todo ponto e∫
f− dµ =

∫
f+ dµ = L

ou seja, se (fn) for limitada, o teorema estará demonstrado. Assim, sob hipótese de

limitação de (fn), mostraremos que vale (2.13), posteriormente, retiraremos esta hipótese
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utilizando uma método de truncagem. Mas primeiro faremos os preparativos para o lema

fundamental na demonstração de (2.13).

Suponha que f− > −∞ . Fixado ε > 0, para cada k ∈ N, definimos o conjunto

Ek :=

{
x ∈ X; fj(x)

j
⩽ f−(x) + ε para algum j ∈ {1, ...,k}

}
veja que se x ∈ Ek existe j ∈ {1, ...,k} tal que

fj(x)

j
⩽ f−(x) + ε

assim j ∈ {1, ...,k,k + 1} e portanto Ek ⊂ Ek+1 para todo k ∈ N. Por outro lado, da

definição de f−(x), para todo x existe k tal que x ∈ Ek, logo

X =
⋃
k

Ek.

Assim, temos que Ek ↗ X , logo, segue que µ(Ek) ↗ µ(X) = 1 . Dáı, definimos

ψk(x) =

 f−(x) + ε se x ∈ Ek
f1(x) se x ∈ Eck .

assim, para todo k, se x ∈ Eck, temos ψk(x) = f1(x) > f−(x) + ε (por definição de Ek).

Temos que a sequência (ψk(x)) é não-crescente, de fato, dado x ∈ X, temos que:

• x ∈ Ek ⊂ Ek+1 ⇒ ψk(x) = f1(x) + ε = ψk+1(x)

• x ∈ Eck = Eck+1 ∪ (Ek+1 − Ek), ou seja:

ψk(x) = f1(x) = ψk+1(x)

ou

ψk(x) = f1(x) > f−(x) + ε = ψk+1(x).

Logo

ψk+1(x) ⩽ ψk(x) para todo k.

Note também que ψk(x) → f−(x)+ε, para todo x, pois dado x ∈ X, como X =
⋃

k Ek,

existe k0 suficientemente grande tal que x ∈ Ek0
, assim ψk(x) = f−(x) + ε para todo

k ⩾ K0. Assim, pelo teorema da convergência monótona, temos que

∫
ψk dµ→

∫
(f− + ε)dµ, quando k→ ∞.

Com isso, temos que o passo crucial da demonstração do teorema é a seguinte estima-

tiva:
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Lema 2.4. (lema fundamental) Dados n,k inteiros tais que n > k ⩾ 1, vale a desigual-

dade

fn(x) ⩽
n−k−1∑
i=0

ψk(T
i(x)) +

n−1∑
i=n−k

max{ψk, f1}(T
i(x))

para µ-quase todo ponto x ∈ X.

Demonstração: Pelo que acabamos de mostrar f− é T -invariante, assim, tome x ∈ X tal

que f−(x) = f−(T
j(x)) (esta igualdade vale para µ-quase todo ponto e j ⩾ 1). Considere

a sequência (possivelmente finita) de números inteiros

m0 ⩽ n1 < m1 ⩽ n2 < m2 ⩽ ...

definida indutivamente da seguinte forma:

1. tomem0 = 0 considere n1 o menor inteiro maior ou igual a zero tal que Tn1(x) ∈ Ek,

dáı, por definição de Ek, existe m1 tal que 1 ⩽ m1 − n1 < k e

fm1−n1(T
n1(x))

m1 − n1

⩽ f−(T
n1(x)) + ε

2. para j ⩾ 1, seja nj o menor inteiro maior ou igual a mj−1 tal que Tnj
(x) ∈ Ek, assim

existe mj tal que 1 ⩽ mj − nj < k e que

fmj−nj
(Tnj(x))

mj − nj

⩽ f−(T
nj(x)) + ε (2.14)

concluindo assim a definição da sequência. Agora, dado n ⩾ K, seja l ⩽ 0 o maior

número inteiro tal que ml ⩽ n. Pela subaditividade de f, teremos

fnj−mj−1
(Tmj−1(x)) ⩽ f1(T

mj−1(x)) + f1(T
mj−1+1(x)) +

+...+ f1(T
nj−1(x)) =

nj−1∑
i=mj−1

f1(T
i(x))

válido para todo j ∈ {1, ..., l} tal que mj−1 ̸= nj, e para fn−ml
(Tml(x)). Dai, tomando

I =
⋃l

j=1[mj−1,nj) ∪ [ml,n), temos que

fn(x) ⩽
∑
i∈I

f1(T
i(x)) +

l∑
j=1

fmj−nj
(Tnj(x)) (2.15)
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Analisando a trajetória do ponto, temos duas opções, ou Tn(x) ∈ Eck ou Tn(x) ∈ Ek,

neste segundo caso existe nl+1 < n. Tomando

i ∈
l⋃

j=1

[mj−1,nj) ∪ [ml,min{nl+1,n})

temos que T i(x) ∈ Eck e portanto

f1(T
i(x)) = ψk(T

i(x))).

Como f− é T -invariante, temos que f− é constante em órbitas e como ψk ⩾ f− + ε,

pela relação (2.14), teremos

fmj−nj
(Tnj(x)) ⩽

mj−1∑
i=nj

(f−(T
i(x)) + ε) ⩽

mj−1∑
i=nj

ψk(T
i(x))

para todo j ∈ {1, ..., l}. Assim da relação (2.15), resulta em :

fn(x) ⩽
min{nl+1,n}−1∑

i=0

ψk(T
i(x)) +

n−1∑
i=nl+1

f1(T
i(x))

portanto, como nl+1 > n− k, concluimos a demonstração do lema.

Á fim de mostrar (2.13), provaremos o seguinte lema:

Lema 2.5.

∫
f− dµ = L

Demonstração: Primeiramente, suponha que fn/n está uniformemente limitada por

baixo (logo após retiraremos esta hipótese), ou seja, existe k ∈ N fixado tal que −k ⩽
fn

n
,

para todo n. Temos que

(
fn

n
+ k

)
é uma sequência de funções não-negativas e, aplicando

o lema de Fatou, temos∫
lim inf
n→∞

(
fn

n
+ k

)
dµ ⩽ lim inf

n→∞
∫ (

fn

n
+ k

)
dµ

⇓∫
f− dµ ⩽ lim inf

n→∞
∫
fn

n
dµ = lim

n→∞
∫
fn

n
dµ = L

assim, temos que f− é integrável e sua integral é menor ou igual a L. Para provar a outra

desigualdade, note que o lema fundamental e a invariância de µ nos dá que

1

n

∫
fn dµ ⩽

1

n

∫ (n−k−1∑
i=0

ψk(T
i(x)) +

n−1∑
i=n−k

max{ψk, f1}(T
i(x))

)



Caṕıtulo 2. Teoremas ergódicos 49

⇓

1

n

∫
fn dµ ⩽

(n− k)

n

∫
Ψk dµ+

k

n

∫
max{Ψk, f1}dµ (2.16)

Note que

max{Ψk, f1} ⩽ max{f− + ε, f+1 },

na qual max{f− + ε, f+1 } é integrável, pois f− + ε e f+1 são integráveis, logo

lim sup
n→∞

k

n

∫
max{Ψk, f1}dµ ⩽ lim sup

n→∞
k

n

∫
max{f− + ε, f+1 }dµ = 0

ou seja,
1

n

∫
fn dµ ⩽

(n− k)

n

∫
Ψk dµ , para todo n

logo, fazendo n→ ∞, temos

L ⩽
∫
Ψk dµ

para todo k, assim temos

L ⩽ lim
k→∞

∫
Ψk dµ =

∫
(f− + ε)dµ

portanto, fazendo ε→ 0+, obtemos que L ⩽
∫
f− dµ e estará provado o lema.

Agora, provaremos o lema retirando a hipótese de ser uniformemente limitada por

baixo. Procederemos da seguinte maneira, para cada k > 0 defina as funções

fkn = max{fn,−kn} e fk− = max{f−,−k}

veja que

fkn+m(x) = max{fn+m(x),−k(n+m)} ⩽ max{fn(x) + fm(Tn(x)), (−kn) + (−km)}

⩽ max{fn(x),−kn}+max{fm(Tn(x)),−km}

= fkn(x) + f
k
m(Tn(x))

assim, temos que a sequência (fkn)k é subaditiva e é fácil ver que a parte positiva de

fk1 = max{f1,−k} é integrável, ou seja, (fkn)n satisfaz as hipóteses do teorema subaditivo.

Além disso

fk− = max{f−,−k} = lim inf
n→∞

(
max

{
fn

n
,
−kn

n

})
= lim inf

n→∞
(
fkn
n

)
e também,

fkn
n

= max

{
fn

n
,−k

}
⩾ −k, para todo n
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logo fkn é limitada inferiormente, pelo argumento apresentado anteriormente neste lema,

temos ∫
fk− dµ = inf

n

1

n

∫
fkn dµ (2.17)

note também que quando k → ∞, então fkn → fn e fk+1
n = max{fn,−(k + 1)n} ⩽

max{fn,−kn} = fkn, assim a sequência (fkn)k converge monotóticamente para fn, e da

mesma forma, (fk−)k converge monotóticamente para f−, assim, pelo teorema da con-

vergência monótona, temos∫
fn dµ = inf

k

∫
fkn dµ e

∫
f− dµ = inf

k

∫
fk− dµ (2.18)

portanto, das relações (2.17) e (2.18) obtemos∫
f− dµ = inf

k

∫
fk− dµ = inf

k

(
inf
n

1

n

∫
fkn dµ

)
= inf

n

1

n

∫
fn dµ = L

o que completa a demonstração do lema.

Ainda supondo que inf
n
fn seja finito para todo n, vamos mostrar que

∫
f+ dµ ⩽ L,

para isso, precisamos do seguinte resultado auxiliar:

Lema 2.6. Dado k ∈ N, temos

lim sup
n→∞

fkn

n
= k · lim sup

n→∞
fn

n
.

Demonstração: Veja que (fkn/kn) é uma subsequência de (fn/n), assim, temos que

lim sup
n→∞

fkn

n
= k ·

(
lim sup
n→∞

fkn

kn

)
⩽ k · lim sup

n→∞
fn

n
.

Para mostrar a outra desigualdade, usando o algoritmo de Euclides, podemos escrever

n = kq + r, com r ∈ {1, ...,k}. Definindo ϕ = max{f+1 , ..., f
+
k }, pela subaditividade de

(fn)n, temos

fn ⩽ fkq + fr ◦ Tkq ⩽ fkq + ϕ ◦ Tkq

veja que,

lim
n→∞

q

n
=

1

k
· lim
n→∞

kq

n
=

1

k
· lim
n→∞

n− r

n
=

1

k

além disso, como f+1 ∈ L1(µ), e pela subaditividade de (fn), temos que f+i ∈ L1(µ) para

todo i ∈ {1, ...,k}, logo ϕ ∈ L1(µ) e pelo lema 2.2, temos que ((ϕ ◦ Tn)/n) converge para

zero em µ-quase todo ponto, assim, temos que

lim sup
n→∞

1

n
fn ⩽ lim sup

n→∞
1

n
fkq + lim sup

n→∞
1

n
ϕ ◦ Tkq
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como q = (n− r)/k, temos que n→ ∞ se, e somente se q→ ∞, dai temos

lim sup
n→∞

1

n
fkq = lim sup

q→∞
q

n

1

q
fkq =

1

k
· lim sup

q→∞
1

q
fkq

e também,

lim sup
n→∞

1

n
ϕ ◦ Tkq = lim sup

n→∞
1

n
ϕ ◦ Tn−r = lim sup

n→∞
1

n
ϕ ◦ Tn(T−r(x)) = 0

em µ-quase todo ponto. Portanto, temos que

lim sup
n→∞

1

n
fn ⩽

1

k
· lim sup

q→∞
1

q
fkq ⇒ k · lim sup

n→∞
1

n
fn ⩽ lim sup

n→∞
1

n
fkn

completanto a demonstração do lema.

Lema 2.7. Suponha que infn fn > −∞. Então
∫
f+ dµ ⩽ L.

Demonstração: Para cada k ∈ N fixado e n ⩾ 1, definimos

θn = −

n−1∑
j=0

fk ◦ T jk

dai, para todo n, temos∫
θn dµ = −

n−1∑
j=0

∫
fk ◦ T jk dµ = −

n−1∑
j=0

∫
fk dµ = −n

∫
fk dµ (2.19)

pois T preserva µ. Pela subaditividade de (fn), temos

fkn + θn = fkn −

n−1∑
j=0

fk ◦ T jk ⩽ f(n−1)k + f ◦ T (n−1)k −

n−1∑
j=0

fk ◦ T jk

⩽ ...

⩽
n−1∑
j=0

fk ◦ T jk −

n−1∑
j=0

fk ◦ T jk ⩽ 0

e portanto θn ⩽ −fkn para todo n. Usando o lema 2.6, teremos

θ− = lim inf
n→∞

θn

n
⩽ lim sup

n→∞
θn

n
⩽ − lim sup

n→∞
fkn

n
= −k · lim sup

n

fn

n
= −kf+

logo ∫
θ− dµ ⩽ −k

∫
f+ dµ. (2.20)
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Observe que (θn) é aditiva, ou seja, θm+n = θm + θn ◦ Tkm para todo m,n ⩾ 1, de

fato,

θm+n = −

m+n−1∑
j=0

fk ◦ T jk = −

m−1∑
j=0

fk ◦ T jk −

m+n−1∑
j=m

fk ◦ T jk

= θm −

n−1∑
j=0

fk ◦ T (j+m)k

= θm −

n−1∑
j=0

fk ◦ T jk(Tkm)

= θm + θn ◦ Tkm

note também que θ+1 = (−fk)
+ é limitada (pois fk é limitada inferiormente), e assim θ+1

é integrável. Aplicando o lema 2.5, temos∫
θ− dµ = inf

n

∫
θn

n
dµ

pela igualdade (2.19), teremos∫
θ− dµ = inf

n
−
n

n

∫
fk dµ = −

∫
fk dµ (2.21)

portanto, das relações (2.20) e (2.21) obtemos∫
f+ dµ ⩽

1

k

∫
fk dµ

assim, ∫
f+ dµ ⩽ inf

k

1

k

∫
fk dµ = L

e o lema está provado.

Com os lemas 2.5 e 2.7, a relação (2.13) é satisfeita, e portanto o teorema está provado

sob a condição de que infn fn > −∞. Para o caso geral, definimos,

fkn = max{fn,−kn} , f
k
− = max{f−,−k} e f

k
+ = max{f+,−k}

para cada k ∈ N. Analogamente ao que já foi feito, mostramos que (fkn)n é subaditiva e

(fk1 )
+ ∈ L1(µ) e como infn f

k
n > −k, obtemos que fk− = fk+ em µ-quase todo ponto para

todo k. Fazendo k→ ∞, é fácil ver que fk− → f− e fk+ → f+ e, portanto, no geral, temos

f− = f+ em µ-quase todo ponto e a demonstração do teorema está completa.

Corolário 2.4. Teorema subaditivo ⇒ teorema de Birkhoff
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Demonstração:Considere a seguinte sequência de somas orbitais :

fn =

n−1∑
j=0

f ◦ T j, n ⩾ 1

temos que (fn) é aditiva, de fato

fn+m =

n+m−1∑
j=0

f ◦ T j =

n−1∑
j=0

f ◦ T j +
n+m−1∑

j=n

f ◦ T j

=

n−1∑
j=0

f ◦ T j +
m−1∑
j=0

f ◦ T j(Tn)

= fn + fm ◦ Tn

em particular, (fn) é subaditiva, e como f+1 = f+ ∈ L1(µ), pelo teorema subaditivo, temos

que existe o limite de (fn/n) em µ-quase todo ponto para uma função f̃, e além disso

como µ é T - invariante, pela proposição 1.5 temos,∫
f̃dµ = lim

n→∞
1

n

∫ n−1∑
j=0

f ◦ T j dµ

= lim
n→∞

n

n

∫
f dµ =

∫
f dµ

disto decorre o teorema de Birkhoff.
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Ergodicidade

Neste caṕıtulo estudaremos o conceito de ergodicidade que será muito importante para as

aplicações que serão apresentadas no próximo caṕıtulo. Parte substancial deste caṕıtulo

encontra-se em [18].

3.1 Definição e propriedades

No caṕıtulo anterior foram apresentados resultados importantes da Teoria Ergódica. Para

adentrar no conceito de ergodicidade, primeiro precisamos definir o conceito de tempo

médio de visita.

Definição 3.1. Sejam E ⊂M um conjunto mensurável com medida positiva e T :M→M

uma transformação mensurável invariante por µ. Chamamos de tempo médio de visita

de x a E o valor de

τ(E, x) = lim
n→∞

1

n
#{0 ⩽ j < n; T j(x) ∈ E},

onde # denota a cardinalidade do conjunto.

Assim o tempo médio de visita calcula a média dos iterados de x que “visitam” o

conjunto E. Veja que ao usar a função caracteŕıstica do conjunto E podemos redefinir a

expressão anterior por

τ(E, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE ◦ T j(x).

Como a função caracteristica é integrável, o teorema ergódico de Birkhoff nos diz que o

tempo médio de visita τ(E, x) está bem definido para quase todo ponto x. Ao longo deste

54
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caṕıtulo vamos supor que µ é uma medida de probabilidade invariante pela transformação

mensurável T :M→M.

Definição 3.2. O sistema (T ,µ) é dito ergódico se dado qualquer conjunto mensurável

E, temos que τ(E, x) = µ(E) para µ-quase todo ponto x ∈ M, ou seja, o tempo médio

de visita a qualquer conjunto mensurável coincide, em µ-quase todo ponto, com a medida

desse conjunto. Neste caso, dizemos que µ é ergódica para T .

Definição 3.3. Dizemos que uma função mensurável f : M → R é invariante por T se

f = f ◦ T em µ-quase todo ponto. Neste caso, dizemos que f é constante na trajetória de

T , ou simplesmente, f é constante em órbitas.

Definição 3.4. Dizemos que um conjunto mensurável B ⊂ M é invariante se ele difere

de sua pré-imagem T−1(B) por um conjunto de medida nula, ou seja,

µ(B∆T−1(B)) = 0.

Proposição 3.1. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação mensurável

T :M→M. As seguintes condições são equivalentes:

a) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M, tem-se τ(B, x) = µ(B) em µ-quase todo

ponto x.

b) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M, a função τ(B, ·) é constante em µ-quase

todo ponto.

c) Para toda função integrável f :M→ R, tem-se que f̃(x) =

∫
f dµ para µ-quase todo

ponto.

d) Para toda função integrável f : M → R, a média temporal f̃ : M → R é constante

para µ-quase todo ponto.

e) Para toda função integrável invariante g : M → R tem-se que g(x) =

∫
gdµ para

µ-quase todo ponto.

f) Toda função integrável invariante g :M→ R é constante em µ-quase todo ponto.

g) Para todo subconjunto invariante A ⊂M tem-se µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.
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Demonstração: (a) ⇒ (b), (c) ⇒ (d) e (e) ⇒ (f) são imediatos. Já, (e) ⇒ (c) e (f)

⇒ (d) decorrem do fato de que a média temporal é invariante. De fato, para µ − q.t.p

x ∈M temos,

f̃(T(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(T(x)))

= lim
n→∞

[
1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) +
f(Tn)

n
−
f(x)

n

]

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) + lim
n→∞

f(Tn(x))

n
− lim

n→∞
f(x)

n

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x))

= f̃(x).

(c) ⇒ (a) Seja B ⊂ M um conjunto mensurável. Como a função caracteŕıstica do

conjunto B é integrável, temos que

τ(B, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XB ◦ T j(x)

=

∫
XB dµ

= µ(B).

(d) ⇒ (b) Decorre do fato de que o tempo médio de visita é a média temporal da função

caracteristica de B como visto acima.

(b) ⇒ (g) Seja A um conjunto invariante, ou seja, µ(A∆T−1(A)) = 0. Observe que

XA = XT−1(A) = XA ◦ T , em µ-q.t.p. x ∈M. Logo XA é invariante e

τ(A, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XA ◦ T j(x) = 1,

para µ-q.t.p. x ∈ A. De modo anáologo τ(A, x) = 0 para µ-q.t.p. x ∈ Ac. Por hipótese,

τ(A, ·) é constante em µ-quase todo ponto assim µ(A) = 1 ou µ(A) = 0.

(g) ⇒ (e) Seja g uma função integrável invariante. Então, para todo c ∈ R, o conjunto

Bc = {x ∈M;g(x) ⩽ c}

é invariante. Por hipótese, temos que µ(Bc) = 1 ou µ(Bc) = 0. Por outro lado, observe

que a função c 7→ µ(Bc) é não decrescente, pois se c1 < c2 então Bc1
⊂ Bc2

assim
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µ(Bc1) ⩽ µ(Bc2). Note que existe c tal que tal µ(Bc) = 0 se c < c e µ(Bc) = 1 se c ⩾ c.

Em particular, µ(Bc) = 1, logo g = c em µ-quase todo ponto. Dáı,∫
M

gdµ = c

∫
M

1dµ = c · µ(M) = c.

Portanto, g =

∫
M

gdµ como queŕıamos demonstrar.

A seguir, temos uma caracterização da propriedade de ergodicidade por meio do op-

erador de Koopman UT (f) = f ◦ T

Proposição 3.2. Seja µ uma probabilidade invariante por uma transformação mensurável

T :M→M. As seguintes condições são equivalentes :

a) (T ,µ) é ergódico

b) Para qualquer par de conjuntos mensuráveis A e B vale

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

µ(T−j(A) ∩ B) = µ(A) · µ(B).

c) Para quaisquer funções ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ) com 1
p
+ 1

q
= 1, vale:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
(Uj

Tϕ) ·ψdµ =

∫
ϕdµ ·

∫
ψdµ.

Demonstração: (c) ⇒ (b) Sejam A e B conjuntos mensuráveis. Assumindo (c), tome

ϕ = XA e ψ = XB. Dáı, temos

µ(A) · µ(B) =

∫
XA dµ ·

∫
XB dµ

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
Uj

T (XA) · XB dµ

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
(XA ◦ T j) · XB dµ

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
XT−j(A) · XB dµ

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∫
X(T−j(A)∩B) dµ

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

µ(T−j(A) ∩ B).
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(b) ⇒ (a) Seja A um conjunto invariante, tomando A = B em (b), temos que

(µ(A))2 = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

µ(T−j(A) ∩A) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

µ(A) = µ(A).

Desta forma, µ(A) = 0 ou µ(A) = 1. Segue da Proposição 3.1 que (T ,µ) é ergódico.

(a) ⇒ (c) Sejam ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ). Como o sistema é ergódico segue da

Proposição 3.1 e do Teorema Ergódico de Birkhoff que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕ = ϕ̃ =

∫
ϕdµ,

para µ-q.t.p. x ∈M. Primeiramente, suponha que ϕ é limitada, ou seja, existe b > 0 tal

que |ϕ| ⩽ b. Assim, para todo n ∈ N temos que∣∣∣∣∣
(
1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕ

)
ψ

∣∣∣∣∣ ⩽ b|ψ|.
Como b|ψ| ∈ L1(µ), podemos usar o Teorema da Convergência Dominada para concluir

que

lim
n→∞

∫ (
1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕ

)
ψdµ =

∫
ϕdµ ·

∫
ψdµ

e isto prova (c) sob a condição de limitação de ϕ. Para remover esta condição, dado

k ⩾ 1, defina

ϕk(x) =


k, se ϕ(x) > k

ϕ(x), se ϕ(x) ∈ [−k,k]

−k, se ϕ(x) < −k

Dado ε > 0, pelo argumento anterior, para todo k ⩾ 1, temos que∣∣∣∣∣
∫ (

1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕk

)
ψdµ−

∫
ϕk dµ ·

∫
ψdµ

∣∣∣∣∣ < ε

3
(3.1)

para todo n suficientemente grande, onde n depende de k. Por outro lado, veja que

∥ϕk − ϕ∥p → 0 quando k→ ∞. De fato:

1. Se p = ∞, temos que ϕk = ϕ, para todo k ⩾ ∥ϕ∥∞
2. Se p <∞, veja que ϕ(x) = lim

k→∞ϕk(x) e |ϕk(x)−ϕ(x)| ⩽ 2|ϕ(x)| para todo x. Pelo

Teorema da Convergência Dominada temos que ∥ϕk − ϕ∥p → 0.
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Da desiguladade de Hölder, temos∣∣∣∣∫(ϕk − ϕ) ·
( ∫
ψdµ

)
dµ

∣∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∣
(∫

|ϕk − ϕ|pdµ

) 1
p

·
(∫ (∣∣∣ ∫ ψdµ∣∣∣)q

dµ

) 1
q

∣∣∣∣∣
= ∥ϕk − ϕ∥p ·

∣∣∣∣∫ ψdµ∣∣∣∣ < ε

3
(3.2)

para todo k suficientemente grande. Da mesma forma, pela desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∣
∫
1

n

n−1∑
j=0

Uj
T (ϕk − ϕ) ·ψdµ

∣∣∣∣∣ ⩽
1

n

n−1∑
j=0

∣∣∣∣∫ Uj
T (ϕK − ϕ) ·ψdµ

∣∣∣∣
⩽

1

n

n−1∑
j=0

(∫
Uj

T |ϕk − ϕ|p dµ

) 1
p

·
(∫

|ψ|q dµ

) 1
q

=
1

n

n−1∑
j=0

∥Uj
T (ϕk − ϕ)∥p · ∥ψ∥q

= ∥ϕk − ϕ∥p · ∥ψ∥q <
ε

3
(3.3)

para todo k suficientemente, veja que a desigualdade acima não depende de n. Fixe k de

tal forma que valham as desigualdades (3.2) e (3.3) e tome n suficientemente grande de

modo que valha (3.1), veja que agora n depende de k. Dáı, temos que∣∣∣∣∣
∫ (

1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕ

)
ψdµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∣
∫ (

1

n

n−1∑
j=0

Uj
Tϕk

)
ψdµ−

∫
ϕk dµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫(ϕk − ϕ)dµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
1

n

n−1∑
j=0

Uj
T (ϕ− ϕk)ψdµ

∣∣∣∣∣
< ε,

para todo n suficientemente grande. Desta forma, vale (c) e a proposição está demon-

strada.
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3.2 Deslocamentos de Bernoulli.

Nesta seção estudaremos um exemplo de sistema ergódico bastante interessante. Con-

sidere o espaço produto Σ = XN, munido da σ-álgebra produto B = CN e da medida

produto µ = νN. Desta forma, Σ é o conjunto de todas as sequências (xn)n∈N onde

xn ∈ X para todo n ∈ N. Temos também, que B é a σ-ágebra gerada pelos cilindros

[m;Am, ...,An] = {(xi)i∈N; xi ∈ Ai para m ⩽ i ⩽ n}

com m ⩽ n e Ai ∈ C. Além disso, µ é caracterizada por

µ([m;Am, ...,An]) =

n∏
i=m

ν(Ai).

Definição 3.5. O deslocamento de Bernoulli é a aplicação σ : Σ→ Σ definida por

σ((xn)n) = (xn+1)n

ou seja σ envia a sequência (x0, x1, ..., xn, ...) na sequência (x1, ..., xn, ...).

Proposição 3.3. A medida produto é invariante para σ.

Demonstração: Primeiro, note que σ−1([m;Am, ...,An]) = [m + 1;Am, ...,An]. De

fato, veja que (x0, x1, ..., xm, xm+1, ...) ∈ σ−1([m;Am, ...,An]) se, e somente se,

σ((x0, x1, ..., xm, xm+1, ...)) ∈ [m;Am, ...,An],

ou seja, (x1, ..., xm, xm+1, ...) ∈ [m;Am, ...,An]. Observe que xm+1 ∈ Am, xm+2 ∈

Am+1, ..., xn+1 ∈ An assim (x0, x1, ..., xm, xm+1, ...) ∈ [m+ 1;Am, ...,An]. Dáı,

µ(σ−1([m;Am, ...,An])) = µ([m+ 1;Am, ...,An])

= ν(Am) · ... · ν(An)

= µ([m;Am, ...,An]).

Segue do Lema 1.2 que µ é invariante para σ.

Agora provaremos um lema que nos auxiliará na demonstração de que o deslocamento

de Bernoulli (σ,µ) é ergódico.

Lema 3.1. Se B e C são uniões finitas de cilindros dois a dois disjuntos, então tem-se

µ(B ∩ σ−j(C)) = µ(B)µ(σ−j(c)) = µ(B)µ(C)

para j suficientemente grande.
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Demonstração: Dividiremos a demonstração em dois casos:

Caso 1: Suponha que B e C são ambos cilindros, ou seja B = [k : Bk, ...,Bl] e

C = [m;Cm, ...,Cn].

Analogamente ao que foi feito na proposição anterior, para cada j, temos

σ−j(C) = [m+ j;Cm, ...,Cn].

Agora considere j suficientemente grande tal que m+ j > l. Assim, temos

B ∩ σ−j(C) = {(xn)n; xk ∈ Bk, ..., xl ∈ Bl, xm+j ∈ Cm, ..., xn+j ∈ Cn}

= [k;Bk, ...,Bl,X, ...,X,Cm, ...,Cn]

onde X aparece m+ j− (l+ 1) vezes. Dáı,

µ(B ∩ σ−j(C)) = µ([k;Bk, ...,Bl,X, ...,X,Cm, ...,Cn])

= ν(Bk) · ... · ν(Bl) · ν(X) · ... · ν(X) · ν(Cm) · ... · ν(Cn)

= ν(Bk) · ... · ν(Bl) · ν(Cm) · ... · ν(Cn)

= µ(B) · µ(C).

Caso 2: B e C são uniões finitas de cilindros disjuntos dois a dois, ou seja,

B =

m∑
i=1

Bi e C =

n∑
k=1

Ck,

onde cada Bi e cada Ck são cilindros.

Note que

σ−j(C) = σ−j

(
n∑

k=1

Ck

)
=

n∑
k=1

σ−j(Ck).

O Caso 2 segue do Caso 1 e do fato de µ ser finitamente aditiva.

Proposição 3.4. Todo deslocamento de Bernoulli (σ,µ) é ergódico.

Demonstração: Basta mostrar que para todo conjunto invariante A, tem-se µ(A) = 0

ou µ(A) = 1. Suponhamos inicialmente que o conjunto invariante A é uma união finita

de cilindros disjuntos. Pelo lema anterior, temos que µ(A ∩ σ−j(A)) = (µ(A))2 para

j suficientemente grande, e como A é invariante temos µ(A ∩ σ−j(A)) = µ(A). Dáı,

µ(A) = (µ(A))2 logo µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Para o caso geral, considere a álgebra B0 das uniões finitas de cilindros disjuntos, note

que a álgebra B0 gera a σ-álgebra B. Seja A um conjunto invariante mensurável qualquer.
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Dado ε > 0, pelo Teorema 1.3 existe B ∈ B0 tal que µ(A∆B) <
ε

4
. Como B ∈ B0, usando

o lema anterior, podemos tomar j tal que

µ(B ∩ σ−j(B)) = µ(B) · µ(σ−j(B)) = (µ(B))2.

Afirmo que

(A ∩ σ−j(A))∆(B ∩ σ−j(B)) ⊂ (A∆B) ∪ (σ−j(A)∆σ−j(B)) = (A∆B) ∪ (σ−j(A∆B)).

De fato, se x ∈ (A ∩ σ−j(A))∆(B ∩ σ−j(B)) então x ∈ (A ∩ σ−j(A)) \ (B ∩ σ−j(B)) ou

x ∈ (B ∩ σ−j(B)) \ (A ∩ σ−j(A)). Dáı, temos as seguintes possibilidades:

1. Se x ∈ (A∩σ−j(A))\(B∩σ−j(B)) então x ∈ (A∩σ−j(A)) e x /∈ B ou x ∈ (A∩σ−j(A))

e x /∈ σ−j(B). Logo, x ∈ (A∆B) ou x ∈ (σ−j(A)∆σ−j(B)).

2. Se x ∈ (B ∩ σ−j(B)) \ (A ∩ σ−j(A)), a argumentação é análoga.

Veja que se C e D são conjuntos mensuráveis então

|µ(C) − µ(D)| = |µ(C) − µ(C ∩D) − (µ(D) − µ(C ∩D))|

= |µ(C \D) − µ(D \ C)|

⩽ µ(C \D) + µ(D \ C)

= µ(C \D ∪D \ C)

= µ(C∆D).

Dáı, substituindo C = A ∩ σ−j(A) e D = B ∩ σ−j(B), temos que

|µ(A ∩ σ−j(A)) − µ(B ∩ σ−j(B))| ⩽ µ((A ∩ σ−j(A))∆(B ∩ σ−j(B)))

⩽ µ((A∆B) ∪ (σ−j(A∆B)))

⩽ µ((A∆B)) + µ((σ−j(A∆B)))

= 2µ((A∆B))

<
ε

2
.

Por outro lado, temos que

|µ(A)2 − µ(B)2| = |µ(A) + µ(B)| · |µ(A) − µ(B)| ⩽ 2 · |µ(A) − µ(B)| < ε

2
.
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Como A é invariante temos que µ(A ∩ σ−j(A)) = µ(A). Disto segue que

|µ(A)2 − µ(A)| ⩽ |µ(A)2 − µ(B)2|+ |µ(B)2 − µ(A)|

<
ε

2
+ |µ(B ∩ σ−j(B)) − µ(A ∩ σ−j(A))|

< ε.

Fazendo ε→ 0+, temos que µ(A)2 = µ(A). Portanto, µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.
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Aplicações

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados cujas demonstrações tem o conceito de

ergodicidade e os teoremas ergódicos como elementos fundamentais.

4.1 Sequências quase-normais

Neste tópico apresentaremos alguns resultados obtidos em [13]. Neste trabalho, os au-

tores estudaram condições necessárias e suficientes para a convergência forte do método

de projeções alternadas em espaços de Hadamard. Em particular, eles introduziram o

conceito de sequências quase-normais e utilizaram o teorema ergódico de Birkhoff para

mostrar que o conjunto das sequências quase normais possui medida total com respeito

a medida de Bernoulli. Esta abordagem utilizando técnicas de Teoria Ergódica os permi-

tiu responder um problema em aberto relacionado ao método das projeções alternadas,

que foi introduzido por von Neumann em 1933 para resolver o problema de viabilidade

convexa, ou seja, encontrar um ponto na interseção de conjuntos convexos.

Seja N ⩾ 2 um inteiro e suponha que C1, ...,CN são conjuntos convexos e fechados de

um espaço de Hadamard H cuja interseção é não-vazia. Denotaremos por Pj a projeção

sobre Cj. Agora considere uma sequência (jn) tomando valores em IN = {1, 2, ...,N},

escolha um ponto x0 ∈ H e defina a sequência (xn) por

xn = Pjn(xn−1),

para todo n ∈ N. Ao longo desta seção, denotaremos por (jn) uma sequência tomando

valores em IN = {1, 2, . . . ,N} e por Σ o conjunto de todas essas sequências, ou seja,

Σ = {1, 2, ...,N}N.

64
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Definição 4.1. Para cada j ∈ {1, ...,N}, considere a sequência crescente de números

naturais (kn) tal que jkn
= j. Dizemos que uma sequência (jn) é quase-periódica se

I(j) = supn(kn+1 − kn) é finito para todo j.

Definição 4.2. Dizemos que uma sequência (jn) é quase-normal se existe um número

positivo L e uma sequência de blocos disjuntos (Rk) de elementos consecutivos de (jn)

com L termos, onde cada bloco Rk possui todos os ı́ndices de {1, ...,N} e uma função

f : N → (0,∞) com lim
nk→∞ f(nk) = +∞ tal que

∞∑
k=1

1

nk · f(nk)
= +∞,

onde jnk
é o primeiro elemento do bloco (Rk) e (nk) é uma sequência crescente.

Proposição 4.1. Suponha que existam um número natural L e uma sequência de blocos

disjuntos (Rk) de elementos consecutivos de (jn) com L termos, onde cada bloco Rk possui

todos os elementos de {1, ...,N}. Para cada k ∈ N, seja Sk o bloco formado pelos elementos

entre Rk−1 e Rk, que eventualmente pode ser vazio. Assim, a sequência (jn) pode ser vista

da forma:

S1R1S2R2, ..., SkRk, ...

Seja |Sk| o número de elementos do bloco Sk e c > 0 uma constante. Se

k∑
i=1

|Si| ⩽ c · k, para todo k ∈ N, (4.1)

então a sequência (jn) é quase-normal.

Demonstração:Veja [13].

Corolário 4.1. Toda sequência quase-periódica é quase-normal.

Demonstração: Veja [13].

Exemplo 4.1. Considere a sequência abaixo, onde temos blocos consecutivos Rk = {123}

intercalados por blocos da forma S = {1212...12}.

123123 · · · 123︸ ︷︷ ︸
10 blocos

12 123123 · · · 123︸ ︷︷ ︸
102 blocos

1212 123123 · · · 123︸ ︷︷ ︸
103 blocos

121212 123123 · · · 123︸ ︷︷ ︸
104 blocos

· · ·
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Para cada l ∈ N, seja kl =
10l+1 − 1

9
. Usando a notação da Proposição 4.1, note que

Si ̸= ∅ se, e somente se, i = kl para algum l ∈ N e além disso |Skl
| = 2l. Dado k ∈ N tal

que kl ⩽ k < kl+1, temos

k∑
i=1

|Si| =

l∑
j=1

|Skj
| =

l∑
j=1

2j = l(l+ 1) ⩽
10l+1 − 1

9
⩽ k.

Pela Proposição 4.1, a sequência (jn) é quase-normal. Por outro lado, esta sequência

não é quase-periódica, pois para cada n ∈ N temos blocos 1212 · · · 12 com 2n elementos

distintos de 3.

Sejam A o conjunto das sequências quase-normais, Q o conjunto das sequências quase-

periódicas e B o conjunto das sequências (jn) que satisfazem (4.1). Dos resultados acima

segue que Q ⊂ B ⊂ A.

Utilizando o teorema ergódico de Birkhoff e a ergodicidade do deslocamento de Bernoulli

com respeito a medida de Bernoulli foi provado em [13] que os conjuntos A e B possuem

medida total e que o conjunto Q possui medida nula. A seguir apresentamos a demon-

stração destes resultados.

Proposição 4.2. P(A) = 1, onde P é a medida de Bernoulli em Σ.

Demonstração: Sejam P a medida de Bernoulli em Σ e β : Σ → Σ o deslocamento de

Bernoulli. Do teorema ergódico de Birkhoff e da ergodicidade da medida de Bernoulli,

existe um subconjunto Ω ⊂ Σ com P(Ω) = 1 tal que para cada α = (α1,α2, ...,αn, ...) ∈

Ω, tem-se

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = P(E), (4.2)

onde E é o cilindro [1; 1, 2, ...,N] e P(E) = p1 · p2 · ... · pN < 1. Pela desigualdade das

médias aritmética e geométrica segue que

0 < a = p1 · p2 · ... · pN ⩽

(
p1 + p2 + ...+ pN

N

)N

=
1

NN
.

Para α ∈ Ω, observe que βj−1(α) ∈ [1; 1, 2, ...,N] se, e somente se, αj = 1,αj+1 =

2, ...,αj+n−1 = N. Considere a sequência crescente (nk), onde β
nk−1(α) ∈ [1; 1, 2, ...,N] e

a sequência de blocos (Rk) com N termos cujo primeiro elemento é jnk
. Segue de (4.2),

que existe m tal que se n > m então

a

2
<

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) <

3a

2
. (4.3)
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Observe que se j = nl − 1 para algum l, então XE(β
j(α)) = 1 e que XE(β

j(α)) = 0 caso

contrário. Portanto,
nk−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = k.

Tome nk1
> m. De (4.3) segue que para k ⩾ k1,

a

2
<
k

nk

<
3a

2
.

Agora, considere a função f : N → (0,∞), onde f(n) = log
(
n+ 1

a

)
. Tem-se

∞∑
k=1

1

nk · f(nk)
=

kl−1∑
k=1

1

nk · f(nk)
+

∞∑
k=kl

1

nk · f(nk)

⩾
kl−1∑
k=1

1

nk · f(nk)
+

∞∑
k=kl

a

2k log(2k+ 1) − 2k loga
.

= ∞.

Isto prova que Ω ⊂ A. Em particular, P(A) = 1.

Agora, mostraremos que o conjunto B das sequências (jn) que satisfazem (4.1) também

tem medida total.

Proposição 4.3. P(B) = 1, onde P é a medida de Bernoulli em Σ.

Demonstração: Considere o cilindro E = [1; 1, 2, ...,N], cuja medida de Bernoulli é

P([1; 1, 2, ...,N]) = p1 · p2 · ... · pN = a > 0.

Como a medida de Bernoulli é ergódica em relação ao deslocamento de Bernoulli β : Σ→ Σ

segue do teorema ergódico de Birkhoff que existe um subconjunto Ω ⊂ Σ com P(Ω) = 1

tal que se α = (α1,α2, ...,αn, ...) ∈ Ω, então

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(β
j(α)) = P(E). (4.4)

Em particular, existe uma uma sequência crescente (nk), onde β
nk−1(α) ∈ [1; 1, 2, ...,N]

para todo k ∈ N. Por definição do deslocamento de Bernoulli temos

Rk := (αnk
,αnk+1, ...,αnk+N−1) = (1, 2, ...,N).

Segue de (4.4) que

a = lim
nk→∞

1

nk

#
{
1 ⩽ j ⩽ nk : βj−1(α) ∈ [1; 1, 2, ...,N]

}
= lim

k→∞
k

nk

.
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Tome k0 ∈ N tal que k > k0 implica

a

2
<
k

nk

<
3a

2
.

Sendo nk = 1+ (k− 1)L+

k∑
i=1

|Si|, para k > k0, temos

a

2
<
k

nk

<
3a

2
⇒ 2

3a
<
nk

k
<

2

3a

⇒ nk <
2k

3a

⇒ 1+ (k− 1)L+

k∑
i=1

|Si| <
2k

3a

⇒ Lk

2
+

k∑
i=1

|Si| <
2k

3a

⇒
k∑

i=1

|Si| <

(
2

3a
−
L

2

)
k.

Tomando

c = max

{
k0∑
i=1

|Si|,
2

3a
−
L

2

}
,

obtemos
k∑

i=1

|Si| ⩽ c · k

para todo k ∈ N. Como Ω ⊂ B, então P(B) = 1.

Proposição 4.4. P(Q) = 0, onde P é a medida de Bernoulli em Σ.

Demonstração: Denote por Qk o conjunto das sequências quase-periódicas (jn) tal

que max1⩽j⩽N I(j) ⩽ k. Vamos mostrar que P(Qk) = 0. De fato, considere o cilindro

Ek = [1; 1, 1, ..., 1] (onde 1 se repete 2k-vezes), como visto anteriormente, pelo teorema de

Birkhoff e a ergodicidade da medida P, existe um subconjunto Ωk ⊂ Σ com P(Ωk) = 1

tal que se α = (α1,α2, ...,αn, ...) ∈ Ωk, então

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XEk
(βj(α)) = P(Ek) > 0.

Em particular, se α ∈ Ωk, então existe j tal que β
j−1(α) ∈ Ek e αj = αj+1 = αj+2k−1 = 1.

Isto implica que α /∈ Qk. Portanto, Ωk∩Qk é vazio, assim P(Qk) = 0. Como Q =

∞⋃
k=1

Qk

segue que

0 ⩽ P(Q) ⩽
∞∑

k=1

P(Qk) = 0.

Isto completa a demonstração.
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4.2 Teorema de Weyl

Neste tópico apresentaremos um teorema de Hermann Weyl provado em [20] que trata

da distribuição de valores de polinômios aplicados no conjunto dos números inteiros.

Seguiremos a demonstração apresentada em [18]. Seja P : R → R uma função polinomial

qualquer de coeficientes reais de grau d ⩾ 1:

P(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ adx

d.

Seja P∗ : R → S 1 a composição de P com a projeção canônica R → S 1 = R/Z. Defina,

para todo n ⩾ 1,

zn = P∗(n).

Assim podemos pensar em zn como sendo a parte fracionária de P(n).

Definição 4.3. Dizemos que uma sequência (xn) em S 1 é equidistribúıda se para qualquer

função cont́ınua φ : S 1 → R tem-se

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

φ(xj) =

∫
φ(x)dx.

Isto equivale a dizer que, para todo segmento I ⊂ S 1, a fração dos termos da sequência

que estão em I é igual ao comprimentom(I) do segmento, ondem é a medida de lebesgue.

Teorema 4.1. (Weyl) Se algum dos coeficientes a1, ...,ad é irracional, então a sequência

zn = P∗(n),n ∈ N é equidistribúıda.

Para demonstrar esse teorema, faremos alguns preparativos inicialmente. Considere a

transformação f : Td → Td definida no toro d-dimensional Td da seguinte maneira,

f(θ1, θ2, ...,θd) = (θ1 + α, θ2 + θ1, ...,θd + θd−1)

onde α é um número irracional. Note que f é invert́ıvel, e sua inversa é dada por:

f−1(θ1, θ2, ..., θd) = (θ1 − α, θ2 − θ1 + α, ...,θd − θd−1 + ...+ (−1)d−1θ1 + (−1)dα).

Temos também que o determinante da matriz derivada de f é 1, e isso garante que f

preserva a medida de Lebesgue no toro.

Proposição 4.5. A medida de Lebesgue em Td é ergódica para f.
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Demonstração: Iremos usar um argumento de expansão em Série de Fourier. Seja

φ : Td → R uma função em L2(m). Escrevemos

φ(θ) =
∑
n∈Zd

ane
2πin·θ

onde θ = (θ1, θ2, ...,θd), n = (n1, ...,nd) e n · θ = n1θ1 + ... + ndθd. A norma de φ em

L2(m) é dada por ∑
n∈Zd

|an|
2 =

∫
|φ(θ)|2dθ1 · · ·dθd <∞. (4.5)

Observe que

φ(f(θ)) =
∑
n∈Zd

ane
2πi(n1(θ1+α)+...+nd(θd+θd−1))

=
∑
n∈Zd

ane
2πin1αe2πiL(n)·θ,

onde L(n) = (n1 + n2,n2 + n3, ...,nd−1 + nd,nd). Suponha que φ é invariante, ou seja,

que φ ◦ f = φ me quase todo ponto. Teremos então

ane
2πin1α = aL(n) (4.6)

para todo n ∈ Zd. Isto implica que an e aL(n) têm o mesmo valor absoluto. Por

outro lado, pela relação (4.5) temos que existe no máximo um número finito de termos

com um dado valor absoluto não-nulo. Conclúımos que an = 0 para todo n ∈ Zd cuja

órbita Lj(n), j ∈ Z seja infinita. Analisando a expressão de L temos que an = 0 exceto,

possivelmente, se n2 = ... = nd = 0. Por outro lado, para n = (n1, 0, ..., 0), tem- se que

L(n) = n e , portanto, a relação (4.6) torna-se

an = ane
2πin1α.

Como α é irracional, o último é diferente de 1 sempre que n1 é não-nulo. Portanto

esta relação dá que an = 0 também para n = (n1, 0, ..., 0) com n1 ̸= 0. Deste modo,

mostramos que se φ é uma função invariante, então todos os termos de sua expansão em

série de Fourier se anulam exceto, possivelmente o termo constante. Isto mostra que φ é

constante em quase todo ponto, e isso prova que a medida de Lebesgue é ergódica para

f.
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Definição 4.4. Dado f : X→ X e qualquer medida µ em X denota-se por f∗µ e chama-se

iterado (ou imagem ) de µ por f a medida definida por f∗µ(B) = µ(f−1(B)) para cada

conjunto mensurável B ⊂ X. Note que µ é invariante pela transformação f se, e somente

se, f∗µ = µ.

Definição 4.5. Dizemos que uma transformação f : X → X é unicamente ergódica se

admite exatamente uma medida de probabilidade invariante.

O próximo passo para a demonstração do teorema de Weyl é o seguinte resultado:

Proposição 4.6. A transformação f é unicamente ergódica: a medida de Lebesgue no

toro é a sua única probabilidade invariante.

Demonstração: A demonstração será por indução sobre o grau d do polinômio P. Para

d = 1, a função polinomial resume-se a P(x) = a0 + a1x e a transformação f é dada por

f : S 1 → S 1, f(θ) = θ+ a1

Por hipótese, o coeficiente a1 é irracional, assim, esta transformação admite uma única

probabilidade invariante, que é a medida de Lebesgue m. Portanto o caso d = 1 está

feito, agora só precisamos explicar como o caso de grau d pode ser deduzido do caso de

grau d− 1. Para isso, escrevemos Td = Td−1 × S 1 e

f : Td−1 × S 1 → Td−1 × S 1, f(θ0,η) = (f0(θ0),η+ θd−1),

onde θ0 = (θ1, ...,θd−1) e f0(θ0) = (θ1 + α, θ2 + θ1, ..., θd−1 + θd−2). Por indução, a

transformação

f0 : Td−1 → Td−1

é unicamente ergódica. Representamos por π : Td → Td−1 a projeção π(θ) = θ0.

Lema 4.1. Se µ é uma probabilidade invariante por f, então a projeção π∗µ coincide com

a medida de Lebesgue m0 em Td−1.

Demonstração: Veja [18].

Agora suponhamos que µ, além de invariante, também é ergódica para f. Por ergodi-

cidade e pelo corolário 2.1 do Teorema Ergódico de Birkhoff, o conjunto G(µ) dos pontos

θ ∈ Td tais que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(fj(θ)) =

∫
φdµ para toda função cont́ınua φ : Td → R (4.7)
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tem medida total. Seja G0(µ) o conjunto dos θ0 ∈ Td−1 tais que G(µ) intersecta {θ0}×S 1,

ou seja G0(µ) = π(G(µ)). É claro que π−1(G0(µ)) contém G(µ) e portanto, tem medida

total. Logo pelo lema 4.1,

m0(G0(µ)) = µ(π
−1(G0(µ))) = 1. (4.8)

Pelas mesmas razões, esta relação também vale para a medida de Lebesgue:

m0(G0(m)) = m(π−1(G0(m))) = 1 (4.9)

Uma consequência direta das igualdades (4.8) e (4.9) é que a intersecção de G0(µ) e G0(m)

tem medida m0 total. Logo, em particular, estes conjuntos não podem ser disjuntos. Seja

θ0 um ponto qualquer na intersecção. Por definição G(µ) intersecta {θ0}× S 1, mas temos

o seguinte resultado:

Lema 4.2. Se θ0 ∈ G0(m), então {θ0}× S 1 está contido em G(m).

Demonstração: Veja [18].

Segue do que foi dito até agora que G(µ) e G(m) se intersectam em algum ponto de

{θ0}× S 1. Tendo em vista a relação (4.7), isto implica que as duas medidas têm a mesma

integral para cada função cont́ınua. Segue do fato de que se duas probabilidades em M

são tais que para toda função φ : M → R Lipschitz limitada a integral com respeito

ambas probabilidades coincidem então estas probabilidades são iguais, que µ = m (veja

mais em [18]), como queŕıamos demonstrar.

Corolário 4.2. A órbita de todo ponto θ ∈ Td é equidistribuida no toro Td, ou seja, para

toda função cont́ınua ψ : Td → R tem-se

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ψ(fj(θ)) =

∫
ψdm.

Demonstração: Segue diretamente das Proposições 4.5 e 4.6.

Para completar a demonstração do teorema de Weyl, introduzimos as funções polino-

miais p1, ...,pd definidas por pd(x) = P(x) e pj−1(x) = pj(x+ 1)−pj(x) para j = 2, ...,d.

Lema 4.3. O polinômio pj(x) tem grau j, para todo 1 ⩽ j ⩽ d. Além disso, p1(x) =

αx+ β, com α = d!ad.
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Demonstração: Ver [18].

Lema 4.4. Para todo n ⩾ 0,

fn(p1(0),p2(0), ...,pd(0)) = (p1(n),p2(n), ...,pd(n)).

Demonstração: Veja [18].

Finalmente, estamos prontos para provar que a sequência zn = P∗(n),n ∈ N é equidis-

tribuida. Vamos tratar dois casos separadamente.

Suponha que ad é irracional. Então o número α no Lema 4.3 é irracional e, portanto,

os resultados da Proposição acima são válidos para a transformação f : Td → Td. Seja

φ : S 1 → R uma função cont́ınua qualquer. Considere ψ : Td → R definida por

ψ(θ1, ...,θd) = φ(θd).

Fixemos θ = (p1(0),p2(0), ...,pd(0)), usando o Lema 4.4 e o Corolário 4.2, obtemos que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(zj) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ψ(fj(θ)) =

∫
ψdm =

∫
φdx.

Isto termina a demonstração do teorema de Weyl no caso em que ad é irracional.

Agora, suponha que ad é racional, digamos ad = p/q com p ∈ Z e q ∈ N. Podemos

escrever zn como uma soma

zn = xn + yn, xn = adn
d e yn = Q∗(n)

onde Q(x) = a0 + a1x+ ...+ ad−1x
d−1 e Q∗ : R → S 1 é dada por Q∗ = π ◦Q. Observe,

em primeiro lugar, que

xn+q − xn =
p

q
(n+ q)d −

p

q
nd

é um número inteiro, para todo n ∈ N. Isto significa que a sequência xn é periódica

de peŕıodo q no ćırculo R/Z. Em particular, ela toma q valores distintos. Observe

também que, como ad é racional, a hipótese do teorema implica que algum dos coefi-

cientes a1,a2, ...,ad−1 de Q é irracional. Logo por indução no grau, temos que yn é

equidistribuida. Mais do que isso, as subsequências

y(qn+r) = Q∗(qn+ r), n ∈ Z

são equidistribuidas para todo r ∈ {0, 1, ...,q − 1}. Na verdade, estas subsequências

podem ser escritas como ynq+r = Q
(r)
∗ (n) para algum polinômio Q(r) que também tem
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grau (d− 1), e portanto a hipótese de indução se aplica sobre elas também. Destas duas

observações segue que toda subsequência zqn+r é equidistribúıda. Consequentemente, zn,

n ∈ Z também é equidistribuida. Isto completa a demonstração do teorema.
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