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Resumo

Estudamos neste trabalho diversos teoremas ergodicos que desempenham um papel impor-
tante na Teoria Ergddica, entre eles, o teorema ergddico de Birkhoff, o teorema ergddico
maximal e o teorema ergddico subaditivo de Kingmann. Além disso, aplicaremos tais
resultados para demonstrar o teorema de Weyl e estudar o conjunto das sequéncias
quase-normais que recentemente foi utilizado para demonstrar uma conjectura relacionada

ao método das projecoes alternadas.

Palavras-chave: Teoremas ergddicos, Teorema ergddico de Birkhoff, Ergodicidade, Teo-

rema de Weyl, Sequéncias quase-normais, Projecoes alternadas.



Abstract

In this work we study several ergodic theorems that play an important role in
Ergodic Theory, among them, Birkhoft’s ergodic theorem, maximal ergodic theorem and
Kingmann’s subadditive ergodic theorem. Furthermore, we will apply these results to
prove Weyl’s theorem and study the set of the quasi-normal sequences that was recently

used to prove a conjecture related to the method of alternating projections.

Keywords: Ergodic Theorems, Birkhoff Ergodic Theorem, Ergodicity, Weyl’s Theorem,

Quasi-Normal Sequences, Alternating Projections.
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Introducao

A Teoria Ergddica estuda sistemas dinamicos munidos de uma medida invariante. As
origens da Teoria Ergddica remetem a mecanica estatistica, com uma tentativa de aplicar
a teoria da probabilidade a sistemas mecanicos conservativos. A palavra “ergédico” foi
criada no século XIX pelo fisico austriaco L. Boltzmann, um dos fundadores da teo-
ria cinética dos gases. Boltzmannn estava interessado nos sistemas descritos por fluxos
Hamiltonianos. Com o tempo, tornou-se usual chamar hipétese ergédica a afirmacao de
que as médias temporais e espaciais sao iguais. Sistemas para os quais vale essa igualdade
foram chamados ergédicos. Em 1890, Henri Poincaré obteve um importante resultado na
dire¢ao de entender o comportamento de érbitas de um sistema dinamico discreto, este
resultado ficou conhecido como Teorema de Recorréncia de Poincaré, que afirma que se
uma medida finita é invariante por uma transformacao T : X — X, entao quase todo ponto
de um conjunto mensuravel com medida positiva retorna infinitamente para ele. Desta
forma, é natural pensar como é o comportamento médio dessas o6rbitas por meio de uma
funcao. Dados x € X, E C X e n € N podemos definir o nimero de iterados de x que
visitam E até o tempo (n—1) por T (E,x) = # {] c{0,1,..n—1}:T(x) € E}. Quando

o limite
=X~ dim =Y Xe(T(x) (1)

existe, ele nos fornece a frequéncia com que a orbita de x visita o conjunto E. O Teorema
de Recorréncia de Poincaré afirma que t,(E,x) — oo quando n — oo quase sempre,
porém ele ndo nos dd nenhuma informacao sobre o limite (1).

Outro matematico que estudou as médias temporais e espaciais foi Hermann Weyl.
Em 1910, Weyl provou que para todo ntimero irracional & a sequéncia x,, = né& (modl)

¢ equidistribuida em [0, 1], ou seja, para todo 0 < a < b < 1, temos

. HI<i<n:x € (a,b)}
lim

n—o0 n

=b—a. (2)
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Porém foi em 1916 que Weyl em [20] publicou um paper que deu origem & teoria da dis-
tribuicao uniforme. Em 1929, Koopmam comegou a investigar grupos de transformacoes
que preservam medidas, ou seja, transformagoes que levam cada conjunto em outro que
mede o mesmo. Os teoremas ergddicos de von Neumann e Birkhoff foram provados nos
anos trinta do século passado e forneceram informagcoes mais precisas sobre as médias
temporais, tais resultados desempenharam um importante papel no desenvolvimento da
Teoria Ergodica.

Devido a grande importancia dos teoremas ergddicos no desenvolvimento da Teoria
Ergddica e a sua grande aplicabilidade em diversas areas da matemaética, neste trabalho
estudaremos diversos teoremas ergddicos, entre eles, o teorema ergdédico de
von Neumann, o teorema ergddico de Birkhoff, o teorema ergédico maximal e teorema
ergbdico de Kingmann. No Capitulo 2, apresentaremos a demonstracao destes teore-
mas e as relagoes existententes entre eles, por exemplo, o teorema ergodico de Birkhoff
pode ser demonstrado como consequéncia do teorema ergddico maximal. No Capitulo
3 abordaremos o conceito de ergodicidade que possui grande utilidade em varios ramos
da matematica. No Capitulo 4, aplicaremos o teorema de Birkhoff para demonstrar o
teorema de Weyl e para estudar o conjunto das sequéncias quase-normais que recente-
mente foi utilizado para demonstrar uma conjectura relacionada ao método das projecoes

alternadas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados que serao utilizados ao
longo deste trabalho. Parte substancial deste capitulo encontra-se em [18]. Veja [5], [8] e

[4].

1.1 Espacos de medida

1.1.1 Espacos mensuraveis

Dado um subconjunto A C X denotaremos por A€ o complementar X \ A do conjunto A

em relacao a X.

Definicao 1.1. Uma dlgebra de X é uma familia B de subconjuntos de X que € fechada

para as operacgoes elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, isto €, tal que
e leB;
e A € B implica A¢ € B;
e AcB eBeB implica AUB € B.

Observe que AN B = (A€ U B®)¢ também estd em B para quaisquer A, B € B. Além
disso, a uniao e intersecao finita de quaisquer elementos de B também é um elemento de

B.

Definicao 1.2. Uma dlgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de X se também for

fechada para as unioes enumerdveis:
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e Ay € Bparaj=1,..,n,.. implica UA5 € B.
j=1

Observe que uma o-algebra B também é fechada para as interse¢oes enumeraveis, de

fato, se A; € B,Vj € N, entao ﬂ Aj = (U A5)¢ também estd em B.
j=1 j=1

Definigao 1.3. Um espagco mensurdvel é uma dupla (X, B), onde X € um conjunto e B

¢ uma o-dlgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sao chamados de conjuntos

mensurdveis do espaco.
A seguir, temos a seguinte Proposicao:

Proposigao 1.1. Considere uma familia {B; : 1 € I} de o-dlgebras, onde J € um conjunto

qualquer. Entdo a intersecao B = ﬂ B também € uma o-dlgebra.
ieJ
Definicao 1.4. A o-dlgebra gerada por uma familia € de subconjuntos de X € a menor o-

dlgebra que contém a familia €, ou seja, € a intersecdo de todas as o-dlgebras que contém

&. Denotaremos tal o-dlgebra por o(E).

Definicao 1.5. A o-dlgebra de Borel de um espago topologico € a o-dlgebra gerada pela
topologia T, isto €, a menor o-dlgebra que contém todos os subconjuntos abertos. Neste

caso, 0s conjuntos mensurdveis recebem o nome de borelianos.

1.1.2 Espacos de medida

Definigcao 1.6. Seja (X, B) um espagco mensurdvel. Uma medida em (X, B) € uma funcgao

w:B — [0, +o0] tal que u(@) =0 e

M(U Aj) = Z n(A;j),
j=1 j=1
para qualquer familia enumerdvel de conjuntos A; € B disjuntos dois-a-dois. Esta iltima
propriedade € chamada de o-aditividade. A tripla (X, B, 1) € chamada espaco de medida.
Quando w(X) < oo dizemos que w € uma medida finita. No caso particular em que

w(X) =1, dizemos que w é uma probabilidade. Neste caso (X, B, ) é chamado de espaco
de probabilidade.

Definicao 1.7. Dizemos que uma medida i € o-finita se existe uma familia enumerdvel

de subconjuntos mensurdveis Aq, ..., An, ... de X tal que : W(A;) < 0o, para todo i, e

X - [j Ai-
i=1
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Definicao 1.8. Dizemos que um conjunto mensurdvel A, pertencente d o-dlgebra B tem

medida nula se w(A) = 0.

Uma propriedade importante de conjuntos de medida nula é que a uniao enumeravel de
conjuntos de medida nula também é um conjunto de medida nula. No préximo resultado

enunciamos um teorema de extensao de medidas.

Teorema 1.1. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e seja ug : A — [0, +00] uma
fungao o-aditiva com Wwo(X) < 0o. Entao existe uma unica medida w definida na o-dlgebra

B gerada por A que € uma extensao de Wy, ou seja, tal que W(A) = wo(A) para todo A € A.

Definicao 1.9. Dizemos que uma familia nao vazia C de subconjuntos de X € uma
classe monotona, se C contém X e é fechada para as unioes e intersecoes enumerdveis

mondtonas, ou seja:
e dados subconjuntos A1 C Ay C ... em C , entdo U Ap€eCe
nx1

e dados subconjuntos A1 D Ay D ... em C , entdo ﬂ A, € C.
n>1

Teorema 1.2. A menor classe mondtona que contém uma dlgebra A coincide com a

o-algebra gerada por A.

Teorema 1.3. (Aprozimagdo) Seja (X, B, u) um espago de probabilidade e seja A uma
dlgebra que gera a o-dlgebra B. Entao para todo € > 0 e todo B € B existe A € A tal que
w(AAB) < ¢, onde:

AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (ANB).

O resultado acima nos diz que todo elemento da o-algebra gerada por uma &lgebra

pode ser aproximado por um elemento da algebra.

Definicao 1.10. Um espaco de medida diz-se completo se todo subconjunto de um con-

junto mensurdvel com medida nula também é mensurdvel.

1.1.3 Aplicagcoes mensuraveis

Definicao 1.11. Dados espacos mensurdveis (X, B) e (Y, C), dizemos que uma aplicacdo

f: X =Y é mensurdvel se f~1(C) € B, para todo C € C.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 6

Proposigao 1.2. Sejam f, g : X — [—o00,+00] fungoes mensurdveis e sejam a,b € R.

Entao também sao mensurdveis as sequintes funcoes:
(af +bg)(x) = af(x) + bg(x) e (- g)(x) =1f(x) - g(x).

Além disso, se T, : X — [—00, +00] € uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis, também

sao mensurdveis as sequintes funcoes:
s(x) = sup{f(x) :n > 1} e ix) =inf{f(x) :n > 1},

f*(x) = lim sup f,, (x) e fyo(x) = liminf f,, (x).

n—oo n—oo

Em particular, se f(x) = lim f,.(x) existe, entao f é mensurdvel.
n—o0o

Definicao 1.12. Dizemos que uma funcdao s : X — R ¢é simples se existem constantes

X1, ..., % € R e conjuntos mensurdveis Ay, ..., Ax € B disjuntos dois a dois tais que

k
S = E & :X:A].,
j=1
onde XA € a funcao caracteristica do conjunto A.

Observacao 1.1. Toda fungao simples é mensurdvel.

Proposigao 1.3. Seja f : X — [—o00,+00] uma fung¢ao mensurdvel. Entdo eriste uma

sequéncia (sn) de fungoes simples tal que |s, (x)| < [f(x)| para todo n e

lim s, (x) = f(x),Vx € X.

n—oo

Se f toma valores em R, podemos tomar s, com valores em R. Se f € limitada, a sequéncia
pode ser escolhida tal que a convergéncia seja uniforme. Se f é nao negativa, podemos

tomar 0 < s < sy < ... < T

1.2 Integracao em espacos de medida

Nesta secao definiremos a integral de Lebesgue de uma fungao em relagao a uma medida.
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1.2.1 Integral de Lebesgue
Seja (X, B, 1) um espaco de medida.

Definicao 1.13. Seja s = Z};l ojXa; uma funcao simples. Entao a integral de s em

relacao d medida w € dada por:

k
JS dH: ZO(jLL(A)‘).
j=1

Agora definiremos a integral de Lebesgue para fungoes nao negativas.

Definigao 1.14. Seja f: X — [0, +00] uma funcao mensurdvel nao negativa. Entdo

deu = lim an du,
n—oo

onde s;1 < S < ... € uma sequéncia ndao decrescente de funcoes simples tal que

lim s, (x) = f(x) para todo x € X.

n—oo

Para estender a definicao de integral a qualquer funcao mensuravel, observemos que

dada uma funcao f: X — [—o0, +00] sempre podemos escrever f = f* — f~ com
fr = max{f(x),0} e f =max{—f(x),0}
Definigao 1.15. Seja f: X — [—00,+0o0] uma fung¢ao mensurdvel. Entao,
deu: JfJr du—Jf du,
desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita.

Definigao 1.16. Dizemos que uma funcdao f : X — [—oo,+00] € integravel se for men-
surdvel e sua integral for um numero real. Denotamos o conjunto das funcoes integrdveis

por LY(X, B, 1) ou, mais simplesmente, por L'(u).
Da definicao 1.15 segue que |[f| € L*(n) se, e somente se, f € L(n).

Definigao 1.17. Dada uma fun¢ao mensurdvel f : X — [—oo,+00] e um conjunto men-

surdvel & definimos a integral de f sobre E por

J fdu:Jf-xEdu.
E
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Proposicao 1.4. O conjunto L' (W) das funcoes reais integrdveis é um espaco vetorial real
e a aplicagio 1 : L' (n) — R dada por I(f) = [fdp € um funcional linear positivo. Além
disso, | [ Tdpl < [[fldp se f € LY (). Em particular, I é um funcional linear limitado.

Definicao 1.18. Dizemos que uma propriedade € vdlida em pw-quase todo ponto se €
valida em todo o X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula. Analogamente,
dizemos que duas funcoes f e g sao iguais em p-quase todo ponto se existe uma conjunto
mensurdvel N com w(N) = 0 tal que f(x) = g(x) para todo x € X\N. Neste caso, supondo

que as fungoes sejam integrdveis, as suas integrais coincidem.

Lema 1.1. (Borel-Cantelli) Sejam (E,) uma familia enumerdvel de conjuntos men-
surdveis e F o conjunto dos pontos que pertencem a B, para infinitos valores de n,

ou seja,

F=limsupk, = ﬁ D E..

k=1n=k
Se Z w(E,) < oo, entao u(F) = 0.
neN

1.2.2 Teoremas de convergéncia

Nesta subse¢ao mencionamos importantes resultados de convergéncia de fungoes que serao

utilizados na demonstracao dos principais resultados desta dissertacao.

Teorema 1.4. (Convergéncia mondtona) Seja fy, : X — [—o00,+00] uma sequéncia nao-
decrescente de fungdes mensurdveis nao-negativas e seja f : X — [—o00,+00] a funcgao

definida por f(x) = lim f,,(x). Entdo
n—oo

n—oo

lim an dH:deH-

Teorema 1.5. (Lema de Fatou) Seja f, : X — [0,400] uma sequéncia de fung¢des
mensurdveis nao-negativas. Entao, a funcao f : X — [—o0,400] definida por f(x) =

liminf f,, (x) € mensurdvel e vale
n—oo

n—oo n—oo

Jlim inf f(x) dp < lim ianfn du.

Teorema 1.6. (Convergéncia dominada) Seja f,, : X — R uma sequéncia de fungoes

mensurdveis e suponha que existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,(x)| < |g(x)| para
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w-quase todo x em X. Suponha também que a sequéncia (f,) converge em w-quase todo

ponto para uma funcao f: X — R. Entdo f € integravel e vale :

lim an du:deu.

n—oo

Teorema 1.7. (Egorov) Seja (X, A, ) um espago de medida com w(X) < oo. Seja (fy)
uma sequéncia de funcoes mensurdveis, convergindo em wu-q.t.p. x € X para f : X — R.
Entao, dado qualquer & > 0, existe E € A com W(E®) < & e tal que (fnlg) converge

uniformemente.

1.2.3 Produto de medidas

Sejam (Xy, Ay, W) espacos de medida finita, para k = 1, ..., n. Podemos tornar o produto
cartesiano X; x - - - x X, um espaco de medida da seguinte forma, considere em X; x - - - x X,
a 0-algebra gerada pela familia de todos os conjuntos da forma A; x---x A, com Aj € Aj.

Ela é chamada o-dlgebra produto e é representada por A; ® --- ® A,,.

Teorema 1.8. FExiste uma tunica medida w em (X; X -+ X Xp, A1 ® -+ @ An) tal que
WA X - xAn) = Wi (A1) - un(An) para todo Ay € Ay, -+ ,An € An. Em particular,

u € uma medida finita.

1.2.4 Derivacao de medidas

Definigao 1.19. Sejam @ e v duas medidas num mesmo espagco mensurdvel (X, B). Dize-
mos que v é absolutamente continua em relacao a W se todo conjunto mensuravel B que

satisfaz W(E) = 0 também satisfaz v(E) = 0. Nesse caso escrevemos v < (L.

Teorema 1.9. (Radon-Nikodym) Se w e v sio medidas finitas tais que v < W, entdo

existe uma func¢ao mensurdvel p : X — [0, +o00] tal que v = pu, ou seja, tal que
J pdv= J ppdp

para toda funcao mensurdvel limitada @ : X — R. Em particular, v(E) = J pdu, para
E

todo conjunto mensurdvel E C X.

d
Notacao: Em geral dizemos que d_v =p.
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1.3 Medidas invariantes

Definigao 1.20. Sejam (M, B, 1) um espaco de medida e T : M — M uma transformagao

mensurdvel. A medida | € invariante por T se

para todo conjunto mensurdavel E C M. Neste caso, também dizemos que T preserva W.

Proposicao 1.5. Seja T : M — M uma transformacao mensurdvel e L uma medida finita
em M. Entdo u € invariante por T se e somente se para toda funcao ¢ € L*(u1) vale que

poTell(n)e

JMd)du:JM(cboT) d (1.1)

Demonstragao: Primeiramente, assuma (1.1) para toda ¢ : M — R integravel. Dado
um conjunto mensuravel B C M, considere a funcao ¢ = Xg. Como J |bldu = u(B) <
oo segue que Xg € L1(p). .

Afirmo que XgoT = Xt-1(g). De fato, para todo x € M, observe que se X1-1(p)(x) =1
entdo x € T }(B). Em particular, T(x) € B e Xg o T(x) = 1. De modo andlogo se
Xt1-1(8)(x) = 0 entao Xg o T(x) = 0. Portanto,

a(B) = | Xpdu=| poTdu=| Xy du=ulT'(B)
M M M

Isto prova que p é invariante por T. Agora assuma que p é invariante por T, entao

temos que
J deH:J :X:B OTd}l
M M
e XgoT e L(n). Assim, (1.1) é védlida para funcoes caracteristicas.

Se s ¢ uma fungao simples, isto é, s é uma combinacao linear finita de fungoes carac-

teristicas, usando a linearidade da integral, é facil ver que

JM(S oT)du = JM sdu.

Considere uma funcao arbitraria ¢ € L!'(n). Podemos escrever ¢ = ¢+ — ¢, onde
¢t e ¢ é a parte positiva e a parte negativa de ¢, respectivamente. Como ¢, ¢~ > 0,
é suficiente provar a igualdade (1.1) para funcoes ¢ € L'(u) tal que ¢ > 0. Para isso,

seja (sn) uma sequéncia de funcoes simples tal que

0<sp<sni1 < ¢ paratodom € N,
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tal que s,, — & pontualmente. Do teorema da convergéncia mondtona segue que

J sndu—>J ¢ du
M M

quando n — oo. Como s, oT /¢ oT quando n — oo, do teorema da convergéncia

mondétona segue que

JM(dJoT) dp = lim JM(snoT) au

n—oo

= limJ sndu:J ¢ du
M M

n—oo
e isto completa a prova da Proposicao. [ ]
O proximo resultado nos diz que para provar que uma medida é invariante basta

analisar os conjuntos numa algebra que gera a o-algebra.

Lema 1.2. Sejam T : M — M wuma transformacao mensurdvel e w uma medida finita
em M. Suponha que existe uma dlgebra A de subconjuntos mensurdveis de M tal que A
gera a o-dlgebra B de M e w(E) = w(T1(E)) para todo E € A. Entdao o mesmo vale para

todo conjunto B € B, isto €, a medida W € invariante por T.

1.4 Espacos LP(u)

1.4.1 Espagos [P(t) com 1 <p < o0

Definigao 1.21. Dado qualquer p € [1,00), dizemos que f : X — C € uma fungdo p-
integrdvel com relacdo a W se a funcgao |f|P € integrdvel em relacdo a W.

Definigao 1.22. Denotamos por LP (W) o conjunto das fungdes complexas p-integrdveis
com relagao a W, modulo a relagao de equivaléncia que identifica quaisquer fungoes que

sao iguais em W-quase todo ponto. Para cada fungao f € LP (W), definimos a norma LP de

f: .
P
Il (1P an) "
O préximo resultado garante que LP(u) é um espaco de Banach.
Teorema 1.10. O conjunto LP(u) é um espaco vetorial complexo. Além disso, |||, €

uma norma em LP(W) e essa norma € completa.

Teorema 1.11. (Desigualdade de Minkowski) Sejam f, g € LP(u). Entao:

(J £+ glP du)é < (Jmp du)é T (J|g|v du>é.
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1.4.2 Produto interno em [?(p)

O caso p = 2 é um caso especial pois a norma ||-||o definida anteriormente provém de um

produto interno, a saber:
(r.9) = | roau
Segue das propriedades de integral que esta expressao realmente define um produto interno

em L[?(pn). Este produto se relaciona com a norma ||-||o por:
[fla= ((F,£))"/2.

Teorema 1.12. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dadas f, g € L*(u), entao fg € L*(n)

e vale a desigualdade:

1/2 1/2
Uf@du‘ < j\f@|du< (J rf|2du) (j|g|2du) |

Teorema 1.13. (Desigualdade de Hélder). Dado 1 < p < oo considere q definido pela
relacao % + % = 1. Entao, para toda f € LP(u) e g € L9(u) temos que fg € L' (u) e vale

[ irglau < (Jlflpdu) 7 (Jlglqdu>l/q.

1.5 Espacos de Hilbert

a desiqualdade:

Um espago de Hilbert é um espago vetorial munido de produto interno cuja norma ||-||
proveniente deste produto interno é completa, ou seja, relativamente a ||-|| toda sequéncia

de Cauchy é convergente. Como vimos anteriormente L?(p) é um espaco de Hilbert.

1.5.1 Operador de Koopman

Sejam (M, B) um espaco mensuravel, T : M — M uma transformacao mensuravel e L uma
medida invariante por T. O operador de Koopman é o operador linear Uy : L' () — L (),
definido por Ut(dp) =¢oT.

Note que Ut estd bem definido e é uma isometria, isto é, ele preserva a norma do

espaco L'(n). De fato,

U (@) =j|uT(q>)| du =j|¢| 0T du =j|¢| dp = b,
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a terceira igualdade é verdadeira uma vez que p é invariante. Além disso, Ut é um
operador linear positivo, Ut > 0 em p-quase todo ponto sempre que ¢ > 0 em p-quase

todo ponto. Disto temos a seguinte Proposicao.

Proposicao 1.6. O operador Ut : L' (1) — L' (w) induzido por T € linear, positivo e uma

1sometria.

1.5.2 Isometrias em espacgos de Hilbert
Sejam H um espaco de Hilbert e F um subespaco fechado de H. Entao
H=FaF",

onde F£ = {w € H;(v,w) = 0,Vv € F} é o complementar ortogonal de F. A projecio
Pr : H — F associada a decomposicao H = F @ F+ é chamada projecao ortogonal sobre F.

Ela esta unicamente caracterizada por
[[x = Pr(x)[[= min{[|x = v[|;v € F}.

Observe que Pg(v) = v para todo v € F, e por consequéncia, P2 = P.
O operador adjunto U* : H — H de um operador linear continuo U : H — H estd

definido pela relagao
(U*u,v) = (u, Uv) para todo u,v € H.
O operador U diz-se uma isometria se ele preserva produto interno, ou seja,
(Uu, Uv) = (u,v) para todo u,v € H.

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H. Outra condicao equivalente é

U*U = 1id. De fato,
(Uu, Uv) = (u,v) VYu,veH & (U'lu,v) = (u,v) Vu,veH.

Definicao 1.23. O conjunto dos vetores invariantes de um operador linear continuo U :

H — H € o subespaco vetorial definido por,
I[(W={veH:Uv=v}

Observe que I(U) é um subespaco vetorial fechado, uma vez que U é continuo. Quando

U é uma isometria, temos o seguinte lema :
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Lema 1.3. Se U: H — H € uma isometria, entao Uv =v se, e somente se, U*v =v.

Demonstragao: Como U*Uv = v, supondo Uv = v temos,
(U'v,u) = (U"Uv,u) = (v,u) , para todo u € H,

assim U*v = v. Agora suponha que U*v =v. Entao (Uv,v) = (v, U*v) = (v,v) = ||v||%

Logo, usando que U preserva a norma de H,
[Uv — [ = (Uv —v,Uv —v) = [Uv]|* = (Uv,v) — (v, Uv) + |[v]|* = 0.

Portanto, Uv = v. [



Capitulo 2

Teoremas ergoddicos

Neste capitulo apresentamos os principais resultados desta dissertacgao.

2.1 Teorema ergdédico de von Neumann

John von Neumann (1903-1957) foi uma matematico hiingaro, naturalizado estadunidense,
que obteve contribuigbes em areas como teoria dos conjuntos, andlise funcional, teoria
ergodica, mecanica quantica e varias outras areas de estudo importantes. Von Neumann
publicou em 1932 um paper com o resultado que ficou conhecido como teorema ergddico
médio. Este resultado foi um dos primeiros a descrever o comportamento geométrico de
transformacoes que preservam medidas. A demonstracao do teorema de von Neumann,

que apresentamos aqui, pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.1. (von Neumann) Seja U : H — H uma isometria num espago de Hilbert
H, e seja P a projecao ortogonal sobre o subespaco 1(U) dos vetores invariantes por U.

Entao,
n—1

1 .
lim — Z Wv =Pv, para todo v € H.
n—oo T 4 0
):

Demonstracao: Seja L(U) o conjunto dos vetores w € H da forma w = Uu — u para

algum u € H e seja L(U) o seu fecho. Afirmamos que

I(U) =T

Comecaremos mostrando que I(U) C L(U) . Primeiramente, considere vetores v €

I[(U) ew e L(U). Pelo Lema 1.3 temos que v € I(U*), ou seja, U'v =vew = Uu —u,

15
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para algum u € H. Note que

(viw) = (v,Uu—u)
= (v,Uu) — (v,u)
= (U'v,u) — (v,u)

= 0.

Logo (v,w) = 0, para qualquer w € L(U). Agora, considere w € L(U), existe uma

sequéncia (wy) sequéncia em L(U) tal que wy — w. Dali,

(v,w) = (v, lim wy) = lim (v, wy) = 0.
k—o00 —00

k

Logov € L(U) e provamos a primeira inclusao.
[— —1
Agora, iremos mostrar que L(U) < I(U). Dado v € L(U) , temos que (v,w) = 0,

para todo w € L(U). Escrevendo w = Uu —u temos que (v, Uu) = (v,u). Dai,
(U'v,u) = (v,u).

A igualdade acima vale para todo u € H assim U*v =v. Do Lema 1.3 segue que v € I(U).

—
Assim temos que L(U) = I(U). Em particular, podemos escrever

H=1(W oL,

Agora provaremos o resultado nos casos particulares onde v € I(U) ouv € L(U). Suponha

que v € I(U). Observe que Pv =v. Por outro lado,

n—1 n—1
1 j 1

E Wy = — E V=,
n 4 n-

j=0 j=0

para todo n. Logo esta sequéncia converge para v quando n — oo. E isto prova o
resultado neste caso. Em seguida suponha que v € L(U). Entdo, por definicao, existe
u € H tal que v=Uu —u. Dali,
1 n—1 1 n—1 1
— Z Wy =— Z(U)“u —Wu) = —(U™u—u).

n

n 4 n <
j=0 j=0

Por outro lado como U ¢é isometria, temos que

U™ — wff < U |+ [fuf]= 2{fu].
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Isto mostra que,
n—

Z

—||u||

Disto segue que
n—1

lim — Z Wv =0, para todo v € L(U).

n—oco 1N

Mais em geral, suponha que v € L(U) . Entao existem vy, € L(U) convergindo para v
quando k — oo.

Como U é isometria, observe que

1 n—1 1 n—1 1 n—1
- Wv— = w —||= W(v—
TL.Z v TL.Z Vi - (v —vy)
j=0 j=0 j=0
1 n—1
<= [Whv—=vdl
n
j=0
< v —wiel|

Dado € > 0 existe kg € N tal que [[v — vy, || < /2. Por outro lado, vy, € L(U) assim

existe ng tal que para todo n > ng temos

n—1
1 j
— Z u Vko
n«

j=0

Para n > ng, observe que

1 n—1 1 n—1 1 n—1
= EZUJV_EZUJV“O +;;U’vko
— — -

1 1
{5 ERSES U B8 5wt
— €
<||V—Vk0||+ ZO Vko <§—|—§:€
Portanto,
n—1
lim — Z Wv = 0, para todo v € L(U).
n—oo 1N

j=0

Para o caso geral onde v é um vetor qualquer de H podemos escrever v. = Pv + w,
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onde Pv e I(U) ew € L(U) uma vez que H = I(U) & L(U). Dai,

1 n—1 1 n—1
lim — ) Wv = lim —» W(Pv+w)
n—oo N n—oo N
j=0 j=0
1 n—1 1 n—1
= lim — Y WPv+ lim — ) UWw
n—oo N n—oo 1N
j=0 j=0
= Pv.
Concluindo assim a prova do resultado. [

2.1.1 Teorema ergdédico de von Neumann em [?(p)

Sejam (X, B, u) um espaco de probabilidade e T : X — X uma transformacgao mensuravel
que preserva i em X. Uma funcao mensuravel f : X — R ¢ dita invariante se foT = f em
u-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular do teorema ergddico de

von Neumann.

Teorema 2.2. Para qualquer f € 12(u), seja f a projecao ortogonal de f no subespaco

das fungoes invariantes. Entdao a sequéncia

converge para f no espaco L2(n). Se T € invertivel, entdo a sequéncia
1 n—1
— )
m Z foT
j=0

também converge para f em L2(w).

Demonstragao: Dada uma transformacao T : X — X que preserva uma medida finita .
Seja U = Uy : L?(n) — L%(u) o operador de Koopman. Note que g € I(U) se e somente
se, go T = g em p-quase todo ponto. Seja fa projecao de f em I(U), Pelo Teorema 2.1,
temos que
1 n—1
— j r
- D> folT —f

=0
em L2(p), e isso prova a primeira afirmacao.

Agora, suponha que T é invertivel, considere u = U+-1, assim temos que fl(g) =

goT'=U;s . Assim, analogamente ao que foi feito, a segunda sequéncia converge para
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a projecao ortogonal de f no espago I(U;l). Veja que se g € I(U?l) entdio go Tt =g
em p-q.t.p. Daf, g = goT, ou seja, g € [(Uy). De modo analogo, I(Ur) C I(U5') logo
[(UF") = I(U7). O limite da sequéncia

n—1
l Z foT™)
n-<

j=0

em L2(u) é a mesma funcao f que obtivemos antes. [ ]

2.2 Teorema ergddico de Birkhoff

George David Birkhoff (1884-1944) foi um matemaético estadunidense, que teve trabalhos
importantes em teoria algébrica dos grafos, sistemas dinamicos, mecanica quantica. Uma
de suas maiores contribuicoes foi o seu teorema ergddico publicado em 1931. Demon-
straremos o teorema ergddico de Birkhoff seguindo a prova que pode ser encontrada em
[2]. Apresentaremos agora a noc¢ao de expectativa condicional de uma fungao que serd

util na demonstragao.

Definicao 2.1. Sejam A e B duas o-dlgebras de um conjunto X. Diremos que B € uma

o-subalgebra de A se B C A.

Proposigao 2.1. Seja (X, A, 1) um espaco de medida finita e seja F C A uma o-
subdlgebra. Para toda funcdo A-mensurdvel f € L(u), sempre existe uma funcao JF-

mensurdvel f5 € LY(u) tal que

J fgduzJ fdu para todo A € F.
A A

Demonstracgao: Defina a medida finita v em F por
v(A) = J fdu para todo A € F.
A

Note que se u(A) =0 para A € F entao v(A) = 0. Em outras palavras, v é absoluta-
mente continua com respeito a restricao de p a o-dlgebra . Portanto, pelo Teorema de
Radon-Nikodym, existe uma funcao J- mensurdvel f5 € L'(p) tal que

v(A) = J fgy du para todo A € F
A

e obtemos o resultado. ]
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Definicao 2.2. Toda funcao f5 como na Proposicao anterior é chamada de esperanca

condicional de f com respeito a F.

Exemplo 2.1. Sejam (X, A, ) um espaco de medida finita e T : X — X uma trans-

formagao A-mensurdvel. Considere a o-subdlgebra de conjuntos T-invariantes:
F={Ac AT A=A}

Seja f : X — R uma funcdio A-mensurdavel. Vamos mostrar que f é F-mensurdvel se
e somente se o0s conjuntos fY{a} sao T-invariantes para todo o« € R. De fato, f é F-
mensurdvel se e somente se £ 'B € T-invariante para todo conjunto mensurdvel B C R,

ou seja, se e somente se,
fIB=T'(f!'B)=(foT) !B, (2.1)

para todo conjunto mensurdvel B C R. Como {a} C R € mensurdvel para cada o € R,

seque de (2.1) que
(foT) la=f "o (2.2)
para todo o € R. Agora, assumindo que (2.2) € vdlido para todo o € R, temos

(foT) B =(foT) " [ J{a}

xeB

= U (foT) e

xeB

=Jf '«

xeB

=" (Jld=1"B,

xEB
para todo conjunto B € R. Isto implica que f € F-mensurdvel. Em particular, a expectativa

condicional f5 de uma funcao A-mensurdvel f € L*(n) é uma funcao T-invariante.

Teorema 2.3. (Birkhoff) Sejam T : X — X uma transformagdo mensurdvel e u uma

probabilidade invariante por T. Dada qualquer funcdao integravel f: X — R, o limaite

existe em w-q.t.p. x € X. Além disso, a funcao fé integrdvel e

J ?du:J fdu.
X X
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Demonstracao: Seja P : X — R uma funcao integravel. Para cada n € N, considere a

funcao
1-1
wn:max{Zq)oTi;l <1<n}.
j=0

Claramente, P, 1 = P, para todo n. Como

n—1

[Ynl < ) po T

5=0
e n ¢ T-invariante, segue da Proposi¢ao 1.5 que

n—1

[ outan <3 | weTlan

I

—

:nJ | dp < oo.
X

Portanto, () é uma sequéncia nao-decrescente de func¢oes p-integraveis. Além disso,
-1
Yt :maX{ZlbOT];1<l<n+1}
j=0

1
:¢+max{o,Z¢oTi;1<1<n} (2.3)

j=1

=1 + max{0,, o T}.

Observe que lim P, 1(x) = 400, se e somente se , lim P, (T(x)) = +oo. Portanto, o
n—oo n—oo
conjunto
A= {x € X: lim P (x) = +oo}
n—oo
¢ T-invariante. Assim, segue de (2.3) que
Y1 —Ppol =Vv+max{0,PpoTt—=PnoT
=1 — min{0,Y,, o T}, (2.4)

logo Wny1 —PnoT N P em A, quando n — oco. Além disso, de (2.4) temos que
0SS Vnpr—YnoT =P <hg—hroT =1

para todon € N. Como s —1; 0T —1 é p-integravel, segue do teorema da convergéncia

dominada que

JA(wnH o T)dy L b,
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quando n — oco. Por outro lado, da Proposicao 1.5 temos que

0 <L[(¢n+y—dm)du
A
=J (Wrrs — hr 0 T) dut
A

Portanto,

JAlb du > 0. (2.5)

Agora, considere a o-subalgebra & dos conjuntos T-invariantes. Dado ¢ > 0, considere a
funcao

1]):f—f§—€

onde fg é a esperanca condicional de f. Da Proposicao 2.1, como A é T-invariante, ou

seja, A € F temos que
[ wan=| r—to-e du=—e i)
A A
De (2.5) podemos concluir que pu(A) = 0. Entao,
lim P, (x) < +o0
n—oo

para p-quase todo ponto x € X. Note que

Dali,
lim sup — Zlb oT' <0

n—oo

para p-quase todo ponto em X. Por outro lado, fg é T-invariante assim

lim sup — Z foT <limsup — Z feoT +e="fsy+e (2.6)
em p-quase todo ponto em X. Agora, note que (—f)g = —f4. Portanto, substituindo f

por —f em (2.6), temos

n—1

_ — P j
hnrgl(gf ZfoT limsup — Z floT

i—o0 n—oo T

< —fy+e.



Capitulo 2. Teoremas ergédicos 23

Logo,

n—oo M “4

n—1
1 .
fy —e < liminf — E foT (2.7)
)=0

em p-quase todo ponto. Por (2.6) e (2.7) existe um conjunto X, C X com medida total,

ou seja, w(Xe) = u(X) tal que em X, vale

1 n—1 1 n—1
fy —e <liminf — > foT <limsup— Y foT <fy+e.
n—oo T i—o0 n—soo TN i—o0

Como ¢ ¢ arbitrdrio, tomando ¢ = -, com k € N existe um conjunto X;,,x C X, com

1
X

medida total tal que em X; /. vale

Uma vez que (X;,)¢ tem medida nula, e a unido enumeravel de conjuntos de medida

nula tem medida nula segue que

D= ﬂ Xi/x = <U(Xl/k)c>
k=1

k=1
tem medida total. Assim para todo x € D temos que

_ 1 n—1

f(x) = lim — Y foT(x)=fs(x). (2.8)

n—-oo N
j=0

Como p(D) = u(X) e o nimero f4(x) estd bem definido para p-quase todo ponto x € X
temos que f = fy em u-quase todo ponto. Por outro lado, f3 € L'(p) assim fe Li().

Da Proposicao 2.1 temos que

J dezj fgduzj fdu,
X X X

o que completa a prova do resultado. [ ]

Corolario 2.1. Suponha que M € um espagco métrico compacto e T : M — M € uma
aplicacao mensurdvel. Entdo existe um conjunto mensurdvel G C M com w(G) =1 tal
que
1. . =
lim — ) foT(x)=f(x), (2.9)

n—oo 1N
j=0

para todo x € G e toda fungao continua f: M — R.
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Demonstracao: Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff, para cada funcao continua f existe
um conjunto G(f) € M com u(G(f)) = 1 tal que (2.9) é vilido para todo x € G(f).
Considere C°(M) como sendo o espaco das funcoes continuas f : M — R. Como M é
compacto, temos que C°(M) admite algum subconjunto {fy : k € N} enumerével denso.

Tomemos
=) Gl(f
k=1
E claro que u(G) = 1. Portanto basta provar que (2.9) vale para toda funcao continua f

sempre que x € G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado f € C°(M) e qualquer

e > 0, tomemos k € N tal que
[ — fic|l = sup{[f(x) — fu(x)[: x e M} < ¢

Entao, dado qualquer ponto x € G,

li foT(x)< lim — Y froT(x = )
im sup ZO o nféonz K © +e=fi(x) +e,
nl
— ] > _ ) _
lﬂl{gf ZfoT nh_r)r;oanKOT fi(x) — e.

j=0

Isto implica que

n—1 n—1
hmsup E foT) )—hmmf— E foT(x) < 2.
n—oo n-—o0
=0 j=0

Como ¢ é arbitrério, segue que o limite f(x) existe, conforme afirmado.

2.2.1 Relacgao entre o teorema ergoédico de Birkhoff e o teorema

ergodico de Von Neumann

Nesta se¢ao mostraremos que o teorema ergoédico de Von Neumann pode ser obtido como
uma consequéncia do teorema ergddico de Birkhoff. Uma importante vantagem do Teo-
rema ergddico de Birkhoff é a sua formulacao em termos de convergéncia em p-quase

todo ponto, o que neste contexto é uma propriedade mais forte do que a convergéncia em

L?(w).
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Considere uma funcao f € L2(u), observe que f € L'(p) pois X é um espaco de medida
finito. Seja f sua média temporal. Primeiramente, vamos mostrar que f e L2(u) e que
sua norma satisfaz ||f]|s < ||f||2. De fato, temos que

n—1

~ 1 )
3 _ )
£l <nlgréon E [f o Tl
j=0
Dai,

n—1 2
~ 1 .
|fF < lim (;{ E |fO-T”> .
n—oo

j=0

Entao, pelo lema de Fatou, temos que

1 n—1 2
_ 2 1 .
2 .. L j
U|ﬂ du} < hnni}gf J (n ; [foT ]) dp
):

Usando a desiguladade de Minkowski, podemos majorar a desigualdade do lado direito.

1
2

Assim,
1
1! A\’ : 1t . 3
- j il j
J nZIfoTI du| < nZ UIfoTI du] .
j=0 j=0

Como p é invariante por T, da Proposicao 1.5 segue que
1 n-l ) 3 3
-3 U|1=OTJ|2 du} — U|f|2 dp} :
n=

Portanto,

- ~ 3 3
17l = U 2 du] < Urﬂ? du] — ]
Uma vez que f € L2(u), temos ”ﬂb < ||f]]2 < oo assim f € L2(n). Agora, resta mostrar

que a sequéncia
1 n—1
— j
o Z foT
j=0
converge para f em [2(n). Vamos comecar supondo que a funcao f é limitada, isto é,

existe C > 0 tal que |f| < C, entao !ﬂ <Ce

—1

3

foT'| < C, para todo n.

Sl

u
Il
)
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Segue do teorema da convergéncia dominada que

1n—l 1'rL—l 2
=Y foT —f|| = I =Y foT —f| d
(Ereri] = wm[(Rger-i) o
_ _ )
= J(T}ggoanoT f) du

= 0.

2

lim
n—oo

2

Portanto,
1 n—1

— > foTl —f
j=0
em L2(p).

Agora, vamos retirar a condi¢ao de limitacao de f. Defina, para cada k € N,

f(x) , se [(f(x)] <k
fi(x) =
0, caso contrario

Claramente, a sequéncia (fy) converge para f em L2(n), e para cada k, fr é limitada. Seja
%vk a média temporal de fi.. Dado € > 0, fixe kg tal que

€

[T — i ll2 < 3

Da Proposicao 1.5 temos que

10F = fi) 0 [l :(jMf—fko)roTiqu)Q

= (Jlf—fkoﬁdu)

= [If = iy ll2,

para todo j > 0. Logo, para todo n > 1 temos

1T1.
— Y (f—fi)oT
n j=0

n—1
1 .
<q =)o
j=

< If = fi |2
€

< -,
3

2

Note também que f— ﬂ; é a média temporal de f — fy,. Como f — fy, € L*(1) segue
da observacdo feita no inicio da demonstracio que ||f — EJ)HQ < ||f — fi,||2. Por outro

lado, fy, ¢ limitada assim existe ny € N tal que se n > n, entao
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<

1 n—1 .
Ezf“o oT) —fy,
j=0 2

Assim, para todo n > ng temos

£
5

n—1 n—1 n—1
1 . 1
HT—LZfoTJ_f' =1 (f—fig) o T+ — kaOoT —fk0+fk0—ﬁ
j=0 2 j=0 2
11171 ] 1 j _ _
<|s X t-f)oT| + EkaooT | + [[F 7]
j=0 j=0 2
<£+8+€—£
3 3 3 7

Portanto a sequéncia

converge para f em L2(w). Isto completa a prova do teorema ergédico de Von Neumann

via teorema ergodico de Birkhoff. Como consequéncia, se T é invertivel, temos
hm—E foTJ—hm—E foT .
n—oo N n—oo 1

2.3 Teorema ergddico de Riesz

Neste tépico apresentaremos o teorema ergédico médio de Riesz que foi provado em [16] no
ano de 1938. Frigyes Riesz (1880-1956) foi um matematico hiingaro que teve um trabalho
fundamental em andlise funcional e seu trabalho teve varias aplicacoes importantes na
fisica. Seu teorema ergddico é uma generalizagao do Teorema ergddico de von Neumann
para espacos de Banach. A demonstragao do teorema ergédico médio de Riesz que sera

feita neste topico pode ser encontrada em [14].

Definicao 2.3. Um espa¢o normado X € dito uniformemente convezxo se, para todo € > 0,

existe & > 0 tal que, se x ey sao vetores unitarios em X,
eyl > e = |52 <1-

Definicao 2.4. Seja X um espaco vetorial. Se Z C X, definimos por co(Z) a envoltoria
convexa de Z, ou seja, o conjunto de todas as combinagioes convexas finitas de elementos

de Z. Denotaremos por co(Z) o fecho da envoltéria convexa de Z em X.



Capitulo 2. Teoremas ergédicos 28

Teorema 2.4. (Riesz) Seja X um espago de Banach uniformemente convexo. Considere

T : X — X um operador linear tal que
| Tx|| < [|x|l, para todo x € X.

Entao para todo x € X, o limite

existe. Além disso, o operador P : X — X definido por Px = pyx € a projecdo continua do

vetor x no espaco M ={y € X: Ty =y}.
Demonstragao: Fixe x € X e considere o conjunto
C =vco({x,Tx, T, ..., T"x, ...}).

Observe que C é um conjunto convexo fechado e nao-vazio, segue da convexidade uniforme

de X que existe um tunico pyx € C tal que
5 = [lpx|| = inf{|l2] : z € C}.

m
Tome ¢ > 0. Da definicao de C existe z = E o5 T'x, onde &g, &q, - -+ , &y S30 constantes

j=0
m

nao-negativas tais que Z o5 =1 e ||px — z|| < &. Por outro lado, para cada n € N,
j=0

z+Tz+...+T"z < lz|| + | Tz|| + ... + || T"z||
n+1 = n+1
<zl
< lz—pall + [lpxll
< d+e.

Note que

24+ Tz4-+T"2 = (&ox+ -+ o T™) + (% Tx 4 4 oy T x)

o (T 4+ v+ oy T ™).



Capitulo 2. Teoremas ergédicos 29

Agora suponha que n > m. Como (o9 + &1 + ... + &n) = 1 podemos escrever

z+Tz+-+T"2 = x+Tx+-+T™ x+
(oo — D)x+ (o9 + 0 — DTx + (0 + oo + 0ty — DT™ x
(oo + o1 + o o) T 4o+ (g + 0 + -+ o) T X
(ot 4 o) T ™M+ - (o) T™

= x+Tx+---+Tx+r,

onde
r= (ag—1)x~+ (otg+ 0o —DTx~+ (g + -+ tm1 — 1)T™ x
+(O(1 4o+ (xm)T1+nX + .-+ ((xm)TernX.
Portanto,
Loy =l y T
n+ 14 _n+1j:0 n+1
Veja que
HT'H < |OCO - 1|||X|| + |0€0 + o — 1|||TX|| + |0€0 o O — 1|||Tm—1x||
oo + -+ o[ T 4 -+ o[ T™ x|
x|+ [T 4+ -+ [ T™ ] 4+ [T + -+ | T |
< 2mx].
Dali,

T <2m||x||
n+1f S n+1"

Tomando n suficientemente grande tal que 2m||x|| < e(n + 1) temos que

1« . J S T
—_— x| < ||— Tz — | < 6+ 2¢.
e < e e <
Por outro lado, temos que
iy Tx n +T“x B 1 izj
n+l n+1 7 n+1| n+l4& '
Dai
R R
. . - ] . - j
5<11nr21013f TL—I—lZTX éhrrfljot(l)p n+1§TX < &+ 2,

=0
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como ¢ é arbitrario, concluimos que

n

1 .
n—HZT]X

j=0

=9.

n—oo

n
E T’x é uma sequéncia minimizante em C. Da convexidade uni-
j=0

Isso mostra que
n+1

forme de X segue que

Agora, s6 resta mostrar que o operador P(x) = px é uma projecao continua em M.

De fato, é claro que se x € M entao py = x. Em geral,

n
_ 4 - )
Tpy = (T}l_rgon ] Tx)
j=0
1 n+1
= lim —— T'x
n—oomn -+ 1 —
1 n ) n+ly oy
— 1 _ ) 1 —
A g 2 Tt i, e =

j=0

ou seja, px € M, assim p(p,) = px. Portanto,
P?x = PPx = P(px) = px = Px.

Disto temos que P : X — X é uma projecao em M, a continuidade de P segue do fato de
que

Pl < Il

2.4 Teorema ergdédico maximal

O teorema ergdédico maximal é um resultado que foi provado de maneira independente
por Wiener e por Yosida e Kakutani no ano de 1939, veja [21]. Mais adiante veremos
que o teorema ergddico de Birkhoff pode ser demonstrado utilizando o teorema ergddico
maximal. Para auxiliar na demonstracao do teorema ergédico maximal, provaremos o

lema abaixo devido a A. Garsia que pode ser encontrado em [6].
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Lema 2.1. Seja U : LY (n) — LY(u) um operador linear positivo satisfazendo |[U[); < 1.
Dado N € N e f € LY(u) defina

n—1

fo=0,fi=ffu=) Wfcoml<n<NeWy= max fi.

4 0<igN
j=0

Entao J fdu >0, onde Ay ={x € M;¥n(x) > 0}
AN

Demonstragao: Observe que [Wn| < Z]i\]:o Ifi. Em, particular ¥y € L'(pn). Como

fo = 0, temos por definicao que Wy = 0. Uma vez que U é positivo temos que
Uw¥y > U(0) =0.

Dado k € N tal que 1 < k < N — 1, temos que

uf, = u() uf

= ) Wf
j=1
= fyg—f

Como VYN > fy, temos que U¥yN > Ufy = fiy — f assim UWN + f > fi, 1. Esta

desigualdade vale para todo k entre 1 e N — 1. Dal,
UWyN + f > max{f, fo, ..., TN}, VX € M. (2.10)
Para x € Ay, temos que Wy (x) > 0. Dali,
U¥YyN + f > max{fq,...,fn} >0
em Ayn. Como Wy € L(pn) e UWn + f € Li(p). De (2.10) segue que
J (U¥YN + ) du EJ max{fy, ..., Iy dp
AN AN
AN
Portanto,

J fdu>J dep—J UWy dy.
AN AN

AN
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Por outro lado, veja que A, ={x € M : Wn(x) = 0}, pois Wn > 0. Dai,

M AN

AN

AN

Como ||U|l; <1, ¥n =0 e U¥YyN = 0 temos que

M M

Das desigualdades acima temos que

J fdu >
AN
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Teorema 2.5. (Mazimal) Seja T : M — M uma transformagio mensurdvel e | uma

probabilidade invariante por T. Dada f: M — R integravel, defina

D ={x e M;f*(x) > 0}.

Nestas condigoes, temos que J fdu > 0.
D

Demonstracao: Seja Ut : L'(n) — L'(n) o operador de Koopman de T. Da Proposicao
1.6 temos que Uy é linear, isométrico e positivo. Em particular, |[Ur|; < 1. Com a
mesma notacao do Lema 2.1, veja que se x € D entao existe n > 1 tal que

n—1 n—1

%Z (T (x)) = % Ur(f(x)) > 0.

)= j=0

Logo D = U A,. Perceba também que se x € A, entao WY, 1(x) = ¥, (x) > 0 assim

n=1

X € An41. Portanto Ay CAy; C---CA, C--- e A; /' D. Dali,

J fdu = limJ fdu.
D n

n—o0

Agora, note que para todo x € M, temos que f(x) - Xa, (x) — f(x) - Xp(x) quando
n — oo. Como

[T(x) - Xa, (¥ < [F(X)], Vx € M

e |[f| € L'(u), segue do teorema da convergéncia dominada e do Lema 2.1 que
0<J fdu:J - Xa, du—)J f-f)CDdu:J fdu
A M M D
quando j — oo. Portanto,

J fdu>0
D

como queriamos demonstrar. [

Corolério 2.2. Seja T: X — X uma aplicacao mensurdvel pw-invariante. Dada £ € L(n)

e x € R, defina

9 =sup s 3 A(TI(0)
=



Capitulo 2. Teoremas ergédicos 34

e

Dy ={x € X;f*(x) > o}

entao temos que

J de> O("H‘(D(X)'
Da

Demonstragao: Defina g(x) = f(x) — «, observe que

9"(x) = sup g9(T(x))

= sup Y (F(Tx)) — o0

Logo,
Dy ={xeX;g"(x) >0} ={x € X;f*(x) > o} = Dy.

Como g € L'(n), pelo teorema ergédico maximal temos

0 < gdu
Jo,
= (f — o dp
JD,
= fdu— op(Dy).
JD«

Portanto,

Corolério 2.3. Seja T: X — X uma aplicacdo mensurdvel pw-invariante. Dada £ € L(n)

e x € R, defina

Coa={xeX;fi(x) <o}

entao temos que

J fdp < - p(Ca).
C«
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Demonstragao: Veja que f.(x) < « se, e somente se, g*(x) > —« onde g = —f. Em

particular, D_, = C4. Pelo Corolario 2.2 temos que
J gdu > —o- u(D_q).

Dali,
J fdu < - u(Ca).

2.4.1 Demonstracao alternativa do teorema ergédico maximal.

A demonstracao abaixo pode ser encontrada em [15].
Demonstragao: Primeiramente, veja que o conjunto onde f* > 0 pode ser escrito como

a uniao disjunta dos conjuntos abaixos
B ={x € M : f(x) > 0},

By ={x € M :f(x) <0,f(x)+f(T(x)) >0},

[y

n—2 n—

Bn = {x € M: f(x) <0, (x) + F(T(¥)) < 0,..., Y_F(TI(x) <0, f(T(x) > 0} ,

j= j=0

Se mostrarmos que

J fdu > 0, para todo n,
BiU...UBy

entao segue do teorema da convergéncia dominada, aplicado a sequéncia Xg, . us,, - f que

J fdu > 0.
[f*(x)>0]

Fixemos n, a ideia agora é quebrar B; U ... U B;;, em uma uniao disjunta de diferentes
partes, na qual a integral de f sobre cada uma destas partes é nao-negativa. Estas partes
serao escritas como Bj, UTB; U...U T 1B, antes de construir estes conjuntos, faremos

algumas observagoes:

1. T*B,, C By U...UBn_x para k = 1,...,n — 1, isto acontece pois se x € B, entao

f(x) + f(T(x)) + ... + f(T1(x)) < 0.
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enquanto
f(x) + £(T(x)) + .. + F(T(x) + £(T(x)) + ... + F(T" ' (x)) > 0.
Entao devemos ter que
f(T(x) + ... +F(T (%) >0
isto é,
f(TR(x) + F(T(TE(x)) + ... + F(T " 1(T*(x)) >0,
ou seja, T¥(x) € By U ... UBn_x
2. Os conjuntos By, TBy, ..., T" !B, sao dois a dois disjuntos. Isto acontece pois se

TB,NTB, #0para0<i<j<n—1,entao B, N T'B,, # (), contradizendo a

observagao acima.

3. Se tomarmos

B/,=B, , C,=B,UTB,U..UT"'B,, ,

B/ =B, \Cn , Coy=B. ,UTB, ,U..UT" 2B/ _,

B{:Bl\(CQUUCn) B ClzB{

entdo as colunas C, ..., Cp, sao duas a duas disjuntas e os niveis B, TBy, ..., T* !B/,
dentro de cada coluna Cy também sdo dois a dois disjuntos. Assim a seguinte figura

é uma representacao correta de By U... U By:

B,
B,
B,
THB, B _, TB ,
B, =B, B _,=B,.\C, B, ,=DB, 2\ (C,UCh_y) ... B
c, C, Chs c,

A observagao (3) decorre de

a) As partes estdao em By U ... U By, por (1).
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b) Cada base é disjunta de todas as colunas a esquerda, por defini¢ao.

c) Cada base é disjunta das colunas a direita, por defini¢ao e por (1) ( para os niveis

mais altos, ja que as imagens da base a direita estao contidas nos B)-’ s a sua direita).

Assim, se duas colunas se cruzassem, poderiamos aplicar T~! até que uma coluna
cruzasse uma base ou outra coluna, e vimos que isso nao acontece, pois sao disjuntas a
esquerda, por (b).

Agora, é uma questao simples de fazer a estimativa

J fdu= J fdu
B1U...UB C1U...UCp

n r

fdu

=~
Il
—
(&
@)
~

r

fdu

BLUTB{U..UT* 1B

r

M- M-

(f+fT4+ .. +fT)du>0

/
“Bk

i
I

pois por defini¢ao, By C By, logo, f +fT + ... + fT*"1 > 0. Assim, para cada n € N,

J fdp > 0.
B1U...UB

Isto conclui a prova do teorema. [

2.4.2 Relagao entre o teorema ergdédico maximal e o teorema

ergodico de Birkhoff

Nesta secao mostraremos que o teorema ergddico de Birkhoff pode ser obtido como uma
consequencia do teorema ergédico maximal.

Dado x € X, defina

n—1
f1(x) = lim inf % Y (T (x)

j=0

€
n—1
1 .
fo(x) =limsup — Y (T (x)).
n—ooo M i—o

Pra mostrar que f existe quase sempre, devemos mostrar que f; = f3 em p-q.t.p. x € X.
Por definicao, temos que fi(x) < fa(x), se f1(x) < fa(x), entao existem «, B € Q tais que

fi(x) < a < B < fa(x).
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Dados «, 3 € Q, com & < f3, defina
Eop ={x € X;fi(x) < < B < falx)}

Desta forma,

E=J Easp.

x<f3
com «,3 € Q é o conjunto dos pontos x € X tal que o limite F(x] nao existe. Como
Q x Q é enumeravel, basta mostrar que cada E4 g tem medida nula para concluir que E
tem medida nula e portanto F(x) existe em p-quase todo ponto x € X.
Primeiramente, note que Ey g ¢ invariante por T, ou seja, se x € E4 p entdo T(x) €

Es.p. De fato, veja que

f1(T(x)) = nmmlef(Ti(x))

n—oo T —
= lﬂl{gf; (Zf ))
j=0
— liminf 2 L if (T(x) — 1)
n—oo n -+ 1 =0 n—+1
- fl(x)a

e 0 mesmo acontece para fa(x), ou seja, fo(T(x)) = f2(x). Consequentemente se x € E4 g,
temos que fi(x) < o < B < fa(x). Entao fi1(T(x)) < o« < B < fy(T(x)) e portanto
T(x) € Eqp.

Agora, podemos olhar para as restricoes T: Eq g — Eqpef:Exp = R. Sex € Exp,

temos que
1 n—1 .
il j — f*
p < sup ]E_O (D (x)) = *(x).

Observe que Eq 3 = Dg ={y € Eqp : f*(y) > B} na restrigao de f a E4 3. Do Corolario

2.2 do teorema ergddico maximal segue que

| fausp-up).
Dg

ou seja,

J fdu> - pw(Eqp). (2.11)
Eap
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Por outro lado, veja que se x € Ey g entao

n—1
1 .
inf — (T .
in “jz—o (P(x)) <«

De modo anéologo, segue do Corolario 2.3 que
| rawsa . (2.12)
Eop
De (2.11) e (2.12) segue que
B r(Exp) <o p(Exp)

Como p(Eq«p) = 0e o < B, a dltima desigualdade sé ocorre se i(Ey,g) = 0. Portanto, o

limite

existe em p-q.t.p. x € X.

Mostraremos agora que fé integravel, ou seja, que fx h?l du < oo. Observemos que

n—1 n—1
1 . 1 .
il (T il j .
=3 T << Y ()
j=0 j=
Do lema de Fatou, temos
1 n—1 1 n—1
J liminf |= Y f(T/(x)) duglimian — Y f(Tx)]| dp.
X n—o00 n n—o00 X n
j=0 j=0
Dai,
1 n—1 1 n—1
J liminf |— (T (x)) duglimian — Ifl(T) (x)) du
X n—o00 n n—o00 XTL
j=0 j=0
Portanto,
" 1 n—1
J [fldu < liminf—ZJ Iflo T du
X n—oo Tl i—o X
< | man
X

uma vez que W ¢é invariante por T, assim f é integravel. Finalmente, mostraremos que

J ?duzj fdu,
X X

para isso, dados n € N e k € Z, considere o conjunto

k =~ k+1
An7k:{X€X;2—n<f(X)< 2—’;1 }
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Observe que

2% H(An k) < JAnk?dH X (k;l) H(An,k)
Note também que ?(T( )) = f(x). De fato,
n—1
fT00) = Jim S #(T(T(0))

logo A, x ¢ invariante por T.
Considere as restricoes T : Apx — Apxef:Apx = R Dado e > 0ex € Apy,

existe N € N tal que

k 1
o e Z £(T) (x))
j=0
Dai,
k
on e < " (x).

Seja 0, = QLH — ¢, pelo Corolério 2.2 temos que

| raw=o w0
Do,

Da mesma maneira que foi feita com os conjuntos E4 g, olhando na restrigao, temos

que Dg, = Ay k assim

k
J fdu > (—n—i) “(An k).
An,k 2

Fazendo ¢ — 0", obtemos
k
An,k
De modo analogo, usando o Corolario 2.3 temos que

(k+1)
2‘I’L

J fdy < (A
An,k

Das desigualdades acima temos que

k
on

“H(Anx) < J fdu <
An,k 2“
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Portanto,

< H(An,k)-

J de — J fdu
An,k An,k

Para n fixado, podemos escrever X como a uniao disjunta abaixo,

ST

Dali,

de—dep‘ = J fdp— J fdu
JX X ZAn,k gZATLk

fazendo n — oo, obtemos que J ?du = J fdu, o que conclui a prova do teorema.
X X

2.5 Teorema ergddico subaditivo

Mostraremos aqui o teorema ergodico subaditivo em tempo discreto, que é devido a King-
man, veja [9]. A demonstragao aqui apresentada é baseada no livro de Viana e Oliveira
[18], que por sua vez é devida & Artur Avila e Jairo Bochi, veja [1].

Ao longo deste tépico, considere fixado um espago de probabilidade (X, A, u) e uma

transformacao mensuravel T : X — X que preserva a medida p.

Definigao 2.5. Uma sequéncia (an)n em R U{—oo} € dita subaditiva se vale amin <

am + an para todo m,n > 1.

Definicao 2.6. Uma sequéncia de funcgoes A-mensurdveis f, : X — Rn > 1 € dita
subaditiva para uma transformacao T : X — X se vale fin < fin + oo T™ para todo

m,n > 1.
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Teorema 2.6. (Kingman) Seja f, : X = R, n > 1 uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis

tal que £ € L'(u) e
fron <fm +fnoT™ | para todo m,n > 1

entao a sequéncia (fn/M)n converge em w-quase todo ponto para uma func¢ao mensurdvel

f: X = RU{—oco}. Além disso, f* € L'(u) e
1 1
dep— lim —Jf du = mf—Jf du € [—o0, +00).

Lema 2.2. Seja f: X — R uma func¢ao integravel. Entao

n—o00 n

em W-quase todo ponto x € X.

Demonstracao: Dado ¢ > 0 en € N, defina o conjunto

[f o Tnl(x)
n =

ni={xeX > et ={x € X;[foT,[(x) > en}.

considere tambem

Fe :==limsupk,, = ﬁ G E,..

n—eo k=1n=Kk

assim, se mostrarmos que W(F.) = 0, temos que o conjunto dos valores x € X tal que

x € E,, para infinitos n tem medida nula, assim teremos que

. foT™(x)
lim ——=

n—o00 n

=0

em H-q.t.p. x em X.

Observe que, como T preserva a medida p, temos que

o0 n o0 00 f
3 wilreT > o) = 3 w((l> sn}:;u({£ })

para cada n € N, podemos considerar os valores de x tais que k < |£| <k+1londek>n

assim temos que

seja
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veja que
Z ( H(Ck)> :ZH(Ck)+ZH(Ck)+ZM(Ck)+ZH(Ck)+"‘
n=1 \k=n k=1 k=2 k=3 k=4
=) k- u(Cy)

por outro lado, veja que [y, Cx é uma uniao disjunta, dai temos que

If] If] % If]
J—Idu>J —dp =ZJ —dp
X € Uiozl Ck € k=1 Ck €

>3 | kdu=) ku(co
k=1"Cxk k=1

—1
assim, como f é integravel, temos que

[o¢]

> wllifo T > en)) = 3 knlCil < | .

—|du < oo
k=1 x €

concluimos que > | u(Ey,) é finito e, portanto, pelo lema de Borel-Cantelli segue que

u(Fe) =0. n
Lema 2.3. (Fekete) Se (an) € uma sequéncia subaditiva entdo

lim £ — inf &0 ¢ [—00, +00).

n—oo N n n
Demonstracgao: Se existe m € N tal que a,, = —oo entao como (a,) é subaditiva, para
todo n > m, vale a,, = —o0, e nada ha de ser feito, pois
. Qn . .Qn
lim — =inf — = —o0.
n—oo N n n

Suponha que a, € R para todo n. Considere
. o Qn
L =inf — € [—o00, +00)
n n

e fixemos 3 € R tal que B > L. Assim, por definicao de infimo, existe k € N, k > 1 tal
que
Ay

< <B.
k B

para todo n > k, podemos escrever n = gk +r1com q > 1e (0 <1 < k. Da

subaditividade segue que

an < Qgq + Qr L<ag+ag+..+ag+a,

< qax +a,
< gax +«
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onde o« = max{a;; 1 <1< k}. Logo,

a ax + o k ax «
MLLPS qax T & < qk . e
n n n k n
veja que
k .. n—r .
lim q—:hm =lelim— =0
n—oo M n n nn
logo
a a
lim — < huid
n—oo M k
assim, como — < f3, para n suficientemente grande temos que
a
L<—<B
n

[
Dada uma sequéncia de fungoes f,, : X — R,n > 1 mensurdveis tal que f;” € L'(u) e

(fn) é uma sequéncia subaditiva, temos que
fo<fi+fioT+. .. +foT"!

Note que a desigualdade permanece se trocarmos f, e f; por f e f{. Assim como
f € L'(u) segue que f! € L'(u) para todo n. Além disso, como (f,) é subaditiva, e T

preserva W, para n > 1 temos que a sequéncia

a, = an dp
é subaditiva em R U{—oo}. Logo pelo lema 2.3 temos que o limite

1 1
L = lim —an du:infE‘[fn du € [—o0, 00)

n—oo N

existe.

Defina f_ : X — [—o00,4+0o0] e f : X — [—00, +00] dadas por:

£ (x) = liminf 2

n—o00 n

fn
fi(x) = limsup (X),
n—00 n
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observe que f_ e f sao T- invariantes, ou seja,
f_(T(x)) =f_(x) e fr(T(x)) = fi(x)

para p-quase todo ponto x € X. De fato, como (f.) é subaditiva, segue que fi;, <

fi1 4+ fn o T para todo n, assim temos

fran(x)  f1(x) N fnooT(x)

<
n n n
lim inf f(x) < liminf —fﬁ o T(x)
n—o00 n n—o00
|3
f_<f_oT

entao
Jf_ du < Jf_ oTdu

de onde devemos ter a igualdade, pois, caso contrario, como f_ é integravel e T é invariante

por W teriamos
Jf_ dp < Jf_ oTdu= Jf_ dp

um absurdo. Portanto, como

Jf dpu < Jf oTdu,

temos que f_ =f_oT em u-q.t.p. x € X.

Veja que f_(x) < f(x) para todo x € X logo
Jf— dp < J fydp
supondo que (f,,) é limitada por baixo, iremos mostrar que
Jf_ dM>L>Jf+ du (2.13)
assim f_ = f, em p-quase todo ponto e
Jf du:Jf+ du=L

ou seja, se (f,) for limitada, o teorema estard demonstrado. Assim, sob hipdtese de

limitacao de (f,,), mostraremos que vale (2.13), posteriormente, retiraremos esta hipdtese
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utilizando uma método de truncagem. Mas primeiro faremos os preparativos para o lema
fundamental na demonstragao de (2.13).

Suponha que f_ > —oo . Fixado ¢ > 0, para cada k € N, definimos o conjunto

f.
Ey = {x € X; ’(,X) < f_(x) + € para algum j € {1, ...,k}}
veja que se x € By existe j € {1, ..., k} tal que
f.
fix) <fo(x)+e

j
assim j € {1,...,k,k 4+ 1} e portanto Ex, C Ey,; para todo k € N. Por outro lado, da

definicao de f_(x), para todo x existe k tal que x € Ey, logo

szao
k

Assim, temos que Ey 7 X, logo, segue que w(Ey) 7 u(X) =1 . Dai, definimos
f (x)+¢€ se x € Ex
Pi(x) =

fi(x) se x € Eg

assim, para todo k, se x € E, temos Py (x) = f1(x) > f_(x) + € (por defini¢ao de Ey).

Temos que a sequéncia (Py(x)) é nao-crescente, de fato, dado x € X, temos que:
e x € Ex C Ey1 = P(x) = f1(x) + € = Py (x)
e x € Ef =Ef,; U(Exs1 — Ex), ou seja:

P (x) = f1(x) = Prpa(x)
ou
Pr(x) = fi(x) > f_(x) + & = Yy (x).
Logo
Yrr1(x) < Py(x) para todo k.

Note também que Py (x) — f_(x)+ ¢, para todo x, pois dado x € X, como X = |y, Ex,
existe Ko suficientemente grande tal que x € Ey,, assim Py (x) = f_(x) + € para todo

k > Ky. Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona, temos que

J“LI)k du — J(f +¢)du, quando k — oo.

Com isso, temos que o passo crucial da demonstracao do teorema é a seguinte estima-

tiva:
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Lema 2.4. (lema fundamental) Dados n,k inteiros tais que n >k > 1, vale a desigual-

dade B
Pe(THx) + ) max{y, f1}(TH(x))

n—k—1
=0 i=n—k

fa(x) < D

1

para 1-quase todo ponto x € X.

Demonstragao: Pelo que acabamos de mostrar f_ é T-invariante, assim, tome x € X tal
que f_(x) = f_(T'(x)) (esta igualdade vale para p-quase todo ponto e j > 1). Considere

a sequéncia (possivelmente finita) de nimeros inteiros
me<n<m <Ny <my < ...
definida indutivamente da seguinte forma:

1. tome my = 0 considere n; o menor inteiro maior ou igual a zero tal que Ty, (x) € Ey,

dai, por definicao de Ey, existe m; tal que 1 <m; —ny <ke

fmlfnl (Tnl (X)) <
m; —1y N

f(TM(x)) + ¢

2. paraj > 1, seja nj o menor inteiro maior ou igual a m;_; tal que Ty, (x) € Ey, assim

existe m; tal que 1 <my —ny <k e que

fmj -1y (Tn) (X') )
ﬂy-—1y

< (TY() +¢ (2.14)

concluindo assim a definicao da sequéncia. Agora, dado n > K, seja 1| < 0 o maior

nimero inteiro tal que m; < n. Pela subaditividade de f, teremos

Frymy o, (TH(X)) < AT () 4 £ (T (%) +

T‘Lj*l

Fo BT ) = ) A(THX)

iZTﬂ.j,l
valido para todo j € {1,...,1} tal que mj_; # N, e para fn_m (T™(x)). Dai, tomando

I= U}:l[mj—hnj) U [my, n), temos que

1
fn(x) < D F(TH)) + ) gy (T(%)) (2.15)
j=1

iel
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Analisando a trajetéria do ponto, temos duas opgoes, ou T™(x) € Ef ou T™(x) € Ey,

neste segundo caso existe n;; < n. Tomando
1
U m;_1,my) U [my, min{ni,,n})

temos que T'(x) € ES e portanto

fi(THx)) = Yi(TH (X))

Como f_ ¢é T-invariante, temos que f_ é constante em érbitas e como Py > f_ + ¢,

pela relagao (2.14), teremos

my—1 m;—1
fm] n] Tn] < Z Z ll)k Tl

i= T‘L] i= T\.)
para todo j € {1,...,1}. Assim da rela¢ao (2.15), resulta em :

min{n,n}-1

n—1
fnx)< ) WM+ D AT

i=0 i=nig
portanto, como nyy; > n — k, concluimos a demonstracao do lema. [

A fim de mostrar (2.13), provaremos o seguinte lema:
Lema 2.5. Jf_ du=1L

Demonstragao: Primeiramente, suponha que f,,/n estd uniformemente limitada por

f
baixo (logo apés retiraremos esta hipétese), ou seja, existe k € N fixado tal que —k < ;n,

f
para todo n. Temos que (Fn + k) é uma sequencia de funcoes nao-negativas e, aplicando

o lema de Fatou, temos

f f
Jliminf (—n + k) du < liminfj <—n + k) du
n—oo n n—oo n
4

fn . fn

f_dp < hmmf —dpu=lim | —dpu=1L
n n—o00 n

assim, temos que f_ ¢ integravel e sua integral ¢ menor ou igual a L. Para provar a outra

desigualdade, note que o lema fundamental e a invariancia de p nos dé que

n—k—1 n—1
Tlljf du < J( Z V(T + Y max{lbk,fl}(Ti(X)))

i= i=n—k
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4

1 —k k
< P8 s £ fnastw i an
n n n
Note que

max{¥y, f1} < max{f_ + ¢, f},
na qual max{f_ + ¢, f; } é integravel, pois f_ + ¢ e f{" sdo integraveis, logo

k k
lim sup — Jmax{\l’k, fi}du < limsup — Jmax{f_ +e,f}du=0
n—oo n n—oo n
ou seja,

1 _
—andu< (n = k)
n n

logo, fazendo n — oo, temos

J‘Pk du , para todo n

para todo k, assim temos

L < lim J‘Pk du = J(f +¢e)du
k—o00

portanto, fazendo ¢ — 0", obtemos que L < [f_ dp e estard provado o lema.

Agora, provaremos o lema retirando a hipotese de ser uniformemente limitada por

baixo. Procederemos da seguinte maneira, para cada k > 0 defina as fungoes

fk

n=

veja que

max{fy, —kn} e f* = max{f_, —k}

k
fn+m

(x) = max{fpym(x),—k(n+m)}  <max{fn(x) + fm(T"(x)), (—kn) + (—km)}
< max{f, (x), —kn} 4+ max{f, (T™(x)), —km}
= iy (x) + i (T" (%))

assim, temos que a sequéncia (fX) é subaditiva e ¢é facil ver que a parte positiva de

i = max{f;, —k} é integrdvel, ou seja, (fX), satisfaz as hipéteses do teorema subaditivo.
Além disso

n

fo —k i
f* = max{f_,—k} = liminf (max {—, _n}) = lim inf ( n)
n—oo n n
e também,
fk

f
' — max {—n, —k} > —k, para todo n
n n

(2.16)
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logo f¥ ¢ limitada inferiormente, pelo argumento apresentado anteriormente neste lema,

temos
k e k
Jf_ dH:mean du (2.17)

note também que quando k — oo, entdo fX — f, e f&™ = max{f,,—(k + 1)n} <

max{f,, —kn} = fX

K assim a sequéncia (fX), converge monotéticamente para fy,, e da

mesma forma, (f¥)x converge monotéticamente para f_, assim, pelo teorema da con-

vergéncia mondétona, temos
an du:iEfJf‘; du e Jf du:i%fjfk du (2.18)
portanto, das relagoes (2.17) e (2.18) obtemos

1 1
Jf du:ian'fk dp = inf (mf—Jﬂi du> :inf—an dp=1L
k k nn n n

o que completa a demonstracao do lema. [
Ainda supondo que inf f,, seja finito para todo n, vamos mostrar que Jﬂ du < L,
n
para isso, precisamos do seguinte resultado auxiliar:
Lema 2.6. Dado k € N, temos
f f
lim sup KN — K lim sup —.
n—oo 1 n—o00
Demonstracao: Veja que (fi,/kn) é uma subsequéncia de (f,,/n), assim, temos que
f f f
lim sup k. (limsup ﬁ) < k- limsup —.
n—oo N nooo KN n—oo 1N
Para mostrar a outra desigualdade, usando o algoritmo de Euclides, podemos escrever
n =kq+r, comr € {1,...,k}. Definindo ¢ = max{f],...,f;}, pela subaditividade de
(fn)n, temos
frn < fig + o TR < fiq + o TH

veja que,

k 1 — 1
m 3= =g =2 P22
n—oo 1N n—oo N n—o00 n k,

além disso, como f{ € L'(p), e pela subaditividade de (fy,), temos que f € L*(u) para
todo 1 €{1,...,k}, logo ¢ € L(n) e pelo lema 2.2, temos que ((¢ o T™)/n) converge para

zero em p-quase todo ponto, assim, temos que

1 1 1
limsup —f,, < limsup —fiq + limsup —¢ o T*

n—oo T n—oo T n—oo Tl
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como q = (n —1)/k, temos que 1 — oo se, e somente se q — 0o, dai temos

1 1
limsup —fyq = limsup ﬂ—fkq = — - limsup —fyq
n—oo M q—oo T k q—00

e também,

1 1 1
limsup —¢ o T*9 =limsup —p o T " = limsup —p o T(T " (x)) =0

n—oo T n—oo T n—o0

em p-quase todo ponto. Portanto, temos que

1 1 1

limsup —f,, < — -limsup —fiq = k- limsup —f, < limsup —fi,
n—ooo M k 420 ( n—ooo M n—00

completanto a demonstracao do lema. ]

Lema 2.7. Suponha que inf, f, > —oco. Entdo [f, dp < L.

Demonstracao: Para cada k € N fixado e n > 1, definimos

n—1
Gn = — fk ©) T]k
§=0
dai, para todo n, temos
n—1 n—1
Jendu:—ijkoTjkdp:—ijkdu:—njfkdu (2.19)
i=0 =0
pois T preserva . Pela subaditividade de (f,,), temos
n—1 n—1
fion +0n =fin — > oD < fppu foTM IRy f 0Tk
j=0 j=0
< ..
n—1 n—1
<) froTF =3 foT*<0
j=0 j=0

e portanto 0, < —fyx, para todo n. Usando o lema 2.6, teremos
0 f f
0_ =liminf — < limsup — < —limsup Kk lim sup — = —kf.,
n—ooo N nooco T nosoco N n n

logo

JG du < —kjﬂ du. (2.20)
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Observe que (0,,) é aditiva, ou seja, Omyn = Om + 05 0 T¥™ para todo m,n > 1, de

fato,

m+n—1

m—1
Omin=— ) fioT* =-3 foT*-
j=0 j=0

m+n—1

Z fk o} Tjk
j=m

n—1
= Gm — Z fk (¢] T(H_m)k
j=0

n—1

=0 — »_froTHT™)

j=0
=0, +0,0TF™

note também que 0 = (—f, )" é limitada (pois ) é limitada inferiormente), e assim 67

é integravel. Aplicando o lema 2.5, temos
On
0_du=inf | —d
[o a2

pela igualdade (2.19), teremos

n

JG_ du:inf—T—LJfkdp:—Jfkdu

portanto, das relagoes (2.20) e (2.21) obtemos

Jfk d}l

1
frdp < -
J+H K

assim,
1
< 1 — et
Jﬁr du < Hllka'fk du=1L

e o lema esta provado.

(2.21)

Com os lemas 2.5 e 2.7, a relacao (2.13) é satisfeita, e portanto o teorema esta provado

sob a condicao de que inf,, f,, > —oo. Para o caso geral, definimos,

f* = max{f,,, —kn} , f* = max{f_, —k} e f]fr =

n=—

max{f,, —k}

para cada k € N. Analogamente ao que ji foi feito, mostramos que (fX), é subaditiva e

(f¥)" € L'(pn) e como inf, fX > —k, obtemos que f* = f¥ em p-quase todo ponto para

todo k. Fazendo k — oo, ¢ facil ver que f* — f_ e fX — f, e, portanto, no geral, temos

f_ =1, em p-quase todo ponto e a demonstragao do teorema esta completa.

Corolario 2.4. Teorema subaditivo = teorema de Birkhoff
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Demonstracao:Considere a seguinte sequéncia de somas orbitais :

n—1
fao=) foT' n>1
j=0
temos que (f,,) é aditiva, de fato
n+m-—1 n+m-—1
frim = Z foT ZfOT]—i— Z foT
=0
n—1 m—1
foT + ) foT(TM)
i=0 j=0
=fn+fmoT™

em particular, (f,) é subaditiva, e como f{” = f* € L'(u), pelo teorema subaditivo, temos
que existe o limite de (f,,/n) em p-quase todo ponto para uma funcao 17, e além disso

como W é T- invariante, pela proposicao 1.5 temos,

s — l j
Jfan —JﬂonJZf” du

= lim —deu deu

n—oo 1N

disto decorre o teorema de Birkhoff. ]



Capitulo 3

Ergodicidade

Neste capitulo estudaremos o conceito de ergodicidade que serd muito importante para as
aplicagoes que serao apresentadas no proximo capitulo. Parte substancial deste capitulo

encontra-se em [18].

3.1 Definicao e propriedades

No capitulo anterior foram apresentados resultados importantes da Teoria Ergddica. Para
adentrar no conceito de ergodicidade, primeiro precisamos definir o conceito de tempo

médio de visita.

Definicao 3.1. Sejam E C M um conjunto mensurdvel com medida positiva e T : M — M
uma transformagao mensurdvel invariante por w. Chamamos de tempo médio de visita

de x a E o valor de
.1 . ;
T(E,x) = lim —#{0 <j <n; T (x) € E},
n—oo 1N
onde # denota a cardinalidade do conjunto.

Assim o tempo médio de visita calcula a média dos iterados de x que “visitam” o
conjunto E. Veja que ao usar a funcao caracteristica do conjunto E podemos redefinir a

expressao anterior por

T(E,x) = lim 1 Z Xe o T (x).

Como a fungao caracteristica é integravel, o teorema ergdodico de Birkhoff nos diz que o

tempo médio de visita T(E, x) estd bem definido para quase todo ponto x. Ao longo deste

o4
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capitulo vamos supor que p é uma medida de probabilidade invariante pela transformagcao

mensuravel T: M — M.

Definicao 3.2. O sistema (T, W) € dito ergodico se dado qualquer conjunto mensurdvel
E, temos que T(E,x) = Ww(E) para p-quase todo ponto x € M, ou seja, o tempo médio
de visita a qualquer conjunto mensurdvel coincide, em Ww-quase todo ponto, com a medida

desse conjunto. Neste caso, dizemos que W € ergodica para T.

Definicao 3.3. Dizemos que uma funcao mensurdvel f : M — R € invariante por T se
f="foT em u-quase todo ponto. Neste caso, dizemos que f é constante na trajetoria de

T, ou simplesmente, f € constante em orbitas.

Definicao 3.4. Dizemos que um conjunto mensurdvel B C M € invariante se ele difere

de sua pré-imagem T—1(B) por um conjunto de medida nula, ou seja,
w(BAT1(B)) =0.

Proposicao 3.1. Seja 1 uma probabilidade invariante de uma transformagao mensurdvel

T: M — M. As sequintes condigdes sao equivalentes:

a) Para todo conjunto mensurdvel B C M, tem-se T(B,x) = u(B) em u-quase todo

ponto x.

b) Para todo conjunto mensurdvel B C M, a fun¢ao T(B,-) € constante em p-quase

todo ponto.

c) Para toda funcgao integravel f: M — R, tem-se que ?(x) = deu para w-quase todo
ponto.

d) Para toda fungao integravel f: M — R, a média temporal f: M — R ¢ constante

para \L-quase todo ponto.

e) Para toda funcao integrdvel invariante g : M — R tem-se que g(x) = Jg du para

u-quase todo ponto.
f) Toda func¢ao integravel invariante g : M — R é constante em w-quase todo ponto.

g) Para todo subconjunto invariante A C M tem-se u(A) =0 ou n(A) = 1.
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Demonstracao: (a) = (b), (¢) = (d) e (e) = (f) s@o imediatos. Ja, (e) = (c) e (f)
= (d) decorrem do fato de que a média temporal é invariante. De fato, para p — q.t.p

x € M temos,

n—1

f(Tx) = nh_{r;oEZfT] x)))

n—1
1 . f(T™ f
= [ L5 iy o T 1)
n—oo | M P— n n
n—1
1 : f(T™ f
= lim — ) f(T(x))+ lim D) gy T
n—oo T 4 n—oo n n—oco T
]_
1 n—1
= lim — )
dim — Zf(T (x))
j=0
= ?(x).

(¢c) = (a) Seja B € M um conjunto mensuravel. Como a func¢do caracteristica do
conjunto B é integravel, temos que

T(B,x) = hm—ZDCBoT]

n—oo 1N

= JDCB dp
= u(B).

(d) = (b) Decorre do fato de que o tempo médio de visita é a média temporal da fungao
caracteristica de B como visto acima.
(b) = (g) Seja A um conjunto invariante, ou seja, W(AAT1(A)) = 0. Observe que
XA =X1-1a) =XaoT, em p-q.t.p. x € M. Logo X ¢ invariante e
n—1

T(A,x) = lim —ZonTJ( ) =

n—oo 1N

para p-q.t.p. x € A. De modo anéologo T(A,x) = 0 para p-q.t.p. x € A€. Por hipétese,
T(A,-) é constante em p-quase todo ponto assim pw(A) =1 ou u(A) =0.

(g) = (e) Seja g uma funcao integravel invariante. Entao, para todo ¢ € R, o conjunto

B. ={x € M;g(x) <c}

¢ invariante. Por hipdtese, temos que w(B.) = 1 ou u(B.) = 0. Por outro lado, observe

que a fungao ¢ — p(B.) é nao decrescente, pois se ¢; < cp entdo B., C B, assim



Capitulo 3. Ergodicidade 57

w(Be,) < u(Bc,). Note que existe € tal que tal u(B.) =0sec<ce u(B.) =1sec>cC.
Em particular, u(B¢) =1, logo g =€ em p-quase todo ponto. Dali,

J gdu:EJ ldu=c-uM)=c.
M M

Portanto, g = J g dp como queriamos demonstrar. ]
M
A seguir, temos uma caracterizagao da propriedade de ergodicidade por meio do op-

erador de Koopman Ut(f) =foT

Proposigao 3.2. Seja u uma probabilidade invariante por uma transformacdo mensurdvel

T: M — M. As sequintes condicdes sao equivalentes :
a) (T,u) € ergddico

b) Para qualquer par de conjuntos mensurdveis A e B wvale

¢) Para quaisquer fungoes ¢ € LP (1) e € LI(n) com % + é =1, vale:

U M (SRS PRy

n—oco N
j=0

Demonstracao: (c¢) = (b) Sejam A e B conjuntos mensurdveis. Assumindo (c), tome

¢ =Xa e P =Xp. Dali, temos

W(A) u(B) = JxA du-foB du

1 [
= lim — UL (XA) - Xgd
nl—{%on;J T(Xa) - Xp dp
ln—lr. )
= lim =) [(XaoT) Xpdu
n—)oonj:OJ
1n71r.
11171[.
1n—1
= lim — T7(A)NB).
ngr;on;u( (A)NB)
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(b) = (a) Seja A um conjunto invariante, tomando A = B em (b), temos que

. lnfl B s lnfl B
(n{A)) —T}gI;OnFZOu(T "(A)NA) —T}grgonj;u(f\) = K(A).

Desta forma, u(A) =0 ou u(A) = 1. Segue da Proposicao 3.1 que (T, u) é ergddico.
(a) = (c) Sejam ¢ € LP(u) e P € L9(n). Como o sistema é ergddico segue da
Proposigao 3.1 e do Teorema Ergddico de Birkhoff que

I MUTET Y P

n—oo 1N

para p-q.t.p. x € M. Primeiramente, suponha que ¢ é limitada, ou seja, existe b > 0 tal

que |p| < b. Assim, para todo n € N temos que

n—1
(5 e
j=0

Como bl € L} (u), podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para concluir

< bl

31

que
n—1
1 .
T}gf;oj (H;Uﬂb)wdu Jd)du Jtl)du
J:
e isto prova (c) sob a condi¢ao de limitagdo de ¢. Para remover esta condicao, dado

k > 1, defina

/

k, se d(x) >k
dr(x) = ¢ dp(x), se p(x) € [k, K]

—k, se d(x) < —

Dado ¢ > 0, pelo argumento anterior, para todo k > 1, temos que

1 n—1 .
'J (T—Lzulrcbk) bdu— [ udu: | v
j=0

para todo n suficientemente grande, onde n depende de k. Por outro lado, veja que

< % (3.1)

|dx — ||y — 0 quando k — oco. De fato:
1. Se p = oo, temos que ¢y = ¢, para todo k = |||«

2. Se p < o0, veja que p(x) = kh_r}n dr(x) e |br(x) — Pp(x)] < 2|d(x)| para todo x. Pelo

Teorema da Convergéncia Dominada temos que ||¢x — |, — 0.
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Da desiguladade de Holder, temos

(v (1 fos)")

by - Uw du‘ <& (3.2

U(cbk o) (| waw du’ <

3

para todo k suficientemente grande. Da mesma forma, pela desigualdade de Holder, temos

1 n 1 n—1 .
UEZ (b — ) -Ppdp <o JU’T(ch—dJ)-ll)du'
=0 j=0
1t . 5 T
<o (Ju%m—w du) -(Jhmqau)
j=0
1 -
= HU’ (b — d)p - [[Wllq
j=0
= o= by - Ibllq < 5 (33)

para todo k suficientemente, veja que a desigualdade acima nao depende de n. Fixe k de
tal forma que valham as desigualdades (3.2) e (3.3) e tome n suficientemente grande de

modo que valha (3.1), veja que agora n depende de k. Dai, temos que

U(%jiu d))lbdu—Jcbdthbdu < J(%guwk)wdu_ﬁkdujwdu
+U(¢k—¢)dujwdu'
J'%]:—Olu (b — )b du
< e,

para todo n suficientemente grande. Desta forma, vale (c) e a proposigao estd demon-

strada. -
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3.2 Deslocamentos de Bernoulli.

Nesta secao estudaremos um exemplo de sistema ergddico bastante interessante. Con-

sidere o espaco produto £ = XY, munido da o-dlgebra produto B = €Y e da medida

produto o = VY. Desta forma, £ é o conjunto de todas as sequéncias (Xn)nen onde

xn € X para todo n € N. Temos também, que B é a o-dgebra gerada pelos cilindros
(M A, oo Al = {(Xt)ien; X1 € Ay param < i< n}
comm<neA; €€ Além disso, u é caracterizada por
n
w(m; A, ... Anl) = [ ] v(AD.
i=m
Definicao 3.5. O deslocamento de Bernoulli € a aplicacdo o : L — L definida por

G((Xn)n) = (Xn—i-l)n
ou seja O envia a Sequéncia (Xg,Xi, ..., Xn, ...) Na SEqUENCIa (X1, ..., Xn, ...).
Proposicao 3.3. A medida produto € invariante para o.

Demonstragao: Primeiro, note que o '([m;Am,....,A.]) = [m+ 1; A, ...,A.]. De

fato, veja que (Xg, X1, -.os Xms Xmi1, --.) € 0 H([mM; A, ..., Anl) se, e somente se,
o( (X0, X1, ooey Xy X1, ) € M A, oy A,

ou seja, (X1,.oos Xms Xmats o) € M;Am,...,An]. Observe que Xmi1 € Am,Xmy2 €

Aty oo Xng1 € Apn assim (Xo, X1, oooy Xy X1, --.) € M+ 1; A, ..., Anl. Dali,

u(o—il([m;Amw“aAn])) - I“L([m+1aAm77An])
= v(An)...-v(An)
= H([m;Am,---,An])-

Segue do Lema 1.2 que u é invariante para o. |
Agora provaremos um lema que nos auxiliard na demonstracao de que o deslocamento

de Bernoulli (o, 1) é ergédico.

Lema 3.1. Se B e C sdao unides finitas de cilindros dois a dois disjuntos, entdo tem-se

w(BN o7 (C)) = u(B)u(o7(c)) = n(B)u(C)

para j suficientemente grande.
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Demonstracgao: Dividiremos a demonstracao em dois casos:
Caso 1: Suponha que B e C sao ambos cilindros, ou seja B = [k : By,...,Bi] e
C=[m;Cn,...,Cul.

Analogamente ao que foi feito na proposicao anterior, para cada j, temos
0 (C)=[m+ij;Cm, ..., Cpl.
Agora considere j suficientemente grande tal que m +j > L. Assim, temos

BNo(C)  ={(xu)nixk € B,y X1 € Bi,Xintj € Ciny ooy Xntj € Ci)

— [k:By.....BL.X, .. X,Cn. ... Crl
onde X aparece m +j — (1 + 1) vezes. Dai,

H(B N G_)(C)) = H([kv Bk7 (3] BbX? "'7Xa Cma ) Cn])
=v(Byx) ... 0 v(By) - v(X) - .. - v(X) - v(Ci) - ... - V(Ch)
=v(Byx) ... - v(By) - v(Cy) - ... - v(Cp)

= u(B) - n(C).

Caso 2: B e C sao unioes finitas de cilindros disjuntos dois a dois, ou seja,

B:iBiGC:iCk,
i=1 k=1

onde cada B; e cada Cy sdo cilindros.

Note que
o) (C)=0") <Z Ck> = Z o (Cy).
k=1 k=1
O Caso 2 segue do Caso 1 e do fato de p ser finitamente aditiva. ]

Proposicao 3.4. Todo deslocamento de Bernoulli (o, 1) € ergddico.

Demonstragao: Basta mostrar que para todo conjunto invariante A, tem-se pw(A) =0
ou u(A) = 1. Suponhamos inicialmente que o conjunto invariante A é uma uniao finita
de cilindros disjuntos. Pelo lema anterior, temos que w(A N o J(A)) = (u(A))? para
j suficientemente grande, e como A ¢ invariante temos WA N o J(A)) = u(A). Dai,
u(A) = (u(A))? logo u(A) =0 ou u(A) = 1.

Para o caso geral, considere a algebra B, das unioes finitas de cilindros disjuntos, note

que a algebra By gera a o-algebra B. Seja A um conjunto invariante mensuravel qualquer.
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Dado € > 0, pelo Teorema 1.3 existe B € B tal que u(AAB) < 2 Como B € By, usando

0 lema anterior, podemos tomar j tal que
w(BNo(B)) = w(B) - n(o'(B)) = (1(B))*
Afirmo que
(ANoJ(A)ABNo I (B)) C (AAB)U (0’ (A)Ac 7 (B)) = (AAB) U (6 (AAB)).

De fato, se x € (AN o7 (A))ABN oI (B)) entdo x € (AN oI (A))\ (BN o (B)) ou
x € (BNoI(B))\ (ANoJ(A)). Dai, temos as seguintes possibilidades:

1. Sex € (ANo I (A))\(BNo7(B)) entdox € (ANo 7 (A))ex € Boux € (ANo I (A))
ex ¢ o (B). Logo, x € (AAB) ou x € (077 (A)Ac™7(B)).

2. Sex e (BNnoJ(B))\(ANoI(A)), a argumentacao é andloga.
Veja que se C e D sao conjuntos mensuraveis entao

n(C) —n(D)l = [u(C)—p(CND)— (WD) —pnCnD))
= [u(C\D)—p(D\C)
< w(C\D)+u(D\C)
= p(C\DuUD\C)
= u(CAD).

Dai, substituindo C=ANo 7 (A)e D =BnNoJ(B), temos que

WA N0 (A) —u(BNo ' (B))l < u((Ano(A)A(BN o (B)))

< 1((AAB) U (077 (AAB)))

N

((AAB)) + p((07’ (AAB)))

N OE OEOE

u((AAB))

A
lo'l ™

Por outro lado, temos que

In(A)? — u(B)? = [u(A) + u(B)| - [u(A) — u(B)| < 2+ [u(A) — u(B)| < g
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Como A é invariante temos que (A N o7 (A)) = u(A). Disto segue que

I(A)? — w(A)l < [p(A)? — k(B)? + In(B)* — n(A)]
< S+IBNoT(B)) —wANGTI(A))
< E.

Fazendo ¢ — 07, temos que pu(A)? = u(A). Portanto, w(A) =0 ou u(A) = 1.



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados cujas demonstragoes tem o conceito de

ergodicidade e os teoremas ergddicos como elementos fundamentais.

4.1 Sequéncias quase-normais

Neste topico apresentaremos alguns resultados obtidos em [13]. Neste trabalho, os au-
tores estudaram condicoes necessdrias e suficientes para a convergéncia forte do método
de projecoes alternadas em espacos de Hadamard. Em particular, eles introduziram o
conceito de sequéncias quase-normais e utilizaram o teorema ergddico de Birkhoff para
mostrar que o conjunto das sequéncias quase normais possui medida total com respeito
a medida de Bernoulli. Esta abordagem utilizando técnicas de Teoria Ergddica os permi-
tiu responder um problema em aberto relacionado ao método das projegoes alternadas,
que foi introduzido por von Neumann em 1933 para resolver o problema de viabilidade
convexa, ou seja, encontrar um ponto na interse¢ao de conjuntos convexos.

Seja N > 2 um inteiro e suponha que Cy, ..., Cn sao conjuntos convexos e fechados de
um espaco de Hadamard J cuja intersecao ¢ nao-vazia. Denotaremos por Pj a projecao
sobre Cj. Agora considere uma sequéncia (jn) tomando valores em In = {1,2,...,N},

escolha um ponto xg € H e defina a sequéncia (x,) por
Xn = Pjn(xn—1)7

para todo n € N. Ao longo desta segao, denotaremos por (j,) uma sequéncia tomando
valores em In = {1,2,...,N} e por L o conjunto de todas essas sequéncias, ou seja,

T ={1,2,..,NJ\.

64
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Definigao 4.1. Para cada j € {1,...,N}, considere a sequéncia crescente de miumeros
naturais (kn) tal que jx, = j. Dizemos que uma sequéncia (jn) € quase-periodica se

I(§) = supy, (kns1 — kn) € finito para todo j.

Definicao 4.2. Dizemos que uma sequéncia (jn) € quase-normal se existe um nimero
positivo L e uma sequéncia de blocos disjuntos (Ry) de elementos consecutivos de (jn)
com L termos, onde cada bloco Ry possui todos os indices de {1,...,N} e uma funcao
f:N— (0,00) com lim f(nyg) = +oo tal que

Ny —00
- 1
Z - fln) oo

k=1

onde jn. € 0 primeiro elemento do bloco (Ry) e (ny) € uma sequéncia crescente.
k

Proposicao 4.1. Suponha que existam um niumero natural L e uma sequéncia de blocos
disjuntos (Ry) de elementos consecutivos de (jn ) com L termos, onde cada bloco Ry possui
todos os elementos de {1, ..., N}. Para cadak € N, seja 8 o bloco formado pelos elementos
entre Ry 1 e Ry, que eventualmente pode ser vazio. Assim, a sequéncia (jn) pode ser vista

da forma:

8131823{2, . Skak,

Seja |8x| o numero de elementos do bloco 8y e ¢ > 0 uma constante. Se

K
Z I8;| < ¢ -k, para todo k € N, (4.1)

i=1

entdo a sequéncia (jn) € quase-normal.

Demonstragao:Veja [13]. n
Corolario 4.1. Toda sequéncia quase-periodica € quase-normal.

Demonstracao: Veja [13]. n

Exemplo 4.1. Considere a sequéncia abaizo, onde temos blocos consecutivos Ry = {123}

intercalados por blocos da forma S ={1212...12}.

123123 ---12312123123 - - - 1231212123123 - - - 123121212 123123 - - - 123 - - -
NV NV %/_/

10 blocos 102 blocos 103 blocos 104 blocos
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104+ —1
Para cada 1 € N, seja k; = —5 Usando a notagao da Proposicao 4.1, note que

8i # 0 se, e somente se, 1 =k para algum 1 € N e além disso |Sy,| = 21. Dado k € N tal

que Ky < k < k41, temos

101—0—1 1
Z|sy_Zysk|_Zz;_u+1 —5— <k

Pela Proposicao 4.1, a sequencia (Jn) € quase-normal. Por outro lado, esta sequéncia
nao € quase-periodica, pois para cada n € N temos blocos 1212 ---12 com 2n elementos

distintos de 3.

Sejam A o conjunto das sequéncias quase-normais, Q o conjunto das sequéncias quase-
periddicas e B o conjunto das sequéncias (j,,) que satisfazem (4.1). Dos resultados acima
segue que Q C B C A.

Utilizando o teorema ergédico de Birkhoff e a ergodicidade do deslocamento de Bernoulli
com respeito a medida de Bernoulli foi provado em [13] que os conjuntos A e B possuem
medida total e que o conjunto Q possui medida nula. A seguir apresentamos a demon-

stracao destes resultados.
Proposicao 4.2. P(A) =1, onde P € a medida de Bernoulli em L.

Demonstracao: Sejam P a medida de Bernoulli em X e 3 : ¥ — X o deslocamento de
Bernoulli. Do teorema ergddico de Birkhoff e da ergodicidade da medida de Bernoulli,
existe um subconjunto Q C X com P(Q) =1 tal que para cada & = (&g, &g, ..., X, ...) €

Q, tem-se

lim —ZDCE Bl (x P(E), (4.2)

onde E é o cilindro [1;1,2,....,N] e P(E) = p1 - p2 ... - pn < 1. Pela desigualdade das

médias aritmética e geométrica segue que

=P P2 PN < —.
0<a=p1-p2 PN N NN

(P1 +P2—|—...+pN)N _ 1
Para o« € Q, observe que B '(x) € [1;1,2,...,N] se, e somente se, o; = 1,01 =
2, ..., ®j+n—1 = N. Considere a sequéncia crescente (ny), onde ™ *(et) € [1;1,2,...,N] e
a sequéncia de blocos (Ry) com N termos cujo primeiro elemento é jn,. Segue de (4.2),

que existe m tal que se n > m entao

:

}LJ Xe (B (00) < - (4.3

a<
2

I
=)
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Observe que se j = n; — 1 para algum 1, entdao Xe (B () =1 e que Xe(B'(x)) = 0 caso

contrario. Portanto,
nyx— 1

> Xelpl(a) =k

j=0
Tome ny, > m. De (4.3) segue que para k > k,

3a
5

() el

k
< — <<
Nk

Agora, considere a funcao f : N — (0, 00), onde f(n) = log (n + %) Tem-se

00 ki—1 00
1 1 1
Zn-f(n) - n-f(n)+Zn-f(n)
k=1 ¥ k k=1 K Mo k=i K K
ki—1 1 00 a
= _— .
Z ny - f(ny) * Z 2k log(2k + 1) — 2k log a
k=1 k=k
= 0.
Isto prova que Q C A. Em particular, P(A) = 1. [ ]

Agora, mostraremos que o conjunto B das sequéncias (j ) que satisfazem (4.1) também

tem medida total.
Proposicao 4.3. P(B) =1, onde P € a medida de Bernoulli em L.

Demonstracao: Considere o cilindro E = [1;1,2, ..., N], cuja medida de Bernoulli é
P(1;1,2,...N]) =p1 - p2- .. -pn=0a>0.

Como a medida de Bernoulli é ergdodica em relacao ao deslocamento de Bernoulli  : £ — X
segue do teorema ergddico de Birkhoff que existe um subconjunto Q C £ com P(Q) =1
tal que se & = (¢1, X2, ..., Kn, ...) € Q, entao

n—

1
lim —

Jim ~ 3 e (B) () = P(E) (44)

j=0
Em particular, existe uma uma sequéncia crescente (), onde B™ () € [1;1,2,...,N]

para todo k € N. Por definicao do deslocamento de Bernoulli temos
jzk. = ((Xnky O(’le+17 RS (xnk+N71) - (17 27 ERES) N)

Segue de (4.4) que

1 . k
a= lim —#{1<j<n:p(«) €1;1,2,...,N]} = lim —.
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Tome ko € N tal que k > kq implica

a< k <3a
2 119% 2
Kk
Sendon, =1+ (k—1)L+ Z IS;|, para k > kg, temos
i=1
a<k<3a :>2<nk<2
2 Ny 2 3a k 3a
=n <2k
™ 3a
< 2k
+ )+;| <3
:>Lk+i18|<2k
2 &7 " 3a
Kk
2 L
= Si< — —— | k.
;" (Sa 2)
Tomando .
2 2 L
- Sia___ )
c max{;| |3a 2}
obtemos
Kk
Z|511<C'k
i=1
para todo k € N. Como Q C B, entao P(B) = 1. [ ]

Proposigao 4.4. P(Q) =0, onde P é a medida de Bernoulli em L.

Demonstragao: Denote por Qy o conjunto das sequéncias quase-periddicas (jn) tal
que maxigj<n 1(j) < k. Vamos mostrar que P(Qy) = 0. De fato, considere o cilindro

Ex =[1;1,1,...,1] (onde 1 se repete 2k-vezes), como visto anteriormente, pelo teorema de

Y Y 9

Birkhoff e a ergodicidade da medida P, existe um subconjunto Qi C X com P(Qy) =1

tal que se & = (1, Ko, ..., Kpy, ...) € Qy, entao

n—1

Jim S e, (B (@) = P(E) > 0
j=0

Em particular, se « € Qy, entao existe j tal que /(o) € Ex e &5 = 011 = ojq2x—1 = 1.

o
Isto implica que & ¢ Qy. Portanto, Q, NQy é vazio, assim P(Qx) = 0. Como Q = U Qx

k=
segue que '

0<PQ) <) PQ=0.
k=1
Isto completa a demonstracao. ]

o0
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4.2 Teorema de Weyl

Neste topico apresentaremos um teorema de Hermann Weyl provado em [20] que trata
da distribuicao de valores de polindmios aplicados no conjunto dos ntumeros inteiros.
Seguiremos a demonstracao apresentada em [18]. Seja P : R — R uma fun¢do polinomial

qualquer de coeficientes reais de grau d > 1:

P(x) = ag + a;x + asx® + ... + agx*.

Seja P, : R — S! a composicao de P com a projecao candnica R — S = R/Z. Defina,
para todon > 1,

zn = P.(n).

Assim podemos pensar em z,, como sendo a parte fracionaria de P(n).

Definicao 4.3. Dizemos que uma sequéncia (xn) em S* € equidistribuida se para qualquer
funcdo continua @ : S — R tem-se

n

. 1 B
nlg%oﬁ ); @ (%) —J(P(X) dx.

Isto equivale a dizer que, para todo segmento I C S!, a fracao dos termos da sequéncia

que estao em I é igual ao comprimento m(I) do segmento, onde m é a medida de lebesgue.

Teorema 4.1. (Weyl) Se algum dos coeficientes ay, ..., aq € irracional, entdo a sequéncia

zn = P.(n),n €N € equidistribuida.

Para demonstrar esse teorema, faremos alguns preparativos inicialmente. Considere a

transformacao f: T4 — T4 definida no toro d-dimensional T¢ da seguinte maneira,
f(01,09,...,04) = (01 + &, 02 + 01, ...,04 + 04_1)
onde & é um numero irracional. Note que f é invertivel, e sua inversa ¢ dada por:
£f71(01,02,...,04) = (0 — 0,0, — 0, + &, ..., 00 —0q_1 +... + (—1)910; + (—1)%0x).

Temos também que o determinante da matriz derivada de f é 1, e isso garante que f

preserva a medida de Lebesgue no toro.

Proposicao 4.5. A medida de Lebesque em T € ergddica para f.
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Demonstracao: Iremos usar um argumento de expansao em Série de Fourier. Seja

@ : T¢ — R uma funcao em L?(m). Escrevemos
(p(e) _ Z aneQTtin-G
nezd

onde 8 = (01,0,,....,04), n=(Nny,....ng) en-0 =m0, +... + Nn304. A norma de @ em

L2(m) ¢ dada por

3 lanf = | lo0)Pde: -+ doq < oo, (15)
nezd
Observe que
(p(f(e)) — Z aneQTti(nl(91+o¢)+...+nd(6d+6d—1))
nezd
_ Z a e?ninloceQTtiL(n)~9
= n ’
nezd

onde L(n) = (n; + ny,ny + N3, ..., ng_1 + Ng,nq). Suponha que ¢ ¢é invariante, ou seja,

que @ o f = ¢ me quase todo ponto. Teremos entao

27Ting «

a,e = Qay(n) (4.6)

para todo n € Z%. Isto implica que a, e ar(m) tém o mesmo valor absoluto. Por
outro lado, pela relagdo (4.5) temos que existe no maximo um numero finito de termos
com um dado valor absoluto nao-nulo. Concluimos que a,, = 0 para todo n € Z¢ cuja
6rbita [J(n),j € Z seja infinita. Analisando a expressao de L temos que a,, = 0 exceto,
possivelmente, se ny = ... = ng = 0. Por outro lado, para n = (n4,0,...,0), tem- se que

L(n) =n e, portanto, a relagdo (4.6) torna-se

a, = ane27't1.n1 cx'

Como « é irracional, o ultimo é diferente de 1 sempre que n; é nao-nulo. Portanto
esta relacao dd que a,, = 0 também para n = (ny,0,...,0) com n; # 0. Deste modo,
mostramos que se @ é uma funcao invariante, entao todos os termos de sua expansao em
série de Fourier se anulam exceto, possivelmente o termo constante. Isto mostra que @ é
constante em quase todo ponto, e isso prova que a medida de Lebesgue ¢é ergodica para

. "
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Definicao 4.4. Dado f: X — X e qualquer medida u em X denota-se por f,u e chama-se
iterado (ou imagem ) de w por f a medida definida por f.u(B) = u(f~1(B)) para cada
conjunto mensuravel B C X. Note que u € invariante pela transformagao f se, e somente

se, f.u= L.

Definicao 4.5. Dizemos que uma transformacgao f : X — X € unicamente ergddica se

admite exatamente uma medida de probabilidade invariante.
O préximo passo para a demonstracao do teorema de Weyl é o seguinte resultado:

Proposicao 4.6. A transformacao f € unicamente ergodica: a medida de Lebesque mo

toro € a sua unica probabilidade invariante.

Demonstragao: A demonstragao serd por inducao sobre o grau d do polinomio P. Para

d =1, a funcao polinomial resume-se a P(x) = ag + a;x e a transformacao f é dada por
f: 81— S5t f(0) =0+ a;

Por hipétese, o coeficiente a; ¢é irracional, assim, esta transformacao admite uma tnica
probabilidade invariante, que é a medida de Lebesgue m. Portanto o caso d = 1 esta
feito, agora sé precisamos explicar como o caso de grau d pode ser deduzido do caso de

grau d — 1. Para isso, escrevemos T4 = T4~ x St e
f: Tdil X Sl — Tdil X Sla f(907n) = (fO(GO)un + edfl)u

onde 0y = (04,...,04_1) e fo(0g) = (01 + x,05 + 01,...,04_1 + 04_2). Por inducao, a
transformacao
fo: T4 — T4

¢ unicamente ergédica. Representamos por 7t : T¢ — T4~! a projecao m(0) = 0p.
Lema 4.1. Se u € uma probabilidade invariante por f, entao a projecdao T, coincide com
a medida de Lebesgue mgy em T4,
Demonstragao: Veja [18]. n

Agora suponhamos que w, além de invariante, também é ergddica para f. Por ergodi-

cidade e pelo corolario 2.1 do Teorema Ergddico de Birkhoff, o conjunto G(u) dos pontos

0 € T tais que

n—oo N 4

n—1
1 .
lim — E e(f(0)) = J @ du para toda funcio continua @ : T — R (4.7)
j=0
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tem medida total. Seja Gy(i) o conjunto dos 0, € T4 tais que G(p) intersecta {0y} x S,
ou seja Go(u) = m(G(u)). E claro que 1 (Go(pt)) contém G(p) e portanto, tem medida
total. Logo pelo lema 4.1,

mo(Go(p)) = p(rr ' (Go(n))) = 1. (4.8)

Pelas mesmas razoes, esta relacao também vale para a medida de Lebesgue:
my(Go(m)) = m(m~"(Go(m))) =1 (4.9)

Uma consequéncia direta das igualdades (4.8) e (4.9) é que a intersecgao de Go(pt) e Go(m)
tem medida mg total. Logo, em particular, estes conjuntos nao podem ser disjuntos. Seja
0p um ponto qualquer na interseccao. Por definicao G(u) intersecta {0y} x S1, mas temos

o seguinte resultado:
Lema 4.2. Se 0y € Gy(m), entao {0p} x S estd contido em G(m).

Demonstracao: Veja [18]. u

Segue do que foi dito até agora que G(p) e G(m) se intersectam em algum ponto de
{60} x S!. Tendo em vista a relagao (4.7), isto implica que as duas medidas tém a mesma
integral para cada fun¢ao continua. Segue do fato de que se duas probabilidades em M
sao tais que para toda funcao @ : M — R Lipschitz limitada a integral com respeito
ambas probabilidades coincidem entao estas probabilidades sao iguais, que 1 = m (veja
mais em [18]), como queriamos demonstrar.

Coroldrio 4.2. A érbita de todo ponto © € T4 € equidistribuida no toro T?, ou seja, para

toda funcdo continua P : TY — R tem-se

— j —
i, v ) [ am
]:
Demonstragao: Segue diretamente das Proposicoes 4.5 e 4.6. [

Para completar a demonstracao do teorema de Weyl, introduzimos as funcoes polino-

miais pi, ..., pa definidas por pa(x) = P(x) e pj_1(x) = pj(x +1) —p;(x) paraj =2,...,d.

Lema 4.3. O polinomio p;(x) tem grau j, para todo 1 < j < d. Além disso, p1(x) =

ax+ B, com x = dlag.
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Demonstracao: Ver [18]. n

Lema 4.4. Para todon > 0,

f(p1(0),p2(0),...,pa(0)) = (pi(n), p2(n), ..., pa(n)).

Demonstragao: Veja [18]. n
Finalmente, estamos prontos para provar que a sequéncia z,, = P,(n),n € N é equidis-
tribuida. Vamos tratar dois casos separadamente.
Suponha que aq4 ¢ irracional. Entao o nimero « no Lema 4.3 ¢é irracional e, portanto,
os resultados da Proposicao acima sao validos para a transformacao f : T¢ — T9. Seja

@ : S — R uma funcao continua qualquer. Considere \ : T¢ — R definida por

11)(917 ) ed) = (p(ed)

Fixemos 0 = (p1(0),p2(0),...,pa(0)), usando o Lema 4.4 e o Corolario 4.2, obtemos que
n— n—1

lim lch(zj) = lim thl)(fj(e)) :dem:J@dx.
j=0 j

n—oo T 4 —o0o N o
]:

Isto termina a demonstracao do teorema de Weyl no caso em que aq4 € irracional.
Agora, suponha que aq ¢é racional, digamos aqg = p/q com p € Z e q € N. Podemos

escrever z,, COomo uma soma
d
Zn = Xn + Yn, Xn = Qgn e Yn = Q.(n)

onde Q(x) =ap+ayx+...+ag_1x4teQ,:R— Sédada por Q, =7mo Q. Observe,
em primeiro lugar, que

Xntq — Xn = E(n‘f'q)d— %nd

é um numero inteiro, para todo n € N. Isto significa que a sequéncia x,, é periddica
de periodo g no circulo R/Z. Em particular, ela toma q valores distintos. Observe
também que, como aq ¢é racional, a hipétese do teorema implica que algum dos coefi-
cientes aj, as,...,aq—1 de Q é irracional. Logo por indugao no grau, temos que y, é

equidistribuida. Mais do que isso, as subsequéncias

Y(gn+r) = Q.(qn+r1), nez

sao equidistribuidas para todo v € {0,1,...,q — 1}. Na verdade, estas subsequéncias

podem ser escritas como Ynqir = Qir) (n) para algum polinémio Q™ que também tem
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grau (d — 1), e portanto a hipotese de inducao se aplica sobre elas também. Destas duas
observagoes segue que toda subsequéncia zgn - ¢ equidistribuida. Consequentemente, z,

n € Z também ¢ equidistribuida. Isto completa a demonstracao do teorema.
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