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“A gente nao precisa ser bom em tudo nem

muito menos o tempo todo”.

Desconhecido



Resumo

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo de ponto proximal inercial que tem como
objetivo resolver o problema de minimizacao DC (diferengas de fungoes convexas). Mostra-
mos a boa definicao da sequéncia gerada pelo algoritmo, que cada iterada dessa sequéncia
soluciona um subproblema proposto e que todo ponto de acumulacao de {z*} é um ponto

critico do problema de minimizagao DC.



Abstract

In this work, we present an inertial proximal point algorithm that aims to solve the
DC minimization problem (differences of convex functions). We show the good definition
of the sequence generated by the algorithm, that each iteration of this sequence solves a
proposed subproblem and that every accumulation point of {z*} is a critical point of the DC

minimization problem.
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Introducao

As fungoes DC, ou seja, fungoes que podem ser representadas como a diferenca de duas
fungoes convexas, vem sendo estudada a bastante tempo e atualmente tem tido grande no-
toriedade na drea da Otimizacao (ver Andrade et al. [4], Oliveira e Tcheou [9], Lima [15] e,
Tao e An [20]). Esse interesse tem sido pelo fato dos problemas de otimizacao DC englobar
os problemas de otimizagao convexa, pela grande aplicabilidade de tais fun¢oes em diferen-
tes contextos e também pela estabilidade de tais fungoes em relacao as operagoes usuais da
otimizagao (ver Fernandes [10], Hartman [11] e Tuy [21]).

O Algoritmo do Ponto Proximal para resolver problemas de minimizagao foi introduzido
por Martinet [16], popularizado por Rockafellar [17] e consiste em, a partir de um ponto inicial
dado, gerar uma sequéncia em que cada iterada é solugao do problema de minimizar a funcao
objetivo acrescida da funcao distancia ao quadrado . Ja o Algoritmo do Ponto Proximal
Inercial consiste em, a partir de um ponto inicial dado, gerar uma sequéncia de pontos que
soluciona um subproblema que possui uma forga inercial, ou seja, além desse subproblema
lidar com a iterada atual, ele também utiliza iteradas anteriores. Algoritmos inerciais tem sido
bastante estudados atualmente, principalmente por sua aplicabilidade. Justificativas para o
uso de Algoritmos Inerciais e aplicagoes podem ser encontrados em Alvarez e Attouch [3],
Andrade et al [4], Oliveira e Tcheou [9].

2003, Sun et al. [19] apresentaram uma versao do Algoritmo do Ponto Proximal para
resolver problemas de otimizacao DC. Como pode ser verificado, uma funcao DC admite
infinitas decomposicoes e estas podem interferir na qualidade do algoritmo. Encontrar uma
decomposicao ”6tima” para se obter melhor qualidade do algoritmo ainda é um problema em
aberto, veja Oliveira Souza [8].

Nesta dissertagao, estudamos um Algoritmo do Ponto Proximal Inercial, no espago Eucli-
deano, que foi apresentado por Andrade et al. em [4] no contexto de Variedade de Hadamard.
Desta forma, seja f : R” — R, tal que f = g—h, onde g e h sdo fungoes convexas. O problema

de minimizacao DC consiste no seguinte:

min f(z).



Assim, apresentamos um algoritmo que gera uma sequéncia em que cada iterada soluciona
um subproblema de minizac¢ao e que cada ponto de acumulag¢ao serd um ponto critico (ver
Definigao 13) de f.

A dissertagao estd organizada do seguinte modo: no capitulo 1, apresentamos resultados
de anélise no R", anélise convexa diferencidavel e nao diferenciavel, e fungdes DC. No capitulo
2, apresentamos o algoritmo e analisamos a convergéencia da sequéncia gerada pelo algoritmo.

No capitulo 3, apresentamos as consideracoes finais.



Capitulo 1
Nocoes Preliminares

O texto apresentado nesta secado nao pretende ser um curso dos temas em questao, traz
apenas os resultados necessarios para a compreensao dos assuntos posteriores. Os resultados

e notagoes podem ser encontrados em [1,2,5,7,13, 14]

1.1 Analise no R”

Seja f: 2 — R, com Q2 C R". Considere o seguinte problema

mig f(z) onde D C Q. (1.1)
TEe

Neste caso, D é denominado conjunto viavel do problema, os pontos de D sao ditos pontos

viaveis e f é a funcao objetivo.

Definicao 1 Sejam f: Q2 —-R, D CQ ex* € D.

o z* ¢ minimo local (resp. local estrito) quando existe uma vizinhanga U de x* tal que

f(z*) < f(x), VYreDNU (resp.<).

e 2" ¢ minimo global (resp. global estrito) quando

f(z*) < f(x), ze€D (resp.<).

e O nimero v € [—00, +00) dado por



¢ o valor otimo do problema (1.1).

Nosso objetivo é encontrar pontos criticos (ver Defini¢ao 13) da fungao f, em particular,

as solugoes do problema (1.1) sdo pontos criticos.

Exemplo 1 Seja f : R" — R definida por f(xz) = > e*. Assim, o problema de minimizar

f em R™ nao possui solugao, entretanto e seu valor otimo € 0.

Definicao 2 Dizemos que uma funcao f : D C R™ — R € semicontinua inferiormente no

ponto x € D, quando para qualquer sequéncia {:13"”} C D tal que zF = x tem-se que
lim inf f(z*) > f(z).
k—o0

Note que toda fungao continua é semicontinua inferiormente. O préximo teorema garante

a existéncia minimos.

Teorema 1 (Weierstrass) Seja f : R" — R semicontinua inferiormente e D C R™ compacto.

Entao o problema de minimizar f em D possui solug¢ao global.

Demonstracao: Veja que { f(D)} é limitado inferiormente. De fato, se supormos o contrério,
existiria um sequéncia {z*} € D de modo que f(2*) — —o0. Pela compacidade de D, existe
r* € D de modo que z% — z* para alguma subsequéncia {z*}. Dai, pela semiconitnuidade

inferior temos que
—oco = lim inf f(z") > f(z*).
J——4o00
Absurdo. Portanto {f(D)} é limitado inferiormente. Assim, existe f* = inlf)f(:v), que
xe

implica em existir também uma sequéncia {y*} C D de modo que

G5 = f

Novamente pela compacidade de D, existe y* € D satisfazendo f(y*) — f* para alguma

subsequéncia {y*}, com y% — y*. Assim, y* é um solucao global.
|

Exemplo 2 Seja f: R™ — R dada por f(x) = (Az, x), onde A € R™" € simétrica. Mostre
que f tem um minimizador global em S = {x € R™|| x ||= 1}. Mostre também que eziste
A € R de modo que (Az,xz) > X ||z |? VreR™

4



Solucgao: Note que S é compacto e f é continua, portanto pelo Teorema de Weierstrass

existe x* minimizador global de f em S. Agora dado = € R™\{0}, temos que L ¢ Sedaf

Tz
flep) 2 1)
= Az T = e

Fazendo A = (Axz*, x*), temos o resultado.

Corolario 1.1 Seja D C R" e f : D — R uma fun¢do semicontinua em D. Suponhamos
que ezxiste ¢ € R de modo que Ly p(c) == {z € D|f(x) < ¢} seja nao vazio e compacto.

Entao o problema de minimizar f em D tem solugao global.

Demonstragao: Pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 1), o problema de minimizar f
em Ly p(c) tem solugao global, digamos z*, ou seja, f(z*) < f(x) para todo « € Ly p(c). Por
outro lado, se y € D\ L p(c), entao

f@®) < e < fy).

Portanto, todos os pontos de D que nao estao no conjunto de nivel Ly p(c) possuem valores

maiores que f(z*). Assim z* é um ponto de minimo global.
|

A nogao de coercividade sera crucial para a demonstragao da boa definigao do algoritmo,

pois é com ela que iremos garantir a existéncia de solucoes dos subproblemas.

Definicao 3 Dizemos que uma funcao f : D — R € coerciva no conjunto D, quando

k

para cada sequéncia {z*} C D tal que ou || 2* ||— +oo ou ¥ — x € D\D, tem-se que

lim sup f(z*) = +oo0.
k—o0

Corolario 1.2 Sejam D C R" e f : D — R wuma fun¢do semicontiuna inferiormente e

coerciva em D # (). Entao o problema de minimizar f em D possui solugdo global.

5



Demonstracao: Como D # (), podemos encontrar ¢ € R de modo que Ly p(c) seja nao
vazio, basta fazer ¢ = f(x), para algum = € D. Note que tal conjunto é limitado, pois
caso contrdrio existiria uma sequéncia {z*} € L;p(c) tal que || 2* || +oo e assim, pela
coercividade, terfamos klglgo sup f(z*) = 400, que é um absurdo, ji que f(zF) <¢, Vke€N.
Note também que L;p(c) é fechado, pois caso contrdrio existiria uma sequéncia {z*} C
Ly p(c) convergindo para um ponto = que nao pertence a Ly p(c). Assim temos duas opgoes:
x pertence a D ou x nao pertence a D). Supondo x € D e usando que f é semicontinua
inferiormente, terfamos que kh_)n(r)lo inf f(z*) > f(z) > ¢, absurdo, pois f(z*) < ¢, Vk € N.
Supondo agora que z nao pertence a D, terfamos entao que x € D\ D e, pela coercividade,

terfamos klim sup f(z*) = 400, absurdo, ji que f(z¥) <e¢, VkeN.
— 400
|

Agora veremos as condigoes de otimalidade, necessarias e suficientes, que caracterizam
um minimizador de uma funcao f. A partir de agora denotaremos o gradiente e a Hessiana

da funcao f, respectivamente, por ' e f”.

Teorema 2 (Condicao necessdria de 1* ordem) Seja f : R™ — R uma fungdo diferencidvel

no ponto x*. Se x* € um minimizador local de f, entao
f(a*) =0,

Demonstracao: Suponha que z* seja um minimizador local de f. Por defini¢ao, existe
uma vizinhanca U de z* tal que f(z*) < f(z), Va € U. Fixado d € R", note que existira
e > 0tal que z* +td € U, Vt € (0,¢]. Assim, usando a diferenciabilidade de f em x*, temos

0< fla*+td) — f(z*) =tf'(«*)d +r(t), Vte (0,¢,

r(t)

onde lim;_,q —— = 0. Dividindo tudo pot ¢ > 0 temos que

Agora fazendo t — 0" temos que 0 < f/(2*)d. Como d é arbitrario, escolha d = —f'(x*) e
teremos 0 < — || f/(z*) ||, implicando que f’(z*) = 0.



Teorema 3 (Condicao necessdaria de 2% ordem) Seja f : R™ — R uma fungdo duas vezes
diferencidvel no ponto x*. Se x* é um muinimizador local de f, entdo a matriz Hessiana de f

no ponto r* é semidefinida positiva, ou seja,
(f"(z*)d,d) >0, VdeR"

Demonstracao: Suponha que z* seja um minimizador local de f. Fixe d € R™. Assim

existird € > 0 de tal modo que

0 < S+ td) - fa*)
= U, d) + S ), 1) + ()

t2 lA *
= §<f/ (‘T )d> d> + T(t)>
. r(t) . 5
Vt € (0, €] com lim,_, 2 = 0. Dividindo tudo por t* > 0 temos que
1, s r(t)
0< §<f/ (2%)d, d) + =5~

Fazendo t — 0%, temos que (f”(2*)d,d) > 0.

Definicao 4 Um ponto x* é dito estaciondrio ou critico de uma funcdio diferencidvel
f:R" = R quando f'(z*) =0.

Teorema 4 (Condicao suficiente de 2* ordem) Seja f : R™ — R wma funcao duas vezes
diferencidvel no ponto x*. Se x* é um ponto estaciondrio e f"(xz*) é definida positiva, entdo

x* é um minimizador local estrito de f.

Demonstragao: Seja A > 0 o menor autovalor de f”(z*), pois tal matriz é simétrica e
positiva definida. Assim, (f”(z*)d, d) > X || d ||?,Vd € R". Por Taylor,

2

Fat +d) = F@) + G, d) + (@) 2> f) + DN P +r(d),

onde limg_,o A = 0. Dividindo tudo por || d ||*> 0 temos que



*+d) — = A d
o)~ ) 3 )
I d | 2 |d]
. r(d) L
Portanto existe ¢ > 0 de modo que 5 + Td|P > 0, Vd e B(0,¢)\ {0}, implicando que

flz*+d)— f(z*) >0, Vde B(0,¢)\ {0}. Como d € R" é arbitrario, temos o resultado.

1.2 Analise Convexa

A nocao de funcao convexa é essencial para o decorrer deste trabalho. Com ela alguns
teoremas que eram apenas necessarios tornam-se também suficientes. Os resultados e notacao

podem ser escontrados em [1].

Definicao 5 Um conjunto C C R" € dito convexo se [z,y] = {(1 —t)xz +ty; t € [0,1]} C C,

para todo x,y € C. Neste caso, [x,y] € dito segmento de extremidades x e y.

Exemplo 3 Considere C' = B(0;r) = {zx € R"; ||z ||[< 1} comr > 0. Entao, C é convezo.
De fato, dados x, y € C et € [0,1]

[tz+ A=ty < l[tz]+ [ (1 -0y
= tlall+0 =)yl
< tr+(1-t)y

r.

Exemplo 4 O conjunto S = {z € R"; || « ||= r}, para r > 0, ndo é convexo. De fato,
sabemos que S # (), basta considerar um vetor com uma entrada r e as demais iguais a
0. Dai, dado x € S, temos que —x € S. Portanto, se S fosse convexo teriamos que
1

1
3% + 5(—56) € S que implicaria que 0 € S, absurdo. Logo, S nao é convexo.

Teorema 5 Sejam C' C R™ um conjunto convezo e f : R™ — R uma funcao diferencidvel no

ponto x*. Se x* é um minimizador local de f no conjunto C', entdo

(f'(z*), z —x*) >0, Yz € C.



Demonstragao: Sendo z* um minimizador local, existe 6 > 0 de modo que f(y) > f(x*)
para todo y € B(x;0). Agora fixe z € C. Dai, pela convexidade de C, (1 — t)z* +tx € C

)
para todo t € (0,1). Note que para t € (0,1) com t < ﬁ, temos que
r*—x
| 2" = [(L=t)a" +ta] | = | ta" —ta ||
= tlja” — x|
< 0.

Logo, para t € (0,1) com t < temos que 0 < f((1 —t)a* 4+ tx) — f(z*). Portanto,

[l — =]

usando a diferenciabilidade em z*, com t € (0,1) e t < )

[l — =]

0 < f((L-t)a" +12) - f(a")
= f(a"+ Uz —a") - f(a")
= H{f(a"), @ —a") +r(2),

r(t)

onde lim; ,g —= = 0. Assim, dividindo a expressao toda por t > 0 e passando o limite

t — 0%, temos (f'(z*), v —2*) >0, Vo € C. Como x € C é arbitrario, segue o resultado.

Definicao 6 Seja C C R™ um conjunto convexo. Uma funcao f : C' — R € dita conveza se

para quaisquer x,y € C et € [0,1] tem-se que

fltz+ (L —=t)y) <tf(x) +(1—t)f(y).

Além disso, [ serd estritamente convera quando a desiqualdade acima for estrita para todo
x#£yete(0,1).

Exemplo 5 Seja f: R" — R dada por f(z) =| z ||*. Entao é conveza. Com efeito, sejam

z,y €ER" et €10, 1]. Assim, mostraremos que

fz+ (1 =t)y) = [tf(z)+ (1 -1)f(y)] <0.

De fato,



flz+ 1 =t)y) = [tf(@) + A =f )] = [tz + Q- t)yl* —tll=]* — 1 =)yl
= lfz]* + (1 = )*[lyll* + 261 — t)(z, y)
— tllz]* = A=)yl
= t(t=Dz|* =t = )llyll* + 2t(1 - t){z, )
= t(1=1)[2(z, y) — (l=]I* + [ly]])]
= —t(l—t)]|z —y|*
< 0.

Logo, [ é conveza.

Definicao 7 A funcdio f : C C R" — R, onde C' € convexo, é dita fortemente convexa com

mddulo (ou parametro) p > 0 quando para quaisquer x,y € C' et € [0,1] tem-se

flz+ (1 —t)y) <tfl@)+ 1 —t)f(y) —ptQ—2t) |z —y |*.

Exemplo 6 A funcio f : R — R dada por f(x) = 2% é um exemplo de fungdo fortemente

conveza com p =1 (seque do Exemplo 5).

Teorema 6 Sejam D C R"™ convezxo, g : D — R uma fun¢ao convexa, f : g(D) — R uma
fungdo convexa nao decrescente. Entdo a fungao h : R" — R dada por h(z) = f(g(x)) €

convezra.
Demonstracao: De fato, como g é convexa, temos que

gtz + (1 —t)y) < tg(z) + (1 —t)g(y).

Dai,
flgltz + (1 =1t)y)) < f(tg(x) + (1 = t)g(y)) < tf(g(x)) + (1 =) f(9(y)),

onde na primeira desigualdade foi usado o fato de f ser nao decrescente e na segunda desi-

gualdade foi usada a convexidade.

Agora daremos uma primeira caracterizacao para uma fungao ser convexa.
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Teorema 7 Sejam C' C R™ convexo, A >0 e f,g: C CR" — R. Entdao, f+ \g € conveza.

Além disso, se f ou g sdo estritamente conveza, entao f + \g também serd.

Demonstragao: Dados z,y € C et € [0, 1], temos que

(f +Ag)(tr + (1 —t)y) [tz + (1 —t)y) + Mgtz + (1 - t)y)
tf(x) + (1 —t)f(y) + Mg(x) + A1 —t)g(y)
t(f(x) +Ag(z)) + (1 =) (f(y) + Ag(y))

)

t(f +Ag9)(x) + (1 = )(f + Ag)(y).

A

Logo, f 4+ Ag é convexa. Se f ou g é estritamente convexa, a prova é analoga.

Definicao 8 O Epigrafo de uma funcao f: C — R € o conjunto
Ef={(z,c) € CxR; f(z) <c}.

Teorema 8 Seja C' C R™ um conjunto convexo. Uma func¢ao f : C' — R é convexa em C

se, e somente se, o seu epigrafo ¢ um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstracao: De fato. Suponha que f seja convexa e considere (z,c¢), (y,d) € Ey. Seja,
A=1—-t)(z,c)+t(y,d) = (1 —t)x +ty, (1 —t)c+ td). Agora note que

fA=tr+ty) < (1—t)f(x)+tf(y)
< (1 —t)c+td,

que implica que A € Ey. Logo o epigrafo é convexo. Reciprocamente, suponha que Ef seja
convexo. Note que (z, f(x)), (y, f(y)) € Ef. Pela convexidade, ((1—t)z+ty, (1—t) f(x)+tf(y)
pertence ao epigrafo para t € [0, 1]. Dal,

F((L =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y),

que implica que f é convexa.

11
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Figura 1.1: Ilustrando o Teorema 8. Na imagem f é convexa e g nao é convexa.

Teorema 9 Sejam C C R" um conjunto convezo e aberto e f: C — R uma fun¢ao convezxa

em C. Entao f € localmente Lipschitz-continua em C'. Em particular, f é continua em C.

Demonstragao: Ver [1], pdgina 147.

O teorema a seguir mostra a importancia e quao boa é a classe das fungoes convexas

Teorema 10 (Teorema de minimizacao convexa) Sejam C C R™ um conjunto convexo e
f:C — R uma funcao convera. Se x* € C € um minimizador local de f, entao z* €
manimizador global. Além disso, o conjunto dos minimizadores é convexo. Se f € estritamente

convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstracao: Considere que 2* € (' seja um minimizador local mas nao global, ou seja,
existem 7 > 0 e y € C tais que f(z*) < f(z) para todo x € B(z*, r) e f(y) < f(z*). Pela
convexidade de C, (1 — t)z* + ty pertence a C' sempre que t € [0, 1]. Agora note que para t

suficientemente pequeno temos que (1 — t)z* + ty pertence a B(z*, r). De fato,

2" =[A=tz"+tyl | = [t —y) |l
= tla" =yl
basta entao fazer ¢t < Hriu que teremos || 2* —[(1—t)z* +ty] ||=1t || * —y ||< r. Agora
r* =y

usando a convexidade de f, segue que

A=t +1y) < (L=0f6") + ()
< (-D)f() + (")
= 1.

12



Absurdo. Portanto, * é minimo global.

Considere agora que S C (' seja o conjunto dos minimizadores de f. Fixe z,y € S e faca
T=(1—t)x+ty, comt € [0,1]. Pela convexidade de C, temos que T € C e, além disso, pelo
fato provado acima, f(x) = f(y). Dai, pela convexidade de f,

f@) <A =0)f(x) +tf(y) = 1 =1)f(2) +1f(2) = f(z)

Portanto T € S, o que mostra que S é convexo.
Suponha agora que f é estritamente convexa. Dai, sejam z,y € S, © # y. Como S é

convexo, (1 —t)x +ty =T € S, com t € [0,1]. Assim,

f@) <A =t)f(x) +1f(y) = A=) f(z) + 1f(2) = f(2).

Absurdo. Logo, neste caso, f s6 pode admitir um minimizador.

1.2.1 Funcgoes Convexas Diferenciaveis

Agora iremos caracterizar as fungoes convexas diferencidveis e seus pontos de minimo.

Teorema 11 Sejam 2 C R"™ wm conjunto convexo e aberto e f : Q@ — R uma funcao

diferencidvel em ). Entao sao equivalentes:

(a) A fungdo f € convexa em SQ.

(b) Para todo x,y € Q,
fy) = flz) + (f(z), y — =)

(¢) Para todo x,y € Q,
(f'y) = f(=),y—=2) =20

Quando f ¢ duas vezes diferencidvel em ), as propriedades acima também sdao equiva-

lentes a

(d) A matriz Hessiana de [ é semi-definida positiva em todo ponto de ):

(f'(z)d,d) >0 VzreQ, VdeR"
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Demonstracao:
(a) = (b): Sejam z, y € Q. Parat € (0,1) temos que ty+ (1 —t)z =z +t(y — z) € Q, pela

convexidade. Usando a diferenciabilidade, temos que

tf(y) + (1 —t)f(x)
= 1(f(y) = f(x)) + f(x)

flty+ (1 —1)z)
flz+t(y — )
= fl@)+6(f'(z), y —2) +7r(t)

assim,

t(f(y) = f(z) = t(f'(z), y — x) + (D).

Dividindo tudo por t > 0 e fazendo tal tender a zero pela direita, temos que

fly) = f@) = (f(z), y — x)

= f(y) > f(z) +(f'(x), y — x)
(b) = (c): Temos que f(y) > f(z)+ (f'(z), y — z) e também que f(x) > f(y) +
(f'(y), x — y). Substituindo uma desigualdade noutra

fle) > fy)+ W, z—y) > fl@)+ (@), y—2)+(f(y),z—y)

Dai,

implicando em

0> (f'(x) = f'(y), y — ),

ou seja,

(f'(y) = fl(x),y—=x)>0.

(c) = (b): Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, 1) tal que
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fy) = f@)=(f(z +tly —2)),y — ).

Para os pontos (z 4+ t(y — x)) e z, temos

f6) = 1@) = (P +ty =)y =) = T @+ Hy - o).ty —2)
> HJ @)y - )
— (F@)y-a)

Portanto, f(y) > f(z) + (f'(x),y — ).
(b) = (a): Defina d = y — x e aplique em (b) para os pontos = e z + td; y e x + td.

Assim,

f(@) = f(z +td) — t(f"(z + td), d),
fly) = f@+td) + (1 = )t(f'(z + Ad), d),

Multiplicando a primeira desigualdade por 1 — ¢ > 0 e a segunda por ¢t > 0, e somando,

obtemos

> (1—=t)(f(z+td) —t(f'(x + td, d))
+ t(f(z+td)+ (1 —t)(f'(z +td, d))
= f(z+1td)

= f(1—=t)x+ty).

(=) f(z) +tf(y)

Logo f é convexa. Suponhamos agora que f seja duas vezes diferenciavel em (). E suficiente
mostrar que (b) < (d). Fixemos z € 2 e d € R" quaisquer. Como (2 é aberto, z + td € 2

para todo t suficientemente pequeno. Por (b),

fl@+td) — f(z) = t(f' (), d).

usando ainda o fato de que f é duas vezes diferenciavel,
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0 < flottd)— f@) ~ 1), d)
= D@, )+ (@),

Dividindo por t? > 0 e fazendo t — 0T, obtemos (d).
Sejam z, y € € quaisquer. Pelo Teorema do Valor Médio, existe t € (0, 1) tal que

fy) = f(@) = (f(z),y — )
_ %(f”(:v iy —2))(y—2), y—z) >0,

onde a desiguadade segue de (d). Portanto, (d) < (b).

r

f(y)

fl@)+(f'(z),y —z)

|

|

|

|

I

® >
T

Y

Figura 1.2: Ilustrando o Teorema 11.

Exemplo 7 A funcio f: R" — R definida por f(x) =3 ", e” é conveza. De fato, como

eer 0 - 0
. 0 e ... 0
f'(z) = : : -, I
0 0O --- ™

temos entao que (f"(z)d, d) =>""  e"d? >0 Vz,d € R"

Teorema 12 (Caracterizagoes de Fungoes Fortementes Convexas Diferencidveis) Sejam € C
R™ um conjunto convexo e aberto e f : 2 — R uma funcao diferencidavel em 2, com deriwada

continua. Entdo as propriedades sequintes sao equivalentes:
(a) A fungdo f € fortemtente convexa em Q com mddulo p > 0;
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(b) Para todo z, y € Q, f(y) > f(x)+ (f'(z),y—x)+p|y—=z|?

(¢) Para todo x,y € Q, (f'(y) — f'(z),y —z) > 2p |y —x |I%;
Quando f ¢ duas vezes diferencidvel em ), as propriedades acima também sdao equiva-

lentes a

(d) A matriz Hessiana de [ € definida positiva uniformemente em todo ponto de €2, isto €,
(f"(x)d, d) >2p | d |]? Ve e, VdeR"
Demonstracao: Anélogo ao teorema anterior.
|

Exemplo 8 A funcao f: R" — R definida por f(x) = coshx := " coshx; € fortemente

conveza. De fato, como

cosh x 0 e 0
. 0 coshxy --- 0
f (:1:) - : : -, : ’
0 0 -+« coshz,

1
temos entio que (f"(x)d, d) = Y I coshx;d? >| d ||>=2- 5 | d|* Vz,d €R", jd que
€% = g

coshz; = —5 >1, Vz; eR.

Exemplo 9 A fungdo f: R"™ — R definida por f(z) =|| = ||* é fortemente convera mddulo

p=1.
Seque do item (d) do Teorema 12, onde, pela Hessiana, temos que (f"(z)d, d) = 2||d||*.

Exemplo 10 A fungdo f: R™ — R definida por f(x) =|| z ||* é conveza.

De fato, a fungdao g : R" — R dada por g(z) =|| = [|* é convexa. Além disso, a fungao
h: [0, c0) — R dada por h(z) = 2% é convexa e crescente. Agora note que f(z) = h(g(x)) e,

pelo Teorema 6, f é convexa.

Definicao 9 Uma projecao de x € R"™ sobre  C R™ € uma solugao (global) do problema

min [ly — .
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Teorema 13 (Teorema da Projecao) Seja Q@ C R™ um conjunto convezo, fechado e nao-
vazio. Entao para todo x € R™, a projecao de x sobre €} existe e € unica. Além disso, T € a

projecao se, e somente se, T € Qe (r—T,y—7T) <0, Vye.
Demonstracao: Ver [1].

Lema 1 (Lema de Minkowski) Seja Q@ C R™ um conjunto convero ndio-vazio. Se x ¢ ,

entio existem a € R™ — {0} e c € R tais que

(a, ) =¢, {a,y)>c Vyel

Demonstracao: Como ) é convexo, temos que () é convexo e fechado. Dali, seja T a
projecao de x sobre Q, cuja existéncia e unicidade é assegurada pelo Teorema da Projecao
(Teorema 13). Definindo a = Z — z( a # 0 pois z € Q) e ¢ = (T — x,z). Pela definicio,
(a, z) = c. Seja y € §2. Temos que

<a> y> = <f_ &, y> > <T—Z, f>> (1'2)

onde a ultima desigualdade vale para todo y € Q e, portanto, para todo y € €2, pelo Teorema

da Projegao (Teorema 13). Obtemos que

@-2,7) = |lz-7|"+({T -2, z)

= lz—=Z|*+c>c

Combinando a ltima relagao com (1.2) obtemos o resultado.

Lema 2 Seja Q C R™ um conjunto convexo e nao-vazio. Se x € frQ := QNR"\ Q, entdo
ezistem a € R"\ {0} e c € R tais que

<a> .CL’>:C, <a’> y>20 VyEQ

Demonstragao: Como x € frQ) = frQ, podemos escolher uma sequéncia {z¥} — x tal
que ¥ € Q. Vk.. Pelo Lema 1, todo ponto z* pode ser separado de ) estritamente, isto é,
para todo k existem a* € R™\ {0} e ¢ € R tais que
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(aF 2%y =cp, (¥ y) > Wy e (1.3)

k
Podemos admitir (tomando uma subsequéncia se necessario) que {Ha—kH} — a # 0. Obtemos
a
que
: (a®, z*)
1 = = :
T 1 Y

Definindo ¢ = (a, ), dividindo a segunda relacao em (1.3) por ||a*|| > 0, e passando ao limite

quando k — 0o, obtemos que para todo y € {2 tem-se

(a, y) > c.

Teorema 14 (Teorema de Separagio) Sejam Dy, Dy C R™ conjuntos converos nao-vazios
tais que Dy N Dy = 0. Entdo existem a € R™\ {0} e ¢ € R tais que

{a,2") < c < (a,2?) Va'€ D;.

Demonstragao: O conjunto D = Dy \ Dy é convexo e 0 € D, pois D1 N Dy = (). Nesta
situacdo hé duas possibilidades: ou 0 € D, ou 0 € frD. Para separar 0 do conjunto D, no
primeiro caso usamos o Lema 1 e no segundo caso usamos o Lema 2. Concluimos que existe
a € R™\ {0} tal que

(a, z) >0 VxeD,

isto é, (a,x? — ') > 0 para todos z* € Dy, ! € D;. Ou ainda,

(a,2®) > {a,z') Vz'€ D
Em particular, a func¢ao (a,-) é limitada inferiormente em D, e limitada superiormente em

D;. Ainda da relagao acima obtemos que

Yo = inf {(a,z?) > sup (a,z') =7,
z2€Dy zleD;

Definindo ¢ =

%—;72, temos que 5 > ¢c > v €
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Va' € D1, (a,2') < sup (a,2') =7 < ¢
zleD,

Vz? € Dy, {a, 2*) > inf (a, 2%) =1 > c.
z2€ Do

Teorema 15 (Teorema da Separagio Estrita) Sejam Dy, Dy C R™ conjuntos convezos, fe-
chados e ndao- vazios. Suponhamos que um deles também seja limitado (logo, compacto).

Entao D1 N Dy = () se, e somente se, existem a € R"\ {0} e c € R tais que

{a,2') < ¢ < (a,2?) Vr' € D;.

Demonstracao: Se temos separacao estrita mas existe algum x € DN Dy, logo chegamos
a contradicao: (a,z) < ¢ < (a,x).

Suponhamos agora que D seja limitado e Dy N Dy = (). Como o conjunto D; é convexo
e fechado, o operador projecao Pp, : R" — D; é bem definido pelo Teorema da Projegao

(Teorema 13) e continuo. Logo a fungao

¢:R" =Ry, ¢(x) = dist(x, D1) = [l — Pp, ()]

¢é continua. Portanto, como Dy é compacto, o problema

mnin ¢(z)

tem uma solucdo global, que denotamos por a?. Denotamos a' = Pp,(a?). Pelo Teorema da

Projegao (Teorema 13),

(a®> —a',z) < {a® —a',a") = ¢y, Vx € D;. (1.4)
Para todo = € D», tem-se que
|z —a'|| > dist(x,D;) > mg1{dist(:v,D1)} = ¢(a?)
rel)2
= dist(a®, D1) = [|a® — Pp,(a®)]| = |la* — o',

o que significa que a® = Pp,(a'). Usando novamente o Teorema da Projecdo, obtemos que
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(a® —a',x) > (a* —a',a®) = ¢y Vr € Dy. (1.5)

1+ ¢

Definindo a = a? —a' #0 e c= observamos que ¢ > ¢ > ¢ pois

cg — ¢ = |la' — a?||* > 0.

Agora, o resultado segue de (1.4) e (1.5).

1.2.2 Subdiferencial

Constantemente lidamos com fungoes convexas com as quais nao podemos contar com
a propriedade de diferenciabilidade. Nestes casos, procuramos estudar o conjunto dos ve-
tores que sao "parecidos”, como definiremos mais adiante, com o vetor gradiente e este é
denominado subdiferencial.

Para comecar temos o seguinte

Teorema 16 Seja f : R" — R wuma fun¢ao convera. Entdao para todo x € R™, f € dife-

rencidvel em cada dire¢ao d € R™. Além disso,

f(z+ad) > f(2) + af (z;d), YaeR,

Demonstragao: Ver [1], pdgina 171.

Além disso, temos ainda

Proposicao 1 Seja f : R® — R uma fun¢ao convexa. Entao para quaisquer duas sequéncias

{2F} = x e {d*} — d, tem-se que

limsup f'(«*;d") < f'(z;d).

Demonstracao: Ver [1].

A proéxima definigao norteia este trabalho.
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Definicao 10 Seja f : R — R uma fun¢ao convexa. Dizemos que y € R™ é um subgradiente

de fno ponto x € R" se

f(z) > f(x)+{y, z—z), VzeR"

Além disso, o conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de

f em z; denotamos por Of (x).

Figura 1.3: Subdiferencial

Teorema 17 Seja f : R — R uma fun¢ao convexa. FEntao para todo x € R™, o conjunto

Of(x) € convezro, compacto e nao-vazio. Além disso, para todo d € R", tem-se

"(z; d) = , d).
f(z; d) yg}@(y )

Demonstracao: Primeiro note que
yeaf@) e f(z) - fz) > (y, z—a), VzeR™

Assim, fazendo z = x + ad, onde d € R" esta fixado e a > 0, tem-se que

yeof(x) & [(o+ad) - f(z) 2 (y, ad)
fatod @) o

«

Usando teorema anterior e fazendo o — 0™ obtém-se
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y € 0f(z) & f'(z;d) > (y,d), VdeR"

Logo,

of(x) = {yeR" fl(x;d) > (y, d), VYdecR"}
= Ngerr{y €R™; (y, d) < f(z;d)}. (1.6)

Deste modo, como a intersecao de semi-espacos fechados é convexo e fechado, obtém-se que
J0f(x) é convexo e fechado.
Veja agora que Jf(z) é limitado. De fato, se df(x) = ), nao h& o que fazer. Suponha

agora que Of(r) seja ilimitado. Neste caso existird uma sequéncia {y*} C df(x) de modo

que || ¥* ||— oo. Considere agora a sequéncia auxiliar d* = H yk H que, sem perda de
Yy
generalidade, podemos considerar d* — d. Por (1.6),
Iy 1= (y*, d*) < f'(=, d°).

Portanto,

limsup || " || < limsup f(z, d*) < f'(x, d) < +o0,
k—o0 k—o0

o que contradiz o fato de || ¥* ||— oco. Foi usado a proposicao anterior na segunda desigual-
dade. Deste modo, fica provado que Of(x) é limitado. Para ver que df(z) # (), fixe d € R™.

Pela compacidade do subdiferencial, existe I%z}fc)(y, d) e por (1.6), tem-se que
ye T

fl(z;d) > yéna%)@, d). (1.7)

Defina os seguintes conjuntos:

Dy ={(z,¢) ER" xR;c > f(z)

c= f(z) +af'(z; d),
Dy=¢ (z,¢) e R" xR ,
z=x+oad, a€cRy
Veja que o conjunto D; é o epigrafo de f sem sua fronteira e, portanto, é convexo. Além

disso, o conjunto D, também é convexo.
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Se Dy N Dy # (), entao

fl@+ad) < f(z) + af (z;d)

para algum « > 0, o que contradiz o Teorema 16. Logo, D; N Dy = (). Pelo Teorema da
Separacao (Teorema 14), existe (u, 3) € (R” x R) \ {(0,0)} tal que

(u, 2) + Be < (u, o+ ad) + B(F(2) + af (v; ) (1.8)
Vz e R", VaeRy, V> f(z).

Se fosse = 0, obteria-se que

(u, z) < {(u, x+ad), VzeR"

que implicaria em u = 0. Como (u, §) # 0, tem-se que u # 0.

Suponha que § > 0. Escolha z =z e a = 0 em (1.4), obtendo que fc < ff(z) para todos
os ¢ tais que ¢ > f(z), o que é uma contradigdo. Conclui-se que 5 < 0. Dividindo ambos os
lados de (1.8) por 3, obtém-se

c+ (%2 —a) > f(@) +af (z; d) + af

5 5 (1.9)

VzeR" VYaeR,, V> f(z).

Fazendo o« — 0% e ¢ — f(2)T, obtém-se

f(z) > f(x) — (B, z—1z) VzeR"

ou seja, %u € 0f (z), provando que Of (x) # (.

Tomando ainda em (1.9) @ =1 e z = x. e passando ao limite ¢ — f(2)*, obtém-se que

u

0> f'(z; d) + <E> d).

Assim,
—<%, d) > fl(z;d), —= € f(x).

Por (1.7),
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Exemplo 11 Seja f: R™ — R definida por f(x) =|| = ||. Sabemos que f nao é diferencidvel
em 0 e, além disso, pelo Teorema 17, 0f(0) € diferente de vazio. Assim, dado w € Jf(0),

f) > fO0)+(w, y=0) = [y |=]0]+(w, y)
= [yll>(w, y), VyeR"

Portanto, 0f(0) = {w € R"| || y [|> (w, y), Yy € R"}, onde se pode concluir que
0f(0) = B[0;1] = {z e R"|[ || = [|< 1}.

Proposicao 2 Uma fungao convera € diferencidvel no ponto x € R"™ se, e somente se, o

Of (@) = {f'(z)}.
Demonstragao: Ver [1], pdgina 179.
|

O préximo teorema dard uma caracterizagao para um minimizador de uma funcao num

determinado conjunto.

Teorema 18 Sejam f : R" — R uma fun¢ao convexa e D C R™ um conjunto convezo.

Entao T € um minimizador de f em D se, e somente se,
Jy € 0f(Z) tal que (y,x —T) >0, VreD
Em particular, T é um minimizador de f no R™ se, e somente se,
0 € df(T).
Demonstragao: Ver [1], pagina 180.
|

Proposigao 3 (Continuidade do Subdiferencial) Sejam f : R™ — R uma fungdo con-
veza, {z*} — x e y* € Of(a*) para todo k € N. Entdo a sequéncia {y*} € limitada e todos

0s seus pontos de acumulagao pertencem a Of(x).
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Demonstracao: Suponha que {y*} seja ilimitada. Dai, sem perda de generalidade, pode-
k
Y

Iy ||
subsequéncia, que d* — d. Pelo Teorema 17, temos

mos considerar que || y* ||— co. Definindo d* =

podemos considerar, a menos de uma

fi(ahd¥) > (y*, d) =[| y* |- oo
Por outro lado, pela Proposicao 1,

limsup f'(z*;d*) < f/(z;d) < oo,

k—o00

que é uma contradicao. Logo, {y*} ¢é limitada.
Considere agora y € R” um ponto de acumulacao de {y*}, digamos {y*} — y. Tomando

limsup quando j — oo, temos

(y, d) < limsup f'(2";d) < f'(z;d) Vd € R",

k—o0

onde foi usado novamente a Proposigao 1. Usando (1.6), concluimos que y € df(z).
|

Teorema 19 (O Subdiferencial da soma de fungdes convexas) Sejam f; : R" — R,

1=1,...,p, funcoes convexas. Entao,

p p
d <Z m)) = 0fi(x).
i=1 i=1
Demonstracdo: B suficiente provar para p = 2. Seja f : R” — R, f(z) = filz) + fox).
Supondo que y* € df;(x), i = 1,2, temos que
fiz) > fi(x) + (', z —x), VzeR™

Somando as duas desigualdades, obtemos

f(z) = fi(z) + fol2)
> file) + fo(2) + (y' + 9%, 2 — )
= fl@)+ ' +¢° z—2),

(
(

o que verifica que y* + y* € df(z). Portanto,
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Of1(x) + dfs(x) C Of ().

Suponha agora que exista y € Jf(z), de modo que y & df1(z) + dfz(x). Como Of;(x) é
convexo, compacto e nao vazio, temos que df;(z) 40 f2(z) também é convexo compacto e nao
vazio. Como y & 0f1(x) + dfa2(x), pelo Teorema da Separagao Estrita, existem a € R™ — {0}
e c € R tais que

(a, ' + %) <c<(a, v), Vy €dfi(z), i=1,2.

Portanto, usando o Teorema 17, obtemos que

(y,a) > sup  (y'+9% a)

yicafi(z),i=1,2.

= sup (yl, a)+ sup (yQ, a)
ytedfi(x) y2€dfa(z)

1 2

= max , @) + max , @
yleafl(x)@ > y2€3f2(l“)<y >

= filz;a) + fo(z;a)

= f'(z;a)

Mas isso contradiz o fato de que y € df(z).
|

Teorema 20 Seja h : R" — R uma funcgao fortemente convexra com parametro p > 0. Entao

para todo x,y € R" e w € Oh(x) tem-se que

p
h(y) = h(w) + (w,y —2) + 5 o=y [
Demonstracao: De fato, por definicao de subdiferencial,

r+y
2

) 2 he) + (o, T2 - ),

ou seja,

1
Ty, > h(a) + 5(w, y =), VyER" (1.10)

h( ) >

Por outro lado, por defini¢ao de fortemente convexa,
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h(z) + h(y)
2

~Llla-y P2y oyerr (1.11)

Agora combinando (1.10) e (1.11), temos

h(z) + h(y)

1
= 2w =y P> he) + 5w, y— <)

= h(2) +h(y) = £ | = y |2 2h(2) + (w, y - 2)

= h(y) 2 h@) + {w, y =)+ 5 o=y 2.

Isso para todo z,y € R" e w € Oh(x).

1.3 Funcoes DC

Agora estudaremos o espaco das fungoes que podem ser escritas como diferenca de duas

fungoes convexas e veremos o quao é importante tal espaco.

Definicao 11 Seja f: C — R, onde C' C R™ é um conjunto convexo. Diremos que f é DC

se existirem duas fungoes g, h : C'— R convexas de modo que f = g — h.

Exemplo 12 Sejam g,h : R" — R dadas por g(xz) = Y e* e h(z) =|| « ||. Entdao a
fungdo f:R"™ — R dada por f(z) = g(x) — h(x) é DC.

1 1
Exemplo 13 A funcdo f(x) = 1 |z |I* ~3 | z ||* é DC. Além disso, f € coerciva. De fato,

1
as fungoes g(z) = 1 |z ||* e h(z) = 5 | z ||* sdo convexas. Portanto, f é DC. Além disso,

1 1
f@) = el =5l

1 2 1
- Z(HZHQ —1) 1

Logo, f(z) — +00 quando || © ||— +oo. Portanto, f € coerciva. Note que f ndao é conveza,

pois caso fosse considerando os pontos v = (1,0,...,0) ey = (—1,0,...,0) teriamos que
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1 1

f(§$+§y):f(0):0

1 1

@)+ 355w = Slf@)+ ()

1.1 1 1 1
= Slgllel = slell+ 7yl - 51yl
11 1 1 1

logo,
1 1

fge+39) > 55@) + 5 f)

Teorema 21 Seja f, f; (i =1,2,...,m) fung¢oes DC. Entdo as sequintes fungoes também sao
DC:

i) Yo aifi, para todo o real;
i) g(x) = max{fi(z), ..., fm(2)};
i) i m) = tiine i (B scon Frrsl( B }<
Demonstracao:
i) E imediato.
ii) Seja fi =g+ h; (i=1,...,m) uma decomposi¢ao DC de f;. Entao
fi=g9i+ Z hi_zhh
=Lt =1

Dai,

max f; = max {gi + i h,} — ihi
j=1

j=1,j#i

que ainda é uma funcao DC, desde que o maximo, assim como a soma de um ntmero

finito de fungoes convexas sejam fungoes convexas.
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iii) Anélogo ao item anterior.
|

Definicao 12 Uma funcao f : R® — R € localmente DC em a € R" se existe uma vizinhanga
U de a tal que f € DC em U.

Teorema 22 Toda fun¢ao f: R™ — R localmente DC' é DC.

Demonstracao: Ver Hartman [11].

Teorema 23 Toda funcdo f : R" — R de classe C? é DC.

Demonstracao: Os elementos da Hessiana V2f de f sdao limitados em toda vizinhanca
fechada Bla;e]. Logo, para p > 0 suficientemente grande, a funcao f(z) +p || = ||* é
convexa em Bla; €], desde que a Hessiana V2f + 2ul é semidefinida positiva em B(a;¢) para
pu suficientemente grande. Entao (f(z) 4+ p || @ [|?) — p || « [|* ¢ DC em Bla;e]. Dai, pelo
Teorema 22, f é DC.

|
Corolério 23.1 Toda funcgdo f de classe C? é DC em qualquer conjunto convezo e compacto.

Corolario 23.2 Para toda fun¢ao continua f num conjunto §2, compacto e convezo, e todo

€ > 0 existe uma fungao DC' g tal que

max | f(z) —g(z)] <e

Demonstragao: Pelo Teorema da Aproximagao de Weierstrass (ver [5]) existe um po-

linomio ¢ satifazendo a condicao exigida.
|

A seguir, apresentamos as condicoes necessarias para a otimizacgao local na programagao
DC ( Ver Teroema 2.1 de [12]).

Teorema 24 Sejam g,h : R — R func¢oes convexas . Se x* € R™ minimizador local de
f=g9g—h, entao
Oh(z*) C Og(z™). (1.12)
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A condigao (1.12) nao é facil de verificar, pois na prética nao é ficil calcular todos os
subdiferenciais das fungoes g e h. Portanto, em algoritmos numéricos, uma forma relaxada
da condigao (1.12) frequentemente usada é uma condi¢ao exigindo que em z* € R™ seja um

ponto critico de f, que é definido do seguinte modo:
Definicao 13 Sejam g,h : R" — R fung¢oes convexas . Dizemos que x* € R™ é um ponto
critico de f =g — h, se

Oh(z*) N dg(z*) # 0. (1.13)
Exemplo 14 Sejam as funcao g, h : R™ — R definidas por:

n

g(z) = coshz := ZCOSh%’ e h(z) = ||l=[|* = ing
i=1

1=1

Como g e h sdo convezas, entao f = g — h € uma fungao DC. Além disso, [ € coerciva. De
fato,

o0 m o0 m o0 m o0 m
=D € ETE g T e = )
m=0 m=0 m=0 m=0

o0
(l.l)2m
T Ti .
= e +e""=2 E @m)

Dai,
2 _ S (i)™ 2
coshz; —z; = mgzo @m) —
4
a 2
> I_l'i
2 V4! ’ 19
Co\va 2 )
Portanto,

coshz— || H2 = Z (coshxi — :vf)




Como || z ||*>—= oo, entdo x? — oo, para pelo menos algum i. Logo, f(x) — +oo e f €
coerciva. Assim, existe ¥ minimo de f e, como g e h sao diferencidveis, temos ainda que
sinhz} = 2x7. Neste caso, concluimos que x* = 0 € um ponto critico de f. Note que f nao

¢ convexa. De fato,

coshr; — 2 0 0
. 0 coshzg —2 --- 0
f'(@) = : : N : ’
0 0 -+ coshwx, —2
logo
-1 0
. 0 -1
f7(0) = ;
0 0 -1

ou seja, a Hessiana de f no ponto 0 é negativa definida.

Observacao 1: Dada uma funcao DC f = g — h podemos considerar, sem perda de
generalidade, que as fungbes componentes g e h sejam fortemente convexas. De fato, se
para tal decomposi¢cao DC as fung¢ées componentes nao forem fortemente convexas, podemos
somar e subtrair uma terceira funcao fortemente convexa, digamos v, e teremos o resultado,

pois f teria a seguinte decomposi¢ao f = [g + Y] — [h + ¥].
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Capitulo 2

Algoritmo do Ponto Proximal Inercial

para Programacao DC

Nesta segao apresentamos o algoritmo para resolver o problema de minimizagao DC des-

crito como:

(P) min f(z),

TER™
onde f =g — h, com g e h convexas. Denotamos por S o conjunto dos pontos criticos de f
e consideremos S # (). Pela Observagao 1 iremos considerar que a funcao h é fortemennte

convexa com parametro p > 0.

2.1 Algoritmo

PASSO 1: Seja 2° € R™ o ponto inicial, v, € [0, g) e uma sequéncia limitada de

nimeros positivos {ux} tal que 0 < a < py < b. Defina 71 = 20,

PASSO 2: Para k=0,1,2, ..., defina d* = (2" — 2¥71) e calcule
wh € Oh(z®) e yF =" + m(w® + d). (2.1)
PASSO 3: Encontre zFt! € R" de modo que

k+1

o4 = argmin { gu(a) = g(a) + o 1o = o (22)

CRITERIO DE PARADA: Se zF = zF1 ¢ dF = 0, pare. Caso contrério, faca

k:=k + 1 e retorne ao Passo 2.
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2.2 Boa Definicao

Analisaremos agora a boa definicao do algoritmo.

Teorema 25 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo estd bem definida.

Demonstragao: A demonstracio serd feita por inducao. Como x°

dado, suponha que jé seja encontrados os pontos z°, x!, ..., 2*. Pelo Teorema 17 temos que

€ R™ é um ponto

Oh(x*) # () e, portanto, existe w* € Oh(x*), consequentemente existe y* = z* 4 pp(w* + d*).

Agora, seja vF € dg(y¥), assim

g(z) > g(y*) + (", = —yF)
> g )= =y
Dai,
1 k12
gr(r) = Q(Z)JFQ—HQU y |
7
1
> BY_ ok |-l — o || 4 || & — o |2
> gy )= " |- [z —y" | o |z —y" |
1
= 9@+ le=y" Il [=—lz—y" -1 v*|I|.

24

Portanto, gi(z) é continua e coerciva. Logo, pelo Corolario 1.2, existe z* € R™ minimo de

gr. Sendo gy, estritamente contexa (Teorema 7), temos que z* é nico (Teorema 10). Faca

zhtl = g*,

2.3 Analise da Convergéncia

Vamos analisar primeiramente o critério de parada.

Proposigao 4 Seja {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo. Suponha que o Algoritmo ter-

mine na iterada k, entdo {x*} é um ponto critico de f.

~ 1 :
Demonstragao: Como df = 0, temos que w* = —(y* — 2*) € Oh(2*). Além disso,
HE
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Ogr(x) = @@»+&{;Hx—wu%

Observando que 2% = z**! satifaz a condicdo (2.2) e, portanto, 0 € dgr(z¥) temos que existe

w € dg(z*) de modo que

1
0=w+ —(aF — %) = — ",
M
ou seja, w* € Ag(x*) implicando dg(z*) N Oh(z*) # 0. Portanto, #¥ é um ponto critico.
|

A partir de agora assumiremos que ¥ # zFt! para todo k € N e faremos a andlise de

convergencia.

Proposigao 5 Seja {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo. Entdo vale a sequinte desigual-

dade

1
P+ (58] Nt =t P ) + 8 ot o e,

Em particular, a sequéncia {f(z*) + g | 2% — 2%=1||?} € decrescente.

Demonstracao: Por (2.1) temos que

1

w* = —(y* — zF) — d*¥ € On(z").
HE
Pelo Teorema 20,
1
h(x) 2 h(z®) + (— (" —a*) = d¥, oz —2F) + D) b |2
j 2
Fazendo x = z*+1,
1
hak*h) > h(a) + (—(yF —ab) = d, FH =Ry L Db = (23)
Mk
Como ¥+ minimiza gj(z) temos que existe ¥ € dg(z**+!) tal que
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gh = —(yF — ).
K
Pela convexidade de g,
1
g(x) > g(«**) + <M—( F— ),z — ).
k
Fazendo x = 2*,
1
g(a") > g(a™) + (—(y" —2*), 2" — ). (2.4)
Mk
Agora, somando (2.3) e (2.4),
1
B +gat) 2 A + (o —a) = a4 Bt o e
+ g(@™h) + <M—k(y’“ — oMt gt =),
implicando em
1
F@) = F@) + (0 =) > [ —ah, 2 ) 4 -t -t
k
+ g H .I’]H_l .I’k H2
1
_ M_k [(.I’k _yk’ .I’k . I’k+1> + <ykz o .I’k+1, .I’k . I’k—Hﬂ
+ g H .I’]H_l .I’k H2
Lok k+1 k k+1y | Py okt k12
= —@" =", " =) + 5 || -2t
M 2

1
= (5] hat b
Hk

ou seja,

1
Fh) = F) + (e ) 2 () et e,
Kk

Como 0 < a < ur < b, segue que
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Fah) = ) + (2 oy 2 (G B ket =t |

Agora, note que

<dk, Zk+1 o .Tk> — <’Yk(l'k_1 o I’k), .Tk+1 o I’k>
et e Eaakral

Como 7, € [0, g), temos que

1
(3+5) 1t —atpp

IN

f(@*) = f@*) + (d¥, 2™ — 2F)

Fab) = flahh) + Dl aht —ah |2 4L ot ok

IN

Implicando em,

1
(F+2) N =t P < sah) = g+ =

Logo,

R e L (O e

Portanto, { f(z*) + g | «% — 2%=1]|?} é decrescente.

Teorema 26 Seja {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo. Se ian f(z) = f* > —o0, entao
zeER™

lim || z**! — z* ||= 0.
k—o0
Demonstracao:

Pela Proposicao 5 a sequéncia { f(z%) + g | 2% — 2%~ ||2} é decrescente. Além disso,

p - P -
Fa¥) < 7+ 8k =2 P f) + 2 e - 0 = ) (2.5
Dai, pela desigualdade da Proposicao 5, temos
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n n

1
Sopla =t < Y (fh) + St -t R —f @)+ § b - )

b 4
k=0 k=0
n p n n
= S = (f@) + 5l —am 7).
De (2.5) e que ian f(z) = f"> —o0,
reR™
1
SOl =t < fG0) — dim (f) 4 2 e )
— b n—o00 4
< 0 — i
< f@”) - inf f(z),
onde a tltima desigualdade vem da equagao (2.5). Portanto, klim | 2+ — 2% ||= 0.
—00

Teorema 27 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo. Suponha vdlida as hipdteses do
Teorema 26. Se a sequéncia gerada pelo Algoritmo € limitada, entao todo ponto de acu-

mulagio de {x*} é um ponto critico de f.

ki — . a Proposicao 3 garante que

Demonstragao: Sendo {z*} limitada, existe uma
{wks} e consequentemente {y*} sdo limitadas. Como também gy, é limitada, podemos supor,
a menos de uma subsequéncia, que w* — w, y* — y e Pk, = b

Do Teorema 26 segue que x5+t — z e 2%~1 — . Por (2.1),

wkj f— L(ykj — xkj) — dkj
Hk;
Fazendo 7 — oo, obtemos
1
w = _(y - [L’),
7

Fazendo 7 — oo, obtemos



Portanto, x é um ponto critico de f.
|

Corolario 27.1 Seja {2*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo. Suponha vdlido as hipdteses
do Teorema 26. Se L¢(f(x¢)) for limitado, entdo todo ponto de acumulagio de {x*} é ponto

critico de f.

Demonstragao: Se L;(f(2°)) for limitado, entdo, pela equagao (2.5), {z*} também é

limitada. Portanto, pelo Teorema 27, todo ponto de acumulacao da sequéncia é ponto critico.

1 1
Exemplo 15 As fungoes DC, fi(x) = 1 |z ||* ~5 | z ||* e fa(z) = cosha— || = ||? satis-

fazem todas as hipdteses exigidas na andlise de convergéncia do Algoritmo. Da coercividade

(ver exzemplos e 13 e 14) temos que S # 0, ian fi(z) > —o0, Ly, (2°) € limitado. Portanto,
TER™

o Algoritmo do Ponto Prozimal Inercial gera uma sequéncia {z*} em que cada ponto de

acumulacao x* € um ponto critico dessas fungoes.

39



Capitulo 3
Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos o Algoritmo do Ponto Proximal Inercial para programagao DC
que visa encontrar pontos criticos de funcoes f : R® — R que sao escritas como diferenca
de funcoes convexas, ou seja, f = g — h, onde as fungoes componentes g e h sdo convexas.
Mostramos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo estd bem definida; o critério de parada

1
estd bem definido; sob hipétese do Teorema 20, obtemos que {f(z*) + o | % — 2% ||?}
ik

é decrescente; sob as hipéteses do Teorema 20, f* € R, S # 0 e {z*} limitada, obtemos
que os pontos de acumulacdo de {z*} sdo pontos criticos de f. Além disso, sob todas as
hipéteses anteriores e que L¢(f(z")) limitado, garantimos que os pontos de acumulagao de
{2*} sdo criticos. Neste sentido, uma melhoria dos resultados seria mostrar que a sequéncia

{2*} convergiria para um ponto critico de f.
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