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Resumo

Nesta tese, estudamos o Problema da Mochila nao-linear e propomos dois algoritmos de
busca de raiz de uma fungao unidimensional para resolver sua formulagao dual. O primeiro
é um algoritmo de ponto fixo, este é mais direto que métodos existentes e competitivo.
Apresentamos resultados de convergéncia parcial do algoritmo e os testes numéricos mos-
trando sua superioridade em problemas de médio e grande porte. O segundo algoritmo é
do tipo-Newton, e usa aproximacao suave da funcao dual do problema e possui convergén-
cia global. Os testes numéricos ilustraram sua eficiéncia com dois tipos de aproximacgoes

suaves.

Palavras-chave: Aproximacao suave; Método tipo-Newton; Método de ponto fixo; Pro-

blema da mochila; Otimizag¢ao convexa.
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Abstract

In this thesis, we study the nonlinear knapsack problem and proposed two root-find al-
gorithms to resolver dual formulation. The first is an fixed-point algorithm, this is more
direct and competitive than methods existent. we presented results partial convergence of
algorithm and the numerical tests shown superiority in medium and larger problems. The
second algorithm is the Newton-type and used smooth approximation of dual function of
problem and has global convergence. The numerical tests illustrate efficiency with two

types of smooth approximations.

Keywords: Smooth approximation; Newton-type method; Fixed-point method; Knap-

sack problem; Convex optimization.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho desenvolveremos dois métodos unidimensionais desenvolvidos para
resolver o problema da mochila quadratico nao-linear continuo com restricao de caixa,

onde a funcao objetivo é quadratica e convexa. O problema é dado por

1
min f(z) := ExTP:U —a'x
S.a bx=c, (1.1)
(<x<u,

onde x é um vetor de decisoes de n variaveis, a, b, £, uw € R", c € R e P é uma matriz
diagonal n x n definida positiva, P = diag(p), com p > 0. Os vetores ¢ e u sdo chamados
de limite inferior e limite superior, respectivamente, podendo ¢; = —oo ou u; = +00 para
todoi=1,2,...,n.

O problema (|1.1)) & bastande estudado devido a sua aplicabilidade em diversas areas,
tais como: teoria da pesquisa (Koopman, [25]), economia (Markowitz, [27]), amostragem
estratificada (Bretthauer, Ross e Shetty, [7]; Miinnich, Sachs e Wagner [28§]), sistemas de

estoques (Maloney e Klein, [26]) e enfileirando redes de manufaturas (Bitran e Tirupati,
[61)-
Muitos estudos numéricos do problema (|1.1]) foram realizados como podem ser vistos

em Bitran e Hax [5], Nielsen e Zenios [29], Robinson, Jiang e Lemke [33], Kodialam e Luss
[24], Kiwiel |21, 22, 23], Patriksson [30] e Patriksson e Strémberg [31].

Através das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ou de simples argumentos de
dualidade o problema da mochila quadratico pode ser transformado em um problema de
equagao nao linear de uma variavel. [I1) 21] apresentam algoritmos baseanos na busca de
breakpoints, equanto em [6], 23] 35], sdo desenvolvidos algoritmos baseados na fixagao de
variaveis. Dai e Fletcher [14] propuseram um algoritmo com duas fases, fase de colchetes

e fase secante. Inspirado em Miinnich, Sachs e Wagner [28], desenvolvemos um algoritmo
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de ponto fixo para resolver o problema (|1.1)), ou seja, cada iterada é da forma
)\k+1 - F()\k)

Por outro lado, a func¢ao real resultante na reformulacao do problema é linear por partes
e nao diferenciavel. Ser nao diferenciavel dificulta a utilizacao de métodos que precisam

que a funcao seja diferenciavel.

Problemas de otimizac¢ao nao diferenciavel sao geralmente dificies de resolver. Bert-
sekas [3], resolve problemas nao diferenciaveis via aproximagao em que aparecem termos
do tipo max(0, fi(z;)). Chen e Harker [12], apresentam uma classe de aproximagoes su-
aves para problema de complementaridade, nestes também ocorrem o aparecimento da
fungao max(0, -). Essas fungoes serao utilizadas no Capitulo [4| desta tese. Venceslau [34],
utiliza tecnica de suavizagao hiperbodlica e em caso particular mostra uma equivaléncia

com e-subgradientes.

Baseado no método de Newton nao suave, proposto por Cominetti, Mascarenhas e
Silva e Silva em [13], desenvolvemos uma método tipo-Newton utilizando estratégias de
suavizagao de um funcao real, esta tem como partes nao deferencidveis devido a presenca
da fungao r(\) = max(0, \), na qual substituimos o quociente da iterada de Newton pela
derivada de uma funcao aproximacao suave, ficando da forma

A
)\k+1:)\k_M

95 (Ak)
onde a funcao g é nao diferenciavel e g4 ¢ uma fungao aproximagao suave.

No Capitulo [, apresentamos as propriedades basicas de fungdes reais, fungoes con-

vexas e condi¢oes de otimalidade que serao essenciais para o entendimento desta tese.

No Capitulo [3, desenvolvemos a nossa primeira contribui¢do para a tese, em que
baseamos nas condi¢oes de otimalidade de KKT e formularemos o algoritmo de ponto
fixo, apresentaremos resultados de convergéncia e comparamos o algoritmo proposto com

outros quatro através de experimentos numéricos gerados gandomicamente.

No Capitulo [4 desenvolvemos a nossa segunda contribuigdo para a tese em que
obteremos uma fung¢ao continua, linear por partes, nao decrescente e nao diferenciével, na
qual utilizaremos fungoes aproximacgoes suaves da fun¢ao maximo para obter uma funcao
aproximacao suave da funcao dual e a partir dai descrevemos o método tipo-Newton,
mostaremos a convergeéncia e resolveremos um problema comparando os resultados obtidos

com outros dois métodos propostos na literatura.

No Capitulo [f], apresentamos consideragoes a respeito deste trabalho de tese e tam-

bém sobre possiveis trabalhos futuros.




Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Neste capitulo, serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados béasicos de fungoes
continuas e diferenciaveis em um intervalo real, apresentaremos o problema de otimizacao,
fungoes convexas e as contigoes de otimalidade no caso restrito, com base em |10} 15} 19,

32], que serao essenciais para o desenvolvimento desta tese.

2.1 Funcoes continuas

Nesta secao, apresentaremos as defini¢oes de fungao continua, de fungao diferenciavel

e alguns resultados importantes.

Definicao 2.1.1. Seja I C R um intervalo real. Uma funcao f: I — R, diz-se continua

no ponto a € I quando,

Ve>030>0,tais quex €1, |[x —a| <d=|f(x)— f(a)] <e.

Diz-se que f: I C R — R é continua quando f ¢ continua em todos os pontos a € I.

Teorema 2.1.2. Dada uma funcao f: I C R — R. A fungdo f € continua no ponto

a € I se, e somente se, para toda sequéncia de pontos x, € I com limzx, = a, se tenha

lim £ () = (a).
Demonstragao. Ver [15]. O

Definicao 2.1.3. Diz-se que uma funcao f : I C R — R € diferencidvel no ponto a € 1

se o sequinte limite existir

@) =@ fla+ )~ fa)
h

T—a Tr— a h—0

= f'(a).
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Quando existe f'(z), para todo x € I, diz-se que f : I C R — R é diferenciavel em I ou,

simplismente, diferenciavel.

Teorema 2.1.4. Se uma funcao f : I C R — R € diferencidvel no ponto a, entao é

continua em a.
Demonstragcao. Ver [15]. O

Uma funcgao pode ser continua em todo ponto do seu dominio e essa fungao nao ser
diferenciavel. Seja f: R — R, dada por f(z) = |z|. Temos que f é continua em R, mas

nao ¢é diferenciavel no ponto a = 0. De fato,

L T@ =) f@) =)
z—0+ z—0 z—0— z—0
f(z) = f(0)

Logo nao existe o limite lim . Portanto, f nao é diferenciével no ponto a = 0.

z—0 xr —

Teorema 2.1.5. (Teorema do valor médio) Seja f : [a,b] — R continua. Se f é
diferencidvel em (a,b), entdo exite um ¢ € (a,b), tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Demonstragao. Ver [15]. O

O préximo resultado relaciona a derivada de uma funcao diferenciével e seu cresci-

mento.

Teorema 2.1.6. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao diferencidvel. Entao,
f € mondtona nao-decrescente (nao-crescente) se, e somente se, f'(x) >0 (f'(z) < 0)

para qualquer x € 1.

Demonstra¢ao. Considere f monoétona nao decrescente, x e x + h nimeros em . Temos

e Jlat hf)L — /@) > 0 entao f'(x) > 0. Por outro lado, seja f'(z) > 0 para todo z € I.
Sejam a, b € I, com a < b. Sendo f diferenciavel, pelo Teorema , existe um ¢ € (a, b)
tal que f(b) — f(a) = f'(¢) - (b —a). Como f'(c) > 0eb>aentdo f(b) > f(a). Segue
que f é mono6tona nao decrescente. ]

Corolario 2.1.7. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao diferencidvel. Se
f'(x) >0 (f'(x) < 0) para todo x € I, entdo f € estritamente crescente (estritamente

decrescente) em 1.

Quando a derivada de uma funcao f é diferenciavel podemos calcular a derivada da
derivada que é chamada a segunda derivada de f, ou seja, [f'(z)]" que é representada por
f"(z). Se esta também ¢ diferenciavel a terceira derivada de f é [f” ()]’ que ¢ representada
por f”(z). Quando podemos calcular a derivada por n vezes consecutivas de f a dltima

derivada ¢ dita a n-éssima derivada de f e é representada por f™(z).
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Definicao 2.1.8. Diz-se que f : I C R — R € uma func¢ao de classe C™ quando f é n

vezes diferencidvel e, além disso, f™ : I — R é continua.

Um ponto fixo de uma func¢ao é um nimero que quando aplicado na funcao o valor

obtido ¢ igual a este ntmero, ver [10].

Definicao 2.1.9. Seja g € uma fungao com domino I contido em R, um ponto fixo de g

¢ um ponto x*, tal que g(z*) = x*.

Obeservemos que problemas de encontrar ponto fixo de uma funcao sao equivalentes

a problemas de encontrar um zero de uma funcao, no seguinte sentido:

e Seja f um funcao e z* um zero de f, ou seja, f(z*) = 0, podemos definir uma

funcao g com ponto fixo em z* da seguinte maneira
9(x) =z — f(z);
e Por outro lado, se a funcao g tem ponto fixo em z*, entao a funcao definida por

fx) =z —g(x)

tem um zero x*.
Assim, raizes da equagao f(z) = 0, com f'(x) # 0 para todo x € I, sdo os pontos

fixos da funcao g: I — R, definida por

@
A= iy

Considere o problema de determinar um zero de f, ou seja, f(x) = 0. Iniciando em

um ponto g, 0 processo iterativo

B f(zn)
f(zn)

é chamado de método de Newton. A funcao g é chamada de funcao de iteracao no método

9(xp)Tpi1 = Ty , para todo n natural

de Newton.

2.2 Nocoes de Otimizacao restrita

Nesta secao, apresentaremos o problema de otimizacgao, a definicao de fungao con-
vexa e algumas propriedades e condi¢oes de otimalidade para o problema de minimizagao

convexa em um subconjunto 2 C R™.
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O problema geral de otimizagao é dado por

min f(x)

2.1
S.a x €, (2.1)

onde f: R™ — R é uma fungao e Q C R™. Quando {2 é todo o R" dizemos que (2.1) é um

problema irrestrito.

Definicao 2.2.1. Sejam f : R" — R uma funcao e x* € ) contido em R™. Diz-se que x*
¢ um minimizador local de f em Q quando existe 6 > 0, tal que f(z*) < f(x) para todo
x € B(x*,8)NQ. Se f(z*) < f(x) para todo x € Q diz-se que x* € um minimizador global
de f em €.

No problema de otimizacao que abordaremos nesta tese a funcao f é convexa e o con-
junto €2 é um conjunto convexo. A seguir definiremos fungoes convexas, e apresentaremos

algumas caracterizagoes de fungoes convexas diferenciaveis e condi¢oes de otimalidade.

2.2.1 Funcoes convexas

Definicao 2.2.2. Seja Q) C R™ um conjunto convezo, diz-se que a fun¢ao f : ) — R é

convexa em ) quando para quaisquer z, y € Q e 0 < a <1, tem-se que
flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Se para todo = # y e 0 < a < 1, tem-se que

flar + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y),

entao dizemos que f é estritamente convexa.

Uma fungao estritamente convexa é convexa.
Exemplo 2.2.3. A funcio f : R — R, f(x) = e € estritamente conveza.

Exemplo 2.2.4. A funcio f : R — R, f(z) = |z| € convexa, mas nao € estritamente

convexa.

A convexidade de uma funcao é importante quando se quer encontrar um ponto
z* € Q, tal que f(z*) < f(z) para todo z € €2, ou seja, se quer resolver o problema (2.1)).
Quando a fungao f é convexa e o conjunto {2 é convexo, diz-se que o problema ({2.1]) é um

problema de minimizagao convexa.

Teorema 2.2.5. (Teorema de minimizagdo convexa) Seja Q@ C R" um conjunto

convexo e f : Q0 — R uma funciao convexa em 2. FEntao todo minimizador local do

6
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problema (2.1)) € global de f em 2. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo.

Se f € estritamente convexa, o minimizador € unico.
Demonstragao. Ver [19]. O

No caso em que uma fungao f : Q — R ¢ diferenciavel tem-se propriedades que

caracterizam a convexida ou nao de f.

Teorema 2.2.6. Sejam 2 € R™ um conjunto convexo e aberto e f : Q2 — R uma funcao

diferencidavel em Q.

Entao as propriedades sequinte sao equivalentes:

a) A fungao f é convera em €;

b) Para todo x, y € €,
fly) = f(@) + (f'(2),y — @)

c¢) Para todo z, y € Q,
(f'(y) = f(x),y —x) > 0.

Quando [ € duas vezes diferencidvel em €2, as propriedades acima também sao

equivalentes a

d) A matriz Hessiana de f € semi-definida positiva em todo ponto de 2, ou seja,
(f"(z)d,d) >0 Vo e, VdeR"

Demonstracao. Ver [19]. O

Teorema 2.2.7. Sejam 2 C R™ um conjunto convezxo e aberto e f : ) — R wma fun¢ao

diferencidvel em €.

Entao as propriedades sequinte sao equivalentes:

a) A fungao f € estritamente convexa em €);

b) Para todo x, y € <,
f) > f@) + (f'(x),y — x);

¢) Para todo x, y € €,
(f'(y) — f'(x),y —x) > 0.

Quando f € duas vezes diferencidvel em €2, as propriedades acima também sao

equivalentes a
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d) A matriz Hessiana de f € definida positiva em todo ponto de 2, ou seja,
(f"(x)d,d) >0 Yz eQ, VdeR"

Demonstragao. Ver [19]. O

2.2.2 Condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Nesta se¢ao abordaremos as condi¢oes de KK'T para o problema de otimizagao com
restricoes de igualdade e desigualdade. Sejam f: R®™ - R, p: R* - Rl e ¢ : R® — R™

fungoes diferenciaveis. Para isso, considere Q2 = {x € R" | p(z) =0, ¢g(z) < 0},

min f(x)

S.a Q (22)

Neste trabalho, nao trataremos a abordagem que baseia-se em cones [19] [32] para
a obtencao das condi¢oes de KKT e nem nos prolongaremos sobre as condi¢oes de qua-
lificacao do problema e também consideraremos a regularidade no ponto, isto é, que os
gradientes das restrigoes ativas sao linearmente independentes.

A funcao Lagrangiana ou, simplesmente, Lagrangiana do problema éL:R"x
R! x R — R, dada por

Lz, A\ p) = f(z) + (N p(x)) + (1, q(2)),

em que A e u sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes de igualdade e

desigualdade, respectivamente.

O gradiente da Lagrangiana com respeito a z sera denotado por L’ (z, \, u1).

Teorema 2.2.8. (Condigoes de Karusk-Kuhn-Tucker) Seja f : R” — R uma fun¢ao
diferencidvel no ponto x* € R™ e sejam p : R* — R! e ¢ : R» — R™ funcdes afim, ou seja,
p(z) = Ax —a e q(xr) = Bx — b, onde A e B sao matrizes reais de ordens | X n e m X n,
respectivamente, a € R! e b € R™. Se x* uma solucdo do problema , entao existem
N eR epe R’ tais que

L (x*, X\, 1) =0 (2.3)

pigi(x*)=0,i=1,2,..., m. (2.4)

Sob a condi¢ao de independéncia linear dos gradientes das restingoes ativas, (\*, u*) €

R! x R™ que satisfaz (2.3)) e (2.4) € inico.

Demonstragao. Ver [19]. O
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Definicao 2.2.9. Diz-se que um ponto z* € R"™ é um ponto estaciondrio do problema
1) ou um ponto de KKT, quando x* € Q e existem \* € Rl e pu* € R tais que

L;t(x*7/\*>p“*) =0
prgi(x*)=0,i=1,2,..., m.

Diz-se que \* e p* sao os multiplicadores de Lagrange associados ao ponto estaciondrio

*

xT .

Uma caracterizagdo de um ponto estacionario para o problema (2.2) ¢ dada pelo

seguinte sistema de equagoes e inequagoes:

N
&
>
=

|

=
g

N~—
|

(2.5)

=
IV IA
oo o oo

nas varidveis (z, A, u) € R" x R! x R™.

Existem condi¢oes em que se x* é um ponto KKT do problema ([2.2)) implica que
x* é solucao. Mas primeiro vejamos um problema em que uma a solu¢ao nao é um ponto

KKT.

Exemplo 2.2.10. Dado o problema:

min x
S.a z2<0.

Observemos que o tnico ponto viavel do problema acima é x* = 0. Por outro lado, temos
que a Lagrangiana ¢ dada por L(z,u) = x + px?®. Logo L. (x,u) = 1+ 2uzx . Dali, o

sistema que caracteriza um ponto KKT é

o o o o

1+ 2px

372

L

pa® =

IV IA

Assim, * = 0 nao obedece a primeira equacao, para qualquer y > 0 e ux?, ou seja, r* =

nao ¢ um ponto KKT.

Teorema 2.2.11. Seja z* € R™ um ponto KKT do problema (2.2). Sejam f e q fungoes

converas e seja p uma fungao afim. Entao x* é solu¢ao do problema (|2.2).




Capitulo 2. Nog¢des Preliminares

Demonstragao. Ver [19]. O

O sistema (2.5) pode ser ultilizado para encontrar possiveis solugbes do problema
(2.1, onde primeiramente analisa-se os pontos encontrados. Esta analise sera de funda-

mental importancia para o desenvolvimento desta tese.
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Capitulo 3
Algoritmo de ponto fixo

Neste capitulo, desenvolviremos um método de ponto fixo para resolver o problema
, onde assumiremos b; > 0, para todoz =1, 2,..., n, poiscaso b; < 0 < —b; > 0,
para algum 4, basta fazer uma mudanga de variavel, de acordo com [22]. Usando as
condicoes de KKT a solugao ¢é estabelecida como um zero de uma fungao dual de uma
variavel real, linear por partes e nao diferenciavel. Apresentaremos uma formulacao do

ponto fixo, anélise de convergéncia e experimentos numéricos.

3.1 Fomulacao de ponto fixo

Nesta se¢ao, apresentaremos condi¢oes de otimalidade, a motivagao para o desen-

volvimento do método e o ponto de partida para o método.

Consideremos a Lagrangiana do problema (1.1]) dada por
1
Lz, A\ p,w) = §mTPa: —atz + A r — )+ {p, f — ) + (w,z — u),

onde A é o multiplicador associado a restricao de igualdade b'z — ¢ = 0, p e w sdo
os multiplicadores associados as restrigoes de desigualdades { — 2 < 0 e x —u < 0,

respectivamente.

Teorema 3.1.1. Um vetor z* € R™ € uma solug¢ao do problema se, e somente se,
existem multiplicadores de Lagrange A\, € R, p* € R} e w* € R tais que

pit; —a; +b e —pf +w; =0,i=1,2,...,n (3.1)

e, além disso,
wil;—xi)=0,i=1,2,...,n, (3.2)
wiz; —u;)=0,i=1,2,...,n. (3.3)

11



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

Demonstragao. Segue pelos Teoremas [2.2.8 e [2.2.11] ]
Lema 3.1.2. Sob as hipdteses do Teorema |3.1.1. Para cada © = 1,2,...,n, temos que
(13.1) € equivalente a
02W+)\* , ST = U; )
zx;k — a4 *
0="2 ; + A, sexr € (4, uy) (3.4)
ili — a;
ngb—a—i-k* , sexl =1{;.
i Vs

Demonstragao. Seja z* € R™ uma solugao do problema (1.1f). Se z} = u;, por (3.2) uf =0

e w’ > 0. Por (3.1), temos
0=piz; —a; + bide — p7 +w; = piv; — a; — biAs + W > piug — a; + biA..

Entao
biti — a;
0>—F——
= b,

Se xf € ({;,u;), por (3.2) e (3.3), uf =0 e w; =0. Por (3.1)) temos

+ A

0= pix; — a; + bide — p; + w; = pix;y — a; + b

Entao

Se xf = {;, por (3.3) wf=0e pf > 0. Por (3.1)), temos
0= plsz': —a; + bl)\* — u:‘ -+ wf = ngz — a; + bz>\* — /L;k S pz& —a; + bl)\*

Entao /
< biti — a;

0 bi

+ A

Assim concluimos a prova.

[]

Motivado por (3.4), definimos uma fungdo = dependendo da variavel A, como a

12



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

seguir. Seja z : R = R, A — x(\) = (:pl(/\), To(N),. .. ,a:n()\)>, com

(
i — Dils
l; , se )\2%
i — Ab; i — Dilli i — Dils
z)=1{ ¢ Jge TPy W7D (3.5)
Di b; b;
u; . se )\Sai_piui7
\ bl

para todoi=1,2,...,n.
Teorema 3.1.3. Um vetor z* € R™ € a unica solugao do problema (1.1) se, e somente
se, existe um multiplicador A« € R tal que x(\.) definido em (3.5|) satisfaz

vlz(\) =c. (3.6)

Demonstra¢ao. Sejam z* € R™ uma solugao do problema ([1.1)) e A, € R que satisfaz (3.1))
, logo bT'z* = c. Reciprocamente, pelo Lema [3.1.2) o par (z*, \,) safisfaz (3.4)). Agora,
definindo z(A.) como em (3.5). Assim, se z} = ¢; para algum i € {1,2,...,n}, temos que

ili — a i — pils
entao z;(A.) = ¢;, ou seja, xF = z;(\.). Se zf € ({;,u;) para algum i € {1,2,...,n},
temos . b
O:pzxi az+)\*<:>x;<:az z*,
bi bi
a; — b\ a; — pil; Qi — Piti
£i<—<u,~<:»—p<)\*<—p,
Di b; b;
~ a; — bl)\* . .
entdo x;(\.) = ———, ou seja, xf = ;(A\). Se xf = w; para algum i € {1,2,...,n},
temos '
o< P ) o, <P

- bz bz

entdao x;(\.) = u;, ou seja, x; = z;(\.). Assim concluimos que z* = z(\,), logo b7z (\,) =
c. Por outro lado, se para algum M, e z(\,) definido por (3.5) satisfaz bTz(\,) = c. Pelo
Lema [3.1.2) o par (z(\.), As) também satisfaz (3.4). Logo, x(\s) é solu¢ao do problema
) 0

O Teorema [3.1.3|nos diz que resolver o problema da mochila quadratico é equivalente

a resolver a equagao de uma variavel

bz(\) =c,

13



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

onde cada coordenada x;(\) é definida por (3.5]).

Agora, considere a funcao g : R — R, dada por
g(A) =b"z(A) == bimi(\) — ¢ (3.7)
i=1
onde x;(\) é definida por (3.5)).

Usando (3.5 definimos os seguintes conjuntos:

R
I =I,()\) = {i€{1,2,...,n}:)\2%},

IU:IU(A)::{ie{1,2,...,n};xgw}’ (3.8)

Ly =L,0\) = {1,2,....0} \ (ILUL).

Agora, considere a funcao g : R — R, dada por

g\ =bTz(\) —c = Zbiazi()\) —c (3.9)

onde z;(\) é definida por (3.5)).

Logo, podemos reescrever g da seguinte forma

g = D bm(N)+ ) bim(A) + > bii(A) —c

i€y i€l i€l
= Zbi€i+zbiui+ Z b4~ Ab; .
i€l i€l i€log Di
- Zbigi + ZbiUi + Z (biai - Ab?) —c
i€ly i€l i€loq Di Di
= Y b+ b+ Y A L
i€l iel, icle, Pt e, Pi

Entao, g(\) = 0 se, e somente se,

b? bia;

i€leq Pi e iel, i€leq p

— C.

14



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

Assim, temos

DI TEDS ba

—c
, , : p
el i€l i€le
)\ = ‘ b2 1 (310)
zEqu p’L
Entao, definimos a seguinte fung¢ao
F:R— R,
> bt Y b Y M
i€l () i€lu(N) iclg(n) Pl
A= F(N) = 72 . (3.11)
iela) Pt

Observa-se que um ponto A, é um zero de g se, e somente se, ¢ um ponto fixo de F',
ou seja, g(A) =0 <= A, = F(\).

Observagao 3.1.4. A equagao (3.10) aparece em [23] como um passo intermedidrio do

algoritmo de varidvel-fiza. Além disso, sequindo [23], podemos assumir que para todo
keN, selqy(A) #0, entao Ig( A1) # 0.

3.2 O algoritmo de ponto fixo e analise de convergéncia

Ao implementarmos um algoritmo é necessario tomarmos um ponto inicial. Para
isso, e seguindo [I3], 23, 28|, comegamos assumindo o problema (|1.1)) sem restri¢ao de

caixa, entao temos

logo

ibi b7 .

¢ +A—=0, i=1,...,n.
Di Pi

Somando e usando que b z* = ¢, obtemos

ix;bi—i“ibWA*i%?:o & C—Z“"bi+A*i§=0.
i=1 =1 = =1

=1 Pi

*

15



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

Entao, concluimos que
n

aibi_
\ _ZZ:; Di ‘

n 2
bi

i=1 Pi

Assim, vamos considerar o ponto inicial como sendo

n

Zaibi .

— Di
)\0 — i=1 —
b2

(]

Di

(3.12)

Agora, descrevemos formalmente o algoritmo baseado em ponto fixo, que chamare-
mos FPA, que vem do inglés Fized-Point Algorithm. Por uma questao de simplicidade,
para todo k € N, denoratemos I(Ax) := I}, I.(\e) == I} e Ig(Ai) == IE,.

Algoritmo 3.2.1. (Algoritmo FPA)
Passo 0: Faca k=0 e tome Ay € R dado por (3.12).

Passo 1: Para cadai € {1,2,...,n}, considere o intervalo [ai _bplul, i _bpl& e calcule
Iy, I}, 1Y, dados por (3.8).
Passo 2: Calcule -
ieszbi&- +§;bu+§kq ¢
Aet1 = ®
itk Pi

Passo 3: Se | A1 — M| <€, entao faga x; de acordo com (3.5) e PARE. Caso contrdrio,
faca k =k +1 e volte ao Passo 1.

Kim e Wu [20] propuseram uma melhoria caracterizada pela eliminacao de calculos
de todas as variaveis primarias, assim como ocorre em [I3] e [23]. A formulac¢do natural
do algoritmo FPA a partir de conduz a uma melhoria do algoritmo proposto em [20].
Além disso, o algoritmo FPA nao necessita de uma etapa de fixacdo de varidveis como
em outros métodos propostos na literatura, embora possamos implementa-los. Com isso,

nosso objetivo é a simplicidade do método e sua extensao melhorando o seu desempenho.

A seguir apresentaremos resultados sobre a convergéncia do Algoritmo FPA. Faremos
em duas partes, quando a sequéncia gerada for finita e quando for infinita. O resultado a

seguir é um critério de parada do algoritmo.
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Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

Proposigao 3.2.2. Se o Algoritmo FPA gerar uma sequéncia finita, entdo o ultimo ponto

¢ uma solu¢do do problema ([1.1)).

Demonstrac¢ao. Vamos supor que A1 = A\ € R é o ultimo ponto obtido pelo algoritmo

proposto. Assim, temos que

S nt, +Zbuz+zba‘—

iell ielk ielk,
2

b;

Di

A =

ielk,

b? b;a
Z /\k ZbejquuerZ”—

zelk ielf iclk ielk,

Isso implica que

0 ZbéJeruerZbaz Z /\k—c

iclp iclk i€lk, e]k (3.13)
= 9(A):

Portando, x(\x), com z; dada por (3.5) para todo i = 1,2,...,n, é solu¢do do problema
(L.1)). O

A partir de agora, assumimos que o algoritmo FPA gera uma sequéncia infinita

denotada por {\;}, e apresentamos as seguintes propriedades importantes.

Proposigao 3.2.3. A sequéncia {\.} € limitada, isto € existe M > 0, tal que |[\g| < M
para todo k € N.

Demonstracao. Para todo k € N, temos

bia;
S e Y e Y M
iely ! ierk—1! ielft
zeléifl pi
b’lal
S e Y e Y M
iert1 eIkt zelifql
min{i: 1 §i§n}
Pi

17



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

el Cliel + llull) +

b;a; )
n.max { — l:1<z<n}

IA

]

Como em [28], no proximo resultado, assumimos que as desigualdades usadas nas

defini¢oes de Iy(\) e I,(\) sao estritas. Entdo, mostraremos que pequenas pertubagoes

de A, nao muda os conjuntos de indices. Isso significa que se a iteragao de ponto fixo

converge, entao a iteracao termina depois de uma quantidade finita de iteradas com a

solugao exata \,, porque o conjunto de indices nao se alteram mais.

ai — pili a; — piv;
by b
Entao, existe € > 0 tal que, para todo A\, com |\ — \| < €, tem-se

Lema 3.2.4. Seja \. € R, tal que A\, ¢

Li(N) = Li(\"), I,(\) = L,(\).
Demonstracao. Das suposicoes assumidas, sejam

I(A) = {ie {1,2,...,n}: A\ > @—b_ﬂ}

L\) = {Z-e (L2} A < —b_p}

Agora, definimos

€:= min{

Como |A — A\ <€ <= A — € < XA <A\ + e Pela defini¢ao de €, temos

a; — Pil;

As —
bi

i — pils .
€< )\*—% Yi=1,2,...,n.
. . . a; — pil;
Se i € I;(\), para algum ¢ € {1,2,...,n}, ou seja, A\, > — temos

A> A\, —e> N\, — ()\*_ai_b,pigi) :ai—pifi.

}, para todo v = 1,...,n.

Entao Iy(\.) C Iy(N). Por outro lado, se i ¢ I;(\.) para algum i € {1,2,...,n}, ou seja,
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Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

a; — pil;
A < ———
= b,

, temos

A<A*+€§A*+(%_b—M_A*):%_b—Ma

entao, I,(\) C I;(\.). Portanto, I,(\) = I;(\), para todo A € (A, — €, As + €).

De maneira analoga, conclui-se que I,,(A) = I,(\.). De fato, temos que

e < N LT Pithi ,Vi=1,...,n.
b;
. . . a; — PiUy;
Se i € I,(\), para algum i € {1,2,...,n}, ou seja, A\, < — temos

A<A*+6§A*+<@_M):w’

Entéo I,(\) C I,(\). Por outro lado, Se 7 ¢ I,,()\,), para algum i € {1,2,...,n}, ou seja,

a; — Pl
A > ————
= b,

, temos

entdo, I,(A) C I,(\,). Portanto, I,(\) = I,(\*), para todo A € (A, — €, A, + ¢€). Assim

concluirmos a prova. O

3.3 Experimentos numéricos

Nesta secao, apresentamos diversos experimentos numéricos utilizando o algoritmo
FPA. O algoritmo proposto é simples e pode ser usado para resolver diferentes formas do

problema da mochila quadratico.

Comparamos o algoritmo FPA com outros algoritmos conhecidos na literatura: mé-
todo baseado em Newton [I3], fixacao de variaveis [23], método baseado em secante [14]

e busca de mediana [22].

Implementamos os métodos em C e os compilamos com sinalizadores de otimiza-
¢ao -march=native-O3-fast-math em GCC versao 12.2.0. Todos os experimentos foram
realizados em um PC Desktop Ubuntu com processador Intel Core i5 CPU 2,9 GHz com
16GB de RAM.

Os problemas resolvidos foram gerados randomicamente com tamanhos de médio e
grande porte, com dimensoes de n = 500,000 a n = 50,000, 000. Como em [9] e [I3], os

problemas foram divididos em quatro classes:
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Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

1. Nao correlacionadas: a;, b;, p; € [10,25];
2. Fracamente correlacionadas: b; € [10,25], a;, p; € [b; — 5,b; + 5];
3. Fortemente correlacionadas: b; € [10,25],a; = p; = b; + 5;

4. Fluxo: p; =1, p, = 10%, p; ~ U[dy,d,] para i =2,...,n — 1, e a; ~ U[—1000, 1000],
by =1, 4; = 0, u; ~ U[0,1000] para todo i = 1,...,n enquanto ¢ foi selecionado

uniformemente em [b*¢, b7 u].

Para as classes de problemas 1, 2 e 3, também fazemos ¢;,u; como em [I3], que

foram escolhidos uniformemente em [4, 18] e ¢ € [b7¢, b u).

Nas tabelas seguintes a coluna erro corresponde ao niimero de experimentos com
falhas, se o ntimero for zero significa que nao ocorreu falha em nenhum experimento. E

considerado falha o experimento que:

e Alcancar o nimero méximo de 100 iteragoes;
e O residio relativo nao é pequeno suficiente (1e™®);

e O valor 6timo, quando o problema ¢é visto como uma D-proje¢ao, nao é aproxima-

damente igual aos dos outros solvers.

A partir das Tabelas 3.1} 3.2}, [3.3] e 3.4] podemos ver os resultados do algoritmo de
busca FPA, Newton, Secante, Fixacao de variavel e Busca de mediana, com o tempo em
milissegundos, ao longo de 50 testes gerados randomicamente para cada dimensao e classe.
Cada teste aleatorio foi repetido 20 vezes em loop para obter uma estimativa confiavel
para o tempo de execugao. Relatamos o tempo médio de cada teste aleatério. O critério

de parada usado para o algoritmo FPA esta de acordo com o critério
A — A <,

onde € é um nimero real positivo pequeno maior que 0 e o valor escolhido foi € = 10e™2,

como em [13].

20



Capitulo 3. Algoritmo de ponto fixo

Tabela 3.1: Testes nao correlacionados

Dimenséao Iteragoes Tempo (seg) Erro Iteragoes Tempo (seg) Erro
n avg max min avg max min — avg max min avg max min —
FPA Newton
500000 5.3 8 4 0.011  0.020 0.010 0 53 8 4 0.018 0.023 0.015 0
1000000 5.5 10 4 0.023 0.036 0.020 0 5.5 10 4 0.038 0.047 0.030 0
10000000 5.4 10 4 0.416 0.482 0.377 0 5.2 10 4 0434 0.535 0.346 0
50000000 5.3 8 3 2.078 2.360 1.904 0 5.2 7 3 2181 2.649 1.555 0
Secante Fixacgao de variavel
500000 8.7 14 7 0.020 0.028 0.014 0 88 11 8 0.022 0.025 0.021 0
1000000 8.6 13 6 0.041 0.059 0.029 0 9.0 12 7 0.047 0.053 0.041 0
10000000 8.5 14 7 0.443 0.658 0.285 0 93 12 8 0.539 0.622 0.468 0
50000000 8.5 12 6 2.323  3.254 1.426 0 95 11 8 2718 3.065 2.377 0
Busca de mediana
500000 19.9 20 19 0.037 0.040 0.032 0
1000000  20.8 21 20 0.077 0.085 0.067 0
10000000  24.3 25 24  0.895 1.010 0.785 0
50000000 26.7 27 26 4.562 5.059 4.189 0
Tabela 3.2: Testes fracamente correlacionados
Dimensao Iteragoes Tempo (seg) Erro Iteragoes Tempo (seg) Erro
n avg max min avg max min — avg max min avg max min —
FPA Newton
500000 5.2 8 4 0.011 0.021 0.010 0 5.1 8 4 0.019 0.024 0.015 0
1000000 5.2 9 4 0.023  0.043 0.020 0 5.2 9 4 0.037 0.050 0.032 0
10000000 5.2 10 3 0.419 0.483 0.369 0 5.1 10 3 0.419 0.501 0.318 0
50000000 5.3 7 4 2.085 2.434 1.927 0 5.1 7 3 2105 2476 1.721 0
Secante Fixacao de variavel
500000 8.5 13 7 0.021 0.037 0.012 0 8.2 11 7 0.022 0.025 0.019 0
1000000 8.4 13 6 0.039 0.066 0.023 0 85 11 7 0.046 0.053 0.040 0
10000000 8.3 14 6 0.417 0.658 0.235 0 9.0 12 8 0.534 0.589 0.483 0
50000000 8.4 12 6 2.236  3.186 1.094 0 9.1 10 8 2,610 2911 2372 0
Busca de mediana
500000 19.9 20 19 0.039 0.049 0.033 0
1000000  20.9 21 20 0.078 0.098 0.066 0
10000000  24.2 25 24 0916 1.049 0.787 0
50000000 26.8 27 26 4.478 4.891 4.031 0
Tabela 3.3: Testes fortemente correlacionados
Dimensao Iteragoes Tempo (seg) Erro Iteragoes Tempo (seg) Erro
n avg max min avg max min — avg max min avg max min —
FPA Newton
500000 4.9 8 3 0.011  0.020 0.009 0 49 8 3 0.017 0.021 0.013 0
1000000 5.2 8 4 0.023 0.041 0.020 0 5.1 8 4 0.036 0.045 0.031 0
10000000 5.2 10 4 0.418 0.507 0.383 0 5.0 10 4 0407 0.494 0.359 0
50000000 5.0 9 4 2.016 2.305 1.883 0 49 9 4 1961 2345 1.757 0
Secante Fixagao de variavel
500000 8.1 12 6 0.018 0.032 0.012 0 82 10 7 0.021 0.024 0.019 0
1000000 8.5 11 7 0.037 0.064 0.025 0 84 10 7 0.045 0.049 0.040 0
10000000 8.3 12 6 0.382  0.637 0.239 0 89 12 8 0.517 0.573 0.482 0
50000000 7.9 11 6 1.927 3.082 1.016 0 9.0 12 8 2542 2,695 2.338 0
Busca de mediana
500000 19.9 20 19 0.037 0.040 0.034 0
1000000 21.0 21 20 0.075 0.082 0.068 0
10000000  24.3 25 24 0.896 1.042 0.790 0
50000000 26.7 27 26 4.375  4.570  3.893 0
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Tabela 3.4: Testes Fluxos

Dimensao Iteragoes Tempo (seg) Erro Iteragoes Tempo (seg) Erro
n avg max min avg max min — avg max min avg max min —
FPA Newton
500000 6.2 8 5 0.011  0.021  0.009 0 6.1 8 4 0.017 0.022 0.010 0
1000000 6.5 9 5 0.024 0.046 0.020 0 6.5 9 5 0.036 0.048 0.025 0
10000000 6.4 11 4 0.438 0.531 0.369 0 6.1 10 4 0403 0.507 0.258 0
50000000 6.5 9 5 2.135 2.351 1.925 0 6.2 9 5 1978 2.604 1.542 0
Secante Fixacgao de variavel
500000 14.4 16 9 0.018 0.022 0.013 0 6.2 8 5 0.015 0.021 0.010 0
1000000  14.6 19 11 0.040 0.052 0.029 0 6.5 9 5 0.033 0.044 0.022 0
10000000  14.3 21 10 0.425 0.791 0.283 0 6.5 11 4 0376 0467 0.223 0
50000000  14.2 17 9 2.026  3.088 1.511 0 6.6 9 5 1.860 2395 1.340 0
Busca de mediana
500000  20.0 20 19 0.030 0.034 0.028 0
1000000  20.9 21 20 0.061  0.068 0.057 0
10000000  24.3 25 24 0.750 0.825 0.715 0
50000000  26.6 27 26 3.657 4.012  3.507 0

O algoritmo FPA foi superior aos outros métodos apenas para problemas fracamente
correlacionados e nao correlacionados com um grande ntimero de variaveis, por exemplo,
n=10,000,000 e n=50,000,000. Para os demais problemas, o FPA nao apresenta melhor

desempenho que o algoritmo de Newton.

Os resultados mostram ainda que todos os algoritmos resolveram todos os problemas

corretamente.
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Capitulo 4
Algoritmo tipo-Newton

Neste capitulo, usaremos um método tipo-Newton para resolver o problema (|1.1)).
Primeiramente reformularemos o problema ((1.1]) obtendo uma fungdo nao diferenciavel.
A partir da suavizagao dessa fungao propomos um método tipo-Newton, apresentaremos

analise de convergéncia e experimentos numéricos.

4.1 Reformulacao do problema

Pelo Teorema [2.2.11] um ponto KKT z* € R™ é uma solugao do problema ([1.1]).
A Lagrangiana L : R" x R x R? xR} — R associada ao problema (1.1]) tem a forma

1
L(z, \, pw) = §.TTPI —a"z 4+ Ne —b"x) + {p, £ — ) + (w,z — u),
onde X\ é o multiplicador associado a restricao de igualdade ¢ — bz = 0, pu e w sao

os multiplicadores associados as restri¢coes de desigualdades { — 2z < 0 e z —u < 0,

respectivamente.

Logo, a derivada parcial da Lagrangiana na variavel x; é dada por

As condigoes de otimalidade de KKT para o problema ({1.1)), sao:
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Zl<ac2<ui,i:1, 2., m (4.2)
Tipi—a; — Ao — p; +wi, i=1,2,--- . n (4.3)
il —x;)=0,i=1,2,--- ' n (4.4)
wilwi—w;)=0,i=1,2,---, n (4.5)
Wi >0, 1=1,2,---, n (4.6)
w; >0,1=1,2,---, n. (4.7)

Consideremos os multiplicadores de Lagrange p; e w; como fungao do multiplicador
de Lagrange A, definidos da forma

pi(A) = max{0, {;p; — Ab; — a;}, wi(A) = max{0, A\b; + a; — u;p;} (4.8)
e
£ = profi®), m
. _ . — Ab; + a; .
a projegao de T;(A) no intervalo [¢;, u;], onde T;(\) = ,paratodoi =1, 2,..., n.

7

Tomando p;(A), w;(A) e z;(N\), dadas em (4.8)) e (4.9), respectivamente, é imediato
que satisfazem as condigoes (4.2)), (4.6) e (4.7, para todo i = 1,2,...,n. Vejamos agora
que p;(A), w;(A) e z;(\) também satisfazem as condigoes (4.3)), (4.4) e (4.5).

Proposicao 4.1.1. Se p;(N), wi(\) e z;(\) sao definidos por (4.8) e (4.9), respectiva-
mente, entdo satisfazem a condigao (4.4]).

Demonstragao. Se x;(\) = £;, para algum ¢ € {1,2,...,n}, temos que

pois ¢; — x;(A) = 0. Por outro lado, se z;(\) # ¢;, para algum i € {1,2,...,n}, temos

¢; < xz;(\) e consequentemente

\bs - as
€i< it o <:>€sz—)\bz—az<0
pi
Logo, p;(A) = 0. Entao,
Portanto, (4.4) é satisfeita. O
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

Proposigao 4.1.2. Se u;(A), wi(A) e z;(N) sao definidos por (4.8) e (4.9), respectiva-

mente, entao satisfazem a condi¢ao (4.5)).

Demonstracao. Se x;(\) = u;, para algum ¢ € {1,2,...,n}, temos que

wi\) (mx) - u) =0,

pois z;(A) —u; = 0. Por outro lado, se z;(\) # w;, para algum i € {1,2,...,n}, temos

z;(\) < u; e consequentemente

)\bl + a;
<
Di

u; <= Ab; + a; —u;p; < 0.

Logo, w;(A) = 0. Assim,

Portanto, (4.5) é satisfeita. ]

Proposicao 4.1.3. Se u;(A), wi(A) e z;(N) sao definidos por (4.8) e (4.9), respectiva-
mente, entao satisfazem a condigao (4.3).

Demonstragao. Se x;(\) = £;, logo x;(\) # u;, para algum ¢ € {1,2,...,n}. Temos que

/\bz + a;
Pi

Logo, pi(A\) = lip; — A\b; — a; e w;(A) = 0. Substituindo em (4.3)), temos

Se x;(A) = w;, logo x;(\) # ¢;, para algum i € {1,2,...,n}. Temos que

/\bz + a;
bi

> U = /\bi—i-ai—uipi > 0.
Logo, wi(A) = Ab; + a; — u;p; e p;(A) = 0. Substituindo em (4.3)), temos
uzp,—az—/\bz—0+)\bz+al—ulpZ:O

Ab; + a; .
Se x;(A) = ta , logo 0; < z;(\) < u;, para algum i € {1,2,...,n}. Temos que,

1

25



Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

Ab; + a; — u;p; < 0.

Logo, p;(A) = 0 e w;(A) = 0. Substituindo em (4.3)), temos

Ab; i
A i — Aby— 0+ 0= b + a; — a; — Ab; = 0.
Di
Portanto, (4.3)) é satisfeita. O

Dessa forma, p;(A), w;(A) e z;(\) satisfazem todas as condigdes de KKT (4.2)) - (4.7)),

exceto a condicao (4.1). Entao

onde x;(A) é definido por (4.9) é uma solugao do problema (|1.1)) se, e somente se, satisfaz

b'z(\) = c. (4.11)

O problema n-dimensional é transformado em um problema unidimensional, o qual

consiste que em determinar uma solucao de uma equagao nao linear de uma variavel real.

Considere g : R — R uma funcao definida por
g(A) =b"a(N) —c= Z biri(\) — ¢ = projﬁim} —c. (4.12)
i=1

Resolver o problema ([1.1)) é equivalente a encontrar uma raiz da funcao real g defi-
nida por (4.12]).

Temos que, a funcao g é continua, linear por partes, nao decrescente e nao dife-

., . L~ . ., - _ lipi — ay
renciavel. Os possiveis pontos em que g é nao diferenciavel sao os breakpoint ———

b,
UiPy — Gy . , . ~ , '
— para todo i = 1, 2,..., n. Além disso, a funcao é constante até o menor bre-
i
akpoint \,, = min {pl Zb = Zplb Lii=1,2,..., n} e a partir do maior breakpoint
i i
- i —a; wip; — a;
)\M:max{p” L ibi Lii=1, 2,...,n}.
bi bi

Exemplo 4.1.4. Seja x = (11, 29) € R?. Consideremos o sequinte problema da mochila

quadrdtico:
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min (o} + ) — (o1 — 22)
S.a x4+ 29 = 10,

1<2 <10

1<y, <5

A funcado g dada na equagao (4.12)) para o problema é dada por
g(A) = projfy, + 2projiyt — 10.

Seus breakpoint sao os ntmeros reais 0, 1, 3 e 9. A figura [4.1] mostra a representagao
grafica da funcao g gerada a partir do Exemplo e onde formam “bicos” no grafico

sao os pontos em que as abscissas sao iguais aos breakpoint e onde g nao é diferenciavel.

Figura 4.1: Grafico de g para o Exemplo [4.1.4]

A néao diferenciabilidade de g torna desafiador o uso de métodos de busca de zeros
que necessitam da derivada. Ent@o, procuraremos aproximagoes suaves de (4.12)) para

superar esta dificuldade.

Primeiramente, reformularemos o operador projecao em um intervalo. Observamos
a seguinte identidade
projy,(r) = max((, min(z, u)). (4.13)

Agora, relembramos algumas identidades entre o maximo e o minimo entre dois

numeros reais a, b € R. Temos que,
min(a,b) = — max(—a, —b). (4.14)
E também, podemos calcular o maximo de dois ntimeros reais a e b da seguinte forma:

max(a,b) = a + max(0,b — a). (4.15)

As identidades (4.13)), (4.14) e (4.15)) sao de facil verificagao.
Usando (4.14) e (4.15]), de maneira adequada, em (4.13)), temos:
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

projy,(z) = max({, — max(—z, —u))
= {+ max(0, —¢ — max(—z, —u))
= (+ max(0, —¢ — (—z + max(0, —u — (—z))
= ( + max(0,z — ¢ — max(0,z — u)),

logo
Proji,, (r) = £ + max(0,z — £ — max(0,z — u)). (4.16)

Definindo r(\) = max(0,\) e usando (4.16)), podemos reescrever (4.9) da seguinte

forma

zi(N) =4+ (EZ()\) —l; —r(T;(N) — ul)) (4.17)

Portanto, (4.12) é equivalente a

g(\) = Z b <a» + r(T(\) — b — r(T(N) — ui))> — (4.18)

Ab; + a; 4
com Z;(A\) = ta para todoi=1, 2,--- ,n.

)

Em busca de uma aproximagao suave da func¢ao g, dada em (4.18]), vamos pegar
uma classe de fungdes aproximacdo suave paramétrica da fungdo max(0,\) sob certas

condicoes.

4.2 Aproximagao suave da fungao g(\)

Nesta secao, tomaremos uma classe de fungoes aproximacoes suaves paramétricas
ou, simplismente, aproximagoes suaves da fun¢ao r(A) = max(0, A), essa classe de fungoes
suaves fazem parte das fungoes suaves dada em [12]. Substituiremos, em , a funcao
r(A) por uma aproximagao suave ¢(\,7) e utilizaremos a diferenciabalidade da fungao

obtida para encontrar um zero de g dada na equacao (4.18|).

Primeiramente, definiremos ¢(\, 7) uma aproximagao suave de r()), baseado em
[12].

Definicao 4.2.1. Seja ¢ : R x Ry — R wuma fun¢ao suave paramétrica. Dizemos que
&(\, T) € uma aprozimacao suave da fungao r(\) se existir uma fungdo continua estrita-

mente crescente v: Ry — Ry, com v(0) =0, tal que

lp(A, 7) —r(N)| < o(r), para todo A € R eT > 0. (4.19)

Por (4.19), a fungao ¢(\, 7) aprixima-se de 7(\) quando 7 > 0 aproxima-se de 0.
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Para a classe de fungoes aproximagoes suaves ¢(\, 7), assumiremos algumas propri-

edades sobre a primeira e segunda derivada de ¢(\, 7) em relacao a A. Sao elas:
(i) ¢ 1R xR, - [0,1];
(ii) ¢'(N\,7) € C! em relagao a \;

(iii) ¢"(A,7) > 0 paratodo A € R e > 0, ou seja, ¢'(\, 7) é estritamente crescente para
cada 7 > 0;

(iv) lim ¢'(A\,7)=0c¢e /\hm &'\ 1) =1.

A——00 —+00

Considerando a propriedade (iii), pelo Teorema [2.2.7] temos que ¢(\, 7) é estrita-
mente convexa, com 7 > 0. Foi mostrado em [12] (Proposicao 2.1), que se ¢(A, 7) é uma

aproximagao suave de 7(\) e é estritamente convexa entao 0 < ¢'(\,7) < 1.

Abaixo segue dois exemplos de fungoes aproximagoes suaves, onde é de facil verifi-

cagao as propriedade (i)-(iv):

Exemplo 4.2.2. Funcao de suavizagao de rede neural
(N T)=7In(1+e7), 7> 0,

onde v(1) = T1n 2.

Exemplo 4.2.3. Funcao de suavizagao de pontos internos

AV +T

QSZ()" T) = 9

, T >0,

onde v(T) =

ol

Nas figuras e , sao apresentados os graficos das aproximagoes suaves ¢ (A, 1)
e ¢a(\, 1), onde 7 = 1, dos Exemplos e 4.2.3] respectivamente.

Substituindo 7(\) por ¢(A, 7) em ([4.17), temos

Seja gy : R x Ry — R uma funcao, definida por

go(A, 7) = Z b; (&' + O(Ti(A) = b — ¢(Ti(N) — us, 7), T)) -, (4.21)

onde ¢ é uma aproximagao suave e 7 > 0.

Sendo ¢ uma funcao suave, logo g4 também ¢ uma funcao suave. Veremos a seguir

que g, ¢ uma aproximacao suave de g.
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Figura 4.3: Grafico de ¢o(A, 1).

Lema 4.2.4. Sejam ¢: R x Ry — R uma aprozimagao suave de r(\), v: Ry — R, uma
fung¢éio de acordo com a Defini¢do a, feR eT>0. Se|a—p| <wv(r), entdo

[¢(a, 7) = &(B, 7)| < 3v(7). (4.22)
Demonstracao. Temos que
[¢(a,7) = d(B,7)] = |¢(a,7) —r(a) +7(a) —r(B) +r(B) — ¢(8,7)]

< o, 7) = r(@)| + |r(a) = r(B)] + |r(B) — (8, 7).
E de facil verificacdo que vale a desigualdade |r(a) — r(8)| < |a — S| e por , temos
|6(er, 7) — &(B, 7)| < 3u(T).
[

Proposigao 4.2.5. Sejam x; e x;, dadas por (4.17)) e (4.20), respectivamente. Para todo
AeR, 7>0e1=1, 2,..., n, vale

[z, (A, 7) — (V)] < do(T) (4.23)

30



Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

Demonstragao. Por ([£.19), temos que
Ti(A) = € = (@i(A) — wi, 7) = (Ti(A) = & = 7(Ti(A) — w))| < o(7).
Agora por ([£.22)), temos que
0(Ti(A) = i = 9(Ti(N) — i, ), 7) = G(Ti(N) — € = r(Ti(A) — wi), 7)| < 3u().

Logo,

iy (A 7) = 2N = (@A) = li = ¢(@i(N) = ui 1), 7) = r(Ti(N) = bi = 7(Ti(A) — wi))|
< o(@i(N) = b = ¢(@i(N) — i, 7),7) = H(Ti(N) = £ = r(Ti(A) — wi), 7)]

+ [o@i(A) — b — r(Ti(N) — wi), 7) = r(Ti(A) — b — r(@i(N) — w))

IN

4u(T).

Por 1} temos que x;, (A, 7) = 2;(\) quando T — 0+

Proposigao 4.2.6. Sejam g e g4 dadas por (4.18) e (4.21)), respectivamente. Existe uma
constante C' > 0, tal que

lgs(N, 7) —g(N)| < C-v(T), para todo X € R et > 0. (4.24)

Demonstracao. Temos que

96N, T) —g(N)] = sz'(%(% ) —i(A))

< Z|b| (zi, (N, 7) = 2:(N)]-
Por (4.23)), temos

|96(A, 7) — g(A I<Z|b! 4o

Fazendo C = 42 |b;|, temos (4.24)). O

=1

Pela Proposigao [4.2.6] temos que g4 (A, 7) é uma aproximacao suave de g(\), ou seja,
gs(A\, 7) = g(A\) quando T — 0.
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Tomando 7 = 1, ¢ e ¢9 as aproximagoes suaves dos Exemplos e respec-

tivamente, temos que as fungoes gy, € gy, para o Exemplo Sa0

G (A) = In(1 4 XY 4 9In(1 4 27200y g

5A— 1 /(A—9)2+1+\/(A+9—\ /(/\—9)2-%-1)2—1—4—2\ /(2>\—6)2+1+2\/(2/\+2—w /(2A—6)2+1)2+4—15
- .

oo ()‘) =

As figuras [4.4] e 1.5 mostram os graficos das fungoes gg, € gy,

-

Figura 4.4: Gréfico de g4, para o Exemplo4.1.4} com 7 = 1.

Figura 4.5: Grafico de g4, para o Exemplo com 7 = 1.

Agora veremos que uma sequéncia de zeros de fungoes aproximacoes de g converge
para um zero de g. Para cada k € N tomemos 73 > 0 e ¢ (A, 7%) := &(\, 7%), com d(A, T)

uma aproximagao suave de r(\).

Proposicao 4.2.7. Seja {7} uma sequéncia de nimeros reais estritamente decrescente,

tal que 7, — 0T. Se existe \g, tal que gd)k(:\k, 1) = 0 para cada k € N, entao

lim g(Ax) =0

k—o0
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Demonstracao. Por hipotese, para cada k € N, temos que g¢k(5\k,7k) = 0 e por 1}

temos

lg(N)| = 19(Ak) = 9o (A )| < Co(7)

Passando ao limite, na desigualdade acima, com k& — oo, temos que Cv(71;) — 0, pois
7 — 0. Logo

lim |g<)‘k>| 0.
k—o00
Portanto,
lim g(A) = 0.
k—o00

]

Corolario 4.2.8. Sob as hipdteses da Proposi¢ao . Seja A\ um ponto de acumulacao
da sequéncia {\,}, entdo

g(\) =0.

Demonstracao. Sem perde de generalidade, suponhamos que M = A Pela continuidade

da funcao g e pela Proposicao 4.2.7] temos

lim g()\)—O:>g(hm )\k) = 0= g(\)=0.

k—o0

]

O proximo resultado mostra que a primeira derivada de g4, dada por (4.21f), é

estritamente positiva, em relagao a A, ou seja, gi(A,7) > 0 para todo A € Re 7 > 0.

Proposicao 4.2.9. Para todo A € R e 7 > 0, tem-se

0<gy(A 7)< Z ]7 (4.25)
i=1 "

. . . / T ' _
Além disso, ,\ETOO g\, T) = ,\EIPOO gy(A, 7) =0

Demonstragao. Usando as regras de derivagao para derivar g,(A, 7), temos que
gh )= jcb'(fi(/\) =l = (Ti(A) —ui, 7), T)(L = (Ti(A) — i, 7))
i=1 4"

Sendo 0 < ¢'(\, 7) < 1 para todo A € R, temos que 1 — ¢'(\,7) < 1. Logo

b2

0<g/\7'<
o 7) < i’
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Agora, sejam [, = {i € {1, 2,..., n} | b; >0} el_={ie{l, 2,..., n} | b <
0}. Primentamente, tomemos A\ — +oo. Se i € I, temos que T;(A) — +o0o0. Logo
& (Ti(N) —u, 7) > 1= (1 — ¢ (Ti(N) —usy, 7) = 0) e ¢(Ti(N) — b — o(Ti(N) — wyy 7),7) €
limitada, entao

&' (T(N) — b — 6@ (\) — ui, 7), 7)1 — ¢ (To(N) — wi, 7)) = 0, Vi€ L.

Agora, se i € I_, temos que T;(\) — —o00 = T;(A) — ; — ¢(Ti(N\) — u;, 7) — —o0. Logo
&' (@Ti(N) — b — o(Ti(N) —uiy7),7) = 0e (1 —¢'(T;(N) — uy, 7)) € limitada, entao

F@(N) — b — 6@(N) — wi, 1), 7)1 — ¢ @(N) — g 7)) — 0, Vie{l,2,..., n

Portanto, lim gi(A, 7) = 0. Para mostrar que lim g} (), 7) =0 é analogo. Assim,
A—+00 A——00

concluimos a prova. O

Pelo Corolario m, tem-se que gy ¢ estritamente crescente. Além disso, gj, (A, 7) #

0, para todo A € R e 7 > 0, nos motivou a propor um método tipo-Newton.

4.3 Um método tipo-Newton e resultados de conver-
géncia

Nesta secao, propomos um método do tipo-Newton para resolver um caso particular
do Problema (|1.1]), apenas com limite inferior na restricdo de caixa e mostraremos que

esse método tem convergencia global.

4.3.1 Meétodo tipo-Newton

A partir de agora, consideramos b; > 0 e u; = 400, para todo ¢ = 1,2,...,n, temos

que z;, dada por (4.17)) e as funcoes g e g4, dadas por (4.18) e (4.21)), respectivamente, se

resumem da seguinte forma:

r;(\) =L + r(T(N) — 4), (4.26)
g(A) = Z bir(Ti(A) — ;) + Z bil; — c, (4.27)

go(A, ) = Z bip(Ti(A) — &) + Z bil; — ¢, (4.28)

bi\ + a; ‘
onde T;(\) = ta , para todo i =1,2,...,n.

%
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A fungao g, definida em (4.27), é nao decrescente, sendo constante até o menor
breakpoint )\, e estritamente crescente a partir de )\, e convexa. J& a funcao Je, definida
em (4.28), com 7 > 0, é estritamente crescente e estritramente convexa para todo A € R.

De fato, derivando duas vezes g4(\, 7), em relacdo a A, temos

n

b\ i
g =3 Bty
~ p; pi

Como a derivada segunda de g, ¢ estritamente positiva, pelo Teorema @, segue que gg
¢ estritamente convexa. Vamos também modificar a desigualdade (4.19)) para a seguinte

forma:
0 <o\ T1)—71(\) <ov(r), paratodo AeT >0, (4.29)

onde v(7) é de acordor com a Definicao [£.2.1]

Proposicao 4.3.1. Assumindo que valem as hipdteses e (). Entao
d(A, 1) >1(N) >0, (4.30)
para todo A € R e > 0.
Demonstracao. Ver [12]. O
Pela desigualdade (4.30]), obtém-se a seguinte desigualdade:

g(A) < gs(A, 7), para todo A e > 0. (4.31)

Agora vamos definir o algoritmo tipo-Newton. Inicialmente, escolhemos trés niime-
ros reais, ou seja, um 7 > 0 suficientemente pequeno, € > 0 e um ponto inicial A\g. Esse
algoritmo ¢é baseado no Método de Newton para limite simples (Algoritmo 1, [13]), onde

substituimos a derivada lateral pela derivada de uma aproximacao suave.

Algoritmo 4.3.2. (Método tipo-Newton)
Passo 0. Escolhe-se \g € R, € > 0 e 7 > 0 suficientemente pequeno.

Passo 2. Calcule
g ()\k)

PAEYRSY 32

Akl = Ap —

Passo 3. Se |g(Akt+1)| < €, entdo faca x; de acordo com (4.26)) e PARE. Caso contrdrio,
fagca k ==k +1 e volte ao Passo 1.

Pela Proposigao |4.2.9, o Algoritmo estd bem definido, visto que g} (A, 7) # 0
para todo A € Re 7> 0.
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4.3.2 Analise de convergéncia

Nesta se¢ao, mostraremos que o método tipo-Newton converge. Primeiramente,
mostraremos que, sob certas condi¢oes, existe uma sequéncia crescente que converge para
um zero da funcao dada g dada na equagao . O resultado seguinte mostra que se
uma sequéncia gerada pelo método tipo-Newton converge, entao seu limite é um zero de
g.

Lema 4.3.3. Sob as hipdteses da Proposicao . A sequéncia {S\k} possui uma sub-
sequéncia crescente que converge para um zero de .

Demonstracao. Definindo y;, = g(:\k), para cada k € N. Pela Proposicao , {yr}
é convergente, logo é limitada, ou seja, existe uma constante positiva A > 0, tal que
—A <y, < A, para todo k € N. Pela desigualdade , temos que yp = g(S\k) < 0,
para todo k € N, visto que g¢(:\k, 7,) = 0. Assim, temos

A<y <0,

para todo k € N. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, temos que {yx} tem uma sub-
sequéncia crescente convergente {y, }, isto é, yr, < yx,,, para todo j € N, e y;, — 0, pois

yr — 0. Como ¢ é uma funcao mondtona nao-decrescente, temos

g(/\kj) <g(5\kj+1):>5\kj <5\k VieN.

413

Logo {S\kj} ¢ uma sequéncia crescente. Para cada kj, j € N, 7, > 0 e S\Rj, tal que

gmj()\kj, 7,) = 0, por (4.31)) e supondo que g(A,) = 0, segue que

g()\*) < gqbkj (A*a Tkj)
0 < g(bk] ()\*7 Tk]‘)
g¢>kj ()‘kja Tkj) < g¢>kj ()‘*7 Tkj>'

Como g4(A, 7) é estritamente crescente para qualquer que seja 7 > 0, entao
S\kj < A4, para todo j € N.

Assim, {\;,} ¢ uma sequéncia crescente e limitada, entdo ¢ convergente. Seja A, o limite

da sequéncia {S\k]} Passando ao limite na ultima desiqualdade, com j — oo, temos

lm A, < A= A < A

J—00

Pelo Corolario m, temos que g(A,) = 0. O

Proposicao 4.3.4. Se a sequéncia gerada pelo Algoritmo [{.3.9 é convergente, entio o

seu limite € um zero da fun¢ao g dada na equagao (4.27)).
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

Demonstragao. Seja uma sequéncia {\;} gerada por (4.32)) e seja A, seu limite, ou seja,
Ak = A Passando ao limite em (4.32)), com k — oo, pela continuidade de g(\) e g (A, 7),

temos que
9(A)

——— = g(A,) =0.
7,007 9(As)

]

Teorema 4.3.5. Sejam g : R =+ R e g, : R x Ry — R fungoes definidas por (4.27)) e

(4.28]), respectivamente. Consideremos que existe um 19 > 0, tal que a equagao
9o\, 7) =0 (4.33)

tem solugao, para todo T € (0, T9]. Seja \g € R um ponto inicial, se g(\g) > 0, entao

existe T > 0 suficientemente pequeno, tal que a sequéncia gerada por (4.32)) € convergente.

Demonstrag¢ao. Denotamos por A, um zero da fungdo g dada na equacao (4.27). Es-
colhendo um ntmero real 5, com 0 < 8 < 1. Definindo 74,1 = fB7 e seja {S\k} uma
sequéncia, onde

g(b(j\kv Tk) - Oa

para cada k € N. Pelo Lema , {S\k} possui uma subsequéncia crescente convergente,
onde seu limite é uma raiz de g. Sem perda de generalidade, Assumindo que {:\k} é uma

sequéncia crescente e que A\, — \,.

Mostraremos por indugao que {\;} gerada por (4.32)), para algum 7 > 0 suficiente-

mente pequeno, é uma sequéncia monétona decrescente e limitada.

Por hipétese, 0 = g(A) < g(Ag) = Ax < Ag. Supondo que A, < ). Pela desigual-

dade , temos que
I) + (M = M)Ak ) < oAy T) + (A = M) g ( Ak, ),
somando e subtraindo o termo S\ng(’b()\k, T,) no lado direito da ultima desigualdade, temos
9OR) + (A = X5 M ) < G (s Ta) + (A = M) gl (ks T) + (e = M) gl (A7), (4.34)

para qualquer Ay € T > 0, com g¢(5\n, Tn) = 0.

Sendo A\, —\, > 0, para todo n € N e pela desigualdade (4.2.9), obetemos a seguinte

desigualdade:
- LI

i=1

Pela definicao de limite, para todo € > 0 existe ng € N, tal que para todo n > ny =
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

| A — 5\n| < e. Como )\, depende de 7,,, logo em 1) temos

- Ly
g(/\k) + ()‘* - )‘k)géb(/\k’ Tno) < g¢()‘k7 Tno) + (Ano - )‘k>g:z><)‘k7 7-no) t+e- ]71
i=1 ¢

Tomando e > 0 suficientemente pequeno, temos

Como g4(A, 7) € uma funcao diferencidvel e convexa em relagao a A, para cada 7 > 0,
pelo Teorema [2.2.6, temos

9o T) > s\ T) + (X — AN)gy(A, 7), para todo A, AeT>0.

Em particular, fazendo 7 = 7,,, A = S\HO e A = )¢ na ultima desigualdade e usando a
propriedade da transitividade com a desigualdade (4.36)), entao

g(/\k) + ()‘* - )‘k‘)g:ﬁ(/\kv Tno) < g¢(/\n07 Tno) = 0.

Dai, temos que
9(\e)
g(/b()‘ka Tno)

Portando, A, < \; para todo k € N.

Ae < A — = A\ps1, V€N

Agora, se A\, < A entao g(Ax) > 0, pois g(A) é monotona nao decrescente. Logo,

_9) < .

Aot = A —
k+1 k a0 T) =

Portanto, a sequéncia {\;} gerada por (4.32)) é mon6tona nao crescente e limitada,
logo é convergente. Pela Proposi¢ao [£.3.4] seu limite é um zero de g. O

Observemos que se escolhermos um ponto incial Ay, tal que g(A\g) < 0, a sequéncia
{A\r} gerada por é crescente com A, sendo uma cota superior. Caso contrario, existe
um k' € N tal que g(A\s) > 0. Pelo Teorema [4.3.5, com ponto inicial A\; a sequéncia
gerada por é convergente. Portanto, para qualquer ponto inicial \y € Re 7 > 0

suficientemente pequeno o Algoritmo [4.3.2 converge para um zero de g.

4.4 Experimentos numéricos

Nesta se¢ao, apresentamos experimentos numéricos comparando nosso método pro-

posto tipo-Newton, também conhecido como Newton suave, com outros dois. O primeiro
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

iremos nos referir ao método de Newton nao suave, que é um método de Newton que usa
derivadas laterais o problema dual lagrangiano [I3]. Chamaremos o segundo de método
secante, que combina um algoritmo de colchetes na derivada dual lagrangiana e um algo-
ritmo secante para o problema dual lagrangiano, ou seja, um algoritmo com duas fases, a

primeira fase de colhetes e a segunda fase secante [14].

Os algoritmos foram escritos em C e executados em um Notebook com Core i5 dual-
core de 1,6 GHz. O compilador foi Clang 13.1.6 com flags de otimizac¢ao -march=native-
03 -fast-math. Os codigos para o método de Newton nao suave e o método Secante foram
extraidos de [13].

Usamos como critério de parada para o Newton suave a forma

lg(Aet1)| <€,

de acordo com o Algoritmo Para o parametro 7, usamos 7 = 1 em todos os

experimentos. O ponto inicial \g, foi tomado da forma

n
a;b;

Di

como em [13].

Os critérios de paradas utilizados para o método de Newton nao suave e o método
Secante segue o mesmo apresentado em [I13]. Para todos os algoritmos o ¢ foi definido

como 10712,

Executamos o algoritmo proposto com uma relaxacao continua do problema de

Posicionamento de Sensores apresentado em [16].

4.4.1 Um problema de posicionamente de sensores

Considere o problema de otimizagdo de posicionar um conjunto N = {1,...,n} de
sensores para cobrir uma area dada, onde a implantagao de um sensor tem um custo fixo
mais um custo quadratico no raio da superficie coberta [16]. O problema pode ser escrito

como
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Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

min Z di:p? + Z a;Y;

iEN iEN

s.t. Zx, =1 (4.37)

1EN
0<z; <y Vie N
y; € {0,1} Vié€eN,

onde x; indica a fragdo da demanda alocada ao recurso i (nivel de uso do recurso i), y; é
uma variavel binaria que indica se o recurso i esta ativo (x; > 0 = y; = 1) ou néo ativo
(r; =0=1y; =0) ed; >0. A formula¢do acima é um problema nao linear inteiro misto
e, em particular, todas as restricoes sao lineares, com as variéveis y restritas a nimeros

inteiros.

De acordo com [2], assumindo que a; > 0, no relaxamento continuo deste problema,
as variaveis y; podem ser “projetadas” sobre z;; isto é, ja que em otimalidade, deveriamos
ter y; = x;, as y; varidveis podem ser eliminadas. Seu termo de custo linear é deslocado

para o z;. Agora, o problema é o seguinte:

min Z dix? + Z Qa;T;

ieN ieN
4.38
s.t. sz =1 ( )
ieN

Questoes de complexidade dos problemas (4.38)) podem ser encontrados em [T, 2, [16].
As instancias do Problema de Posicionamento de Sensores foram geradas com o gerador

disponivel gratuitamente em http://groups.di.unipi.it/optimize/Data/RDR.html.

Geramos quatro tipos de instancias com base em seu comprimento de acordo com a

Tabela .11

Tabela 4.1: Nomes das instancias e tamanhos.

Nomes das instancias tamanhos das instancias

11 n = led
12 n = led
13 n = 1led
14 n = leb

Reportaremos os resultados na Tabela[1.2] Como apresentado na Segao[4.2] a etapa
de suavizacao do método Newton suave proposto é implementada de duas maneiras di-

ferentes: funcao de suavizacao de rede neural e fungao de suavizagao de pontos internos,

40


http://groups.di.unipi.it/optimize/Data/RDR.html

Capitulo 4. Algoritmo tipo-Newton

Exemplos [£.2.2] e [£.2.3] respectivamente. Nossos resultados referem-se a cada fungao de
suavizacao como NNSF e IPSF, do inglés Neural network smoothing function e Interior

point smoothing function, respectivamente.

Seguindo [I7], nos experimentos, apresentamos o tempo computacional necesséario
para resolver cada instancia do problema. Apresentamos também o nimero total de
iteragoes para a convergéncia de cada método. A tabela mostra que o algoritmo proposto

é competitivo em comparagao com outros algoritmos do estado da arte.

Tabela 4.2: Resultados dos experimentos

Newton suave Newton suave Newton Secante
com NNSF com IPSF nao suave
Instancias It. Tempo It. Tempo It. Tempo It. Tempo
11 2.0 0.04 311.70 0.99 8.30 0.04 11.00 0.10
12 2.0 0.43 312.60 10.48 9.40 0.47 14.00 0.94
13 2.0 4.58 198.60 83.21 71.60 45.01 18.00 11.23
14 2.0 47.10 921.00 4947.23 698.70 4850.10 21.00 129.41

A Tabela[4.2] mostra que o método Newton suave com NNSF foi superior a todos os
outros métodos para todas as instancias usadas. O método de Newton suave com IPSF
nao tem um bom desempenho devido ao grande nimero de iteragoes para convergir. O
método Newton nao suave teve uma melhor performace que o método Secante para as

instancias 11 e 12.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos dois métodos para resolver o problema da mochila
quadratico nao linear. Usando as condi¢oes de KKT a solucao é estabelecida como um zero
de uma funcao dual de uma variavel real, linear por partes e nao diferenciavel. No primeiro
método, propomos o algoritmo FPA, onde a restricao de caixa pode ser com limite inferior
e superior. Mostramos que se o algoritmo gerar uma quantidade finita de valores a dltima
iterada é um ponto fixo da funcao, que a sequéncia gerada ¢é limitada e que quando a funcao
dual é diferenciavel em seu ponto fixo existe um intervalo no qual a iterada de qualquer
ponto pertencente ao intervalo é igual ao ponto fixo da funcao dual. No segundo método,
propomos um algoritmo Quase-Newton suave, onde usamos a estratégia de aproximacgao
suave da func¢ao maximo e obtemos uma aproximacao suave da func¢ao dual do problema.
Mostramos que uma sequéncia de zeros de func¢oes aproximacoes tem uma subsequéncia
que converge para o zero da funcao dual e considerando um subproblema, onde a restrigao
de caixa é apenas com limite inferior, o algoritmo Newton suave, escolhendo um parametro

adequado, tem convergéncia global e converge para um zero da func¢ao dual.

Foram realizados experimentos numéricos que mostraram um bom desempenho do
algoritmo FPA, sendo superior em alguns problemas e inferior em outros quando com-
parado com os algoritmos Newton nao suave, Secante, Fixacao de variavel e busca de
mediana. J& o algoritmo Quase-Newton suave com a fung¢ao aproximagao suave NNSF
foi superior a todos os métodos que comparamos em todas as instancias e com a fun-
¢ao aproximacao suave IPSF foi inferior em todos os casos devido ao grande ntmero de

iteragoes.

No entanto, a simplicidade dos algoritmos propostos, visto que nao tras nenhuma
outra estratégia de convergéncia, sao bastentes competitivos entre os que foram compa-

rados.

Como pesquisa futura apontamos uma expansao do método Quase-Newton suave,
proposto aqui na tese, para o caso em que o limite superior das variaveis seja finito, isto

aumenta e muito o escopo de problemas que podem ser resolvidos pelo método. Um outro
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bom tema para pesquisas futuras é o problema da Mochila Separavel e nao convexo.
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