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Resumo

Nesse trabalho, estudamos a propriedade de estabilizacao para equacao de Zakharov-
Kuznetsov(ZK) nao-linear n-dimensional. Inicialmente provamos que a energia associada
a equacao (ZK) n-dimensional decai exponencialmente quando adicionamos um Termo
de Amortecimento. Para isso, combinamos o uso do Termo de Amortecimento com o
resultado de continuacao unica. No caso do resultado de continuac¢ao tinica para equacao

(ZK) n-dimensional adaptamos as idéias introduzidas por J. Bourgain.

Palavras Chaves: Estabilizacao; Equacao de Zakharov-Kuznetsov; Termo de Amor-

tecimento, Teoria de Estabilizagao; Continuacgao Unica



Abstract

In this work, we study the stabilization property for the nonlinear n-dimensional Zakharov-
Kuznetsov (ZK) equation. Initially, we prove that the energy associated with the n-
dimensional (ZK) equation decays exponentially when a damping term is added. To
achieve this, we combine the use of the damping term with the unique continuation re-
sult. In the case of the unique continuation result for the n-dimensional (ZK) equation,
we adapt the ideas introduced by J. Bourgain.

Key Words: Estabilization; Zakharov-Kuznetsov Equation; ; Damping Term, Dissipation-

Observabilityy Term; Unique Continuation.
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Notacoes
1. A < B implica que existe uma constante C > 0, tal que A < C - B.
2. O C R™ é um cubo dado por
Q=1[0,L] x---x[0,L],
onde L > 0.
3. O produto interno em R™ serd dentado por (,-, ).
4. A norma em R™ serd denotada por || - ||.
5. Dado z € C, denotaremos por Rez, a parte real do nimero complexo z.

6. {U(t)}¢>0 denotara um grupo.



Introducao

Neste trabalho, iremos estabelecer resultados de continuacao tnica e estabilizagao para

equacao de Zakharov-Kuzenetsov (ZK) do tipo
0tu + 0y, Au+udy,, u =10 (1)

onde u = u(x, t) é uma fungao real e (x,t) € R™ x I, sendo I um intervalo nao degenerado

da reta.

A equacao é uma versao n-dimensional da equagao de Korteweg-de Vries. Além do
do seu valor tedrico, essa equacao modela o comportamento de uma onda longa de baixa
amplitude em um plasma sujeito a um campo uniforme em espagos de dimensao 3 (para
mais detalhes [48]). Em [24], D. Lannes, F. Linares e J. Saut provaram que a equagao

surge como limite do Sistema de Poisson nas dimensdoes n =2 e n = 3.

A equacao foi exaustivamente estudada, principalmente no contexto da boa co-
locagao, para os casos n = 2 e n = 3. Em dimensao n = 2, A. V. Faminski [I5] provou
a boa colocacao local no espaco de Sobolev H!(R?). F. Linares, A. Pastor e J.-C. Saut
provaram em [26] a boa colocagao local para equagao em H®(R x T), para s > %, onde
T = R/2nZ. Além desses trabalhos citados anteriormente, hd uma quantidade consi-
deravel de artigos relacionados a boa colocagao para a equagao definida em dimensao
n=2en=3. Veja [41], [18],[34],[16],[44],[29],[24] e [35]. Para o caso multidimensional,
veja S. Herr e Kinoshita, em [19].

Embora a equagao nao seja totalmente integravel como acontece com a equacao de
Korteweg-de Vries, ela tem uma estrutura hamiltoniana e possui as seguintes quantidades

conservadas: O hamiltoniano dado por

3

H(t) .= %J § <|Vu!2 + %) dx = %JRn (IVuOI2 + ?) dx = H(0), (2)



Sumario 4

e a energia dada por

E(u(t)) = %J andx: %J nugdx:E(u(O)). (3)

Apesar de a energia ser conservada no dominio R™, verifica-se que em dominios li-
mitados, tal quantidade pode apresentar uma dissipacao interna. Para muitos mode-
los de equagoes diferenciais parciais como equacao de Korteweg-de Vries, equacao de
Kadomtsev-Peshiativilli e a equacao Kawahara tem-se que essa dissipacao apresenta uma
propriedade de estabilizacao, isto é, a energia decai exponencialmente. Para mais detalhes
veja [17],[32], [1,[10], [46],[36],[25],[11],[47] e [36].

Para estabelecer o resultado de estabilizagdo usa-se 0 método descrito na Secao [1.3]
Esse método tem como ingrediente principal uma desigualdade de observabilidade, isto é,
uma desigualdade do tipo (|1.21]). Para a equacao de Korteweg-de Vries, L. Rosier estabe-
leceu uma desigualdade de observabilidade para dominios com restricao no seu tamanho
(para mais detalhes ver [42]). Como consequéncia, G. P. Mezala, C. F. Vasconcello e E.
Zuazua provaram em [32] a estabilizagao para equagao de Korteweg-de Vries com restri¢oes
no dominio. Em [I0], G. Doronin e N. Larkin provaram um resultado de estabilizagao
para a equacao de Zakharov-Kuznetsov nao-linear em dominios com restrigoes.

Para provar um resultado de estabilizacao em dominios sem restricoes de tamanho,
argumenta-se como em [32], isto é, reformula-se o problema com o auxilio de uma fungao
chamada Termo de Amortecimento localizado e prova-se uma desigualdade de observabi-
lidade para o problema reformulado. O Termo de Amortecimento localizado é uma funcao
a(x) € L*(Q) tal que a(x) > 0 para x € Q; C Q.

Para provar a desigualdade de observabilidade segue-se o roteiro da Se¢ao [I.3] Mais
precisamente deve-se provar um resultado do tipo enunciado no Lema|3.1.4] Para tal fim,

argumenta-se por contradicao e chega-se a uma igualdade do tipo
a(x)v* =0, q.tp em Qx (0,T)
onde v é uma solucao da equacao
0tV + 0y, Av + vy, v+ a(x)v = 0. (4)

Assumindo que a fungao a(x) atua ( i.e. a(x,y) > 0) no complementar de um compacto

' C Q, obtém-se que v=0 em I'*. Com isso pode-se estender v a uma solugao de @ no



Sumario 5

R™ com suporte compacto. Ai surge naturalmente a questdao da continuacao tunica, que
garantird que v = 0, o que conduzira a um absurdo.

Nessa primeira parte do trabalho consideraremos Q = [0,L] x --- x [0,L] € R™ um
conjunto limitado. Dado a(x) € L*°(Q) tal que a(x) > ay > 0 para x € I'°, onde I" é um

compacto, considere a equacao

;

Otu+ 0y, Au+udy,u+a(x)u=0em Q x (0,T),

u(xl,...,xi,...,xn)‘xi:o :u(xl,...,xi,...xn)|xi:L =0,1=1,...,n 5)

axiu(xl,...,xi,...,xnﬂ =0,1=1,....,n

X1:L

u(x,0) =up(x), em Q.

\

Para o problema , a energia associada ¢ dada por:

E(u(t)) = JQ u?(x, t)dx. (6)

Do Lema|3.1.1f Observamos que

d
th(u(t)) <0, Vt>0

Dai, vemos que a energia é decrescente. Gostariamos de investigar a taxa de decaimento
da energia E(u).

Em [36] os autores A. Campos, R. de Moura e G. Santos provaram, usando o método
Dissipagao-Observabilidade, um resultado de estabilizacao para a equacao , em um
retangulo QO = [0, L] x [0, L] contido em R2. Ficou em aberto saber se o resultado de
estabilizacao ainda é valido para equacao de Zakharov-Kuznetsov em dominios ) contidos
em R™, com 3 < n < 6. Foi colocado que a principal dificuldade a ser superada era obter
um resultado de continuacao tnica para o caso multidimensional. Assim, estabelecendo
o resultado de continuacao tnica e seguindo o argumento do caso bidimensional, garante
o resultado de estabilizacao para a equacao definida em um dominio Q C R™, com
3 <n<6.

Ainda neste trabalho, investigaremos a validade do resultado de estabilizacao para a
equacao definida em dominios Q contidos em R™, para n > 6. A demonstracao desse
segue da mesma forma que o caso bidimensional, utlizando a Teoria de estabilizagao.
Entretanto, além da dificuldade para estabelecer o resultado de continuagao tunica, esse
problema apresenta uma dificuldade extra. Isso se deve pois, para provarmos a desigual-

dade de observabilidade, necessita-se também de uma estimativa de energia do tipo

wllezo,mm @) S lwollezq)- (7)
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Para provarmos a estimativa @, é necessario mostrar que a seguinte inclusao é verdadeira:
L'(0,T:L*(Q)) Cc L*(0,T:L*(Q))NL*0,T:H(Q)). (8)

Para ZK bidimensional os autores provaram a inclusao similar . Para isso, utiliza-

ram a desigualdade de Gagliardo-Nireberg anisotrépica com a configuracao:

||u||?i3(g < HuH%_?(O,T:I_?(Q))||vu||L2(O,T:L2(Q))‘ (9)

Entretanto, a desigualdade de Gagliardo-Nireberg, na configuracao apresentada pela esti-
mativa @D, é valida apenas em dominios Q C R™, para 1 < n < 6. Assim, considerando
a necessidade da inclusao e com objetivo de provar a desigualdade de observabilidade
para equacgao definidas em dominios QO C R™, com n > 3, utilizaremos uma versao
refinada da desigualdade de Galiardo Nirenberg (ver Teorema .

No presente trabalho provaremos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Suponha uy € L*(Q) com |uolli2(q) < R, para algum R > 0 entao
energia E(u) associada ao PVI definida em @ decai exponencialmente, isto €, existem

constante C; >0 e 6 > 0 tal que
E(u(t)) < CiE(u(0))e°", (10)
para todo t > 0.

Como ja mencionado, a propriedade de continuagao tinica (UCP) é um dos ingredientes
chave para obter um resultado de estabilizacao, ou mesmo resultado de controlabilidade.
O problema de continuagao tnica tem sido exaustivamente estudado para varios modelos
de equagdes dispersivas, como por exemplo a equagao de Korteweg-de Vries (veja [49]),
equagao BO-ZK (veja [12]), equagao Kawara (veja [39]), equagao de Schrodinger (veja [8]).
Outros trabalhos foram publicados para diversas outras equagoes, veja [23],[36],[5],[9]. A
equacao também tem sido objeto de estudos nesse sentido, por exemplo, M. Panthee
provou um resultado de UCP para equa(;éo em dimensao n = 2. Em dimensao n = 3,
os autores, Bustamante, Urrea e Meija, provaram em [5] um resultado de UCP para
equacao (/1)) usando a desigualdade de Carleman.

Em [37], M. Panthee provou um resultado de UCP para ZK bidimensional. Para isso,
o autor utilizou uma técnica estabelecida por Bourgain em [3]. Precisamente, ele argu-

mentou da seguinte maneira: dado u:R? x I — R, suficientemente suave e satisfazendo

supp u(t) € [-B,B] x [-B,B], Vt €1,
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entao u = 0.
Seguindo, o método estabelecido por Bourgain em [3] e a adaptagoes contidas no
trabalho de Panthee em [37] provaremos um resultado de continuagao unica para equacao

(1) em R™, para n > 3. Mais precisamente, dado u(t) € H*(R™), s > ¥, solugao do PVI

Otu+ 0y, Au+udy,u=0 em R" xI
(11)
u(x,0) =up(x) em R,
onde u = u(x,t) é uma funcao real e (x,t) € R™ x I, e I é um intervalo nao-degenerado,

e satisfazendo

supp u(t) C B, vt el,

para algum conjunto compacto B entao u = 0. Em outras palavras, provaremos o seguinte

resultado:

Teorema 0.0.2. Seja uw = u(x,t) uma solugdo suficientemente suave para o problema

(11) e I = [T, T] um intervalo nao-trivial. Se para algum B > 0
supp u(t) C B, Vtel
onde B =[0,B] x --- x [0,B] entdo u=0.

Como ja mencionamos anteriormente, para provar o Teorema [0.0.2] iremos seguir as
idéias contidas em [3] e [37]. Dentre os resultados necessérios, o mais sutil e que apresenta
a maior dificuldade de se estender para o caso multidimensional é o Lemma [2.1.3, Ele

estabelece que existe uma constante positiva ¢ tal que para A € R™, com |A| >> 1, vale:
m(A) >c(m*m)(A). (12)

Para provar (|12)), seguiremos a mesmas ideias de Bourgain em [3], ou seja, argumentaremos

por contradicao, isto é, supomos que:

mA —A)m(A)dA + J m(A —A)m(A)dA. (13)

Wi

m(A) < CJ

Wi
onde Wi :=A e R™: Ak — Al < Ac € Al < Ag,Vk=1,2,...,n.

Veremos que devido a definicao do conjunto Wy, tem-se um pouco mais de traba-
lho para estimar , principalmente quanto a estimativa superior da integral sobre o

complementar do conjunto W;. Para mais detalhes, veja o Lema [2.1.3]
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O trabalho seré dividido em 4 capitulos: No capitulo 1 apresentaremos nogoes prelimi-
nares e resultados auxiliares para demostrar os resultados de estabilizacao e continuacao
unica. No capitulo 2, apresentaremos o resultado de continuacao tinica e lemas auxiliares.
No capitulo 3 sera estabelecido o resultado de estabilizacao. Por ultimo, estabeleceremos,

no apéndice, a teoria de existéncia para equagao ([)).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar algumas defini¢oes e resultados bésicos que serao

utilizados posteriormente para uma melhor compreensao dos conteidos abordados.

1.1 Resultados preliminares

Netsa secao, iremos enunciar alguns resultados que serao tteis ao longo relacionadas
as Equacgoes Diferenciais Parciais cujas demonstracoes serao omitidas. Esses resultados

serao usados no decorrer do trabalho.
Teorema 1.1.1. (Teorema do ponto fixo de Banach)
Sejam (X, d) um espaco métrico completo e @ : X — X uma aplicagdo satisfazendo:
i) e(X) C X,
it) @ é uma contragao, isto é, existe uma constante 0 < ¢ < 1 tal que
d(e(x), (y)) < cd(x,y).

Entao, @ possui um 1unico ponto fixo, isto é, existe um unico ponto x € X tal que

e(x) =x.

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Young com Epsilon)
Sejam a e b numeros reais nimeors reais nao negativos, p,q = 1, tais que %+ % = 1.
Entao

ea?  C(e)bd

ab < + ,
P q

em que € > 0 e C(e) sao constantes positivas.

9
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Demonstracao. Veja [13]. O

Teorema 1.1.3. (Teorema de Compacidade de Aubin-Lions) Sejam X, B e Y espagos
de Banach com X C B C Y , X e Y reflezivos. Suponhamos que X estd compactamente

imerso em B e B estd continuamente imerso em Y . Entao

W= {v € LP(0,T: X),v = % eL™ OT:Y)}

onde 1 < p;y < oo comi=0,1, munido da norma
Ivilw = [[Vltro (0, 1:x) + IV [ pr0mw)
€ um espago compactamente imerso em LP°(0,T : B).
Demonstracao. Veja [30]. O

Teorema 1.1.4. Sejam B e &U) multi-indices n-dimensionais, j = 1,2,...,N, com com-

ponentes inteiras nao-negativas. Suponha que 1 < pj < 00,1 < < oo el <y <1,

satisfazendo
N N n
1 " 1 1
D=l <) toe Boo=D i) (11)
= q =P q = Pj
j=1 j j=1
Entao, para f € CP(R™), vale
N
o)
ID*flLagen) < CT TID* flies - (1.2)
j=1
Demonstragao. Veja o Teorema 15.7 em [2]. O

Teorema 1.1.5. (Teorema de Holmgren) Considere problema de Cauchy

F(x, (0%u) n<i) =0

du=¢;, em S, com i=0,1,.k—1

(1.3)

Se no problema (1.3|) a equagdo é linear com coeficientes analiticos, S € nao-caracteristica
e 0s dados ¢y sao funcgoes quaisquer , entao, dado um compacto de S existe uma vizinhanga

na qual existe no madximo uma solucao.

Demonstragao. Para mais detalhes veja, por exemplo, [21] ou [31]. ]
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Observacao 1.1.1. O teorema de Holmgren mostra que no caso de equagoes lineares com
coeficientes analiticos, a unicidade da solugao vale também sem a analiticidade dos dados
(o que é muito importante nas aplicagoes jd que muitas vezes as equagoes que descrevem
os problemas fisicos sao de fato lineares com coeficientes constantes e a superficie dos
dados pode ser simplesmente um hiperplano, mas a hipotese de analiticidade dos dados é

excessivamente restritiva). Veja [31)]

1.2 Resultados preliminares para continuacgao tnica

Nesta se¢ao, iremos enunciar alguns resultados necessarios para a prova do resultado
de continuacao unica da equagao de Zakharov-Kuznetsov nao-linear. Conforme discutido
na introucao, nossa argumentacao se baseia nas idéias introduzidas por Bourgain em
[3]. Além de seguir o mesmo caminho escolhido por Bourgain, utilizaremos os resultados
consolidados pelo autor em [3]. Os resultados apresentados aqui servirdo de apoio para

demonstracao dos resultados da Segao [2.1

Lema 1.2.1. Seja y : C — C uma funcdo inteira, limitada e integravel no eizo real, e

satisfazendo:

WA +1io0)| < eBlol WA o eR.

Entao, para Ay € R, wvale:
WA S B sup [N [1+log sup [p(\)] (1.4)
N=A Ny

Demonstragao. Veja [3]. O

Sendo P : C — C uma funcao satisfazendo as mesmas hipétese do Lema[1.2.1] temos

o seguinte resultado.

Lema 1.2.2. Suponhamos que o satisfaz
—1

ol < |B sup hp(N)[1 +log sup hp(\)]

A=A A=A

Entao, para A; € R wale:

sup [N +i0) S 2 sup (V)] (1.5)
AN >N A >N
e
sup [/ (V)| < B sup (V)] |1 +log sup [b(N) | (1.6)

A=A A=A A=Ay
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Demonstragao. Veja [3]. O

Além dos lemas mencionados anteriormente, a demonstracao do resultado de conti-

nuacgao unica exige outras ferramentas importantes, a saber.

Teorema 1.2.1 ( Teorema de Paley-Winner). Se f € C3(R™) com suporte em {x € R™:
|x]| < M}, entdo f tem uma extensio analitica em C™. Além disso, dado k € Z,, tem-se
que

e2M o]

(1+ A+ 1io))*’

‘1?(7\+ic)‘ < ek (1.7)

para todo A + ioc € C™. Reciprocamente, se F(A + 10) € uma funcao analitica em C™
satisfazendo (1.7), entdo F € a transformada de Fourier de alguma fun¢do f € CP(R™)

com suporte em {x € R™: ||x|| < M}.

Demonstragao. veja [27], Exercicio 9 do Capitulo 1. Alternativamente, a demonstracao

pode ser encontrada em textos avancados de Analise Complexa. n
O corolario a seguir serda usado diretamente na demonstracao do Lema [2.1.3

Corolario 1.2.1. Se f € LY(R"), f #£ 0 e com suporte compacto, entdo para todo € > 0
f(£) ¢ L'(ecI® ).

Demonstracao. Veja [27]. O

1.3 Teoria de Estabilizacao

Nesta secao, iremos enunciar de forma pontual alguns resultados e definicao da teoria
de estabilizacao. Esses resultados serao necessarios serao necessarios para estabelecer o
resultado principal desse trabalho.

Dado QO C R™ considere o problema abstrato

oru=Au—+Lv, em Q x 1
(1.8)

u(0) = uyg

onde A é um operador linear gerador de um semigrupo continuo S(t)i>o em um espaco
de hilbert H, e L € £L(U,H), onde U é um espaco de hilbert. Dado K € L£(U, H), seja
Akz = Au+ LKv, onde D(Axk) = D(A), e Ak é gerador do semigrupo Sk(t)t>o
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Definigao 1.3.1. Dizemos que o sistema (1.8) € exponencialmente estabilizdvel se exis-
tir um operador (Feedback) K € L(U,H) tal que o operador Ak €é exponencialmente

estabilizavel, isto €, existe ‘m constantes ¢ >0 e & > 0 tais que
ISk(t)]| < ce™® (1.9)

Provar que um problema de valor inicial é exponencialmente estabilizavél necessita
de alguns ingredientes. Dentre eles que os operadores A e L satisfacam as seguintes

afirmacoes:

i) Se A é um operador antisimétrico (Skew-Adjoint) linear deinido em H com resol-
vente compacto, entao A é gerador de um grupo de automofismos e** em H, e para

cada vy € H, a equacao ([1.8) tem uma tnica solu¢ao u satisfazendo

|lu(t)|lg = |[wolln. (Quantidades Conservadas)

ii) D(L) € D(A), e existe uma constante ¢ > 0 tal que

|ILul|u < cl]Auo|lm, para todo uy € D(A). (1.10)

iii) Existe um intervalo nao degenerado I e uma constante positiva C; tal que a solugao

de (|1.8)) satisfaz a desigualdade
1Ll 210 < crl[uolln para todo ug € D(A). (1.11)
O operador L é chamado operador de observabilidade.

iv) Existe um intervalo limitado I’ e uma constante ¢’ tal que a solugao de (|1.8) satisfaz

a desigualdade
”U()HH < CHLuHLQ(I’;U)) para todo Uy € D(A) (112)

A desigualdade ([1.12)) é chamada Desigualdade de Observabilidade para o problema
(L.8)-

Assim, assumindo que os operadores A e L satisfacam os itens i), ii), 1i1) e iv), e dados A*
e L* o operador adjunto de A e L, respectivamente. Entao prova-se o seguinte resultado

de estabilizacao:
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Teorema 1.3.1. Assuma que 1),1i),1i1) e iv) verdadeiros, e dado & > 0 fizo arbitrdrio.
Entao existe F: H — U e uma constante C > 0 tais que o problema

0v=Av+LFv
(1.13)

v(0) = v

tem uma solu¢ao fracamente continua v:R — H', e a solugcao satisfaz a estimativa
VOl < Cl[Vollwe™™ (1.14)
para todo vg € H' e todo t > 0.

Para mais detalhes consulte 7] e [43].

Nesse trabalho, iremos considerar o espaco de hilbert H = L2(Q), onde Q ¢é subcon-
junto limitado de R™. Sob essas condicoes, usaremos o Método Unicidade Hilbertiana e
propriedade de semigrupos para explicitar sob quais condicoes a equacao é estabi-
lizavel exponencialmente.

Assumindo H = [?(Q), tem-se que energia associada a equacao ((1.8)) ¢ dada por:
E(u(t)) :J u?dx. (1.15)
Q
A partir da defini¢ao de energia, a estimativa (|1.14)) pode ser escrita da seguinte maneira:
E(u(t)) < CE(u(0))e " (1.16)

Nesse caso, provando que o Teorema é verdadeiro, diremos que a energia E(u)
associada a equacao (|1.8)) decai exponencialmente.
Suponha que a equagao (|1.8) esteja defnida com condigoes de bordo adequada e que

exista um feedback K € L(H) tal que a energia satisfaca

d
) =—Qu(t) <0, (1.17)

onde Q(u(t)) = J 2u(Ag(u)+ LKu)dx > 0. A fim de provarmos que a energia decai ex-
Q
ponencialmente, procederemos da seguinte forma: Primeiro, integramos a equagao (|1.17))

em [0, T], isto é,

T d T
J —E(u(t))dt:—J Q(u(t))dt, (1.18)
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o que implica em :

T

E(u(T)) = E(u(0)) —J Q(u(t))dt. (1.19)

0

Em seguida, multiplicamos ([1.19)) por uma constante C > 0, obtendo

T T

Q(u(tndt—J QMu(v)at

(I1+ C)E(u(T)) = CE(u(0)) +E(u(0))—CJ )

0
T

< CE(1(0)) + E(u(0)) — cJ Q(u(t))dt. (1.20)

0

Dai, vemos que, para obtermos a desigualdade (1.16]), é suficiente provarmos a seguinte
desigualdade:
-
E(u(0)) < CJ Q(u(t))dt. (1.21)
0

A desigualdade (1.21]) é uma versao da desigualdade de observabilidade explicitada no
item iv). Assim, provando ([1.21)), obtemos que

C
E(u(T)) < ——=E = ok , 1.22
(1)) < TGEM(0) = aE(u(0)) (1.22)
onde ox = CLH < 1. Portanto, pela teoria de Semigrupo, prova-se que ([1.22)) implica em
(11.16)).

De fato, dado u(x,t) = S(t)uy uma solucao da equacao com dado inicial
u(x,0) =ug € L*(Q).

Entao, parat >0, sejan € Ne € € (0,T) tal que

t=nT+e.
Dai, pela propriedade de semigrupo, a solucao u é dada por

u(x,t) = S(t)ug = S(nT + e)uy = S(€)(S(T)™uy).
Logo,
E(u(t) = [IS(tuolliz(a) < «l|S(T) ™ uolli2(0) < & [uolli20). (1.23)

Como 0 < « < 1, tem-se que

log o —oT

X ==e =€
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onde & z—b%“ > 0.

Portanto, de ([1.23]), segue que
E(U(t)) < OCe_%e_étHuQH]_Z(Q) = Cle_étHLL()H]_2(Q). (124)

Assim, observamos que para provar a estabilizagdo para equagao ([1.8]) é suficiente provar
a desigualdade ([1.21]). No entanto, provar a desigualdade de observabilidade nem sempre

¢ algo simples. O resultado a seguir facilita a demonstracao.

Lema 1.3.1. Seja u uma solugao para o problema (1.8)), entao

T

)
J E(u(t))dt +J Qut)). (1.25)

0 0

Eu(0) < 7

Demonstra¢ao. Multiplicando ([1.8]) por (T — t)u e integrando em Q x [0, T], obtemos

T T
J J (T —t)uoudxdt = J J (T —t)u(Bu + Au)dxdt. (1.26)
0Ja 0Jo
Integrando por partes, obtemos que
T (" T
—§E(u(0)) + 3 L E(u(t))dt =— L JQ(T —t)u(Bu + Au)dxdt. (1.27)
Dali,
E(u(0)) = 1 JT E(u(t))dt + 2 JT J (T— t)u(Bu + Au)dxdt. (1.28)
T Jo 0Jo T

Assim, como T—t < T para todo 0 <t < T e —Q(u(t)) <0 segue que
1T T
E(u(0)) < —J E(u(t))dt—l—2j

0

J u(Bu — Au)dxdt. (1.29)
Q
Il

Observe que, sendo (|1.25) verdadeira, tem-se que a desigualdade de observabilidade
(1.21)) é valida se a seguinte estimativa

-
J E(u(t))dt < CJ Qu(t))dt (1.30)
for verdadeira. Veja o lema a seguir.

Lema 1.3.2. Seja u solugdo da equagao (1.8]). Se para algum C > 0 vale a estimativa

T

JTE(u(t))dt < cJ Q(u(t))dt (1.31)

0 0

entdo a desigualdade de observabilidade (1.21]) € verdadeira.
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1.4 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta se¢ao, abordaremos conceitos pontuais e propriedades relevantes da teoria de semi-

grupo. Essas propriedades serao utilizada na prova do resultado de boa-colocagao local

da equaca .

Definigao 1.4.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia S(t) : X — X de operado-

res, com 0 <t < 0o, chama-se de semigrupo, quando satifaz:
1. S(0) =1, onde I: X — X € o operador identidade;
2. S(t+s) =S(t)S(s) para todo t,s > 0.

Definigao 1.4.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, S(t) : X = X, € forte-

mente continuo quando,

lim S(t)x =x, para todo x € X.

t—0t

Um semigrupo fortemente continuo é também chamado Cgy-semigrupo.

Definicao 1.4.3. O operador linear T : D(T) — X € gerador infinitesimal do semigrupo
S(t), se

t—0

D(T) = {x € X: lim &:_X existe}

S(t)x —
t—0 t dt

t=0
Teorema 1.4.1. Sejam S(t) e R(t) Cy-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, entao S(t) = R(t) para todo t < 0.

Demonstragao. Veja [38]. O

Teorema 1.4.2. Seja S(t) um Cy semigrupo, entao existem M > 1 e o« > 0 tais que
IS < Me™

para todo 0 < t < oo.

Demonstracao. Veja [38]. O
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Teorema 1.4.3. Seja S(t) um Cqy semigrupo e T seu gerador infinitesimal. Entao para

x € X, temos

t
J S(s)xds € D(T) (1.32)
0
e vale
t
T (J S(s)xds) = S(t)x — x. (1.33)
0
Demonstracao. Veja [38], Capitulo 1, Teorema 2.4. O

Definicao 1.4.4. Seja X um espago de Banach e seja X' o dual topdlogico. Um operador

linear T : D(T) — X € um operador dissipativo quando,
(Tx,x*) <0,
para todo x € X e para todo x* € X'.
Teorema 1.4.4. (Lumer-Phillips) Seja T : D(T) — X densamente definido em X.
i) SeT é dissipativo e existe Ag > 0 tal que a imagem de Ag1 — T € igual X, isto €,
R(A I —T) =X,
entao T € um gerador infinitesimal de um semigrupo decontracoes Coy em X.

it) Se T € um gerador infinitesimal de contragéoes Cy em X, entdo R(AI —T) = X para

todo A >0 e T € dissipativo. Além disso, para todo x € D(T) e todo x* € F(x),

Re(Tu,x*) < 0.

Corolario 1.4.1. Seja T um operadorlinear fechado densamente definido. Se T e seu
adjunto T* sao dissipativos, entao T € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cqy das

contragoes em X.

Dado x € X. Considere um problema de valor inicial (PVI) ndo-homogéneo

0w = Tu + f(t) (1.3

u(0) =x,

onde f: X x [0, T] — X é uma funcao e T : D(T) — X é um operador linear.
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Definigao 1.4.5. Considerando a fun¢ao f(t) = 0, temos que o problema (1.34) é cha-

mado problema de valor inicial homogéneo, isto €,

oou=Tu
(1.35)

u(0) =x.

Observagao 1.4.1. Sendo T um operador linear e gerador infinitesimal de um Cgp-
semigrupo dado por{S(t)}, tem-se que o problema de valor inicial homogéneo tem solucdo

dada por

u(t) = S(t)x, (1.36)
onde x € D(T) e a solugao satisfaz

ISl < [Ix[]. (1.37)

Observagao 1.4.2. Para obter solugoes mais regulares para o PVI (1.35)), basta tomar

dados iniciais mais requlares.

Teorema 1.4.5. Sejam T o gerador infinitesimal de um Co semigrupo S(t), £ € LY(0, T :
X) continua (0,T) e

v(t) = E S(t—1)f(t)dt, 0<t<T. (1.38)

O problema de valor inicial (1.34]) tem uma solugao w em (0,T), para cada x € D(T) se

uma das condicoes for satisfeita:
i) v(t) € continuamente diferencidvel em (0, T).
it) v(t) € D(T), para 0 <t < T e Tv(t) € continua em (0, T).
Demonstracao. Veja [38], Capitulo 4, Teorema 2.4. O

Teorema 1.4.6. Seja T o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t). Sef € LY(0,T:
X), entao o PVI (1.34) tem mo mdaximo uma solug¢ao. Além disso, se o PVI possuir

solucao, entao ela € dada por

u(t) =S(t)x + Jt S(t—1)f(T)dr. (1.39)
0

Demonstracao. Ver [3§], Corolario 2.2. O
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Capitulo 2

Continuacao unica para ZK

nao-linear n-dimensional

Neste capitulo, iremos estabelecer uma propriedade de continuacao tnica para a
equagao de Zakharov-Kuznetsov (ZK) nao-linear n—dimensional (I)), que serd fundamen-
tal para a obtencao do resultado principal do nosso trabalho. O que faremos aqui é
estender para o caso n—dimensional, n > 3, o resultado obtido por M. Panthee [37]
para a equagao ZK bidimensional. Tanto aqui como em Panthee [37], a técnica é uma
adaptacao do método introduzido por J. Bourgain em [3] para o estudo da referida propri-
edade em equacgoes dispersivas nao-lineares unidimensionais em que a ordem da derivada
mais alta da parte linear da equacao é pelo menos duas unidades a mais qua a da parte
nao-linear.

Considere o problema de valor inicial

0w+ 0y, Au+udy,, u=0emR"™ x I
(2.1)

u(X, O) = uO(X)7 em an

onde x = (xq,...,Xn) € a funcdo real u : R™ x I — R, tal que o intervalo I C R é
nao-degenerado, onde uy € H*(R™), com s > &. Sobre a boa-colocagao deste problema,
sugerimos a referéncia [19].

Seguindo de perto as idéias de J. Bourgain [3],e de M. Panthee [37], demonstraremos
que se 1 é uma solucao suficientemente suave da equagao com suporte compacto,
para todo t pertencente a um intervalo nao-degenerado, entao u deve ser identicamente

nula, ou seja, w = 0. Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema:

21
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Teorema 2.0.1. Consideremos uw = u(x,t) uma solugcao suficientemente suave para o

problema (2.1)) e seja I = [—T,T] um intervalo nao-degenerado. Se para algum B > 0,
supp u(t) C B:=[0,B] x --- x [0,B], Vtel (2.2)
entao uw = 0.

O argumento de prova sera por contradicao, isto é, iremos supor que a solucao u de
suporte compacto do PVI seja nao nula para algum t € I. Em seguida, observaremos
que pela formula de Duhamel: u é solucao da equacao se, e somente se, U é solucao
da equagao integral

ta
u(x, t;) = S(ta)u(ty) —J U(t; — 1)udy, u(T)dr, (2.3)

t

com ty,ty € I e {S(t)}5, € o grupo dado por
S(t)e(x) ={e"M'GN)}Y (x)

e P(A) é o polindémio dado por
PA) =N ) A
i=1

com A = (A,...,Ay) € R". Entao, é suficiente aplicar o argumento de contradigao sobre
a solugao da equacao integral (12.3]).
Como u(t) tem suporte compacto, entdao pelo Teorema de Paley-Wiener a transfor-

mada de Fourier de u admite uma extensao analitica em C™, ou seja,

— . . t . . _—
W)+ i0) = ePA+HIG (A + i) — J et OPATO) (1 W) (T)(A +io)dT.  (2.4)
0

Aplicando o médulo em ambos os lados da equagao (2.4) e fazendo algumas manipulagoes

algébricas, obteremos a seguinte desiguadade:

. . — N A ta L
e~ ReltPAHONE" Iy () (A + i0)] = [(t) ()] — uj et (W2 (1) (N)]dT

—[u(t) (A +10) —u(ts)(A)]

_|7\_21! JtQ et (= DPO+0) (12) (1) (A + i0) — (u2)(T)(A)|dT

=1—1I—1II,
(2.5)
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onde
= [G(t))(A)| — '7‘2—1’ J eHtmOPOi0) (12) (1) (\)|de
IT = [(ty) (A + i0) — u(ty) (NI,
I = @ J et (=P (12) (1) (A + i0) — (w2) (T)(N)|d, (2.6)

Nos pretenderemos obter o mesmo tipo de contradigao obtida na prova do Teorema 1.1 em
[37]. Desse modo é suficiente o lado direito da estimativa (2.5)), isto é, provar a seguinte

estimativa:

_IAll
[-II-1IITZe <. (2.7)
Assim, para obter a contradicao, e consequentemente, provar o Teorema [2.0.1], neces-
sitaremos que alguns resultados auxilidres. Na préxima secao iremos estabelecer esses

resultados.

2.1 Resultados preliminares para propriedade de con-
tinuacao tnica

Nesta secao, vamos estabelecer resultados preliminares necessarios para a prova do

Teorema Comecaremos defnindo alguns conceitos importantes.

Definigao 2.1.1. Seja u a solugao de (2.1). Para cada A € R™ denotaremos por U* uma
funcao real definida:

U*(A) = sup [u(t)(A)], (2.8)

tel

—

onde w(t) € a Transformada de Fourier da fun¢ao .
A partir da defnicao anterior, defniremos a seguinte funcao:

Definigao 2.1.2. Seja w a solugao de (2.1). Para cada N € R™ denotaremos por m(A)

uma fungao real definida:

m(A) = sup U*(A), (2.9)

)\/Ew)\

onde wy =N €R™: A=\, com i=1,2,...,n}
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Neste trabalho, seguiremos a mesma sequéncia de Lemas apresentada em [37], com o
objetivo de estender os resultados estabelecidos por M. Panthee para func¢oes m(A) com
A € R™. Em particular, comecaremos demonstrando que, se a solucao u do PVI
for suficientemente suave e tiver suporte compacto contido em B, a sua transformada de

—

Fourier u(t) : C™ — C, possui crescimento exponencial.

Lema 2.1.1. Seja uw = u(x,t) solugdo de (2.1), suficientemente suave. Se para algum
B >0,

supp u(t) C B, Vvt €1,
entao para todo A = (A1,...,An),0 = (01,...,0,) € R™ temos que

[u(t) (A + io)| < e<®lel,

onde ¢ € uma constante positiva.

Demonstracao. A demonstracao segue de maneira analoga aos casos undimensional e

bidimensional discutidos [3] e [37], respectivamente. De fato, para A, o € R™, tem-se

—

w(t)(A +io)| = J e—i(x~()\+ic))u(x’ t)dx
RTL

<J e u(x, t)|dx. (2.10)
B
Como u tem suporte compacto, entao pela desigualdade e Cauchy-Schawarz
(x - o) < [[x[[[|o]| < Bl|o].
Dai, sendo u é solucao de ([2.1)), segue de (2.10) e da ultima desigualdade que :
lu(t)(A +1i0)| < HuHLa(Rn)eB”G”
< oz rmye®]
< ecBliell, (2.11)
O

Sendo u uma solugao suficientemente suave para o PVI (2.1)), provaremos um resultado

que auxiliara na prova do Lema [2.1.3

Lema 2.1.2. Seja uw € C([-T,T] : H¥(R™)) para s > %, para n > 3, uma solugdo

suficientemente suave para (2.1) com supp u(t) C B para todo t € . Entdo, eziste uma

constante B > 0 tal que

m(A) < B

_ . 2.12
ST (2:12)
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Demonstracao. A demonstracao segue o mesmo roteiro do caso bidimensional, estabele-
cido em [37]. De fato, seja u solu¢ao para o PVI (2.1) com suporte compacto contido em

B. Entao, para todot €I e A € R™, temos:

—

u(t)(A)] =

J e 18y (x, t)dx
<l vlax
< [Bl[(t) [z gn), (2.13)

onde |B| é a medida do conjunto.

Como a equagao (2.1)) possui quantidades conservadas, em particular a energia:

() lz ) = [0}z mn)-
Entao,
Wt S 1. (2.14)
Consequentemente,
U(A) = sup u(t)(A)| < C. (2.15)

Por outro lado, pela boa colocagao do PVI ([2.1)), temos que:
||Dsu||L°°(I:L2(Rn)) < 0. (2.16)
Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.16)), obtemos:

IR (A)] = [Dsu(t) ()]

< |BID*u| oo (2 (gny) < Co. (2.17)
Portanto,

— C

u(t) (Al < IIMQIS' (2.18)

Como u € C([-T,T]: H*(R")) para s > ¥, para n > 3, vale :

_— Cs

u(t)(A)l < NS (2.19)
Assim, pelas estimativas (2.14) e (2.19)),
Cs
W< ————. 2.20
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Portanto, para A’ € R™ com [A;| > |A;| com i = 1,2,...n, implica que
LN = 1+ A
Logo,

Cy Cy
m(A) = sup U*(A) < < .
W)= sup WA < T S T e

(2.21)

O que prova o resultado. O

O lema a seguir é essencial para a demonstracao do Teorema [2.0.1} pois fornece uma
estimativa inferior para m(A). Em particular, mostraremos que:

m(A) > c(m*m)(A) + e_%,

onde ¢ ¢ uma constante positiva e Q um parémetro suficientemente grande. A demons-
tracao do lema seguira de perto a mesma sequéncia de argumentos usado na demonstragao

do Lema 1 em [3].

Lema 2.1.3. Seja w uma fungao de suporte compacto, onde u(t) # 0, para algum t € 1.
Existe uma constante ¢ > 0 tal que para qualquer Q suficientemente grande, existe A € R™
com ||A|| > 1, satisfazendo

ALl

m\) >e @, (2.22)

m(A) > c(m*m)(A). (2.23)

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradigao que uma das desigualdades ([2.22)) ou (2.23))
nao seja vélida para A € R™ com ||A|| > Ag, onde Ag > 1. Pelo Lema [2.1.2} temos que:

B
mA) < ——— 2.24
para todo A € R™, com s > 7. Assim, para [[A[| < Ag, temos que:
2Be 2(7\H0)\JUQ)
mA) < 2.95

para algum Q > 1. Observe que, se mostramos que a desigualdade ([2.25)) é vélida para
todo A € R™, obteremos a contradicao e consequentemente provaremos o Lema. Isso

ocorre, pois assumindo a validade da estimativa (2.25)), entao obteremos que:

B
— 2Be 22%+Q)

[u(t)(A) < m(A) < W

(2.26)
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Em seguida, usaremos a contrapositiva do Corolario com € satisfazendo:

Y
T2+ Q)

—

Assim, avaliando a u(t) na norma L!'(R™), obtemos:

r

||u(t)HL1(eEH?\Hd)\) = . |u(t)(}\)e€“7\”d7\

JRn
[ 2B ~ ot

< | 2B€ T Lelnigy

~ Jan TH A
[ 2B

< s 2.27
Jan T[N (2.27)

Como 2s > n, segue que u/(;) e L'(eclMIdA). Portanto, pelo Corolério , implicard
que u = 0, o que serd uma contradi¢ao, pois u(t) # 0, para algum t € 1.

Suponhamos por contradicao que nao seja valido para algum A € R™ com
IAl| > Ao, ou seja, existe um subconjunto A C R™ definido por

A

zBemwm}

A=<SAeR": A >
{ ™Y = T

Seja A € A tal que |[N]| = g\niE Al > Ag. Se (2.22) nao for vélida para A =N, entao
€

m\N)<e @. (2.28)

Multiplicando a estimativa (2.28)) por (2.24)), obtemos que:

IA/] B
MP<e @ ———. 2.29
[m( )] e 1+ ”}\/H45 ( )
Logo,
mV) < ——2 e 2B s (2.30)

) < —e
0 1_|_||)\/||2s )

—¢
/1 + ”7\/”45

o que é uma contradi¢ao, pois A’ € A. Agora, suponhamos que a desigualdade ([2.23]) nao

seja verdadeira para A = A’. Entao, para toda constante ¢ > 0, temos:

mA) <cmxm(N)

_ J m(A—N)mA)dA + J m(A — N)m(A)dA
W, we

=T 411, (2.31)
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onde,

c
1

I:J mA — A mA)dA e II::J mA — N m(A)da,
Wy

e o conjunto Wy é dado por:
Wi=AeR": A — A< ALLVKk=1,2,..n}N{A € R™: A| < ALL,Vk=1,2,...n}.

Para completar a demonstracao, é necessario analisar separadamente os termos I e II,
e como consequéncia, mostraremos que m(A’) satisfaz uma estimativa do tipo . O
que sera uma contradicao, pois A’ € A.

Comecemos pela analise do termo I. Suponha que A € W;. Nesse caso, valem as
seguintes desigualdades para todo k = 1,2, ..., n: Ay —AL| < [N e [A] < [AL]. Portanto,

pela equacao (2.25), conclui-se que:

(AL

9Be T @
miaA < ————— 2.32
c
2B 67%
A—N L : 2.
R N (2:33)

onde B e B; sdo constantes. Portanto, usando as estimativas (2.32)) e (2.34), podemos

estimatimar para I da seguinte maneira:

I< J m(A —A)m(A)dA
Wy

[A=A"]) ALl

J 2Bie 2Go+Q1  2Be 2(0+Q)
Slw TN =N T A

dA

A 1 1
< 2B{2Be 2020 +Q) . dA. 2.34
12Be 7 JWI ey R e YEE (2.54)

Dai, concluimos que:

] n
2B:ByKe 2+Q) 1 B,B,Kmz 20+ Q)
e J Y e A (2.35)
L[N Jw, T [[A[]PS 2t T [NV

Resta analisar II. Primeiramente, observemos que o complementar do conjunto Wy é

dado por:

W= {AeR™: A — ALl < AL Wk =1,2,... ) U € R™: Al < NLLVk = 1,2,...n)
= V1UV2.
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Desse modo, podemos escrever os conjunto V; e V, da seguinte maneira: V; = ViU (V1)¢

e Vo = ViU (VY€ onde V] é dado por
Vi={AeR™: A\ — Al > A, Vk=1,2,...n},
e o conjunto V3 ¢é dado por:
Vi ={AeR™: I\ = A, Vk =1,2,...n}.

Por outro lado, observamos que, pela prépria definicao, a funcao m(A) satisfaz a propri-
edade de monotonicidade quando definida sobre os conjuntos Vi e V3. Mais especifica-

mente,
mA-=AN)<m(A) e mA) <m(AN), (2.36)

para A € V] ou A € Vi, respectivamente. Desse modo, usando as estimativas em (2.36)),

II = m(A —A)m(A)dA
Jwe
= m(A —A)m(A)dA
JV1UVs
< mA —AN)m(A)dA + J m(A —A)m(A)dA
oy (Vheu(vh)e
< 2m(A) J m(A)dA + J m(A — A )m(A)dA
n (VHeu(vi)e
=: c2m(N) J m(A)dA + 111, (2.37)

onde

111 := J mA — A )m(A)dA.
(Vieu(vie

Observemos ainda que a expressao

c2m(N) J m(A)dA

n

podera ser acoplada ao lado esquerdo da estimativa . Portanto, para concluirmos a
demonstracao da desigualdade é suficiente estimar III da mesma forma que I.
Para isso, observemos primeiramente que os conjuntos(V1)¢ e (V3)¢ satisfaz as seguin-
tes propriedades: dado A € (V1)¢ existe um conjunto de indice nao vazio I C {1,2,...,n}
tal que
A — ALl <ALl para kel



Capitulo 2. Continuagao unica para ZK nao-linear n-dimensional 30

De forma andloga, para A € (V31)¢, existe um conjunto de indice nao vazioJ C {1,2,...,n},
tal que
Akl <AL, para keld.

Assim, a fungao m(A), quando definida sobre o conjunto A € (V1{)¢ U (V1)¢, satisfaz uma
estimativa andloga a dada por (2.25). Mais especificamente, a fun¢ao m(A) satisfaz as

seguintes estimativas. Para A € (V1)¢, vale:

PIE I

9B _ keJ kele
n 2(A0+Q)
m(A) < T — (2.38)
T+l T+ N ™)
ked keJe

Onde B3 é uma constante. De modo andlogo a ([2.38)), segue que m(A — A’') satisfaz:

S M-+ Y

on g kel kele
n 2(A0+Q)
mA — ) < 1€ — — (2.39)
LT+ A=) T+ )
kel kele

onde B, é uma constante. Agora, ao multiplicarmos a estimativa ([2.38]) pela estimativa

(12.39), obtemos:

VRS SRS S

A"B.B _ keleuge ked kel
n 2(A0+Q)
mA)mA — ) < LB — . (2.40)
[T+ A=) T @+l T+ )
kel kelcuJe ked

Para concluir a demonstracao ¢é suficiente provar que 111 satisfaz uma estimativa do tipo
(2.35)). Pela estimativa (2.40)), vemos que é suficiente mostrarmos que a seguinte desigual-
dade:

n
DD D =N =D N (2.41)
keleuge kel kel k=1
é valida para quaisquer subconjuntos de indices I, J C {1,2,...,n}. Dessa forma, obtere-

mos o resultado desejado.

Para verificar que a desigualdade ¢é verdadeira, dividiremos a demonstracao em
diferentes casos, observando que, independentemente dos conjuntos I e J, a desigualdade
se mantém.

1° caso: I =1J.
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Como ILJ C {1,2,...,n}, temos que I° = J¢. Portanto,

> oml=2Y W (242)

kelcude kele

Por outro lado, usando a desigualdade triangular em A} para todo k € IUJ, temos:
M < A = Al + A

Logo,

D D =N =D N (2.43)

kel kel kel
Assim, de e , garantimos que a desigualdade ¢é verdadeira.

2° caso: I #J,ondeICJoud C 1L

Primeiramente, consideremos o caso em que I C J. O caso contrario é analogo. Como
I e J sao finitos, podemos, sem perda de generalidade, supor que o conjunto J é igual
ao conjunto I acrescido de um elemento nao pertencente ao conjunto I. Especificamente,
assumiremos que J =T U{ko} € {1,2,...,n}, onde kg € J\ I. Assim, a expressao ([2.41)
pode ser escrita da seguinte maneira:

MRS WAES WEEEES s W[ NER Y] FSE

kelcuJe kel keJ kele kel

+ ) IN (2.44)

kelJe

Assim, como no 1° caso, usaremos a desigualdade triangular para obtermos:

D I+ = Al = Y AL (2.45)

kel kel

Por outro lado, o complementar do conjunto J é dado por:
J°=[TU{ko}) =T N{L,2,... ,nf\{ko} = I*\{ko}.

Como I = J\{ko}, temos que a andlise sobre A; com k € I¢ U J¢ é andloga ao 1° caso, ou

seja, vale:

D NI DY N = I +2 ) AL (2.46)

keJe kele keJe
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Além disso, como kg € I¢, temos que [\, — Ay | = [A | Portanto, utilizando (2.45) e
(2.46)) ganharemos a seguite a estimativa inferior para ([2.44)):

S ONIEY MY u>Z|A;<|+Z{|Ak|+|Ak— u} £ P )

kelcuJe kel kedJ kele kel
+ ) N
keJe
> 2N [ +2) NI+ D A
keJe kel
> NI+ I (247)
kele kel

O que prova (2.41)).
3 ° Caso: Os conjuntos de indices I, J C {1,2,...,n} sdo disjuntos, isto é, INJ = (.
Neste caso, procederemos da seguinte forma: Primeiramente, observamos que o con-

junto {1, 2, ..., n} pode ser decomposto da seguinte forma:
{1,2,....n}=TUI® e {1,2,...,n}=JUJ".

Como os complementares dos conjuntos de indices, I¢ e J¢, nao sao disjuntos, escreve-
remos cada um da seguinte forma: I¢ = JU (I°\J) e J¢ = TU (J°\I), onde estas uniodes sao
disjuntas. Assim, as somas dos termos |A,| sobre os conjuntos I¢ e J¢ podem ser expressas

da seguinte maneira:

S NI=S N+ Y N e Y MI=Y N+ S L (2.48)

kele kel kele\l kelJe kel keJe\l

Com base nessas igualdades, poderemos reescrever o lado direito da estimativa ([2.41])

conforme definicao dos conjuntos I¢ e J¢. Ao utilizar as igualdades dadas em (2.48)),

obteremos:
D M) NI+ =AU+ D A=) N+ ) A=Al
kel kele keld kelJe kel kelJ
O NI D NI Y N DN
kel kele\J kel keJe\l
(2.49)

Agora, podemos analisar o lado direito da igualdade (2.49)), ja que alguns somatérios estao

definidos sobre os mesmos conjuntos de indices. Primeiramente, observaremos que, para
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k € I, as normas de Ay satisfazem a desigualdade [Ay| > [Ay|. Assim, obteremos:
D A+ NI =2) I (2.50)
kel kel kel

Por outro lado, para k € J a norma de Ay —A), satisfaz a seguinte estimativa [A,—AL | = [AL].

Utilizando essa estimativa, obteremos:

> Me=NI+D INI=2) N (2.51)

ked keld kel

Portanto, a partir de (2.49), (2.50) e (2.51]), concluimos que a desigualdadade (2 é

valida.

4° Caso: Os conjutos de indices I, J C {1,2,...,n} satisfazem: INJ # (), mas I ¢ J
ed gZ L

Nesse caso, iremos proceder maneira semelhante ao 3° caso. Especificamente, escreve-

remos os conjuntos I e J da segunte maneira:
=M\INJ)JUu(Ind) e I=UN\INJ)u ((INJ), (2.52)

onde essas unioes sao disjuntas. A partir das defini¢coes dos conjuntos J e I, escreveremos

o0s seus respectivos complementares da seguinte forma:
I =[IN\NINIHUPTNININT))] e I =I\INI)]UIN\NI\NINI))]. (2.53)

Com base nas igualdades (2.52)) e (2.53]), poderemos escrever o lado direito da estima-
tiva (2.41)), o que nos permitird uma analise semelhante a realizada 3° caso. Precisamente,

poderemos expressar o lado direito de (2.41)) desse modo:

DS NI DY NIEDY =Nl = ) N+ D> =AY

kel kele keJe ked kel (INT) keI\ (INJ)
+ ) A+ Y A Y A Y X
ke (InJ) keI\ (INJ) keJC\(I\(IﬂJ)) kel\ (INJ)
+> N D =N (2.54)
kGIC\(J\(IﬂJ)) ke (INg)

Assim, como no 3° caso, o lado direito da igualdade (2.54)) estd expressado de forma
que poderemos agrupar os somatorios dois a dois para estabelecer uma estimativa inferior,
provando assim a estimativa ([2.41]). Isso é possivel porque esses somatorios estao definidos

sobre os mesmo conjuntos de indices.
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Comecaremos analisando os somatorios que estao defnidos sobre o conjunto I\(INJ).
Notemos que, a desigualdade [Ax| > |AL| é verdadeira para todo k € IN(INJ). Dali,
obteremos que:

o+ ) Nd=2 > N (2.55)

kel (INT) kel\ (INJ) kel (INJ)

Analogamente, a desigualdade [Ax| > |A,] é vélida para todo k € J\(IUJ). Assim,

poderemos estimar os somatérios definidos sobre o conjunto J\ (I U J):
D M=+ D> =2 Y N (2.56)
ke\ (INJ) keI\ (INJ) ke\ (INJ)
Finalmente, nos resta analisar os somadtorios que estao definidos sobre o conjunto (INJ).
Utilizando a desigualdade trinagular, obtremos:

DI S EE Y N = Y (2.57)
)

ke(InJ ke(INJ) ke (INJ)

Portanto, utilizando as estimativas (2.56)), (2.55)) e (2.57)), concluimos a demonstragao da

estimativa ([2.41]), sob as hipéteses assumidas para os conjuntos I e J no caso 3¢ .

Assim, a partir das andlises realizadas anteriormente, concluimos que a estimativa
é verdadeira, permitindo estimatimar superiormente III.

De fato, utilizando a estimativa , obtemos uma estimativa superior para a ex-
pressao no lado direito de (2.40), consequentemente o produto m(A)m(A — A’) pode ser

estimado superiormente:

A
4”133]346 2(A0+Q)

mA)mA —A) < . (2.58)
TTO+mMe=n) TT @+l T+ ™)
kel keleuge kel
Consequentemente, III pode ser estimado superiormente como a seguir:
1T < c4™B,Bye 2 J ! dA
1
vheoevpe [T+ M=) TT @+ AP T+ M)
kel keleuge kel
(2.59)
Argumentando de maneira similar a ([2.35]), obteremos que:
n S .54
T2 4ntB4€ 2(A0+Q)
I < c— 2.60
SO 1 v (200
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Portanto, de (2.60]) concluimos que

1
11 < m(N)J S, | N §§
rn 1+ [|A[?

n S .54

T2 4“321316 2(Ao+Q)
< c—m(N B 2.61
~ 27 ( ) + 3 1 + H}\/H2S ( )

Assim, escolhendo ¢ > suficientemente pequeno, segue por (2.61)) e ([2.35),
2367%

m(N _— 2.62

O que é uma contradi¢do, pois A € A. Assim, a desigualdade (2.25) é verdadeira para
todo A € R™. Com isso, obtemos o resultado desejado e consequentemente podemos usar
o Corolario [1.2.1] para obtermos a contradigao. Com isso, concluimos a demonstragao do

resultado.

]

A desigualdade (2.22)), no Lema[2.1.3] estabelece uma estimativa inferior para a funcao
m(A). Para prosseguirmos com o argumento por contradicdo, é necessario estabelecer

resultados que assegurem a validade da seguinte estimativa:
[—1II—1III =2 m(A),

onde I, —IT e — III estao definidos em (2.6). Para tanto, vamos estabelecer alguns resul-
tados que garantam a estimativa mencionada. As hipdteses do Teorema [2.0.1] asseguram
que a Transformada de Fourier da solucao de (2.1)), a fungao @(A + i0) é uma fungao

inteira. Portanto, pela desigualdade do valor médio, temos:

— — —

[u(t)(A +io) —u(t)(A)] < [V(u(t)(o)llol.
Assim, é suficiente demonstrar que a seguinte estimativa é valida:
IV(u(t)(o)llo] S m(A).

Inspirado nas ideias de Bourgain em [3] e Panthee em [37], vamos estabelecer algumas

estimativas necessarias para avaliar |V (u(t)(-)].
Lema 2.1.4. Seja @ : C™ — C satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Para todo A\, 0 € R™ wale:
(A +1i0)| < ecllel®, (2.63)
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2. As secoes de @, isto €, as funcgoes @5 : C — C dadas por
(pj(Aj"—iO'j):(P(Zl,...7)\j—|—‘i,0'j,...,Zn), (264)

sao limitadas e integraveis nos eixo real.

Entao, para (A1,...,An) € R™, com Ay, ..., An positivo, tem-se:
900, Al S B sup o) |1-+106 (sup loV))] . (269
A ewy A ewy

Demonstracao. O resultado aqui apresentado é uma extesao do Lema 2.5 de [37] a di-

mensao n > 2. Aplicando o Lema a cada fungdo ¢; definida em ([2.64)), tem-se

0;(A)[ B sup [9(A;)] |1+1log | sup |p(A))] (2.66)
A 122 A=A

para cada j = 1,...n. Como
V(po\la"'?)\n) = ((pll()\l)>7(pjn(7\n))a (267)

segue de (2.64) que

IV(Ar,.... )| <B max < B sup |@(\)| [1+1log | sup |@(A))
SIS iz A/ 2A;

<B sup lo(N) {1 T log ( sup \cpmr)} , (2.68)

ANewy ANewy

o que é o resultado. n

Para estabelecer o proximo resultado, iremos considerar ¢ : C* — C satisfazendo as

hipoteses do Lema [2.1.4

Corolario 2.1.1. Para A, Mg, ..., An € RT considere o conjunto wy = {A € R™ : |Ay| >

Av,onde k=1,2,...,n}. Seja N +ioc= (A, +1i0y,...,A +io,) € C™ tal que:

1
lo| < B7L|1+log sup |@N)|| . (2.69)
N Eews
Entao
sup [@(A 4 10)] < 2™ sup [@(A)] (2.70)
ANewy News
e

log sup [@(A)]

}\’ij\

sup |[Vo(AN +1i0)| < B sup I(p(A’)I[l—i-

)\’GU.);\ )\’ij\

]. (2.71)
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Demonstragao. Inicialmente, mostraremos a estimativa (2.70]). De fato, seja N’ +i0 € C™,
onde N +1io0 = (A} +i0y,...,A, +1i0y,). Para cada j € {1,2,...,n}, defina

@; :C— C, onde @j(Aj+10j5) = @(A1 +ioq,...,Aj+ioy, ..., Ay +i0y).
Observe que @; satisfaz as hipéteses do Lema |1.3.1} entao para A; € R, temos

sup | (A +105)] <2 sup [@;(A). (2.72)
[AS1ZA [ALIZA;
para todo 1 < j < n, ou seja,
sup [@(Ar +ioq, ..., Ay +i0y, ..., Ay Fion)[ <2 sup [@5(A +i0q, .. Ay, . A +iom)l.
\M\Zi\j \7\§|>7\j
(2.73)
Dai, assumindo qua desigualdade (2.73) para j = 1, e aplicando o supremo para
As| = Ay, temos que:
sup  sup |@(A] +101,As +i0g,...,2)[ <2 sup sup [@(A], Ay +ioy, ..., 2
IAGIZAz A=A AL1ZAz2 M1 =A1

<2% sup sup @A, Ag,...,2)|  (2.74)

IAL1ZA2 [A][>A1

onde z = (A +1i0,...,N, +1i0y,). Repetindo o argumento, isto é, aplicando o supremo

em ([2.74) para |\ > 7\)-, com j = 3,4,...,n, obtemos que:

sup [@(N +i0)| < 2" sup [@(N)] (2.75)
NMews Newsy

Provaremos agora a desigualdade ([2.71]).
Definindo a funcao ¢(z) = @(z+1i0), temos, que @ é uma fungao inteira e, por (2.70)),

temos:

[@(z+10)| =le(A+i(o+ o))
< eclB||cr’+crH
< ec1Blle’ll (2.76)

A estimativa (2.76) nos diz que @ satisfaz a condigao (2.63) do Lema Consequen-

temente,

IVo(z)[| $B sup [@(N)I[1+[log sup [§(A)[]. (2.77)

AN eEwy Aewy



Capitulo 2. Continuagao unica para ZK nao-linear n-dimensional 38

para todo A = (Aq,...,An) tal que A; > 0,j € {1,2,...,n}. Dai, pela definigao de ¢ e por
@2.70),

IVo(A+1i0)|| < B sup |@(A +1i0) {1—# log sup |(p(7\'+i0)|] (2.78)
AEwy AEewy
< B2™ sup (N [1—}- log 2™ sup |(p(7\’)|H
ANEwx ANEwx
< B sup [\ {1+n10g2—|— log sup |(p(7\’)|H (2.79)
A eEwy AN Ewx
< B sup |p(A)] [14——# log sup |(p(7\')|H . (2.80)
A ewy Aewy

Portanto, aplicando o supremo sobre a desigualdade (2.78) para A’ € w,, segue o resul-
tado. O

—

Lema 2.1.5. Sejat € I e considere @(z) =u(t)(z), o como no Coroldrio (2.1.1)). Entdo
para |0’| < |ol, vale que

IVoA =N +1i0”)|| < Blm(A) +m(A — A1+ |log m(A)]). (2.81)

Demonstra¢ao. Comecemos primeiro definido, a partir de ¢, a funcao

~ —_

¢(z) = p(z+10’) =u(t)(z +1i0').

Entao, pela definicao de supremo, temos que:

VoA =N +1i0")|| < sup [|[Ve((A)]. (2.82)
AeCn
Dados A = (Aq,...,An), N = (A,...,A), vetores em R™, consideremos, para cada j =

1,...,n Ay =min{A\j], [\ — Af| 1§ = 1,2,.n.}, Entdo,

Vo —N +i0)| < sup [VolN +io)| = sup [VOA)).  (2:89)
)\’G(U;\ A’ew;\
Dai, como ||o’|| < ||o|| e o satisfaz (2.69)), segue da estimativa (2.65) do Corolario

que

VoA —AL+i0)]| S B sup [o(A)] |1+ flogl sup |<p(A’mu
A’ew;\ A'G(U;\
< m(A) |1+ [log[ sup @A)l ] . (2.84)
)\’ew;\
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Por fim, notemos que

mA) <m(A) +m(A—A"). (2.85)
Consequentemente, por (12.84)) temos:
Ve (A —AL+10)|| < Bm(A) [1 + logmA)]. (2.86)

O que prova o resultado.

2.2 Demonstracao do Teorema 2.0.1

A demonstragao do Teorema [2.0.1] seguird a abordagem delineada na introducao deste
capitulo, utilizando os resultados apresentados na Secao [2.1
Suponha por contradicao que u satisfaz mas que exista t € I tal que u(t) # 0.
Como u satisfaz , temos para tq,t; € I, que

U(X, tg) = u(tg — tl)U(tl) — ‘[tZ U(tQ — T)u . axlu, dr. (287)

t
Aplicando a transformada de Fourier a equagao ([2.87)), chegamos a equagao

— 3 — 1 t2 A —
u(ty)(A) = e (1) (A) — %J etPMta=s)y2(¢,)(A)ds. (2.88)

t
onde A =(&;,..., &) ERY PN =&34+ > 1 ,&&l e At=1t, — 1.
Podemos reescrever ([2.88) como

— — 15,1 J~t2

u(ty)(A) = ePVA [u(tl)(%) - eipm“l‘s)m(x)ds] . (2.89)

t

Fazendo a mudanca de varidvel T =s —t; em (2.89)), temos :

o o 15’ At e
u(ts)(A) = ePMA {u(tl)(x) - 71J e TPMu2(t, + T)(?\)d’c] : (2.90)

0
Por hipétese u tem suporte compacto. Entao, pelo Teorema de Paley-Wiener (Teorema
1.2.1)), U tem uma extensdo inteira, ou seja, uma extensao analitica em C™, e, partir (2.90))

podemos escrever:

W) (A + o) = ePrioat {u/(a)()\ Tig) — @

At o —
J e—TP()\-O-lO')uZ(tl + 1) (A +1i0) dT] ,
0

(2.91)
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onde 0 = (0y,...,0,) € R™ e 0 polindémio P agora é dado por
P(A+io0) = (51+i01)3+Z(£1+i01)(cik+icrk)2 (2.92)
k=2
=&} +3i&jo, — 38,05 —io}
+ ) (E1E] 4288 0ui — 018y + 016} — 280001 — i0107) (2.93)
k=2
= &) — 38107 + ) _(£4&} — 0pE1 — 26, 0%.01) (2.94)
k=2
+i(38]01 — 0 + ) (28810k + 01} — 010%)) (2.95)
k=2
= P1(7\, 0—) + IPQ(}\, 0). (296)

Como u satisfaz o Lema obtemos daquele lema aplicado a identidade (2.91)), a

seguinte identidade:

) - At S
eCBllollgAtP2(A0) w(t)(A +1io)| — % J e*TP2U\7‘73|U,(t1 +1)(A +1io)|dT.
0

Escolhamos A € R™ tal que
IEIl ~ max{|&x|:k=1,....n}>1e & >0parak=2,... n.

Vamos escolher 0 = o(A) € R™ satisfazendo:

)
0|0 ~ max{loy|:k=1,... n} <1

Atoy <0, parak =1,...,n,

kﬁ<|(¥k|eﬁ<|(¥k|, para k=1,...,n.

Com estas escolhas, temos que
AtP, (A, 0) < AtPy(A, 0),

onde

Po(A,0) =3E101 + 281 ) Exon+01 ) &L
k=2

k=2

Consequentementa, podemos inferir de (2.92)) e (2.101))

~ — At ~ —
AP0 2 i) A+ i) — [P o)A+ ol
0

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)
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Com as escolhas (2.98)) e (2.99)), temos:

AtP,y(A, 0) = At (35101 +281 ) Eon o1 ) ai)
k=2 k=2

= —3&}Atoy| -2 ) Ei&dAto] - ) &
k=2 k=2

= —|At] <3E%|01| +2 Z E1&xllo] + Z £2>
K—2 k=2

= —|Atlq(M, o), (2.103)

onde q(A, 0) = 3&2|oy| + ZZ &1 Exllow] + Z Ex
Além disso, se At > 0 segue de O'k > Oparak =1,2...,n, e consequentemente,
|At]

At - -
J eP2 N2ty + T)(A + i0)|dT = J e TN 2(t, 1) (A +io)dT.  (2.104)
0 0

Ja quando At < 0, temos por (2.99) que o, > 0 para k =1,2...,n, e consequentemente,

At

At -
J e MO2(t, 1 1) (A + io)|dT = J er(3tror20 T ot &) o 1) (A + io)ld.
0 0

(2.105)

Agora fazendo a mudanca de variavel T — —1 em ([2.105)), temos:

At - —
J eTPz(?\,GJ|u2(tl +T)(A+1io)|dTt =
0

—At .
_ r 671(38101+2£1 YR, Exox+o1E}) u2(t; + 1)(A +io)dT
JO
r—At e
_ 671(351 014281 Y is Exor+01E7) |u2(t1 T T) (7\ + 10')|dT
JO
rlAt]
=— e "IN 2 (g, + 1)(A + io)ldT. (2.106)
JOo

Portanto, de (2.105]) e (2.106)) deduzimos que

[At] —
J e TN 2t + ) (A +i0)ldT|.  (2.107)

At
J e™P2(A0) IuQ( 1+ T)(A+1io)|dT| =
0

0

Consequentemente, de (2.102)), (2.103)) e (2.107) concluimos que

_ At .
eAtaNe) > 14t ) (A + i0)| — % J e T2 (t, + 1)(A + io)|dT. (2.108)
0
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Consideremos, sem perda de generalidade, o caso At > 0. Neste caso, inferimos da

estimativa (2.108)) que

- At J—
e 2 a0 — S [ e at ol o )ide
0

— —

— [u(t) (A +10) —u(t)(A)]

|At] — Y7
- %J e TN 2[4 1) (A +iE) —ul(t, + T)(A)dT
0

=1 — 11— IIL (2.109)

Vamos analisar separadamente I, II e III. Primeiramente, vamos exibir uma estimativa

por baixo para I. Observemos que pela definicao de m(A) e U*(A) existe A € w, tal que

m(A) = U*(A).

Como U*(A) < m(A) < m(A), obteremos que
U*(A) = m(A).

Por outro lado, pelo Lema [2.1.2

—— B

HA) < mA) < ————— todo t € [0, TJ.
O] < M) < - para todo te [0.T)

Dai, se aplicarmos o limite quando ||A|| — oo, obteremos que

—_

lim  u(t)(A)] = 0.

[|A]J——00

—

Assim, como a aplicacdo t — [u(t) é continua, existe t; € I tal que

—

[u(t)(A)] = U (A).
Portanto, pelo Lema concluiimos que pode-se escolher A € R™ com |A| suficiente-
mente grande e algum t; € I, satisfazendo:

Al

() (M) = U*(A) = m(A) > c(m+m)(A) +e @, (2.110)
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Com as observacoes acima

|&4] At v
I=mA) — —J e "IN 2(ty + T)(A)|dT

|At] — _—
> min) = S [ e ) )] « s+
0
[ A
> m(A) — T(U* * U*)(?\)J e TaNo)qr
0
[N A
> m(A) — T(m x m)(A) J e TaNo) g
0
1€, 1 — e~ 1Atlq(A,0)
> mA) — g mm)(A)
&4 1
> min) = Sl m) (2111)
Como
q(A, o) =3&o1| +2 ) Li&llowl+ ) & > 208807,
k=2 k=2
segue que
&1 &4
< . 2.112
q(A,0) ~ 2[E1&0] ( )
Pela estimativa (2.111)),(2.112) e Lema (Estimativa (2.23))), obteremos que:
& 1 m(A)
> - = . .
I>m(A) 5 (m*m)(A)qU\’ 5> 2 (2.113)

Agora, estimaremos II. Por (2.110)),

W(t)(A)] = sup U*(V) =m(A).

A Ewy

—_—

Como a funcao u(t;)(-) é inteira, deduzimos da desigualdade do valor médio que

11 = [u(t) (A + o) — w(t) A < sup [Vu(t)) (A + io)ll|o]. (2.114)

AEW)

Dai, escolhendo o como no Corolario [2.1.1], chegamos a estimativa

11 < B0 (m(A)(1 + | log(mA)]] < % (2.115)

Para finalizar, nos resta estimar III. Primeiro, pelo Lema[2.1.5]e Lema[2.1.3]e 0 como
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no Corolario [2.1.1] temos:

— —

u?(t; + s)(A +1io) —u?(ty + s)(A)|

J wlty + )N —A+io)u(ty +s)(V) — J u(ty + )N = Ault, +s)(V)dN

<|. u(ty + )N = A+ i0) —ult; + )N — Nllults + ) (V)| dN
< ”Rn olIVults + )N — A+ i) [ult, + s)(V)|dN

< hRn ol Vu(t; + ) (A — A + i) m (A ) dN

< hRn MmA) +m(A —A)m(A)dN’

< com(A) + (m o+ m)(A)

< (er +cHm(A). (2.116)

Assim, procedendo como na obtencao (2.111]), temos que:

&l 1 Al o)
I = 7(C+C1 Jm(A) e~ T4N0) g
0
1€ 1 1 — e~ Atla(A0) 1
S letami < cm). 2.117
2 ( v )m) 2/&1&209| 5 (A) ( )

Assim, por (2.109), (2.111)), (2.115) e (2.117), junto com a estimativa (2.22)) no Lema
[2.13], temos

o 1Atlao) mg‘) _ 2“15(7‘) . mg‘) > e (2.118)

Sabemos das escolhas que |E10%| > 1, parak =1,...,n. Dal,

e~ AtaNo) _ o= At(3EF0u[+2 [y ErEillon+ X, E2)

< e 18t(E+ i 1Edl) — oAU (2.119)

Consequentemente, de (2.118]) e (2.119)), Obtemos

—IIAl

e-1atInl > =61 (2.120)

o que é um absurdo, para Q grande tal que |At| > c%, e |A|| suficientemente grande.



Capitulo 3

Estabilizacao para equacao ZK com

Termo de Amortecimento

Neste capitulo, estudaremos o problema de estabilizacao da equacao de Zakharov-
Kuznetsov em um dominio limitado O C R™. Especificamente, buscaremos estabelecer
um resultado andlogo ao Teorema [1.3.1] Para isso, utilizaremos a teoria de estabilizagao
delineada na Segao [1.3

Na Secao [1.3] em particular na Definicao [1.3.1], observamos que o problema de valor
inicial (PVI) associado & equagao de Zakharov-Kuznetsov é exponencialmente estabilizavel
(ou seja, possui Decaimento Exponencial) se existir um feedback K tal que o operador TK
seja exponencialmente estabilizavel, onde Tu = —0, Au. Neste estudo, consideraremos o
seguinte feedback: uma funcao a = a(x) € L*°(Q), tal que a(x) > ag > 0 para todo x €
['“, onde I é um subconjunto compacto de 3, conhecido como Termo de Amortecimento.

Dessa forma, formularemos o problema de valor inicial

.
0w+ 0y, Au+udy,u+ax)u=0em Q x (0,T),

u(xl,...,xi,xn,t)| :u(xl,...,xi,...,xn,t)| — =0 i=1,...,n,

Xi:[)

Ox W(X1, .oy X,y - ,xn,t)‘

\ u(x,0) =up(x) em Q,
onde (x,t) € Q x [0,T], u: Q x [0,T] — R é uma funcao real.

Considerando o mesmo termo de amortecimento a(x) e as mesmas condicoes de con-
torno do PVI , podemos estabelecer um resultado de estabilizacao para a equacao de
Zakharov-Kuznetsov linear, definida em dominios limitados. Assim, analisaremos o PVI

associado a equacgao de Zakharov-Kuznetsov, que é dado por:

45
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otu+ 0y, Au+a(x)u=0em Q x (0,T),

u(xl,...,xi,...,xn,t)‘xizo:u(xl,...,xi,...,xn,t)‘ =0,1=1,...,n

Xi:L

6xiu(x1,...,xi,...,xn,t)‘ =0,i=1,....n

X1:L

u(x,0) =up(x), em Q.

\
Aqui, provaremos que a energia associada ao PVI e ao PVI decai expo-
nencialmente. Para estabelecer esses resultados, utilizaremos a Teoria de FEstabilizacao,
conforme enunciada na Secao[1.3] Especificamente, nas Secoes [3.1| e desenvolveremos
os elementos necessarios para demonstrar os resultados de estabilizacao para as versoes

nao linear e linear da equagao ZK, considerando a presenca do termo de amortecimento.

3.1 Resultados Preliminares para ZK nao-linear

Nesta secao, enunciaremos alguns resultados necessarios para aplicacao da Teoria de
Estabilizacao. Como discutido na Sec¢ao (1.3, o método tem como resultado principal a
desigualdade de observabilidade. A demonstracao dessa desigualdade para o PVI
utiliza, como ponto central, o resultado de continuacao unica provado na Secao [2.1] Teo-

rema [0.0.2] Portanto, para algum & > 0, consideraremos

zzﬁ(é,L—s)

i=0
de tal forma que I' C Z, mantendo a validade do resultado de continuacao tnica. Em
seguida, estabeleceremos outros resultados, seguindo a mesma sequéncia apresentada na
Secao

Dada u solucao do problema de valor inicial , definamos

n L n
Qu(t)) = H J Z[axiu(o,x, )12 dx; +J 2a(x)u?dx, (3.3)
j=2 70 i=1 Q
onde X = (X1,X2,...,Xn) € Q e X = (x2,X3,...,Xn). A energia E(u), associada ao PVI
(3.1]), definida por
E(u(t)) :J u?dx. (3.4)
Q

O Lema seguinte afirma que ela é decrescente.
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Lema 3.1.1. A energia E(u) assoiada ao PVI (3.1)) é decrescente.
Demonstragao. De fato, Multiplicando a equagao (3.1) por u e integrando em Q, obtemos:

0= J uo dx + J U0y, Audx + J u26xludx + J a(x)u?dx =TI+ I+ III+1V.
Q Q Q Q
(3.5)

onde,
I:= J uddx, II:= J udy, Audx, III:= J u?d, udx e IV := J a(x)u®>.  (3.6)
ol 0 0 o

Analisaremos separadamente I, IT, ITT e IV. Usando a integracao por partes e as condigoes

de bordo do PVI (3.1)), obteremos:

IT = J udy, Audx = —J Z Oy, U0y, Oy, udx
Q Q=

i=1

_ % HJ 3 (0, w?(0, %, t)dx;. (3.7)

Também vale que:

L
J dx, (W) (x1,%, t)dxl] dx; (3.8)

1 n L n
= 51_” > {u2(l_,x,t) —uQ(O,x,t)] dx; = 0. (3.9)
j=2 70 i=1
Finalmente,
1 1d 1d
I:J uo udx:—J 0 (u2)dx:——J u?dx = = —E(u(t)). 3.10
o 2] " 2dt |, 2 dt (3.10)
Portanto, segue de (3.5)), (3.7),(3.8) e (3.10)
%E(u(t)) = —2IT — 2I1T — 2IV = —Q(u(t)) < 0. (3.11)
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Para obter a desigualdade de observabilidade para o PVI , usaremos argumento de
compacidade( Teorema de Compacidade de Aubin-Lions) e um resultado de continuagao
unica(Teorema [2.0.1)). Antes disso, mostraremos que a solu¢ao do PVI ¢ limitada
em L2(0,T: HY(Q)).

Lema 3.1.2. Seja uy € L2(Q). Entdo existem C = C(L,T) e C; = C(L,T,$), tal que a
solucao w para (3.1) satisfaz

Hu”%Q(O,T:Hl(Q)) < CLE(1(0)) + Cy(8)TE(ug)®™ 4 C(e) TE(w(0)) 25834, (3.12)

N
onde 0 < Wy <1, comj=1,...,N sao constantes satisfazendo Z b = 1.

j=1
Demonstra¢ao. Com efeito, ao multiplicarmos a equagao associada ao PVI (3.1]) por xju,

e em seguida integrarmos em Q x [0, T], obteremos que:
.

T T
J J x;uwo udxdt + J J X1U0, Audxdt + J
Q Q

J x1u?0,, udxdt
0 0 0 Ja

+ JT J xjua(x)udxdt = 0. (3.13)
Q

0

Integrando por partes e usando as condigoes de bordo, obtemos

T 1 (T
J J xluatudxdtz—J J x10¢(u?)dxdt
0 Ja 2J)oJa

_1J
=5,

L, 1 9 1.1 9
= §HX1 u(T)||L2(Q) - §||X1 uOHLQ(Q)7 (3.14)

.
X1 J 0¢(u?)dtdx
0

T T n
J J X1udy, Audxdt = —J J D X105,udy, Oy, udxdt
0Ja 0Jo i,

1 n
— 0y, (05, u)?dxdt
5 L JQ le (05, u)*dxd

T n
J X10x, (05, 1) dxl] dx;dt

:%JTf[JLUTia W dxl}dx)dt— J Li J2dxdt,

i=0

(3.15)
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T LT L
J J x1u?0,, udxdt = gj J “ xlaxl(ug)dxl] dxdt
0 Ja 0o Ja Lo

1T L
= ——J J U u3dx1] dxdt
3 0JQO 0

.
:——J J udxdt. (3.16)
3 0JO

Substituindo (3.14) e (3.15) em ([3.13]), obtemos:

1, 1 1 — 1, 1
§HX12U(T)H%2(Q)+§ Z ”axiuH%Q(O,T:LQ(Q)) = §”X12u0H2L2(Q)+
i—2

LT T
gj HUH?_;:.(Q))—J' J a(x)u?dx. (3.17)
o

0 0

Para concluir a demonstracao do Lema, precisaremos estimar a solu¢ao u na norma
LY(0,T : L3(Q)). Para alcancar esse objetivo, aplicaremos uma versao da imersao de
Sobolev. Mais especificamente, utilizaremos o Teorema [1.1.4 Para isso, faremos as

seguintes escolhas no contexto do Teorema [1.1.4}

=0, 04=1 =0, paraj=2,3,...,N
p;=2 j=1,2...,N.

A partir destas escolhas, poderemos estimar a norma de u em L3(Q) da seguinte maneira:

N
[u(®)llesa) < ClRwwt2 o) [ T g, (3.18)
j=2

Agora, usando a Desigualdade de Young (Teorema [1.1.2)) no lado direito da estimativa

(3.18)), obteremos:

1 3 3
() [[Ps 0y < CllOxwlf o) ) 1757 HHu ] e

N
., cle) 61,
< €0, ull2 (o) llul®) 1152, t oo [TIwwiss,
j=3
c(8) cle) T
6 .
< 8|9y, ullf2 () + S I (D35, + —ZHHu(t)HL*;;Q). (3.19)

Como a energia E(u) é decrescente, isto é, E(u(t)) < E(u(0)), poderemos estimar, fi-
nalmente, estimar a solucdo u na norma L'(0,T : L3(Q)). Especificamente, a seguinte

estimativa é valida:

(7 5
3| (st < Z10 1O raz(c

0 C(9) C(e)
6e? 6C2

+ T—"E(u(0))%"2 4+ T——E(u(0)) X3 (3.20)



Capitulo 3. Estabilizagao para equacao ZK com Termo de Amortecimento50

: < - 5 2
Para concluir a demonstragao ¢ necessdrio acoplar o termo £|[0x, u(t)||{2(o1.12(q)) @0

lado esquer da igualdade (3.17). Para isso, escolheremos & na desigualdade de Young

satisfazendo: & < 3. Em seguida, aplicando a estimativa (3.20) em (3.17)),

L
w20 1H Q) < §E(u0)+
C(5)

6¢2

Cle)

T
6C2

E(u(0))2 4+ T E(u(0))Zi=s3w (3.21)

O que prova o resultado. O

Como discutido na Secao obter uma desigualdade de observabilidade é uma tarefa
delicada. Portanto, seguindo a abordagem adotada no Lema [1.3.1] estabeleceremos o

seguinte resultado.

Lema 3.1.3. Seja u solugdo de (3.1)), entao
.

1 T
E(u(O))gfj E(u(t))dt—i—J Q(u(t))dt. (3.22)
0 0

Demonstra¢ao. Apds multiplicarmos o PVI (3.1)) por (T—t)u e integrarmos em Q x [0, T],

chegaremos a igualdade:

T T T
J J (T —t)ududxdt + J J (T — t)udy, Audxdt + J
Q Q

0 0 0

J (T — t)u?d,, udxdt
Q

.
+J J (T—t)a(x)udxdt = 0. (3.23)
o

0

Integrando ([3.23) por partes e usando as condigdes de bordo, obtemos:

1 (T T
—TJ uQ(X,O)dx—i——J J quxdt+J J (T —t)a(x)u?dxdt
Q 2)o Ja 0 Ja

+, JT ﬁ JL(T —1) i(axlaxiu(o, %, t))2dx;dt = 0. (3.24)

2
0 j—2J0 i=1

Portanto, segue o resultado. [

Como a estimativa (3.22)) é verdadeira, obteremos a degualdade de observabilidade
para o PVI (3.1]), se provarmos o seguinte resultados.

Lema 3.1.4. Seja Q(u(t)) definido em (3.3)). Entdo para todo T,R > 0 eziste uma
constante C = C(R, T) > 0 tal que

T

.
J E(u(t))dt < CJ Q(u(t))dt, (3.25)

0 0

para toda solugao de (3.1) com ||up||r2(q) < R.
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Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradigao, que a desigualdade ([3.25)) nao seja verda-
deira. Isto é, para cada n € N existe u, € L*(0,T : L2(Q)) N L2(0,T : HY(Q)) tal que
lun(+,0)|l2(a) < R e satisfazendo

T

||un||L2(0’T:L2(Q)) > HJ Q(U(t))dt (326)
0
Como |[un(-,0)|[r2(q) < R, pela estimativa (3.12)) temos que |[un|r2(01:12(0)) < C.
Aplicando o limite na estimativa (3.26)), quando n — oo, obteremos que:
T
J Q(un(t))dt — 0, quando mn — oo. (3.27)
0
Defina as sequéncias (An),5; € (Va)n>1, dadas por:
Un
A= [unllzoT:12(Q) € Vn = P
n
respectivamente. Entao, pela prépria definicao da sequéncia (v )n>1,
[Vnllezo iz =1 (3.28)

Agora, como |[un(+,0)|l2(0) < R. Entao, usando a estimativa obteremos que
(7\71)n>1 ¢ limitada. Portanto, admite uma subsequéncia convergente. Sem perda de gene-
ralidade, consideraremos a propria sequéncia A,, como sendo a subsequéncia convergente,
ou seja, A, — A > 0. Observemos ainda, que pela propria definicao de v,,, temos que

para cada n € N, a sequéncia v,, satisfaz o seguinte PVI

0tVn + 0x, AV, + AV 0y, Vi + a(x)vy, =0 em Q x R

vl )]y =valx )] =0, i=12...n (3.29)

Ox,vn(L,x,t) =0,i=1,...,n,

onde (x,t) € QO xR, X = (X2,...,%Xn), X = (x1,X) e 0 dado inicial é dado por:
un(x,0)
n(x,0) = ———.
a0 = B

Além disso, o funcional Q(vy,) converge para 0, quando n — oo. Para isso, usaremos

a mesmas estimativas usadas em (3.27). Especificamente, pelas da estimativas ([3.20) e
B20), sesue que

JT Q(vn(t))dt — 0, quando n — oo. (3.30)
0
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Dai, como |[vn(,0)|lr2(0) < C, aplicaremos o Lemam (Estimativa (3.18))) para obter

a seguinte estimativa:
[va(t)llt20) <C, V 0<t<T. (3.31)

Para prosseguir com o argumento de contradicao, utilizaremos o argumento de compaci-
dade de Aubin-Lions. Para isso, é necessario provar que a solu¢do v, para o PVI ([3.29)

seja limitada no espaco
L%(0, T: H'(Q)) nH' (0, T: H 2(Q)).
Primeiramente, pelo Lema [3.1.1] estimativa (3.12)), temos que
[Vnllizorm ) < C. (3.32)

Portanto, v, é limitada no espaco L2(0,T : H!(Q). Resta provar que v, ¢ limitada em
H'(0,T:H2(Q)). Para isso, usaremos argumento de daulidade.

Iniciaremos provando que 0y, 02 v, ¢ limitado em H'(0,T : H2(Q)) para todo i =

X1Yxi
1,2,...,n,. Para isso, usaremos a estimativa ([3.32)) para obter a seguinte estimativa:
[|0x, azivn(t)HH*Q(Q) = sup |(axlaiivn(t)a ©)r2(0)l

H‘P”HI(Q]:I

= sup (0, Vi, ai-‘(p)LQ(Qﬂ
H(p||H2(Q]:1

< a0y (3.33)

Agora, usaremos o Teorema com as mesma escolhas feitas na demonstracao do

Lema para obtermos:
IV (D)0vn (B)la20) = sup  (0x, (1), @) 120

H‘P”HQ(Q):I

= sup (U-2, Ox, (P)L2(Q)
H(P||H2(Q]:1

< sup {20 [0x @lliz(0) }
1

||‘PHH2(Q]:

1/2 i
< 0avn 120, TTIvn (D1 0 (3.34)
j=2

Para concluir a demonstracao da estimativa ([3.34)), é suficiente usarmos a Desigualdade

de Young com Epsilon (Teorema|1.1.%) juntamente com o Lema
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Finalmente, a partir da estimativa (3.32)), podemos afirmar que, se a € L*(Q), entéao
a(x)vy é limitado em L2(0, T : H2(Q)).
Portanto, concluimos que 0¢Vvy, ¢ limitado em L2(0,T : H 2(Q)). Consquentemente,

v, € limitado em
L2(0,T:HY(Q))nHY0,T: H ?(Q)). (3.35)

Portanto, existe uma subsequéncia (vnj )jen que converge fracamente para uma fungao

vem L2(0,T: HY(Q))NHY0,T: H2(Q)), isto é,
v, = v em L*(0,T:H'(Q)NH(0,T:H*Q)). (3.36)

Como H}(Q) ccC L*(Q) Cc H?(Q), segue que (Vn)ns € relativamente compacta em
L2(0,T:L%(Q)), logo pelo Teorema de Compacidade de Aubin-Lions,

Vn, =V, forte em %0, T:L%(Q)). (3.37)
Dai, como [[vn,[[12(0,1:12(0)) = 1, tem-se que
[Vlltz0,1:1200)) = 1. (3.38)

Por outro lado, aplicando a semicontinuidade inferior do funcional Q(u), obteremos:

T

0 = lim JT Qv (t))dt > J Q(v(t))dt :J

0

T n L n
+J HJ > [05,05,u(0, %, 1)]2dx;, (3.39)

j=2 Y0 i—2

.
J a(x)vidxdt
Q

e isso implicard que a(x)v? =0 em Q x (0,T). Como a(x) > 0 em I'¢, o que implica que
v=0em ' x (0,T). Agora, utilizando a convergéncia dada em (3.37)), concluimos que v

satisfaz
0tV + 0y, Av+Av0,, v+ a(x)v=0em Q x (0,T), (3.40)

onde A > 0. Para concluir a demonstragao, dividiremos a prova em dois casos: A = 0 e
A>0.

Se A = 0, entao v satisfaz

0V + 03v+0,,Av = 0. (3.41)
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Neste caso, o Teorema de Holmgren( Teorema garante que v=0em Q x (0,T), o
que resulta em uma contradigao, pois v satisfaz ([3.38)).

Se A > 0, entao v satisfaz
O¢v + 02V + 0y, AV + AV, v = 0. (3.42)
Considere uma extencao suave para v dada por,

v(x,t), se (x,y,z,t) €2 x(0,T),
w(x,t) =
0, se (x,t)e (R™—2Z)x(0,T).

Como I' C Z, tem-se que w satisfaz

04W + 05, AW + AWy, w =0, em R™ x (0,T).

(3.43)
w(x,0) = @(x).
onde
v(x,0), se x€Z
@(x) =
0, se xeR"—Z,
compactamente suportada em H*(R™) com s > ¢, para n > 3. Os autores S. Herr

and Kinoshita provaram em [19] que a equagao (3.43) possui uma solugao suave. Entao,
aplicando o resultado de continuacdo unica (Teorema|2.0.1)), w = 0 em R™ x (0, T), isso
implica que v =0 em Q x (0, T), o que é uma contradi¢ao, pois v satisfaz (3.38|). O

3.2 Resultados Preliminares para ZK linear

Nesta se¢ao, estabeleceremos alguns resultados essenciais para a demonstragao de um
teorema de estabilizacao para a equacao ZK linear com termo de amortecimento. Mais
precisamente, provaremos a mesma sequeéncia de resultados apresentada na Secao [3.1] e
usaremos a teoria de estabilizagdo mencionada na Secao para obter o resultado.

A energia E(u) associada ao PVI (3.43)) ¢ definida de forma anéloga & energia associada
ao PVI (3.1)), ou seja,

E(u(t)) = JQ u?dx. (3.44)

Além disso, como o PVTI (3.43]) estd definido com as mesma condigoes de contorno que

o PVI (3.1)) e utilizamos o mesmo termo de amortecimento a(x), vemos que na verdade,
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o PVI (3.43) é um caso particular do problema (3.1). Logo, consideraremos o mesmo
funcional Q(u) definida em (3.3)). Dessa forma, a demonstragoes dos lemas necessérios
para aplicar a teoria de estabilizacao para Zk linear serao similares as estabelecidas na

Secao|3.1] Entao, para evitar repeticao de argumentos, iremos omitir essas demonstragoes.
Lema 3.2.1. A energia associada ao PVI (3.2) € decrescente.

Demonstra¢ao. A demonstragao segue da mesma maneira que o Lema[3.1.1] Entao basta

multiplicar a equacao (3.2) por u e integrar por partes, e obteremos

%E(u(t)) =—Q(u(t)) <o0. (3.45)
O]

Lema 3.2.2. Dado uy € L2(Q), entdo a solucao w do PVI , satisfaz
Il .m0y < (L+TIE(W(0)). (3.46)

Demonstra¢ao. Multiplicando (3.2)) por x;u e integrando por partes em Q x (0, T), obte-

mos
1 2 1 ¢ 2 1 2
§HX1U(T)”L2(Q)+§ Z [0xullt201:12(0)) = §HX1uOHL2(Q)+
i=2
-
—J J a(x)u?dx. (3.47)
0Jo
Portanto, segue o resultado. O

Lema 3.2.3. Seja u solugdo de (3.2)), entao

T

T
J E(u(t))dt+J Qu(t))dt. (3.48)

0 0

E(u(0) < 7

Lema 3.2.4. Seja Q(u(t)) deifinido em (3.3). Entao para todo T,R > 0 existem uma
constante C = C(R, T) > 0 tal que

N
J E(u(t))dt < CJ Q(u(t))dt (3.49)
para toda solucao de (3.1)) linear com ||[uo|r2(0) < R.

Demonstra¢ao. A demonstragao segue o mesmo o mesmo argumento que a demonstragao
do Lema (3.1.4) entretanto nao ha necessidade de usar o teorema de continuacao unica

provado nesse texto, é suficiente usar o Teorema de Holmgren ( Teorema . O
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3.3 Teorema Principal

Nesta se¢ao, iremos enunciar e provar o resultado de estabilizagao para as equagoes
B-1) e (3:2). Aplicaremos a teoria estabelecida Segao 3.1 O resultado de estabilizagao ¢

o seguinte:

Teorema 3.3.1. Suponha uy € L*(Q) com |wolli2(q) < R para algun R > 0, entdo
energia E(u) associada ao PVI (3.1)), definida em (3.4)), decai exponencialmente, isto €,

existem C; >0 e 6 > 0 tal que
E(u(t)) < CiE(u(0))e®", (3.50)
para todo t > 0.

Demonstracao. Seja R > 0 e suponha que uy € L2(Q) satisfaz:
[uollizi0) <R,

entao pelo Lema temos que:
N

'
j E(u(t))<cj Qlu(t))dt.

0 0

Logo, pelo Lema [3.1.3] vale que:

1
||u0||%_2(Q) < TC

T T

Q(u(t))dt = C, J Qlult))dt,

0

JT Quftac + |

0 0
Portanto, pelo Lema a solugao u para (i3.1)) satisfaz uma desigualdade de Observabi-

lidade. Portanto, pela Teoria de estabilizacao a energia E(u) decai exponencialmente. []

Utilizando os resultados mencionados na Segao [3.2], conclui-se que a solugao u satisfaz
uma desigualdade de observabilidade. Assim, aplicando a teoria de estabilizacao discutida
na Secao 1.3 e repetindo o raciocinio apresentado no Teorema [3.3.1] verificamos que o
resultado de estabilizacao também ¢é valido para a equacao linear de ZK com termo de

amortecimento. Mais precisamente, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Suponha uy € L*(Q) com |wolli2(q) < R para algun R > 0, entao
energia E(u), associada ao PVI (3.2)), definida em (3.44)) decai exponencialmente, isto é,

existem C; >0 e & > 0 tal que
E(u(t)) < CiE(u(0))e %t (3.51)

para todo t > 0.



Capitulo 4

Apeéendice

4.1

Teoria de Existéncias de Solucoes para Equacao

de Zakharov-Kuznetsov n-Dimensional.

Netsa secao, iremos estabelecer um resultado de boa colocagao local para equacao de

Zakharov-Kuznetsov linear em dominios limitados.

Dado uy € L2(Q), considere o problema de valor inicial

)
0w+ 0, Au+ud,,u=0em Q x (0,T),

u(xlw"axiv'“axn) :u(xla'-'axiw-'vxn)

Xi:()

Ox, U(Xq, - - ,xi,...,xn)‘ =0, i=1,....,n

X1=

u(x,0) =up(x), em Q.

Primeiramente, vamos provar a teoria de existéncia de solugoes para a equagao linear

associada ao PVI (4.1]), ou seja,

Para

onde

.
otu+ 0y, Au=0em Q x (0,T),
WXy, o Xi, - Xn) e o= w(X, XX, =0, 1=1,.. .,
(x oy = ula et )
axiu(xl,...,xi,...,xn)}XI:L =0,1=1,...,n
. u(X,O) :uO(X)a e1m Qa
isso consideremos o operador T : D(T) — L?(Q) dado por:
Tu = —0,,Au
D(T) ={u e H*(Q) :u(x,t)| _,=0=u(x,t)| _,, 0u oo =0, comi=1,2...,n}
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Nosso objetivo é provar que T é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de con-
tracoes {S(t)}t>o0.

Note que, C¥(Q) € D(T) C L*(Q). Como CF(Q) = L*(Q), segue que T é um
operador densamente definido em L2(Q). Além disso, T é um operador fechado. Afim de
usar o Corolario [1.4.1] é necessario definir o operador adjunto de T.

Para isso, definiremos as condi¢oes para a existéncia e boa definicao do operador T*:
sejam u € D(T) e w € H3(Q). Mostraremos a seguir que o operador T é antissimétrico.

Com efeito, se aplicarmos o produto interno em L2(Q) e usarmos integracao por partes

junto com as propriedades do conjunto D(T), obteremos que:

(Tu,w) = —J Oy, Au.wdx
a_

= H J Z Ox, O, (X1, ..., X1, Lo X )Wixg, oo xo1, Ly oo x ) dixg

j=1, j#i =
H J Zaxlaxlu X1y Xio1, 0, X )W, - %21, 0,0, X ) dX;
j=1, 1#1 =
+J Zaxlaxiuaxiwdx, (4.3)
Qg

onde x = (X1,...Xn) € dx = dx;...dx,. Assim, se considerarmos w € H?*(Q) satisfa-

zendo:
wxq, ..o XL L, xn) =0 =w(xg, - ,Xi-1,0,.x), parai=1,...,n
a igualdade emplicard em:
(u, T"w) = —J i Oy, Ox, W0y, WdXx. (4.4)
i=1

Agora, se utilizarmos novamente integracao por partes em (4.4), resulta que:

(Tu,w) HJ Za AL xo, o xn )0 WL, L X ) dX
— HJ Z Ox, (0, X2, ..., Xn)0x, W(0, ..., Xy )dX;
j=2 Y0 i=1
—J Zaxiuaxlaxiwdx.
Qi
Como u € D(T), entao 95, u(0,x2,...,xXn) =0 paratodoi=1,...,n,
D 0 u(0,%2, ., xn) A W(0, ... xn) =0 (4.5)
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Agora, se considerarmos w € H3*(Q) satisfazendo 0,,w(L,...,x,) = 0, para i =
1,...,m,
i Ox, w(L,xa, ..., xn )0, W(L,...,x) =0. (4.6)
i=1
Consequentemente,
(Tu,w) L) Z Ox, U0y, Oy, wdx. (4.7)

i=1
Finalmente, ao usarmos integragao por partes (4.7), garantiremos que o operador T ¢é

antissimétrico, ou seja
(Tu,w) J Z udy, 07 wdx = Lz udy, Awdx = (u, 0x,Aw) = (u, Tw). (4.8)
Portanto, definiremos o operador adjunto de T como sendo :
T*: D(T*) — L*(Q) tal que T*w = 0,,Aw

onde,

D(T*) ={w € H*(Q) : w(x, 1)

=0=w(xt)] _,e hwixt)| _,=

Xi:L

Lema 4.1.1. Os operadores T e T* sao dissipativos.

Demonstracao. Dado u € D(T), temos que

(Tu,u):—J Oy, Au.udx
Q
L n 2
Ox. (04, o X, T
J Z Oy u(xq Xn,t)) dx, | d;

nooL
_~_L{oil 2

_ HJLi 0 (0, ..., Xn, ))2de <0, (4.9)

Logo, T ¢ dissipativo.

(T*w,w) = J Oy, Aw.wdx
Q

=—ﬁﬂ

L n 2
s, (B W(x1, - X,
J Z L (Ox (X1, X, 1) ax | ax,

Portanto, T* é dissipativo. O
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Segue do Corolario[1.4.1]que o operador T é gerador infinitesimal de um Cgy semigrupo
de contracoes. Denotaremos esse semigrupo por {S(t)}t>o. Assim, a solugdo do problema

de valor inicial (4.2)) é dada por :
u(x,t) = S(t)up(x), (4.11)

para todo t € [0, T]. Agora vamos provar a existéncia de solucoes para o problema nao
linear (4.1]). Observe que as solugoes u da equacao integral
T

u(x,t) = S(t)hug + J S(t — t)udy, u(-, T)dr, (4.12)
0

sao solucoes do PVI . Portanto, para provar a existéncia de solucao do problema de
valor inicial é equivalente a provar que a equacao integral tem uma tnica
solugao. Para isso, usaremos o método do Ponto Fixo para provaremos que a equacao
tem uma tnica solucao. Para T > 0 e dado ug € H*(Q) com k > 5 + 1, defina o
operador ¢ : X1 — X1 dado por:
t
@(u)(t) :=S(t)uy + J S(t — T)udy, u(-, T)dr, (4.13)

0

sobre o espago

Xt = C([0,T] : H*(Q)) N L3(0, T : H*"(Q))
munido com a norma
IVIE= [Vl o.mme o)) + VI o)) (4.14)

Provaremos que ¢ satifaz as hipéteses do Teorema de Ponto Fixo (Teorema [1.1.1)):
@e(Xg) € X1 e que @ : X1 — Xt é uma contracdo. Para isso, iremos enunciar al-

guns resultados importantes.

Lema 4.1.2. Dado u € X, entio ud,,u € L1(0,T: H*(Q)). Além disso,

1
[uds, w0t a) S T2 [ullieorax ) ullzorm1(a))-

Demonstracao. E suficiente estimar a derivada de ordem k na norma L2(Q). Pela regra

de Leibniz podemos escrever

k
195 (udy, w)[[2() < € Y1105 Tud B ulli2(q). (4.15)

j=0
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Devemos estimar ||[0* Tud’dy, ulli2(q). Para j = 0 e j = k usamos a imersao de

Sobolev HX(Q) < L*®(Q) para obter

9% udy, ulr2(0) < [|0%uflr2(0) [ 0x, /L~ (0)

< [10%ullr20) [l (o) (4.16)

[0 0y, u[12(0) < [[uflie(o)]|00x ulliz(a)

< 0% ul| iz () [[ulluxrq). (4.17)
Agora para 1 <j < k— 1, temos pela desigualdade de Holder e Teorema |1.1

1971005 ulf2(0) < 10712107k, ullts(a)

<l | e (4.18)
[

A seguir estabeleceremos uma proposi¢ao que auxiliard na demonstracao das estima-

tivas necessarais para provar que @ satisfaz as hipdteses do Teorema do ponto fixo.

Proposigao 4.1.1. Seja v solucdo de

(

0v+ 05, Av="F em Q x (0,T),

v(x, t)

=0=v(x,t)| _,parai=1,...,n, (4.19)

Xi:()

Ox V(L, X2, ..., Xn),parai=1,...,n.

\

onde f € L0, T:12(Q)) e v(0) € o dado inicial. Entdo vale:
t

||V||L2(0,T:H1(_Q)) < ||V(0)||]_2(_Q) —|—J' J Xl\)dedt.

0Ja

Em particular, se |xi| < L, entao

[VIlLz(0,1:11 () < [[V(0)[[e2(q) + Llv-FllLio L a)-

Demonstracao. A demonstracao segue de maneira similar ao Lema [3.1.2] ou seja, basta
multiplicar a equagao do PVI (4.19) por x1v, e em seguida integrar por partes usando as

condicoes de contorno. O]
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Observagao 4.1.1. Para cada 0 < j < k denotaremos por

wi(t) = Jot S(t—1)0 (udy, w)(T)dT. (4.20)

Observe que, 0 (udy,u) € L2(Q), para 0 < j < k. Logo, seque do Teorema que
wj € D(T). Assim, pelo Teorema a fungdao wj satisfaz:

QWi + Oy, Aw; = 07 (udy, u). (4.21)
para cada 0 < j < n.

Para provar a existéncia de solugoes para PVI do (4.1]), consideremos T >0e a > 0

que serao determinados posteriormente, e dfinremos o espaco
Xr(a) ={ue Xt |[ull < a}.

Passo 1: ¢(Xt(a)) € Xy(a) para T >0 e a > 0 convenientes.
De fato, seja ug € H*(Q), com k > % + 1. Entéo, pelo Lema obteremos:

t
o (W) () e (@) < IS(D)uolmx(a) + ||J S(t — TJudx, udtlle o)
0
< ol o) + [[Wdx, W01 (0))
1
< uwollax o) + T2 [ oo mmx (o Wl L2 (0 T:mx+1 ()

1
< vl () + T2 I[ull. (4.22)

Agora, analisaremos ||@(u) || 2(01.1x+1(q))- De fato, observe que ao aplicar a norma

em @,
K

(W) (20,101 (0)) < [ (V) |lL20,m2(0)) + Z [ @(W)|[i2(012(0))- (4.23)
i=0

Por outro lado se derivarmos ¢, resulta que

t
I (u)(t) =TS (t)uy + ai“J S(t — 1)ud,, udt
0
t

= 0S(t)d0uy+ 0 J S(t — 1)) (udy, u)d. (4.24)

0

Pela observacao podemos escrever a expressao dada em como a soma da

solucao do PVI homogéneo de (4.1))com a solugao do PVI ndao homogéneo, onde a solugao
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do PVI nao homgéneo estd expressada como na observacao [L.1.1] Mais precisamente,

escreveremos da da seguinte maneira:
It (u)(t) = 3S(t)dMug + dw; (4.25)
Logo, por e pela Proposigao segue que:
197 o (Wllt2(0,m12(0)) < 10S(H)Uolr2(0,712(0)) + [[0W5]2(0,m:12(0))
< [[wollie (o) + OW; [z, me2(0))- (4.26)

Agora, usando a Proposicao no ultimo termo de (4.26)), estimaremos derivada de wy

como a seguir:

[0w; [l 20,1512 (0)) < Ll[w;0 (W, w0111 Q)
< w2020 107 (Wdx, W) [l12(0.T12(0))

< T2 willi= oz [0 (W, W2 mz ey (4.27)
De modo similar ao Lema [£.1.2] também temos a estimativa:
197 (udx, W) |20 71200 S Il (4.28)
Por outro lado,

.
sl < | 109wy, w)uaiade
0

l .
< T2]|0) (udx, Wl 2 (0,1502(Q))

<TH(1+T2)hu” (4.29)
Portanto, de —, temos que
lo@) Oz 0mmes10)) < Juollieia) +THL+TH)ull" (4.30)
Assim, concluimos que
oWl < Ifuolls(ay + T2 (1 + T2) (IRl + [Iull?). (4.31)

Vamos considerar a = 2c|[ug||gx(q). Se tomarmos T > 0 satisfazendo

CTE(1 4+ T5)(a® + a*) < g (4.32)
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obteremos que

llelll < a. (4.33)

Portanto, concluimos que

¢(Xr(a)) € Xr(a).

Provaremos agora que o operador ¢ : Xt(a) — X+t(a) é uma contracao. De fato, dados

u,v € X1(a), temos que:
N
eu)(t) —eWv)(t) = J S(t — 1) (udy, u — vy, v)dT. (4.34)
Logo,
llp(w)(®) — )l < ||j (= 7) (WD — vy, )Tl o Tt

0
] Sty 1 =¥ dT s o
0

=I1+1I (4.35)
Repetindo o argumento aplicado em (4.22)) , temos que

T T
[= HJ S(t — 1) (Udy, u — VO, v)dT||gr () < J [|(Udy, u — vOyx, V)| |gr(q),dT
0 0

T n
< J Z Hak_] (U—V)ajaxluHLQ(Q)dT

0 5

T n
+ Z 105779, (W — V)| L2(0)dT

—
< T2 (Rl + [IvID e — V|
< 2aTzu—vl|. (4.36)

Agora, para analisar a integral II, vamos aplicar o mesmo argumento usado na prova

de (4.23). De fato,

IT < [[(@(u) — @(v)0*(udy, 1t — vOx—1V) || L1 (0.7:L1 ()
1
< T2 (||(P(u)||L°°(O,T:L2(Q)) + [[@ (W[t (0,T:12(0))
—+ ].) ||6k(uaxlu — Vaxl\))HLZ(O’T:I}(Q))

<cT2(1+T2)(2a+ 1)2allu— vl (4.37)
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Portanto, temos:
() (t) — @) (DIl < T2 (14 T2)(2a + 1)2alllu — . (4.38)

Escolhendo T > 0 tal que
cT2(1+T2)(2a+1)2a < 1,

entdo ¢ é uma contracao. Portanto, ¢ tem um tinico ponto fixo, isto é, existe u € X1(a)
tal que
@(u) =u

Como garantimos que o operador ¢ tem um unico ponto fixo, entao a equagao integral

(4.12)) tem uma tnca solugao em
C([0,T]: H*(Q)) N L2(0, T : H*"(Q)).
Portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Sejauy, € H*(Q), ondek > 5+1. Entao evistem T = T(||uo|gx(q)) > 0
e uma tnica funciow € C([0,T]: H*(Q))NL2(0, T : H**1(Q)), onde u € solucdo local do
problema de valor inicial (4.1)).

Observacao 4.1.2. O Teorema |4.1.1] € o primeiro passo para se obter boa-coloca¢ao
global. No entanto, para obter a boa-colocacdao global em H*(Q) deveriamos ser capazes
de estimar |[U|lgeq), entretanto essa é uma quest@o que ndo consegquimos superar no

presente trabalho.
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