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Resumo

Nesse trabalho, estudamos a propriedade de estabilização para equação de Zakharov-

Kuznetsov(ZK) não-linear n-dimensional. Inicialmente provamos que a energia associada

à equação (ZK) n-dimensional decai exponencialmente quando adicionamos um Termo

de Amortecimento. Para isso, combinamos o uso do Termo de Amortecimento com o

resultado de continuação única. No caso do resultado de continuação única para equação

(ZK) n-dimensional adaptamos as idéias introduzidas por J. Bourgain.

Palavras Chaves: Estabilização; Equação de Zakharov-Kuznetsov; Termo de Amor-

tecimento, Teoria de Estabilização; Continuação Única
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Abstract

In this work, we study the stabilization property for the nonlinear n-dimensional Zakharov-

Kuznetsov (ZK) equation. Initially, we prove that the energy associated with the n-

dimensional (ZK) equation decays exponentially when a damping term is added. To

achieve this, we combine the use of the damping term with the unique continuation re-

sult. In the case of the unique continuation result for the n-dimensional (ZK) equation,

we adapt the ideas introduced by J. Bourgain.

KeyWords: Estabilization; Zakharov-Kuznetsov Equation; ; Damping Term, Dissipation-

Observabilityy Term; Unique Continuation.
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Notações

1. A ≲ B implica que existe uma constante C > 0, tal que A ⩽ C · B.

2. Ω ⊂ Rn é um cubo dado por

Ω = [0,L]× · · · × [0,L],

onde L > 0.

3. O produto interno em Rn será dentado por (, ·, ).

4. A norma em Rn será denotada por ∥ · ∥.

5. Dado z ∈ C, denotaremos por Rez, a parte real do número complexo z.

6. {U(t)}t⩾0 denotará um grupo.



Introdução

Neste trabalho, iremos estabelecer resultados de continuação única e estabilização para

equação de Zakharov-Kuzenetsov (ZK) do tipo

∂tu+ ∂x1
∆u+ u∂x1

u = 0 (1)

onde u = u(x, t) é uma função real e (x, t) ∈ Rn×I, sendo I um intervalo não degenerado

da reta.

A equação (1) é uma versão n-dimensional da equação de Korteweg-de Vries. Além do

do seu valor teórico, essa equação modela o comportamento de uma onda longa de baixa

amplitude em um plasma sujeito a um campo uniforme em espaços de dimensão 3 (para

mais detalhes [48]). Em [24], D. Lannes, F. Linares e J. Saut provaram que a equação (1)

surge como limite do Sistema de Poisson nas dimensões n = 2 e n = 3.

A equação (1) foi exaustivamente estudada, principalmente no contexto da boa co-

locação, para os casos n = 2 e n = 3. Em dimensão n = 2, A. V. Faminski [15] provou

a boa colocação local no espaço de Sobolev H1(R2). F. Linares, A. Pastor e J.-C. Saut

provaram em [26] a boa colocação local para equação (1) em Hs(R×T), para s > 3
2
, onde

T = R/2πZ. Além desses trabalhos citados anteriormente, há uma quantidade consi-

derável de artigos relacionados à boa colocação para a equação (1) definida em dimensão

n = 2 e n = 3. Veja [41], [18],[34],[16],[44],[29],[24] e [35]. Para o caso multidimensional,

veja S. Herr e Kinoshita, em [19].

Embora a equação (1) não seja totalmente integrável como acontece com a equação de

Korteweg-de Vries, ela tem uma estrutura hamiltoniana e possui as seguintes quantidades

conservadas: O hamiltoniano dado por

H(t) :=
1

2

∫
Rn

(
|∇u|2 + u3

3

)
dx =

1

2

∫
Rn

(
|∇u0|

2 +
u3
0

3

)
dx = H(0), (2)

3
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e a energia dada por

E(u(t)) =
1

2

∫
Rn

u2dx =
1

2

∫
Rn

u2
0dx = E(u(0)). (3)

Apesar de a energia ser conservada no domı́nio Rn, verifica-se que em domı́nios li-

mitados, tal quantidade pode apresentar uma dissipação interna. Para muitos mode-

los de equações diferenciais parciais como equação de Korteweg-de Vries, equação de

Kadomtsev-Peshiativilli e a equação Kawahara tem-se que essa dissipação apresenta uma

propriedade de estabilização, isto é, a energia decai exponencialmente. Para mais detalhes

veja [17],[32], [1],[10], [46],[36],[25],[11],[47] e [36].

Para estabelecer o resultado de estabilização usa-se o método descrito na Seção 1.3.

Esse método tem como ingrediente principal uma desigualdade de observabilidade, isto é,

uma desigualdade do tipo (1.21). Para a equação de Korteweg-de Vries, L. Rosier estabe-

leceu uma desigualdade de observabilidade para domı́nios com restrição no seu tamanho

(para mais detalhes ver [42]). Como consequência, G. P. Mezala, C. F. Vasconcello e E.

Zuazua provaram em [32] a estabilização para equação de Korteweg-de Vries com restrições

no domı́nio. Em [10], G. Doronin e N. Larkin provaram um resultado de estabilização

para a equação de Zakharov-Kuznetsov não-linear em domı́nios com restrições.

Para provar um resultado de estabilização em domı́nios sem restrições de tamanho,

argumenta-se como em [32], isto é, reformula-se o problema com o auxilio de uma função

chamada Termo de Amortecimento localizado e prova-se uma desigualdade de observabi-

lidade para o problema reformulado. O Termo de Amortecimento localizado é uma função

a(x) ∈ L∞(Ω) tal que a(x) > 0 para x ∈ Ω1 ⊊ Ω.

Para provar a desigualdade de observabilidade segue-se o roteiro da Seção 1.3. Mais

precisamente deve-se provar um resultado do tipo enunciado no Lema 3.1.4. Para tal fim,

argumenta-se por contradição e chega-se a uma igualdade do tipo

a(x)v2 = 0, q.t.p em Ω× (0, T)

onde v é uma solução da equação

∂tv+ ∂x1
∆v+ v∂x1

v+ a(x)v = 0. (4)

Assumindo que a função a(x) atua ( i.e. a(x,y) > 0) no complementar de um compacto

Γ ⊆ Ω, obtém-se que v ≡ 0 em Γc. Com isso pode-se estender v a uma solução de (4) no
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Rn com suporte compacto. Aı́ surge naturalmente a questão da continuação única, que

garantirá que v ≡ 0, o que conduzirá a um absurdo.

Nessa primeira parte do trabalho consideraremos Ω = [0,L] × · · · × [0,L] ⊂ Rn um

conjunto limitado. Dado a(x) ∈ L∞(Ω) tal que a(x) ⩾ a0 > 0 para x ∈ Γc, onde Γ é um

compacto, considere a equação

∂tu+ ∂x1
∆u+ u∂x1

u+ a(x)u = 0 em Ω× (0, T),

u(x1, . . . , xi, . . . , xn)
∣∣
xi=0

= u(x1, . . . , xi, . . . xn)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, . . . ,n

∂xi
u(x1, . . . , xi, . . . , xn)

∣∣
x1=L

= 0, i = 1, . . . ,n

u(x, 0) = u0(x), em Ω.

(5)

Para o problema (5), a energia associada é dada por:

E(u(t)) =

∫
Ω

u2(x, t)dx. (6)

Do Lema 3.1.1 Observamos que

d

dt
E(u(t)) < 0, ∀t ⩾ 0.

Dáı, vemos que a energia é decrescente. Gostaŕıamos de investigar a taxa de decaimento

da energia E(u).

Em [36] os autores A. Campos, R. de Moura e G. Santos provaram, usando o método

Dissipação-Observabilidade, um resultado de estabilização para a equação (1), em um

retângulo Ω = [0,L] × [0,L] contido em R2. Ficou em aberto saber se o resultado de

estabilização ainda é valido para equação de Zakharov-Kuznetsov em domı́niosΩ contidos

em Rn, com 3 ⩽ n ⩽ 6. Foi colocado que a principal dificuldade a ser superada era obter

um resultado de continuação única para o caso multidimensional. Assim, estabelecendo

o resultado de continuação única e seguindo o argumento do caso bidimensional, garante

o resultado de estabilização para a equação (1) definida em um domı́nio Ω ⊂ Rn, com

3 ⩽ n ⩽ 6.

Ainda neste trabalho, investigaremos a validade do resultado de estabilização para a

equação (1) definida em domı́nios Ω contidos em Rn, para n > 6. A demonstração desse

segue da mesma forma que o caso bidimensional, utlizando a Teoria de estabilização.

Entretanto, além da dificuldade para estabelecer o resultado de continuação única, esse

problema apresenta uma dificuldade extra. Isso se deve pois, para provarmos a desigual-

dade de observabilidade, necessita-se também de uma estimativa de energia do tipo

∥u∥L2(0,T :H1(Ω)) ≲ ∥u0∥L2(Ω). (7)
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Para provarmos a estimativa (7), é necessário mostrar que a seguinte inclusão é verdadeira:

L1(0, T : L3(Ω)) ⊂ L2(0, T : L2(Ω)) ∩ L2(0, T : H1(Ω)). (8)

Para ZK bidimensional os autores provaram a inclusão similar (8). Para isso, utiliza-

ram a desigualdade de Gagliardo-Nireberg anisotrópica com a configuração:

∥u∥3L3(Ω ⩽ ∥u∥2L2(0,T :L2(Ω))∥∇u∥L2(0,T :L2(Ω)). (9)

Entretanto, a desigualdade de Gagliardo-Nireberg, na configuração apresentada pela esti-

mativa (9), é válida apenas em domı́nios Ω ⊂ Rn, para 1 ⩽ n ⩽ 6. Assim, considerando

a necessidade da inclusão (8) e com objetivo de provar a desigualdade de observabilidade

para equação (1) definidas em domı́nios Ω ⊂ Rn, com n ⩾ 3, utilizaremos uma versão

refinada da desigualdade de Galiardo Nirenberg (ver Teorema 1.1.4).

No presente trabalho provaremos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Suponha u0 ∈ L2(Ω) com ∥u0∥L2(Ω) ⩽ R, para algum R > 0 então

energia E(u) associada ao PVI (5) definida em (6) decai exponencialmente, isto é, existem

constante C1 > 0 e δ > 0 tal que

E(u(t)) ⩽ C1E(u(0))e
−δt, (10)

para todo t ⩾ 0.

Como já mencionado, a propriedade de continuação única (UCP) é um dos ingredientes

chave para obter um resultado de estabilização, ou mesmo resultado de controlabilidade.

O problema de continuação única tem sido exaustivamente estudado para vários modelos

de equações dispersivas, como por exemplo a equação de Korteweg-de Vries (veja [49]),

equação BO-ZK (veja [12]), equação Kawara (veja [39]), equação de Schrödinger (veja [8]).

Outros trabalhos foram publicados para diversas outras equações, veja [23],[36],[5],[9]. A

equação (1) também tem sido objeto de estudos nesse sentido, por exemplo, M. Panthee

provou um resultado de UCP para equação(1) em dimensão n = 2. Em dimensão n = 3,

os autores, Bustamante, Urrea e Méıja, provaram em [5] um resultado de UCP para

equação (1) usando a desigualdade de Carleman.

Em [37], M. Panthee provou um resultado de UCP para ZK bidimensional. Para isso,

o autor utilizou uma técnica estabelecida por Bourgain em [3]. Precisamente, ele argu-

mentou da seguinte maneira: dado u : R2 × I −→ R, suficientemente suave e satisfazendo

supp u(t) ⊂ [−B,B]× [−B,B], ∀t ∈ I,
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então u ≡ 0.

Seguindo, o método estabelecido por Bourgain em [3] e a adaptações contidas no

trabalho de Panthee em [37] provaremos um resultado de continuação única para equação

(1) em Rn, para n ⩾ 3. Mais precisamente, dado u(t) ∈ Hs(Rn), s > n
2
, solução do PVI∂tu+ ∂x1

∆u+ u∂x1
u = 0 em Rn × I

u(x, 0) = u0(x) em Rn,

(11)

onde u = u(x, t) é uma função real e (x, t) ∈ Rn × I, e I é um intervalo não-degenerado,

e satisfazendo

supp u(t) ⊂ B, ∀t ∈ I,

para algum conjunto compacto B então u ≡ 0. Em outras palavras, provaremos o seguinte

resultado:

Teorema 0.0.2. Seja u = u(x, t) uma solução suficientemente suave para o problema

(11) e I = [−T , T ] um intervalo não-trivial. Se para algum B > 0

supp u(t) ⊂ B, ∀ t ∈ I.

onde B = [0,B]× · · · × [0,B] então u ≡ 0.

Como ja mencionamos anteriormente, para provar o Teorema 0.0.2, iremos seguir as

idéias contidas em [3] e [37]. Dentre os resultados necessários, o mais sut́ıl e que apresenta

a maior dificuldade de se estender para o caso multidimensional é o Lemma 2.1.3. Ele

estabelece que existe uma constante positiva c tal que para λ ∈ Rn, com |λ| ≫ 1, vale:

m(λ) > c (m ∗m) (λ). (12)

Para provar (12), seguiremos a mesmas ideias de Bourgain em [3], ou seja, argumentaremos

por contradição, isto é, supomos que:

m(λ̄) ⩽ c
∫
W1

m(λ− λ̄)m(λ)dλ+

∫
Wc

1

m(λ− λ̄)m(λ)dλ. (13)

onde W1 := {λ ∈ Rn : |λ̄k − λk| < λ̄k e |λk| < λ̄k, ∀k = 1, 2, . . . ,n}.

Veremos que devido a definição do conjunto W1, tem-se um pouco mais de traba-

lho para estimar (13), principalmente quanto a estimativa superior da integral sobre o

complementar do conjunto W1. Para mais detalhes, veja o Lema 2.1.3.
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O trabalho será dividido em 4 capitulos: No caṕıtulo 1 apresentaremos noções prelimi-

nares e resultados auxiliares para demostrar os resultados de estabilização e continuação

única. No caṕıtulo 2, apresentaremos o resultado de continuação única e lemas auxiliares.

No caṕıtulo 3 será estabelecido o resultado de estabilização. Por último, estabeleceremos,

no apêndice, a teoria de existência para equação (5).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo iremos apresentar algumas definições e resultados básicos que serão

utilizados posteriormente para uma melhor compreensão dos conteúdos abordados.

1.1 Resultados preliminares

Netsa seção, iremos enunciar alguns resultados que serão úteis ao longo relacionadas

as Equações Diferenciais Parciais cujas demonstrações serão omitidas. Esses resultados

serão usados no decorrer do trabalho.

Teorema 1.1.1. (Teorema do ponto fixo de Banach)

Sejam (X,d) um espaço métrico completo e φ : X −→ X uma aplicação satisfazendo:

i) φ(X) ⊂ X,

ii) φ é uma contração, isto é, existe uma constante 0 < c < 1 tal que

d(φ(x),φ(y)) ⩽ cd(x,y).

Então, φ possui um único ponto fixo, isto é, existe um único ponto x ∈ X tal que

φ(x) = x.

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Young com Epsilon)

Sejam a e b números reais númeors reais não negativos, p,q ⩾ 1, tais que 1
p
+ 1

q
= 1.

Então

ab ⩽
εap

p
+
C(ε)bq

q
,

em que ε > 0 e C(ε) são constantes positivas.

9
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Demonstração. Veja [13].

Teorema 1.1.3. (Teorema de Compacidade de Aubin-Lions) Sejam X, B e Y espaços

de Banach com X ⊂ B ⊂ Y , X e Y reflexivos. Suponhamos que X está compactamente

imerso em B e B está continuamente imerso em Y . Então

W =

{
v ∈ Lp0(0, T : X), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0,T :Y)

}
onde 1 < pi <∞ com i = 0, 1, munido da norma

∥v∥W = ∥v∥Lp0(0,T :X) + ∥v′∥Lp1(0,T :Y)

é um espaço compactamente imerso em Lp0(0, T : B).

Demonstração. Veja [30].

Teorema 1.1.4. Sejam β e α(j) multi-indices n-dimensionais, j = 1, 2, . . . ,N, com com-

ponentes inteiras não-negativas. Suponha que 1 < pj < ∞, 1 < q < ∞ e 0 < µj < 1,

satisfazendo

N∑
j=1

µj = 1,
1

q
⩽

N∑
j=1

µj

pj
e β−

1

q
=

n∑
j=1

µj

(
αj −

1

pj

)
. (1.1)

Então, para f ∈ C∞
0 (Rn), vale

∥Dβf∥Lq(Rn) ⩽ C
N∏
j=1

∥Dα(j)

f∥Lpj(Rn). (1.2)

Demonstração. Veja o Teorema 15.7 em [2].

Teorema 1.1.5. (Teorema de Holmgren) Considere problema de CauchyF(x, (∂
αu)|α|⩽k) = 0

∂ivu = ϕi, em S, com i = 0, 1, ..k− 1.

(1.3)

Se no problema (1.3) a equação é linear com coeficientes anaĺıticos, S é não-caracteŕıstica

e os dados ϕi são funções quaisquer , então, dado um compacto de S existe uma vizinhança

na qual existe no máximo uma solução.

Demonstração. Para mais detalhes veja, por exemplo, [21] ou [31].
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Observação 1.1.1. O teorema de Holmgren mostra que no caso de equações lineares com

coeficientes anaĺıticos, a unicidade da solução vale também sem a analiticidade dos dados

(o que é muito importante nas aplicações já que muitas vezes as equações que descrevem

os problemas f́ısicos são de fato lineares com coeficientes constantes e a superf́ıcie dos

dados pode ser simplesmente um hiperplano, mas a hipótese de analiticidade dos dados é

excessivamente restritiva). Veja [31]

1.2 Resultados preliminares para continuação única

Nesta seção, iremos enunciar alguns resultados necessários para a prova do resultado

de continuação única da equação de Zakharov-Kuznetsov não-linear. Conforme discutido

na introução, nossa argumentação se baseia nas idéias introduzidas por Bourgain em

[3]. Além de seguir o mesmo caminho escolhido por Bourgain, utilizaremos os resultados

consolidados pelo autor em [3]. Os resultados apresentados aqui servirão de apoio para

demonstração dos resultados da Seção 2.1.

Lema 1.2.1. Seja ψ : C −→ C uma função inteira, limitada e integrável no eixo real, e

satisfazendo:

|ψ(λ+ iσ)| ≲ eB|σ|, ∀λ,σ ∈ R.

Então, para λ1 ∈ R+ vale:

|ψ′(λ1)| ≲ B sup
λ′⩾λ1

|ψ(λ′)
[
1+ log sup

λ′⩾λ1

|ψ(λ′)] (1.4)

Demonstração. Veja [3].

Sendo ψ : C −→ C uma função satisfazendo as mesmas hipótese do Lema 1.2.1, temos

o seguinte resultado.

Lema 1.2.2. Suponhamos que σ satisfaz

|σ| ⩽

[
B sup

λ′⩾λ1

|ψ(λ′)
[
1+ log sup

λ′⩾λ1

|ψ(λ′)]

]−1

.

Então, para λ1 ∈ R vale:

sup
λ′⩾λ1

|ψ(λ′ + iσ)| ≲ 2 sup
λ′⩾λ1

|ψ(λ′)| (1.5)

e

sup
λ′⩾λ1

|ψ′(λ′)| ⩽ B sup
λ′⩾λ1

|ψ(λ′)|

[
1+ log sup

λ′⩾λ1

|ψ(λ′)

]
. (1.6)
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Demonstração. Veja [3].

Além dos lemas mencionados anteriormente, a demonstração do resultado de conti-

nuação única exige outras ferramentas importantes, a saber.

Teorema 1.2.1 ( Teorema de Paley-Winner). Se f ∈ C∞
0 (Rn) com suporte em {x ∈ Rn :

∥x∥ ⩽M}, então f̂ tem uma extensão anaĺıtica em Cn. Além disso, dado k ∈ Z+, tem-se

que ∣∣∣f̂(λ+ iσ)∣∣∣ ⩽ ck e2πM|σ|

(1+ |λ+ iσ|)k
, (1.7)

para todo λ + iσ ∈ Cn. Reciprocamente, se F(λ + iσ) é uma função anaĺıtica em Cn

satisfazendo (1.7), então F é a transformada de Fourier de alguma função f ∈ C∞
0 (Rn)

com suporte em {x ∈ Rn : ∥x∥ ⩽M}.

Demonstração. veja [27], Exerćıcio 9 do Caṕıtulo 1. Alternativamente, a demonstração

pode ser encontrada em textos avançados de Análise Complexa.

O corolário a seguir será usado diretamente na demonstração do Lema 2.1.3.

Corolário 1.2.1. Se f ∈ L1(Rn), f ̸= 0 e com suporte compacto, então para todo ϵ > 0

f̂(ξ) /∈ L1(eϵ∥ξ∥dξ).

Demonstração. Veja [27].

1.3 Teoria de Estabilização

Nesta seção, iremos enunciar de forma pontual alguns resultados e definição da teoria

de estabilização. Esses resultados serão necessários serão necessários para estabelecer o

resultado principal desse trabalho.

Dado Ω ⊂ Rn considere o problema abstrato∂tu = Au+ Lv, em Ω× I

u(0) = u0

(1.8)

onde A é um operador linear gerador de um semigrupo cont́ınuo S(t)t⩾0 em um espaço

de hilbert H, e L ∈ L(U,H), onde U é um espaço de hilbert. Dado K ∈ L(U,H), seja

AKz = Au+ LKv, onde D(AK) = D(A), e AK é gerador do semigrupo SK(t)t⩾0
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Definição 1.3.1. Dizemos que o sistema (1.8) é exponencialmente estabilizável se exis-

tir um operador (Feedback) K ∈ L(U,H) tal que o operador AK é exponencialmente

estabilizavel, isto é, existe´m constantes c > 0 e δ > 0 tais que

∥SK(t)∥ ⩽ ce−δt (1.9)

Provar que um problema de valor inicial é exponencialmente estabilizavél necessita

de alguns ingredientes. Dentre eles que os operadores A e L satisfaçam as seguintes

afirmações:

i) Se A é um operador antisimétrico (Skew-Adjoint) linear deinido em H com resol-

vente compacto, então A é gerador de um grupo de automofismos etA em H, e para

cada u0 ∈ H, a equação (1.8) tem uma única solução u satisfazendo

∥u(t)∥H = ∥u0∥H. (Quantidades Conservadas)

ii) D(L) ⊂ D(A), e existe uma constante c > 0 tal que

∥Lu∥U ⩽ c∥Au0∥H, para todo u0 ∈ D(A). (1.10)

iii) Existe um intervalo não degenerado I e uma constante positiva CI tal que a solução

de (1.8) satisfaz a desigualdade

∥Lu∥L2(I:U) ⩽ cI∥u0∥H para todo u0 ∈ D(A). (1.11)

O operador L é chamado operador de observabilidade.

iv) Existe um intervalo limitado I′ e uma constante c′ tal que a solução de (1.8) satisfaz

a desigualdade

∥u0∥H ⩽ c∥Lu∥L2(I′;U), para todo u0 ∈ D(A). (1.12)

A desigualdade (1.12) é chamada Desigualdade de Observabilidade para o problema

(1.8).

Assim, assumindo que os operadores A e L satisfaçam os itens i), ii), iii) e iv), e dados A∗

e L∗ o operador adjunto de A e L, respectivamente. Então prova-se o seguinte resultado

de estabilização:
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Teorema 1.3.1. Assuma que i), ii), iii) e iv) verdadeiros, e dado δ > 0 fixo arbitrário.

Entao existe F : H′ −→ U′ e uma constante C > 0 tais que o problema∂tv = A∗v+ L∗Fv

v(0) = v0

(1.13)

tem uma solução fracamente cont́ınua v : R −→ H′, e a solução satisfaz a estimativa

∥v(t)∥H′ ⩽ C∥V0∥H′e−δt (1.14)

para todo v0 ∈ H′ e todo t ⩾ 0.

Para mais detalhes consulte [7] e [43].

Nesse trabalho, iremos considerar o espaço de hilbert H = L2(Ω), onde Ω é subcon-

junto limitado de Rn. Sob essas condições, usaremos o Método Unicidade Hilbertiana e

propriedade de semigrupos para explicitar sob quais condições a equação (1.8) é estabi-

lizável exponencialmente.

Assumindo H = L2(Ω), tem-se que energia associada a equação (1.8) é dada por:

E(u(t)) =

∫
Ω

u2dx. (1.15)

A partir da definição de energia, a estimativa (1.14) pode ser escrita da seguinte maneira:

E(u(t)) ⩽ CE(u(0))e−δt. (1.16)

Nesse caso, provando que o Teorema 1.3.1 é verdadeiro, diremos que a energia E(u)

associada a equação (1.8) decáı exponencialmente.

Suponha que a equação (1.8) esteja defnida com condições de bordo adequada e que

exista um feedback K ∈ L(H) tal que a energia satisfaça

d

dt
E(u(t)) = −Q(u(t)) < 0, (1.17)

onde Q(u(t)) =

∫
Ω

2u(AK(u)+LKu)dx > 0. A fim de provarmos que a energia decai ex-

ponencialmente, procederemos da seguinte forma: Primeiro, integramos a equação (1.17)

em [0, T ], isto é, ∫T

0

d

dt
E(u(t))dt = −

∫T

0

Q(u(t))dt, (1.18)
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o que implica em :

E(u(T)) = E(u(0)) −

∫T

0

Q(u(t))dt. (1.19)

Em seguida, multiplicamos (1.19) por uma constante C > 0, obtendo

(1+ C)E(u(T)) = CE(u(0)) + E(u(0)) − C

∫T

0

Q(u(t))dt−

∫T

0

Q(u(t))dt

⩽ CE(u(0)) + E(u(0)) − C
∫T

0

Q(u(t))dt. (1.20)

Dáı, vemos que, para obtermos a desigualdade (1.16), é suficiente provarmos a seguinte

desigualdade:

E(u(0)) ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt. (1.21)

A desigualdade (1.21) é uma versão da desigualdade de observabilidade explicitada no

item iv). Assim, provando (1.21), obtemos que

E(u(T)) ⩽
C

1+ C
E(u(0)) = αE(u(0)), (1.22)

onde α = C
C+1

⩽ 1. Portanto, pela teoria de Semigrupo, prova-se que (1.22) implica em

(1.16).

De fato, dado u(x, t) = S(t)u0 uma solução da equação (1.8) com dado inicial

u(x, 0) = u0 ∈ L2(Ω).

Então, para t > 0, seja n ∈ N e ϵ ∈ (0, T) tal que

t = nT + ϵ.

Dáı, pela propriedade de semigrupo, a solução u é dada por

u(x, t) = S(t)u0 = S(nT + ϵ)u0 = S(ϵ)(S(T)
nu0).

Logo,

E(u(t)) = ∥S(t)u0∥L2(Ω) ⩽ α∥S(T)nu0∥L2(Ω) ⩽ α
n+1∥u0∥L2Ω). (1.23)

Como 0 < α < 1, tem-se que

α = elogα = e−δT
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onde δ = − logα
T
> 0.

Portanto, de (1.23), segue que

E(u(t)) ⩽ αe−
ϵ
ne−δt∥u0∥L2(Ω) = C1e

−δt∥u0∥L2(Ω). (1.24)

Assim, observamos que para provar a estabilização para equação (1.8) é suficiente provar

a desigualdade (1.21). No entanto, provar a desigualdade de observabilidade nem sempre

é algo simples. O resultado a seguir facilita a demonstração.

Lema 1.3.1. Seja u uma solução para o problema (1.8), então

E(u(0)) ⩽
1

T

∫T

0

E(u(t))dt+

∫T

0

Q(u(t)). (1.25)

Demonstração. Multiplicando (1.8) por (T − t)u e integrando em Ω× [0, T ], obtemos∫T

0

∫
Ω

(T − t)u∂tudxdt =

∫T

0

∫
Ω

(T − t)u(Bu+Au)dxdt. (1.26)

Integrando por partes, obtemos que

−
T

2
E(u(0)) +

1

2

∫T

0

E(u(t))dt = −

∫T

0

∫
Ω

(T − t)u(Bu+Au)dxdt. (1.27)

Dáı,

E(u(0)) =
1

T

∫T

0

E(u(t))dt+ 2

∫T

0

∫
Ω

(T − t)

T
u(Bu+Au)dxdt. (1.28)

Assim, como T − t ⩽ T para todo 0 ⩽ t ⩽ T e −Q(u(t)) < 0 segue que

E(u(0)) ⩽
1

T

∫T

0

E(u(t))dt+ 2

∫T

0

∫
Ω

u(Bu−Au)dxdt. (1.29)

Observe que, sendo (1.25) verdadeira, tem-se que a desigualdade de observabilidade

(1.21) é válida se a seguinte estimativa∫T

0

E(u(t))dt ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt (1.30)

for verdadeira. Veja o lema a seguir.

Lema 1.3.2. Seja u solução da equação (1.8). Se para algum C > 0 vale a estimativa∫T

0

E(u(t))dt ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt (1.31)

então a desigualdade de observabilidade (1.21) é verdadeira.
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1.4 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta seção, abordaremos conceitos pontuais e propriedades relevantes da teoria de semi-

grupo. Essas propriedades serão utilizada na prova do resultado de boa-colocação local

da equaçã (1).

Definição 1.4.1. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia S(t) : X −→ X de operado-

res, com 0 ⩽ t <∞, chama-se de semigrupo, quando satifaz:

1. S(0) = I, onde I : X −→ X é o operador identidade;

2. S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ⩾ 0.

Definição 1.4.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, S(t) : X→ X, é forte-

mente cont́ınuo quando,

lim
t→0+

S(t)x = x, para todo x ∈ X.

Um semigrupo fortemente cont́ınuo é também chamado C0-semigrupo.

Definição 1.4.3. O operador linear T : D(T) −→ X é gerador infinitesimal do semigrupo

S(t), se

D(T) =

{
x ∈ X : lim

t→0

S(t)x− x

t
existe

}
e

Tx = lim
t→0

S(t)x− x

t
=
d

dt
S(t)x

∣∣∣∣
t=0

.

Teorema 1.4.1. Sejam S(t) e R(t) C0-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, então S(t) = R(t) para todo t ⩽ 0.

Demonstração. Veja [38].

Teorema 1.4.2. Seja S(t) um C0 semigrupo, então existem M ⩾ 1 e α ⩾ 0 tais que

∥S(t)∥ ⩽Meαt

para todo 0 ⩽ t <∞.

Demonstração. Veja [38].
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Teorema 1.4.3. Seja S(t) um C0 semigrupo e T seu gerador infinitesimal. Então para

x ∈ X, temos ∫ t

0

S(s)xds ∈ D(T) (1.32)

e vale

T

(∫ t

0

S(s)xds

)
= S(t)x− x. (1.33)

Demonstração. Veja [38], Caṕıtulo 1, Teorema 2.4.

Definição 1.4.4. Seja X um espaço de Banach e seja X′ o dual topólogico. Um operador

linear T : D(T) −→ X é um operador dissipativo quando,

⟨Tx, x∗⟩ ⩽ 0,

para todo x ∈ X e para todo x∗ ∈ X′.

Teorema 1.4.4. (Lumer-Phillips) Seja T : D(T) −→ X densamente definido em X.

i) Se T é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que a imagem de λ0I− T é igual X, isto é,

R(λ0I− T) = X,

então T é um gerador infinitesimal de um semigrupo decontrações C0 em X.

ii) Se T é um gerador infinitesimal de contrações C0 em X, então R(λI− T) = X para

todo λ > 0 e T é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(T) e todo x∗ ∈ F(x),

Re⟨Tu, x∗⟩ ⩽ 0.

Corolário 1.4.1. Seja T um operadorlinear fechado densamente definido. Se T e seu

adjunto T∗ são dissipativos, então T é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 das

contrações em X.

Dado x ∈ X. Considere um problema de valor inicial (PVI) não-homogêneo∂tu = Tu+ f(t)

u(0) = x,

(1.34)

onde f : X× [0, T ] −→ X é uma função e T : D(T) −→ X é um operador linear.
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Definição 1.4.5. Considerando a função f(t) ≡ 0, temos que o problema (1.34) é cha-

mado problema de valor inicial homogêneo, isto é,∂tu = Tu

u(0) = x.

(1.35)

Observação 1.4.1. Sendo T um operador linear e gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo dado por {S(t)}, tem-se que o problema de valor inicial homogêneo tem solução

dada por

u(t) = S(t)x, (1.36)

onde x ∈ D(T) e a solução satisfaz

∥S(t)x∥ ⩽ ∥x∥. (1.37)

Observação 1.4.2. Para obter soluções mais regulares para o PVI (1.35), basta tomar

dados iniciais mais regulares.

Teorema 1.4.5. Sejam T o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo S(t), f ∈ L1(0, T :

X) cont́ınua (0, T) e

v(t) =

∫ t

0

S(t− τ)f(τ)dτ, 0 ⩽ t ⩽ T . (1.38)

O problema de valor inicial (1.34) tem uma solução u em (0, T), para cada x ∈ D(T) se

uma das condições for satisfeita:

i) v(t) é continuamente diferenciável em (0, T).

ii) v(t) ∈ D(T), para 0 < t < T e Tv(t) é cont́ınua em (0, T).

Demonstração. Veja [38], Caṕıtulo 4, Teorema 2.4.

Teorema 1.4.6. Seja T o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo S(t). Se f ∈ L1(0, T :

X), então o PVI (1.34) tem no máximo uma solução. Além disso, se o PVI possuir

solução, então ela é dada por

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− τ)f(τ)dτ. (1.39)

Demonstração. Ver [38], Corolário 2.2.
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Caṕıtulo 2

Continuação única para ZK

não-linear n-dimensional

Neste caṕıtulo, iremos estabelecer uma propriedade de continuação única para a

equação de Zakharov-Kuznetsov (ZK) não-linear n−dimensional (1), que será fundamen-

tal para a obtenção do resultado principal do nosso trabalho. O que faremos aqui é

estender para o caso n−dimensional, n ⩾ 3, o resultado obtido por M. Panthee [37]

para a equação ZK bidimensional. Tanto aqui como em Panthee [37], a técnica é uma

adaptação do método introduzido por J. Bourgain em [3] para o estudo da referida propri-

edade em equações dispersivas não-lineares unidimensionais em que a ordem da derivada

mais alta da parte linear da equação é pelo menos duas unidades a mais qua a da parte

não-linear.

Considere o problema de valor inicial∂tu+ ∂x1
∆u+ u∂x1

u = 0 em Rn × I

u(x, 0) = u0(x), em Rn,

(2.1)

onde x = (x1, . . . , xn) e a função real u : Rn × I −→ R, tal que o intervalo I ⊂ R é

não-degenerado, onde u0 ∈ Hs(Rn), com s > n
2
. Sobre a boa-colocação deste problema,

sugerimos a referência [19].

Seguindo de perto as idéias de J. Bourgain [3],e de M. Panthee [37], demonstraremos

que se u é uma solução suficientemente suave da equação (2.1) com suporte compacto,

para todo t pertencente a um intervalo não-degenerado, então u deve ser identicamente

nula, ou seja, u ≡ 0. Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema:

21
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Teorema 2.0.1. Consideremos u = u(x, t) uma solução suficientemente suave para o

problema (2.1) e seja I = [−T , T ] um intervalo não-degenerado. Se para algum B > 0,

supp u(t) ⊂ B := [0,B]× · · · × [0,B], ∀t ∈ I. (2.2)

então u ≡ 0.

O argumento de prova será por contradição, isto é, iremos supor que a solução u de

suporte compacto do PVI (2.1) seja não nula para algum t ∈ I. Em seguida, observaremos

que pela fórmula de Duhamel: u é solução da equação (2.1) se, e somente se, u é solução

da equação integral

u(x, t1) = S(t2)u(t1) −

∫ t2

t1

U(t1 − τ)u∂x1
u(τ)dτ, (2.3)

com t1, t2 ∈ I e {S(t)}t⩾0 é o grupo dado por

S(t)φ(x) = {eiP(λ)tφ̂(λ)}∨(x)

e P(λ) é o polinômio dado por

P(λ) = λ1

n∑
i=1

λ2i ,

com λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn. Então, é suficiente aplicar o argumento de contradição sobre

a solução da equação integral (2.3).

Como u(t) tem suporte compacto, então pelo Teorema de Paley-Wiener a transfor-

mada de Fourier de u admite uma extensão anaĺıtica em Cn, ou seja,

û(t)(λ+ iσ) = eiP(λ+iσ)tû0(λ+ iσ) −

∫ t

0

ei(t−τ)P(λ+iσ) ̂(u∂x1u)(τ)(λ+ iσ)dτ. (2.4)

Aplicando o módulo em ambos os lados da equação (2.4) e fazendo algumas manipulações

algébricas, obteremos a seguinte desiguadade:

e−Re{iP(λ+iσ)}(t2−t1)|û(t2)(λ+ iσ)| ⩾ |û(t1)(λ)|−
|λ1|

2

∫ t2

t1

|ei(t1−τ)P(λ+iσ) ̂(u2)(τ)(λ)|dτ

−|û(t1)(λ+ iσ) − û(t1)(λ)|

−
|λ1|

2

∫ t2

t1

|ei(t1−τ)P(λ+iσ) ̂(u2)(τ)(λ+ iσ) − ̂(u2)(τ)(λ)|dτ

= I− II− III,

(2.5)
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onde

I =: |û(t1)(λ)|−
|λ1|

2

∫ t2

t1

|ei(t1−τ)P(λ+iσ) ̂(u2)(τ)(λ)|dτ

II =: |û(t1)(λ+ iσ) − û(t1)(λ)|,

III =:
|λ1|

2

∫ t2

t1

|ei(t1−τ)P(λ+iσ) ̂(u2)(τ)(λ+ iσ) − ̂(u2)(τ)(λ)|dτ. (2.6)

Nós pretenderemos obter o mesmo tipo de contradição obtida na prova do Teorema 1.1 em

[37]. Desse modo é suficiente o lado direito da estimativa (2.5), isto é, provar a seguinte

estimativa:

I− II− III ≳ e−
∥λ∥
Q . (2.7)

Assim, para obter a contradição, e consequentemente, provar o Teorema 2.0.1, neces-

sitaremos que alguns resultados auxiliáres. Na próxima seção iremos estabelecer esses

resultados.

2.1 Resultados preliminares para propriedade de con-

tinuação única

Nesta seção, vamos estabelecer resultados preliminares necessários para a prova do

Teorema 2.0.1. Começaremos defnindo alguns conceitos importantes.

Definição 2.1.1. Seja u a solução de (2.1). Para cada λ ∈ Rn denotaremos por U∗ uma

função real definida:

U∗(λ) = sup
t∈I

|û(t)(λ)|, (2.8)

onde û(t) é a Transformada de Fourier da função u.

A partir da defnição anterior, defniremos a seguinte função:

Definição 2.1.2. Seja u a solução de (2.1). Para cada λ ∈ Rn denotaremos por m(λ)

uma função real definida:

m(λ) = sup
λ ′∈ωλ

U∗(λ ′), (2.9)

onde ωλ = {λ ′ ∈ Rn : |λ
′

i| ⩾ |λi|, com i = 1, 2, . . . ,n}.
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Neste trabalho, seguiremos a mesma sequência de Lemas apresentada em [37], com o

objetivo de estender os resultados estabelecidos por M. Panthee para funções m(λ) com

λ ∈ Rn. Em particular, começaremos demonstrando que, se a solução u do PVI (2.1)

for suficientemente suave e tiver suporte compacto contido em B, a sua transformada de

Fourier û(t) : Cn −→ C, possui crescimento exponencial.

Lema 2.1.1. Seja u = u(x, t) solução de (2.1), suficientemente suave. Se para algum

B > 0,

supp u(t) ⊂ B,∀t ∈ I,

então para todo λ = (λ1, . . . , λn),σ = (σ1, . . . ,σn) ∈ Rn temos que

|û(t)(λ+ iσ)| ≲ ecB∥σ∥,

onde c é uma constante positiva.

Demonstração. A demonstração segue de maneira análoga aos casos undimensional e

bidimensional discutidos [3] e [37], respectivamente. De fato, para λ,σ ∈ Rn, tem-se

|û(t)(λ+ iσ)| =

∣∣∣∣ ∫
Rn

e−i(x·(λ+iσ))u(x, t)dx

∣∣∣∣
⩽

∫
B

e(x·σ)|u(x, t)|dx. (2.10)

Como u tem suporte compacto, então pela desigualdade e Cauchy-Schawarz

(x · σ) ⩽ ∥x∥∥σ∥ ⩽ B∥σ∥.

Dáı, sendo u é solução de (2.1), segue de (2.10) e da última desigualdade que :

|û(t)(λ+ iσ)| ⩽ ∥u∥L2(Rn)e
B∥σ∥

⩽ ∥u0∥L2(Rn)e
B∥σ∥

≲ ecB∥σ∥. (2.11)

Sendo u uma solução suficientemente suave para o PVI (2.1), provaremos um resultado

que auxiliará na prova do Lema 2.1.3.

Lema 2.1.2. Seja u ∈ C([−T , T ] : Hs(Rn)) para s > n
2
, para n ⩾ 3, uma solução

suficientemente suave para (2.1) com supp u(t) ⊂ B para todo t ∈ I. Então, existe uma

constante B > 0 tal que

m(λ) ≲
B

1+ ∥λ∥2s
. (2.12)
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Demonstração. A demonstração segue o mesmo roteiro do caso bidimensional, estabele-

cido em [37]. De fato, seja u solução para o PVI (2.1) com suporte compacto contido em

B. Então, para todo t ∈ I e λ ∈ Rn, temos:

|û(t)(λ)| =

∣∣∣∣∫
Rn

e−i(x,ξ)u(x, t)dx

∣∣∣∣
⩽

∫
Rn

|u(x, t)|dx

⩽ |B|∥u(t)∥L2(Rn), (2.13)

onde |B| é a medida do conjunto.

Como a equação (2.1) possui quantidades conservadas, em particular a energia:

∥u(t)∥L2(Rn) = ∥u(0)∥L2(Rn).

Então,

|û(t)(λ)| ≲ 1. (2.14)

Consequentemente,

U∗(λ) = sup
t∈I

|û(t)(λ)| ⩽ C. (2.15)

Por outro lado, pela boa colocação do PVI (2.1), temos que:

∥Dsu∥L∞(I:L2(Rn)) <∞. (2.16)

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.16), obtemos:

∥λ∥s|û(t)(λ)| = |D̂su(t)(λ)|

⩽ |B|∥Dsu∥L∞(I:L2(Rn)) ⩽ C2. (2.17)

Portanto,

|û(t)(λ)| ⩽
C2

∥λ∥s
. (2.18)

Como u ∈ C([−T , T ] : Hs(Rn)) para s > n
2
, para n ⩾ 3, vale :

|û(t)(λ)| ⩽
C2

∥λ∥4s
. (2.19)

Assim, pelas estimativas (2.14) e (2.19),

U∗(λ) ⩽
C3

1+ ∥λ∥4s
. (2.20)
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Portanto, para λ ′ ∈ Rn com |λ
′

i| ⩾ |λi| com i = 1, 2, . . .n, implica que

1+ ∥λ ′∥4s ⩾ 1+ ∥λ∥4s.

Logo,

m(λ) = sup
λ ′∈ωλ

U∗(λ ′) ⩽
C2

1+ ∥λ ′∥4s
⩽

C2

1+ ∥λ∥4s
. (2.21)

O que prova o resultado.

O lema a seguir é essencial para a demonstração do Teorema 2.0.1, pois fornece uma

estimativa inferior para m(λ). Em particular, mostraremos que:

m(λ) > c(m ∗m)(λ) + e−
∥λ∥
Q ,

onde c é uma constante positiva e Q um parêmetro suficientemente grande. A demons-

tração do lema seguirá de perto a mesma sequência de argumentos usado na demonstração

do Lema 1 em [3].

Lema 2.1.3. Seja u uma função de suporte compacto, onde u(t) ̸= 0, para algum t ∈ I.

Existe uma constante c > 0 tal que para qualquer Q suficientemente grande, existe λ ∈ Rn

com ∥λ∥ ≫ 1, satisfazendo

m(λ) > e−
∥λ∥
Q , (2.22)

m(λ) > c(m ∗m)(λ). (2.23)

Demonstração. Suponhamos por contradição que uma das desigualdades (2.22) ou (2.23)

não seja válida para λ ∈ Rn com ∥λ∥ > λ0, onde λ0 ≫ 1. Pelo Lema 2.1.2, temos que:

m(λ) <
B

1+ ∥λ∥4s
, (2.24)

para todo λ ∈ Rn, com s > n
2
. Assim, para ∥λ∥ ⩽ λ0, temos que:

m(λ) <
2Be

−
∥λ∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s
, (2.25)

para algum Q ≫ 1. Observe que, se mostramos que a desigualdade (2.25) é válida para

todo λ ∈ Rn, obteremos a contradição e consequentemente provaremos o Lema. Isso

ocorre, pois assumindo a validade da estimativa (2.25), então obteremos que:

|û(t)(λ)| ⩽ m(λ) ⩽
2Be

−
∥λ∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s
. (2.26)
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Em seguida, usaremos a contrapositiva do Corolário 1.2.1 com ϵ satisfazendo:

ε ⩽ −
∥λ∥

2(λ0 +Q)
.

Assim, avaliando a û(t) na norma L1(Rn), obtemos:

∥û(t)∥
L1(eϵ∥λ∥dλ) =

∫
Rn

|û(t)(λ)eϵ∥λ∥dλ

≲
∫
Rn

2Be
−

∥λ∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s
eϵ∥λ∥dλ

⩽
∫
Rn

2B

1+ ∥λ∥2s
dλ. (2.27)

Como 2s ⩾ n, segue que û(t) ∈ L1(eϵ∥λ∥dλ). Portanto, pelo Corolário 1.2.1, implicará

que u ≡ 0, o que será uma contradição, pois u(t) ̸= 0, para algum t ∈ I.

Suponhamos por contradição que (2.25) não seja válido para algum λ ∈ Rn com

∥λ∥ > λ0, ou seja, existe um subconjunto A ⊊ Rn definido por

A :=

{
λ ∈ Rn : m(λ) ⩾

2Be
−

∥λ∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s

}
.

Seja λ′ ∈ A tal que ∥λ′∥ = min
λ∈A

∥λ∥ > λ0. Se (2.22) não for válida para λ = λ′, então

m(λ′) ⩽ e−
∥λ′∥
Q . (2.28)

Multiplicando a estimativa (2.28) por (2.24), obtemos que:

[m(λ′)]2 ⩽ e−
∥λ′∥
Q

B

1+ ∥λ′∥4s
. (2.29)

Logo,

m(λ′) <
B√

1+ ||λ′∥4s
e
−

∥λ′∥
2(Q+λ0) <

2B

1+ ||λ′∥2s
e
−

∥λ′∥
2(Q+λ0) , (2.30)

o que é uma contradição, pois λ′ ∈ A. Agora, suponhamos que a desigualdade (2.23) não

seja verdadeira para λ = λ′. Então, para toda constante c > 0, temos:

m(λ′) ⩽ cm ∗m(λ′)

=

∫
W1

m(λ− λ′)m(λ)dλ+

∫
Wc

1

m(λ− λ′)m(λ)dλ

:= I+ II, (2.31)
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onde,

I =

∫
W1

m(λ− λ′)m(λ)dλ e II :=

∫
Wc

1

m(λ− λ′)m(λ)dλ,

e o conjunto W1 é dado por:

W1 := {λ ∈ Rn : |λk − λ′k| < |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n} ∩ {λ ∈ Rn : |λk| < |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n}.

Para completar a demonstração, é necessário analisar separadamente os termos I e II,

e como consequência, mostraremos que m(λ ′) satisfaz uma estimativa do tipo (2.25). O

que será uma contradição, pois λ ′ ∈ A.

Comecemos pela análise do termo I. Suponha que λ ∈ W1. Nesse caso, valem as

seguintes desigualdades para todo k = 1, 2, . . . ,n: |λk− λ
′
k| < |λ′k| e |λk| < |λ′k|. Portanto,

pela equação (2.25), conclui-se que:

m(λ) <
2Be

−
∥λ∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s
(2.32)

e

m(λ− λ′) <
2B1e

−
∥λ−λ′∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ− λ′∥2s
. (2.33)

onde B e B1 são constantes. Portanto, usando as estimativas (2.32) e (2.34), podemos

estimatimar para I da seguinte maneira:

I ⩽
∫
W1

m(λ− λ′)m(λ)dλ

⩽
∫
W1

2B1e
−

∥λ−λ′∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ− λ′∥2s
· 2Be

−
∥λ∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ∥2s
dλ

⩽ 2B12Be
−

∥λ′∥
2(λ0+Q)

∫
W1

1

1+ ∥λ− λ′∥2s
· 1

1+ ∥λ∥2s
dλ. (2.34)

Dáı, concluimos que:

I ⩽
2B1B2Ke

−
∥λ′∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ′∥2s

∫
W1

1

1+ ∥λ∥2s
dλ ≲ c

B1B2Kπ
n
2

2n−1

e
−

∥λ′∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ′∥2s
. (2.35)

Resta analisar II. Primeiramente, observemos que o complementar do conjunto W1 é

dado por:

Wc
1 =: {λ ∈ Rn : |λk − λ′k| < |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n}c ∪ {λ ∈ Rn : |λk| < |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n}c

=: V1 ∪ V2.
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Desse modo, podemos escrever os conjunto V1 e V2 da seguinte maneira: V1 = V1
1∪ (V1

1)
c

e V2 = V1
2 ∪ (V1

2)
c, onde V1

1 é dado por

V1
1 = {λ ∈ Rn : |λk − λ′k| ⩾ |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n},

e o conjunto V1
2 é dado por:

V1
2 =:

{
λ ∈ Rn : |λk| ⩾ |λ′k|,∀k = 1, 2, . . .n

}
.

Por outro lado, observamos que, pela própria definição, a função m(λ) satisfaz a propri-

edade de monotonicidade quando definida sobre os conjuntos V1
1 e V1

2. Mais especifica-

mente,

m(λ− λ′) ⩽ m(λ′) e m(λ) ⩽ m(λ′), (2.36)

para λ ∈ V1
1 ou λ ∈ V1

2, respectivamente. Desse modo, usando as estimativas em (2.36),

II =

∫
Wc

1

m(λ− λ′)m(λ)dλ

=

∫
V1∪V2

m(λ− λ′)m(λ)dλ

⩽
∫
V1

1∪V1
2

m(λ− λ′)m(λ)dλ+

∫
(V1

1)
c∪(V1

2)
c

m(λ− λ′)m(λ)dλ

⩽ 2m(λ′)

∫
Rn

m(λ)dλ+

∫
(V1

1)
c∪(V1

2)
c

m(λ− λ′)m(λ)dλ

=: c2m(λ′)

∫
Rn

m(λ)dλ+ III, (2.37)

onde

III :=

∫
(V1

1)
c∪(V1

2)
c

m(λ− λ′)m(λ)dλ.

Observemos ainda que a expressão

c2m(λ′)

∫
Rn

m(λ)dλ

poderá ser acoplada ao lado esquerdo da estimativa (2.37). Portanto, para concluirmos a

demonstração da desigualdade (2.25) é suficiente estimar III da mesma forma que I.

Para isso, observemos primeiramente que os conjuntos(V1
1)

c e (V1
2)

c satisfaz as seguin-

tes propriedades: dado λ ∈ (V1
1)

c existe um conjunto de ı́ndice não vazio I ⊊ {1, 2, . . . ,n}

tal que

|λk − λ′k| < |λ′k|, para k ∈ I.
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De forma análoga, para λ ∈ (V1
2)

c, existe um conjunto de ı́ndice não vazio J ⊊ {1, 2, . . . ,n},

tal que

|λk| < |λ′k|, para k ∈ J.

Assim, a função m(λ), quando definida sobre o conjunto λ ∈ (V1
1)

c ∪ (V1
2)

c, satisfaz uma

estimativa análoga à dada por (2.25). Mais especificamente, a função m(λ) satisfaz as

seguintes estimativas. Para λ ∈ (V1
1)

c, vale:

m(λ) ⩽
2nB3e

−

∑
k∈J

|λk|+
∑
k∈Jc

|λ′k|

2(λ0+Q)∏
k∈J

(1+ |λk|
2s)

∏
k∈Jc

(1+ |λ′k|
2s)

. (2.38)

Onde B3 é uma constante. De modo análogo a (2.38), segue que m(λ− λ′) satisfaz:

m(λ− λ′) ⩽
2nB4e

−

∑
k∈I

|λk − λ′k|+
∑
k∈Ic

|λ′k|

2(λ0+Q)∏
k∈I

(1+ |λk − λ′k|
2s)

∏
k∈Ic

(1+ |λ′k|
2s)

. (2.39)

onde B4 é uma constante. Agora, ao multiplicarmos a estimativa (2.38) pela estimativa

(2.39), obtemos:

m(λ)m(λ− λ′) ⩽
4nB3B4e

−

∑
k∈Ic∪Jc

|λ′k|+
∑
k∈J

|λk|+
∑
k∈I

|λk − λ′k|

2(λ0+Q)∏
k∈I

(1+ |λk − λ′k|
2s)

∏
k∈Ic∪Jc

(1+ |λ′k|
2s)

∏
k∈J

(1+ |λk|
2s)

. (2.40)

Para concluir a demonstração é suficiente provar que III satisfaz uma estimativa do tipo

(2.35). Pela estimativa (2.40), vemos que é suficiente mostrarmos que a seguinte desigual-

dade: ∑
k∈Ic∪Jc

|λ′k|+
∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈J

|λk − λ′k| ⩾
n∑

k=1

|λ′k|. (2.41)

é válida para quaisquer subconjuntos de ı́ndices I,J ⊊ {1, 2, . . . ,n}. Dessa forma, obtere-

mos o resultado desejado.

Para verificar que a desigualdade (2.41) é verdadeira, dividiremos a demonstração em

diferentes casos, observando que, independentemente dos conjuntos I e J, a desigualdade

se mantém.

1o. caso: I = J.
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Como I, J ⊊ {1, 2, . . . ,n}, temos que Ic = Jc. Portanto,

∑
k∈Ic∪Jc

|λ′k| = 2
∑
k∈Ic

|λ′k|. (2.42)

Por outro lado, usando a desigualdade triangular em λ′k para todo k ∈ I ∪ J, temos:

|λ′k| ⩽ |λ′k − λk|+ |λk|.

Logo, ∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈J

|λk − λ′k| ⩾
∑
k∈I

|λ′k|. (2.43)

Assim, de (2.42) e (2.43), garantimos que a desigualdade (2.41) é verdadeira.

2o. caso: I ̸= J, onde I ⊊ J ou J ⊊ I.

Primeiramente, consideremos o caso em que I ⊊ J. O caso contrário é análogo. Como

I e J são finitos, podemos, sem perda de generalidade, supor que o conjunto J é igual

ao conjunto I acrescido de um elemento não pertencente ao conjunto I. Especificamente,

assumiremos que J = I ∪ {k0} ⊊ {1, 2, . . . ,n}, onde k0 ∈ J \ I. Assim, a expressão (2.41)

pode ser escrita da seguinte maneira:∑
k∈Ic∪Jc

|λ′k|+
∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈J

|λk − λ′k| =
∑
k∈Ic

|λ′k|+
∑
k∈I

[
|λk|+ |λk − λ′k|

]
+ |λk0

− λ′k0
|

+
∑
k∈Jc

|λ′k|. (2.44)

Assim, como no 1o. caso, usaremos a desigualdade triangular para obtermos:∑
k∈I

[|λk|+ |λk − λ′k|] ⩾
∑
k∈I

|λ′k|. (2.45)

Por outro lado, o complementar do conjunto J é dado por:

Jc = (I ∪ {k0})
c = Ic ∩ {1, 2, . . . ,n}\{k0} = Ic\{k0}.

Como I = J\{k0}, temos que a análise sobre λ′k com k ∈ Ic ∪ Jc é análoga ao 1o. caso, ou

seja, vale:

∑
k∈Jc

|λ′k|+
∑
k∈Ic

|λ′k| = |λ′k0
|+ 2

∑
k∈Jc

|λ′k|. (2.46)
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Além disso, como k0 ∈ Ic, temos que |λk0 − λ
′
k0
| ⩾ |λ′k0

|. Portanto, utilizando (2.45) e

(2.46) ganharemos a seguite a estimativa inferior para (2.44):

∑
k∈Ic∪Jc

|λ′k|+
∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈J

|λk − λ′k| ⩾
∑
k∈Ic

|λ′k|+
∑
k∈I

[
|λk|+ |λk − λ′k|

]
+ |λk0

− λ′k0
|

+
∑
k∈Jc

|λ′k|

⩾ 2|λ′k0
|+ 2

∑
k∈Jc

|λ′k|+
∑
k∈I

|λ′k|

⩾
∑
k∈Ic

|λ′k|+
∑
k∈I

|λ′k. (2.47)

O que prova (2.41).

3 o. Caso: Os conjuntos de ı́ndices I, J ⊊ {1, 2, . . . ,n} são disjuntos, isto é, I ∩ J = ∅.

Neste caso, procederemos da seguinte forma: Primeiramente, observamos que o con-

junto {1, 2, . . . ,n} pode ser decomposto da seguinte forma:

{1, 2, . . . ,n} = I ∪ Ic e {1, 2, . . . ,n} = J ∪ Jc.

Como os complementares dos conjuntos de ı́ndices, Ic e Jc, não são disjuntos, escreve-

remos cada um da seguinte forma: Ic = J∪ (Ic\J) e Jc = I∪ (Jc\I), onde estas uniões são

disjuntas. Assim, as somas dos termos |λ′k| sobre os conjuntos I
c e Jc podem ser expressas

da seguinte maneira:

∑
k∈Ic

|λ′k| =
∑
k∈J

|λ′k|+
∑

k∈Ic\I

|λ′k| e
∑
k∈Jc

|λ′k| =
∑
k∈I

|λ′k|+
∑

k∈Jc\I

|λ′k|. (2.48)

Com base nessas igualdades, poderemos reescrever o lado direito da estimativa (2.41)

conforme definição dos conjuntos Ic e Jc. Ao utilizar as igualdades dadas em (2.48),

obteremos:

∑
k∈I

λk +
∑
k∈Ic

|λ′k|+
∑
k∈J

|λk − λ′k|+
∑
k∈Jc

|λ′k| =
∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈J

|λk − λ′k|

+
∑
k∈J

|λ′k|+
∑

k∈Ic\J

|λ′k|+
∑
k∈I

|λ′k|+
∑

k∈Jc\I

|λ′k|.

(2.49)

Agora, podemos analisar o lado direito da igualdade (2.49), já que alguns somatórios estão

definidos sobre os mesmos conjuntos de ı́ndices. Primeiramente, observaremos que, para



Caṕıtulo 2. Continuação única para ZK não-linear n-dimensional 33

k ∈ I, as normas de λk satisfazem a desigualdade |λk| ⩾ |λk|. Assim, obteremos:

∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈I

|λ′k| ⩾ 2
∑
k∈I

|λ′|. (2.50)

Por outro lado, para k ∈ J a norma de λk−λ
′
k satisfaz a seguinte estimativa |λk−λ

′
k| ⩾ |λ′k|.

Utilizando essa estimativa, obteremos:

∑
k∈J

|λk − λ′k|+
∑
k∈J

|λ′k| ⩾ 2
∑
k∈J

|λ′k|. (2.51)

Portanto, a partir de (2.49), (2.50) e (2.51), conclúımos que a desigualdadade (2.41) é

válida.

4o. Caso: Os conjutos de ı́ndices I, J ⊊ {1, 2, . . . ,n} satisfazem: I ∩ J ̸= ∅, mas I ⊈ J

e J ⊈ I.

Nesse caso, iremos proceder maneira semelhante ao 3o. caso. Especificamente, escreve-

remos os conjuntos I e J da segunte maneira:

I = (I\I ∩ J) ∪ (I ∩ J) e J = (J\I ∩ J) ∪ (I ∩ J), (2.52)

onde essas uniões são disjuntas. A partir das definições dos conjuntos J e I, escreveremos

os seus respectivos complementares da seguinte forma:

Ic = [J\(I ∩ J)] ∪ [Jc\(I\(I ∩ J))] e Jc = [I\(I ∩ J)] ∪ [Ic\(J\(I ∩ J))]. (2.53)

Com base nas igualdades (2.52) e (2.53), poderemos escrever o lado direito da estima-

tiva (2.41), o que nos permitirá uma análise semelhante à realizada 3o. caso. Precisamente,

poderemos expressar o lado direito de (2.41) desse modo:

∑
k∈I

|λk|+
∑
k∈Ic

|λ′k|+
∑
k∈Jc

|λ′k|+
∑
k∈J

|λk − λ′k| =
∑

k∈I\(I∩J)

|λk|+
∑

k∈J\(I∩J)

|λk − λ′k|

+
∑

k∈(I∩J)

|λk|+
∑

k∈J\(I∩J)

|λ′k|+
∑

k∈Jc\(I\(I∩J))

|λ′k|+
∑

k∈I\(I∩J)

|λ′k|

+
∑

k∈Ic\(J\(I∩J))

|λ′k|+
∑

k∈(I∩J)

|λk − λ′k|. (2.54)

Assim, como no 3o. caso, o lado direito da igualdade (2.54) está expressado de forma

que poderemos agrupar os somatórios dois a dois para estabelecer uma estimativa inferior,

provando assim a estimativa (2.41). Isso é posśıvel porque esses somátorios estão definidos

sobre os mesmo conjuntos de ı́ndices.
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Começaremos analisando os somátórios que estão defnidos sobre o conjunto I\(I∩ J).

Notemos que, a desigualdade |λk| ⩾ |λ′k| é verdadeira para todo k ∈ I\(I ∩ J). Dáı,

obteremos que: ∑
k∈I\(I∩J)

|λk|+
∑

k∈I\(I∩J)

|λ′k| ⩾ 2
∑

k∈I\(I∩J)

|λ′k|. (2.55)

Analogamente, a desigualdade |λk| ⩾ |λ′k| é válida para todo k ∈ J\(I ∪ J). Assim,

poderemos estimar os somátórios definidos sobre o conjunto J\(I ∪ J):∑
k∈J\(I∩J)

|λk − λ′k|+
∑

k∈J\(I∩J)

|λ′k| ⩾ 2
∑

k∈J\(I∩J)

|λ′k|. (2.56)

Finalmente, nos resta analisar os somaátorios que estão definidos sobre o conjunto (I∩J).

Utilizando a desigualdade trinagular, obtremos:∑
k∈(I∩J)

|λk − λ′k|+
∑

k∈(I∩J)

|λk| ⩾
∑

k∈(I∩J)

|λ′k|. (2.57)

Portanto, utilizando as estimativas (2.56), (2.55) e (2.57), conclúımos a demonstração da

estimativa (2.41), sob as hipóteses assumidas para os conjuntos I e J no caso 3o. .

Assim, a partir das análises realizadas anteriormente, concluimos que a estimativa

(2.41) é verdadeira, permitindo estimatimar superiormente III.

De fato, utilizando a estimativa (2.41), obtemos uma estimativa superior para a ex-

pressão no lado direito de (2.40), consequentemente o produto m(λ)m(λ − λ ′) pode ser

estimado superiormente:

m(λ)m(λ− λ′) ⩽
4nB3B4e

−
∥λ ′∥

2(λ0+Q)∏
k∈I

(1+ |λk − λ′k|
2s)

∏
k∈Ic∪Jc

(1+ |λ′k|
2s)

∏
k∈J

(1+ |λk|
2s)

. (2.58)

Consequentemente, III pode ser estimado superiormente como a seguir:

III ⩽ c4nB2B1e
−

∥λ′∥
2(λ0+Q)

∫
(V1

1)
c∪(V1

2)
c

1∏
k∈I

(1+ |λk − λ′k|
2s)

∏
k∈Ic∪Jc

(1+ |λ′k|
2s)

∏
k∈J

(1+ |λk|
2s)
dλ.

(2.59)

Argumentando de maneira similar a (2.35), obteremos que:

III ≲ c
π

n
2

2
n
2

4nB3B4e
−

∥λ′∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ′∥2s
. (2.60)
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Portanto, de (2.60) conclúımos que

II ⩽ m(λ′)

∫
Rn

1

1+ ∥λ∥2s
dλ+ III

≲ c
π

n
2

2
n
2
m(λ′) + B3

4nB2B1e
−

∥λ′∥
2(λ0+Q)

1+ ∥λ′∥2s
. (2.61)

Assim, escolhendo c > suficientemente pequeno, segue por (2.61) e (2.35),

m(λ′) ≲
2Be

−
∥λ′∥

2(λ0+Q)

1+ ∥λ′∥2s
. (2.62)

O que é uma contradição, pois λ′ ∈ A. Assim, a desigualdade (2.25) é verdadeira para

todo λ ∈ Rn. Com isso, obtemos o resultado desejado e consequentemente podemos usar

o Corolário 1.2.1 para obtermos a contradição. Com isso, concluimos a demonstração do

resultado.

A desigualdade (2.22), no Lema 2.1.3, estabelece uma estimativa inferior para a função

m(λ). Para prosseguirmos com o argumento por contradição, é necessário estabelecer

resultados que assegurem a validade da seguinte estimativa:

I− II− III ≳ m(λ),

onde I,−II e − III estão definidos em (2.6). Para tanto, vamos estabelecer alguns resul-

tados que garantam a estimativa mencionada. As hipóteses do Teorema 2.0.1 asseguram

que a Transformada de Fourier da solução de (2.1), a função û(t)(λ + iσ) é uma função

inteira. Portanto, pela desigualdade do valor médio, temos:

|û(t)(λ+ iσ) − û(t)(λ)| ⩽ |∇(û(t)(σ)||σ|.

Assim, é suficiente demonstrar que a seguinte estimativa é válida:

|∇(û(t)(σ)||σ| ≲ m(λ).

Inspirado nas ideias de Bourgain em [3] e Panthee em [37], vamos estabelecer algumas

estimativas necessárias para avaliar |∇(û(t)(·)|.

Lema 2.1.4. Seja φ : Cn −→ C satisfazendo as seguintes condições:

1. Para todo λ,σ ∈ Rn vale:

|φ(λ+ iσ)| ≲ ec∥σ∥B; (2.63)
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2. As seções de φ, isto é, as funções φj : C −→ C dadas por

φj(λj + iσj) = φ(z1, . . . , λj + iσj, . . . , zn), (2.64)

são limitadas e integráveis nos eixo real.

Então, para (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, com λ1, . . . , λn positivo, tem-se:

∥∇φ(λ1, . . . ., λn)∥ ≲ B sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

[
1+ log

(
sup

λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

)]
. (2.65)

Demonstração. O resultado aqui apresentado é uma extesão do Lema 2.5 de [37] à di-

mensão n > 2. Aplicando o Lema 1.2.1 a cada função φj definida em (2.64), tem-se

∣∣φ ′

j(λj)
∣∣ ≲ B sup

|λ
′
j |⩾λj

|φ(λ
′

j)|

1+ log

 sup
|λ

′
j |⩾λj

|φ(λ
′

j)|

 (2.66)

para cada j = 1, . . .n. Como

∇φ(λ1, . . . , λn) = (φ
′

1(λ1), . . . ,φ
′

n(λn)), (2.67)

segue de (2.64) que

∥∇φ(λ1, . . . , λn)∥ ⩽ B max
1⩽j⩽n

B sup
|λ

′
j |⩾λj

|φ(λ
′

j)|

1+ log

 sup
|λ

′
j |⩾λj

|φ(λ
′

j)|


≲ B sup

λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

[
1+ log

(
sup

λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

)]
, (2.68)

o que é o resultado.

Para estabelecer o próximo resultado, iremos considerar φ : Cn −→ C satisfazendo as

hipóteses do Lema 2.1.4.

Corolário 2.1.1. Para λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄n ∈ R+ considere o conjunto ωλ̄ = {λ ∈ Rn : |λk| ⩾

λ̄k,onde k = 1, 2, . . . ,n}. Seja λ′ + iσ = (λ′1 + iσ1, . . . , λ
′
n + iσn) ∈ Cn tal que:

|σ| ⩽ B−1

[
1+ | log sup

λ′∈ωλ̄

|φ(λ′)|

]−1

. (2.69)

Então

sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′ + iσ)| ⩽ 2n sup
λ′∈ωλ̄

|φ(λ′)| (2.70)

e

sup
λ′∈ωλ̄

|∇φ(λ′ + iσ)| ≲ B sup
λ′∈ωλ̄

|φ(λ′)|

[
1+

∣∣∣∣∣log sup
λ′∈ωλ̄

|φ(λ′)|

∣∣∣∣∣
]
. (2.71)
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Demonstração. Inicialmente, mostraremos a estimativa (2.70). De fato, seja λ′+iσ ∈ Cn,

onde λ′ + iσ = (λ′1 + iσ1, . . . , λ
′
n + iσn). Para cada j ∈ {1, 2, . . . ,n}, defina

φj : C −→ C, onde φj(λj + iσj) = φ(λ1 + iσ1, . . . , λj + iσj, . . . , λn + iσn).

Observe que φj satisfaz as hipóteses do Lema 1.3.1, então para λj ∈ R+, temos

sup
|λ′

j|⩾λ̄j

|φj(λ
′
j + iσj)| ⩽ 2 sup

|λ′
j|⩾λ̄j

|φj(λ
′
j)|. (2.72)

para todo 1 ⩽ j ⩽ n, ou seja,

sup
|λ′

j|⩾λ̄j

|φ(λ1 + iσ1, . . . , λj + iσj, . . . , λn + iσn)| ⩽ 2 sup
|λ′

j|⩾λ̄j

|φj(λ1 + iσ1, . . . , λj, . . . , λn + iσn)|.

(2.73)

Dáı, assumindo qua desigualdade (2.73) para j = 1, e aplicando o supremo para

|λ2| ⩾ λ̄2, temos que:

sup
|λ′

2|⩾λ̄2

sup
|λ′

1|⩾λ̄1

|φ(λ′1 + iσ1, λ2 + iσ2, . . . , z)| ⩽ 2 sup
|λ′

2|⩾λ̄2

sup
|λ′

1|⩾λ̄1

|φ(λ′1, λ2 + iσ2, . . . , z)|

⩽ 22 sup
|λ′

2|⩾λ̄2

sup
|λ′

1|⩾λ̄1

|φ(λ′1, λ2, . . . , z)| (2.74)

onde z = (λ′3 + iσ, . . . , λ
′
n + iσn). Repetindo o argumento, isto é, aplicando o supremo

em (2.74) para |λ′j| ⩾ λ̄j, com j = 3, 4, . . . ,n, obtemos que:

sup
λ′∈ωλ̄

|φ(λ′ + iσ)| ⩽ 2n sup
λ′∈ωλ̄

|φ(λ′)|. (2.75)

Provaremos agora a desigualdade (2.71).

Definindo a função φ̃(z) = φ(z+ iσ), temos, que φ̃ é uma função inteira e, por (2.70),

temos:

|φ̃(z+ iσ ′)| = |φ(λ+ i(σ+ σ′))|

≲ ec1B∥σ′+σ∥

≲ ec1B∥σ′∥. (2.76)

A estimativa (2.76) nos diz que φ̃ satisfaz a condição (2.63) do Lema 2.1.4. Consequen-

temente,

∥∇φ̃(z)∥ ≲ B sup
λ′∈ωλ

|φ̃(λ′)|[1+ | log sup
λ′∈ωλ

|φ̃(λ′)|]. (2.77)
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para todo λ = (λ1, . . . , λn) tal que λj > 0,j ∈ {1, 2, . . . ,n}. Dáı, pela definição de φ̃ e por

(2.70),

∥∇φ(λ+ iσ)∥ ≲ B sup
λ ′∈ωλ

|φ(λ ′ + iσ)|

[
1+

∣∣∣∣log sup
λ ′∈ωλ

|φ(λ ′ + iσ)|

∣∣∣∣] (2.78)

≲ B2n sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

[
1+

∣∣∣∣log 2n sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

∣∣∣∣]
≲ B sup

λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

[
1+ n log 2+

∣∣∣∣log sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

∣∣∣∣] (2.79)

≲ B sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

[
1++

∣∣∣∣log sup
λ′∈ωλ

|φ(λ′)|

∣∣∣∣] . (2.80)

Portanto, aplicando o supremo sobre a desigualdade (2.78) para λ ′ ∈ ωλ, segue o resul-

tado.

Lema 2.1.5. Seja t ∈ I e considere φ(z) = û(t)(z), σ como no Corolário (2.1.1). Então

para |σ′| ⩽ |σ|, vale que

∥∇φ(λ− λ′ + iσ′)∥ ≲ B[m(λ) +m(λ− λ′)][1+ | logm(λ)|]. (2.81)

Demonstração. Comecemos primeiro definido, a partir de φ, a função

ϕ̃(z) = ϕ(z+ iσ ′) = û(t)(z+ iσ′).

Então, pela definição de supremo, temos que:

∥∇φ(λ− λ′ + iσ′)∥ ⩽ sup
λ∈Cn

∥∇φ(λ)∥. (2.82)

Dados λ = (λ1, . . . , λn), λ
′ = (λ′1, . . . , λ

′
n), vetores em Rn, consideremos, para cada j =

1, . . . ,n λ̃j = min{|λj|, |λj − λ
′
j| : j = 1, 2, ..n.}, Então,

∥∇φ(λ− λ ′ + iσ ′)∥ ⩽ sup
λ ′∈ωλ̃

∥∇φ(λ ′ + iσ ′)∥ = sup
λ ′∈ωλ̃

∥∇φ̃(λ ′)∥. (2.83)

Dáı, como ∥σ ′∥ ⩽ ∥σ∥ e σ satisfaz (2.69), segue da estimativa (2.65) do Corolário 2.1.1

que

∥∇φ(λ− λ1+ iσ)∥ ≲ B sup
λ ′∈ωλ̃

|φ(λ ′)|

[
1+

∣∣∣∣∣log[ supλ ′∈ωλ̃

|φ(λ ′)|]

∣∣∣∣∣
]

≲ m(λ̃)

[
1+

∣∣∣∣∣log[ supλ ′∈ωλ̃

|φ(λ ′)|]

∣∣∣∣∣
]
. (2.84)
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Por fim, notemos que

m(λ̃) ⩽ m(λ) +m(λ− λ ′). (2.85)

Consequentemente, por (2.84) temos:

∥∇φ(λ− λ1+ iσ)∥ ≲ Bm(λ) [1+ logmλ)] . (2.86)

O que prova o resultado.

2.2 Demonstração do Teorema 2.0.1

A demonstração do Teorema 2.0.1 seguirá a abordagem delineada na introdução deste

caṕıtulo, utilizando os resultados apresentados na Seção 2.1.

Suponha por contradição que u satisfaz (2.2) mas que exista t ∈ I tal que u(t) ̸= 0.

Como u satisfaz (2.1), temos para t1, t2 ∈ I, que

u(x, t2) = U(t2 − t1)u(t1) −

∫ t2

t1

U(t2 − τ)u · ∂x1
u,dτ. (2.87)

Aplicando a transformada de Fourier à equação (2.87), chegamos a equação

û(t2)(λ) = e
iP(λ)∆tû(t1)(λ) −

iξ1

2

∫ t2

t1

eiP(λ)(t2−s)û2(t1)(λ)ds. (2.88)

onde λ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, P(λ) = ξ31 +
∑n

k=2 ξ1ξ
2
k e ∆t = t2 − t1.

Podemos reescrever (2.88) como

û(t2)(λ) = e
iP(λ)∆t

[
û(t1)(λ) −

iξ1

2

∫ t2

t1

eiP(λ)(t1−s)û2(t1)(λ)ds

]
. (2.89)

Fazendo a mudança de variável τ = s− t1 em (2.89), temos :

û(t2)(λ) = e
iP(λ)∆t

[
û(t1)(λ) −

iξ1

2

∫∆t

0

e−τiP(λ) ̂u2(t1 + τ)(λ)dτ

]
. (2.90)

Por hipótese u tem suporte compacto. Então, pelo Teorema de Paley-Wiener (Teorema

1.2.1), û tem uma extensão inteira, ou seja, uma extensão anaĺıtica em Cn, e, partir (2.90)

podemos escrever:

û(t2)(λ+ iσ) = e
iP̃(λ+iσ)∆t

[
û(t1)(λ+ iσ) −

i(ξ+ iα)

2

∫∆t

0

e−τP̃(λ+iσ) ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)dτ

]
,

(2.91)
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onde σ = (σ1, . . . ,σn) ∈ Rn e o polinômio P̃ agora é dado por

P̃(λ+ iσ) = (ξ1 + iσ1)
3 +

n∑
k=2

(ξ1 + iσ1)(ξk + iσk)
2 (2.92)

= ξ31 + 3iξ21σ1 − 3ξ1σ
2
1 − iσ

3
1

+

n∑
k=2

(ξ1ξ
2
k + 2ξkξ1σki− σ

2
kξ1 + iσ1ξ

2
k − 2ξkσkσ1 − iσ1σ

2
k) (2.93)

= ξ31 − 3ξ1σ
2
1 +

n∑
k=2

(ξ1ξ
2
k − σ2kξ1 − 2ξkσkσ1) (2.94)

+ i(3ξ21σ1 − σ
3
1 +

n∑
k=2

(2ξkξ1σk + σ1ξ
2
k − σ1σ

2
k)) (2.95)

:= P1(λ,σ) + iP2(λ,σ). (2.96)

Como u satisfaz o Lema 2.1.1, obtemos daquele lema aplicado à identidade (2.91), a

seguinte identidade:

ecB∥σ∥e∆tP̃2(λ,σ) ⩾ |û(t)(λ+ iσ)|−
|ξ1|

2

∫∆t

0

e−τP2(λ,σ)| ̂u(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ. (2.97)

Escolhamos λ ∈ Rn tal que

∥ξ∥ ∼ max {|ξk| : k = 1, . . . ,n} ≫ 1 e ξ1ξk > 0 para k = 2, . . . ,n. (2.98)

Vamos escolher σ = σ(λ) ∈ Rn satisfazendo:
∥σ∥∞ ∼ max {|σk| : k = 1, . . . ,n} ≪ 1

∆tσk < 0, parak = 1, . . . ,n,

1
|ξ1|

⩽ |σk| e
1

|ξk|
⩽ |σk|, para k = 1, . . . ,n.

(2.99)

Com estas escolhas, temos que

∆tP2(λ,σ) ⩽ ∆tP̃2(λ,σ), (2.100)

onde

P̃2(λ,σ) = 3ξ1σ1 + 2ξ1

n∑
k=2

ξkσk + σ1

n∑
k=2

ξ2k. (2.101)

Consequentementa, podemos inferir de (2.92) e (2.101)

e∆tP̃2(λ,σ) ≳ |û(t1)(λ+ iσ)|−
|ξ1|

2

∫∆t

0

eτP̃2(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ. (2.102)
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Com as escolhas (2.98) e (2.99), temos:

∆tP̃2(λ,σ) = ∆t

(
3ξ1σ1 + 2ξ1

n∑
k=2

ξkσk + σ1

n∑
k=2

ξ2k

)

= −3ξ21|∆tσ1|− 2

n∑
k=2

ξ1ξk||∆tσk|−

n∑
k=2

ξ2

= −|∆t|

(
3ξ21|σ1|+ 2

n∑
k=2

ξ1ξk||σk|+

n∑
k=2

ξ2

)
:= −|∆t|q(λ,σ), (2.103)

onde q(λ,σ) = 3ξ21|σ1|+ 2

n∑
k=2

|ξ1ξk||σk|+

n∑
k=2

ξ2k.

Além disso, se ∆t > 0 segue de (2.99) σk > 0 para k = 1, 2 . . . ,n, e consequentemente,∫∆t

0

eτP̃2(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ =

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ. (2.104)

Já quando ∆t < 0, temos por (2.99) que σk > 0 para k = 1, 2 . . . ,n, e consequentemente,∫∆t

0

eτP̃2(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ =

∫∆t

0

eτ(3ξ1σ1+2ξ1
∑n

k=2 ξkσk+σ1ξ
2
k)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ.

(2.105)

Agora fazendo a mudança de variável τ 7−→ −τ em (2.105), temos:∫∆t

0

eτP̃2(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ =

= −

∫−∆t

0

e−τ(3ξ1σ1+2ξ1
∑n

k=2 ξkσk+σ1ξ
2
k)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ

= −

∫−∆t

0

e−τ(3ξ1σ1+2ξ1
∑n

k=2 ξkσk+σ1ξ
2
k)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ

= −

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ. (2.106)

Portanto, de (2.105) e (2.106) deduzimos que∣∣∣∣∫∆t

0

eτP̃2(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ

∣∣∣∣∣ . (2.107)

Consequentemente, de (2.102), (2.103) e (2.107) concluimos que

e∆tq(λ,σ) ≳ |û(t1)(λ+ iσ)|−
|ξ1|

2

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iσ)|dτ. (2.108)
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Consideremos, sem perda de generalidade, o caso ∆t > 0. Neste caso, inferimos da

estimativa (2.108) que

e−q(λ,σ)∆t ≳ |û(t1)(λ)|−
|ξ1|

2

∫ |∆t|

0

e−q(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ)|dτ

− |û(t1)(λ+ iσ) − û(t1)(λ)|

−
|ξ1|

2

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ+ iξ) − ̂u2(t1 + τ)(λ)|dτ

:=I− II− III. (2.109)

Vamos analisar separadamente I, II e III. Primeiramente, vamos exibir uma estimativa

por baixo para I. Observemos que pela definição de m(λ) e U∗(λ) existe λ̃ ∈ ωλ tal que

m(λ) = U∗(λ̃).

Como U∗(λ̃) ⩽ m(λ̃) ⩽ m(λ), obteremos que

U∗(λ̃) = m(λ̃).

Por outro lado, pelo Lema 2.1.2,

|û(t)(λ)| ⩽ m(λ) <
B

1+ ∥λ∥4s
, para todo t ∈ [0, T ].

Dáı, se aplicarmos o limite quando ∥λ∥ 7−→ ∞, obteremos que

lim
∥λ∥7−→∞ |û(t)(λ)| = 0.

Assim, como a aplicação t 7−→ |û(t) é continua, existe t1 ∈ I tal que

|û(t)(λ̃)| = U∗(λ̃).

Portanto, pelo Lema 2.1.3 concluíımos que pode-se escolher λ ∈ Rn com |λ| suficiente-

mente grande e algum t1 ∈ I, satisfazendo:

|û(t1)(λ)| = U∗(λ) = m(λ) > c(m ∗m)(λ) + e−
|λ|
Q . (2.110)
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Com as observações acima

I = m(λ) −
|ξ1|

2

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u2(t1 + τ)(λ)|dτ

⩾ m(λ) −
|ξ1|

2

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)| ̂u(t1 + s)(λ)| ∗ | ̂u(t1 + τ)(λ)|dτ

⩾ m(λ) −
|ξ1|

2
(U∗ ∗ U∗)(λ)

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)dτ

⩾ m(λ) −
|ξ1|

2
(m ∗m)(λ)

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)dτ

⩾ m(λ) −
|ξ1|

2
(m ∗m)(λ)

1− e−|∆t|q(λ,σ)

q(λ,σ)

⩾ m(λ) −
|ξ1|

2
(m ∗m)(λ)

1

q(λ,σ)
. (2.111)

Como

q(λ,σ) = 3ξ21|σ1|+ 2

n∑
k=2

ξ1ξk||σk|+

n∑
k=2

ξ2k ⩾ 2|ξ1ξ2σ
2
k|,

segue que

|ξ1|

q(λ,σ)
⩽

|ξ1|

2|ξ1ξ2σ2|
. (2.112)

Pela estimativa (2.111),(2.112) e Lema 2.1.3 (Estimativa (2.23)), obteremos que:

I ⩾ m(λ) −
|ξ1|

2
(m ∗m)(λ)

1

q(λ,σ)
⩾
m(λ)

2
. (2.113)

Agora, estimaremos II. Por (2.110),

|û(t1)(λ)| = sup
λ ′∈ωλ

U∗(λ ′) = m(λ).

Como a função û(t1)(·) é inteira, deduzimos da desigualdade do valor médio que

II = |û(t1)(λ+ iσ) − û(t1)(λ)| ⩽ sup
λ∈ωλ

|∇û(t1)(λ ′ + iσ)|∥σ∥. (2.114)

Dáı, escolhendo σ como no Corolário 2.1.1, chegamos à estimativa

II ⩽ B∥σ∥ [m(λ)(1+ | log(mλ)|] ⩽
m(λ)

5
. (2.115)

Para finalizar, nos resta estimar III. Primeiro, pelo Lema 2.1.5 e Lema 2.1.3 e σ como
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no Corolário 2.1.1, temos:

| ̂u2(t1 + s)(λ+ iσ) − ̂u2(t1 + s)(λ)|

=

∣∣∣∣ ∫
Rn

̂u(t1 + s)(λ′ − λ+ iσ) ̂u(t1 + s)(λ′) −
∫
Rn

̂u(t1 + s)(λ′ − λ) ̂u(t1 + s)(λ′)dλ′
∣∣∣∣

⩽
∫
Rn

| ̂u(t1 + s)(λ′ − λ+ iσ) − ̂u(t1 + s)(λ′ − λ)|| ̂u(t1 + s)(λ′)|dλ′

⩽
∫
Rn

|σ||∇ ̂u(t1 + s)(λ′ − λ+ iσ′)|| ̂u(t1 + s)(λ′)|dλ′

⩽
∫
Rn

|σ||∇ ̂u(t1 + s)(λ′ − λ+ iσ′)|m(λ′)dλ′

⩽
∫
Rn

[m(λ) +m(λ′ − λ)]m(λ′)dλ′

⩽ c1m(λ) + (m ∗m)(λ)

⩽ (c1 + c
−1)m(λ). (2.116)

Assim, procedendo como na obtenção (2.111), temos que:

III =
|ξ1|

2
(c+ c−1

1 )m(λ)

∫ |∆t|

0

e−τq(λ,σ)dτ

⩽
|ξ1|

2
(c+ c−1

1 )m(λ)
1− e−|∆t|q(λ,σ)

2|ξ1ξ2σ2|
≲

1

5
m(λ). (2.117)

Assim, por (2.109), (2.111), (2.115) e (2.117), junto com a estimativa (2.22) no Lema

2.1.3, temos

e−|∆t|q(λ,σ) ⩾
m(λ)

2
−

2m(λ)

5
=
m(λ)

5
> e−

∥λ∥
Q . (2.118)

Sabemos das escolhas 2.99 que |ξ1σk| ≫ 1, para k = 1, . . . ,n. Dáı,

e−∆tq(λ,σ) = e−∆t(3ξ2
1|σ1|+2

∑n
k=2 ξ1ξk||σk|+

∑n
k=2 ξ2)

⩽ e−|∆t|(ξ1|+
∑n

k=2 |ξk|) = e−|∆t|∥λ∥. (2.119)

Consequentemente, de (2.118) e (2.119), Obtemos

e−|∆t|∥λ∥ ≳ e
−∥λ∥
Q , (2.120)

o que é um absurdo, para Q grande tal que |∆t| ⩾ c 1
Q
, e ∥λ∥ suficientemente grande.



Caṕıtulo 3

Estabilização para equação ZK com

Termo de Amortecimento

Neste caṕıtulo, estudaremos o problema de estabilização da equação de Zakharov-

Kuznetsov em um domı́nio limitado Ω ⊂ Rn. Especificamente, buscaremos estabelecer

um resultado análogo ao Teorema 1.3.1. Para isso, utilizaremos a teoria de estabilização

delineada na Seção 1.3.

Na Seção 1.3, em particular na Definição 1.3.1, observamos que o problema de valor

inicial (PVI) associado à equação de Zakharov-Kuznetsov é exponencialmente estabilizável

(ou seja, possui Decaimento Exponencial) se existir um feedback K tal que o operador TK

seja exponencialmente estabilizável, onde Tu = −∂x1
∆u. Neste estudo, consideraremos o

seguinte feedback: uma função a = a(x) ∈ L∞(Ω), tal que a(x) ⩾ a0 > 0 para todo x ∈

Γc, onde Γ é um subconjunto compacto de Ω, conhecido como Termo de Amortecimento.

Dessa forma, formularemos o problema de valor inicial

∂tu+ ∂x1
∆u+ u∂x1

u+ a(x)u = 0 em Ω× (0, T),

u(x1, . . . , xi, xn, t)
∣∣
xi=0

= u(x1, . . . , xi, . . . , xn, t)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, . . . ,n,

∂xi
u(x1, . . . , xi, . . . , xn, t)

∣∣
x1=L

= 0, i = 1, . . . ,n

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(3.1)

onde (x, t) ∈ Ω× [0, T ], u : Ω× [0, T ] −→ R é uma função real.

Considerando o mesmo termo de amortecimento a(x) e as mesmas condições de con-

torno do PVI (3.1), podemos estabelecer um resultado de estabilização para a equação de

Zakharov-Kuznetsov linear, definida em domı́nios limitados. Assim, analisaremos o PVI

associado à equação de Zakharov-Kuznetsov, que é dado por:

45
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

∂tu+ ∂x1∆u+ a(x)u = 0 em Ω× (0, T),

u(x1, . . . , xi, . . . , xn, t)
∣∣
xi=0

= u(x1, . . . , xi, . . . , xn, t)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, . . . ,n

∂xi
u(x1, . . . , xi, . . . , xn, t)

∣∣
x1=L

= 0, i = 1, . . . ,n

u(x, 0) = u0(x), em Ω.

(3.2)

Aqui, provaremos que a energia associada ao PVI (3.1) e ao PVI (3.2) decai expo-

nencialmente. Para estabelecer esses resultados, utilizaremos a Teoria de Estabilização,

conforme enunciada na Seção 1.3. Especificamente, nas Seções 3.1 e 3.2, desenvolveremos

os elementos necessários para demonstrar os resultados de estabilização para as versões

não linear e linear da equação ZK, considerando a presença do termo de amortecimento.

3.1 Resultados Preliminares para ZK não-linear

Nesta seção, enunciaremos alguns resultados necessários para aplicação da Teoria de

Estabilização. Como discutido na Seção 1.3, o método tem como resultado principal a

desigualdade de observabilidade. A demonstração dessa desigualdade para o PVI (3.1)

utiliza, como ponto central, o resultado de continuação única provado na Seção 2.1, Teo-

rema 0.0.2. Portanto, para algum δ > 0, consideraremos

Z =

n∏
i=0

(δ,L− δ)

de tal forma que Γ ⊂ Z, mantendo a validade do resultado de continuação única. Em

seguida, estabeleceremos outros resultados, seguindo a mesma sequência apresentada na

Seção 1.3.

Dada u solução do problema de valor inicial (3.1), definamos

Q(u(t)) =

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

[∂xi
u(0, x̄, t)]2dxj +

∫
Ω

2a(x)u2dx, (3.3)

onde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω e x̄ = (x2, x3, . . . , xn). A energia E(u), associada ao PVI

(3.1), definida por

E(u(t)) =

∫
Ω

u2dx. (3.4)

O Lema seguinte afirma que ela é decrescente.
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Lema 3.1.1. A energia E(u) assoiada ao PVI (3.1) é decrescente.

Demonstração. De fato, Multiplicando a equação (3.1) por u e integrando emΩ, obtemos:

0 =

∫
Ω

u∂tdx+

∫
Ω

u∂x1
∆udx+

∫
Ω

u2∂x1
udx+

∫
Ω

a(x)u2dx = I+ II+ III+ IV.

(3.5)

onde,

I :=

∫
Ω

u∂tdx, II :=

∫
Ω

u∂x1
∆udx, III :=

∫
Ω

u2∂x1
udx e IV :=

∫
Ω

a(x)u2. (3.6)

Analisaremos separadamente I, II, III e IV. Usando a integração por partes e as condições

de bordo do PVI (3.1), obteremos:

II =

∫
Ω

u∂x1
∆udx = −

∫
Ω

n∑
i=1

∂xi
u∂x1

∂xi
udx

= −

∫
Ω

1

2

n∑
k=1

∂x1 [∂xi
u]2dx

= −
1

2

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

[ ∫L

0

∂x1
[∂xi

u]2(x1, x̄, t)dx1

]
dxj

= −
1

2

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=0

[∂xi
u]2(L, x̄, t) − [∂xi

u]2(0, x̄, t)dxj

=
1

2

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=0

(∂xi
u)2(0, x̄, t)dxj. (3.7)

Também vale que:

III =

∫
Ω

u2∂x1udx =

∫
Ω

∂x1
(u2)

2
dx

=
1

2

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

[ ∫L

0

∂x1
(u2)(x1, x̄, t)dx1

]
dxj (3.8)

=
1

2

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

[
u2(L, x̄, t) − u2(0, x̄, t)

]
dxj = 0. (3.9)

Finalmente,

I =

∫
Ω

u∂tudx =
1

2

∫
Ω

∂t(u
2)dx =

1

2

d

dt

∫
Ω

u2dx =
1

2

d

dt
E(u(t)). (3.10)

Portanto, segue de (3.5), (3.7),(3.8) e (3.10)

d

dt
E(u(t)) = −2II− 2III− 2IV = −Q(u(t)) < 0. (3.11)
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Para obter a desigualdade de observabilidade para o PVI (3.1), usaremos argumento de

compacidade( Teorema de Compacidade de Aubin-Lions) e um resultado de continuação

única(Teorema 2.0.1). Antes disso, mostraremos que a solução do PVI (3.1) é limitada

em L2(0, T : H1(Ω)).

Lema 3.1.2. Seja u0 ∈ L2(Ω). Então existem C = C(L, T) e C1 = C1(L, T , δ), tal que a

solução u para (3.1) satisfaz

∥u∥2L2(0,T :H1(Ω)) ⩽ CLE(u(0)) + C1(δ)TE(u0)
6µ3 + C(ϵ)TE(u(0))

∑n
j=3 3µi , (3.12)

onde 0 < µj < 1, com j = 1, . . . ,N são constantes satisfazendo

N∑
j=1

µj = 1.

Demonstração. Com efeito, ao multiplicarmos a equação associada ao PVI (3.1) por x1u,

e em seguida integrarmos em Ω× [0, T ], obteremos que:∫T

0

∫
Ω

x1u∂tudxdt+

∫T

0

∫
Ω

x1u∂x1
∆udxdt+

∫T

0

∫
Ω

x1u
2∂x1

udxdt

+

∫T

0

∫
Ω

x1ua(x)udxdt = 0. (3.13)

Integrando por partes e usando as condições de bordo, obtemos∫T

0

∫
Ω

x1u∂tudxdt =
1

2

∫T

0

∫
Ω

x1∂t(u
2)dxdt

=
1

2

∫
Ω

x1

∫T

0

∂t(u
2)dtdx

=
1

2
∥x

1
2
1 u(T)∥2L2(Ω) −

1

2
∥x

1
2
1 u0∥2L2(Ω), (3.14)

∫T

0

∫
Ω

x1u∂x1
∆udxdt = −

∫T

0

∫
Ω

n∑
i=0

x1∂xi
u∂x1

∂xi
udxdt

= −
1

2

∫T

0

∫
Ω

n∑
i=0

x1∂x1
(∂xi

u)2dxdt

= −
1

2

∫T

0

n∏
j=2

∫L

0

[ ∫T

0

n∑
i=0

x1∂x1
(∂xi

u)2dx1

]
dxjdt

=
1

2

∫T

0

n∏
j=2

∫L

0

[ ∫T

0

n∑
i=0

(∂xi
u)2dx1

]
dxjdt =

1

2

∫T

0

∫
Ω

n∑
i=0

(∂xi
u)2dxdt,

(3.15)
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0

∫
Ω

x1u
2∂x1

udxdt =
1

3

∫T

0

∫
Ω

[ ∫L

0

x1∂x1
(u3)dx1

]
dx̄dt

= −
1

3

∫T

0

∫
Ω

[ ∫L

0

u3dx1

]
dx̄dt

= −
1

3

∫T

0

∫
Ω

u3dxdt. (3.16)

Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13), obtemos:

1

2
∥x

1
2
1 u(T)∥2L2(Ω)+

1

2

n∑
i=2

∥∂xi
u∥2L2(0,T :L2(Ω)) =

1

2
∥x

1
2
1 u0∥2L2(Ω)+

1

3

∫T

0

∥u∥3L3(Ω)) −

∫T

0

∫
Ω

a(x)u2dx. (3.17)

Para concluir a demonstração do Lema, precisaremos estimar a solução u na norma

L1(0, T : L3(Ω)). Para alcançar esse objetivo, aplicaremos uma versão da imersão de

Sobolev. Mais especificamente, utilizaremos o Teorema 1.1.4. Para isso, faremos as

seguintes escolhas no contexto do Teorema 1.1.4: β = 0, α1 = 1, αj = 0, para j = 2, 3, . . . ,N

pj = 2, j = 1, 2, . . . ,N.

A partir destas escolhas, poderemos estimar a norma de u em L3(Ω) da seguinte maneira:

∥u(t)∥L3(Ω) ⩽ C∥∂x1
u(t)∥

1
6

L2(Ω)

N∏
j=2

∥u(t)∥µj

L2(Ω). (3.18)

Agora, usando a Desigualdade de Young (Teorema 1.1.2) no lado direito da estimativa

(3.18), obteremos:

∥u(t)∥3L3(Ω) ⩽ C∥∂x1
u∥

1
2

L2(Ω)∥u(t)∥
3µ2

L2(Ω)

N∏
j=3

∥u(t)∥3µj

L2(Ω)

⩽ ϵ∥∂x1
u∥L2(Ω)∥u(t)∥6µ2

L2(Ω) +
c(ϵ)

2C2

N∏
j=3

∥u(t)∥6µj

L2(Ω)

⩽ δ∥∂x1
u∥2L2(Ω) +

c(δ)

2ϵ2
∥u(t)∥12µ2

L2(Ω) +
c(ϵ)

2C2

N∏
j=3

∥u(t)∥6µj

L2(Ω). (3.19)

Como a energia E(u) é decrescente, isto é, E(u(t)) ⩽ E(u(0)), poderemos estimar, fi-

nalmente, estimar a solução u na norma L1(0, T : L3(Ω)). Especificamente, a seguinte

estimativa é válida:

1

3

∫T

0

∥u(t)∥3L3(Ω)dt ⩽
δ

3
∥∂x1

u(t)∥2L2(0,T :L2(Ω))

+ T
C(δ)

6ϵ2
E(u(0))6µ2 + T

C(ϵ)

6C2
E(u(0))

∑n
j=3 3µj . (3.20)
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Para concluir a demonstração é necessário acoplar o termo δ
3
∥∂x1u(t)∥2L2(0,T :L2(Ω)) ao

lado esquer da igualdade (3.17). Para isso, escolheremos δ na desigualdade de Young

satisfazendo: δ
3
⩽ 1

2
. Em seguida, aplicando a estimativa (3.20) em (3.17),

∥u∥L2(0,T :H1(Ω)) ⩽
L

2
E(u0)+

T
C(δ)

6ϵ2
E(u(0))6µ2 + T

C(ϵ)

6C2
E(u(0))

∑n
j=3 3µj . (3.21)

O que prova o resultado.

Como discutido na Seção 1.3, obter uma desigualdade de observabilidade é uma tarefa

delicada. Portanto, seguindo a abordagem adotada no Lema 1.3.1, estabeleceremos o

seguinte resultado.

Lema 3.1.3. Seja u solução de (3.1), então

E(u(0)) ⩽
1

T

∫T

0

E(u(t))dt+

∫T

0

Q(u(t))dt. (3.22)

Demonstração. Após multiplicarmos o PVI (3.1) por (T−t)u e integrarmos emΩ× [0, T ],

chegaremos à igualdade:∫T

0

∫
Ω

(T − t)u∂tudxdt+

∫T

0

∫
Ω

(T − t)u∂x1
∆udxdt+

∫T

0

∫
Ω

(T − t)u2∂x1
udxdt

+

∫T

0

∫
Ω

(T − t)a(x)u2dxdt = 0. (3.23)

Integrando (3.23) por partes e usando as condições de bordo, obtemos:

−T

∫
Ω

u2(x, 0)dx+
1

2

∫T

0

∫
Ω

u2dxdt+

∫T

0

∫
Ω

(T − t)a(x)u2dxdt

+
1

2

∫T

0

n∏
j=2

∫L

0

(T − t)

n∑
i=1

(∂x1
∂xi
u(0, x̄, t))2dxjdt = 0. (3.24)

Portanto, segue o resultado.

Como a estimativa (3.22) é verdadeira, obteremos a degualdade de observabilidade

para o PVI (3.1), se provarmos o seguinte resultados.

Lema 3.1.4. Seja Q(u(t)) definido em (3.3). Então para todo T ,R > 0 existe uma

constante C = C(R, T) > 0 tal que∫T

0

E(u(t))dt ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt, (3.25)

para toda solução de (3.1) com ∥u0∥L2(Ω) ⩽ R.
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Demonstração. Suponhamos, por contradição, que a desigualdade (3.25) não seja verda-

deira. Isto é, para cada n ∈ N existe un ∈ L∞(0, T : L2(Ω)) ∩ L2(0, T : H1(Ω)) tal que

∥un(·, 0)∥L2(Ω) ⩽ R e satisfazendo

∥un∥L2(0,T :L2(Ω)) > n

∫T

0

Q(u(t))dt. (3.26)

Como ∥un(·, 0)∥L2(Ω) ⩽ R, pela estimativa (3.12) temos que ∥un∥L2(0,T :L2(Ω)) ⩽ C.

Aplicando o limite na estimativa (3.26), quando n 7−→ ∞, obteremos que:∫T

0

Q(un(t))dt −→ 0, quando n→ ∞. (3.27)

Defina as sequências (λn)n⩾1 e (vn)n⩾1, dadas por:

λn = ∥un∥L2(0,T :L2(Ω)) e vn =
un

λn
,

respectivamente. Então, pela própria definição da sequência (vn)n⩾1,

∥vn∥L2(0,T :L2(Ω)) = 1. (3.28)

Agora, como ∥un(·, 0)∥L2(Ω) ⩽ R. Então, usando a estimativa (3.12) obteremos que

(λn)n⩾1 é limitada. Portanto, admite uma subsequência convergente. Sem perda de gene-

ralidade, consideraremos a própria sequência λn como sendo a subsequência convergente,

ou seja, λn −→ λ ⩾ 0. Observemos ainda, que pela propria definição de vn, temos que

para cada n ∈ N, a sequência vn satisfaz o seguinte PVI
∂tvn + ∂x1

∆vn + λnvn∂x1
vn + a(x)vn = 0 em Ω× R

vn(x, t)
∣∣
xi=0

= vn(x, t)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, 2, . . . ,n.

∂xi
vn(L, x̄, t) = 0, i = 1, . . . ,n,

(3.29)

onde (x, t) ∈ Ω× R, x̄ = (x2, . . . , xn), x = (x1, x̄) e o dado inicial é dado por:

vn(x, 0) =
un(x, 0)

λn
.

Além disso, o funcional Q(vn) converge para 0, quando n 7−→ ∞. Para isso, usaremos

a mesmas estimativas usadas em (3.27). Especificamente, pelas da estimativas (3.20) e

(3.26), segue que ∫T

0

Q(vn(t))dt −→ 0, quando n→ ∞. (3.30)
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Dáı, como ∥vn(·, 0)∥L2(Ω) ⩽ C, aplicaremos o Lema 3.1.3 (Estimativa (3.18)) para obter

a seguinte estimativa:

∥vn(t)∥L2(Ω) ⩽ C, ∀ 0 ⩽ t ⩽ T . (3.31)

Para prosseguir com o argumento de contradição, utilizaremos o argumento de compaci-

dade de Aubin-Lions. Para isso, é necessário provar que a solução vn para o PVI (3.29)

seja limitada no espaço

L2(0, T : H1(Ω)) ∩ H1(0, T : H−2(Ω)).

Primeiramente, pelo Lema 3.1.1( estimativa (3.12)), temos que

∥vn∥L2(0,T :H1(Ω) ⩽ C. (3.32)

Portanto, vn é limitada no espaço L2(0, T : H1(Ω). Resta provar que vn é limitada em

H1(0, T : H−2(Ω)). Para isso, usaremos argumento de daulidade.

Iniciaremos provando que ∂x1
∂2xi
vn é limitado em H1(0, T : H−2(Ω)) para todo i =

1, 2, . . . ,n,. Para isso, usaremos a estimativa (3.32) para obter a seguinte estimativa:

∥∂x1∂
2
xi
vn(t)∥H−2(Ω) = sup

∥φ∥H1(Ω)=1

|(∂x1∂
2
xi
vn(t),φ)L2(Ω)|

= sup
∥φ∥H2(Ω)=1

|(∂x1
vn,∂

2
xi
φ)L2(Ω)|

⩽ ∥vn(t)∥H1(Ω). (3.33)

Agora, usaremos o Teorema 1.1.4 com as mesma escolhas feitas na demonstração do

Lema 3.1.2 para obtermos:

∥vn(t)∂xvn(t)∥H−2(Ω) = sup
∥φ∥H2(Ω)=1

(∂x1
(u2),φ)L2(Ω)

= sup
∥φ∥H2(Ω)=1

(u2,∂x1
φ)L2(Ω)

⩽ sup
∥φ∥H2(Ω)=1

{
∥u2(t)∥L2(Ω)∥∂x1φ∥L2(Ω)

}
⩽ ∥∂x1

vn(t)∥1/2L2(Ω)

n∏
j=2

∥vn(t)∥
µj

L2(Ω). (3.34)

Para concluir a demonstração da estimativa (3.34), é suficiente usarmos a Desigualdade

de Young com Epsilon (Teorema 1.1.2) juntamente com o Lema 3.1.2.
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Finalmente, a partir da estimativa (3.32), podemos afirmar que, se a ∈ L∞(Ω), então

a(x)vn é limitado em L2(0, T : H−2(Ω)).

Portanto, concluimos que ∂tvn é limitado em L2(0, T : H−2(Ω)). Consquentemente,

vn é limitado em

L2(0, T : H1(Ω)) ∩ H1(0, T : H−2(Ω)). (3.35)

Portanto, existe uma subsequência (vnj
)j∈N que converge fracamente para uma função

v em L2(0, T : H1(Ω)) ∩ H1(0, T : H−2(Ω)), isto é,

vnj
⇀ v em L2(0, T : H1(Ω)) ∩ H1(0, T : H−2(Ω)). (3.36)

Como H1
0(Ω) ⊂⊂ L2(Ω) ⊂ H−2(Ω), segue que (vn)n⩾1 é relativamente compacta em

L2(0, T : L2(Ω)), logo pelo Teorema de Compacidade de Aubin-Lions,

vnj
→ v, forte em L2(0, T : L2(Ω)). (3.37)

Dáı, como ∥vnj
∥L2(0,T :L2(Ω)) = 1, tem-se que

∥v∥L2(0,T :L2(Ω)) = 1. (3.38)

Por outro lado, aplicando a semicontinuidade inferior do funcional Q(u), obteremos:

0 = lim
j→∞

∫T

0

Q(vvj
(t))dt ⩾

∫T

0

Q(v(t))dt =

∫T

0

∫
Ω

a(x)v2dxdt

+

∫T

0

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=2

[∂x1∂xi
u(0, x̄, t)]2dxj, (3.39)

e isso implicará que a(x)v2 = 0 em Ω× (0, T). Como a(x) > 0 em Γc, o que implica que

v = 0 em Γc × (0, T). Agora, utilizando a convergência dada em (3.37), concluimos que v

satisfaz

∂tv+ ∂x1
∆v+ λv∂x1

v+ a(x)v = 0 em Ω× (0, T), (3.40)

onde λ ⩾ 0. Para concluir a demonstração, dividiremos a prova em dois casos: λ = 0 e

λ > 0.

Se λ = 0, então v satisfaz

∂tv+ ∂
3
xv+ ∂x1

∆v = 0. (3.41)
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Neste caso, o Teorema de Holmgren(Teorema 1.1.5) garante que v = 0 em Ω × (0, T), o

que resulta em uma contradição, pois v satisfaz (3.38).

Se λ > 0, então v satisfaz

∂tv+ ∂
3
xv+ ∂x1∆v+ λv∂x1v = 0. (3.42)

Considere uma extenção suave para v dada por,

w(x, t) =

v(x, t), se (x,y, z, t) ∈ Z× (0, T),

0, se (x, t) ∈ (Rn − Z)× (0, T).

Como Γ ⊂ Z, tem-se que w satisfaz ∂tw+ ∂x1
∆w+ λw∂x1

w = 0, em Rn × (0, T).

w(x, 0) = φ(x).
(3.43)

onde

φ(x) =

v(x, 0), se x ∈ Z

0, se x ∈ Rn − Z,

compactamente suportada em Hs(Rn) com s > n
2
, para n ⩾ 3. Os autores S. Herr

and Kinoshita provaram em [19] que a equação (3.43) possui uma solução suave. Então,

aplicando o resultado de continuação única (Teorema 2.0.1), w = 0 em Rn × (0, T), isso

implica que v = 0 em Ω× (0, T), o que é uma contradição, pois v satisfaz (3.38).

3.2 Resultados Preliminares para ZK linear

Nesta seção, estabeleceremos alguns resultados essenciais para a demonstração de um

teorema de estabilização para a equação ZK linear com termo de amortecimento. Mais

precisamente, provaremos a mesma sequência de resultados apresentada na Seção 3.1 e

usaremos a teoria de estabilização mencionada na Seção 1.3 para obter o resultado.

A energia E(u) associada ao PVI (3.43) é definida de forma análoga à energia associada

ao PVI (3.1), ou seja,

E(u(t)) =

∫
Ω

u2dx. (3.44)

Além disso, como o PVI (3.43) está definido com as mesma condições de contorno que

o PVI (3.1) e utilizamos o mesmo termo de amortecimento a(x), vemos que na verdade,
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o PVI (3.43) é um caso particular do problema (3.1). Logo, consideraremos o mesmo

funcional Q(u) definida em (3.3). Dessa forma, a demonstrações dos lemas necessários

para aplicar a teoria de estabilização para Zk linear serão similares às estabelecidas na

Seção 3.1. Então, para evitar repetição de argumentos, iremos omitir essas demonstrações.

Lema 3.2.1. A energia associada ao PVI (3.2) é decrescente.

Demonstração. A demonstração segue da mesma maneira que o Lema 3.1.1. Então basta

multiplicar a equação (3.2) por u e integrar por partes, e obteremos

d

dt
E(u(t)) = −Q(u(t)) ⩽ 0. (3.45)

Lema 3.2.2. Dado u0 ∈ L2(Ω), então a solução u do PVI (3.2), satisfaz

∥u∥2L2(0,T :H1(Ω)) ⩽ (L+ T)E(u(0)). (3.46)

Demonstração. Multiplicando (3.2) por x1u e integrando por partes em Ω× (0, T), obte-

mos

1

2
∥x1u(T)∥2L2(Ω)+

1

2

n∑
i=2

∥∂xi
u∥2L2(0,T :L2(Ω)) =

1

2
∥x1u0∥2L2(Ω)+

−

∫T

0

∫
Ω

a(x)u2dx. (3.47)

Portanto, segue o resultado.

Lema 3.2.3. Seja u solução de (3.2), então

E(u(0)) ⩽
1

T

∫T

0

E(u(t))dt+

∫T

0

Q(u(t))dt. (3.48)

Lema 3.2.4. Seja Q(u(t)) deifinido em (3.3). Então para todo T ,R > 0 existem uma

constante C = C(R, T) > 0 tal que∫T

0

E(u(t))dt ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt (3.49)

para toda solução de (3.1) linear com ∥u0∥L2(Ω) ⩽ R.

Demonstração. A demonstração segue o mesmo o mesmo argumento que a demonstração

do Lema 3.1.4, entretanto não há necessidade de usar o teorema de continuação única

provado nesse texto, é suficiente usar o Teorema de Holmgren (Teorema 1.1.5).
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3.3 Teorema Principal

Nesta seção, iremos enunciar e provar o resultado de estabilização para as equações

(3.1) e (3.2). Aplicaremos a teoria estabelecida Seção 3.1. O resultado de estabilização é

o seguinte:

Teorema 3.3.1. Suponha u0 ∈ L2(Ω) com ∥u0∥L2(Ω) ⩽ R para algun R > 0, então

energia E(u) associada ao PVI (3.1), definida em (3.4), decai exponencialmente, isto é,

existem C1 > 0 e δ > 0 tal que

E(u(t)) ⩽ C1E(u(0))e
−δt, (3.50)

para todo t ⩾ 0.

Demonstração. Seja R > 0 e suponha que u0 ∈ L2(Ω) satisfaz:

∥u0∥L2(Ω) ⩽ R,

então pelo Lema 3.1.4, temos que:∫T

0

E(u(t)) ⩽ C
∫T

0

Q(u(t))dt.

Logo, pelo Lema 3.1.3, vale que:

∥u0∥2L2(Ω) ⩽
1

T
C

∫T

0

Q(u(t))dt+

∫T

0

Q(u(t))dt = C1

∫T

0

Q(u(t))dt,

Portanto, pelo Lema 1.3.2 a solução u para (3.1) satisfaz uma desigualdade de Observabi-

lidade. Portanto, pela Teoria de estabilização a energia E(u) decai exponencialmente.

Utilizando os resultados mencionados na Seção 3.2, conclui-se que a solução u satisfaz

uma desigualdade de observabilidade. Assim, aplicando a teoria de estabilização discutida

na Seção 1.3 e repetindo o racioćınio apresentado no Teorema 3.3.1, verificamos que o

resultado de estabilização também é válido para a equação linear de ZK com termo de

amortecimento. Mais precisamente, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Suponha u0 ∈ L2(Ω) com ∥u0∥L2(Ω) ⩽ R para algun R > 0, então

energia E(u), associada ao PVI (3.2), definida em (3.44) decai exponencialmente, isto é,

existem C1 > 0 e δ > 0 tal que

E(u(t)) ⩽ C1E(u(0))e
−δt (3.51)

para todo t ⩾ 0.
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Apêndice

4.1 Teoria de Existências de Soluções para Equação

de Zakharov-Kuznetsov n-Dimensional.

Netsa seção, iremos estabelecer um resultado de boa colocação local para equação de

Zakharov-Kuznetsov linear em domı́nios limitados.

Dado u0 ∈ L2(Ω), considere o problema de valor inicial

∂tu+ ∂x1
∆u+ u∂x1

u = 0 em Ω× (0, T),

u(x1, . . . , xi, · · · , xn)
∣∣
xi=0

= u(x1, . . . , xi, . . . , xn)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, . . . ,n

∂xi
u(x1, · · · , xi, . . . , xn)

∣∣
x1=L

= 0, i = 1, . . . ,n

u(x, 0) = u0(x), em Ω.

(4.1)

Primeiramente, vamos provar a teoria de existência de soluções para a equação linear

associada ao PVI (4.1), ou seja,



∂tu+ ∂x1∆u = 0 em Ω× (0, T),

u(x1, . . . , xi, . . . , xn)
∣∣
xi=0

= u(x1, . . . , xi, . . . , xn)
∣∣
xi=L

= 0, i = 1, . . . ,n

∂xi
u(x1, . . . , xi, . . . , xn)

∣∣
x1=L

= 0, i = 1, . . . ,n

u(x, 0) = u0(x), em Ω,

(4.2)

Para isso consideremos o operador T : D(T) −→ L2(Ω) dado por:

Tu = −∂x1
∆u

onde

D(T) = {u ∈ H3(Ω) : u(x, t)
∣∣
xi=0

= 0 = u(x, t)
∣∣
xi=L

, ∂xi
u
∣∣
x1=L

= 0, com i = 1, 2, . . . ,n}.

57
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Nosso objetivo é provar que T é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de con-

trações {S(t)}t⩾0.

Note que, C∞
0 (Ω) ⊂ D(T) ⊂ L2(Ω). Como C∞

0 (Ω) = L2(Ω), segue que T é um

operador densamente definido em L2(Ω). Além disso, T é um operador fechado. Afim de

usar o Corolário 1.4.1 é necessário definir o operador adjunto de T.

Para isso, definiremos as condições para a existência e boa definição do operador T∗:

sejam u ∈ D(T) e w ∈ H3(Ω). Mostraremos a seguir que o operador T é antissimétrico.

Com efeito, se aplicarmos o produto interno em L2(Ω) e usarmos integração por partes

junto com as propriedades do conjunto D(T), obteremos que:

(Tu,w) = −

∫
Ω

∂x1
∆u.wdx

= −

n∏
j=1, j̸=i

∫L

0

n∑
i=1

∂xi
∂x1u(x1, . . . , xi−1,L, . . . , xn)w(x1, . . . , xi−1,L, . . . , xn)dxj

+

n∏
j=1, j̸=i

∫L

0

n∑
i=1

∂xi
∂x1
u(x1, . . . , xi−1, 0, . . . , xn)w(x1, · · · , xi−1, 0, . . . , xn)dxj

+

∫
Ω

n∑
i=1

∂x1
∂xi
u∂xi

wdx, (4.3)

onde x = (x1, . . . xn) e dx = dx1 . . .dxn. Assim, se considerarmos w ∈ H3(Ω) satisfa-

zendo:

w(x1, . . . , xi−1,L, . . . , xn) = 0 = w(x1, · · · , xi−1, 0, ..xn), para i = 1, . . . ,n

a igualdade (4.3) emplicará em:

(u,T∗w) = −

∫
Ω

n∑
i=1

∂x1∂xi
u∂xi

wdx. (4.4)

Agora, se utilizarmos novamente integração por partes em (4.4), resulta que:

(Tu,w) =

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

∂xi
u(L, x2, . . . , xn)∂xi

w(L, . . . , xn)dxj

−

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

∂xi
u(0, x2, . . . , xn)∂xi

w(0, . . . , xn)dxj

−

∫
Ω

n∑
i=1

∂xi
u∂x1∂xi

wdx.

Como u ∈ D(T), então ∂xi
u(0, x2, . . . , xn) = 0 para todo i = 1, . . . ,n,

n∑
i=1

∂xi
u(0, x2, . . . , xn)∂xi

w(0, . . . , xn) = 0 (4.5)
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Agora, se considerarmos w ∈ H3(Ω) satisfazendo ∂xi
w(L, . . . , xn) = 0, para i =

1, . . . ,n,

n∑
i=1

∂xi
u(L, x2, . . . , xn)∂xi

w(L, . . . , xn) = 0. (4.6)

Consequentemente,

(Tu,w) =

∫
Ω

n∑
i=1

∂xi
u∂x1

∂xi
wdx. (4.7)

Finalmente, ao usarmos integração por partes (4.7), garantiremos que o operador T é

antissimétrico, ou seja

(Tu,w) =

∫
Ω

n∑
i=1

u∂x1
∂2xi
wdx =

∫
Ω

u∂x1
∆wdx = (u,∂x1

∆w) = (u,Tw). (4.8)

Portanto, definiremos o operador adjunto de T como sendo :

T∗ : D(T∗) −→ L2(Ω) tal que T∗w = ∂x1
∆w

onde,

D(T∗) = {w ∈ H3(Ω) : w(x, t)
∣∣
xi=L

= 0 = w(x, t)
∣∣
xi=0

e ∂xi
w(x, t)

∣∣
x1=0

= 0, i = 1, . . .n.}

Lema 4.1.1. Os operadores T e T∗ são dissipativos.

Demonstração. Dado u ∈ D(T), temos que

(Tu,u) = −

∫
Ω

∂x1
∆u.udx

=

n∏
j=2

∫L

0

[ ∫L

0

n∑
i=1

∂x1
(∂xi

u(x1, . . . , xn, t))
2

2
dx1

]
dxj

= −

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

(∂xi
u(0, . . . , xn, t))

2

2
dxj ⩽ 0. (4.9)

Logo, T é dissipativo.

(T∗w,w) =

∫
Ω

∂x1
∆w.wdx

= −

n∏
j=2

∫L

0

[ ∫L

0

n∑
i=1

∂x1
(∂xi

w(x1, . . . , xn, t))
2

2
dx1

]
dxj

= −

n∏
j=2

∫L

0

n∑
i=1

(∂xi
w(L, . . . , xn, t))

2

2
dxj ⩽ 0. (4.10)

Portanto, T∗ é dissipativo.
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Segue do Corolário 1.4.1 que o operador T é gerador infinitesimal de um C0 semigrupo

de contrações. Denotaremos esse semigrupo por {S(t)}t⩾0. Assim, a solução do problema

de valor inicial (4.2) é dada por :

u(x, t) = S(t)u0(x), (4.11)

para todo t ∈ [0, T ]. Agora vamos provar a existência de soluções para o problema não

linear (4.1). Observe que as soluções u da equação integral

u(x, t) = S(t)u0 +

∫T

0

S(t− τ)u∂x1u(·, τ)dτ, (4.12)

são soluções do PVI (5). Portanto, para provar a existência de solução do problema de

valor inicial (4.1) é equivalente a provar que a equação integral (4.12) tem uma única

solução. Para isso, usaremos o método do Ponto Fixo para provaremos que a equação

(4.12) tem uma única solução. Para T > 0 e dado u0 ∈ Hk(Ω) com k ⩾ n
2
+ 1, defina o

operador φ : XT 7−→ XT dado por:

φ(u)(t) := S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− τ)u∂x1
u(·, τ)dτ, (4.13)

sobre o espaço

XT = C([0, T ] : Hk(Ω)) ∩ L2(0, T : Hk+1(Ω))

munido com a norma

|||v||| = ∥v∥L∞(0,T ;Hk(Ω)) + ∥v∥L2(0,T ;Hk+1(Ω)). (4.14)

Provaremos que φ satifaz as hipóteses do Teorema de Ponto Fixo (Teorema 1.1.1):

φ(XT ) ⊂ XT e que φ : XT −→ XT é uma contração. Para isso, iremos enunciar al-

guns resultados importantes.

Lema 4.1.2. Dado u ∈ XT , então u∂x1
u ∈ L1(0, T : Hk(Ω)). Além disso,

∥u∂x1
u∥L1(0,T :Hk(Ω)) ≲ T

1
2∥u∥L∞(0,T ;Hk(Ω))∥u∥L2(0,T ;Hk+1(Ω)).

Demonstração. É suficiente estimar a derivada de ordem k na norma L2(Ω). Pela regra

de Leibniz podemos escrever

∥∂k(u∂x1u)∥L2(Ω) ⩽ C
k∑

j=0

∥∂k−ju∂j∂x1u∥L2(Ω). (4.15)
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Devemos estimar ∥∂k−ju∂j∂x1u∥L2(Ω). Para j = 0 e j = k usamos a imersão de

Sobolev HK(Ω) ↪→ L∞(Ω) para obter

∥∂ku∂x1
u∥L2(Ω) ⩽ ∥∂ku∥L2(Ω)∥∂x1

u∥L∞(Ω)

⩽ ∥∂ku∥L2(Ω)∥u∥Hk+1(Ω) (4.16)

e

∥u∂k∂x1
u∥L2(Ω) ⩽ ∥u∥L∞(Ω)∥∂k∂x1

u∥L2(Ω)

⩽ ∥∂ku∥L2(Ω)∥u∥Hk+1(Ω). (4.17)

Agora para 1 ⩽ j ⩽ k− 1, temos pela desigualdade de Holder e Teorema 1.1

∥∂ju∂k−j∂x1u∥L2(Ω) ⩽ ∥∂ju∥L4(Ω)∥∂k−j∂x1u∥L4(Ω)

⩽ ∥u∥Hk(Ω)∥u∥Hk+1 . (4.18)

A seguir estabeleceremos uma proposição que auxiliará na demonstração das estima-

tivas necessárais para provar que φ satisfaz as hipóteses do Teorema do ponto fixo.

Proposição 4.1.1. Seja v solução de
∂tv+ ∂x1

∆v = f em Ω× (0, T),

v(x, t)
∣∣
xi=0

= 0 = v(x, t)
∣∣
xi=L

, para i = 1, . . . ,n,

∂xi
v(L, x2, . . . , xn), para i = 1, . . . ,n.

(4.19)

onde f ∈ L1(0, T : L2(Ω)) e v(0) é o dado inicial. Então vale:

∥v∥L2(0,T :H1(Ω)) ⩽ ∥v(0)∥L2(Ω) +

∫ t

0

∫
Ω

x1vfdxdt.

Em particular, se |x1| ⩽ L, então

∥v∥L2(0,T :H1(Ω)) ⩽ ∥v(0)∥L2(Ω) + L∥v.f∥L1(0,T :L1(Ω)).

Demonstração. A demonstração segue de maneira similar ao Lema 3.1.2, ou seja, basta

multiplicar a equação do PVI (4.19) por x1v, e em seguida integrar por partes usando as

condições de contorno.
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Observação 4.1.1. Para cada 0 ⩽ j ⩽ k denotaremos por

wj(t) =

∫ t

0

S(t− τ)∂j(u∂x1u)(τ)dτ. (4.20)

Observe que, ∂j(u∂x1
u) ∈ L2(Ω), para 0 ⩽ j ⩽ k. Logo, segue do Teorema 1.4.3 que

wj ∈ D(T). Assim, pelo Teorema 1.4.5 a função wj satisfaz:

∂twj + ∂x1∆wj = ∂
j(u∂x1u). (4.21)

para cada 0 ⩽ j ⩽ n.

Para provar a existência de soluções para PVI do (4.1), consideremos T > 0 e a > 0

que serão determinados posteriormente, e dfinremos o espaço

XT (a) = {u ∈ XT : |||u||| ⩽ a}.

Passo 1: φ(XT (a)) ⊂ XT (a) para T > 0 e a > 0 convenientes.

De fato, seja u0 ∈ Hk(Ω), com k ⩾ n
2
+ 1. Então, pelo Lema 4.1.2 obteremos:

∥φ(u)(t)∥Hk(Ω) ⩽ ∥S(t)u0∥Hk(Ω) + ∥
∫ t

0

S(t− τ)u∂x1udτ∥Hk(Ω)

⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + ∥u∂x1
u∥L1(0,T ;Hk(Ω))

⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + T
1
2∥u∥L∞(0,T ;Hk(Ω))∥u∥L2(0,T ;Hk+1(Ω))

⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + cT
1
2 |||u|||2. (4.22)

Agora, analisaremos ∥φ(u)∥L2(0,T ;Hk+1(Ω)). De fato, observe que ao aplicar a norma

em φ,

∥φ(u)(t)∥L2(0,T ;Hk+1(Ω)) ⩽ ∥φ(u)(t)∥L2(0,T ;L2(Ω)) +

k∑
j=0

∥∂j+1φ(u)∥L2(0,T ;L2(Ω)). (4.23)

Por outro lado se derivarmos φ, resulta que

∂j+1φ(u)(t) = ∂j+1S(t)u0 + ∂
j+1

∫ t

0

S(t− τ)u∂x1
udτ

= ∂S(t)∂ju0 + ∂

∫ t

0

S(t− τ)∂j(u∂x1
u)dτ. (4.24)

Pela observação 4.1.1 podemos escrever a expressão dada em (4.24) como a soma da

solução do PVI homogêneo de (4.1)com a solução do PVI não homogêneo, onde a solução
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do PVI não homgêneo está expressada como na observação 4.1.1. Mais precisamente,

escreveremos (4.24) da da seguinte maneira:

∂j+1φ(u)(t) = ∂S(t)∂ju0 + ∂wj (4.25)

Logo, por (4.25) e pela Proposição 4.1.1, segue que:

∥∂j+1φ(u)∥L2(0,T ;L2(Ω)) ⩽ ∥∂S(t)∂ju0∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥∂wj∥L2(0,T ;L2(Ω))

⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + ∥∂wj∥L2(0,T ;L2(Ω)). (4.26)

Agora, usando a Proposição 4.1.1 no último termo de (4.26), estimaremos derivada de wj

como a seguir:

∥∂wj∥L2(0,T ;L2(Ω)) ⩽ L∥wj∂
j(u∂x1

u)∥L1(0,T :L1(Ω))

⩽ ∥wj∥L2(0,T ;L2(Ω))∥∂j(u∂x1
u)∥L2(0,T ;L2(Ω))

⩽ T
1
2∥wj∥L∞(0,T ;L2(Ω))∥∂j(u∂x1

u)∥L2(0,T ;L2(Ω)). (4.27)

De modo similar ao Lema 4.1.2, também temos a estimativa:

∥∂j(u∂x1u)∥L2(0,T ;L2(Ω)) ≲ |||u|||2. (4.28)

Por outro lado,

∥wj∥L∞(0,T ;L2(Ω)) ⩽
∫T

0

∥∂j(u∂x1
u)∥L2(Ω)dτ

⩽ T
1
2∥∂j(u∂x1

u)∥L2(0,T ;L2(Ω))

⩽ T
1
2 (1+ T

1
2 )|||u|||2. (4.29)

Portanto, de (4.26)-(4.29), temos que

∥φ(u)(t)∥L2(0,T ;Hk+1(Ω)) ⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + cT
1
2 (1+ T

1
2 )|||u|||4. (4.30)

Assim, concluimos que

|||φ(u)||| ⩽ ∥u0∥Hk(Ω) + cT
1
2 (1+ T

1
2 )(|||u|||4 + |||u|||2). (4.31)

Vamos considerar a = 2c∥u0∥Hk(Ω). Se tomarmos T > 0 satisfazendo

cT
1
2 (1+ T

1
2 )(a2 + a4) ⩽

a

2
, (4.32)
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obteremos que

|||φ||| ⩽ a. (4.33)

Portanto, concluimos que

φ(XT (a)) ⊂ XT (a).

Provaremos agora que o operador φ : XT (a) −→ XT (a) é uma contração. De fato, dados

u, v ∈ XT (a), temos que:

φ(u)(t) −φ(v)(t) =

∫T

0

S(t− τ)(u∂x1u− v∂x1v)dτ. (4.34)

Logo,

|||φ(u)(t) −φ(v)(t)||| ⩽ ∥
∫T

0

S(t− τ)(u∂x1
u− v∂x1

v)dτ∥L∞(0,T :Hk(Ω))

+ ∥
∫T

0

S(t− τ)(u∂x1
u− v∂x1

v)dτ∥L2(0,T :Hk+1(Ω)

=: I+ II (4.35)

Repetindo o argumento aplicado em (4.22) , temos que

I = ∥
∫T

0

S(t− τ)(u∂x1
u− v∂x1

v)dτ∥Hk(Ω) ⩽
∫T

0

∥(u∂x1
u− v∂x1

v)∥Hk(Ω)dτ

⩽
∫T

0

n∑
j=0

∥∂k−j(u− v)∂j∂x1
u∥L2(Ω)dτ

+

∫T

0

n∑
j=0

∥∂k−j∂x1(u− v)∂jv∥L2(Ω)dτ

⩽ T
1
2 (|||u|||+ |||v|||)|||u− v|||

⩽ 2aT
1
2 |||u− v|||. (4.36)

Agora, para analisar a integral II, vamos aplicar o mesmo argumento usado na prova

de (4.23). De fato,

II ⩽ ∥(φ(u) −φ(v))∂k(u∂x1u− v∂x−1v)∥L1(0,T :L1(Ω))

⩽ T
1
2

(
∥φ(u)∥L∞(0,T :L2(Ω)) + ∥φ(u)∥L∞(0,T :L2(Ω))

+ 1
)
∥∂k(u∂x1u− v∂x1v)∥L2(0,T :L2(Ω))

⩽ cT
1
2 (1+ T

1
2 )(2a+ 1)2a|||u− v|||. (4.37)
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Portanto, temos:

|||φ(u)(t) −φ(v)(t)||| ⩽ cT
1
2 (1+ T

1
2 )(2a+ 1)2a|||u− v|||. (4.38)

Escolhendo T > 0 tal que

cT
1
2 (1+ T

1
2 )(2a+ 1)2a < 1,

então φ é uma contração. Portanto, φ tem um único ponto fixo, isto é, existe u ∈ XT (a)

tal que

φ(u) = u

Como garantimos que o operador φ tem um único ponto fixo, então a equação integral

(4.12) tem uma únca solução em

C([0, T ] : Hk(Ω)) ∩ L2(0, T : Hk+1(Ω)).

Portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Seja u0 ∈ Hk(Ω), onde k ⩾ n
2
+1. Então existem T = T(∥u0∥Hk(Ω)) > 0

e uma única função u ∈ C([0, T ] : Hk(Ω))∩L2(0, T : Hk+1(Ω)), onde u é solução local do

problema de valor inicial (4.1).

Observação 4.1.2. O Teorema 4.1.1 é o primeiro passo para se obter boa-colocação

global. No entanto, para obter a boa-colocação global em Hk(Ω) deveŕıamos ser capazes

de estimar ∥u∥Hk(Ω), entretanto essa é uma questão que não conseguimos superar no

presente trabalho.
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