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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, aplicamos varios principios do méaximo para provar
resultados de unicidade e nao-existéncia para hipersuperficies tipo-espaco com curvatura
média ponderada constante imersas em um Espago-tempo de Robertson-Walker generali-
zado (GRW) espacialmente denso, sob condi¢oes adequadas no Tensor de Bakry—Emery—
Ricci da fibra Riemanniana. Em seguida, provamos resultados semelhantes para sélitons
do fluxo da curvatura média ponderada. Na segunda parte do trabalho, estudamos sélitons
translacionais pela curvatura média imersos em uma classe de produtos warped Rieman-
nianos obedecendo condicoes adequadas no tensor de Ricci da fibra. Esta classe inclui,
por exemplo, os espagos Euclidianos, pseudo-hiperbédlicos e Schwarzschild. Primeiro ob-
tivemos uma versao do Principio do Maximo de Omori-Yau relacionado ao Laplaciano
ponderado, o qual foi aplicado para provar um resultado de nao-existéncia para sélitons
translacionais. Finalmente, aplicando um critério de parabolicidade e um resultado tipo-

Liouville, provamos resultados de unicidade para sélitons translacionais.

Palavras-chave: Espacgo-tempo de Robertson-Walker generalizado espacialmente denso;
Condicao de convergeéncia tipo-tempo; Curvatura média ponderada; Espacos Produtos

Warped; sélitons translacionais; Principio do Maximo de Omori-Yau.



Abstract

In the first part of this work, we apply several maximum principles to prove uniqueness
and non-existence results for spacelike hypersurfaces with constant weighted mean curva-
ture immersed in a spatially weighted generalized Robertson-Walker Spacetime (GRW),
under suitable conditions in the Bakry—Emery—Ricci Tensor of the Riemannian fiber. Next,
we establish similar results for weighted mean curvature flow solitons. In the second part
of this work, we study translating solitons by mean curvature immersed in a class of Ri-
emannian warped products obeying suitable conditions in the Ricci tensor of the fiber.
This class includes, for example, Euclidean, pseudo-hyperbolic and Schwarzschild spaces.
We first obtained a version of the Omori-Yau Maximum Principle related to the drifted
Laplacian, which was applied to prove a non-existence result for translational solitons.
Finally, applying a parabolicity criterion and a Liouville-type result, we prove uniqueness

results for translating solitons.
Keywords: Spatially weighted generalized Robertson-Walker spacetimes; Timelike con-

vergence condition; Weighted mean curvature; Warped Product spaces; translating soli-

tons; Omori-Yau maximum principle.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, estudamos hipersuperficies imersas em produtos warped =1 x M™, onde
I C R e M™ é uma variedade Riemanniana. O trabalho estd divido em duas partes
independentes: a primeira consiste nos Capitulos 3 e 4 e aborda o caso Lorentziano
e a segunda ao Capitulo 5, onde o ambiente é Riemanniano. Os resultados e defini¢oes
preliminares se encontram no Capitulo 2 e também podem ser lidos de forma independente:
a Secao 2.1 trata de generalidades sobre Produtos Warped e algumas férmulas uteis. As
Secoes 2.2 e 2.4 tratam das definicoes e formulas basicas para a leitura dos Capitulos 3 e
4, enquanto a Secao 2.3 é analoga para o Capitulo 5.

Latorre e Romero (veja [38, Proposicao 3.1]) provaram uma férmula para A(senh? 0),
onde 0 é o angulo hiperbdlico entre o campo 0; tangente a componente I de M =
—I x¢ M™ e o campo de vetores N normal a uma hipersuperficie tipo-espaco £™. Como
aplicagao, eles provaram um resultado de unicidade local para hipersuperficies tipo-espago
de curvatura média H constante. Iniciamos nosso trabalho provando uma desigualdade
analoga para o Laplaciano ponderado A(,,(S.enh2 0). Mais precisamente, provamos o se-

guinte.

Teorema 1.1 (Teorema 3.1). Sejam MZH = —I x¢ My um Espago-tempo GRW espa-

. —n+1 . .. . -
cialmente denso e\ : ™ 3 Mrr uma hipersuperficie tipo-espago. Sendo h a func¢ao
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altura de £™, vale

/ 2
LI > (07, iy (ML) )

n f(h)

f'(h) 2 f'(h)? f”(h)
_4f(h) (Hessh)(Vh, Vh) + |Vh| {(271—1) 2 —n iy }
f'(h)?  f"(h) 9o . N
+|Vhy4{(n—1) VTN }+<N,at> Ricl' (N*,N*)
+ T N 00 IVRE (2H-Hy )} — (N, 0, (VH,, Th),

f(h)
ocorrendo a igualdade se, e somente se, L™ € totalmente umbilica.

Nosso primeiro Teorema de unicidade utiliza o resultado acima para hipersuperficies

com curvatura média ponderada H,, constante. Provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.2 (Teorema 3.2). Seja M= Xt Mg um Espago-tempo GRW espa-

cialmente denso. Suponha que x : X™ — M ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco com

curvatura média ponderada Hy, constante. Assuma que o angulo hiperbolico © entre L™
H

e 0¢ atinge um mdximo local em algum ponto pg € L™ e f'(h(po)) <H(p0) — 7“)) < 0.

Se, ou
(a) f"(h(po)) <O0e Ric?’\fl > (n—1)(f2(log f)"){,Ym em x(po), ou
(b) ”(h(po)) <0 e Ricg' >0 em x(po),

entao existe uma vizinhanga aberta U de pg em L™ que estd contida em um slice totalmente

L. —n—+1
geodésico de M .

Observamos que o estudo de resultados de existéncia e unicidade em Espacos-tempo
GRW ¢ uma atividade de pesquisa intensa em Geometria Diferencial. Um dos motivos é o
interesse em aplicagoes a Fisica (veja [42] ou [47, Capitulo 12]). Outro é o fato de que eles
constituem uma generalizacao de —R x R™, o espaco de Lorentz-Minkowski, para o qual
E. Calabi [28] provou um resultado notavel que afirma que as tnicas superficies méximas
(isto é, com curvatura média identicamente nula) no espago de Lorentz-Minkowski tri-
dimensional —R x R? sdo os planos tipo-espago. Depois, Cheng e Yau [32] estenderam
este resultado para —R x R™. Resultados deste tipo, aplicados para o contexto de graficos

verticais, sao conhecidos como “resultado do tipo Calabi-Bernstein”.
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Ja no caso de Espacos-tempo GRW —I x; M™ obedecendo a uma condicao sobre
o tensor de Ricci conhecida como TCC (do inglés timelike convergence condition, cuja

definigao encontra-se na pagina 28), a qual é equivalente a (veja a Proposigao 2.9)
RieM > (n—1) (fP(log )") ( ,)m e 7 <0, (1.1)

um resultado interessante é o de Alfas, Romero e Sédnchez [14, Teorema 5.1]. Eles mos-
traram que toda hipersuperficie tipo-espaco compacta de curvatura média constante é
totalmente umbilica. Além disso, se a desigualdade sobre Ric™ em (1.1) for estrita, eles
provaram que a hipersuperficie deve ser um slice [14, Teorema 5.2]. Seguindo na mesma
linha, varios autores obtiveram resultados para hipersuperficie tipo-espaco completas, nao
necessariamente compactas. Por exemplo, veja [5], [24], [25], [26], [49] ou [50].

Alias, Colares e H. F. de Lima [9] utilizaram a hipdtese de que a norma do gradiente
da funcao altura da hipersuperficie é integravel para obter resultados de unicidade. Essa
hipétese pode ser vista como um substituto para a hipétese de compacidade. Mais recen-
temente, H. F. de Lima e coautores [40] aplicaram a férmula de Latorre e Romero [38,
Proposicao 3.1] para obter resultados de unicidade e nao-existéncia para hipersuperficies
completas maximas, isto é, tais que H = 0, em um Espaco-tempo GRW obedecendo a
TCC. A condicao de integrabilidade de [Vh| também foi utilizada.

Uma extensao natural seria considerar um FEspaco-tempo GRW espacialmente denso
(veja a definicdo na Secao 2.4) por uma fungao ¢, denotado por —I x¢ M. Neste novo
contexto, varios resultados de unicidade e nao-existéncia para hipersuperficies tipo-espaco
imersas em —I x¢ Mg foram obtidos como aplicagao de principios do maximo para o La-
placiano ponderado A,. Por exemplo, M. P. Cavalcante, M. S. Santos e H. F. de Lima [30],
assumindo uma desigualdade entre a curvatura média ponderada H, da hipersuperficie
e a dos slices {ty} x M™, além da condicao de @—integrabilidade de |Vh|, mostraram que
a hipersuperficie deve ser um slice de —I x¢ M.

Em nosso caso, definimos uma extensao da TCC, dessa vez impondo uma condi¢ao no

tensor de Bakry-Emery-Ricci: dizemos que —I x¢ M7, obedece a @-TCC quando
Ric}' > (n—1) (fP(log)") (,)m e " <0.

Utilizando também a condi¢ao de @—integrabilidade de [Vh|, provamos o seguinte resul-
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tado.

Teorema 1.3 (Teorema 3.7). Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espaci-
almente denso obedecendo a @-TCC. Suponha que X™ é uma hipersuperficie tipo-espaco
completa com curvatura média ponderada constante Hy,, contida em uma regiao limitada
tipo-tempo By, , C M tal que " < 0 em By, 1,. Assuma que o angulo hiperbolico ©

H
e o operador forma A de X™ sdo limitados, f'(h) (H — 7@) < 0 ef'(h)Hessh < 0 na

direcao de Vh. Se [Vh| € L}p(Z), entao L™ € um slice totalmente geodésico de M

Albujer e coautores [4, Teorema 1] provaram um critério de @—parabolicidade para
hipersuperficies completas tipo-espaco imersas em um Espaco-tempo GRW espacialmente
denso e o aplicaram para obter resultados de unicidade para hipersuperficies tipo-espaco
nestes ambientes. Aplicando este mesmo critério de ¢@—parabolicidade obtivemos o se-

guinte resultado.

Teorema 1.4 (Teorema 5.13). Seja MM =1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacial-
mente denso obedecendo a @-TCC cuja fibra M™ é completa com recobrimento Riemanni-
ano universal @-parabdlico. Suponha que E™ € uma hipersuperficie tipo-espaco completa

de M com curvatura média ponderada Hy, constante, cujo angulo hiperbdlico © € li-

H
mitado, f'(h) (H — T(p) <0 e f'(h)Hessh < 0 na direcio de Vh. Se

0< iglf f(h) <supf(h) < oo,
n Zn

entao X™ é um slice totalmente geodésico de M

Além disso, Albujer e coautores [3] obtiveram condigoes suficientes para inferir que uma
hipersuperficie tipo-espaco, sob restri¢oes na funcao altura e curvatura média ponderada,

imersa em —I x¢ M, cuja fibra M™ obedece a condigao

Km = sup(f*(log )”) (1.2)
I

sobre sua curvatura seccional, ¢ um slice no espago ambiente. Quando —I X M{ cumpre
(1.2), dizemos que ele obedece a SNCC (do inglés strong null convergence condition). Eles
também provaram um critério para garantir que o tensor de Bakry-Emery-Ricci de uma
hipersuperficie imersa em —I X Mg ¢ limitado inferiormente. Usaremos este critério na

Subsecao 3.2.4 para provar o seguinte corolario.
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Corolario 1.5 (Coroldrio 3.18). Seja M =1 XMy um Espago-tempo GRW espaci-
almente denso obedecendo a SNCC' cuja func¢do densidade @ € convexa em M™. Suponha
que I™ € uma hipersuperficie tipo-espaco completa de M contida em uma regido limitada
tipo-tempo V C M tal que " < 0 em V, com curvatura média ponderada constante H,

H
satisfazendo f'(h) (H — %) < 0, com f'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh, e cujo angulo

hiperbolico © € limitado. Entao L™ € um slice totalmente geodésico de M

Uma outra hipdtese possivel é a de que o angulo hiperbdlico converge para zero no

infinito. Como aplicacao do Teorema 1.2, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.6 (Teorema 3.9). Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espaci-
almente denso obedecendo a @-TCC. Suponha que X™ é uma hipersuperficie tipo-espaco
completa e nao-compacta de M com curvatura média ponderada constante Hy,. As-
suma que f"’(h) < 0 e f'(h) (H — %) < 0 em X™. Se o angulo hiperbélico © converge

para zero no infinito, entao X™ € um slice totalmente geodésico de M.

Mais recentemente, C. P. Aquino, H. I. Baltazar e H. F. de Lima [15] estudaram
hipersuperficies completas tipo-espago imersas em um produto simples lorentziano com
densidade —R x M7, cuja fibra Riemanniana M™ é compacta e tem o tensor de Bakry-
Emery—Ricci, Ricy, positivo. Supondo que a curvatura média ponderada é constante
e assumindo restricoes em |Vh|, eles mostraram que uma hipersuperficie deve ser um
slice em tal espaco ambiente. Para isso, eles primeiro obtiveram uma extensao para o
Laplaciano ponderado de um principio do maximo de Akutagawa [1]. Utilizamos essa

extensao para mostrar o seguinte resultado.

Teorema 1.7 (Teorema 3.21). Seja M= 1 Xt My, um Espago-Tempo GRW espaci-
almente denso obedecendo a STCC com @ convexa em M™. Seja L™ uma hipersuperficie
tipo-espago completa contida em uma regiao limitada tipo-tempo By, +, C M onde f” < 0
em By, t,, com curvatura média ponderada constante Hy, tal que f'(h) (H — %) <0,
f'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh e cujo angulo hiperbolico © e operador forma A sao

limitados. Se |V | € limitado em L™, entdo L™ € um slice totalmente geodésico de M

: . . —n+1 . o o
No enunciado acima, dizer que M"™ " obedece & STCC (do inglés strong timelike
convergence condition) significa que f” < 0 e a curvatura seccional da sua fibra M™

cumpre (1.2).
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Na Secao 3.3, vamos aplicar os teoremas obtidos para provar resultados do tipo Calabi-
Bernstein para gréaficos tipo-espaco imersos em um Espago-tempo GRW espacialmente
denso. Uma vantagem de se considerar o caso especial de gréaficos inteiros tipo-espaco é
que algumas hipdteses dos teoremas sao automaticamente cumpridas, como a limitacao do
angulo hiperbdlico e também do operador forma (quando a norma C? da fungao ¢ finita).
Por exemplo, a versao nao-paramétrica do Teorema 1.3 ja citado se enuncia da seguinte

forma:

Teorema 1.8 (Teorema 3.24). Seja M =1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espaci-

almente denso obedecendo a @-TCC cuja fibra M™ é completa.

(a) As dnicas solugoes inteiras de (E) com norma C? finita, satisfazendo (3.38), e tais
que f"(u) < 0, f'(u)(HessMu) < 0 na direcio de Du, e |Dulpm € pr(M), sao as

funcoes constantes u = ug, com f'(ug) = 0.

(b) Nao existe solugao inteira w de (E), com norma C? finita, satisfazendo (3.38), tal

que f'(u) # 0, f'(u)(HessM 1) < 0 na direcio de Du e |Dulp € L}p(M).

No enunciado acima, (E) representa a equagao dos graficos tipo-espago com curvatura
média ponderada constante e (3.38) é uma condigao sobre a curvatura média H(u) do
grafico da funcao u: M™ — R, os quais podem ser encontrados na Secao 3.3.

No capitulo 4, ao invés da curvatura média ponderada constante, supusemos que L™
é um soliton do fluro da curvatura média ponderada relativo ao campo X = f(t)0d; e
com constante soliton ¢ € R imerso em um Espaco-tempo GRW espacialmente denso
—Ix¢ M{, que em nosso contexto significa que a curvatura média ponderada H, cumpre
a relagdo Hy, = cf(h)(N, 04).

Lembremos que dada uma imersao isométrica P : X™ & —R x R™ no espaco de
Lorentz-Minkowski (m + 1)—dimensional, o fluxo da curvatura média tipo-espago
associado a P é uma familia a 1-parametro de imersoes suaves tipo-espaco ¥, = W(t,-) :
I" % —R x R™ com correspondentes imagens X' = W{(X™) satisfazendo a seguinte

equacao de evolugao
oY

(1.3)

w(0,p) = $(p)
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em algum intervalo de tempo, onde ﬁ(t,p) denota o wetor curvatura média da subva-
riedade tipo-espaco L{" imersa em —R X R™. Nesse contexto, uma importante classe de
solugoes é dada pelas subvariedades self-shrinkers tipo-espaco de —R x R™ isto é, imersoes

tipo-espago x : L™ & —R x R™ que satisfazem o sistema
H=—xt,

onde H é o vetor curvatura média e x* denota a parte normal de x. Além disso, quando
S

x ¢ chamada de soliton translacional tipo-espago, onde v € —R x R™ é um vetor fixado.

Recentemente, em [12], Alias, de Lira e Rigoli introduziram a defini¢ao geral ([12,
Defini¢ao 2.1]) de fluxo da curvatura média auto-similar em uma variedade Riemanniana
M munida de um campo de vetores conforme X e estabeleceram a correspondente
nocao de séliton do fluxo da curvatura média. No caso em que M ¢ um produto
warped Riemanniano do tipo I x¢ M™, o campo K = f(t)0; é conforme (veja o Lema
2.10 na Segao 2.3), e eles aplicaram principios do maximo para garantir que um séliton
do fluxo da curvatura média completo com dimensao n é um slice de I x; M™.

Varios autores também obtiveram resultados neste contexto de sélitons. Por exemplo,
quando o ambiente é um produto Lorentziano, H. F. de Lima e M. Batista [23] provaram
resultados de nao-existéncia para sélitons translacionais (que, em nosso contexto, sao hi-
persuperficies L™ em que a curvatura média satisfaz a relacao H = ¢(N, 0)) sob restrigoes
na curvatura da fibra Riemanniana do espaco ambiente. Outros resultados sobre sélitons
do fluxo da curvatura média podem ser encontrados nos recentes trabalhos [21], [34] e [39],
onde o espago ambiente é um Espaco-tempo GRW. Em [21], sdo dados varios exemplos
de Espaco-tempo GRW que admitem slices que sao sélitons do fluxo da curvatura média
relativos a K = f(t)0.

Aqui, provamos resultados de existéncia e unicidade para sélitons do fluxo da curvatura
média ponderada em —I x¢ Mg, utilizando para isso uma condigao no tensor de Bakry-
Emery—Ricci da fibra Riemanniana M™, que chamamos de @-NCC. Ela é uma extensao
da NCC usual. Aplicaremos novamente o Teorema 1.1 para provar resultados semelhantes

aos do Capitulo 3, mas no caso de sélitons. Mencionamos, por exemplo, o Teorema abaixo,
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o qual é analogo ao Teorema 1.2 visto acima.

Teorema 1.9 (Teorema 4.1). Seja M = Xt My um Espago-tempo GRW espacial-

mente denso. Suponha quex : X™ — M ¢ um sdliton tipo-espaco do fluzo da curvatura

média ponderada relativo a X = f(h)9d¢ com constante séliton c. Assuma que o dangulo

hiperbolico © entre L™ e 0¢ atinge um mdximo local em um ponto py € L™, e, em Py,
H (Po)

temos cAp, = 0 e f'(h(po)) (H(Po) — T) < 0. Se ou

(a) f"(h(po)) <0 e Riczl > (n—1)(f2(log f)"){,Ym em x(po), ou
(b) ”(h(po)) <0 e Ricy' >0 em x(po),

entao existe uma vizinhanga aberta U de pg em L™ que estd contida em um slice totalmente

L. —n+1
geodésico de M.

Na Secao 4.3, aplicaremos os resultados obtidos para estudar graficos inteiros que sao
solitons do fluxo da curvatura média ponderada e a equagao diferencial parcial correspon-
dente a eles.

No Capitulo 5, estudamos os sélitons translacionais em produtos warped Riemanni-
anos. Em [22, Proposicao 3.5], H. F. de Lima e M. Batista provaram que principio do
maximo de Omori-Yau se cumpre para o (—ch)—Laplaciano de uma hipersuperficie ™
imersa em um produto Riemanniano R x M™, cuja curvatura seccional de M™ satisfaz
Km = 0, e o operador forma de X™ é limitado superiormente por uma funcao radial A(r)
dentro de uma certa classe de fungoes reais positivas H (veja sua defini¢do na Secao 5.2),
onde 7(x) denota a distancia Riemanniana a um ponto fixado o € X™. Na Proposigao 1.10

abaixo mostramos que um resultado andlogo vale em produtos warped I x¢ M™.

Proposicao 1.10 (Proposi¢io 5.8). Seja L™ wuma hipersuperficie completa two-sided
imersa em um slab de um produto warped 1 Xy M™, tal que a curvatura seccional na

fibra M™ satisfaz a sequinte condigcao de convergéncia

Km > sup ((f)* —ff") . (1.4)

Se a norma do operador forma A de L™ € limitada superiormente por uma fun¢ao radial
A(T), para alguma A € H, entdo o Laplaciano ponderado A_.n cumpre o Principio do

Maximo de Omori-Yau para todo ¢ # 0.
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Usando a Proposicao acima, mostramos o seguinte teorema de nao-existéncia. Ele
pode ser visto, assim como a Proposicao 1.10, como um resultado para produtos warped

de [22, Teorema 4.2].

Teorema 1.11 (Teorema 5.9). Seja MY = 1 x M Mm > 3) um produto warped

Riemanniano tal que a curvatura seccional da fibra M™ satisfaz a condigcao de convergéncia

Km = sup ((f')? = ff") e " >0. (1.5)
1

Nestas condicoes, nao existe soliton translacional com respeito a 0y e constante soliton
. T+l .. .

c # 0 contido em um slab [t1,ta] x M de M , com funcao-angulo © > 1/2, satisfazendo

cf’'(h) > 0 e cujo operador forma € limitado superiormente por uma funcao radial A(r),

para A\ € H.

Existem vérios espagos-ambiente particulares onde a condicao (1.5) sobre a curvatura
da fibra M™ é automaticamente satisfeita. Mencionamos aqui o seguinte corolario, que se
aplica para o caso em que o ambiente é um espaco pseudo-hiperbdlicos (isto é, a funcao

warping é da forma f(t) = e') com curvatura seccional nao-negativa.

Corolario 1.12 (Coroldrio 5.12). Seja M= Xet M™ M = 3) um espago pseudo-
hiperbolico cuja fibra M™ € completa e tem curvatura seccional nao-negativa. Nao existe
soliton translacional com respeito a 0y e constante soliton ¢ > 0, contido em um slab
[t1, ta] X M™, com fun¢ao-angulo ©® > 1/2 e a norma do seu operador forma € limitada

superiormente por uma func¢ao radial A(r), for A € H.

Em seguida, passamos a considerar a seguinte condicao de convergéncia no tensor de

Ricci da fibra M™ :

Ric™ > (n—1)sup ((f)>—ff") e " >0. (1.6)
1

Utilizando um argumento de @—parabolicidade para o caso Riemanniano provado em

[40, Proposicao 1], provamos o seguinte.

Teorema 1.13 (Teorema 5.16). Seja MY = I x M m > 3) um produto warped
cuja base M™ € completa com recobrimento Riemanniano universal (—cmr)-parabdlico e

satisfaz a condi¢ao de convergéncia (1.6). Seja : I™ — M um séliton translacional
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completo com respeito a 0y e constante soliton ¢ € R tal que sua funcdo angulo © > 1/2.
Assuma que cf’(h) > 0. Se a restricao f(h) em L da funcao warping f de M satisfaz
0 < infgn f(h) < supga f(h) < 400, entdo ™ € totalmente geodésica com fung¢do warping
constante em L™. Em adicdo, se a desigualdade sobre Ric™ em (1.6) € estrita, entdo L™

¢ um slice totalmente geodésico.

Em seguida obtivemos um novo resultado de unicidade impondo uma condicao de

integrabilidade na norma do gradiente da fungao angulo ©.

Teorema 1.14 (Teorema 5.18). Seja M =1 x¢ M™ M > 3) um produto warped cuja
base M™ satisfaz a condigao de convergéncia (1.6). Seja P : I™ — M wm sdliton
translacional completo com respeito a 0¢ e constante soliton ¢ € R tal que sua funcao
angulo © > 1/2. Assuma que cf’(h) > 0. Se [VO| € L' | (E™), entdo L™ € totalmente
geodésico com funcdo warping constante. Em adi¢do, se a desigualdade sobre o Ric™ em

(1.6) € estrita, entao X™ € um slice totalmente geodésico.

Os dois Teoremas 1.13 e 1.14 acima podem ser vistos como uma versao para solitons
translacionais de Zhu e Zhang [56, Teorema 4], onde os autores estudaram o caso em que
a hipersuperficie imersa em I xy M™ é parabdlica e tem curvatura média constante.

Para cada um dos trés Teoremas 1.11, 1.13, 1.14 estabelecemos também uma versao
para graficos inteiros de uma fungao u : M™ — R. Mencionamos aqui a versao nao-
paramétrica do Teorema 1.11, onde no enunciado abaixo (5.39) refere-se & equagao dife-
rencial associada aos graficos translacionais inteiros de M e pode ser encontrada na

Secao 5.4.

Teorema 1.15 (Teorema 5.19). Seja M =1 x¢ M™ M > 3) um produto warped cuja
fibra M™ € completa e sua curvatura seccional obedece a condi¢do de convergéncia (1.5).
Suponha em adigao que ¢ # 0. Nao existe solugao inteira uw € C*°(M) da equagdo (5.39),

com norma C? finita e tal que cf’(u) > 0 e [Dulm < V3f(uw).



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

No presente capitulo, discutiremos algumas defini¢oes e resultados bésicos que serao uti-
lizados no enunciado e demonstracao dos Teoremas principais nos capitulos seguintes.

Também estabeleceremos as notacoes utilizadas em todo o texto.

2.1 Produtos Warped

Nesta secao, abordaremos os conhecimentos sobre Produtos Warped que serao necessarios
para os calculos no restante do texto. Para mais informacoes sobre este assunto, o leitor
pode consultar [47, Capitulo 7].

Sejam (M, (,)1) e (Ma, (,)s) variedades Riemannianas (ou Semi-Riemannianas). A
estrutura de variedade produto em M; x M, faz com que as projegoes candnicas 71y :
M; x My = M; e 15 : M; X My — My sejam fungoes suaves. A métrica usual em

M; x My é (veja [47, Lema 3.5]) dada por

<7> = 7TT(<,>1) +7T;(<?>2)-

Vamos definir uma nova métrica, que serd utilizada ao longo deste texto. Sejam
(M1, (,)1) e (Mg, (,)2) variedades Riemannianas e f : M — R uma fungao suave positiva

em M;. Na variedade produto M; x My, definimos a métrica warped por

() =1 (1) + (Form)?m5((,)a). (2.1)
Explicitamente, como T, )My x My = T,M®&TqMy, dados u = u;+us e v =v;+v,

11
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em Tp q)M1 X My, (2.1) se escreve assim:

(W, v) = (ug,vi)1 + f(p)*(uz, va)o. (2.2)

Para provar que (2.1) define de fato uma métrica (semi-)Riemanniana em M; X My,

basta fazer os seguintes calculos:

(1) Como (, )1 e (, )2 s@o bilineares,

Au+w,v) = (Auy +wyi,vi) + F(p)2(Auy + wo, Vo)
= AMug,vi)1 + (Wi, vi)1 + F(p)2A{ug, va) + f(p)? (W, va)o
= AMu,v) + (w,v).

(2) Como (,)1 e (,)2 s@o simétricos, temos

(w,v) = (ug,vi)1 + f(p)*(us, va)s
= (vi,up)1 + f(p)(va, us)s

= (v,u).

(3) Finalmente, no caso em que (, )1 e (, )2 sdo métricas Riemannianas (ou seja, cumprem

a propriedade de positividade), temos

<u7 u> - <u17u’1>1 + f(p)2<u27u2>2 = 0
euu =0y =0cu,=0<u=0.

Escreveremos M = M; X M, para representar a variedade produto M; x My com a
métrica (2.1) e diremos nesse caso que M; X My é o produto warped de M; por M,
com funcao warping f. A variedade M; é chamada de base e M, de fibra do produto
warped My X M.

As subvariedades M; x {q} sao chamadas de folhas e {p} x M, sao as fibras (ou, como
veremos nos capitulos seguintes, os slices). Valem os seguintes fatos, cuja prova segue

imediatamente da definicao:

(a) Para cada q € My, 7t1/m, x{q} ¢ Uma isometria sobre M.
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(b) Para cada p € My, Talp1xm, ¢ uma homotetia positiva sobre My, isto é, a métrica

1
de {p} x My é f(p)*(,)s, com fator de escala Tp)

(c) Para cada (p,q) € My x My, a folha M; x {q} e o slice {p} x My s@o ortogonais em
(p. q).

Chamamos os vetores tangentes as folhas de horizontais e os tangentes as fibras de
verticais.

No Capitulo 5, pagina 90, estao apresentados alguns exemplos de produtos warped
Riemannianos.

Estamos especialmente interessados em calcular a conexao de Levi-Civita V e o tensor
de curvatura R de um produto warped M; X My a partir do conhecimento das conexoes
V!e V2 de M; e My, respectivamente.

Primeiramente, calcularemos a conexao V de M. Lembremos da férmula elementar

(Vx,Y,Z) = %{xw, Z)+Y(X, Z) — Z(X,Y)

+([X, Z1,Y) + (Y, Z], X) — ([X, Y], Z)}. (2.3)

Usaremos a decomposicao X = X; + Xy de um vetor X € X(M) como soma de vetores
tangentes a M e a My, respectivamente. Nas proposicoes e corolarios abaixo, deve-se ter
em mente esta decomposicao.

Veja entao que

X{Y,Z) = (X; + X;) (<Y1, Zy), + (Y, Zz>2)
= X1 (Y1, Z1)1 + Xq[f21(Yo, Zy)o + 2 X5 (Ya, Zs)o, (2.4)

onde X;[f%] denota a derivada de f? na dire¢ao de X; (observe que f nao depende da

segunda coordenada). Além disso, pelas propriedades do colchete de Lie,
(X, Z1,Y) = (X1, Z41], Yi)1 + (X3, Zo], Ya)o. (2.5)

Logo, aplicando férmulas andlogas a (2.4) e a (2.5) para Y(X,Z), Z(X,Y), ([Y,Z],X) e
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([X, Y], Z) e substituindo em (2.3), obtemos

(VXY,Z) = (Vi Y1, Zi)1 + (V¥ Y2Zs)»
+ £ {(X1, V)1 (Ya, Za)o + (Y1, V)1 (Xo, Zo)o — (Z1, V)1 (Xa, Ya)o } -

= <V%<1Y1 - f<X2, Y2>2V1f7 Zl>1

(X1, V)1 Yo + (Y1, V)1 Xy 7 >
f ) &2 ) .

2 2
+ f <VX2YQ +
Portanto, como Z é arbitrario, podemos concluir da expressao acima que

VXY - V%QYl - f<X2, Y2>2V1f

Xy, Vi Yy, VI
X090y, | 00,9

+ Vi, Yo + Xy. (2.6)

A férmula (2.6) pode ser sumarizada na seguinte proposicao, que serd enunciada aqui

para referéncias posteriores.

Proposicao 2.1. Sejam Xi,Y; € X(My), Xs,Ys € X(M,). Sejam V, V!, V? respectiva-

mente as conexoes de Levi-Civita de My X May, My e My. Entao:

(a) leYl = V%<1Y1.

X [f]

(b) Vx,Xo = Vx,X; = L= VF,

(C) VX2Y2 = V§(2YQ - f<X2, Y2>2V1f.
Uma consequéncia imediata é a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. No produto warped My x¢ Ma, as folhas My x {q} sao totalmente

geodésicas e os slices {p} X My sao totalmente umbilicos.

Demonstragao. A segunda forma fundamental de M; x {q} é dada por
IIm, x(q3 (X, Y) = VXY = VY =0,

pelo item (a) da Proposigao 2.1. (A segunda forma fundamental ndo depende das ex-
tensoes locais de X, Y a M; Xy My. Entao considere extensoes constantes ao longo dos

slices.) Para provar a segunda afirmagao, veja que

Ipyxm, (Xa, Ya) = Vx, Yo — V5, Yo = —f(p)(Xa, Y2)2( V') (p),
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logo I1ipyxm, ¢ um miltiplo da métrica (p é fixo). O

Vamos agora calcular o tensor de curvatura R de M; x¢ M,y em funcao dos tensores R
e R? de M; e My, respectivamente. Em todo este texto, assim como em [47], adotaremos

a seguinte convencao para o tensor de curvatura de uma variedade Riemanniana X :

R(X,Y)Z = Vixy1Z— [Vx, Vy]Z = VyVxZ — VxVvZ + VixvZ,

onde [,] denota o colchete de Lie e X,Y,Z € X(X).

Proposicao 2.3. Sejam Xi,Y1,Z; € X(M;) e Xs,Ys,Zy € X(My). Sejam V, V! V2 e
R, R! e R? respectivamente as conexdes de Levi-Civita e o tensor de curvatura de My X ¢Ma,

M, e My. Entao:
(a) R(Xy,Y1)Z; =RY Xy, Y1)Z;.

(b) R(Xl,Yl)ZQ — 0

1
() R(X1,Y2)Zy = _(Hess f])c(xl’zl)YQ.

Y,,Z
(d) R(Xi,Ya)Zy = (Yo, Z5)s Vi Vi = <2’—162>V§<1V1f.

(e) R(XQ,YQ)ZI =0.
(£) R(X2,Y2)Zy = R*(Xa, Vo) Zy — (VI, V)1 {(Xo, Z5)2 Y2 — (Ya, Z2)2Xo},
onde Hess' f denota o Hessiano de f na métrica (,);.

Demonstra¢ao. Faremos os calculos diretamente usando a Proposigao 2.1.

(a) Temos

R(X1,Y1)Z, =V, Vx,Z1 —Vx,Vv,Z1 + Vix, v,1Z1
= V%V%(lzl — V§<1V#1Z1 + V%Xl,Yl}Zl
= R' (X1, Y1)Z;.
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(b) Temos

R(X1,Y1)Zy = Vv, Vx,Zy — Vx, Vv, Zy + Vx, v;1Z2

X1, Vf Y, Vf X1, Y], Vi
ZVY1<< 1 : >1ZQ>_VX1(< 1 " >1ZQ>+<[ 1 1]1 >122
1 1 1
_ (X, V) (N, V f)122+Y1 (<x1,v f>1) z
f f f
(Y, Vi), <><1,v1f)122_x1 ((Yl,V1f>1> z,
f f f
(VY1 =V} Xy, Vi),
* f
£ ((Vy, X1, V) 4+ (Xq, V) V1) — (Y1, VI (X, Vi),

= 2

f2
f (Vi Y1, V)1 + (Y1, V&, V1) — (Xq, V)1 (Y1, Vi), i
f2
N (VY1 — VX, Vi),
f
(Hess' £)(X1, Y1) (Hess' £)(X1, Y1)

= f Z2— f 22:0

2

2

(c) Temos

R(X1,Y2)Zy = Vv, Vx, Z1 = Vx, Vv, Z1 + Vix, vo1Z1

Z,,Vif
= Vv, Vi, Z1 — Vx, (MYQ)

f
Vi Zy, Vi Z,,Vif Z,, Vi) (X, Vi
:< X1 } >1Y2—X1(<1f >1)Y2_<1f >1<1]C >1Y2.
Mas

X (Z,, V'), v _f(<v;<lzl,v1f>1+<zl,v1x1v1f>1)Y

W5 ) 2= 2 2

(X1, V) (Z1, V),
- f2 Y27

logo, efetuando os cancelamentos, obtemos

(Hess' )(X1,Z1)
f

R(X1,Y2)Zy = — Yo.
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(d) Temos

R(X1,Y2)Zy = Vv, Vx,Zy — VX, Vv, Zy + Vx, v,1 L2

X, Vi
= Vy, (Mzg) — Vx, (V3,22 — f(Ya, Z5),V'f)

f
X ,v f), Xy, VIf
_ X Vs (V3 (Yo, Z3)a V) + Y, (<1—f>1) z,
X, Vf
< 1’f > V3, Zo + (Xi, V)1 (Y, Zo)o Vi + (Yo, Z5)o Vi, V'

- f<Y2, Zg>2V%<lv1f.
(e) Temos

R(X2,Y2)Z; =Vv,Vx,Z1 —Vx,Vv,Z1 + Vix, v, Z1

yA ,Vlf Z ,Vlf Z ,Vlf
= Vy, (1—>1X2> — Vx, (Mn) + M[X%YQ]

f f
Z,, V'), (z
:ﬂ(v Xy — (Y, X2)o V) + Y Vo) x,
f
Z,,V'f
—<1—f>1(v§<2vz—f<xgvz>2v1f)+x ( )
1
+M(v Y, — Vi, X2) =0.

(f) Temos

R(X2,Y2)Zy = Vv, Vx,Zo — Vx, Vv, Zo + Vix, vo1 L2
= Vy, (v Zy — £(Xo, Z5)oV'f) — Vx, (V3,22 — (Y2, Z5), V')

= RQ(XQ, Y2)Zy — £(Yo, V¥, Z2)o V' f + £(Xo, VY, Z5)o V'

Vi, Vif
— f(Xy, ZQ>2<—_[_.>1Y2 —f ((V%QXQ, Zy)s + (Xo, VQYQZQ>2) V't
(VH, Vi),

f

— f(V%, Yo — V3, Xa, Z5), V'

+ (Y2, Z2)9 Xo + T ((VX,Ya, Za)o + (Yo, VX, Zs)o) V'F

= R%(Xa, Yo) Zy — (V' V)1 ((Xa, Z3)a Yo — (Yo, Z5)2X5)
(Vi V),

= R (X, Y2)Zy —

((Xa, Z2)Ya — (Y2, Z2)X5) ,
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completando a demonstracao. ]
Como consequéncia, valem as seguintes formulas para o tensor de Ricci.

Corolario 2.4. Em um produto warped My X ¢May, com dim(My) =n > 1, sejam Xq,Y; €
X(M1) e X2, Yy € X(My). Sejam Ric, Ric! e Ric?, respectivamente, os tensores de Ricci
de Ml X Mg, Ml e Mz. Entao:

(a) Ric(X1,Y1) = Ric'(Xy,Y)) — %(Hessl )X, Y1),

(b) RiC(Xl, Yg) =0.

(e) Ric(Xz, Y2) = Ric*(Xa, Y2) — (X2, Ya) (ATlf +(n— 1)<V1ff,—2vlf>> :

onde AYf denota o laplaciano de f em M.

Demonstragao. Sejam m = dim(M,), n = dim(M;) e {E;{}U{F;} um referencial ortonormal
em um aberto de M; x¢ My tal que {E;} é tangente a M, e {F;} é tangente a M.

Para o item (a),

Ric(X1, Y2) = > (R(Xp, E)Y1, Ei) + ) (R(Xy, F)Yy, Fy)
i=1 j=1

—hl»—*

=3 (RUXLEDYLED — 2 ) ((Hess' £)(Xy, Y1)Fy, Fy)
i=1 j=1

— Ric'(Xy,Yy) — %(Hessl £)(X0, Yy).

Para o item (b),

m n
Ric(X1,Ya) = ) (R(X1, Ei)Ya, Ei) + ) (R(X1, )Y, Fy)
i=1 j=1

= /(F;,Y.
:o+Z<—< = 2>v§<1v1f,Fj>
j=1
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Para o item (c),

Ric(Xz,Y2) = ) (R(Xz, E)Ya, Ei) + ) (R(X2,Fj)Ya, Fy)
j=1

X27Y2 i 1
= V', Ey)
i=1
- Vi, Vf
vy < 0¥ = S R v — 06 Y )
=
X Vif, Vit
=4 e X2 Y2) AL 4 Ric(X,, Yy) + (n— 1)%%)%
, AMf Vi, Vi
= Ric®(Xa, Yo) — (X3, Ya) (T + (n— 1)<f—2>) ;
como queriamos provar. O

2.2 O Caso Lorentziano

Nesta secao, vamos considerar as defini¢coes e resultados basicos que serao necessarios
para o entendimento e demonstracao dos teoremas principais dos Capitulos 3 e 4, onde o
espaco-ambiente dos Teoremas serd uma classe particular de variedade Lorentziana. Aqui,
vamos nos concentrar nos resultados que serao utilizados depois. Para informacoes basicas
sobre variedades Lorentzianas, o leitor pode consultar o Capitulo 5 de O’Neill [47].

O ambiente nesta secao sera a variedade produto de dimensdao (n + 1) dada por

—n—+1 , . , . . .
M =1 x M™", onde I C R é um intervalo aberto e M™ é uma variedade Riemanniana

+1
conexa de dimensao n > 2. Adotaremos a seguinte métrica Lorentziana em M"

(,) = —mi(dt®) + f(m)*ma (G )m), (2.7)

onde f: I — R é um funcao suave positiva e as aplicagoes 711 e Ty denotam as projegoes
A s . —n+1

canonicas sobre I e M™, respectivamente. Escreveremos M = —I x¢ M™ para denotar

[ x M™ com a métrica Lorentziana (2.7).

Veja que (2.7) significa que
v,w)p = —((m1)wv, (1) ew) + (f o 7y) (P)*{(7tm) v, (7o) W),

5 n+1 v
para todop e M e todos v,w € T,M.
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Seguindo a terminologia introduzida em Alfas, Romero e Sénchez [14], diremos que
uma variedade produto I x M™ com a métrica (2.7) é um Espago-tempo de Robertson-
Walker generalizado, cuja abreviagao doravante serd Espago-tempo GRW (do inglés
generalized Robertson-Walker spacetimes). No caso particular em que a fibra M™ tem
curvatura seccional constante, —I x¢ M™ é chamado de Espaco-tempo de Robertson-
Walker (RW) (veja [47]).

Por (2.7), o campo de vetores
at - (a/at)(tx) ) (t7X) € —1 Xf MTL’

definido como o campo tangente a componente I C R, é um campo unitério e tipo-tempo,
isto é, (0, 0¢) = —1, definido globalmente em —I x¢ M™. De acordo com [47, Lema 5.34],
0¢ é uma orientacao temporal para —I Xy M™.

Nao ¢ dificil ver que

vﬂl - _<v7'[17 at>at - —at. (28)

Lembremos que uma imersao isométrica suave \ : 2™ — M"™ de uma variedade L™
conexa com dimensao n ¢é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida
em X™ via imersdo P é Riemanniana. Usaremos a mesma notacao (,) para a métrica
de ™. Quando X™ é tipo-espaco, existe um campo de vetores unitario N, o qual é tipo-
tempo e normal a L™, tal que (N, 9,) < 0. Isto significa, de acordo com [47, Proposi¢ao
5.29], que N e 0 estdo no mesmo cone de luz em cada espaco tangente T,X™, p € L™
Na verdade, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores tipo-tempo (veja [47,
Proposicao 5.30]), vale

(N,0t) < —1<0 em XM (2.9)

com (N, 0¢) = —1 se, e somente se, N = 0. Nos referiremos a N como a aplicagao de
Gauss futuro da hipersuperficie tipo-espaco L™.

Sejam V e V as conexoes de Levi-Civita de M= 1 X¢M™ e L™ respectivamente.
As equacgoes de Gauss e Weiengarten para a hipersuperficie P : X™ — M sio dadas
por

VxY = VxY — (AX,Y)N
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AX = —VxN,

para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y € X(Z), onde o tensor A : X(X) — X(X)
¢ o operador forma de L™ com respeito a aplicacao de Gauss-futuro N. A curvatura
média (ndo normalizada) de £™ é definida por H = —tr(A), onde tr(A) denota o trago
do operador forma de X™ com respeito a N.

Definiremos agora duas fungodes que serao muito importantes nos Capitulos 3 e 4:
a funcao altura de X", definida por h := (711)|s, e a fungao angulo hiperbdlico
0: X" — [0,00) caracterizada pela igualdade cosh® = —(N,0¢). Veja que h é apenas a
restrigao de 7ty a L™, h(t,y) =t e que, por (2.9), 0 estd bem definida.

Por (2.8), concluimos que o gradiente em L™ da fungao altura é dado por
Vh= (V)" =-0; =0, — (N, 0N, (2.10)

onde ()" denota a componente tangencial de um campo de vetores em X (M““) ao longo

de ™. Usando (2.10), é facil ver que
IVh|* = cosh®’0 — 1 = senh”0, (2.11)

onde | | denota a norma de um campo de vetores em L™,
A fim de obter algumas férmulas mais adiante, introduziremos agora o campo de

vetores
n+1

K(t,y) = f(t)ddy), (ty)eM
O campo X cumpre a seguinte propriedade.
Lema 2.5. Para todo V € (M), vale VK = f/(t)V.

Demonstracao. Fazendo a decomposicao V = V* — (V,0¢)0;, onde V* é tangente a M™,
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temos:

VvK = v(v*fw,at)at) (f(t)0y)

= f(t) Vv 0y + V*[fIog — (V, dy) [f(t)Va,d¢ + 0¢[f10:]
/()
£(t)
=f'(1)V,

= f(t) V* —(V,0)f'(t)0

onde nos calculos acima usamos a Proposicao 2.1, a qual contém as formulas para calcular

a conexao em produtos warped, além de Va0 = 0. O
Como consequéncia do Lema 2.5, temos

(1)
f(t)

_ _ /1 R
Vv, = Vy (—Jc) = (V,VOK +

o O V, (2.12)

para qualquer V € X(M), onde Vf denota o gradiente em M de f(t,y) = f(t).
Um tipo especial de hipersuperficies tipo-espaco de M= 1 X¢ M™ sao os slices
ML = {to} x M™, onde t; € L. E imediato que a aplicacao de Gauss futuro de M{; ¢é

N = 0¢. Veja que o operador forma Ay, de My, é dado por

Atg (V) -

V, (2.13)

onde V € X(My,). De fato, basta observar que Vf = f'(t)Vm; = f'(t0)9; e aplicar a

férmula (2.12). Consequentemente, a curvatura média de My, é

Isso mostra que os slices {tg} x M™ sdo totalmente geodésicos (isto é, A = 0) se, e
somente se, f'(ty) = 0.
Voltando ao caso geral de uma hipersuperficie tipo-espaco P : Z™ — M”“, ao tomar

as componentes tangenciais KT = K + (K, N)N a Z™ no Lema 2.5, obtemos, para todo
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Y e X(ZM),

f'(h)Y = VyK = Vy (KT — (K, N)N)
= VyK T —f(h)(0:, N)VyN — Y(K,N)N
= VyK" — (AY, XN + f(h) (3¢, N)AY — (VyI, NIN — (K, VyN)N
= VyKT — (AY, KXTIN + f(h) (9, NYAY — (f'(h)Y,N)N + (X" AY)N
= VyK" + f(h)(d,, N)AY, (2.14)

onde na pentltima linha usamos o fato de A ser simétrico e Y ser tangente. Como aplicacao

de (2.14), provaremos as seguintes férmulas.

Proposicao 2.6. Seja VP : X" — M= X¢ M™ uma hipersuperficie tipo-espaco

. <+l ~ . .
imersa em M . Sendo V a conexao Riemanniana de L™, valem:

f'(h)
f(h)

(a) V(N,d,) = A(Vh) — =2 (N,d,)Vh;

f'(h)
f(h)
para todos X,Y € X(X").

f'(h)

(b) (Hessh)(X,Y) =— f(h)

(X, Vh)(Y, Vh) —

(X,Y) + (N, 0)(AX,Y),

f'(h)
f(h)

(c) Ah=———" {n+|Vh]2} — H(N, ).

Demonstragao. (a) Seja X € X(X™). Pelo Lema 2.5, temos

X(N,f(h)d) = (VxN,f(h)d¢) + (N, Vx(f(h)d,))
= —(AX,f(h)d:) + (N, (h)X)
= —f(h)(AX,0])
= —f(h)(X,Ad])
= f(h)(X, A(Vh)). (2.15)

Por outro lado,

X<N7 f(h)at> = f(h)X<N> at) +X(fo h)<N, at>

= f(R)X(N, 3¢) + f'(R)(Vh, X)(N, dy), (2.16)



Capitulo 2. Nogoes Preliminares 24

donde, por (2.15) e (2.16),
FRIX(N, 3¢) = F(R)(X, A(Vh)) — /() (Vh, X)(N, 3,).
Portanto,

(V(N,0¢),X) = X(N, 04)

= <A(Vh) — %(N, at>Vh,X>

provando assim o item (a).

(b) Observe inicialmente que, dado X € X(X™),

VxKT = Vx(f(h)d]) = X(fo h)d{ + f(h)Vxd,
= X(f o h)d; — f(h)VxVh.

Inserindo a igualdade acima em (2.14), obtemos

f(h)VxVh = X(foh)d, — VxX'
= X(foh)d, — f'(R)X + f(h)(N,d,)AX.

Logo,
X(foh) Uh _ f'(h)

VIV == ()

X+ (N, d)AX. (2.17)

Tomando o produto interno de (2.17) com um vetor Y € X(X™), obtemos (b).
(c) E possivel obter este item imediatamente tomando o traco na expressio de (b).

Faremos entao uma demonstracao alternativa usando (2.14). Veja que
nf’(h) = tr(Y = f'(h)Y) = tr(Y = VyX T + f(h)(N,d,)AY),
donde obtemos a relagao

nf’'(h) = diven (KT) + f(h)(N, 9, )tr(A)
= f(h)diven (0] ) 4+ (V(fo h), ] ) + f(h)(N, 0 )tr(A).
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Isso mostra que

Ah = divsa(Vh)

= —divgn(9))

— —n];((:)) + f(l—h)w(f oh), 0/ ) 4+ (N, 9 )tr(A)

- —n]:((:)) + f(ih)(f’(h)Vh, 0. ) + (N, 0)tr(A)
f/(

h
f(h)) {n+|VhP*} — (N, 0:)H,

como queriamos mostrar. O

As préximas duas proposicoes sao férmulas que serao uteis para o capitulo seguinte.

Elas foram publicadas originalmente em Latorre e Romero [38, Secao 3].

Proposicao 2.7. Sejap : L™ — M uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em M

Sendo V a conexao Riemanniana de L™, entao a norma de Hilbert-Schmidt de Hessh €
dada por
f/(h)Z f/(h)2
Vh|* 42
e
f/

(h)
f(h)

[Hess h|* =

IVh|? — 2(N, 9¢)

(Vh, A(Vh))

f/(h)2

fz (N 30)2r(A2).

+2

(N,0¢)H+n

Demonstracao. Considere um referencial ortonormal {E;} definido em um aberto de ™.

Por definicao,
[Hess h|? := tr(hess(h) o hess(h)) = Z<VEth’ Ve, Vh).

i=1

Veja que, por (2.17),

(VEe,Vh, Vg, Vh) = (Ei(log f(h))Vh, Ei(log f(h))Vh)+2 <Ei(log f(h))Vh, F(h) Ei>

f(h)
— 2(E;(log f(h))Vh, (N, 0 )A(E;)) — 2 <%Ei, (N, at>AEi>
f/(h)2
+ W(E, Ei) 4+ (N, 0¢)*(AE;, AEy).

Logo, basta efetuar o somatério da expressao acima com i variando de 1 até n para obter
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o resultado. 0

A préxima proposicao contém uma férmula para Ric(Vh, Vh), onde Ric denota o ten-
sor de Ricci de ™. Lembremos primeiro da equagao de Gauss para hipersuperficies
P:It =M

n+1 .

(R(X, V)V, W) — (R(X,Y)V, W) = (AY, V)(AX, W) — (AY, W)(AX, V), (2.18)

onde X,Y,V,W € X(Z"), e R ¢ R denotam os tensores de curvatura de L™ e M““,
respectivamente. De (2.18), obtemos a seguinte relagao entre os tensores de Ricci de ™

—n-+1 .

eM
Ric(X, X) — Ric(X, X) = (R(X,N)N, X) + (A?(X), X) + H(AX, X). (2.19)

De fato, seja {Ei,...,E., N} um referencial ortonormal definido em um aberto de

M de modo que {E;} seja um referencial ortonormal em X™. Entao

(R(X,E4)Y, Ei) — i@(x, E)Y, Ei) — (N, N)(R(X,N)Y, N)

i=1

Ric(X,Y) — Ric(X,Y) =

.~
|
_

M-

I
.Mj

ﬁ
[
—

((AY, Ei)(AX, Ei) — (AR, E(AX, Y)) + (R(X,N)Y, N)

I
.I\/];e

,_.
I
—

= (AX,AY) —tr(A)(AX,Y) 4+ (R(X,N)Y,N)
= (AZX,Y) + H(AX,Y) + (R(X,N)Y, N),

como queriamos mostrar.

Veja que, usando a Proposicao 2.3 e o Corolario 2.4, podemos expressar os tensores de
curvatura (calculado em N e 9¢) e de Ricci da variedade M =1 X ¢ M™, denotados
respectivamente por R e Ric, em termos da funcéo f e do tensor de Ricci de M™, Ric™ .

Com efeito, usando a decomposicito N = N* — (N, 0¢)9¢, onde N* denota a projecao
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ortogonal sobre a fibra M™, obtemos

<E(at7N)at7N> - <§(ataN*)ataN*>
- <_<N*’—fN*>vgtv1f, at>
__Ivnp
~ f(h)
B f”(h)
~ f(h)

(HessI )(0¢, 0¢)

|Vh[%. (2.20)

Nos calculos acima, V! denota a conexao na componente I C R. Além disso, usamos a

igualdade
(N* N*) = (N, N) +2(N,9)% — (N,9)2 = =14 (N, 9¢)? = —1 + cosh? 0 = |Vh]?,

e também o fato de Vf = —f’(h)0 e Hess' f(d, d¢) = Alf = f”(h), pois dimI =1. O
sinal de menos em VIf deve-se & métrica Lorentziana.

Quanto ao tensor de Ricci, temos, para qualquer Z € %(M“H

),

m(z, Z) — m(z* - <Z, at>at, Zﬂ< - <Z, at>at)
=TRic(Z*,Z%) — 2(Z,0)Ric(Z*,d,) + (Z, ;) Ric(dy, d¢)

= Ric™(Z2*,Z*) + (2*,Z%) (f?” +(n—1) (f/)2)

f//

+(Z,0¢)? <Ric1(at, d¢) — n?)

M * * * * f// (f/)2 Qf//
= Ric™ (Z*,Z2*) 4+ (Z*,Z") ?—F(n—l) F —n(Z,0) T (2.21)
Usando (2.19), obtemos

Ric(Vh, Vh) = Ric(Vh, Vh) + (A%(Vh), Vh)
+ H(AVh, Vh) + (R(Vh,N)Vh, N). (2.22)

Resta apenas calcular a soma do primeiro com o ultimo termo no lado direito da igualdade
acima. Por (2.20), temos, pela decomposicao 9] = 9 + (N, d¢)N, que

f"(h)
~ f(h)

(R(Vh,N)Vh,N) = (R(3/,N)3a] , N) = (R(d;,N)d,,N) = IVh?. (2.23)
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Como a projecao de Vh sobre a fibra M™ é dada por
(Vh)* = (=0{ )" = —(N,0¢)N*,

usando (2.21) obtemos

Ric(Vh, Vh) = Ric((Vh)*, (Vh)) + (VR)*, (VR)") <ff"(h) +(n— 1)”“)2)

(h) f(h)?
_ nff”(:;) (Vh.2,)?
= (N, 9)? Ric™ (N*, N*) + (fﬂ%) + (n— 1)1:((:))22) (N, 9.)?|Vh[?
_ nff”(:;) IVh, (2.24)

Somando (2.23) e (2.24), obtemos apds uma rapida simplifica¢ao a férmula

f/(h)?
f(h)2

Ric(Vh, Vh) + (R(Vh,N)Vh, N) = (N, 9;)2 Ric™(N*, N*) + (n — 1) |Vh[?

— (n—1)(log f)”(h)|VhI*.

Por fim, substituindo a férmula acima em (2.22), obtemos a seguinte

Proposicao 2.8. Seja{ : X™ — M uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em M

Sejam Ric, h, A e H = —tr(A), respetivamente, o tensor de Ricci, a funcdo altura, o

operador forma e a curvatura média de X™. Entao

Ric(Vh, Vh) = (N, 93.)2 Ric™(N*,N*) — (n — 1) (log f)”(h)|Vh/!
f/(h)Q
f(h)2

+n—1) IVh|? + (A%(Vh), Vh) + H(A(Vh), Vh).

Finalizaremos esta secao fazendo algumas definigoes.
< n+1 .~
Dizemos que um Espaco-tempo GRW M = 1 X ¢ M™ obedece a condicao de
convergéncia tipo-luz, doravante abreviada como NCC (do inglés null convergence

condition), quando

Ric(Z,Z) > 0,

para todo campo de vetores tipo-luz Z € %(Mnﬂ), isto é, um campo Z # 0 tal que
(Z,Z) =0.
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Uma condicao mais restritiva que a NCC é a condigao de convergéncia tipo-
tempo, doravante abreviada como TCC (do inglés timelike convergence condition), a
qual significa que, por definicao,

Ric(Z,Z) >0,

para todo campo de vetores tipo-tempo Z € %(MHH), isto é, (Z,Z) < 0.

A TCC implica a NCC. De fato, sejam M =1 x¢ M™ um Espaco-tempo GRW
obedecendo a TCCe Z € X (M““) um campo de vetores nao identicamente nulo tal que
(Z,Z) = 0. Agora defina, para cada k € N, os campos de vetores Zy, = Z + 0.0y, onde
(ot )k>1 € uma sequéncia de nimeros reais tal que limy_, 1 & = 0 e é escolhida de modo

que oy < 0se (Z,0¢) >0 e ayx > 0 caso contrario. Entao

<Zk, Zk> = <Z, Z> + 2OCk<Z, at> — (X,Zk

= 20ck<Z, at> — OC]Q< <0,
logo (Zx)x>1 é uma sequéncia de campos de vetores tipo-tempo. Dai, pela TCC,

0< m(zk, Zk) = m(z + ockat, L+ (Xkat)
= Ric(Z, Z) + 204Ric(Z,d¢) + oG Ric(dy, 0¢),

donde
Ric(Z,Z) > —204Ric(Z,d,) — o Ric(dy, 0¢) (2.25)

para todo k € N. Como o lado direito de (2.25) converge para zero quando k — +o00,
segue que Ric(Z,Z) > 0, portanto M"™" obedece & NCC.
Uma forma equivalente de descrever a TCC (e a NCC) é dada na seguinte proposi¢ao

(para mais detalhes, veja [44]).

Proposicao 2.9. Seja M =1 X ¢ M™ um Espaco-tempo GRW. Entao M obedece

a TCC se, e somente se, f” <0 e
Ric™ > (n — 1) (f*(log )") (, )m- (2.26)

Além disso, M obedece a4 NOC se, e somente se, cumpre (2.26).
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Demonstracao. Seja Z € %(mnﬂ). Suponha que vale (2.26). Entao, por (2.21), temos

" 7\ 2 "
Ric(Z, Z) = RicM(Z*, Z°) + (2, Z°) (f? +n—1) (’%) ) —n(z, ag?‘%

* * " * * f” f, ? 2f//
> (2", 2 (n— 1){log )" + {Z*, Z*) 7+(n—1)(?) ~nz.0g?t

£ £
= <Z*, Z*>TL (?) — TL<Z, 6t>2?
£

Supondo que f” < 0e (Z,Z) < 0 (ou seja, que Z é tipo-tempo), obtemos de (2.27) que
Ric(Z,Z) > 0, logo M cumpre a TCC. No caso de (Z,Z) = 0, novamente obtemos de
(2.27) que Ric(Z,Z) > 0, mostrando que M obedece & NCC.

Reciprocamente, suponha que M obedece & TCC. Aplicando (2.21) com Z = 0y,

o qual é um vetor tipo-tempo, e usando que (0¢)* = 0, obtemos

O < m(at, at) - _n<at, at>2f?. (228)

A desigualdade acima mostra que f”/ < 0. Para provar (2.26), suponha, por absurdo, que

exista um X € X(M) tal que
Ric™ (X, X) < (n —1)f(log )" (X, X)m = (n — 1) (log f) (X, X). (2.29)
Considere o campo Z = X + ad¢, onde o? = (X, X), de modo que
(2,Z) = (X, X) + o*(d¢,0¢) =0
e assim Z é tipo-luz. Como a TCC implica a NCC, usando (2.21), obtemos

1 1\ 2 1!
0 < Ric(Z,Z) = Ric™ (X, X) + (X, X) (fT +(n-1) (1;2) > —n(Z, at>2f?,

donde

R' M XX > XX f// 1 (f/)2 9 1!
1C ( ) )/_< ) > ?+(n_ ) £2 +no”—.
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Como estamos supondo (2.29), temos da desigualdade acima que

f// (f/)? f// f” (f/)Z
<xx><f (m—1) 5 >+mx2f (n —1)(f > )(x,x>,

1!
da qual se obtém TLT(OCQ — (X, X)) < 0. Isto é um absurdo pela escolha de . Com um

célculo similar, pode-se provar que (2.26) implica a NCC. ]

Seguindo a terminologia dada por Alfas e Colares em [8], diremos que um Espago-
tempo GRW obedece & SNCC (do inglés strong null convergence condition) quando a

curvatura seccional Ky, da fibra M™ satisfaz a seguinte desigualdade

Km = sup(f?(log f)"). (2.30)
1

A SNCC implica a NCC. De fato, sejam Rp; o tensor de curvatura da fibra M™ e
{E;} um referencial ortonormal definido em um aberto de M™. Por defini¢do, para todo

XexMmn),

Ric™(X, X) = tr(Z — Rm(X, Z)X)

I
M

(Rm(X, E5)X, E;)

1

-
I

I
M

K (X, E5) (X, X)m (E5, B )m — (X, E5)Ra)

1

2(log )" Y ((X Ej)m — (X, Ej)3)
j=1

-
I

= (n—Df*(log f)"(X,X)m

Portanto, pela Proposicao 2.9, M obedece & NCC.

Inspirados pela definicao da SNCC e pela Proposicao 2.9, diremos que um Espago-
tempo GRW obedece a Condigao de convergéncia tipo-tempo forte, doravante abre-
viada por STCC (do inglés strong timelike convergence condition) quando (2.30) é sa-
tisfeita e f”/ < 0. Claramente, todo Espaco-tempo GRW que obedece a STCC também
obedece a TCC.
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2.3 O caso Riemanniano

Nesta secao, vamos considerar as defini¢oes e resultados basicos que serao necessarios para
o entendimento e demonstragao dos teoremas principais do Capitulo 5.

Assim como na secao anterior, o ambiente aqui serd a variedade produto de dimensao
(n+1) dada por M = 1x M™ onde I C R é um intervalo aberto e M™ é uma variedade

Riemanniana n-dimensional conexa. A métrica em M serd a métrica warped
(,) = (dt?) + F(m) i (G Ym), (2.31)

onde f é um funcgao suave positiva em I e as aplicacoes 711 e 7Ty denotam as projegoes
AN . T7n+1
canonicas sobre I e M™, respectivamente. Escreveremos M =1 x¢y M™ para denotar
[ x M™ com a métrica Riemanniana (2.31).
—n-+1 n s 0 ,
Um campo de vetores natural em M =1xsM" ¢ Fribe 0¢, 0 qual é o campo

unitario coordenado tangente a componente I. Observe que
vﬂl - <v7‘[1, at>at - at[ﬂl]at - at. (232)

Considere entdo o campo K(t,y) = f(t)d; € X(M). Denote por V a conexdo Rieman-

niana de M" . Temos entio o seguinte:
Lema 2.10. Para todo V € X(M), vale VyX = f'(t)V.

Demonstragao. Fazendo a decomposicao V = V* + (V,0,)0, onde V* é a projegao orto-

gonal de V sobre M™, temos:

VvK =V (vei(v.onaca) (F(1)0)

= f(t)Vv+0¢ + V*[fI¢ + (V, d¢) [f(t) Vo, 0¢ + 0¢[f10:]
f'(t)
f(t)
=f'(1)V,

= f(t) V= +(V,0)f'(t)0

onde nos célculos acima usamos a Proposicao 2.1 e a igualdade Va,0; = 0. O
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Como consequéncia do Lema 2.10, temos

f'(t)
f(t)

_ _ /1 1, —
Vv, = Vy (—fK) = (V,VOK+ ——V, (2.33)

f(t) f(1)2

para qualquer V € X(M), onde Vf denota o gradiente em M de f(t,y) = f(t).
Agora, considere uma hipersuperficie two-sided ) : ™ — M imersa em M =
I x¢ M™, o que significa que seu fibrado normal é trivial, ou seja, é possivel definir

globalmente ao longo de £™ um campo de vetores suave normal e unitdrio N € TZ+. Nos

teoremas do Capitulo 5, sempre escolheremos N de modo que (N, 0¢) > 0.

Observacao 2.11. Para superficies bidimensionais S C R3, é bem conhecido o fato de
que S € orientdvel se, e somente se, existe um campo de vetores suave unitdrio e normal
a S definido globalmente em tal superficie. No entanto, ser two-sided nao é o mesmo
que ser orientdvel, em geral. Por exemplo, o cilindro S* x R ¢é orientdvel, mas podemos
mergulhd-lo em M? x R de modo que ele ndo seja two-sided, onde M? é uma faiza de
Mobius em R3. Tomando a “linha de centro” C de M2, que é difeomorfa a S*, concluimos
que C xR € hipersuperficie de M? x R difeomorfa ao cilindro S' xR, mas nao é two-sided.
E possivel também que uma variedade nao-orientdvel seja uma hipersuperficie two-sided,
como mostra o ezemplo M? x {0} € M? x R. Neste caso, o campo de vetores normal é

simplesmente 0¢, o qual € o campo de vetores tangente a componente R.

O operador forma (ou operador de Weingarten) de L™ associado ao campo N é o

tensor A : X(X) — X(X) dado por

A(X) =—=VxN.
Ele tem a propriedade de ser simétrico, isto é,
(AX,Y) = (X, AY),

para todos X,Y € X(X"). Com isto, a curvatura média (ndo normalizada) de ™ é
definida por H = tr(A), isto é, o traco do operador forma de X™.
Um exemplo bésico de hipersuperficie two-sided em M sao os slices {t;} x M™, com

ty € I. Vamos calcular seu operador forma Ay, e sua curvatura média Hy,.
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Primeiramente, observe que, escrevendo f = f o 7y, obtemos
Vf =f'(t)Vm = f'(t)0:. (2.34)

Dai, por (2.33), considerando V € X({to} x M"), temos

v\/at -

V. (2.35)

No caso dos slices, N = 0; é um campo de vetores normal definido globalmente. Logo,

por (2.35), obtemos

Ato (V) =

Isso mostra que a correspondéncia t € 1 — {t} x M™ determina uma folheagao de
n+1

M = I x¢ M™ por meio de hipersuperficies totalmente umbilicas com curvatura média
f'(t
constante dadas por Hy = —n ; ((t))'

Voltando ao caso geral de uma hipersuperficie two-sided \ : X™ — M““, destacamos
duas fungoes que serao muito importantes nos resultados do Capitulo 5: a fungao altura
de ™, definida por h = (mg)|5z, e a funcao angulo ©® = (N, d,). Isto é, h é apenas a
restricao de 7rp a £™, h(t,y) =1t, e © é o cosseno do angulo Riemanniano entre N e 0.

Por (2.32) concluimos que o gradiente em ™ da fungao altura é dado por

Vh= (Vmg)" =93] =9, —(N,9,)0, = 9, — ON, (2.36)

onde ()" denota a componente tangencial de um campo de vetores em X (MHH) ao longo

de X™. Usando (2.36), é facil ver que
IVh/* =1-07, (2.37)

onde | | denota a norma de um campo de vetores em Z™.

Além disso, valem as seguintes formulas basicas.

Proposicao 2.12. Seja : I™ — M uma hipersuperficie two-sided imersa em M

Sendo V a conexdo Riemanniana de ™, valem:

f'(h)

(a) VO = —A(Vh) — T

OVh;
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f'(h f'(h
(b) (Hessh)(X,Y) = ©(AX,Y) + f((h)) (X, Y) — f((h)) (X, VR)(Y, Vh), para X,Y € X(£).
(c) Ah = ffl((:)) fn — [Vhi2) + ©H.

Demonstragao. (a) Vamos usar o Lema 2.10. Dado X € X(X"),
X[@] = X{N,9d,) = (VxN,9;) + (N, Vx, d¢),
logo

- -

= —(AX, f(h)3,) + (N, VxK — X[f(h)1d,)

= —(AX, f(h)d:) — X[f(R)](N, d¢).

Dai, usando o fato de A ser simétrico,

X(N.00) = —(A%,09 — “H N )
_ ()
- _<X7 Aat) - m(xa Vh> <N7 at)
()
= (X AVR) = 5 (X TN, 00) (2.38)

De (2.38), concluimos que

f'(h)
f(h)

VO = —A(Vh) — (N,d,)Vh.

(b) Pelo Lema 2.10, temos, para X € X(Z"),

f'(h)X = VxX = Vx (X" + (K, N)N)
= VxX" + (K, N)VxN + X(XK,N)N
= VxXT + (AX, KTIN — (K, NYAX + X(K, NIN
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Logo,

VxX" = f'(h)X + f(h)(N, 3 )AX — (AX, K")N — X(K,N)N
= f'(R)X 4+ f(h)(N,3¢)AX — (AX, K")N — ((VxXK,N) + (K, VxN)) N
= /(W)X 4 f(h)®AX — (AX, K")N — (f'(h)X, N)N + (AX, K)N
= f'(h)X + f(h)@AX. (2.39)

Como KT = (f(h)d,) = f(h)Vh, temos de (2.39) que

i) X+ OAX fih)

VIV =) ~f(h)

(X, Vh)Vh. (2.40)

Agora, basta fazer o produto interno (VxVh,Y) para concluir o item (b).
(c) Finalmente, se {E;} é um referencial ortonormal definido em um aberto de I™,
temos de (2.40) que

n

Ah = divy:(Vh) = tr (Z — VzVh) = Y (Vg Vh, Ej)

j=1

3

js

(N,d,) > (AE;, Ej)
j=1

j=1 ):1

(N, 0¢)tr(A) + f((:))n f((h))wh'Z
f'(h) >
o 1)
como queriamos provar. O

Na proposicao seguinte enunciamos uma férmula para o laplaciano A®, cuja demons-

tracao encontra-se em Zhang e Zhu [56, Lema 1].

Proposicao 2.13. Seja P : I — M uma hypersurface two-sided tmersa em um

produto warped M =1 X¢ M™. Entao a fungcao angulo © de ™ satisfaz

A® =—(VH,0d) — f/((:’)) H(1+ 8% + 21,((:’)) (AVh, Vh)
_ o T"(h) , f'(h) B )
O|A] ) O|Vh|* — ) O(n —3|Vh|?)

— O {Ric™(N*,N*) + (n — 1) (log f)"(h)|Vh[*}
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onde Ric™ denota o tensor de Ricci da fibra M™ e N* = N — @9y € a projecio ortogonal

de N sobre M™.

2.4 Variedades com densidade

Dadas uma variedade semi-Riemanniana completa (M, (,)) e um funcdo suave @ em

—n+1 ) . . — . ~ .
M, definimos a variedade com densidade M, associada a M e ¢ como a tripla

M(P - (m7 <7>7 dp’ - e*(de)’

onde dM é a medida Riemanniana canénica de M. A funcdo ¢ é chamada de funcao
densidade de M.
Se Ric denota o tensor de Ricci de M, definimos o tensor de Bakry—Emery—Ricci,

Ric,, introduzido por Bakry e Emery em 20], por
m@ = Ric + Hess o,

onde Hess denota o 2-tensor Hessiano de M.
Além disso, a @-divergéncia de um campo de vetores X em uma variedade com
densidade @ ¢ definida por
div, (X) = e®div(e ©X),

onde div denota o operador divergéncia canénico de M.
Semelhante ao laplaciano, o laplaciano ponderado (ou @—laplaciano, ou ainda, em

inglés, drift Laplacian) de uma funcio uw € C*®°(M) é definido por
Apu = divy, (Vi) = Au— (Vu, Vo).

Quando M= 1 X¢ M™ é um Espaco-tempo GRW munido de uma funcao den-
sidade @ limitada superiormente e é tal que Ricy,(V,V) > 0 para quaisquer campos de
vetores tipo-tempo V, um teorema do tipo splitting devido a Case (veja [29, Teorema
1.2]) afirma que @ é constante ao longo de I. Observe que, quando @ é constante, essa
hipétese sobre Ric,, é simplesmente a TCC, definida ao final da Secdo 2.2.

Assim, consideraremos os chamados Espagos-tempo GRW espacialmente densos,
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isto é, cuja funcdo densidade @ nao depende da varidvel t € 1, ou seja, (V,0¢) = 0.

~ Fn+1 .
Usaremos a notacao M = —Ix¢ My, para nos referir a um Espago-tempo GRW nestas
condicoes.
. ;e n - T+l n
Para uma hipersuperficie tipo-espaco L™ imersa em M = —I Xy Mg, temos de

forma similar que a @—divergéncia de um campo de vetores X € X(X™) é dada por
divy, (X) = e®div(e™ ?X), (2.41)

onde div é o operador divergéncia padrao de ™. Levando em conta (2.41), dada uma

funcao suave u: I™ — R, seu laplaciano ponderado é dado por
Apou =dive,(Vu) = Au— (Vu, Vo),

onde A é o Laplaciano usual em X™. Seguindo a nomenclatura estabelecida por Gromov

[35], a curvatura média ponderada H,, de X™ é definida por
H‘P =H- <7(p, N>7

onde H = —tr(A) denota a curvatura média (ndo-normalizada) usual de ™ com respeito

a aplicacao de Gauss futuro N.



Capitulo 3

Hipersuperficies com curvatura

média ponderada constante

Neste capitulo abordaremos os resultados contidos no artigo [16], feito em parceria com
C. P. Aquino e H. F. de Lima. Apresentaremos resultados de unicidade e nao-existéncia
para hipersuperficies tipo-espago com curvatura média ponderada constante imersas em
um Espaco-tempo GRW espacialmente denso por uma funcao .

A técnica que usaremos se baseia em varios Principios do Maximo para o laplaciano
ponderado A, como por exemplo o recente critério de @—parabolicidade [4, Teorema
1] e um Principio do Méximo no infinito [7]. Para isso, primeiro aplicamos a férmula
de Bochner para estabelecer uma desigualdade sharp envolvendo o laplaciano ponderado
de senh?0. Em seguida, definiremos uma extensao da condicdo de convergéncia tipo-
tempo, a TCC (veja o final da Segdo 2.2), mas no contexto do tensor de Bakry-Emery—
Ricci, que sera utilizada como hipotese padrao para os resultados. Na tltima secao deste
capitulo, aplicaremos os resultados obtidos para o estudo de uma equacao diferencial
associada a curvatura média ponderada de hipersuperficies imersas Espagos-tempo GRW

espacialmente densos.

3.1 Uma desigualdade tipo Bochner

Nesta secao, provaremos uma desigualdade oriunda da féormula de Bochner que sera o
resultado chave para provar nossos resultados de unicidade e nao-existéncia para hiper-

superficies tipo-espaco P : &™ — —I x¢ M em um Espaco-tempo GRW espacialmente

[0)

39
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denso por uma funcao .

Usaremos a férmula de Bochner para o Laplaciano ponderado (veja [52]), que afirma

—A o/Vh|* = [Hess h|* + Ric, (Vh, Vh) + (Vh, V(A h))

= |Hess h|* + Ric(Vh, Vh) + Hess @(Vh, Vh) + (Vh, V(A,h)) (3.1)

onde h é a funcao altura de ™ e Hess ¢ denota o hessiano em X™ da fungao @|gn.

Comecamos observando que, enquanto @ nao depende da componente I C R, temos
(Vh, Vo) = ((Vh)*, Vo) = —(N,0)(N, Vo), (3.2)

pois a projegao de Vh sobre a fibra M™ é dada por (Vh)* = —(N,9,)N*, onde N é a
aplicacao de Gauss futuro de ™ e N* sua projecao sobre M™.

Dai, utilizando (3.2) e a Proposigao 2.6(c), obtemos

Ay,h=Ah— (Vh, Vo)
—(log f)’(h) {n + [Vh]’} — H(N, ;) — (Vh, Vo)
—(log f)'(h) {n+ [VhI*} — (Hy + (N, V@))(N, ;) — (Vh, Vo)
—(log )’ (h) {n + [Vh]*} —Hg (N, 0y),

onde H, é a curvatura média ponderada de ™.

Como consequéncia, temos da igualdade acima que

V(Agh) = — (logf)”(h) {n + [Vh[*} Vh — 2(log f)’(h) (hess h)(Vh)
—(N,9()VH, —H, VN, d,),

onde hessh denota o hessiano em L™ como operador linear. Logo,

(V(Aph), Vh) = — (log f)”(h) {n + [Vh[*} [Vh/?
—2(log f)’(h) (Hessh)(Vh, Vh) — (N, 0:)(VH,, Vh)
—Hy(V(N,dy), Vh). (3.3)
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Utilizando a Proposicao 2.6(a), (3.3) se torna

(V(Aph), Vh) = — (log f)”(h) {n + [Vh[*} [Vh/?

—2(log f)'(h)(Hessh)(Vh, Vh) — (N, 0¢)(VH,, Vh)

f'(h) 5
— Hy(A(Vh), Vh) + H@mm, )| Vh[2. (3.4)

Somando (3.4) com as férmulas para |Hess h|? e Ric(Vh, Vh) obtidas nas Proposigoes 2.7

e 2.8, inserindo-as em (3.1) e reorganizando os termos, obtemos a seguinte expressao:

, 2
%A@yvm? —n (f (h)) + (N, 002r(A2) + (A%(Vh), Vh)

f(h)
f'(h)? f”(h)
+|Vh/? {(2n+ 1) )2 —n ) }

f'(h) f”(h)
+ |Vh[* {(n+ 1) PRI }

'(h) f'(h)
i (N,0¢)(A(Vh),Vh) — 2 fh)
(

'(h) .

—2 (Hessh)(Vh, Vh)

+ Hm%m, 04)IVH/ + (N, ¢)” Ric™ (N*,N*)
0

— (N, 0¢)(VH,, Vh) 4 (Hess ¢)(Vh, Vh). (3.5)

Vamos agora calcular uma expressao para (Hess @)(Vh, Vh). Observe que, como

(3¢, Vo) =0, temos
0=X(d¢, Vo) = (Vx0, Vo) + (0, VxV ). (3.6)

Logo,
HeSS(p(at, N) = <va(P, at> = —<v]\j at,v(P> (37)

Pela Proposicao 2.1, sobre a conexao de Levi-Civita em produtos warped, temos

VN0t = V(Nv—(N,00)00) Ot

— vN*at - <N7 at>vatat

I /
— <at7v f>N>|< — f—N*,
f f
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donde, por (3.7) obtemos

_ £/ _
Hess@(0¢, N) = —?(N,V(p>. (3.8)

Além disso, é facil ver que Hess@(0¢, 0¢) = 0. Portanto,

Hess @(Vh, Vh) = Hessp(Vh, Vh) — (V,N)(A(Vh), Vh)
= Hess@(—0,,—3{ ) — (V@,N)(A(Vh), Vh)
= Hess@(d¢ + (N,0)N, 9 + (N,9)N) — (V,N)(A(Vh), Vh)

f — —
= = 2?<N7 V(P><N, at) + <N7 at>2HeSS(p(N7 N)

— (Vo,N)(A(Vh), Vh), (3.9)

onde na primeira igualdade acima utilizamos a férmula que relaciona o Hessiano em X™

com o do ambiente M"" . Como N = N* — (N, 0¢)0¢, temos

HeSS(p(N7N) = HeSS(p(N* - <N7 at>at7N* - <N7 at>at)
= Hess@(N*, N*) — 2(N, 0)Hess(N*, 0,). (3.10)

. . =+l . ..
Observe que, pela relacao entre os Hessianos de M eda hipersuperficie {ty}x M™ ~ M™,

temos

Hesso(N*, N*) = Hess™ @ (N*, N*) + (V, 0 ) (Am(N*),N*), (3.11)
onde Hess™ denota o hessiano em M™ e Ap o operador forma de {to} x M™ ~ M™.
Como —I x¢ M™ é espacialmente denso, segue de (3.11) que

Hess@(N*, N*) = Hess™ ¢ (N*, N*).

Além disso, é imediato que

- - f/ —
HeSS(p(N*a at) = Hesscp(N, at) = _?<Na V(P>,

Inserindo as duas igualdades acima em (3.10), obtemos

/

Hess@ (N, N) = Hess™ @(N*,N*) + 2(N, ag%(ﬁp, N). (3.12)



Capitulo 3. Hipersuperficies com curvatura média ponderada constante 43

Substituindo (3.12) em (3.9) e simplificando, encontramos

/

f _
Hess @(Vh, Vh) = 2?(N,V(p> ((N,9¢)* — (N, d¢)) + (N, 9¢)* Hess™ @(N*,N*)

—(Vo,N)(A(Vh), Vh). (3.13)
Observe agora que
f'(h) f'(h) .. = _

He ) (N,00)|Vh]* +2 Y (N, Vo) ((N,03,)* — (N,0,)) =
L , P 2
=H, ) (N,0¢)|Vh|” + 2 ) (H—Hg)(N,0¢)((N,0¢)° — 1)
_ 4 P 2, o () 5
=H, ) (N,9¢)|Vh|” + 2 ) (H—Hg)(N, 0¢)|Vh|
_ f'(h) 2

Substituindo (3.14) e (3.13) em (3.5), obtemos

1 f/(h)?
5A(p|Vh|2 = nf((T))z 4+ (N, 0¢)%tr(A?) + (A%(Vh), Vh)

)

- 21/(%) (N, 9 )(A(Vh), Vh) — 2’:((:)) (Hess h)(Vh, Vh)

+ QHZ((:)) (N,0¢) + %(N, 04)|Vh[*{2H — H,,}

+ (N, 9¢)” Ricl' (N*,N*) — (N, 8,)(VH,, Vh). (3.15)

H2
Além disso, lembre que tr(A?) > —, e a igualdade vale se, e somente se, L™ é
n

totalmente umbilica, isto ¢, em cada ponto, o operador forma A de X™ é um multiplo

do operador identidade. Com efeito, seja {E;} um referencial ortonormal definido em um
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aberto de L™. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

HZ 1 1 [« o
— = —(trA)?2? == AE;, E;) (AE;, E5)
£ tonr=d (Sone) <3

j=1

< i i<AEia Ej)? = i (AR, (AELE)E))

i=1 j=1 ij=1
i <AE1, i (AEy, Ej) > = i<AEi,AEi> = tr(A2).
i=1 j=1 i=1

A igualdade ocorre se, e somente se, (AE;,Ej) = 0 com 1 # j e AE; = AE; para i =
1,...,n. Logo, vale a igualdade se, e somente se, o operador forma de X™ é, em cada
ponto, multiplo da identidade, como queriamos provar.

Usando essa desigualdade, temos

n

) > f'(h)

w7 + (N *tr(A?) + 2H o)
_f'(h)? o H? f/(h)
Ny T (N8 2
(

/ 2
(B0 B ay) 510

(N, 0¢)

\\/

<Na at>

Inserindo a desigualdade (3.16) em (3.15) e levando em conta a relagao

f'(h) _ () f'(h)

—2 Hessh)(Vh,Vh) =2 Vh? +|Vh[*} —2———(N,9,)(AVh, Vh
(3.17)
cuja demonstracao segue da Proposicao 2.6(b), provamos o seguinte teorema.
Teorema 3.1. Sejam Mﬁ“ = —1 X M um Espago-tempo GRW espacialmente denso

elp: X" % M‘;H uma hipersuperficie tipo-espago. Sendo h a funcdao altura de L™, vale

, 2
lA oIVh? > (A2(Vh), Vh) + <H<N’at>+f(h))

n f(h)

f/(h) f'(h)?  f"(h)

—4 ) (Hessh)(Vh, Vh) 4+ |[Vh/? {(Qn—l) e —n i }
f/(h)z f//(h) . .

+ |Vh/* {(n—l) iNE —n ) } + (N, 0 >2R1C (N*,N*)

+ T IN.QIVHE (2= H, ) — (N, 00) (V. V),
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ocorrendo a igualdade se, e somente se, L™ € totalmente umbilica.

Uma ligeira variagao do Teorema 3.1 acima é a desigualdade

%A@Whﬁ > (A’(Vh), Vh) +n(H<N, d¢) +f’(h)>

n f(h)

L 2 LY
_4f(h) (N,9¢)(AVh, Vh) + |Vh| {(2n+3) T }
f'(h)?  f’(h
+ i,((:')) (N, 0:)VhI* {2H—H4} — (N, 0¢)(VH,, Vh), (3.18)

a qual foi obtida simplesmente usando a identidade (3.17).

3.2 Resultados de nao-existéncia e unicidade

Esta secao é dedicada a apresentar nossos resultados de unicidade e nao-existéncia re-
lativos a hipersuperficies tipo-espago imersas em Espacos-tempos GRW espacialmente
densos obedecendo a uma generalizagao apropriada da TCC (condi¢ao de convergéncia
tipo-tempo).

Nossos primeiros resultados serao de cardter local: assumiremos que o angulo hi-
perbédlico 0 atinge um maximo local em algum ponto py de L™ e usamos o resultado,
conhecido desde o Célculo Diferencial, que V(senh?8)(py) = 0 e A(senh?0) < 0. Ele
pode ser visto como uma versao para Espagos-tempo GRW espacialmente densos de [38,

Teorema 4.2].

Teorema 3.2. Seja MM = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso.
Suponha que x : L™ — M ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco com curvatura média
ponderada Hy, constante. Assuma que o angulo hiperbdlico © entre L™ e 0y atinge um

H
mdzimo local em algum ponto pg € Z™ e f'(h(py)) (H(pO) - T@) < 0. Se, ou
(2) f"(R(po)) <0 e Ricg! > (n—1)(*(logf)"){, )m em x(po), ou
(b) f”(h(po)) <0 e Riczl >0 em x(po),

entao existe uma vizinhanga aberta U de py em L™ que estd contida em um slice totalmente

, . —n+1
geodésico de M .
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Demonstrac¢ao. Como py ¢ um ponto de maximo local de 8, temos em py que

1
(Hessh)(Vh, Vh),, = 5<V|Vh|2, Vh)p,

1
= §<V(senh2 0), Vh)p, =0

1 1 —
§A(p(senh2 0)p, = §A(Senh2 0)p, — (V(senh®0), Vo), < 0.

Entao, pelo Teorema 3.1 e as hipdteses, temos, em pg, que

1 ) ) f/(h)? f”(h)
0> §A¢,|Vhl > |Vh| {(Zn— 1) iNE —n iy }
f’(h)? f”(h
+|Vh!4{(n—1) f((h))Z —n f(gﬂ)}+<N,at>2RicZ‘(N*,N*). (3.19)

Assumindo (a), (3.19) se torna, em po,

_f”(h)

fo) V2 0. (3.20)

1

Como f”(h(py)) < 0, obtemos de (3.20) que senh” 8(py) = |[Vh|*(po) = 0. Mas p, é um
ponto de maximo local de 0, portanto existe uma vizinhanca aberta U de py em L™ tal
que 0 = 0, isto é, U esta contido em um slice totalmente geodésico de M

Assumindo (b), (3.19) se torna, em py,

]- . * *
0> §A¢|Vhl2 > (N, 9¢) Ricl! (N*,N*)

> |[VhIRic)! (N*,N*) > 0.

Enquanto RiCX(N*, N*) > 0 em pg, temos senh” 8(py) = |Vh|*(po) = 0. Similar ao item
(a), existe uma vizinhanca aberta U de pp em ™ que esta contida em um slice totalmente

, . —n-+1
geodésico de M~ . O
Como consequéncia imediata, temos o

Corolario 3.3. As unicas hipersuperficies analiticas tipo-espago de curvatura média pon-

‘ . —n+1
derada constante Hy, imersas em um Espago-tempo GRW espacialmente denso M =

—Ix M

@+ cujo angulo hiperbdlico com Oy atinge uwm mdzimo local em algum ponto po tal
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H
que t'(h(po)) <H(p0) — T(P> < 0 e um dos dois pares de hipoteses do Teorema 3.2 sao
‘ . ‘ . —n+1
cumpridos, sao os abertos de slices totalmente geodésicos de M
Observe que no corolario acima a conclusao é que a hipersupeficie ™ como um todo é
um aberto de um slice totalmente geodésico, ao contrario do Teorema, pois 1a sé podemos

concluir que X™ possui um aberto contendo py que esta contido em um slice. No caso em

que o angulo atinge um maximo global em py, obtemos o seguinte

Coroldario 3.4. As nicas hipersuperficies tipo-espago de curvatura média ponderada H,
constante imersas em um FEspaco-tempo GRW espacialmente denso M= 1 Xt My,
cujo angulo hiperbolico com 0+ atinge um mdzimo global em algum ponto py tal que

H
f'(h(po)) <H(p0) — %) < 0 e um dos dois pares de hipdteses do Teorema 3.2 sdo

. ~ . L. —n—+1
cumpridos, sao os abertos de slices totalmente geodésicos de M~ .

Analogamente ao Teorema 3.2, podemos obter um resultado de nao-existéncia.

Teorema 3.5. Seja M= Xt My, um Espago-tempo GRW espacialmente denso.
Nao existe hipersuperficie tipo-espaco X™ de M““, com curvatura média ponderada cons-
tante Hy tal que o angulo hiperbdlico © entre L™ e 0y atinge um mdzimo local em

H :
algum ponto py € L™ onde f'(h(po)) (H(po)—T@) < 0, f’(h(po)) < 0, RICX >
(n—1)(F(log )"){, )m em x(py) € F'(R(py)) £ 0.

Demonstra¢ao. Suponha que tal hipersuperficie I™ exista. Como no Teorema 3.2(a), a

partir das hipoteses temos que, em Ppo,

f’(h)2

O IVh|* > 0. (3.21)

1

Portanto, de (3.21) e do fato de f'(h(pg)) # 0, concluimos que senh? 8(po) = [Vh|*(py) =
0. Mas pp é um maximo local de 0, logo existe uma vizinhanca aberta U de py em L™
tal que 8 = 0, isto é, U esta contido em um slice totalmente geodésico de M““, logo
f'(h(po)) = 0, uma contradigao. H

Para os proximos resultados, apresentaremos a seguinte definicdo. Seja M = —Ix M
um Espago-tempo GRW espacialmente denso por uma funcao ¢. Dizemos que M
obedece a Condigao de @—convergéncia tipo-tempo (que sera abreviada por @-
TCC) se

Ricy' > (n—1)(f*(log )")(,)m
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e f” < 0. Note que a @-TCC pode ser tratada como uma versao com densidade da classica
TCC (veja a Proposigao 2.9).

No que se segue, um slab
B, = [t to] x M™ ={(t,q) € =I xs M™: t; <t < to}

serd chamado de regiao limitada tipo-tempo.
Na préxima secao, comegaremos a utilizar as ferramentas analiticas adequadas para

obter os demais resultados.

3.2.1 Nao-existéncia e unicidade via propriedades de integrabi-

lidade

Como primeira ferramenta analitica, usaremos o Lema 3.6 abaixo, o qual é uma extensao
do Teorema de Hopf para variedades Riemannianas completas e nao-compactas dada por
Yau [55]. Sua prova é consequéncia de [27, Proposigao 2.1] (veja [22] ou [31] para a
demonstragao). No que se segue, consideraremos o seguinte conjunto

L}p():) = {u DL R;J u(x)e~*™MdIm < +oo} ,

n

chamado de espaco das funcoes @-integrdveis a Lebesque em X™.

De acordo com a terminologia classica relacionada ao operador Laplaciano, uma fungao
suave U definida em uma variedade com densidade M, é dita ser @-subharménica se
Aou > 0. E é dita ser ¢—superharmonica se A,u < 0. Finalmente, u é ¢—harmonica

se Apu = 0.

Lema 3.6. Seja ™ uma variedade Riemanniana completa e g : ¥™ — R uma fungao
suave. Se g € @-subharmonica (or @-superharménica) com |Vg| € L}p(Z), entdo g €

©-harmonica.
Agora, estamos em posicao de provar o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja M= x¢ MD um Espaco-tempo GRW espacialmente denso

Y

obedecendo a @-TCC. Suponha que L™ é uma hipersuperficie tipo-espaco completa com

curvatura média ponderada constante Hy, contida em uma regiao limitada tipo-tempo
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By, C M tal que f <0 em By, t,. Assuma que o angulo hiperbolico © e o operador

H
forma A de Z™ sdo limitados, f'(h) (H — 7@) <0 ef’'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh.

Se |[Vh| € [J}p():), entao X™ € um slice totalmente geodésico de M

Demonstragao. Inicialmente, observe que a hipétese @-TCC garante que

" / 2
(NL ORI (N, N7 > (N 20— 1) (T - i(ﬂ}f))z) (N*NF)

(14 [VhP) ( f” - 1)f/(h)2) Vh[?
/'(h)

f(h)2

B f/(h)2
—((n DT - = ) (o v,

(Lembre que (N*,N*) =|Vh|? = (N,0,)* — 1.)

Logo, segue do Teorema 3.1 e das demais hipdteses que

1 ) f'(h)2  f”(h) ,  f’(h)
§A¢|Vhl > {n CTNERY }IVhI ~ IVh/* > 0. (3.22)

Entao [Vh|? é @-subharmonica. Como A e 0 sao ambos limitados e I™ estd contida em

uma regido limitada tipo-tempo de M, temos

f'(h)
f(h)

IV|Vh|?| = |V (senh?®8)| = 2 cosh 0 ‘— (A + (cosh 9)1) Vh’ < C|Vh|,  (3.23)

para alguma constante C > 0. Mas |[Vh| € £} (Z"), entao temos [V|Vh*| € £} ("),
Logo o Lema 3.6 prova que A,|Vh|* = 0. Retornando a (3.22) e usando o fato de que
f”(h) < 0, obtemos [Vh/* =0 em ™ e portanto L™ é um slice {ty} x M de M. Entao
H=H, f'(to)(H—Hgy/2) < 0, donde f'(ty) = 0, provando assim que X™ é

totalmente geodesmo. O]

Podemos obter um resultado de nao-existéncia sem assumir a desigualdade estrita

f” <0, se ao invés disso assumirmos que f’ # 0. Este é o contetido do préximo Teorema.

Teorema 3.8. Seja M= Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC. Nao existem hipersuperficies tipo-espaco completas ™ de M
com curvatura média ponderada constante Hy,, contida em uma regiao limitada tipo-tempo
By, C M na qual f' # 0, cujos angulo hiperbdlico © ae operador forma A sdo

H
limitados, f'(h) (H — 7@) <0, f'(h)Hessh < 0 na dire¢ao de Vh e [Vh| € Ll (xm).
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Demonstra¢ao. Suponha que tal hipersuperficie £™ exista. Das hip6teses, temos que (veja

(3.22))
f/(h)Z

fh)? IVh* > 0. (3.24)

1
EA(pIVhI? >n

Similar ao Teorema 3.7, temos a desigualdade (3.23), para alguma constante C > 0. Entao,
do Lema 3.6, temos A,|Vh|*> = 0. Portanto, [Vh|* = 0 em I™ e isso significa que o angulo
hiperbélico 0 de I™ satisfaz cosh? @ = 1. Portanto, existe to € I tal que Z™ C {to} x M™.
Como X™ é completa, temos que £™ = {to} x M™. De f'(to)(H — H,/2) < 0, temos que

. , . i -
2" é um slice totalmente geodésico de M , isto é, f'(tg) = 0, uma contradicao. m

3.2.2 Unicidade via angulo hiperbdlico convergindo para zero

no infinito

Os proximos dois Teoremas usam a hipdtese de que o angulo hiperbdlico converge para
zero no infinito, ao invés da hipétese de integrabilidade de |[Vh| nos Teoremas 3.7 e 3.8.
Seguindo a terminologia introduzida em [7], dada uma variedade Riemanniana conexa,

completa e nao-compacta M™ e denotando por
d(-,0) : M™ — [0, +00)

a distancia Riemanniana de M™ medida de um ponto fixado o € M™, diremos que uma

funcao continua f : M — R converge para zero no infinito quando

lim  f(x) =0. (3.25)

d(x,0)—~+00

Uma forma de interpretar o limite (3.25) é a seguinte: para todo € > 0, existe uma bola
geodésica fechada B(o,r) = {x € M"; d(x,0) < 1} de raio v > 0 tal que |f(x)| < € se

x ¢ B(o, ).

Agora, estamos em posicao de apresentar nosso proximo resultado.

Teorema 3.9. Seja M= Xt My, um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC. Suponha que X™ € uma hipersuperficie tipo-espago completa e nao-
compacta de M com curvatura média ponderada constante Hy,. Assuma que f”'(h) < 0
e f'(h) (H — %) <0 em X™. Se o angulo hiperbolico © converge para zero no infinito,

entdo L™ € um slice totalmente geodésico de M.
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Demonstracao. Como o angulo hiperbdlico 8 converge para zero no infinito, dada qualquer
constante € > 0, existe um compacto € C L™ tal que 0(p) < € se p € C. Seja p; € C um
ponto de méaximo global de 6 em €. Se ¢ < 0(p1), entdo p; é ponto de maximo global
de 0 em XI". Caso contrério, tome um ¢y < 0(p;) < € e um compacto Cy O € tal que
O(p) < g¢ para todo p ¢ Cy. Neste caso, o ponto py de maximo global de 8|, serd o ponto
de maximo global do angulo hiperbdlico em X™.

Assim, existe um ponto de maximo global py € Z™ de 0. Pelas hipdteses, teremos no
ponto py que

He

Fntpa)) (Hipo) — 152 ) <o

Ric’:;l > (n—1)(f2(log f)"){,)m em x(po), e f’"(h(po)) < 0. O resultado segue entao do

Corolério 3.4 e do fato de ™ ser completa. O

Podemos obter uma versao semelhante ao Teorema 3.9 acima se ao invés de assumirmos
a desigualdade estrita f”’(h) < 0, pedirmos que f”(h) < 0 e f'(h)(Hessh)(Vh, Vh) < 0.
Isto nos permite, por exemplo, aplicar o resultado para o caso particular de um produto
simples lorentziano com densidade M = CIx M7, o que nao ¢ possivel no Teorema 3.9.

Usaremos o seguinte lema, o qual é um principio do Méximo no infinito, e é a Proposigao

2.2 de [7].

Lema 3.10. Seja ™ uma variedade Riemanniana conexa, completa e nao-compacta, e
seja X € X(X™) um campo de vetores em L™. Assuma que exista uma funcdo f € C*, nao-
negativa, nao identicamente nula, convergindo para zero no infinito e tal que (Vf, X) > 0.

Se divsnX = 0 em XM, entao (Vf,X) =0 on M.

Apoés a discussao prévia acima, estamos em posicao de apresentar nosso proximo re-

sultado.

Teorema 3.11. Sejam M = —I x; MG um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC e X™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa nao-compacta de
M com curvatura média ponderada constante H,, satisfazendo f'(h) (H — %) <0e
f'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh. Se o angulo hiperbdlico © converge para zero no

infinito, entdo I™ € um slice totalmente geodésico de M.

Demonstrac¢io. Suponha que L™ nao é um slice de M. Entdo a funcdo f = senh?@ ¢é

suave, nao-negativa e nao-identicamente nula em X™ convergindo para zero no infinito.
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Definindo o campo de vetores X = e~ ®V(senh? 8), temos que (V(senh*0),X) >0 e
diven X = e_"’A(p(senh2 0) >0,

pelo Teorema 3.1 e as demais hipdteses. Portanto, pelo Lema 3.10, concluimos que
V(senh?0) = 0 em X", isto é, 8 é uma funcdo constante. Mas 0 converge para zero
no infinito, donde senh®@ = 0 e temos uma contradicdo. Dai, concluimos que Z™ é um

slice totalmente geodésico de M. O

3.2.3 Um resultado de unicidade via @-parabolicidade

Uma variedade com densidade M(p é chamada de @-parabdlica se as fungoes constantes
sdo as Unicas @-subharmoénicas em M que sdo limitadas superiormente. Consequente-
mente, a @-parabolicidade implica a seguinte propriedade: se u € COO(M@) ¢ limitada e
Aou nao muda de sinal, entdo u € constante.

Para provar o proximo Teorema, precisaremos do seguinte resultado, que fornece um
critério simples de (p—parabolicidade para uma hipersuperficie tipo-espago £™ imersa em

um Espagco-tempo GRW e corresponde a [4, Teorema 1].

Lema 3.12. Seja L™ uma hipersuperficie tipo-espagco completa em um FEspaco-tempo
—n+1 . , ‘ . .

GRW M = -1 Xt Mg cuja fibra M™ € completa com recobrimento Riemanniano

universal @-parabolico. Se a fung¢do angulo hiperbolico © de X™ € limitada e a restrigao

f(h) em Z™ da funcdo warping f de M satisfaz
(i) supsgn f(h) < o0 e
(#) infsn f(h) > 0,
entao L™ é @-parabdlica.
Estamos agora em posicao de apresentar nosso préximo resultado.

Teorema 3.13. Seja MM = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC cuja fibra M™ € completa com recobrimento Riemanniano univer-
sal @-parabolico. Suponha que L™ € uma hipersuperficie tipo-espaco completa de M

com curvatura média ponderada H, constante, cujo angulo hiperbdlico © € limitado,
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H
f’(h) (H — T(p) <0 e f'(h)Hessh < 0 na direcio de Vh. Se

0< i{lff(h) < supf(h) < oo,
n Zn

entao X™ é um slice totalmente geodésico de M

Demonstracao. Observe que, pelas hipéteses, podemos aplicar o Lema 3.12 para concluir
que L™ é @-parabdlica.

Do mesmo modo como no Teorema 3.7, observamos que a desigualdade (3.22) é cum-
prida, logo |[Vh|? é @-subharmoénica. Como o angulo hiperbélico  de ™ é limitado,
u = |Vh2 = senh?0 também o é, donde |[Vh|? se anula identicamente em Y™ por sua

@-parabolicidade. Portanto, X™ é um slice totalmente geodésico de M n

3.2.4 Nao-existéncia e unicidade via Principio do Maximo de
Omori-Yau generalizado
Seja (M, (,),e"?dM) uma variedade com densidade (ndo necessariamente completa).

Dizemos que o Principio do Maximo de Omori-Yau fraco vale para A, se, para

qualquer u € C%(M) satisfazendo supy, u = u* < 0o, existe uma sequéncia {x;} C M tal

que
() wlod =u* — o
(i) Apu(xk) < %

Considerando esse contexto, citamos o seguinte lema, que corresponde ao Remark 2.18

de [48].

Lema 3.14. Seja (M, (,), e ®dM) uma variedade com densidade completa. Se Ric,, €
limitado inferiormente, entao o principio do Maximo de Omori-Yau fraco se cumpre para

o Laplaciano ponderado A, .
Apos a prévia discussao, estamos em posicao de apresentar nosso préximo resultado.

Teorema 3.15. Seja M= Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC. Suponha que X™ € uma hipersuperficie completa tipo-espaco nao-

compacta de M contida em uma regido limitada tipo-tempo By, +, C M tal que £ < 0
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N

H
em By, v,, com curvatura média ponderada constante Hy, satisfazendo f'(h) <H — 7(‘))
0, com f'(h)Hessh < 0 na dire¢do de Vh e cujo angulo hiperbélico © é limitado. Se Ric,,

de ™ ¢ limitado inferiormente, entdo L™ é um slice totalmente geodésico de M.

Demonstra¢ao. Do Teorema 3.1, temos que (veja (3.22))

1
§A@|Vh|2 = —

f//(}l)

fh) IVh*.

. N . =+l .
Como L™ estd contida em uma regiao limitada tipo-tempo de M tal que "’ < 0, existe
uma constante C > 0 tal que

1
586IVhP > CIVRI"

Como o angulo hiperbélico 8 de L™ é limitado e [Vh|? = senh? @, a hipétese Ricy > —o0,
nos permite aplicar o Lema 3.14 para garantir que existe uma sequéncia {xi} C X™ tal

que
1
0> 3 lim sup Aq,(senh2 0)(xx) > Climsup(senh® 0(xy)) = Csup(senh?® 0) > 0.
T

Portanto, supy (senh® 8) = 0, isto é, 8 se anula identicamente em L™. Portanto, concluimos

que L™ é um slice totalmente geodésico de M O

Assim como na Subsecao 3.2.1, podemos obter um resultado de nao-existéncia.

Teorema 3.16. Seja M= 1 x¢ M3

o um Espago-tempo GRW espacialmente denso

obedecendo a @-TCC. Nao existem hipersuperficies tipo-espaco completas L™ de M

contida em uma regiao limitada tipo-tempo By, ¢, C M na qual f" # 0, com curvatura
H

média ponderada constante Hy, satisfazendo f'(h) (H — 7@> <0 ef'(h)Hessh < 0 na

dire¢ao de Vh, com Ricy, limitado inferiormente e angulo hiperbolico © limitado.

Demonstracao. Assuma que exista uma tal hipersuperficie ™ satisfazendo as hipoteses.

Como no Teorema 3.15 podemos usar (3.22) para concluir que

f’(}1)2
f(h)?

1
§AHVM2>n. IVh[.

Como X™ estd contido em uma regiao limitada tipo-tempo de M onde f/ % 0 em
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tBthtz? existe uma constante C > 0 tal que
-A,|lVh|* > C|Vh
9 (p| | = | | .

Como o angulo hiperbélico 8 de L™ é limitado, [Vh|2 = senh? 0 e Ricy, > —o00, segue do

Lema 3.14 que existe uma sequéncia {x,} C ™ tal que

1
0 > lim sup éA(p(senh2 0)(xn) > Climsup(senh?0(x,)) = Csup(senh?0) > 0.
Zﬂ.

Entao novamente 0 se anula identicamente em X™. Portanto, Z™ = {to} x M é um slice
totalmente geodésico de M. Mas f/(ty) = 0, entdo temos uma contradicio e a prova estd

completa. 0

Nos dois Teoremas 3.15 e 3.16, a hipdtese Ric, > —oo foi utilizada a fim de podermos
utilizar o Principio do Maximo de Omori-Yau fraco. No entanto, existe um caso em que
ela se cumpre automaticamente. Para isso, precisaremos do seguinte lema, o qual esta
provado em [3, Lema 3|. Com ele, podemos obter os seguintes coroldrios, enunciados

abaixo, dos Teoremas 3.15 e 3.16.

Lema 3.17. Seja MM = Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso obe-
decendo a SNCC' e tal que o Hessiano da funcao densidade @ € limitada inferiormente,
isto ¢, Hess (U, U) > BIU? para uma certa constante B e para todo U € X(M). Seja I™
uma hipersuperficie tipo-espaco que estd contida em uma regidgo limitada tipo-tempo de
—n

1 ‘ PR .
M Suponha que a curvatura média ponderada Hy, de L™ € limitada. Entao o tensor

de Bakry—Emery—Rz’cci de L™, Ricy, € limitado inferiormente.
Como consequéncia do Teorema 3.15, obtemos o seguinte resultado de unicidade.

Corolario 3.18. Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC cuja fungao densidade @ € convera em M™. Suponha que L™ é uma
hipersuperficie tipo-espaco completa de M contida em wma regido limitada tipo-tempo
Bi,t, C M tal que f” < 0 em By, .1,, com curvatura média ponderada constante H,

H
satisfazendo f'(h) <H — 7(") < 0, com f'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh, e cujo angulo

hiperbolico © € limitado. Entao X™ € um slice totalmente geodésico de M

Como consequéncia do Teorema 3.16, obtemos o seguinte resultado de nao-existéncia.



Capitulo 3. Hipersuperficies com curvatura média ponderada constante 56

Corolério 3.19. Seja M = —I x; MG um Espago-tempo GRW espacialmente denso obe-
decendo a STCC tal que a funcdo peso @ € convera em M™. Nao existem hipersuperficies
tipo-espaco completas ™ de M contida em uma regido limitada tipo-tempo By, C M
tal que f" # 0 em By, r,, com curvatura média ponderada constante Hy, satisfazendo
f'(h) (H — %) < 0, com f'(h)Hessh < 0 na direcio de Vh, e cujo angulo hiperbdlico

0 ¢ limitado.

, . —n+1 N ,
Para provar ambos os Corolarios, apenas observe que se M obedece a SNCC, ¢ é
’ . o~ .. . —n+1
convexa em M™ e I™ esta contida em uma regido limitada tipo-tempo By, , C M~ tal

—nt1 .
que f” < 0 em By, ,, entao M"™ " obedece & @-TCC em By, 4,.

3.2.5 Unicidade via Principio do maximo de Akutagawa gene-

ralizado

Para provar nosso préximo resultado, vamos utilizar a seguinte versao do principio do
méximo de Akutagawa [1] para o Laplaciano ponderado. Sua demonstracao, que é uma
aplicacao do principio do maximo de Omori [46] e Yau [54], pode ser encontrada em [15,

Proposigao 1].

Lema 3.20. Seja L™ uma variedade Riemanniana n-dimensional completa cujo tensor
de Ricci € limitado inferiormente e seja @ : ™ — R uma funcao suave tal que |V @]
¢ limitado em L™. Se u € C*(L™) é nao-negativa e satisfaz Ay,u > au®, para algumas

constantes reais a > 0 e b > 1, entao u se anula identicamente em X™.
Agora, estamos em posicao de apresentar nosso préximo resultado.

Teorema 3.21. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-Tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a STCC com @ convera em M™. Seja L™ uma hipersuperficie tipo-espaco com-
pleta contida em uma regido limitada tipo-tempo By, +, C M onde f” < 0 em By, 1,, com
curvatura média ponderada constante H, tal que f'(h) (H — %) <0, f'(h)Hessh < 0
na direcao de Vh e cujo angulo hiperbélico © e operador forma A sao limitados. Se |V @l

¢ limitado em L™, entao L™ é um slice totalmente geodésico de M

Demonstracao. A fim de aplicar o Lema 3.20, precisamos provar que Ricy é limitado infe-

riormente. Seja entao X € X(X™) e considere um referencial ortonormal {E;} definido em
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um aberto de I™. Utilizando a equagdo de Gauss para hipersuperficies (veja a igualdade

(2.19) na Secao 2.2) segue que

Ric(X,X) = Y (R(X,E)X, Eq) + |AX]” + nH(AX, X). (3.26)

i

Observe que, como M6 espacialmente denso, (V@, N) = (V, N*), entdo temos que

H| = [Hy + (Vo, N7)
< [Hol + Vol [VhI = [H| + [Vl senh 6,

Portanto, enquanto 8 e [V| sdo ambos limitados em L™, o mesmo ocorre com H. Além
disso, como A ¢ limitado em I™, o tltimo termo de (3.26) também ¢é limitado em Z™.

Consequentemente, para mostrar que Ricy é limitado inferiormente, observe que da
expressdo em (3.26) precisamos apenas provar que >_.(R(X, E;)X, E;) é limitado inferior-
mente.

Além disso, como X = X* — (X, 0)0¢, temos, usando a Proposigao 2.3, que

D ROGEIXE) = Y (Rm(X*, EDXT,ED) + (n— 1) (log )’ (h))*XP

i i

— (n—2)(log )" (h)(X, Vh)* — (log f)"(R)IVRIX]%.  (3.27)
Para a primeira parte do lado direito de (3.27), temos que

> (Rm (X", E)X Ef —f?ZKM (B3, X)X RalES R — (X, ED):

i

Por outro lado, um calculo rapido mostra que

1
X R BT — (X" ED) U = fih {IXP + (X, Vh)? (3.28)

)4

+ IX2(Vh, E)? — (X, Eq)? — 2(X, Vh)(X, Eq) (Vh, Eo) ).
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Portanto, usando (3.28) e a hipétese STCC, obtemos

> (RM(X* ED)X*, D) > (log )" (R){(n — 1)IX?

1

+ (n—2)(X, Vh)? + [X]*IVh/*}.
A estimativa obtida na expressao acima nos permite concluir de (3.27) que

D RGEIXE) = D (Rm(X", E))X", E})

+(n—1)(log )’ (W)X — (n — 2) (log )" (h) (X, Vh)?
— (log )" (W) [VhPX].

> (log f)"(h)(n — 1)IX]* + (n — 1) (log f)' (h)*|X].

Obtemos da desigualdade acima que

" f’(h) ()  f'(h)?
> (RXEDX E) > (n—1)XP ) fhE T e (3.29)

f(h)
= (n—DIXP.

Agora, como X™ esta contida em uma regiao limitada tipo-tempo de M““, de (3.29)
segue que

> (RIX,EX, Eq)

i
é limitado por baixo, e consequentemente Ricy também é limitado por baixo.
Finalmente, como a STCC implica a TCC, temos que Ric™ > (n—1) (f?(log f)”) { , )m.

Mas Hess™ ¢ > 0, portanto
Ric](:;l =RicM + HessM ¢ > (n —1) (f*(log ©)") { , )m,

isto é, M"™ obedece & @-TCC.
Dai, de modo similar ao Teorema 3.7, observamos que a desigualdade (3.22) é cum-
prida. Portanto, aplicando o Lema 3.20, concluimos que o angulo hiperbédlico 0 de X™ se

—n+1
anula identicamente em X™, donde X™ é um slice totalmente geodésico de M O
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3.2.6 Unicidade via propriedades de crescimento do ¢@-volume

Seja M, uma variedade Riemanniana conexa, orientada, completa e nao-compacta, densa
por uma fung¢ao @. Denotamos por B(p,t) a bola geodésica centrada em p e com raio t.
Dada uma funcao continua o : (0,400) — (0,400), dizemos que M tem crescimento

de @—volume como o(t) se existe p € M tal que
vole (B(p,t)) = O(o(t))
quando t — +o00, onde vol, denota o @-volume, isto ¢,

vol, (B(p,t)) :J e YdM. (3.30)
B(p,t)

De posse do conceito acima, citamos a proxima ferramenta analitica que usaremos,
associada ao crescimento de volume, cujo enunciado e demonstracao pode ser encontrado

em [53, Corolério 4.11] (veja também [6, Teorema 2.1]).

Lema 3.22. Seja M uma variedade conexa, orientada, completa e nao-completa e @ €
C*(M) uma fungao suave. Sejap € C*°(M) uma fungdao nao-negativa tal que Ay \p > ap
em M, para alguma fungdo positiva a € C1(M) tal que (Va, Vi) > 0.

(a) Se My, tem crescimento de @—volume polinomial e [V| < cp¥, onde p = d(-,0)

¢ uma distancia Riemanniana com origem em o € M ec >0 e 0 < k < 1 sdo

constantes, entao P =0 em M.

(b) Se M tem crescimento de @-volume exponencial e [V|(x) — 0 quando p(x) — +o0,

entao P =0 on M.

Agora, estamos em posicao de enunciar e provar o ultimo resultado desta secao.
Teorema 3.23. Seja M = —1I X MG um Espago-tempo GRW espacialmente denso obe-
decendo a @-TCC. Suponha que L™ € uma hipersuperficie tipo-espaco completa, orientada
e ndo-compacta de M com curvatura média ponderada constante H, satisfazendo

i (- 1) <o

e f'(h)Hessh < 0 na direcao de Vh, contida em uma regido limitada tipo-tempo By, 1, C

M tal que " < 0 em By, +,.
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(a) Se L™ tem crescimento de @-volume polinomial e |V (senh?0)| < cp¥, onde p =
d(-,0) € uma distancia Riemanniana com origem em o € M ec>0e0 <k <1

sao constantes, entao L™ é um slice totalmente geodésico de M.

(b) Se L™ tem crescimento de @-volume exponencial e |V(senh®0)|(x) — 0 quando

p(x) — 400, entdo L™ € um slice totalmente geodésico de M.

Demonstra¢ao. Similar ao Teorema 3.7, podemos aplicar (3.22) para obter

_f”(h)

) |Vh|2, (3.31)

1
_Acp|Vh|2 2
2
Como L™ estd contida em uma regiao limitada tipo-tempo onde " < 0,
1A 2> 2
3 o/ Vh|" > a|Vh|

para alguma constante a > 0.
Agora, é suficiente definir \p = |Vh|?> = senh®0 e aplicar o Lema 3.22 para obter

|[Vh|?> = 0 nos itens (a) e (b), completando a demonstragao. O

3.3 Resultados tipo Calabi-Bernstein

Nosso objetivo nesta secao é aplicar nossos resultados prévios de nao-existéncia e unici-
dade sobre hipersuperficies a fim de estudar solucoes inteiras de uma equacao diferencial
relacionada a curvatura média ponderada de hipersuperficies tipo-espaco em um Espaco-
tempo GRW espacialmente denso obedecendo a ¢@-TCC.

Primeiro, lembremos os conceitos bésicos sobre graficos inteiros em Espacos-tempo
GRW. Seja O € M™ um aberto conexo de M™. Vamos considerar o grafico vertical sobre

Q determinado por uma funcao suave u € C*(Q), dado por
Y(u) ={(ulx),x); x e Q} Cc —I x¢ M™.

A métrica induzida em Q a partir da métrica Lorentziana do espago ambiente via
2 (u) é dada por
(o = —du? + FA(W){, )mn. (3.32)
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O gréfico (3.32) é dito inteiro se O = M™. Observe que um grafico Z(u) é uma hipersu-
perficie tipo-espaco se, e somente se, |[Du/p < f(u), onde |Dulp denota a norma em M™
do gradiente Du of u.

Pelo Lema 3.1 de [14], no caso onde M™ é simplesmente conexa, se Z™ é uma hiper-
superficie tipo-espago completa imersa em —I x M™ de modo que a restricao f(h) da
funcao warping f é limitada, entao L™ é um grafico inteiro tipo-espaco em tal ambiente.
Entretanto, em contraste com o caso de graficos no caso Riemanniano, um gréafico inteiro
em um espaco Lorentziano nao é necessariamente completo, no sentido de que a métrica
(3.32) nao é completa em M™.

Em [2], Albujer deu exemplos explicitos de gréficos inteiros nao-completos imersos no

produto simples lorentziano —R x H?2. Um deles ¢ X% (1) com u: H?> — R dada por

u(x,y) =uly) = log (y+\/a+y2> +b, com a,beR a>0.

No grafico Zy(u), a curva divergente « : (1,00) — Ly (u) dada por «(s) = (u(s),0,s)
tem comprimento finito. Por outro lado, em Albujer [3], Proposi¢ao 9, foi provado que
se M™ é completa e [Dul3, < f?(u) — & para uma certa constante § > 0, entao Z™(u) é
completa.

Nao ¢ dificil verificar que a aplicacao de Gauss futuro N de Z(u) e Vh sao dadas por

_ Flw .
N= Vf(w)? — Duf3, (at ! f(u)2Du) (3.3

|Du|?\/{ Du
h = 0 .
v (f(u)? —[Dui3, ) " Tz IDuf?,

Além disso, o operador forma A, de X(u) com respeito a orientagao (3.33) é dado por

B 1 DU /()
fu)y/f(u)? — [Dul, V()2 — [Duf,

—(DxDu, Dujm f'(u)(Du, X)m D 3.34
+<f(u)(f(u)2—|Du|;2\A)3/2 (f(u)?—iDul%AJ?’/Z) v

AyX =

para qualquer campo de vetores X tangente a (O, onde D denota a conexao de Levi-Civita

de M™. Dai, denotando por div o operador divergéncia em X(u), a funcao curvatura média
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H(u) = —tr(A.) associada a A, é dada por

_ _div Du B f/(u) |Du|?v1>
Hw) = —d (f(u)\/f(u)Q—lDu!,Q\A> V/fw)? — [Dul}, <n+ f(u)? /-

Portanto, segue que a funcao curvatura @-média Hy, (1) de Z™ associada a A,, é dada por

_ _div Du B f/(u) IDuI,Q\A)
Holu) = —div (f(u)\/f(u)Q—lDul?\A> Vw2 —Dul2, (n+ flu)? /- (3:35)

A equagao diferencial Hy, (1) = ¢ com ¢ € R e a restricao [Dulp < f(u) é chamada
de equacao das hipersuperficies tipo-espago com curvatura média ponderada
constante em M e suas solucoes nos dao graficos tipo-espaco em M com curvatura média
ponderada constante.

Motivados pela discussao acima, vamos considerar a seguinte equacao diferencial

( . Du . £ (w) (n . IDu!?\A)
?\ f(w)/F(W)? — [Dup, V)2 —Dul2, flu)?

| DUl < af(uw),

onde 0 < o < 1 e ¢ € R sao constantes. Observamos que (E) ¢ uniformemente eliptica
e que a restricao em |Dulp assegura que o angulo hiperbdlico 0(u) de X(u) é limitado.

Com efeito, de (3.33) obtemos

IDul},
f2(u) — [Dul3,

|IVh|> = senh?0(u) = (3.36)

Portanto, usando [Vh|? = senh? 0 e (3.36), vemos que |[Duly < of(u) implica que

1
Vi—o?

coshO(u) < (3.37)

Afim de estudar a equacao (E), definimos a norma C? de uma fungio u por
[ulez(pm) = max [DYulp~(m),
lvl<2

No que segue, vamos estudar solugoes de (E) que satisfazem a seguinte condi¢ao na
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funcao curvatura média H(u) :
f(w) (H(u) - 5) <0. (3.38)

Nosso proximo resultado corresponde aos Teoremas 3.7 e 3.8.

Teorema 3.24. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC cuja fibra M™ é completa.

(a) As tnicas solugoes inteiras de (E) com norma C? finita, satisfazendo (3.38), e tais
que f"(u) < 0, f'(u)(HessMu) < 0 na direcio de Du, e [Dulpm € L}P(M), sa0 as

fungdes constantes w = ugy, com f'(ug) = 0.

(b) Nao existe solugio inteira w de (E), com norma C? finita, satisfazendo (3.38), tal

que f'(u) # 0, f'(u)(HessM 1) < 0 na direcio de Du e |Dujp € L}p(M).

Demonstracao. A restricao |Duly < af(u) para algum 0 < o < 1 garante que Z(u) é
completa, pois M™ é completa por hipétese. Uma vez que [ule2(pm) < 400, em particular
u é limitada, segue da restricao [Du|m < af(u) e de (3.34) que |A| é limitado em X(u).

Também note que, em X™(u), temos

2f'(h)(Hess h)(Vh, Vh) = f'(h)Vh(Vh, Vh)

B 1 IDuf3,

~ f(w)? —[Duf3, Pu L‘(uV - VD“’%J

B am " cosh? o(u)
=y HessTul(Du.Du) - Grm e 3

2f(u)f'(u)?Dul3,
(f(w)? — [Duf3,)3’

onde Du[-] denota a derivada direcional, entao
f'(h)(Hessh)(Vh, Vh) < 0

em Z™(u), se f'(u)(Hess™ u)(Du, Du) < 0.
Agora, baseando-se no argumento Alfas, Colares e de H.F. de Lima [9, Corolario
5.1] (ou entao veja [19, Teorema 4.7]), vamos concluir que [Vh| € £, (Z™(u)). Sejam

dM e dZ™(u) os elementos de volume Riemannianos de (M™, (,)m) e (Z™(u), (;)w),
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respectivamente, e G = det(gyj) onde
gij = (Eq, Ej)u = f(u)?0y — B¢ (W E;(w).

Primeiro, segue de (3.32) que dX™(u) = /|G|dM. Aqui, {E4,..., E,} denota um referen-

cial ortonormal com respeito a métrica (, )pm. Entao, um célculo direto mostra que
|Gl = f(w)*™ I (f(u)* — [DufR,).

Consequentemente,

dr™(w) = f(w"™ 'y /f(w)? — [Duf,dM. (3.39)

Portanto, se [Dulpm € L}p(M), entao |Vh| € L;(Z“(u)). Portanto, podemos aplicar os

Teoremas 3.7 e 3.8 para obter os itens (a) e (b). O

Podemos raciocinar como na prova do resultado acima para obter as versoes nao-
paramétricas de todos os outros Teoremas da segao 3.2. Por exemplo, aplicando direta-

mente os Teoremas 3.2 e 3.5, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 3.25. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso.
Suponha que u: Q C M™ — R € uma solug¢ao de (E) tal que senh 0(u) atinge um ponto
de mdzimo em algum xo € M™ tal que f'(u(xo)){H(w(xg)) —c/2} < 0. Se ou

(a) £"(u(xo)) < 0 e Rick' > (n—1)(f*(log )")(,)m em xq, ou
(b) "(u <0e Rlc > 0 em Xo,

entdo existe uma vizinhanca aberta U de xo em Q tal que w é uma fungao constante

u = ug, com f'(ug) =0.

Teorema 3.26. Seja M= 1 Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso.
Nao existem solugoes uw: Q C M™ — R de (E) tal que senh ©(u) atinge um mdzximo local
em algum ponto xog € Q satisfazendo f'(u(xg) {H(w(xq)) —c/2} <0, " (u(xq)) <0, com
Ric(”Yl > (n—1)(f2(log f)"){,)m em xo e f'(u(xq)) # 0.

Como aplicacao direta do Teorema 3.9, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.27. Seja M= 1 X ¢ M

o um Espago-tempo GRW espacialmente denso

obedecendo a @-TCC tal que a fibra M™ € completa e nao-compacta. As unicas solugoes
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inteiras de (E) satisfazendo (3.38), tais que f”(u) < 0, e [Dulm converge para zero no

infinito sdo as funcoes constantes u = uy, com f'(ugy) = 0.
2
IDulz,

2 2
f(u)? — |Dul3,
para zero no infinito, e usar o Teorema 3.9. ]

Demonstracdo. Aqui, basta notar que senh?6 = logo senh?© converge

Similarmente, por uma aplicacao direta do Teorema 3.11, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.28. Seja MM = 1 X¢ Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC tal que a fibra M™ € completa e nao-compacta. As unicas solugoes
inteiras de (E) satisfazendo (3.38), tais que f"(u) < 0, f'(u)(Hess™u) < 0 na direcio
de Du e |Dulypm converge para zero no infinito sdao as funcoes constantes w = ugy, com
f'(ug) = 0.

[Duli
(u)? —[Dul},

e usar o Teorema 3.11.

]

Demonstracdo. Aqui, basta notar que senh? @ = r

Outro resultado, que segue imediatamente do Teorema 3.13, é o seguinte:

Teorema 3.29. Seja M = —1I x; MG um Espago-tempo GRW espacialmente denso obe-
decendo a @-TCC cuja fibra M™ é completa com recobrimento universal Riemanniano

@-parabdlico. As unicas solugoes inteiras de (E) satisfazendo (3.38), tais que
f/(u)(HessMu) <0

na direcao de Du e

0 < inf f(u(x)) < sup f(u(x)) < oo,
xXEM xeM

sao as funcoes constantes w = uy, com f'(uy) = 0.

Os itens (a) e (b) do préximo Teorema correspondem a versoes nao-paramétricas dos

Corolarios 3.18 e 3.19.

Teorema 3.30. Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC cuja fibra M™ ¢é completa e tal que @ € uma funcao convexa em M™.

Seja By, v, uma regiao limitada tipo-tempo de M

(i) Se f” < 0 nos pontos de By, ,, entdo as unicas solugoes inteiras u(x) € [ty, to]
de (E) satisfazendo (3.38), tal que f'(u)(Hess™ 1) < 0 na direcio de Du, sdo as

fungoes constantes w = 1y, com f'(uy) = 0.
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(ii) Se f' # 0 nos pontos de By, v,, entao nao existem solugoes inteiras u(x) € [ty, to]

de (BE) satisfazendo (3.38) tal que f'(u)(Hess™ 1) < 0 na direcio de Du.
Prosseguindo, como aplicacao do Teorema 3.21 podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.31. Seja M = —1 x; MG um Espago-tempo GRW espacialmente denso obe-
decendo a STCC cuja fibra M™ € completa e tal que @ € uma funcao convexa em M™.
Seja w uma solugio inteira de (E) com norma C? finita satisfazendo (3.38), tal que
f/(u)(HessMu) < 0 na direcio de Du e V| € limitada em L™(u). Entdo uw € uma

fungao constante uw = ugy, com f'(uy) = 0.

Demonstra¢ao. Com o mesmo raciocinio da primeira parte da demonstragao do Teorema
3.24, como estamos supondo que [ulez(pm) < +00 e [Dulm < af(u) para alguma constante
0 < o<1, de (3.34) temos que |A,]| é limitado em X(u) e que L(u) é completa. Além
disso, como f’(u)(Hess™ 1) < 0 na direcdo de Du, entdo f’(h)(Hessh) < 0 na direcio
de Vh em X™(u), como mostram os cédlculos feitos na prova do Teorema 3.24. Agora,

podemos aplicar o Teorema 3.21 para completar a prova. O
Finalmente, como aplicagao do Teorema 3.23, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.32. Sejam M = Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-TCC cuja fibra M™ € completa nao-compacta e By, , uma regido limitada
tipo-tempo de M tal que "7 < 0 em By, r,. Seja u(x) € [ty, ta] uma solugdo inteira
de (E) satisfazendo (3.38) e tal que f'(u)(Hess™ uw) < 0 na direcdo de Du. Denote por
D(senh®0(u)) o gradiente em M™ de senh? 0(u(x)).

(a) Se M™ tem crescimento de @-volume polinomial e |D(senh?0(u))| < rp¥, onde p =
d(-,0) € uma distancia Riemanniana com origem em o € M™, r>0e0 <k <1

sao constantes, entao w € uma fungao constante w = ug, com f'(ug) = 0.

(b) Se M™ tem crescimento de @-volume exponencial e |D(senh?® 8(uw))|(x) — 0 quando

p(x) — 400, entdo w € uma fungao constante uw = ugy, com f'(uy) = 0.

Demonstracao. Note inicialmente que

V(senh?0(u)) = D(senh?0(u)) + f(l

u)2<D(senh29(u)),N>N.

1
fu)?
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Entao,

(V(senh?® 0(u)), V(senh?0(u))) = ! ID(senh” 0(w))I3, +

fw)? (D(senh2 0(u)), N)2

1
flu)?
Usando (3.33), obtemos

(D(senh® O(u)), Du)?
f(u)2(f(w)? — [Dufz,)’

(D(senh? B(u)), N)? =

logo, vale

(V(senh2 o(w)), V(senh2 9(u))> _ ’D(SenhQ e(u))’?\/l <D(Senh2 O(u)), DU>12\/I

flu)? f(u)?(f(u)? — [Dufy,)
ID(senh?0(w))?,  |D(senh®0(u))3,|Duf3,
h flu)? f(w)?(f(w)? — [DulR,)
ID(senh? 0(u))

— e M {1 + senh? G(u)} )

Portanto, pela relagao (3.37), temos que

ID(senh” 0(w))|m
f(u)v1 — ?

|V (senh?0(u))| < (3.40)

Do mesmo modo que no Teorema 3.24, podemos raciocinar como em [9, Corolério 5.1]:
da relagao (3.39) e do fato de u ser limitada, temos que se (M™, (,)m) tem crescimento
de @-volume polinomial, entao (£™(u), (, ), ) também tem crescimento de @-volume poli-
nomial. Analogamente, se (M™, (,)np) tem crescimento de @-volume exponencial, entao
(Z™(u), (,)y) também tem crescimento de ¢-volume exponencial. Portanto, a relagao
(3.40) e o fato de que u é limitada nos permitem aplicar o Teorema 3.23 para completar

a prova. ]



Capitulo 4

Solitons do fluxo da curvatura média

ponderada

Neste capitulo abordaremos os resultados contidos no artigo [17], feito em parceria com
C. P. Aquino e H. F. de Lima. Nosso objetivo aqui é apresentar resultados de unicidade
e nao-existéncia para sélitons do fluxo da curvatura média ponderada com respeito ao
campo K = f(h)0; imersas em um Espaco-tempo GRW espacialmente denso por uma
funcao .

Assim como no capitulo anterior, a técnica que usaremos se baseia em varios principios
do Méaximo para o Laplaciano ponderado A, como por exemplo o recente critério de
¢@—parabolicidade [4, Teorema 1] e um principio do Méximo no infinito [7]. Para isso,
vamos aplicar novamente a Proposigao 3.1 — na verdade, a sua versao expressa em (3.18).
Em seguida, definiremos uma extensao da NCC (veja o final da Sec¢@o 2.2) que serd utili-
zada como hipdtese padrao para os resultados. Os teoremas deste capitulo sao, portanto,
semelhantes aos do Capitulo 3.

Na tltima secao deste capitulo, aplicaremos os resultados obtidos para o estudo de
um equacgao diferencial associada a sélitons do fluxo pela curvatura média ponderada em

Espagos-tempo GRW espacialmente densos.

4.1 Fluxo da curvatura média ponderada

. < n+1 . ~ . o . .
Sejap: X" - M uma imersao isométrica de uma variedade X™ em uma variedade

. T5n+1 ;9. . N ;. .
Lorentziana M~ . O fluxo da curvatura média relacionado a hipersuperficie tipo-

68
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espaco P : 1™ M"™ em uma variedade Lorentziana (n 4+ 1)—dimensional M6

definido como a familia a 1-parametro de imersoes suaves tipo-espaco ¥y = W(t,-) : I™ 3

—n+1

M com correspondentes imagens X' = W (X") satisfazendo a seguinte equagao de
evolucao
(o) -
~~ —H
ot
(4.1)
¥(0,p) =b(p)

em algum intervalo de tempo, onde H = HN denota o vetor curvatura média (nao-

. . , . . . —n+1
normalizado) da hipersuperficie tipo-espaco L' imersa em M~ .

De modo similar, o fluxo da curvatura média ponderada ¥V :[0,T) x ™ — M:’H
de uma hipersuperficie{ : &™ 3 Wq;“ tipo-espaco em uma variedade Lorentziana MTJ)H,

munida de uma funcao peso @, busca por solugoes da equagao

v -
I

(4.2)
Y(0,p) =v(p)

onde H(t, ‘) ¢ 0 vetor curvatura média ponderada (nao normalizado), definido por

Hy =H— (Vo)
de X =Y(t,I"), que é uma hipersuperficie tipo-espago para todo t € [0, T)

Em nosso contexto, seguindo uma terminologia andloga a de [41, Defini¢ao 2] (veja a
segao 5.1), diremos que uma hipersuperficie tipo-espago 1 : ™ ¢ MZ,H imersa em um
Espago-tempo GRW M$H = —I x¢ M espacialmente denso ¢ um séliton tipo-espago
do fluxo da curvatura média ponderada relativo a X = f(t)0; e constante séliton

¢ € R se sua curvatura média ponderada (ndo normalizada) satisfaz
Hy, = cf(h)(N, 0y). (4.3)

Uma funcao interessante associada a esses sdlitons, introduzida em [12] e [33], é a
funcgao séliton

Ce(t) =nf'(t) + cf(t)% (4.4)
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Como estamos assumindo que a funcao densidade ¢ nao depende do parametro t € I,
cada slice M, = {t.} x M™ é um sdéliton do fluxo da curvatura média ponderada relativo

a K = f(t)0 e constante séliton ¢ dada por

(4.5)

Além disso, t, estd implicitamente dado pela condicao (.(t,) = 0.

4.2 Resultados de nao-existéncia e unicidade para
solitons do fluxo da curvatura média ponderada

Nesta secao vamos apresentar nossos resultados de unicidade e nao-existéncia relativos a
solitons do fluxo da curvatura média ponderada em um Espacos-tempo GRW espacial-
mente denso obedecendo a uma generalizacao apropriada da NCC. As ideias e ferramentas
analiticas sao semelhantes as usadas na Secao 3.2, com a diferenca de que ali a curvatura
média ponderada H, era constante e estdvamos utilizando a @-TCC.

De modo semelhante ao Capitulo 3, nossos primeiros resultados serao de carater local:
assumiremos que o angulo hiperbdlico 0 atinge um maximo local em algum ponto py de
X" e usamos o resultado ja conhecido que V(senh?0)(po) = 0 e A(senh?0) < 0. Obtemos
entdo, como aplicagdo do Teorema 3.1 (na verdade, usaremos a sua forma expressa em

(3.18)), nosso primeiro resultado.

Teorema 4.1. Seja MM = 1 X¢ Mg um Espaco-tempo GRW espacialmente denso.

Suponha que x : X™ — M ¢ um sdliton tipo-espaco do fluxo da curvatura média

ponderada relativo a X = f(h)9¢ com constante soliton c. Assuma que o angulo hiperbdlico

0 entre X™ e 0 atinge um( mc)iximo local em um ponto pg € L™, e, em pg, temos cA,, = 0
Ho (Po

e f'(h(po)) <H(p0) — T) < 0. Se ou

(8) £ (h(po)) < 0 € Rick > (n—1)(f(log f)"){. ) em x(po), ou

(b) £ (h{po)) < 0 ¢ Ricy >0 em x(po).

entao existe uma vizinhanca aberta U de pg em L™ que estd contida em um slice totalmente

L. —n+1
geodésico de M .
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Demonstrag¢ao. A demonstragao é semelhante a do Teorema 3.2. Como pg é um ponto de

maximo local de 0, temos

1
(Hessh)(Vh, Vh),, = 5<V|Vhy?, Vh) p,

1
= §(V(senh2 0), Vh),, =0

1 1 _
§A(p(senh2 0)p, = §A(senh2 0)p, — (V(senh?0), Ve),, < 0.
Portanto, usando a igualdade (3.17), temos, em py,

/ 2
fﬂ(:)L (VR + [VRPY.

(N,9¢)(A(Vh),Vh) = —4

Além disso, em py,

—(N,d¢)py (VHg, Vh)p, = cosh 6(pg)cf(h)(A,,Vh, Vh) > 0.

Entao, pela desigualdade (3.18) e as hipdteses do Teorema, vale, no ponto py,

1 f'(h)2  f"(h)
0> AV > [Vh[ {(2n— 1) e " im }
f’(h)2 f//(h) ) . .
+|Vhl4{(n—1) e —n ) }+<N,at>2Rlc?§(N ,N*). (4.6)

Assumindo a configuracao do item (a), (4.6) se torna, em py,

f(h)
~ f(h)

1
0> §A@|Vhl2 > IVh > 0. (4.7)

Como f”(h(py)) < 0, obtemos de (4.7) que senh®0(py) = |[Vh[*(py) = 0. Mas py é um
ponto de maximo local de 8, portanto existe uma vizinhanca aberta U de py em X™ tal
que 0 = 0, isto ¢, U esta contido em um slice totalmente geodésico de M

Agora, considerando o contexto do item (b), (4.6) se torna, em po,

1 : * *
0 2 §A(p|V]fL|2 > <N7 at>2RlC(p]Yl(N 7N )

> |VhPRicly (N*,N*) > 0. (4.8)
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Como Ricy(N*, N*) > 0 em x(py), temos senh? 8(py) = [Vh|*(po) = 0. Similar ao item
(a), existe uma vizinhanga aberta U de pp em ™ que esta contida em um slice totalmente

;. —n-+1
geodésico de M~ . O]
Do Teorema 4.1, temos os seguintes corolarios.

Corolario 4.2. Os unicos solitons analiticos tipo-espago do fluro da curvatura média
ponderada relativo a X = f(h)0y com constante soliton ¢ em um Espago-tempo GRW
espacialmente denso, cujo angulo hiperbolico com 0y atinge wm mdximo local em um ponto
Po tal que cAy, > 0, f'(h(po)) (H(po)— W) <0 e um dos dois pares de hipéteses do

Teorema 4.1 sao cumpridas, sao os subconjuntos abertos de slices totalmente geodésicos.
Quando o angulo hiperbdlico atinge um méaximo global, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.3. Os unicos solitons analiticos tipo-espago do fluro da curvatura média
ponderada relativo a X = f(h)dy com constante séliton ¢ em um Espaco-tempo GRW
espacialmente denso, cujo angulo hiperbolico com 0¢ atinge um mdximo global em um

ponto pg tal que cAp, = 0,

<0

Fntpa)) (Hepa) - 22 )

2

e um dos dois pares de hipoteses do 4.1 sao cumpridas, sao os subconjuntos abertos de

slices totalmente geodésicos.
De forma semelhante ao Teorema 4.1, temos um resultado de nao-existéncia.

Teorema 4.4. Seja M = X M3

¢ um Espago-tempo GRW espacialmente denso.

Nao existe soliton tipo-espaco P : L™ — M do fluxo da curvatura média ponde-
rada relativo a KX = f(h)0y com constante sdliton c, tal que o angulo hiperbdlico ©
entre L™ e 0¢ atinge um ponto de mdximo local em algum py € L™ onde cA,, = 0,
#/(R(po) (H(Po) —W) <0, #(h(py)) < 0, Ric™ > (n— 1)(f(log "), ) em

)
X(po) e t'(h(po)) # 0.

Demonstragao. Suponha que tal hipersuperficie ™ exista. Como no Teorema 4.1(a), das

hipéteses, temos, em Py,

f/(}l)Q
f(h)?

1
0> §A@|Vh|2 >n IVh|? > 0. (4.9)
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Assim, de (4.9) e o fato de f/(h(pg)) # 0, concluimos que senh?0(py) = [Vh|*(py) = 0.
Mas pg é um ponto de méaximo local de 0, portanto existe uma vizinhanga aberta U de pg
—n+1

em X™ tal que 0 = 0, isto é, U estd contido em um slice totalmente geodésico de M |

donde f'(h(po)) = 0, uma contradigao. O

Nas proximas subsecoes, vamos obter varios resultados de unicidade e nao-existéncia
sobre sélitons do fluxo da curvatura média ponderada com respeito a K = f(t)0; em um
Espaco-tempo GRW espacialmente denso obedecendo uma extensao mateméatica da NCC
(veja o final da Segao 2.2) que definiremos agora.

Dizemos que um Espaco-tempo GRW MM = 1 X Mg espacialmente denso por
uma funcio ¢ obedece & ¢-NCC quando o tensor de Bakry-Emery-Ricci Ricgl da sua
fibra Riemanniana (M™, (,)m) satisfaz a desigualdade

Ricy > (n—1)(f(logf)"){(,)m.

Assim, a @-NCC é uma condi¢ao menos restritiva que a @-TCC vista no Capitulo 3.
Nossos préoximos resultados utilizam o Teorema 3.1 (na verdade, a férmula 3.18) para

obter resultados de unicidade e nao-existéncia para solitons do fluxo da curvatura média

ponderada. As ferramentas analiticas serao as mesmas vistas na Secao 3.2. Por isso,

apresentaremos diretamente os resultados e suas demonstragoes.

4.2.1 Nao-existéncia e unicidade via propriedades de integrabi-

lidade

Nosso proximo teorema utiliza o Lema 3.6, que usa a hipotese de integrabilidade de uma
funcao cujo Laplaciano ponderado nao muda de sinal para garantir que ele é identicamente

nulo. A sua demonstracao ¢é similar a do Teorema 3.7.

Teorema 4.5. Seja M= 1 Xt M§ um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Seja{ : &™ — M““, tipo-espago e completo, um soliton do fluxo

da curvatura média ponderada relativo a KX = f(h)9d¢ com constante séliton ¢, contido em
f'(h)

f(h)?
c < 0 e cujo angulo hiperbolico ® e operador forma A sao limitados, com A > 0, e

H < —% igliff(h). Se [Vh| € £,(X), entdo I™ € um slice totalmente geodésico de M

uma regigo limitada tipo-tempo By, 1, C M onde (logf)"(h) < 0, tal que —4
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Demonstracao. Inicialmente, a condicao de convergéncia @-NCC garante que

* * 2 f//(h) f/(h)Q * *
(N, 9)?RicM (N*,N*) > (N, ) (n—l)(f(h) — f(h)2> (N*,N*)
f” f/(h)2
= (14|VhP) ( —(n—l) f(h)2) [Vh[?
'(h) f’(h)2

— ((n )f(h) —(n—1) fh )2) {IVh® + [Vh|‘}.

Veja também que, enquanto VH,, = cf(h)A(Vh) e 4f'(h) + cf(h)? > 0,

f'(h)
—45g (N0 (AVR, Vh) — (N, 0:)(VH,, Vh)
= —<T(’£)t> (A(Vh), Vh) {4f'(h) + cf(h)*} > 0, (4.10)

Agora, usando o fato de H, = cf(h)(N,d¢), a hipdtese em H e os fatos de ¢ < 0 e
f’(h) > 0, obtemos

f'(h){2H — Hy,} < f/(h) {2H + cf(h)} < 0. (4.11)

Segue da igualdade (3.18) e das hipéteses que

%Auvmb{(nﬂ)f —(1ogf)"(h)}|vm2+{f —(1ogf)"(h)}|vm4>o

(4.12)

Entao [Vh|? é g-subharmoénica. Enquanto A e 0 sdo ambos limitados e Z™ estd contido

e e . —n+1 I
em uma regiao limitada tipo-tempo de M , temos, usando a Proposicao 2.6(a), que

f'(h)
f(h)

IVIVh[?| = |V(senh?® 0)| = 2 cosh 0 ‘— (A + (cosh 9)1) Vh’ < CIVh|,  (4.13)

para alguma constante C > 0. Mas [Vh| € £ (Z™), logo também vale |[V[Vh[*| € £} (™),
e usando o Lema 3.6, conclufmos que A,|Vh|? = 0. Retornando a (4.12) e usando o fato
de (logf)”(h) < 0, obtemos [Vh|* =0 em I™ e portanto ™ é um slice {to} x M de M
Entao, H =H, = If((tt‘))) (4.11), teremos f'(to)(H — H¢/2) < 0, donde f/(ty) = 0,

. , . , . —n+1
provando assim que L™ é um slice totalmente geodésico de M O
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f'(t
Observacao 4.6. Quando X™ é um slice {tg} x M™, temos ¢ = —nf(i 31 Note que a
0
hipotese
f'(h)
—4 <c<0
fn)2 = ©
'(h)

mmplica, no caso em que 1 = 4, que —m < ¢, isto €, que a funcao soliton (.(h) =

f(h)?
nf’'(h) + cf(h)? € ndo-negativa.

Prosseguindo, podemos obter um resultado de nao-existéncia ao trocarmos a desigual-

dade estrita (logf)”(h) < 0 por (logf)”(h) < 0 e além disso assumirmos que f’(h) # 0.

Obtemos entao o seguinte:

Teorema 4.7. Seja M= 1 Xt M§ um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Nao existe soliton completo tipo-espaco do fluzo da curvatura média

ponderada P : X" — M relativo & K = f(h)0¢y com constante sdliton c, contido

M f'(h
em By, r, C M onde (logf)”(h) < 0 e f'(h) # 0 em By, 4,, satisfazendo —4f(£1)l <
c 0 e cujos angulo hiperbolico © e operador forma A sao limitados, com A > 0,

<
H < —% infsn f(h) ¢ |Vh| € L1 (ZM).

Demonstracao. Suponha que uma tal hipersuperficie ™ exista. Das hipdteses, temos que

(veja (4.12))

%A@Why? > (n+ 1)%|Vhl2 >0. (4.14)
De modo semelhante ao Teorema 4.5, nds temos a desigualdade (4.13), para alguma
constante C > 0. Entao, do Lema 3.6, concluimos que A,|Vh/? = 0. Portanto, |[Vh|* =0
em L™, e isto significa que o dngulo hiperbédlico 8 de I™ satisfaz cosh?® = 1. Assim,
existe tg € I tal que X™ C {to} x M™. Como L™ é completa, temos Z™ = {tg} x M™. Sendo
f'(to)(H—He/2) < 0, Z™ é um slice totalmente geodésico de M““, isto é, f'(tg) = 0,

uma contradicao. O

4.2.2 Unicidade via angulo hiperbdlico convergindo para zero

no infinito

Nossos proximos dois Teoremas utilizam a hipétese de que o angulo hiperbélico converge
para zero no infinito ao invés da hipétese de integrabilidade de |Vh| nos Teoremas 4.5 e
4.7. Os conceitos envolvidos e a ferramenta analitica utilizada sao as mesmas da Subsecao

3.2.2.
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O resultado abaixo utiliza o Corolario 4.3. A argumentacao é semelhante & demons-

tracao do Teorema 3.2.

Teorema 4.8. Seja M= 1 Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Seja P : L™ — M um sdliton tipo-espago do fluxo da curvatura
média ponderada relativo a K = f(h)0¢, completo e nao-compacto, com constante soliton

H
c, tal que cA > 0, f'(h) (H— T(p) <0ef’(h) <0 em Z™ Se o angulo hiperbdlico ©

. . ~ . . .. —mn+1
converge para zero no infinito, entao L™ € um slice totalmente geodésico de M~ .

Demonstrac¢ao. Como o angulo hiperbdélico 0 converge para zero no infinito, dada qualquer
constante € > 0, existe um compacto € C L™ tal que 0(p) < € se p € C. Seja p; € € um
ponto de méaximo global de 6 em €. Se ¢ < 0(p;), entdo p; é ponto de maximo global
de 6 em X". Caso contréario, tome um ¢y < 0(p;) < € e um compacto Cy O € tal que
O(p) < o para todo p ¢ Cy. Neste caso, o ponto pg de méximo global de 0|e, sera o ponto
de maximo global do angulo hiperbdlico em X™.

Assim, existe um ponto de maximo global py € £™ de 0. O resultado segue portanto

do Corolario 4.3 e do fato de X™ ser completa. O
Uma outro resultado de unicidade pode ser obtido com o uso do Lema 3.10.

Teorema 4.9. Seja M= 1 X¢ Mg um Espago-tempo espacialmente denso obede-
cendo a @-NCC. Seja P : L™ — M um séliton tipo-espaco do fluxo da curvatura
@—média relativo a KX = f(h)9¢, completo e nao-compacto, com constante soliton ¢, tal

f'(h
que (logf)”(h) <0, —4% < ¢ <0, o operador forma A é semidefinido e nao-negativo

(¢
e H < 3 infgn f(h). Se o dngulo hiperbdlico © converge para zero no infinito, entao L™

. .. < n+1
¢ um slice totalmente geodésico de M

. - . —mn+1 . .
Demonstracao. Suponha que X™ nao é um slice de M" ", Entdo a funcao f = senh?@

¢ suave, nao-negativa e nao-identicamente nula em X™ e converge para zero no infinito.

Definindo X = e~ ®V(senh? 8), temos que (V(senh?0),X) >0 e
divinX = e ®A,(senh?0) > 0,

pela igualdade (3.18) e as hipéteses. Portanto, pelo Lema 3.10, obtemos V(senh?0) =0

em X", isto é, 0 é uma funcao constante. Mas 0 converge para zero no infinito, portanto
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senh®® = 0 e temos uma contradicio. Usando (4.11), concluimos que f’(ty) = 0, logo L™

¢ um slice totalmente geodésico de M O]

4.2.3 Um resultado de unicidade via @-parabolicidade

Agora, utilizaremos o Lema 3.12, enunciado na Subsecao 3.2.3, que fornece uma condigao
para que a hipersuperficie X™ seja @—parabdlica, para provar o seguinte resultado de

unicidade.

Teorema 4.10. Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC' cuja fibra M™ é completa com recobrimento universal Riemanniano
@-parabolico. SejaP : X™ — M um séliton tipo-espaco completo do fluxo da curvatura
média ponderada relativo a X = f(h)0y com constante séliton ¢, cujo angulo hiperbélico ©

f'(h
(h) < ¢ <0, o operador forma A é semidefinido

¢ limitado, tal que (logf)"(h) <0, —dgas <

nao-negativo e H < —% infsn f(h). Se

0< iglf f(h) <supf(h) < oo,
n Z“

entao L™ é um slice totalmente geodésico de M

Demonstracao. Observe que, pelas hipoteses, podemos aplicar o Lema 3.12 para con-
cluir que ™ é @-parabdlica. Como no Teorema 4.5, observe que a desigualdade (4.12)

é satisfeita, logo [Vh|? é ¢-subharmoénica. Como o angulo hiperbélico © de Z™ é limi-

tado, u = |Vh|?> = senh?0 também o é, logo |[Vh|? é identicamente nulo em X™ pela
@-parabolicidade. Portanto, ™ é um slice {to} x M™. Dai, H = H, = ni,((soo)). Por (4.11),

temos f'(to)(H — Hy/2) < 0, logo f'(tg) = 0 e donde concluimos que ™ é totalmente

geodésico. O]

A importancia da nocao de @—parabolicidade pode ser exemplificada pelo fato de que
existem variedades nao-parabdlicas que munidas de uma fun¢ao densidade adequada ¢
sao —parabdlicas. Por exemplo, o espaco euclidiano R™ nao é parabdlico se n > 3. No
entanto, o espago Gaussiano G™, que consiste em R™ munido da funcao densidade de

probabilidade gaussiana ¢ definida por

e *™ = (2m) " 2e 2, (4.15)
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¢ @—parabdlico. De fato, segue do Coroldrio 3 de [36] que G™ tem @—volume finito
(veja (3.30)). Por outro lado, Impera e Rimoldi [37, Remark 3.8] observaram que uma
condigao suficiente para que uma variedade com densidade M ser @—parabodlica é que

seja geodesicamente completa e
vol, (0B(0, 7)) ¢ L' (+00)

para algum ponto origem o € M™. Aqui, B(o, r) denota a bola geodésica de M™ de centro

0 € M™ e raio T > 0. E também observaram que M, é ¢—parabolica se
vol,(B(0,1)) = O(r?), quando T — +00.

Em particular, Mg é @—parabdlica quando tem @—volume finito.

Além disso, de (4.15) nao é dificil ver que ¢ é convexa. Portanto, o Espago-tempo
GRWM"™' = R x¢G™, com a funcao warping f(t) = e, obedece a @-NCC. Mas M
nao possui slice totalmente geodésico, pois f'(t) # 0 para todo t € R. Podemos entao

enunciar o seguinte

Corolario 4.11. Nao existe soliton tipo-espaco completo do fluxo da curvatura média
ponderada P : X™ — M = R X ot G™, relativo a KX = e'dy com constante séliton c,
contido em um slab de M““, com angulo hiperbolico limitado, tal que —4e ™ < c <0, o

, . . . , c.
operador forma A € semidefinido nao-negativo e H < —5 infy eM.

Demonstracao. Suponha que exista um tal séliton ™. Como R™ ¢é simplesmente conexo,
seu recobrimento universal é ele préprio. Além disso, M"™ ! obedece & @©-NCCe (logf)” =
0. Veja agora que todas as hipoteses do Teorema 4.10 se cumprem para L™, logo X™ deve

. L —n+1
ser um slice totalmente geodésico de M , um absurdo. O]

Considere agora um slice Z™ = {to} x R™ de W‘“ = —R Xt G™. Veja que, enquanto

as curvaturas média e média ponderada de L™ satisfazem

2™ ¢ um séliton do fluxo da curvatura média ponderada com constante soliton ¢ =
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—ne ', Entao, para n < 4, temos
—de M =—4e P L cK0.

Por outro lado, em X™ A <0 e

c. | n
——infe" = —e e = — <n=H.
2z 2 2

Isso mostra que, para n = 2 ou n = 3, L™ nao cumpre as hipdteses A é semidefinido
. . C. . . < s ~
nao-negativo e H < —3 infs e™ no Coroldrio 4.11. Assim, este par de hipdteses nao pode

ser retirado do Coroldrio 4.11 (e portanto do Teorema 4.10).

4.2.4 Nao-existéncia e unicidade via Principio do Maximo de

Omori-Yau generalizado

Nesta subsecao, vamos utilizar o Lema 3.14, enunciado na Subsegao 3.2.4, para obter o

seguinte resultado de unicidade.

Teorema 4.12. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Seja P : L™ — M um séliton tipo-espagco completo do fluxo

da curvatura média ponderada relativo a X = f(h)0¢ com constante sdliton c, contido
'(h)
f(h)?

operador forma A € semidefinido nao-negativo e H < —% infyn f(h). Se Ricy, € limitado

em uma regido By, 1, C M onde (logf)”(h) < 0 em By, +,, tal que —4 <c<0, 0

inferiormente e o angulo hiperbolico © € limitado, entao L™ é um slice totalmente geodésico
de mn—}—l
Demonstracao. Da igualdade (3.18) e das hipéteses, temos que (veja (4.12))

1
58 VhEE > —(log )" ()"

Como X" estd contida em uma regiao limitada tipo-tempo de M tal que (logf)”(h) <

0, existe uma constante C > 0 tal que

1
5A(p|Vh|2 > C|Vh/".
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Enquanto o angulo hiperbélico 8 de IZ™ ¢ limitado, a relagdo |Vh|? = senh?0 e a
hipétese Ric, > —oo nos permitem usar o Lema 3.14 para garantir que existe uma

sequéncia {x; } C X" tal que
1
0> 3 lim sup Aq,(senh2 0)(xx) > Climsup(senh® 0(xy)) = Csup(senh® 0) > 0.
z

Portanto, supy (senh® @) = 0, isto é, 8 se anula identicamente em L™. Portanto, concluimos

que X™ ¢é um slice totalmente geodésico de M O

Também podemos, assim como no Teorema 4.7, obter um resultado de nao-existéncia,

relaxando a restri¢ao (log f)”(h) < 0 e supondo que f’(h) # 0.

Teorema 4.13. Seja MM = 1 X¢ Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Nao existe soliton completo tipo-espaco do fluro da curvatura média
ponderada P : X" — M relativo 4 K = f(h)0¢ com constante sdliton c, contido em
Bi,t, € M onde (logf)”(h) < 0 e f'(h) # 0 em By, ., tal que —4]:;1(31 < c <0,

o operador forma A € semidefinido nao-negativo, o angulo hiperbolico © € limitado e

c
H < —3 infyn f(h), com Ric,, limitado inferiormente.

Demonstracao. Assuma que exista uma tal hipersuperficie Z™ satisfazendo as hipéteses.

Do mesmo modo que no Teorema 4.12 podemos usar (4.12) para concluir que

1 f'(h)?
5A¢,|Vh|2 >(n+1) (h)

TR

Como L™ esta contida em uma regiao limitada tipo-tempo By, ¢, e ' # 0 em By, ,, existe
uma constante C > 0 tal que

1
§A@|Vhl2 > C|Vh/.

Como o angulo hiperbdlico 8 de I™ é limitado, [Vh|> = senh® 0 e Ric, > —oo, segue do

Lema 3.14 que existe uma sequéncia {xi} C Z™ tal que

1
0 > limsup §A(p(senh2 0)(xx) > Climsup(senh? 8(x)) = Csup(senh®0) > 0.
Z‘n

Entao novamente 0 se anula identicamente em ™. Dai, &™ = {tg} x M é um slice total-
, . Tnt+1 ~ .~
mente geodésico de M™ " Entdo f/ (tg) = 0, logo temos uma contradicao, completando a

prova. [
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Nos teoremas acima, assim como nos Teoremas 3.15 e e 3.16, a hipdtese Ricy, > —o00
foi necessaria para podermos utilizar o principio de Omori-Yau. No entanto, utilizando
o Lema 3.17, podemos garantir a validade dessa hipdtese automaticamente, pois Hy, =
cf(h)(N,d) é limitado sempre que o angulo hiperbdlico 0 e a altura h o forem.

Do Teorema 4.12, obtemos o seguinte:

Corolario 4.14. Seja M= 1 Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC' e tal que a funcao densidade @ é convera em M™. Seja P : X™ —
M um séliton tipo-espago completo do fluzo da curvatura média ponderada relativo a
K = f(h)d; com constante séliton c, contido em uma regiio B, v, C M onde (log f)”(h) <

f'(h
—f(it)l < ¢ <0, o operador forma A € semidefinido nao-negativo e

Cc
H < —5 infgn f(h). Se o angulo hiperbolico © € limitado, entao L™ € um slice totalmente

L. —n+1
geodésico de M .

0 em By, 1, tal que —4

Finalmente, do Teorema 4.13, obtemos o seguinte:

Corolario 4.15. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC e tal que @ € uma funcao convexa em M™. Nao existe um soliton
tipo-espaco do fluzo da curvatura média ponderada P : ¥™ — M relativo 4 K = f(h)0¢

e constante soliton ¢, contido em uma regiao By, v, C M onde (log f)”(h) <0 ef'(h) #0
f'(h)
f(h)?
negativo, H < —g infgn f(h) e dngulo hiperbolico © limitado.

em By, v,, satisfazendo —4 < ¢ < 0, com o operador forma A semidefinido nao-

Para provar ambos os corolarios, apenas observe que, se M™ obedece & SNCC
e @ é convexa em M™, entao M obedece @-NCC. Além disso, enquanto H, =
—cf(h)cosh 0, X™ esta contida em uma regiao limitada tipo-tempo e 0 é limitado em L™,
concluimos que H,, ¢ limitado em L™. Podemos entao aplicar o Lema 3.17 e os Teoremas

4.12 e 4.13 para obter os resultados.

4.2.5 Unicidade via Principio do maximo de Akutagawa gene-

ralizado

Nosso préximo resultado utiliza o principio do Maximo de Akutagawa generalizado (Lema

3.20), enunciado na Subsecao 3.2.5.
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Teorema 4.16. Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC' e cuja funcao densidade @ € convexra em M™. Os unicos solitons tipo-
espaco completos P : L™ — M do fluro da curvatura média ponderada relativos a K =

f(h)d, com constante sdliton c, contidos em uma regido By, , C M onde (logf)”(h) < 0
f'(h)
f(h)2
forma A sao limitados, com A > 0, e tal que |V@| € limitado em L™, sdo os slices

c
em By, t,, —4 <c<0 HKL —5 infgn f(h), cujo angulo hiperbdlico © e o operador

totalmente geodésicos de M

Demonstracao. Analogamente como na prova do Teorema 3.21, mostramos que Ricy é
limitado inferiormente a fim de aplicar o Lema 3.20.
Como a SNCC implica a NCC, temos que Ric™ > (n — 1) (f>(logf)”) ( ,)m. Mas

Hess™ @ > 0, portanto
Rici:;l = Ric™ + HessM @ > (n—1) (f(log )”) { ,)m,

isto é, M"™ obedece & ©-NCC.

De modo similar ao Teorema 4.5, observe que temos a desigualdade
1 2 " 4 4
§A¢!Vh! > —(log f)"(h)|Vh|* > C|[Vh|". (4.16)

para alguma constante C > 0, uma vez que L™ C By, 1,. Portanto, aplicando o Lema
3.20, concluimos que o angulo hiperbdlico 8 de X™ se anula identicamente em X™, logo

, . , . —n+1
2™ é um slice totalmente geodésico de M O

4.2.6 Unicidade via propriedades de crescimento do ¢-volume

Aqui, apresentaremos o ultimo resultado desta secao. O contexto e as ferramentas
analiticas que usaremos no teorema abaixo ja foram apresentados na Subsecao 3.2.6.

Usaremos o Lema 3.22.

Teorema 4.17. Seja M = 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC. Sejap : ™ — M um soliton, completo e nao-compacto, do fluxo

da curvatura média ponderada relativo a KX = f(h)9d com constante séliton ¢, contido em
f'(h)

uma regido By, 1, C M onde (logf)”(h) < 0 em By, v, satisfazendo —4W

<c<£0,0

operador forma A € semidefinido nao-negativo e H < —% infsn f(h).
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(a) Se L™ tem crescimento de @-volume polinomial e |V(senh?0)| < Tp¥, onde p =
d(-,0) € uma distancia Riemanniana com origem em o € L™ e1>0e0 <k < 1

~ ~ . . , . 5 n+1
sao constantes, entao L™ é um slice totalmente geodésico de M~ .

(b) Se L™ tem crescimento de @-volume exponencial e |V(senh®0)|(x) — 0 quando

p(x) — 400, entao X™ € um slice totalmente geodésico de M

Demonstragao. Analogamente ao Teorema 4.5, podemos aplicar a equacao (4.12) para
obter

1

§A@|Vhl2 > —(log f)”(h)|Vh/%. (4.17)

Uma vez que L™ estd contido em uma regiao limitada tipo-tempo onde (logf)”(h) < 0,
temos que

1
§A¢,|Vhl2 > a|Vh|?

para alguma constante a > 0. Agora, ¢é suficiente definir u = [Vh|2 = senh? 0 e aplicar o

Lema 3.22 para obter [Vh|> = 0 em ambos os itens (a) e (b), completando a prova. [

4.3 Resultados tipo Calabi-Bernstein

O objetivo desta secao é aplicar os resultados provados na secao anterior para estudar
uma equagao diferencial associada a soélitons do fluxo da curvatura média ponderada em
um Espaco-tempo GRW espacialmente denso por uma funcao .

Assim como na Secao 3.3, vamos considerar os graficos inteiros
Z(u) ={(ulx),x); x e M} C =1 x; M™

de fungoes u: M™ — I C R. Os conceitos e defini¢oes basicas associados a esses graficos
podem ser consultados na secao citada.

Usando a férmula (3.35) na Segao 3.3, temos que X™(u) é um séliton tipo-espago do
fluxo da curvatura média ponderada relativo a X = f(h)d; com constante séliton ¢ se,

e somente se, |Dulym < f(u) e u é uma solucao da seguinte equacao diferencial parcial
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nao-linear:

M Du _ 1 ' IDul},
e (f(u) f(u)2—|Dul2M>_— TP IDul, {ettur s (e i)

Motivados pela discussao acima, vamos considerar a seguinte equacao diferencial par-

cial com a restricao dada abaixo:

([ M Du B 1 , Duf?,
divg (f(u) —f(u)2—|Du|,2\A> RV R iy {cf(u)2+f (u) (n+ e )}

| [Dulm < af(u),

onde 0 < x < 1 e c € R sao constantes.
Como vimos na Secao 3.3, a restricao acima em |Dulp assegura que o angulo hi-

perbdlico 8(u) de Z(u) é limitado, pois vale

1
i

coshO(u) < (4.19)

Além disso, essa restricao em |Dulpm garante que Z™(u) é completa sempre que M™ é
completa. Com efeito, se & = (1 — «?) infp f(1)?, entao [Duf3, < f(u)? — 6. O resultado
segue entao de [3, Proposigao 9].

A fim de estudar a equacgio (F), lembremos da defini¢io de norma C? de uma fungao
u:M—-R:

|u|@2(M) = Imax |Dyu|]_oo(M).
lvi<2

Além disso, nos teoremas a seguir, estudaremos solucoes de (F) que satisfazem a

seguinte condicao na funcao curvatura média H(u) e na constante ¢ € R :

f(u)
flu)?

c
H(u) < 3 i{l/lff(u) e —4 <c<0. (4.20)
O primeiro resultado desta secao corresponde a versoes nao-paramétricas dos Teore-

mas 4.5 e 4.7.

Teorema 4.18. Seja M = Xt Mg,

obedecendo a @-NCC' cuja fibra M™ € completa.

um Espaco-tempo GRW espacialmente denso
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(a) As tnicas solucoes inteiras de (F) com norma C? finita, satisfazendo (4.20), e tais
que (logf)”(u) < 0, Ay € semidefinido nao-negativo e |Dulp € L}p(M), sao as

fungoes constantes w = ugy, com f'(ug) = 0.

(b) Nao existe solugao inteira w de (F), com norma C? finita, satisfazendo (4.20), tal

que f'(u) £ 0, Ay € semidefinido nao-negativo e |Dulpm € L;(M).

Demonstracao. A restricao |Dulpm < af(u) par algum 0 < o« < 1 garante que X(u)
¢ completa, pois M™ é completa por hipétese. Como estamos também supondo que
[ule2(m) < 400, em particular u é limitada, logo segue da restri¢do [Dulpm < of(u) e da
férmula (3.34) (a qual contém a expressao de A, para graficos tipo-espago) que |A,| é
limitado em X(u).

Um argumento similar ao de Alias, Colares e de H.F. de Lima [9, Corolédrio 5.1]
(ou entao veja [19, Teorema 4.7]) nos permite concluir que |[Vh| € L}p(Z“(u)). Sejam
dM e dZ™(u) os elementos de volume Riemannianos de (M™, (,)m) e (Z™(u), (,)u),

respectivamente, e G = det(gs;) onde
g = (B, Ej)u = f(u)?0y — B¢ (W) E;(w).

Primeiro, segue de (3.32) que dZ™(u) = 1/|G|dM. Aqui, {Eq, ..., E,} denota um referen-

cial ortonormal com respeito a métrica (, )pm. Entao, um célculo direto mostra que
|Gl = f(u)* ™V (f(u)* — [Dulz,).

Consequentemente,

drt(u) = f(u)“’l\/f(uP — [Duf2,dM. (4.21)

Portanto, se |[Dulpm € L}p(M), entao |Vh| € L}p(Z“(u)). Portanto, podemos aplicar os

Teoremas 4.5 e 4.7 para obter os itens (a) e (b). O

Um argumento analogo ao da prova do resultado acima nos permite obter as versoes
nao-paramétricas de todos os outros teoremas da secao 4.2. Por exemplo, aplicando

diretamente os Teoremas 4.1 e 4.4, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 4.19. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso.

Suponha quew: Q € M™ — R é uma solugao de (F) tal que senh 0(u) atinge um ponto de
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mdzimo em algum xo € M™ onde cAy(xo) = 0 e f'{u(xo)){2H(u(x0)) — Hep (u(xo))} < 0.

Se ou
(a) f"(u(xg)) <0 e Ric’(\;l > (n—1)(f2(log )"){,)m em xq, ou
(b) £"(u(x)) <0 e Ricly' >0 em x,

entao existe uma vizinhanca aberta U de xo em Q tal que w € uma fun¢ao constante

u=1uy, com f'(uy) =0.

Teorema 4.20. Seja M= 1 Xt My um Espago-tempo GRW espacialmente denso.
Nao existem solugoes w : Q C M™ — R de (F) tal que senh®(u) atinge um mdzximo
local em algum ponto xg € Q onde cAy(xg) = 0 e f'(u(xo) {2H(u(xo)) —Hgy (u(x0))} < 0,
(1u(x)) <0, Ricy' > (n—1)(f(log f)")(,)m em xq e f'(w(xo)) # 0.

Como aplicacao direta do Teorema 4.8, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.21. Seja M= 1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC tal que a fibra M™ € completa e nao-compacta. As unicas solugoes
inteiras de (F) satisfazendo f"(u) < 0, cAy = 0, f'(u){2H(u) — Hy(w)} < 0 e tal que
|IDulm converge para zero no infinito sao as funcoes constantes w = ug, com f'(ugy) = 0.

2
IDul,
f(u)? — [Dulz,’
para zero no infinito, e usar o Teorema 4.8. O

Demonstracio. Aqui, basta notar que senh?6 = logo senh?@ converge

Por uma aplicacao direta do Teorema 4.9 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.22. Seja MM = 1 X¢ Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC tal que a fibra M™ € completa e nao-compacta. As unicas solucoes
inteiras de (F) satisfazendo (3.38), tais que (logf)”(u) < 0, Ay € semidefinido nao-
negativo, e |Dulym converge para zero no infinito sio as fungdes constantes w = Uy, com
f'(ug) = 0.

2
IDuls,

flw)? — |Du|?\/l e usar o Teorema 4.9. [

Demonstracdo. Aqui, basta notar que senh? 0 =

Outro resultado que tem uma demonstracao direta é o teorema abaixo, que segue

imediatamente do Teorema 4.10.
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Teorema 4.23. Seja M = 1 Xt Mg um Espaco-tepo GRW espacialmente denso
obedecendo a @©-NCC' cuja fibra M™ € completa com recobrimento universal Rieman-
niano @-parabdlico. As unicas solugoes inteiras de (F) satisfazendo (4.20), tais que

(log )" (u) <0, Ay € semidefinido nao-negativo e

0 < inf f(u(x)) < sup f(u(x)) < oo,
xeM xeEM

sao as funcoes constantes w = ug, com f'(uy) = 0.

Os itens (a) e (b) do préximo Teorema correspondem a versées nao-paramétricas dos

Corolédrios 4.14 e 4.15.

Teorema 4.24. Seja M= o Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC cuja fibra M™ ¢é completa e tal que @ € uma funcao convexa em M™.

Seja By, v, uma regiao limitada tipo-tempo de M

(i) Se (logf)” < 0 em By, r,, entdo as tunicas solugdes inteiras u(x) € [ty,ta] de (F)
satisfazendo (4.20), tais que Ay € semidefinido nao-negativo, sao as fungoes cons-

tantes w = ug, com f'(ug) = 0.

(11) Se ' # 0 e (logf)” < 0 em By, ,, nao existem solugoes inteiras wu(x) € [ty to]

de (F) satisfazendo (3.38) tais que A, € semidefinido ndo-negativo.
Prosseguindo, como aplicacao do Teorema 4.16 podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.25. Seja M = 1 X¢ Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a SNCC' cuja fibra M™ é completa e tal que @ é uma fungao convera em
M™. Seja w uma solugdo inteira de (F) com norma C? finita satisfazendo (4.20), tal que
(log f)"(u) < 0, Ay semidefinido nao-negativo e € limitado em X™(u). Entdo w € uma

fungao constante u = ugy, com f'(uy) = 0.

Demonstrac¢ao. Similar a primeira parte da demonstracao do Teorema 4.18, como estamos
supondo que [ufez(m) < 400 e [Dulp < of(u) para alguma constante 0 < « < 1, de
(3.34) temos que |A,| é limitado em X(u) e que Z(u) é completa. Agora, podemos aplicar

o Teorema 4.16 para completar a prova. ]

Finalmente, como aplicagao do Teorema 4.17, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 4.26. Sejam M =1 Xt Mg um Espago-tempo GRW espacialmente denso
obedecendo a @-NCC cuja fibra M™ € completa nao-compacta e By, , uma regiao limitada
tipo-tempo de MM tal que (logf)” < 0 em By, r,. Seja u(x) € [ti,ta] uma solugdo
inteira de (F) satisfazendo (4.20) e tal que A, € semidefinido ndo-negativo. Denote por

D(senh?0(uw)) o gradiente em M™ de senh?0(u(x)).

(a) Se M™ tem crescimento de @-volume polinomial e ID(senh? 8(u))| < Tp¥, onde p =
d(-,0) € uma distancia Riemanniana com origem em o € M™, r>0e 0 <k <1

sdao constantes, entdo w € uma fungao constante w = ugy, com f'(uy) = 0.

(b) Se M™ tem crescimento de @-volume exponencial e |D(senh® 8(u))|(x) — 0 quando

p(x) — 400, entdo w € uma fungao constante uw = ugy, com f'(uy) = 0.

Demonstra¢ao. De modo anédlogo ao Teorema 3.32, da relacao (4.19) temos que

|D (senh? G(u))lM.

[V (senh” 6(u))| < FVI — o2

(4.22)

Assim como no Teorema 4.18, podemos raciocinar como em [9, Corolério 5.1]: da relagao
(4.21) e do fato de u ser limitada, se (M™, (, )pm ) tem crescimento de @-volume polinomial,
entao (Z™(u), (, ) ) também tem crescimento de @-volume polinomial. Analogamente, se
(M™, (,)m) tem crescimento de @-volume exponencial, entao (E™(u), (, ), ) também tem
crescimento de @-volume exponencial. Portanto, a relagdo (4.22) e o fato de que u é

limitada nos permitem aplicar o Teorema 4.17 para completar a prova. O]



Capitulo 5

Solitons translacionais em produtos

warped Riemannianos

Neste capitulo, o espaco-ambiente é um produto warped Riemanniano I x; M™, onde
I C R. As notagoes e defini¢oes béasicas para entendé-lo encontram-se na Segao 2.3.

Nosso objetivo aqui é apresentar resultados de nao-existéncia e unicidade para hi-
persuperficies two-sided ™ imersas em [ xy M™ cuja curvatura média satisfaz a relagao
H = ¢O para alguma constante ¢ € R. Tais hipersuperficies sao conhecidas como solitons
translacionais.

O passo inicial serd mostrar a validade do Principio do Maximo de Omori-Yau para
o (—ch)—Laplaciano de uma hipersuperficie £™, onde h ¢é sua funcao altura, desde que
o espago-ambiente I x; M™ satisfaca uma condi¢cao na curvatura seccional da fibra M™.
Cabe ressaltar que essa condigao ¢ satisfeita por varios exemplos de Produtos-warped,
como os espacos euclidianos, pesudo-hiperbélicos e Schwarzchild.

De posse do Principio do Maximo de Omori-Yau, mostraremos um resultado de nao-
existéncia. Utilizaremos para sua demonstracao uma férmula recente para o Laplaciano
de © (veja a Proposigao 2.13) obtida por Zhang e Zhu [56]. Ainda aplicaremos essa
formula para, utilizando um critério recente de —parabolicidade e o Lema 3.6, obtermos
dois resultados de unicidade. Finalmente, aplicaremos os resultados obtidos para o caso
de graficos translacionais em I x; M™.

Os resultados obtidos neste capitulo deram origem ao trabalho [18], feito em parceria

com C. P. Aquino e H. F. de Lima.

39
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5.1 Solitons translacionais

. <~ m+1 . ~ . S . .
Sejap: X" - M uma imersao isométrica de uma variedade L™ em uma variedade
. . —m+1 . .~ n 5 m+1 . ~
Riemanniana M . Considere uma variacao suave ¥: [0,T) x Z™ - M da imersao
Y, isto é, ¥(0,x) = P(x) para todo x € ", e cada Y(t,-) é uma imersao isométrica. O

fluxo da curvatura média busca solucoes da equacao

oY -
— =H,
t
onde H(t, ") é o vetor curvatura média (ndo-normalizado) de L' =W¥(t, ™).
De acordo com de Lira e Martin [41, Defini¢ao 2], uma imersao isométrica 1 : X™ —
R x M™ é um sdliton translacional com respeito ao campo X = 0 e constante séliton

ceRse
cXt =H

ao longo de . Se m = n, esta condigao se torna H = ¢(N, 04).
Assim, diremos que uma hipersuperficie two-sided em um produto warped I x; M™
¢ um sdéliton translacional do fluxo da curvatura média com respeito a 0, e com

constante sdliton ¢ € R se a curvatura média H de ™ satisfaz
H=cO. (5.1)

Como mencionado na Segao 2.3, dado um slice My, = {to} x M™, sua curvatura média

f'(t
H¢, é dada por Hy, = —n r ((t 0)). Assim, um slice é um sdéliton translacional com respeito
0
a 0¢ e constante séliton
f'(t)
cC=-—" . 5.2
f(t) (52)

Daremos agora alguns exemplos de Produtos warped I x¢ M™ e mostraremos quais de

seus slices sao sélitons translacionais.

Exemplo 5.1. Seja O = (0,...,0) a origem do Espaco euclidiano R™ com dimensao
(n+1). Observe que R™\{O} € isométrico a (0, +00) xS™ (veja, por exemplo, [43, Secdo
4, Exemplo 1]). Os slices {t} x S™ sao isométricos as esferas euclidianas n-dimensionais
S™(t) de raio t € Ry em R™"1. De (5.2), concluimos que cada slice {t,} x S™ (t, € R, )

¢ um soliton translacional com respeito a 0¢ e constante soliton ¢ = —— < 0.
*
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Exemplo 5.2. Seguindo a nomenclatura dada em [51], produtos warped da forma Ix «M™
(com fungao warping f(t) = e') sio chamados de espagos pseudo-hiperbdlicos. Essa
terminologia se deve ao fato de que o espaco hiperbolico H™ ' com dimensao (m + 1)
¢ isométrico ao produto warped R X .« R™. Isto é mais simples de enxergar ao adotar o
modelo do semiespago para H™* (para mais detalhes sobre espacos pseudo-hiperbdlicos,
veja [11, 48, 51]). De (5.2), concluimos que cada slice {t.} x M™ € um séliton translacional

com respeito a is a 0t e constante soliton ¢ = —1.

Em nossos proximos dois exemplos, vamos lidar com os espagos de Schwarzschild e

Reissner-Nordstrom.

Exemplo 5.3. Dada uma constante m > 0, chamada de parametro de massa, o espago
de Schwarzschild ¢ definido como o produto M = (ro(m), +00) X S™ munido da
métrica § = Vi (r)71dr? + 12gsn, onde gsn € a métrica candnica da esfera euclidiana S™,
a func@o Vu(r) = 1 —2mr'™™ € chamada de funcdo potencial e ro(m) = (2m)/ (=1 ¢
a unica raiz positiva de Vi (r) = 0. A importancia deste espago se encontra no fato de
que a varitedade R X M““, munida da métrica Lorentziana produto (também chamada
de estdtica) —Vy(r)dt? + g € uma solucio da equagdo de campo de Einstein no vdcuo
com constante cosmoldgica nula (para mais detalhes sobre os espagos de Schwarzschild,
sua geometria e aspectos fisicos bdsicos, veja [47, Capitulo 13)).

Como observado em [33, Exemplo 1.3], M pode ser visto como o produto warped

I x¢S™ usando a sequinte mudanca de varidveis:

' do
t(r) = Lo(m) m f(t) =7r(t), I =(0,+00). (5.3)

Observe que Vi, (1) € estritamente crescente em (to(m), +00), logo seque de (5.3) que as
derivadas da funcao f sao dadas por

ar _lav,
_dr_

f'(t) Va(r(t)) >0 and f7(t) = 5 dr

(r(t)) > 0. (5.4)

Entao, de (5.2) e (5.4), um slice {t.} x S™ é um sdliton translacional com respeito a 0y
e constante séliton ¢ < 0 quando t, = t(ry) com 1, > r9(m) sendo solucdo da sequinte
equacao

Vi (1) = =72 (5.5)
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2m

oot — 1 se anula

Uma tal solugcao existe se, e somente se a funcio @n(t) = fL—ZtQ +
em algum ponto de (ro(m),4+00). Como @n € convexra e tende ao infinito se t — 0 ou
t — +o0, existe um unico ponto de minimo @n no intervalo (0,00). Este valor ¥ € o seu

ponto critico neste intervalo, isto €, @/ (¥) =0, donde

2c¢2. 2m(n—1)

T = 0.

TL2 ™m
Portanto, a equagdo (5.5) tem solugao se, e somente se ¥ > 1o(m) e @n(7) < 0. Podemos
escrever esta ultima condi¢cao na forma

(5.6)

T = >
c2

m(n — 1)n2\ /")
() (M

(m(n +3) ) 1/(n=1)

Em particular, existem duas solugoes ro(m) <1, _ < T < T,y se a desigualdade estrita se

cumpre em (5.6), e uma unica solu¢ao v, =T se vale a igualdade.

Exemplo 5.4. Dadas duas constantes m > 0 e q € R chamadas respectivamente de
parametro de massa e carga elétrica, com |q| < m, o Espago de Reissner-Nordstrém ¢
definido como o produto M = (ro(m, q), +00)XS™ munido da métrica g = Vi o(r) "t dri+
T2ggn, onde gsn € a métrica candnica da esfera euclidiana S™, a fun¢ao Vi 4, chamada

de fungao potencial, € dada por Vi 4(1) =1 —2mr! " 4+ g?r? 2" ¢

q2 1/(n—1)
) = ()

€ a maior raiz positiva de Vi q(T).

Como no exemplo anterior, M pode ser reduzido ao produto warped da forma
[ x¢ S™, com a mesma mudanga de varidveis dada em (5.3). Além disso, sequindo os
mesmos passos, vemos que a funcao warping f tem derivadas primeira e sequnda positivas.
Um slice {t,.} x S™ € um sdliton translacional com respeito a 0y e constante séliton ¢ < 0

quando t, = t(r.), com 1, > 1vo(m, q), for solugdo da sequinte equagao:
Ving(1) = =77 (5.7)

Neste caso, ¢ mais dificil explicitar quais slices sao solitons translacionais, mas podemos

2m
xn—1

dizer que uma solucao de (5.7) existe se, e somente se, a equacao Qm q(x) = TCL—ZQXQ—F
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XJ;Ti—Q—l tem um zero em (ro(m), +00). Note que @p q — +00 s€ X — +00 € Py q —> —00
se x — 0. Entao @uw g tem pelo menos uma raiz em (0,400). Se tal raiz € maior do que

ro(m, q), obtemos uma solucao desejada 7.

Agora, como aplicagdo da Proposi¢ao 2.13, a qual contém uma férmula para AG,
obteremos uma expressao adequada aos nossos propositos para o Laplaciano ponderado
A_ ., da fungao-angulo ® de um séliton translacional P : ™ — I x¢ M™ com respeito a

Ot.

Lema 5.5. Seja : Z™ — Ix¢ M™ um soliton translacional com respeito a 0¢ e constante

soliton ¢, com funcao altura h e funcao angulo ©. Entao,

_ f'(h) f'(h)
A_p© =— ) H(1+©?) +2 ) (AVh, Vh)
f(h) f'(h)
—BIA]* — ) ©|Vh]? — ) O(n — 3|Vh?)

— O {Ric™(N*,N*) + (n — 1)(log )" (h)|Vh[*},

onde A € o operador forma de L™ relativo ao campo normal unitdrio N, Ric™ denota o
tensor de Ricci da fibra M™ e N* = N —©0¢ € a projecao ortonormal de N sobre a fibra
M™.

Demonstra¢ao. Como X™ é um séliton translacional com respeito a 90y, de (2.36) e (5.1),

temos que

(VH,9¢) = c(VO, 0,) = (VO, V(ch)). (5.8)
Portanto, levando em conta a definicao de Laplaciano ponderado para @ = —ch e u = 0,
o resultado segue da Proposicao 2.13. O]

5.2 Resultado de nao-existéncia

Nesta secao, provaremos um resultado de nao-existéncia para Sélitons translacionais com-
pletos ™ imersos em um produto warped I xy M™. Nossa ferramenta analitica serd uma
versao do Principio do Méximo de Omori-Yau, que obteremos agora.

Dizemos que o Laplaciano ponderado A, em uma variedade Riemanniana 2™ munida

com alguma funcao densidade suave @ cumpre o Principio do Maximo de Omori-Yau
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fraco se para qualquer u € C%(X) com u, = infsnu > —o0, existe uma sequéncia de

pontos (px) em tal que
h}r(nu(pk) =u, e limkian(pu(pk) > 0. (5.9)
No caso em que a mesma sequéncia satisfaz, além de (5.9), o limite
limksup IVul|(px) =0, (5.10)

dizemos que o Laplaciano ponderado A, cumpre o Principio do Maximo de Omori-
Yau (forte). Em (5.9), poderiamos ter utilizado na definigdo uma versao andloga para o
supremo ao invés do infimo.

A fim de provar uma condigao suficiente para a validade do Principio do Maximo de
Omori-Yau para o laplaciano ponderado A_.y, associado a sélitons translacionais (Pro-
posicao 5.8), consideraremos o seguinte conjunto H de fungoes reais positivas A € CH(R])

satisfazendo as seguintes propriedades:

/

° iﬂg 52 > —0o0;
1 1
. ¢ L' (400);

VA

o (VA)'(t) > —B(logt+1), para t > 1 e alguma constante positiva B.

Observe que o conjunto H contém, em particular, as funcoes constantes positivas.

Como caso particular de [13, Corolario 8.3|, obtemos imediatamente o seguinte

Lema 5.6. Seja L™ uma variedade Riemanniana completa munida de uma fun¢ao peso
@ : X" — R tal que |Vo| € limitada. Se, para alguma funcao radial A(r) com A € H,

onde r(x) € a distancia a um ponto fizado o € L™, o tensor de Bakry—Emery Ricci satisfaz
RiC(p(X,X) > —/\(T‘)‘XF,

para todo X € X(X), entdo o Laplaciano ponderado Ay, cumpre o principio do Mdzimo de

Omori- Yau.

Na demonstracao da Proposicao 5.8 abaixo, utilizaremos a seguinte formula para o

tensor de curvatura em produtos warped.
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Lema 5.7. Seja &™ uma hipersuperficie imersa em produto warped I x¢; M™. Se X,Y,Z €

X(X™) e h € a funcao altura de I™, entao

R(X,Y)Z =Rm (X", Y*)Z* — (log )’ (R)2((X, Z)Y — (Y, Z)X)
+ (log )" (MW)(Z,3)((Y,3)X — (X, 3,)Y)
— (log )" (h)((Y, 0:)(X, Z) — (X, 3:)(X, Z))dx. (5.11)

onde X* =X — (X,0¢)0¢, Y* =Y —(Y,04)0 € Z* = Z —(Z,0¢)0 sao as projecoes dos
campos X,Y e Z sobre M™, respectivamente, e Ry denota o tensor de curvatura da fibra

M™.
Demonstracao. Com efeito, veja primeiro que

R(X,Y)Z = R(X* 4+ (X, 0)0¢, Y* + (Y, 0,)0,)Z

= R(X*, Y*)Z+(Y,0)R(X*,0¢)Z+ (X, 0:)R(Dr, Y*)Z + (X, 3, )(Y, 0:)R(d¢, 0¢) Z
= R(X*,Y)Z* + (Z,0)R(X*, Y*)d¢ 4 (Y, 0)R(X*,0¢)Z*

+ (Y, 0)(Z,0)R(X*, 0¢)0¢ + (X, 04)R(dy, Y)Z*

+ (X, 0¢)(Z, 0)R(¢, Y*)Dy. (5.12)

Usando a Proposi¢ao 2.3 (curvatura em produtos warped), temos que

. f/(h)Z
(1) RIS, YZ = R (X, Y120 = S (X Z9Y = (4, 29X
(IT) R(X*,Y*)d, = 0.
PIY* * __<X*?Z*> / __f//(h) * *
(ITD) R(X", 002" = —20V, (70 = —pa (X, 290,
_— B f”(h) .
(IV) RX', 0000 =~ X"
D * * __ f//(h) * *
- . __f”(h) .
(VI) R(d,Y*)0, = v

Observe agora que

(X, Z%) = (X, Z) — (X, 0.)(Z, D). (5.13)
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Usando (5.13) (e andlogos, como (Y*,Z*)) e a decomposicao X = X* + (X, 0¢)0¢, os itens

(I)-(VI) se tornam

£/(h)?
(I)” R(X*,Y*)Z* = Rm (X", Y*)Z* + (h)

{Y, )X — (X, Z)Y}

f(h)2
f/(h)Q

ST {{Y, Z)(X,d¢) — (X, Z)(Y, 0¢)} s
f/(h)Q

e (& 0 (Y, 80X = (X, 0V}

(IT)> R(X*,Y*)d, = 0.
f”(h)

s B ye7e L) B
(V) RO, 000, = o) (X = (X.0)0,).
(VI)7 E(ataY*)a - ff”(( )) ( (Y, at>at)-

Substituindo (I)’-(VI)’ em (5.12), obtemos

f/(h)2

R(X,Y)Z = Rpm (X*,Y*)Z* + T

{Y, )X — (X, Z)Y}

f/(h)2
~ Tz WY 21X 80 = (X 2)(Y, 09} 0
f/(h)2
f(h)?

(Z,0){(Y, 90X — (X, )Y}

f//(h)

+(Z,0¢) - 0— (Y, 0y) fh)

((X,Z) = (X,0¢){Z,0¢))

£(h
f(h)

(<Y7 Z> - <Ya at><z7 at)) at

—

+ (Y, 0¢)(Z, 0¢)

(X = (X,0¢)0¢)

f”(h)
f(h)

+(X,00)

(Y —(Y,0,)04)
) {Y,Z)X — (X, Z)Y}

2) <Z7 at) {<Y7 at>X - <X7 at>Y}

(X, 80) (Y, 34) — (Y, 00)(X, Z)] 3s.

(5.14)
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A férmula (5.14) é precisamente (5.11). O

Para o enunciado abaixo, diremos que uma hipersuperficie ™ estda contida em um

slab de um produto warped I xy M™ quando L™ esta contida em
[t t] x M ={(t,p) €I x MMty <t <thep € MM

Proposicao 5.8. Seja ™ uma hipersuperficie completa two-sided imersa em um slab de
um produto warped 1 x¢ M™, tal que a curvatura seccional na fibra M™ satisfaz a sequinte

condi¢ao de convergéncia

Km = sup ((f')* —ff"). (5.15)
I

Se a norma do operador forma A de X™ ¢é limitada superiormente por uma func¢ao radial
A(r), para alguma A € H, entdo o Laplaciano ponderado A_.n cumpre o Principio do

Maximo de Omori-Yau para todo ¢ # 0.

Demonstracao. Lembremos que o tensor de curvatura R da hipersuperficie 1 : ™ —
[ x¢ M™ pode ser ser descrito em termos do seu operador forma A e o tensor de curvatura
de I x¢ M™ por meio da equacdo de Gauss para imersoes isométricas, que no caso de

hipersuperficies é dada por
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" 4 (AX, Z)AY — (AY, Z)AX, (5.16)

para quaisquer X,Y,Z € X(Z™).
Agora, considere X € X(Z) e {E;} um referencial ortonormal em um aberto de ™.

Segue de (5.16) que o Ric de X™ satisfaz
Ric(X,X) = Y (R(X,E;)X, Ej) + H(AX, X) — (AX, AX). (5.17)

j=1

Usando (5.16) e a Proposigao 2.12(b), obtemos

PR e P

Ric_en(X,X) = > (R(X, Ed)X, Ei) = (AX, AX) — ¢ fh) f(h)

i

(X,Vh)2.  (5.18)

Tomando um referencial ortonormal {E;} definido em um aberto de £™, temos do Lema
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5.7, na forma expressa em (5.14), que

(RIX,BEX, Ei) = (Rm (X", E{)X", EY) + %‘))5 {(Ee,X)? — (X, X)(Ei, Bo) }
+ (% -(%) ) (X0 ((Ec 00 (X, E) — (X, 20) (B, E0)
+ (f?// — (f?/) ) [(X,0¢)(Ei, X) — (Eq, 0¢)(X, X)] (0¢, E4).  (5.19)

Pela definicao de curvatura seccional,
(Rm(X* EDXTED) = ()" Km (X7 ED) (X7, X m (BL B m — (X5 ED ) -

Um calculo rapido mostra que

1
f(h)!

— (X, X){Vh,Ei)* — (X, E)?

<X*>X*>M<E?7 Ei*>M - <X*7 EDIZ\A = (<X?X> - <X7 Vh>2

— (X, X)(Vh, Eq)? — (X, E)?
+2(X, VR)(X, E)(Vh, E¢)).

Substituindo as duas relagoes acima em (5.19), usando o fato de 3] = Vh e a hipétese

sobre a curvatura seccional (5.15), obtemos

L f'(h)\* f(h) 2 IRl 2 2
3 (ROGEJXE) > [(f(h)) - ] ((n— DX — [XPIVRE — (n— 2)(X, Vh)?)

f/(h)Z ) _f//(h) f/(h) 2 ,
pETAT (n —1IXF — i - (f(h)) (n —1)(X, Vh)
(h) ()] S
HEDE (f(h)) _ (X, V)" = [XI[VRI%), (5.20)

donde, apds uma rapida simplificacao, concluimos o limite inferior

no f//(h)
> RXEDXE) = —(n—1) T

i=1

IXP. (5.21)

Usando (2.37) (de onde inferimos que [Vh| é limitado), (5.21) e o fato de que I™ esta
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. —n+1 , .
contida em um slab de M , concluimos que existe uma constante k > 0 tal que

n

D> RIXEDXE) —c

i=1

P,

() i 6 VY > —kIXE (5.22)

Por (5.18), (5.22) e levando em conta nossas hipdteses sobre |A|, podemos inferir que
Ric_cn (X, X) = — (k +AP) [XP+ = —A ()X (5.23)

Portanto, o resultado segue do Lema 5.6. O
Agora, estamos em posicao de enunciar e provar nosso principal resultado do capitulo.

Teorema 5.9. Seja M= Xt M™ (m > 3) um produto warped Riemanniano tal que

a curvatura seccional da fibra M™ satisfaz a condicao de convergéncia

Km =sup ((f')? —ff") e f”>0. (5.24)
1

Nestas condicoes, nao existe soliton translacional com respeito a 0 e constante soliton
c # 0 contido em um slab [tq, ta] x M de m”“, com fung¢ao-angulo ® > 1/2, satisfazendo
cf’'(h) > 0 e cujo operador forma € limitado superiormente por uma funcao radial A(r),

para A\ € H.

Demonstracao. Assuma que exista tal soliton Z™. Considere a fun¢ao suave & = log(1 +
©) € C2. Observe que ¥ é a composicao de w(t) = log(1 + t) com a funcao-angulo ©.

Com um céalculo direto, obtemos

1 IVO|?

Agd=—-A ®@— ——
n? 1+07 " (1+0)2

Logo, usando o Lema 5.5 e a Proposicao 2.12(a), temos que

O f(h), (1467  _f(h) 1
A-end == S oH ( 1+®) 2 e AV V) (5.25)
S M) © t'(h) ©
“re T eV T Fwm e ™AV,

O (RIMNTN) + (1) log ) (0T

A(VR)|?  f'(h)? @2
(1402 f(h)?(1+0)?

|Vh?.
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Pela desigualdade de Young, temos

f'(h)
f(h)

£/(h)2
f(h)?

(A(Vh), Vh) < IVh? 4+ |A(Vh)[. (5.26)

Usando (5.26), a hipdtese f”(h) > 0 e (2.37), apds uma simplificagao, (5.25) se torna

f'(h),, (1+©° f'(h)? 1
Ae? ST ) H(1+@) g CRENEECRA
g (RN N+ (n = 1)(log ) (W VRP). (5.27)

onde Q(x) = 1 — (n —2)x —x? — 2x%. Note que Q(0) = 1, Q(1) = —m e Q'(x) =
—(M—2)—2x—6x? < 0 for x € [0, 1]. Entao existe uma tnica raiz f(n) de Q no intervalo
[0,1]. Observe que B(n) < 1/2sen > 3 e que p(n) — 0 quando n — +oo, donde
concluimos que Q(®) < 0.

Utilizando a condigao (5.24) sobre a curvatura seccional Ky, de M™, veja que, tomando
um referencial ortonormal {E;} num abeto de Z™,

Ric™(N* N*) (Rm(N*, E;)N* E;)

|
-I\/]:‘

= > Km(N* Ej) {{N*,N*)m(E5, Ey)m — (B5,N*)3 }

> [f'(h)? — Z { 'Vh|2 N*)%A}

= [f'(R)? — " (R)f(h)] {n'Vh'2 <N*’N*>}

f(h)2  f(h)2
—(log f)"(h)(n — 1)|VhP, (5.28)

(N*,N*) _ |[Vh[?
f(h)2 ~ f(h)2

onde nos célculos acima usamos (N*, N*)p, = e N* = Z?Zl (N*, Ej)mE;.

Dai, podemos concluir que
RicM(N*, N*) + (n — 1)(log f)”(h)|[Vh[*> > 0

Além disso, como X é um séliton translacional, f'(h)H = f’(h)c® > 0. Voltando a
(5.27), podemos concluir que A_.,9 < 0

Sob nossas hipoteses, podemos aplicar a Proposicao 5.8, logo existe uma sequéncia de
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pontos (px)rkeny em I™ tais que, se infzn ¥ =3, entao

1 1 1
D, <V(pi) <V + o VO (pi) < ¢ T < A_cnd(px) 0.
Entao, usando (5.27), obtemos

1
0<IAPl < -

Como |A]?> > n~'H?, concluimos que H(pyx) = cO(px) — 0 quando k — +oo, 0 que

contradiz a nossa hipdtese sobre ©. O

Observacao 5.10. O Teorema 5.9 vale para n = 2 se na hipdtese sobre © fizermos, por

exemplo, © > 2/3. De fato, Q(O) < 0 se © > 2/3 neste caso.

Podemos dar varios exemplos de produtos warped satisfazendo a condicao de con-
vergéncia (5.24). Por exemplo, temos o espago Euclidiano menos um ponto R™** \ {O},
o qual é isométrico ao produto warped (0,+00) X S™. Observe que neste caso f(t) = t,

logo f"(t) =0, e a curvatura seccional Kgn da esfera satisfaz
Ken =1 = f/(1)* — f"(1)f(1).

Outros exemplos sao os espacos pseudo-hiperbolicos I X .« M™ cuja fibra M™ é completa
e tem curvatura seccional nao-negativa, além dos espacos de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrom I x¢ S™ (veja os Examplos 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4).

A verificacao para os espacos pseudo-hiperbélicos é mais simples. No caso do Schwarzs-

child, temos

(07— FOF(1) = Vi) — T ¥

=1—2mrl "™ — %(—Zm)(l —n)r "

=mr' " (-—m—1) + 1. (5.29)

Como T > 19 = (2m)#7, temos de (5.29) que f'(t)2 — f(1)f"(t) < —m(n+ D)y ™ +1 =

n+1 . ..
1— — < 1 = Kgn. No caso do espaco de Reissner-Nordstrom, temos

(1) — f(Of"() =1 —mr(t)" " —n{m—q¢*r(t)" "} r(t) ™ (5.30)
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1/(n—1)
Mas como 1(t) > 1o(m, q) = ( g’ > , nao ¢ dificil verificar que

e

Pr() ™ < m. (5.31)

Consequentemente, de (5.30) e (5.31) concluimos que a condigdo de convergéncia (5.24)
é também satisfeita no espaco de Reissner-Nordstrom.

Entretanto, todos os exemplos de slices que também sao soélitons translacionais com
constante séliton ¢ < 0 mostrados nos exemplos 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 nao obedecem a hipotese
cf’(h) > 0 no Teorema 5.9, apesar de cumprirem todas as demais. Isso mostra que essa
hipotese nao pode ser removida daquele teorema.

Por outro lado, se assumirmos que ¢ > 0, podemos usar o Teorema 5.9 para obter os
seguintes resultados de nao existéncia.

O coroldrio abaixo usa o fato do espaco euclidiano sem a origem R™*! \ {O} ser
isométrico ao produto warped M= (0,400) x S™, onde cada esfera S™(r) de raio

>0 em R™\ {O} equivale a um slice {r} x S™ de M

Coroléario 5.11. Nao existe soliton translacional completo P : £™ — (0, +00) x¢ S™ C
R™1 m > 3) com respeito a 0; e constante sdliton ¢ > 0, tendo fungdao dangulo © >
%, contido no fecho de um anel n—dimensional de R™! e tal que sua sequnda forma
fundamental € limitada superiormente por uma funcdao radial A(r) com A € H.

Quando o ambiente é um espago pseudo-hiperbdlico (veja o Exemplo 5.2), obtemos a

seguinte consequéncia.

Corolario 5.12. Seja M= [Xee M™ (M > 3) um espago pseudo-hiperbdlico cuja fibra
M™ é completa e tem curvatura seccional nao-negativa. Nao existe soliton translacional
com respeito a 0t e constante soliton ¢ > 0, contido em um slab [ty,ta] X M™, com
funcao-angulo ©® > 1/2 e a norma do seu operador forma € limitada superiormente por

uma funcao radial A(r), for A € H.
Considerando o contexto do Exemplo 5.3, do Teorema 5.9 obtemos:

Corolario 5.13. Seja M = Xx¢S™ (M = 3) o espago de Schwarzschild. Nao existe
soliton translacional completo com respeito a 0y e constante soliton ¢ > 0 contido em
um slab [ty,ta] X M™, com funcao-angulo © > 1/2 e a norma do seu operador forma €

limitada superiormente por uma func¢ao radial A(r), for A € H.
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Considerando o contexto do Exemplo 5.4, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.14. Seja M =1 x¢S™ M = 3) o espago de Reissner-Nordstrom. Nao
eziste soliton translacional completo com respeito a 0 e constante soliton ¢ > 0 contido
em um slab [tq, ta] X M™, com funcdao-angulo ® > 1/2 e a norma do seu operador forma

¢ limitada superiormente ¢ por uma funcao radial A(v), for A € H.

5.3 Resultados de Unicidade

Nesta segao, provaremos dois resultados de unicidade para sélitons translacionais. O
primeiro utiliza um critério recente de parabolicidade e o segundo afirma que uma funcao
u cujo Laplaciano ponderado por uma funcao densidade ¢ nao muda de sinal e |Vu| é
@—integravel deve ser harmonica.

A fim de provar nosso préximo resultado, precisaremos do lema a seguir, o qual segue
de [40, Proposicao 1] (veja também [49, Teorema 4.4]). Ele fornece uma critério de ¢@—
parabolicidade considerando a funcao densidade @ = —c7ty, onde 717 é a projecao canodnica
sobre a componente I C R. Lembremos que uma variedade X™ munida de uma fungao
densidade ¢ é dita @—parabdlica se nao existe uma funcao u € C?(X™) nao-negativa,
nao-constante, tal que Ay,u < 0, isto é, u é p—superharmonica em L™,

Lema 5.15. Seja M= X¢ M™ um produto warped cuja base M™ €é completa com
recobrimento Riemanniano universal (—cmy)-parabdlico e seja P : X™ — M wma
hipersuperficie completa two-sided tal que sua fun¢ao angulo © esta limitada por baizo
por uma constante positiva. Se a restricio f(h) em L da funcdo warping f de M satisfaz
0 < infgn f(h) < supga f(h) < +00, entao, para qualquer constante ¢ € R, ™ é (—ch)-

parabdolica.

Vamos agora assumir que o produto warped cumpre a seguinte condi¢ao mais fraca de

convergéncia sobre a curvatura de Ricci da fibra M™ :
Ric™ > (n—L)sup ((f)2—ff") e " >0. (5.32)
I

Usando essa condicao e o Lema 5.15, obtemos o seguinte resultado de nao-existéncia.

Teorema 5.16. Seja M =1 X¢M™ (M = 3) um produto warped cuja base M™ é com-

pleta com recobrimento Riemanniano universal (—cmr)-parabdlico e satisfaz a condi¢ao
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de convergéncia (5.32). Seja P : I™ — M um sdliton translacional completo com
respeito a 0 e constante soliton ¢ € R tal que sua funcdo angulo © > 1/2. Assuma
que cf’(h) > 0. Se a restricao f(h) em X da fun¢do warping f de M satisfaz 0 <
infgn f(h) < supsn f(h) < 400, entao X™ € totalmente geodésica com func¢do warping
constante em L™. Em adicdo, se a desigualdade sobre Ric™ em (5.32) € estrita, entao E™

¢ um slice totalmente geodésico.

Demonstracao. De forma semelhante ao Teorema 5.9, podemos fazer a estimativa

F(h). [1+6? e ., f(h? 1
b0 <= T (115 ) - Tre o Tied® 6

- Hi@ (Ric™(N*,N*) + (n.— 1)(log f)"(h)|Vh[?),

onde Q(x) = 1 — (mn —2)x —x? — 2x®. Note que Q(0) = 1, Q(1) = —m e Q'(x) =
—(M—2)—2x—6x2 < 0 para x € [0, 1]. Entao existe uma tnica raiz f(n) de Q em [0, 1].
Observe ainda que B(n) < 1/2sen >3 e f(n) — 0 quando n — 4oo.
Além disso, a condigao de convergéncia (5.32) implica que (os calculos sdo semelhantes
a (5.28))
RicM(N*, N*) + (n — 1) (log )" (h)|[Vh]* > 0. (5.34)

As hipdteses entao nos permitem concluir que A_ 1,9 < 0. Pelo Lema 5.15, & = log(1+0O)
é constante. Isso implica, retornando a (5.33), que |A| = 0 e f'(h) = 0, entao L™ é
totalmente geodésica e f o h é constante.

Em adicdo, se a desigualdade (5.32) é estrita em Ric™, temos que (5.34) é também
estrita sempre que N* £ 0. Por (5.33) e o fato de 9 ser constante, concluimos que N*(p) =

0 em qualquer p € L™, isto é, |[Vh|?> = 0 e L™ é um slice totalmente geodésico de Mo

Para o proximo resultado de nao-existéncia, usaremos o principio associado a condi¢ao
de integrabilidade enunciado na Subsegao 3.2.1. Para facilitar a leitura, repetiremos o seu

enunciado. Consideraremos o conjunto
L}O(Z) = {u XM R J lule”*dX < +oo} )
b

Quando ¢ ¢é constante, esse conjunto é simplesmente denotado por £(X).
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Lema 5.17. Seja w uma funcdo suave em uma variedade Riemanniana completa X™
munida com uma fungao peso @ : L™ — R, tal que Ayu nao muda de sinal em L™. Se

Vu| € LEP(Z), entio Ayu € identicamente nulo sobre L™,
Usando o Lema 5.17 e a condica@o (5.32), provamos o seguinte resultado.

Teorema 5.18. Seja M =1 x¢ M™ M > 3) um produto warped cuja base M™
satisfaz a condi¢ao de convergéncia (5.32). Sejap : X™ — M wm sdliton translacional
completo com respeito a 0y e constante soliton ¢ € R tal que sua fun¢do angulo © > 1/2.
Assuma que cf’(h) > 0. Se |[VO| € L' . (E™), entdo L™ € totalmente geodésico com fungdo
warping constante. Em adicdo, se a desigualdade sobre o Ric™ em (5.32) € estrita, entao

2™ € um slice totalmente geodésico.

Demonstracao. Semelhante ao Teorema 5.16 temos que A_ . [log(1+0)] < 0. Além disso,

como

VO
log(1+0))| = —=
IV log(1+©)) = -5,
a hipétese |[VO| € L' , (£™) implica que |V (log(140))| € L _, (£™). Neste ponto, pode-
mos aplicar o Lema 5.17 para garantir que A_.y,(log(1 4+ ®)) = 0 e raciocinar novamente

como na ultima parte da prova do Teorema 5.16. O

5.4 Graficos Translacionais

O objetivo desta secao é aplicar os resultados provados anteriormente neste capitulo para
graficos inteiros translacionais em I x¢ M™. Eles podem ser tratados como resultados do
tipo Moser-Bernstein para gréficos (veja [45]).

Considere um aberto conexo Q € M™. Uma funcao u € C®(Q) tal que u(Q) C R
define um grafico vertical no espaco-produto M =1 x M™. Denotaremos por Z(u) o

grafico sobre (O determinado por u, isto é,
—n+1
LW ={(up)p):peQc M.

O grafico é dito inteiro se QO = M™. Observe que h(u(p),p) = u(p), p € Q. Portanto,

h e u podem ser identificadas de forma natural. A métrica induzida em Q da métrica
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Riemanniana do espago-ambiente via X(u) é dada por
gu = du® + f(uW)?(, )m.

Entao, quando M™ é completa e infgn f(u) > 0, temos que L(u) munida da métrica g,
¢ também completa. Existem duas possiveis escolhas para o vetor normal N a X(u).

Mantendo a coeréncia com o contexto geral deste capitulo, escolheremos N dado por

1
u)y/f(w)? + [Du(p)i,

N(p) = (f(u)zathu(p),p) —Du(p)), peQ, (535

onde Du denota o gradiente de u em M™ e |Du|pn = (Du, Du)ll\ﬁ, de modo que 0 <

© < 1. O operador forma correspondente a N é dado por

f'(u)
M A “) TR, T Vi) + Dk,
—(DxDu, Du)m £ () (Du, X)m (5.36)
- - Du,
fw) (F(w)? + D}, )*?  (F(w)? +[Duf,)*?

para qualquer campo de vetores X tangente a O, onde D é a conexao de Levi-Civita de
M™.

Além disso, um célculo direto mostra que

2
IDuls,

IVh? =1—0? = .
f(u)? + [Dul3,

(5.37)

Consequentemente, sendo L(u) um grafico vertical sobre Q C M™ e denotando por
divpmn 0 operador divergéncia na métrica (, )mn, verifica-se de (5.36) que a fungao curva-

tura média H(u) de X(u) é dada por:

Du . B !Du[,?vl)
quWHDuI%) VAW + Duf, (“ fwe ) 0%

Portanto, de (5.1), (5.37) e (5.38) diremos que um grafico inteiro (u) é um gréafico

translacional inteiro quando u € C®(M) é uma solucao da seguinte equacao diferencial
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parcial (veja [41, Proposicao 6]):

| Du - ! : ~ [Duf,
diva <f(u)\/f(u)2 T |Du|2M>— NGO {f W (n e ) n cf(u)},
(5.39)

Isto significa que (u) é um grafico translacional com respeito a 0¢ e constante séliton
ceR.

Novamente mencionamos que u € C*°(M) tem norma C? finita quando

llullc2(my = sup [DYuUlpe(m) < +o0.
lvi<2

Neste contexto, podemos provar nosso resultado de nao-existéncia para graficos trans-

lacionais inteiros:

Teorema 5.19. Seja M =1 x¢ M™ M > 3) um produto warped cuja fibra M™ €
completa e sua curvatura seccional obedece a condi¢ao de convergéncia (5.24). Suponha
em adi¢ao que ¢ # 0. Nao existe solugao inteira w € C*(M) da equagao (5.39), com

norma C? finita e tal que cf’(u) > 0 e |Dulp < V3f(u).

Demonstra¢ao. Suponha que existe uma solugao u € C*(M) de (5.39). Segue de (5.36)
que o operador forma A de X(u) é limitado se u tem norma C? finita. Note também que
a norma C? de u ser finita implica, em particular que u é limitada, o que, por sua vez,
garante que infp f(u) > 0. Como estamos assumindo que M™ é completa, mostramos
que (X(u), gy ) deve ser também completa.

Além disso, segue imediatamente da restricdo [Dulp < v/3f(u) e de (5.37) que temos

© > 1/2. Entao Z(u) satisfaz a condicao do Teorema 5.9, logo temos uma contradicao. []
Como consequéncia do Teorema 5.18, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.20. Seja M =1 x¢ M™ M > 3) um produto warped cuja fibra M™ €
completa e obedece a condigao de convergéncia (5.32), onde a desigualdade sobre RicM ¢
estrita. Seuw € C®(M) € uma solucao inteira da equagao (5.39) com norma C? finita, tal
que [Dulp € L1, (M), cf’'(u) = 0 e [Dulpm < V3f(u), entdo u = ty para algum ty € 1
tal que f'(tg) = 0.

Demonstracao. Seja u € C*(M) uma tal solugao satisfazendo o enunciado do teorema.

Do mesmo modo que no Teorema 5.19, segue de (5.36) que o operador forma A de L(u)
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¢ limitado se 1 tem norma C? finita e que u ¢é limitado, pois a norma C? de u ser
finita, donde obtemos infpq f(1) > 0. Pela hipétese de M™ ser completa, concluimos que
(X(u), gu) é completa.

Como u e |A] sao limitados, da Proposigao 2.12(a), temos que

f'(u)
f(u)
< JAPIVh? 4+ 2|A|[Vh]? +

f(u)?
flu)?

IVOP = |A(Vh)]? +2 (A(Vh)Vh) + |Vh)|?

f’(u)2
f(u)?
< k|Vh/? (5.40)

[Vh/®

para alguma constante k > 0.
Denotando por dX(u) e dM os elementos de volumes usuais de (Z(u), g,) e (M™, (, )m),

respectivamente, segue de [10, Equacao (3.7)] que
IVh|dZ(u) = f(u)" ! Du/p dM. (5.41)

Aqui, como estamos assumindo que |Dulpm € L%i cuw) (M), da relagao (5.41) concluimos que
IVh| € £, (£(u)). Portanto, de (5.40), temos que [VO| € L' ., (£(u)). Entdo podemos

aplicar o Teorema 5.18 para obter nosso resultado. O

Finalizamos este trabalho mencionando o seguinte resultado tipo Moser-Bernstein,
cuja prova é baseada no Teorema 5.16 e pode ser feita de forma semelhante aos dois

teoremas ja provados desta secao.

Teorema 5.21. Seja M =1 x¢ M™ m > 3) um produto warped cuja fibra M™ €
complta com recrobimento Riemanniano universal (—cg)-parabdlico e satisfaz a condicdo
de convergéncia (5.32), onde a desigualdade sobre RicM € estrita. Se u € C*(M) € uma
solugdo inteira limitada de (5.39), tal que cf’ (W) = 0 e [Dulm < V3f(u), entdo u = to

para algum ty € 1 tal que f'(ty) = 0.
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