UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUf
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

DOUTORADO EM MATEMATICA

Equacao k-Hessiana com termo quadratico natural

Jefferson de Brito Sousa

Teresina - 2024



Jefferson de Brito Sousa

Tese de Doutorado:

Equacao k-Hessiana com termo quadratico natural

Tese de Doutorado submetida a Coor-
denagao do Programa de Pods-Graduagao
em Matematica, da Universidade Fede-
ral do Piaui, como requisito parcial para

obtengao do grau de Doutor em Matematica.

Orientador:

Prof. Dr. José Francisco Alves de Oliveira
Co-Orientador:

Prof. Dr. Mykael de Araujo Cardoso

Teresina - 2024



MINISTERIO DA EDUCACA O
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI

CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Equagdo k-Hessiana com termo quadrdtico natural

Jefferson de Brito Sousa

Esta Tese foi submetida como parte dos requisitos necessarios a obtencdo do
grau de Doutor em Matematica, outorgado pela Universidade Federal do Piaui.

A citacdo de qualquer trecho deste trabalho é permitida, desde que seja feita
em conformidade com as normas da ética cientifica.

Tese aprovada em 20 de margo de 2024.

Banca Examinadora:

Documento assinado digitalmente

b JOSE FRANCISCO ALVES DE OLIVEIRA
g Data: 21/03/2024 15:51:30-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. José Francisco Alves de Oliveira — Orientador

((r==sr

Prof. Dr. eI de Araujo Cardoso — Coorientador

Documento assinado digitalmente

b ABIEL COSTA MACEDO
g L Data: 21/03/2024 15:19:14-0300

Verifique em https://fvalidar.iti.gov.br

Prof. Dr. Abiel Costa Macedo — UFG




Documento assinado digitalmente

ub JOAO MARCOS BEZERRADO O
g Data: 20/03/2024 22:30:58-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Jodo Marcos Bezerra do O — UFPB

Prof. Dr. Pedro Eduardo Ubilla Lépez — USACH

Documento assinado digitalmente

“b OLIMPIO HIROSHI MIYAGAKI
g Data: 21/03/2024 06:46:08-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki — UFSCAR




Ficha catalografica editada pela biblioteca setorial do CCN.

Sousa, Jefferson de Brito.

XXXX Equagao k-Hessiana com termo quadratico natural.

JefTerson de Brito Sousa — Teresina: 2024.

Orientador: Prof. Dr. José Francisco Alves de Oliveira.

Co-Orientador: Prof. Dr. Mykael de Araujo Cardoso.

1. Anélise Matemética/ Equagoes Diferenciais Parciais

CDD 516.36




Dedico esse trabalho a minha mae Silvana, e ¢ minha

esposa Paulysendra.



Agradecimentos

Agradeco a Deus pelo dom da vida e por ter me dado forca e perseveranca nessa jornada,

para continuar persistindo e assim conseguir meu objetivo.

Agradeco a minha mae Silvana e a minha esposa Paulysendra por estarem comigo em

todos os momentos, me apoiando e me dando forcga, através de muito carinho e amor.

Agradecgo a todos os meus familiares, em especial: a minha tia Veronica, a minha irma
Jéssica, ao meu tio Otavio, ao meu sogro Vicente de Paula, a minha sogra Valda e a

minha cunhada Paulyane que sempre acreditaram em mim.

Agradego ao meu orientador Dr. José Francisco e ao meu co-orientador Dr. Mykael Car-

doso pelo companheirismo e aprendizados que me foram oferecidos nessa longa jornada.

Agradego aos meus amigos, principalmente os mais préximos: Erlane, Keyllanne, Elizeu,
Thiago, Andressa, Juliano, Paulo Ricardo, [talo Gutierre, Mariana, Marcos, Wallace e
Jailson. Todos esse participaram de forma significativa da minha vida durante essa ca-
minhada académica. Agradeco aos meu amigos de profissao: Portela, Coimbra, Valney e

Claudio Vidrih por sempre me incentivarem a cursar o doutorado.

Agradeco a todos os alunos que convivi nesses anos na Poés-graduacao da Ufpi. Em
especial: Edimilson, Christopher, Alexandre, Atecio, Gustavo, Bruno, Dieme, Marcio,

Pedro Paulo, Joao Santos e Joao Vinicius.

Agradeco aos meus professores da graduacao e da pés-graduacao por todos os ensinamen-
tos. Em especial: Halysson, Paulo Alexandre, Rondinelle, Jefferson Leite, Joao Xavier,

Mario Gomes, Jurandir e Cicero.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro e a Universidade Estadual do Piaui por me

conceder licenca para cursar doutorado.

11



il

“Vocé nunca vai chegar ao seu destino se
voce parar e atirar pedras em todo cao que
late”.

Fiodor Dostoiévski.



Resumo

Determinamos um termo do tipo gradiente para a equagao k-Hessiana que estende para
k > 1 o termo gradiente quadratico natural associado a equacao de Laplace. Provamos
que tal termo ¢ invariante por uma mudanca de variaveis do tipo Kazdan-Kramer, coincide
com o termo gradiente quadratico (para k = 1) e satisfaz uma hipdtese de naturalidade
motivada por alguns resultados de existéncia devido a J. Serrin em 1976. Como aplicagoes,
garantimos a existéncia de solucoes para uma nova classe de equacao k-Hessiana nos casos
sublinear e superlinear para crescimento do tipo Sobolev (k < n/2). Inspirados pela
identidade de Puccin-Serrin e resultados de Tso em 1990, determinamos uma condigao de
nao-existéncia em alguns casos particulares. Além disso, para regime de crescimento do
tipo Trudinger-Moser (k = n/2), provamos também a existéncia de solugoes sob condigoes
subcriticas ou criticas. Por fim, consideramos um problema de autovalor associado a essa

nova classe de equacao.

Palavras-chave: Equagao k-Hessiana; Termo gradiente; Mudanca de Kadzan-Kramer;

Equagoes elipticas; Fungoes k-admissiveis.
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Abstract

We determine a gradient type term for the k-Hessian equation that extends the natural
quadratic gradient term associated with the Laplace equation for k > 1. We prove that
such a term is invariant by a change of variables of the Kazdan-Kramer type, coincides with
the quadratic gradient term (for k = 1), and satisfies a natural hypothesis motivated by
some existence results due to J. Serrin in 1976. As applications, we guarantee the existence
of solutions for a new class of k-Hessian equation in the sublinear and superlinear cases for
Sobolev type growth (k < n/2). Inspired by the Puccin-Serrin identity and Tso’s results
in 1990, we determine a non-existence condition in some particular cases. Furthermore,
for the Trudinger-Moser growth regime (k = n/2), we also prove the existence of solutions
for either subcritical or critical conditions. Finally, we consider an eigenvalue problem

associated with this new class of equations.

Keywords: k-Hessian equation; gradient term; Kadzan-Kramer transform; Elliptic Equa-

tions; k-admissible functions.



Sumario

Resumo
Abstract

1 Introducgao
1.1 Equacao de Laplace com termo quadratico natural . . . . . . . . .. . . ..

1.2 Equacao k-Hessiana com termo natural . . . . . . . .. ... ... .. ...

2 Nocgoes Preliminares
2.1 O simbolo de Kronecker Generalizado . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.2 Definicao de Determinante . . . . . . . .. .. ... . ... ... ...

2.3 Operador k-hessiano e Fungoes k-admissiveis . . . . . . . . . ... ...

24 Termo k-gradiente . . . . . .. ..o oL

A mudanca de variavel do tipo Kazdan-Kramer

3.1 Mudanga de varidvel de Kadzan-Kramer na equacao de Laplace . . . .

3.2 Mudanga de varidvel de Kadzan-Kramer para a equagao k-Hessiana . . . .

Existéncia e nao-existéncia de solugoes

4.1 OwcasodeSobolev. . . . . . .. ..
4.2 O caso de Trudinger-Moser . . . . . . . . . . .. .. ... .. ...

4.3 Resultados de nao-existéncia . . . . . . . . . ..o

Naturalidade do termo k-gradiente

5.1 Naturalidade na equacao de Laplace. . . . . . . . .. ... ... ....
5.2 Naturalidade na equagao k-Hessiana . . . . . . . ... ... ... ...

5.3 Problema de autovalor . . . . . . .. ...

vi

10
15

19
19
20

26
26
32
38



Sumario

vil

Referéncias Bibliograficas

48



Capitulo 1

Introducao

1.1 Equacao de Laplace com termo quadratico natu-
ral

Seja Q C R™,n > 2, um dominio suave e limitado e u € C?(Q). Em 1976, Serrin [30]
estudou a existéncia de solucoes da seguinte equacao
n
Z aij (%, w, Vi, = bx,u, Vu) em Q
i,j=1 (1.1)
u=¢ em 0Q

onde ¢ : 0Q) — R ¢ continua e b, ay; : QO xR x R™ — R séo funcoes de classe C' com
aij(x,u,p) >0 paratodo (x,u,p) € Q xR xR™

Serrin provou que se b cresce mais rapido do que quadraticamente com relagao a p, isto
¢,
b(x,u, p)|

lim = 00
Ipl—+oo [pltraco(ay;(x,u, p))

existem dominios suaves e dados suaves tais que a equagao (1.1) nao possui solugao.
Motivados por este resultado, em 1978 Kadzan e Kramer em [20] investigaram condigoes
para que uma mudanca de varidvel v = A(u) transforme a equagao (1.1) em uma nova

equacao, na qual, o termo do lado direito nao dependa do gradiente, sob a condigao
[b(x, w, p)l < C(u)) (1 + [pl*)

para alguma constante C > 0. Para ilustrar este processo, vamos considerar como

protétipo o operador de Laplace que é determinado pelas condigoes, aj; = 1 se i =

1
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e aij = 0 se i # j. Neste caso, diversos autores consideraram a seguinte equagao com
termo gradiente

— Au = [Vu +f(x,u) em Q

u>0 em Q (1.2)

u=>0 em 0Q)
onde Au é o Laplaciano e f: Q x [0,00) — [0, 00) é uma funcao continua. Neste caso, a

mudanga de variavel v =e" — 1 transforma o problema (1.2) na equagao

p
—Au =h(x,v) em Q

v>0 em Q (1.3)
v=_0 em 0Q
(
onde h(x,v) = (1 4+ v)f(x,log(1 + v)). Assim, pelos resultados de nao-existéncia do

Serrin para o crescimento mais rapido do que o quadratico no gradiente e pela invariancia
por mudanca de Kadzan-Kramer, diversos autores [2,6,19,20] consideram o termo |Vu/?
como natural para equacao de Laplace. Em [6], os autores consideraram |VulP como
crescimento natural para o problema correspondente associado ao operador p-Laplaciano

o qual é também invariante pela mudanca de Kadzan-Kramer.

1.2 Equacao k-Hessiana com termo natural

Motivados pelos resultados mencionados na secao anterior, buscamos expandir o conceito
de naturalidade do crescimento em relagao ao gradiente. Investigamos evidéncias de
um termo natural para a equagao k-Hessiana, veja (1.6) abaixo. Para isso, inicialmente

considere a equagao

Z aij (X7U,P,A)uxixj =b(x,u,p,A) em Q
Li=1 (1.4)

u=¢ em 0Q

onde ¢ : 000 — R ¢ continua e b, a;; sao tais que
b,a; € C' e aj(x,u,p,A) >0 para todo (x,u,p,A) € QxR xR™ x R"™.

De acordo com a se¢ao anterior, desejamos determinar uma fungao Hy[x,u,p, A] tal

que
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. |B(X)u’7p7A)|
| = 1.5
|P|i>n"1'0° ’Hk(xa uupaA)’ ( )

sempre que

IB(x,u,p,A)l

im —00, ¥V x€Q, ueER e AERY,
Ipl—-+oo [pltraco(as; (x,u,p, A))

onde B: Q x R x R™ x R™ — R™ de classe C!, ayj(x,u,p,A) é a matriz correspondente
ao operador k-Hessiano. Além disso, Hy(x,u, Vu, D?u) deve ser invariante por uma

mudanca do tipo Kadzan-Kramer para a equacao

;

Sklu] = g(u)Hy[u, Vu, D?u] + f(x,u) em Q

u<o em Q (1-6)

u=20 em 00

\
onde Sy [u] é o operador k-Hessiano, definido como a soma de todos os menores principais
de ordem k da matriz Hessiana D?u de uma funcao u € C2(Q), g : (—o0,0] — [0,00) é
uma funcao continua e f € C(Q x R~), com f(x,z) > 0 para z < 0.

Como veremos, o termo Hy apropriado é dado por

(}) x
Hiw, Vu, D*u] = Y 3 det([D*ul; < uy, Viu) (1.7)
i=1 t=1
onde _ -
Uy,
. Uy,
|
|t
e [D?u]; = (D*u)[as, i), com i = 1,..., (), representa a i-ésima submatriz principal
de D?u de ordem k determinada pelo conjunto de indices oy = {i1, -+ , 4} C {1,--- ,n}.

Além disso, a matriz ([D?ul; & Uy, tu) é obtida ao substituir a coluna t da matriz
[D?ul]; pela coluna de elementos do vetor (Ux,, tu), mantendo as demais colunas inalte-
radas.

Verificamos que a mudanca de variaveis do tipo Kazdan-Kramer dada por

0 0
Agl(s) :—J e“Wdt, com G(t) :J g(t)dT (1.8)

S t
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transforma a equagao (1.6) na equacao k-Hessiana sem o termo k-gradiente Hy

/

Skl =h(x,v) em Q

v<0 em Q (1.9)
v=>0 em 0Q),
\
onde
h(x,s) = ekG(A?(S))f(x,Agl(s)). (1.10)

Por fim, verificamos que o termo Hy definido por (1.7) satisfaz a condigao de naturali-
dade (1.5). Outro fato importante a ser observado é que este termo estd intimamente
relacionado com a norma no espago da fungoes k-admissiveis ®f(Q) (Lema 2.1) que é o
espaco natural para o estudo do operador k-Hessiano, conforme proposto por Caffarelli,
Nirenberg e Spruck [4].

A partir disso, foi possivel apresentar resultados de existéncia de solugoes para a
equagao (1.6) para o crescimento sublinear ou superlinear do tipo polinomial no caso
Sobolev k < n/2. Comprovamos a existéncia de solugoes em condigoes subcriticas ou
criticas para o crescimento do tipo exponencial no caso Trudinger-Moser k = n/2. Com
base no resultado estabelecido por Tso em [37, Proposigao 1] estabelecemos resultados de
nao-existéncia para a equagao k-Hessiana em (1.6).

Sendo Hy[u, Vu, D?u] o termo conveniente em (1.6), dizemos que o crescimento na-

tural do termo k-gradiente Hy na equacgao k-Hessiana é evidenciado pelos seguintes itens:

A) Para k =1, H;[u, Vu, D*u] = |[Vul? que corresponde ao termo natural para o opera-

dor de Laplace Au = S;[u];

B) A equagao k-Hessiana com o termo k-gradiente Hy é invariante por uma mudanca de

Kadzan-Kramer, Proposicao 3.1.
C) O termo k-gradiente Hy satisfaz a hipétese natural (1.5), Lema 5.1.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2

Apresentaremos o simbolo de Kronecker Generalizado, juntamente com suas principais

propriedades, o qual desempenha um papel bastante relevante na teoria de determinantes.
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Definiremos o operador k-Hessiano apontando sua estrutura divergente e sua propriedade
de elipticidade. Veremos que a propriedade de elipticidade é fundamental e serd valida no
espaco da fungoes k-admissiveis. Por fim, definiremos o termo k-gradiente, provaremos
que esse termo estd relacionado com a estrutura variacional da Hessiana no espago das

funcoes k-admissiveis e apresentaremos formas alternativas de calcula-lo.

Capitulo 3

Discutiremos uma mudanga do tipo Kazdan-Kramer para a equagao k-Hessiana que se
apresenta como uma generalizacao natural da mudanca classica para a equagao de Laplace
com termo gradiente quadrético |Vul?>. De fato, veremos que o termo k-gradiente Hy,
desempenha na equacao k-Hessiana o papel do termo quadratico |Vul? na equacao de
Laplace. Para finalizar, apresentaremos uma condicao suficiente (Corolario 3.1) para
que a k-admissibilidade das solugoes da equacao (3.3) seja preservada pela mudanca de

Kadzan-Kramer.

Capitulo 4

No capitulo 4 vamos apresentar resultados de existéncia de solucoes para uma nova classe
de equagao k-Hessiana para o crescimento sublinear ou superlinear do tipo polinomial no
caso Sobolev k < n/2; neste caso, o limiar de existéncia em alguns casos particulares sera
discutido. Além disso, para o crescimento do tipo exponencial no caso Trudinger-Moser

k =n/2, provaremos a existéncia de solucoes em condigoes subcriticas ou criticas.

Capitulo 5

O principal objetivo do capitulo 5 é apresentar mais uma evidéncia (Lema 5.1) da natura-
lidade do termo k-gradiente que denominaremos de “hipdtese natural”(1.5). Incluiremos
nesse capitulo um resultado de inexisténcia para uma equacao k-Hessiana envolvendo o

primeiro autovalor do operador k-Hessiano.

Parte dos resultados obtidos nesse trabalho encontram-se publicados em (Cardoso, M.,
de Brito Sousa, J., de Oliveira, J.F. A Gradient Type Term for the k-Hessian Equation,
J. Geom. Anal. 34, 2024)



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes, propriedades e resultados preliminares

que serao utilizados ao longo do trabalho.

2.1 O simbolo de Kronecker Generalizado

As informagoes apresentadas nas duas préximas segoes podem ser encontradas em [25].

O simbolo de Kronecker generalizado serd denotado por

’rl 1‘2 .. ‘rm
)
Sl 52 .. Sm
onde m é um dos inteiros 1,2,--- ,n e as listas (rq, -+ ,Tm) e (S1,---,Sm) podem ser
tomadas, independentemente, no conjunto de n valores {1,2,--- ,n}. O simbolo de Kro-

necker generalizado satisfaz as seguintes propriedades:

TL To e Tm )
(a) =0 se as listas (r4,--- ,Tm) e (S1,- -, $m) de m valores esco-
Sl 82 .. Sm
. . ~ . 2
lhidos no conjunto {1, 2, --- ,n} sao diferentes. Por exemplo, = 0.
2 3
THL T -+ T , . .
(b) ¢ alternada tanto nos valores sobrescritos quanto nos subscri-
Sl 32 PR sm

tos. Em outras palavras, uma mudanca na posicao de quaisquer dois dos m valores

sobrescritos (ou subscritos) altera o sinal, mas nao o valor numérico obtido pelo

i 1 2 2 1 Ty To TT To
simbolo. Dessa forma, = — e = —
S1 S2 S1 S 1 2 2 1
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I . , Tt T2 -0 Tm :
Uma consequéncia imediata é que = 0 se houverem dois valo-
51 82 PRI Sm

res numéricos iguais na lista sobrescrita (ou subscrita). Por exemplo,

1 1 T To 1 2 2
=0 , =0 e =0
S1 So 1 1 S1 S2 S3
(¢) Quando (rq,+-- ,Ty) € (S1,--+,Sm) s@o apenas arranjos do mesmo conjunto de m
, . . . ) Ty T2 = T
numeros distintos escolhidos no conjunto (1,2, --- ,n), o simbolo
Sl S2 .. Sm

receberd o valor 1 se for necessario uma quantidade par de inversoes para obter do
arranjo inicial (r{,---, 1) o arranjo final (s1,---,s;n) e receberd o valor —1 se for

necessario um nimero impar de inversoes.

As trés propriedades acima definem o simbolo de Kronecker e podem ser resumidas da

seguinte maneira: quando (ri,---,Tm) e (S1,-+,Sm) sao arranjos do mesmo conjunto
de m numeros distintos do conjunto (1,2,---,n), serd atribuido o valor +1 ao simbolo
‘rl ‘r2 “ .. Tm

, caso contrario esse simbolo vale 0.
ST So .- Sm

E consequencia imediata da definicao que
T‘l 1‘2 “ .. T‘m S]. 82 .. Sm
Sl 82 “ .. Sm ‘rl ‘r2 .. ‘rm
A partir de agora adotaremos a seguinte convencao: dizemos que uma determinada
letra, é uma “letra de soma”’no simbolo de Kronecker generalizado para indicar que a
mesma, devem ser atribuidos os n valores numeéricos (1,2, -+ ,n) e as n expressoes re-
sultantes devem ser somadas. Salvo mencao explicita, as letras gregas indicarao letras de
soma. Dessa forma, segundo essa convencao, em um simbolo de Kronecker generalizado
cujos indices sao letras gregas (ou de soma), os valores designados a estas letras aparecerao
sempre duas vezes na expressao, uma vez como subscrito e uma vez como sobrescrito.

Por exemplo, para m = 2 e n = 3, temos

1 2 12 12 12 12 12
= + + + +
B Bo 12 2 1 1 3 31 2 3
12 12 12 12
+ + + +

w
[\
—_
—_
[\)
[\)
w
w
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Obviamente, apenas as duas primeiras parcelas da soma acima sao diferentes de zero, mas
sempre que usarmos uma letra de soma devemos ter em mente todas as somas. No caso
mais geral, isto é,

X1 o

B1 Bo
estamos representando uma soma com 108 parcelas, sendo 9 parcelas para (o, &) =
(1,2), 9 parcelas para (o, x2) = (1,3), 9 parcelas para (&, xs) = (2,3), 9 parcelas para
(1, x9) = (2,1), 9 parcelas para (o, ®s) = (3,1) e 9 parcelas para (o, x) = (3,2),
somando um total de 54 parcelas. As outras 54 parcelas sao obtidas trocando os papéis
de o1 e as por 31 e B2 no processo. Vale ressaltar que a grande maioria dessas parcelas
sao nulas e nao afetam no resultado.

Dessa forma, é verdade que

THn Tg -+ Tm Tn T2 -0 T X1 X2 Xm
— : . (2.1)

S1 S2 -+ Sm X1 &g -0 K $1 S2 Sm

A expressao a direita indica, de acordo com a nossa convengao, m somatorios distintos.

X1 . q .
Mas = 0 a menos que o simbolo de soma «; seja atribuido ao valor particular s;

S1
para que a soma em relacao a o« produza

Ty T2 -0 T 5] Km
S1 &z - O S2 Sm
obtendo agora (m — 1) somas. Continuando com esse argumento obteremos a equacao

(2.1). Um argumento similar produz

Ty T2 o0 T 1 Ty To 0 T K Ko -+ Om

= — : ) (2.2)
m!
sl 82 PRI Sm “1 “2 PRI “m Sl 82 PR Sm

De fato, nos m somatérios a direita todos os termos, para os quais (&, -+ , &) nao é ape-
nas um rearranjo de ambos os grupos de m ntimeros distintos (r1,--- ,Tm) e (S1, *+ ,Sm),
desaparecem. Todos os termos para os quais (&, - - - , &) é tal arranjo, obtemos o mesmo
valor +£1. Para uma inversdo em qualquer arranjo particular (aj,---,a;m) do simbolo

] Ty 1) P Tm
de soma (o, -, ®y,) muda-se o sinal de cada um dos fatores e

a’l (12 .. am

a az -+ Qm . . .

. Como existem precisamente m! arranjos (ai,--- , amy) quando os

S1 S9 - Sm
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grupos (rq, -+ ,Tm) € (S, -+ ,sm) de m nitmeros distintos sao iguais, a veracidade de

(2.2) segue imediatamente. Podemos concluir de maneira semelhante que

'['1 ‘rm 1 O(‘l (xm ocm+1 O('Tl. ‘rl T‘m
T ml(n—m)!

(2.3)

Em primeiro lugar, é evidente que nos somatérios do lado direito de (2.3), (o, -, &tm)

e (&ma1, "+, 0n) devem ser arranjos de (S1,- -+ ,Sm) € (Smy1, - ,Sn) respectivamente e

(1, -+, n) deve ser um arranjo de (1,2,--- ,n), para que o termo correspondente tenha

um valor diferente de zero. Por isso, (s, --,s,) deve ser um arranjo dos n nimeros

(1,2,--- ,m) para que a expressao a direita de (2.3) tenha um valor diferente de zero.

Uma inversao em qualquer arranjo (ay, -« , @y, ) de (¢, - - - , &, ) muda o sinal de ambos os
al a2 “ .. am ‘rl ‘r2 “ .. ‘]"m

fatores e do termo correspondente na soma
Sl 82 .. Sm a‘l a2 .. am

e, portanto, o valor do préprio termo permanece inalterado. Isto explica a presenca do

1

fator numérico ———.
m!(n —m)!

2.2 Definicao de Determinante

Vamos considerar as n? quantidades al onde T e s variam independentemente sobre os

n ndmeros (1,2,---,n). Definimos o determinante dessas n quantidades da seguinte
maneira
1 2 . n N o
D= atag?--apt (2.4)
X1 Oy - On
e este determinante sera considerado de ordem n.. E evidente que se (11, - -+ ,T,) é qualquer
arranjo de n numeros (1,2,---,m) podemos escrever D na forma equivalente
‘r‘l ‘r‘2 PN ‘r‘n
J— X1 X2 (o8
D= ajlali?---ap". (2.5)
al aZ PR “n
Cada inversao no arranjo (11, -- , Ty ) traz consigo uma inversao no arranjo (&, -+ , Xm).

Por exemplo, no caso n = 3, podemos escrever D como
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na sua forma equivalente
2 1 3

Xo &1 &3

ou ainda, por uma mera troca dos simbolos de soma o e 3, como

2 1 3 e
a,'a;’as’
X1 2 O3
Ao atribuir aos n valores (rq,---,Tn), cada um independentemente, podemos obter de
(2.5) os n valores (1,2,--- ,n). Entao, somando as expressoes resultantes temos
1] P P2 -+ Pn
_ P1 P Pn
D= 0 aglap? ---agh. (2.6)
. o g - On

Este resultado é importante porque mostra que os sobrescritos e subscritos dos n? ele-
mentos a; do determinante desempenham exatamente os mesmos papéis. Na verdade, o

determinante D poderia muito bem ter sido definido pela equacao

Cx,l CX2 .« . an

I 1 2 n
D' = L Uy, g, - " Qg - (2.7)
e n
como na equacao (2.4). Pois obtemos como antes
(X’l (X«2 .« e (X’Tl
/ T1 4T2 T
D' = Qg ag - ag (2.8)
1‘1 1‘2 .« e T‘n
I [ & - Qn
— P1 P2 P
= agtad? ---agh. (2.9)
|l P1 P2 o Pn

Donde D’ = D, ou seja, o valor do determinante de n? elementos ordenados al permanece
inalterado pela mudanca de ordem correspondente a troca de subscrito e sobrescrito.
Organizando os n? elementos em n linhas de n elementos cada uma da maneira usual,
este é um resultado conhecido de que uma troca de linhas por colunas nao afeta o valor

de um determinante.

2.3 Operador k-hessiano e Funcoes k-admissiveis

Seja QO C R™,n > 2, um dominio suave e limitado e u € C?(Q). Para k =1,2,--- ,n,

defina Sy [u] como o k-ésimo operador Hessiano dado por
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onde A = (Aq, ..., An) s@o os autovalores da matriz hessiana D?u, e

oA = D> Ay, (2.11)

i1<...<ig

é 0 k-ésimo polinomio simétrico elementar. De forma alternativa, Sy [u] pode ser definido

como

Silul = [D*uly

onde D?u é a matriz Hessiana de u e [A]y denota a soma de todos os menores principais
k x k da matriz A. Vale ressaltar que, embora para k = 1 tenhamos S;[u] = Au que é um
operador linear, Sy[u] com 2 < k < n representa uma série de operadores nao-lineares

que ligam o operador Laplaciano ao operador de Monge Ampere S, [u] = det D*u.

Exemplo 2.1. Consideremos o cason = 4 e k = 2. Sejau € C3(Q), QO C R* com

2 L . . . P
x = (X1, ;%) € Q € Ugx; = agi;xj' Além disso, a matriz Hessiana nesse caso € dada

por D>u = [uxixj]1<i)’<4' Pela definicao classica de determinantes, a soma de todos 0s

menores principais 2 x 2 da matriz Hessiana D?*u € dada por

X1 KXo
Solu] = [D2U—]2 = Z B, B U xp, Wxayxpy
1 2

onde a soma € tomada sobre todas as listas (x1,x3) e (B1,P2) escolhidas no conjunto

{1,2,3,4}. Assim,

SQ[u] = Uy xg Wxoxo — Wxyxo Uxoxg
+ uxlxluX3X3 - uX1X3uX3X1
+ uxlxluX4X4 - uX1X4uX4X1
+ UyoxoUxzxs ™ UxoxzUxaxg
+ uXQXQuX4X4 - uX2X4uX4X2

+ UxsxgWxaxa — Uxgxg Uxaxs-

Agora vamos apresenta informagoes fundamentais do operador k-Hessiano que podem
ser encontradas nas notas de Wang [40] e serao amplamente utilizadas no desenvolvimento
desse trabalho.

De agora em diante, sempre que utilizarmos o simbolo de Kronecker generalizado

estaremos adotando letras de soma nos indices sobrescritos e subscritos.
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Embora os operadores k-Hessianos sejam nao-lineares para 2 < k < n, eles possuem
uma estrutura divergente. Para verificar isso considere uma matriz simétrica r = [ry;] €
M(n x n) e observe que Sy[r] é justamente a soma de todos os menores principais k x k

de r, que podemos escrever explicitamente da seguinte maneira

1 ol e I
Silrl = E Z L . TijiTije * " Tig (212)

. 1 ]2 e Jk
onde o somatério é tomado sob todas as listas (11,12, ,1k) € (j1,j2, - ,jx) escolhidas
no conjunto {1, 2, - -- ,n} correspondente a cada uma das (E) submatrizes principais de .
Note que existem apenas (E) pares de listas (iy,12, -+ ,1k) € (§1,j2, -+ ,jx) para os quais

o simbolo de Kronecker associado
i iy - iy
TR

1
nao ¢ nulo. A equacao (2.6) justifica o termo il antes do somatoério. Essa maneira de

expressar o k-Hessiano foi proposta por Wang em [40]. Definindo

0
S”[] o Sy [r] (2.13)
ij
Wang obteve
y N
S [ — 1 | Z . Ti51Ti0j2 * " Tiko1jketo (214)
j2 o Jk—1
onde o somatorio é feito sob as (Ej) escolhas de indices (ij,1g, -+ ,1x_1). Com essa
expressao, Wang concluiu que
1« o
= 2 myS{. (2.15)
ij=1

Se r = D?u um célculo direto produz (veja em [29])
n d 1) ) .
Z 6_ [D“u] = 0, para todo 1i. (2.16)

Portanto, Sy [u] assume uma forma divergente, dada por

Z ul)S” D2 = l i

1]1

SUD2u)), (2.17)

(_\.
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onde Ui = Uy, € U = Uy x; - Isso leva a diversas propriedades variacionais e de teoria
do potencial que foram extensivamente estudadas por muitos autores e ha uma vasta
literatura sobre o assunto, veja [5,21,26,35,41].

Para garantir que o operador k-Hessiano seja eliptico, é necessério restringir o espago
das funcoes C%(Q). Dado u € C?(Q) N C(Q), para cada x € Q, denotamos por
A(D?u)(x) = (A1,...,An) onde Aq,..., A, representa a lista de autovalores de D?u em

x € Q. De acordo com [40,41], uma funcdo u € C?(Q) N C(Q) é k-admissivel se,
A(D*u) € Ty (2.18)

onde T é um cone convexo simétrico e aberto em R™, com vértice na origem, definido
por

Ne={A=A1,..,A) €eR"|[o5(A) >0, j=1,...,kkL
Note que o7 (A(D?u)) = Si[u] = Au e o, (A(D?u)) = S [u] = det D?>u. Assim, uma
funcdo u € C%(Q) é subharmoénica se, e somente se, é 1-admissivel. Além disso, uma
funcao u que é n-admissivel deve ser convexa. Para qualquer 2 < k < n, uma funcao
k-admissivel é subharmonica e o conjunto de todas a funcgoes k-admissiveis é um cone

convexo em C2(Q). Denotamos por ®*(Q) o conjuntos das funcoes k-admisiveis, isto &,
O*(Q)={ueC(Q)NCQ) : Sl >0em Q, j=1,....k}

Esse espago foi proposto por Caffarelli, Nirenberg e Spruck [3,4]. O subespago do conjunto

das fungoes k-admissiveis com condi¢ao de fronteira nula é denotado por @f(Q), isto é,
OF(Q)=fueC’(Q)NCQ) : Sl >0em Q, j=1,...k, eu=0em 3Q}.

O operador k-Hessiano ¢ eliptico, quando restrito ao espaco ®§(Q). Veja [37] para deta-

lhes. Além disso, foi demonstrado em [3] que a equagao

Slu] =f(x,u) em Q
(2.19)
u=>0 em 0Q),

onde f: Q x R — [0, 00) de classe C2, admite uma solucdo k-admissivel se, e somente se

a fronteira 0Q) satisfaz
Ox—1(p1, -, Pn_1) > po >0, (2.20)

onde pq,- -+, Pn_1 denotam as curvaturas principais de 0Q) em relacao a normal interior.

Neste texto, assumiremos que 0Q) satisfaz a condigao (2.20).



Capitulo 2. Nogoes Preliminares 14

A forma divergente do operador k-Hessiano permite definir uma norma em ®f(Q)

dada por
k+1
IIuIIq)lS(Q) = (J —uSk[u]dx> , WE (Dg(Q).
Q

E possivel verificar que a expressao acima define uma norma em Of(Q), veja [40] .
As seguintes desigualdades do tipo Sobolev foram provadas em [41]. Para fungoes

convexas, essas desigualdades foram estabelecidas pela primeira vez em [36,37].

Teorema 2.1. Seja u € OF(Q).

(i) Se 1l < k < %, entao [[ufr+1q) < Cllullox para todo p +1 € [1,k*], onde k* =
nk;i), C depende apenas de n, k, p e |Q)].
(it) Sek =3, entio |[ullir(0) < Cllullox para qualquer p < oo, onde C depende apenas

den, p e diam(Q).
(iti) Se 3 <k <n, entio ||[ufi=(0) < Cllullex, onde C depende de n, k e diam(Q).

Considerando Bg(0) a bola de cento 0 e raio R > 0, para uma funcao radial u €

®f(Br(0)), temos

R

k+1 _ . _ Wngn—1 n—k(, /\k+1
il = [, wsdan= S (071 [rtten ean
Portanto, quando p +1 = k* e k < ¥, pelo mergulho cldssico de Sobolev, a melhor

constante C é atingida quando Q = R™ pela funcao u(x) = (1 + |x|2)2kﬁ

Além disso, quando p + 1 < k*, pela desigualdade de Holder, vemos que a constante
C depende do volume [Q. Quando k > %, foi demonstrado que qualquer fungao k-
admissivel ¢ Holder continua com o expoente 6timo & = 2 — 3 veja [35]. O Teorema 2.1
foi utilizado em [32] para estudar os problemas variacionais associados. Em [34], também
foi mostrado que para qualquer fungao k-admissivel u € OF(Q), [[ullgr < Cllul/gx, onde
1 <l<k<mne C¢éuma constante que depende de n, k, L e Q.

Vale ressaltar que pela compacidade do mergulho de Sobolev W12(Q) < LP(Q) para
p < 755, também temos a compacidade do mergulho d)k(Q) — LP(Q) para p < k* se
1 <k< F,oup<ooparap > 5. Veja [40] para mais detalhes.

Observe agora a seguinte desigualdade do tipo Moser-Trudinger para a equacao k-
Hessiana com k = 7. Quando n = 2, k = 1, ela coincide com a desigualdade especial

de Moser-Trudinger Wy (Q) < L®"(Q) com ¢(t) = et”. Em [32] foi provado o seguinte

resultado:
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Teorema 2.2. Seja k = 5. Entao, para 0 < x < o e 1 < B < Po tais que

B
sup J e <|u“"6> dx < C, (2.22)
0

ued§(Q)

s

B _ 2/n . . o
Lot (MH]YE By = 22w, € a drea da esfera unitdria em R e C ¢

ondeoq):n[ el O =,

uma constante positiva que depende apenas de n e diam(Q)).

De acordo com o Teorema 2.2, o conjunto ®f(Q) pode ser mergulhado no Espaco de
nt2

Orlicz associado & funcao et ™ Lembrando que para uma funcao par e convexa ¢ em R

que satisfaca limy_,. ¢(t)/t = oo, a classe de Orlicz L®(Q) é o conjunto de funcoes que

satisfazem
J P(u(x) dx < oo,
Q

e o Espaco de Orlicz associado a ¢, L' (Q), é o invélucro linear de L®(Q) com a norma
|ullLes (o) =inf{k > 0: [, d(ku) dx < 1}. Em [24,33], Trudinger e Moser provaram fazer
sentido o mergulho W™ (Q) < L®(Q) com ¢(t) = et™ 1. Trudinger demonstrou
através da expansao de Taylor que existe um pequeno A > 0 tal que para todo u €

W™ (Q) com ||Dufin(q) = 1,

| e rax<c
Q

Moser melhorou o expoente A para o valor étimo A = n(wy_q)" ™1,

Ressaltamos que o operador k-Hessiano desempenha um papel importante na anélise
geométrica, equacgoes diferenciais parciais e outras areas da matematica moderna, ver
[13,31,35]. Para resultados recentes, recomendamos [8,9, 14, 26,38-40] e as referéncias

contidas nesses artigos.

2.4 Termo k-gradiente

Considere uma matriz A € M(n x n) com elementos reais. Para conjuntos de indices
o, B C {1, -+ ,n}, o nimero de elementos de & é denotado por |x|. Denotamos por Alx, 3]
a submatriz com as entradas das linhas de A indexadas por « e as colunas indexadas por
B. Se ambos & e 3 s@o iguais, chamamos a submatriz resultante A[x, &] de uma submatriz
principal. Uma matriz n x n possui um total de (E) submatrizes principais diferentes
de ordem k. Ou seja, existem (E) maneiras de escolher um conjunto de indices & com k

elementos em {1,--- ,n}.
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Seja A = [a, -+, a,] € M(n x n) particionada de acordo com suas colunas e seja

b € R", definimos uma operacao especial, denotada por (A & b), da seguinte forma:

(A& b)=lar - ai1,b,ai - ay

Ou seja, a matriz (A & b) é obtida ao substituir a coluna i da matriz A pela coluna
de elementos do vetor b, mantendo as demais colunas inalteradas.

Para cada k =1,...,1, o menor principal de ordem k da matriz A = [a;;] € M(nxn)
¢ o determinante da submatriz principal A, o). Com a notacao acima, para Q C R™,n >

2 um dominio suave limitado, u € C2(Q) e 1 < k < m, o operador k-Hessiano é dado por

= ) det(D*u)lx, o (2.23)
|x|=k
em que a soma ¢ feita sobre todos os (Tk‘) conjuntos de indices o C {1,--- ,n} com || =

Definicao 2.1. Sejau € C%(Q). O termo k-gradiente dew, denotado por Hy [u, Vu, D?u]

¢ definido por

(}) x
Hy [u, Vu, D*u] = ZZdet ([D%ul; Uy, Viu) (2.24)
i=1 t=1
onde 3 )
Uy,
tu=| |, (2.25)
| M
e [D*u]; = (D2u)[oy, 4], comi=1,..., (E), representa a i-ésima submatriz principal de
D?u de ordem k determinada pelo conjunto de indices oz = {i,--- , 41} C {1,--- ,n}.
Como observado por Wang em [41],
HuHé%l = J;) —uS,[u J ZuxluX SUuldx ; u e OF(Q). (2.26)

O resultado abaixo mostra que o termo k-gradiente estd relacionado com a estrutura

variacional da Hessiana no espacgo das funcoes k-admissiveis.

Lema 2.1. Sejau € C?(Q). Entdo

1 ..
Hy[u, Vu, D?u] = X Z Uy Uy, SV [D?u] (2.27)

ij=1
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Em particular,

[ull$e! :J Hi [u, Vu, D*uldx ; u € 0f(Q).
0 Q

Demonstracao. Vamos denotar por [D?u] ij a j-¢ésima coluna da submatriz principal [D%ul;.

Usando a defini¢ao dada em (2.6) temos que

K
Z det([D?u]; & Uy, fu)
t=1

k
= Z det([D2u]ﬂ, Sy [D2u]it71; U, 1i<u7 [DZu]itJrlu ) [DQu]ik)
t=1

= det(uxil ‘L, DR + - -+ det (D%, - ,LinkV]iu)

1 il 12 . ik
o g ) J J ux‘q LLXJ'1u7“12xi2 T uxikxik
P PR K
1 :Ll 12 ce ik
+ R + g j j j uxilleuxizsz . e uxikuxjk.
1 g - "

Relembre que, na notagao do simbolo de Kronecker generalizado acima estamos utilizando

letras de somas. Dessa forma, temos que

2.1 _ L .
Hk [u, Vu7 D u] = Z {k‘ . . . uxil uleuX12Xj2 uXikak
1i=1 1) )2 o )k
14 i - ik
+ -+ ol . Wi xg, Uiy gy 7 Uiy Wy
. )1 J2 PR Jk
1 1 i2 Ce i’k
- Euxilxh Z m . . Uiy xgy = oo gy x5,
)2 o )k
1 1 iTl.—k—l—l T ‘i'n
Tt Euxinxjn Z m . . uxi’nfk+lxjnfk+l e uxinflxj“*ﬁ
| Jn—x+1 " In

onde cada somatério nao indexado na iltima identidade é determinado pelos indices
das (Ej) submatrizes principais de ordem k — 1 que nao contém o termo Uy, x;, COM
le{l,--- ,n}

Para concluir a prova, usamos a expressao definida em (2.14) no somatério de cada

parcela acima

1 ny 1 iy
Hy [u, Vu, D*u] = Euxilu"hskm ] + ...+ Eumnuxmskn]n [u]

1 & y
=7 Z Uy Uy, SY[D?u].

ij=1
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Em particular, podemos definir uma forma mais natural de ver a norma em (2.26), dada

por

=
@g

st = (J Hyfu, Vu,D2u1dx> ) (2.28)
Q

O

Note que, se k = 1, a matriz hessiana D?u possui exatamente n submatrizes principais

de tamanho 1, logo

HuHcpg:(J Hl[u,Vu,DQqux) = (J Zuxiumdx) =(J rw?dx)
Q Q Q

ij=1

-
S



Capitulo 3

A mudanca de variavel do tipo

Kazdan-Kramer

Neste capitulo, iremos discutir uma mudanca do tipo Kazdan-Kramer para a equacao
k-Hessiana que se apresenta como uma generalizacao natural da mudanca classica para
a equagao de Laplace com termo quadrético. De fato, veremos que o termo k-gradiente
Hy definido no capitulo anterior desempenha na equacgao k-Hessiana o papel do termo

quadratico |Vu/? na equaciao de Laplace.

3.1 Mudanca de variavel de Kadzan-Kramer na equacao
de Laplace

Considere o problema

—Au=|VuPl+f(x,u) em Q

u>0 em Q (3.1)

u=0 em 0Q
onde Au = S;[u] é o Laplaciano e f : Qx [0, 00) — [0, 00) é uma funcao continua. Esse tipo
de problema ganhou destaque apds os trabalhos [1,11,15,18-20]. Em parte, essa atengao
¢ motivada pela observacao de Kazdan-Kramer [20] de que o problema (3.1) pode ser

transformado, por meio de uma mudanca de variaveis, em um problema sem dependéncia

do termo de gradiente |Vul?, abrindo espaco para considerar novas possibilidades. De

19
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fato, a mudanca de varidveis v = e* — 1 transforma o problema (3.1) na equagao

/

—Av =h(x,v) em Q
v>0 em Q (3.2)

v=20 em 0Q)

\

onde h(x,v) = (1 4+ v)f(x,log(1 4+ v)).

Inspirados por [20] e pelos desenvolvimentos recentes em [6], vamos mostrar que o
termo Hy = Hy[u, Vu, D?u], k > 1, desempenha o papel do termo quadratico |Vu/? em
(3.1), quando usamos o operador k-Hessiano Sy[u], k > 2, em vez do Laplaciano Au. De

fato, consideramos a equacao

;

Silul = g(u)Hy[u, Vu, D?u] + f(x,u) em Q
u<0 em Q (3:3)

u=20 em 0Q)

\

onde g : (—o0,0] — [0,00) e f: Q x R — R sdo funcdes continuas. Como observado no
capitulo anterior, H;(x,u, Vi, D?u) = [Vul?. Nesse sentido, a equacao k-Hessiana (3.3)
com o termo k-gradiente Hy em (2.24) estende o problema (3.1) para k > 2. Além disso,

provaremos que (ver Sec¢ao 3.2) a mudanga de varidveis do tipo Kazdan-Kramer dada por

Agl(s) = —J

S

0

eWdt, com G(t) = J g(t)dt (3.4)
t

transforma a equagao (3.3) na equacao k-Hessiana sem o termo k-gradiente Hy

(

Sxlvl =h(x,v) em Q

v<0 em Q (3.5)
\ v=20 em 0Q),
onde
h(x,s) = e ¢ D f(x, A1 (s)). (3.6)

3.2 Mudancga de variavel de Kadzan-Kramer para a
equacao k-Hessiana

O préximo resultado foi essencialmente provado em [42, Lemma 2.3] e nos diz precisa-

mente como a composicao de fungoes afeta o operador k-Hessiano e fornece a chave para
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encontrar o termo do tipo gradiente para a equagao k-Hessiana em (2.24).

Lema 3.1. Seja u € C?(Q) e seja A : 1 — R uma funcao C? definida em um intervalo

I D{u(x) : x € Q}. Entao
SklA(W)] = Siu[A/ (W)]* + [A/ (W] 'A" (WHy (x,u, Vu, D*u), k=1,2,....n
onde Hy[u] € o k-gradiente de u.

Demonstracao. Parai=1,2,---, (E), seja oy = {11, -+ , 1} C {1, -+ ,n} um conjunto de
indices com |o;| = k. Portanto, temos a submatriz correspondente D?(A(u))[o, o] =

[di, di, - - - di,] em que cada coluna d;,, 1 <t <k, é da forma

dit = A“(u)d%t + A'(u)dQ

1t?

€I que
Uy, U, Wi xi,
1 Xig TUXi 2 XigXi
(i1 — 2 t e (i_L — 27
t . t
| uXikuXit | L uXikXit |

Sabendo que a funcao B — det B é multilinear nas colunas de B, temos

det D2(A(u))[oq, (Xi] = det[dil diQ s dik]
= A"(u)detld;, di, -+ di ]+ A'(u)det[df di,--- dy]
= (A”(w))*det[d}, di, - di] + A" (WA (u)detld;, df, -+ dy,]

12

+ A'(WA” (u) det[d?, di, -+ di ]+ (A'(u))?detld], di -~ di].

Observando que as colunas d%l e dil2 sao proporcionais, podemos escrever

det D*(A(u))[oxi, o] = A" (WA (w) detldy, df, -+ di ] + A (WA”(u) det[d], di -~ di,]
+ (A'(w))* detld, df, -+ di].
Para s # t, as colunas d%s e d%t também sao proporcionais. Portanto, podemos repetir o

argumento acima para concluir que

det D*(A(u))[ovi, ] = (A'(u))* det D*ulos, o]

k
+A”(W(A (W) ) det(D*ulo, o] « di ).

t=1
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Portanto,
() (?)
SklA(W] =) det D*(A(w))log, o] = (A'(w))* Y det D*ufo;, o]
i=1 i=1

k
A WA W)Y Y det(Dulo, ol ¢ di,)

(%)
= (A'(u)*Sk[u] + A7 (u) (A (w))*? Z det(D*ulay, o] <= di ).

i=1 t=1

]

Seja g : (—o0, 0] — [0, 00) uma funcao continua. A mudanga de varidveis do tipo Kazdan-
Kramer associada a g é o difeomorfismo C?, A : (—o0,0] = (—o0, 0] dado por

0 0
Agyl(s) = —J eSMdt, com G(t) = J g(T)dT. (3.7)

S t

Com base no resultado abaixo, podemos ver que (3.7) transforma a equacao k-Hessiana

com termo do tipo gradiente (3.3) na equagao k-Hessiana (3.5) sem esse termo.

Proposicao 3.1. Sejam Hy e A4 definidos por (2.24) e (3.7), respectivamente. Suponha
que f € C(Q xR~,[0,00)). Entdo, para cada solucio u € C%(Q) N C(Q) de (3.3),
v =A4(u) € uma solugio de classe C*(Q) N C(Q) da equacgdo (3.5) com

h(x,s) = eXCAa" (S))f(x Agl(s)). (3.8)

Reciprocamente, sev € C2(Q)NC(Q) é uma solugdo de (3.5) com h(x,s) da forma (3.8),
entdo uw= Ay (v) € uma solugdo de (3.3) comu e C*(Q)N C(Q).

Demonstracao. E facil verificar que Ay é um difeomorfismo C? tal que A4(0) = 0,
Ag(—00) = —0 e Ag < 0, Ay > 0 em (—o00,0). Além disso, ele resolve a equagio
diferencial ordinaria

(y'(s))*y"(s) + g(s)(y'(s))* = 0. (3.9)
Se u € C%(Q) N C(Q) resolve (3.3), temos que v = A4(u) é tal que v € C%Q) N C(Q),

v<0em Q ev,, =0. Além disso, uma vez que A4 resolve (3.9), o Lema 3.1 implica

SklAg (W] = [IAL (W1 A (W) + glw)[AL (W] Hiclx, w, Vi, D2u) + (AL (w)]*f(x, w)

= [A (W]I*F(x, u).
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Observando que Ay (s) = el eu = A;l(v), obtemos que v resolve
S [v] = eXCAG gy, A (V).

Reciprocamente, se v € C?(Q) N C(Q) resolve a equacdo (3.5) com h dado por (3.6),

entdo u = A ' (v) é tal que u € C*(Q) N C(Q),u<0em Qeuwu,, =0 Além disso,

temos
SklAg(W)] = Sl = h(x,v) = *CA Mf(x A (v)) = e*CMf(x, u)
e, do Lema 3.1,
SilAg(W] = Siclul[A% (W)1* + [AL (W] A (WHi (x, u, Vu, D?w).
Consequentemente, usando Ag(s) = —g(s)eC®) e comparando as duas tltimas identida-
des, temos

Siclul = A (w)]<eRC 0 (x, 1) — AL ()] LA, (W] KA (wHi(x, w, T, D)
= g(u) Hk(X7 u, VU—, DQU’) + f(X, u’)

Portanto, u = Aal(v) resolve a equagao (3.3). ]
Lema 3.2. Sejau € C2(Q) N C(Q) solucio da equagdo

Slu] = f(x,u) em Q
u=20 em 0Q),

para todok =1,---,n, onde f: Q x R — R ¢ continua e positiva. Entdo u € OL(Q) se

e somente se, u < 0.

Demonstragio. Se w € ®F(Q), temos oj(A(D*u)) = S;(D*u) > 0 em Q, para j =
1,2,--- . k. Em particular, $;(D*u) = Au > 0 em Q. Pelo principio do méximo; se
existir y € Q tal que

u(y) = sup u(x)

entao u é constante sendo u,, =0 temos u = 0. Assim,
0 = Si(D%*u) > f(x,u) >0
o que é impossivel. Logo, devemos ter

u(y) <supu(x); Vy e Q.

xeQ
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Logo, pelo principio do maximo

sup u(x) = sup u(x) =0
xeQ X€E0Q

Assim,

u(y) < supu(x)= sup u(x)=0; Vye Q
xeQ x€0Q)

Isto é, u < 0 em Q.

Para demonstrar a reciproca vamos observar os seguintes fatos:

i) A fungao A : S™™ — R™ que leva cada matriz simétrica A = [a;;] € S™™ no vetor
A= (Ar---,A) dos autovalores de A depende continuamente das entradas de A.

Este resultado pode ser encontrado em [16] (Apéndice D).

ii) Para u € C?(Q), a fungao D*u: Q — S™™ que a cada x € Q associa a matriz

Hessiana D?u(x) é continua.
iii) T pode ser caracterizado da seguinte maneira:
Ne={A=A1,...,An) € R" | o (A) > 0}
(somente k) contendo o vetor (1,---,1). Este fato pode ser encontrado em [40].
Fixado u € C2(Q), seja ¢y : QO — R™ com ¢, = A o D*u. Isto é
du(x) =AD*u(x)) = (A, -+, An).

Basta mostrar que ®f C Ty. Por i) e ii), ¢, é continua. Logo, ¢, (Q) C R™ ¢ um

conjunto conexo. Se u < 0 em Q e uj,, = 0, existe xp € Q tal que min su(x) =

u(xo) < 0. Em particular, D?u(xg) é nao-negativa, assim A(xg) = (A;(x0) -+ ,Ak(xg)) é
tal que
1. )\i(XO) 207 121, , .

2. 0x(Mx,) = f(x0,u(xg)) > 0.

Logo A(xg) € .. Assim,
Axo) € u(Q)NT # @

Sendo ¢ (Q) conexo e I, uma componente conexa, obtemos ¢ (Q) C T.. Portanto u é

k-admissivel. O
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O corolario seguinte apresenta uma condicao suficiente para a k-admissibilidade das

solugbes da equagao (3.3) seja preservada pela mudanga de Kadzan-Kramer.

Corolario 3.1. Assuma f e g nas condi¢oes da Proposicao 3.1. Além disso, suponha f > 0

em Q x R e Ag tal que Hylu, Vu,D?u] > 0 para toda u = A '(v) onde v € OF(Q).

g
Entao, para cada solugio u € OF(Q) de (3.3), v =A4(u) € uma solugio k-admissivel da
equagado (3.5) com

h(x,s) = ¢ Df(x, A (s)).

Reciprocamente, se v € ®E(Q) é uma solugao de (3.5) com h(x,s) da forma (3.8), entdo

u= A;l(v) ¢ uma solugao k-admissivel de (3.3).

Demonstragao. Seja u € Of(Q) solugao de (3.3). Assim, pela Proposi¢ao 3.1, v = A4(u)

étal queve C2(Q)NC(AQ),v<0em Qe v, =0 e satisfaz a equacio (3.5) com
h(x,s) = eXCAa () (x, Agl(s)).

Portanto, visto que f > 0 o Lema 3.2 garante que v é k-admissivel.

Reciprocamente, se v € ®F(Q) é uma solucao de (3.5) com h(x,s) da forma (3.8),
entao pela Proposicao 3.1, u = A '(v) é tal que u € C*(Q)N C(Q),u<0emQeu, =
0. Além disso, esta resolve a equagao (3.3). Por hipStese, A4 é tal que Hy[u, Vu, D*u] > 0
para toda u= A" (v) onde v € OF(Q). Assim,

Sklul = g(uHi(x, u, Vu, D*u) + f(x,u) > f(x,u).

Logo o Lema 3.2 garante que u = Agl(v) é k-admissivel. H



Capitulo 4

Existéncia e nao-existéncia de

solucoes

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia de solucoes para uma nova classe
de equagao k-Hessiana para o crescimento sublinear ou superlinear do tipo polinomial no
caso Sobolev k < n/2. Neste caso, o limiar de existéncia em alguns casos particulares sera
discutido. Além disso, para o crescimento do tipo exponencial no caso Trudinger-Moser

k =n/2, provaremos a existéncia de solu¢oes em condigoes subcriticas ou criticas.

4.1 O caso de Sobolev

Ao longo desta secao, assumimos que Q C R™ (limitado) é de classe C*! e que a condicao

de Sobolev k < n/2 é satisfeita. Considere a equacao k-Hessiana

;

Silul = g(wHy[u, Vu, D?u] + f(x,u) em Q
u<o0 em Q (4.1)

u=20 em 0Q

onde Hy é o termo k-gradiente e as funcoes f e g satisfazem as seguintes condigoes:
(Hg) g:(—00,0] = [0, 00) é uma funcao continua.
(Hf) fe C(Q xR7), com f(x,z) >0 para z < 0.

Nessa segdo vamos considerar a equagao (4.1) para o caso sublinear e superlinear no

sentido estabelecido em [5]. Para tornar preciso esse conceito, considere A; > 0 o primeiro

26
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autovalor do operador k-Hessiano (cf. [41]). Dizemos que f é superlinear se

f(x,z)

lim < A; uniformemente em Q. (4.2)
z—0~ ’Z’k
Se ocorrer
f —
lim x, 2) > A; uniformemente em Q (4.3)
20— |z[k

dizemos que f é sublinear.

Relembremos que a mudanca de variaveis do tipo Kazdan-Kramer dada por

0 0
Agls) :—J eSMdt com G(t) :J g(t)dt (4.4)

S t

transforma a equagao (4.1) na equacao k-Hessiana sem o termo k-gradiente Hy

Sxlvl =h(x,v) em Q

v<0 em Q (4.5)
\ v=0 em 0Q),
onde
h(x,s) = e*C(Aa D f(x, AT (s)). (4.6)
Dizemos que o par f, g é sublinear se
lim MO, Z)k < A1, uniformemente em Q. (4.7)
T (J2estas)
No caso em que ocorre
lim et A, Z)k > A1, uniformemente em Q, (4.8)

T (J2estas)

dizemos que o par f, g é superlinear.

As condigoes (4.7) e (4.8) garantem que h definido por (4.6) é sublinear e superlinear,
respectivamente, veja o Lema 4.1 abaixo. Observe também que, se f é superlinear, entao
o par f, g também ¢é superlinear, veja Observacao 4.1.

Além disso, utilizaremos as seguintes condicoes:
(Hsc) Se k* =n(k+1)/(n—2k) (cf. [37,41]) é o expoente critico para a inclusao ®F(Q) <
LPF1(Q), entao temos

_ ekC (2 f(x, 2)
lim T
_)_

Z——00 (IS eG(s)dS)

onde G(z) = [ g(t)d.

=0, uniformemente em Q, (4.9)
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(Har) Existem constantes 0 < 8 < 1 e M suficientemente grande tais que

0 0
]f——i_:)J e(FHDCsIf(x 5)ds < ekG(Z)f(x,z)J e®)ds
- z

para qualquer z < —M.

z

Lema 4.1. Seja h dado por (4.6). Entdo, temos as identidades

lim h(x,z) .. f(x,z)
z—0~ ‘Zlk _z—>0* |Z‘k

. h(x,z) ekGMf(x, 1)
lim = IHEl

_ k k-
e e (jfems)ds)

Em particular, se o par f, g satisfaz (4.2) e (4.8), entao h € superlinear e satisfaz

h(x,z ‘ —
lim (—) > A1, uniformemente em Q.
25— |z]K
Demonstracao. Pela regra de L’Hopital, temos
tAG(t) _ teGt)
m — 1 = lim —— o
t—0 9 t—0 _J'te s)ds
. eSSt —tg(t)eS)
= lim
t—0- eG(t)

— lim [1 — tg(t)]

t—0—

=1

Ao definir t = Agl(z), temos t — 0~ quando z — 0~. Assim, a partir de (4.12)

. h(x,z) ekG(Agl(Z))f(&Agl(Z))

lim =

20— |z|* z—0- |z|k

ekGf(x, 1)

0 ALK

(A (D)]*f(x, 1)

0 |Ag(H)[k
ALl

—Ag(t) [t

zlim[

De forma andloga, ao definir t = A_!(z), temos t — —oco quando z — —oco. Assim,

g
Ch(xz) . eSATEf(x ALI(2))
lim = lim
zo—o0 |z|K 23 00 |z|k

, ekGMf(x, 1)
= lim

_ k
t——o0 <J.Ec) eG(S)dS)

(4.11)

(4.12)
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Observacgao 4.1. Observe que

k

zA! (z
De fato, assim como em (4.12), temoslim, _, o, A g(( )) =lim, , [1—zg(z)] > 1. Assim,
gz
i ekGl2f(x, z) i [ZA;J (z) ] kf(x,z) i f(x, z)
im = lim > lim )
Aq(z) z[< 7 2o g€

—0oQ k —00
z— (J‘g eG(S)ds> z—
Consequentemente, se f for superlinear, entao o parf,g € superlinear no sentido de (4.8).

Lema 4.2. Suponha que f, g satisfazem as hipdteses (Hg), (H¢), (Hsc) e (Har). Entao,

h em (4.6) satisfaz

h
m M2 (4.13)

P

e, para algumas constantes © > 0 e M suficientemente grande

0 1—-0
< 2), 4.14
thﬁﬂs k+1MMxM (4.14)

para qualquer z < —M.

Demonstracao. Se t = Agl(z), temos t — —oo quando z — —oo. Assim, para qualquer

r>0
_ hix,z) . eFSATEIf(x ASY(z))
lim = lim
zZ——00 ’z,|‘” Z——00 |Z|r
_ o eRGf(x, 1)
= lim ———
t—=—o0 |Ag(t)|’r
_ ekGf(x, 1)
— a0 G(s)de\"
([ies)ds)

Isso implica em (4.13), desde que f, g satisfacam (Hgsc). Além disso, assuma que f e g

satisfacam (Hagr) para algum 6 > 0 e M > 0. Assim, usando a mudanca de variavel

t= Aal(s), obtemos

1-06 kG(AZ1(z)) -1 JO G
< e g I (x, A, (z eS8 ds
k+1 B Ag (2] Agl(z)
1—0
=—"h
iz

para qualquer z < Ag(—M). Isso prova (4.14). ]
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Teorema 4.1 (Caso superlinear). Suponha que f e g satisfazem (H¢), (Hg) e que a funcao
h definida por (4.6) pertence a CH1(Q x R—). Além disso, assuma (4.8), (Hsc), (Hagr)

e f superlinear. Entdo, o problema (4.1) tem uma solugdo ndo trivial u € C2(Q)NC(Q).

Demonstracao. A prova se baseia na Proposi¢ao 3.1 combinada com o resultado de existéncia
em [5, Teorema 1.2]. De fato, de acordo com [5], a equacao k-Hessiana

;

Sklul =P(x,u) em Q

u<o0 em Q (4.15)

u=>0 em 0Q),

\

admite uma solucio k-admissivel em C>*(Q)NC%(Q) para algum « € (0,1) se Q for de
classe C3' e P : Q x (—o0,0] — [0, 00) satisfazendo P € CHH(Q x R~), com P(x,z) > 0
para z < 0, superlinear. Além disso P deve satisfazer (4.13) e (4.14).

Portanto, em vista da Proposicao 3.1, para garantir o Teorema 4.1 e como estamos
assumindo que a funcdo transformada h dada por (4.6) é tal que h € C*(Q x R~) com
h(x,z) > 0 para z < 0, precisamos apenas verificar que h satisfaz as condigoes (4.2),
(4.11), (4.13) e (4.14). O Lema 4.1 garante que h satisfaz (4.2) e (4.11), e o Lema 4.2
mostra que h satisfaz (4.13) e (4.14). O

Para o caso sublinear, provaremos o seguinte:

Teorema 4.2 (Caso sublinear). Suponha que f e g satisfazem (H¢), (Hg) e que a funcao
h definida por (4.6) pertence a CH'(Q x R™) N C(Q x R~). Além disso, assuma (4.7) e

f sublinear. Entdo, o problema (4.1) tem uma solugio ndo trivial u € C2(Q) N C(Q).

Demonstrac¢ao. Assim como na prova do Teorema 4.1, para provar o Teorema 4.2 combi-
namos a Proposi¢ao 3.1 com o resultado de existéncia em [5, Teorema 1.3]. Na verdade,
segundo [5, Teorema 1.3], a equacio (4.15) admite uma solucdo u € C>*(Q)N C(Q) para
algum a € (0,1) desde que Q seja da classe C>, P e CH(Q xR7)NC(Q x R-), com

P(x,z) > 0 para z < 0 e satisfaca

lim bix.z) > A; uniformemente em Q, (4.16)
z—0-  |z]®

e
lim bix.z) < A; uniformemente em Q. (4.17)

2o |2
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Estamos assumindo que h € CH(Q x R7) N C(Q x R~) com h(x,z) > 0 para z < 0.
Portanto, a partir da Proposigao 3.1 e [5, Teorema 1.3], é suficiente mostrar que h dado
por (4.6) satisfaz (4.16) e (4.17). No entanto, isso é uma consequéncia direta de (4.7),
(4.3) e do Lema 4.1. O

Os Teoremas 4.1 e 4.2 melhoram e complementam [5, Teoremas 1.2 e 1.3] ao incluir o
termo k-gradiente Hy. Além disso, esses resultados complementam, para k > 1, resultados
anteriores para o operador Laplaciano k = 1 em [1,11,18,19]. Para problemas relacionados
envolvendo o operador p-Laplaciano, recomendamos [6,23,27] e referéncias citadas neles.

Observamos que o par de funcoes f(x,z) = (e7% — 1)Pe** e g = 1 satisfazem as
condigoes do Teorema 4.2 para 1 < p < k e as hip6teses do Teorema 4.1 se p € (k, k*—1).

Como subproduto dos Teoremas 4.1 e 4.2, temos o seguinte:

Coroldrio 4.1. Assumindo que f(x,z) = (e > — 1)Pe*® para 1 <p <k*—1,p #Xk, e

g =1, entdo o problema (4.1) admite uma solugio ndo trivial uw € C2(Q) N C(Q).

Demonstragao. Inicialmente consideremos o caso 1 < p < k. Observe que as fungoes
f(x,z) = (e7* — 1)Pe** e g = 1 claramente satisfazem as condigées (H¢) e (Hy). Veja
que, nesse caso, h definida por (4.6) é a fungao h(x,z) = |z[P cujas derivadas parciais de

primeira ordem sao Lipschitz continuas quando p > 1. Além disso, ocorre que

kG(z)
e f(x,z 1 —
lim (x,2) = lim ——— =0 < A, uniformemente em Q.

k — _
z——00 (J‘z eG(S)ds> z——c0 (€% — 1)k—P

Para a hip6tese em (4.3) observe que

—z_ {7k
lim {e } =1

z—0~ | —ze %
logo
o f(x,z) (e z—1)Pe* [ —ze =] [ez—11F
lim ——— = lim
-0~ |z[k z250- |z|* e z—1 —ze *?
o (e F—1)Pek® [ —ze 2 " ez —11"
= lim lim
20~ |z|k e z—1| z50 | —ze =
. 1
= lim ——— = o0.

20~ (7 —1)k=P
Portanto, o Teorema 4.2 garante que, quando 1 < p < k, o problema (4.1) admite uma

solucao nao trivial u € C2(Q) N C(Q).
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Agora considere p € (k,k* —1). Ja comprovamos que f e g satisfazem as condig¢oes

(H¢) e (Hg) e que h € CH(Q x R~). Agora observe que

ekG (2 f(x, 2)

lim - = lim (e7*
z——00 <J‘2 eG(S)dS> z——00
e; além disso
kG(z)
. e f(x,z ) _
lim ( kz_l = lim (e *
—— ——
z 00 ( SCG(S)dS> z 00
. —k
Agora considere 0 <
p+1
0
J e(MDGIf(x s)ds <
z
~X

—1)P"% > A;, uniformemente em Q,

— 1) =D=P =0, uniformemente em Q.

e M suficientemente grande, temos que

= (e_z _

0
J ef(kJrl)S(efs o 1)peksds

z
1)1)—0—1

p+1
1—-0
K+ 1

1—0 kG(z) J
k+1e f(x,z)

(efz _ 1)p+1

para z < —M. Para a hipdtese em (4.2) veja que

f(x,z)

lim
|z|*

z—0~

lim
z—0—

(e —1)Pek?

2|

(e7z —1)Pekz

—ze * Klez 11"
e z—1 —ze %

||

—ze * K
==

lim (e *—1)P* =0.

z—0~

Dessa forma, estamos sob as hipoteses do Teorema 4.1 que, portanto, nos assegura que o

problema (4.1) tem uma solucio nao trivial u € C*(Q) N C(Q) quando p € (k, k* —1).

4.2 O caso de Trudinger-Moser

]

Esta secao ¢ dedicada a provar os resultados de existéncia para crescimento subcritico

e crescimento critico exponencial.

Para alcancar nosso objetivo, combinamos a Pro-

posic¢ao 3.1 com os resultados de existéncia em [9, Teorema 1.1 e Teorema 1.2].

Ao longo dessa se¢ao, assumiremos que QO = B C R™ é a bola unitéria e a condigao

de Trudinger-Moser k = n/2. Além disso, considere as seguintes condicoes:
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(H¢) fe C(B xR,[0,00)), x — f(x,s) é uma funcio radialmente simétrica, e f = 0 em

B x [0, o).

(Hagr) Existem 3 >k+1,0<1; <719 <1ezy>0 tais que
0 0 B
SJ e(MHDG(s)f(x s)ds < eXCFf(x, Z)J eClds se z<—zyp e x€B

z z

0
J eMTUGIIf(x s)ds >0 se z<—zg e x€B,, \B,,

z

onde G(z) = [} g(t)dr.

(Hag,) Existem constantes L, M > 0 tais que

0
0< J e(MHDG)f(x s)ds < MeXSFf(x, 2),

z

para todo z < —L e x € B.

Inspirados por [7], dizemos que o par f, g tem crescimento exponencial subcritico se,

para qualquer o > 0,

kG(s)
e f —
lim &, Sn)ﬂ =0, uniformemente para x € B. (4.18)

s——00 e“Ug eemdt) n

Além disso, o par f, g tem crescimento exponencial critico se existir &y > 0 tal que

KG(s)f 0, para todo o > o
lim ¢ &, SMZ = ) (4.19)

o 400, paratodo o < &g

S——00 e“(ﬁ) eG(t)dt) i

uniformemente para x € B.

Esta nocao de criticidade é motivada pela desigualdade do tipo Trudinger-Moser para
o operador k-Hessiano, ja mencionada no capitulo 1. Na verdade, a condi¢do (4.18)
(ou (4.19)) no par f, g significa que a fungao transformada h em (3.6) tem crescimento
exponencial subcritico (ou crescimento exponencial critico) no sentido estabelecido em
[7,9], observe isso no Lema 4.5-(a) abaixo.

Denotamos por Xy o conjunto de todas as funcoes localmente absolutamente continuas
u: (0,1] = R que satisfazem u(1) =0e fé K/ [**ldr < co. Consideramos a constante

A1 >0 (cf. [9]) definida por

1 n—kp,,7(k+1
C T u dr
Ay = inf “fg) v : (4.20)
ueXo\{0} T.[O r“—1|u|k+1dr
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Wn—1 (nfl

> k_l), com wn_1 sendo a area da superficie da esfera unitaria em R™ e

onde ¢,, =
T=Wn_1.
Em [9], os autores investigam a existéncia de solugoes k-admissiveis radialmente simétricas

para a equacao k-Hessiana

Silul = p(x,—u) em B
u<o0 em B (4.21)

u=>0 em OB,

onde a funcao @ : B x R — R possui crescimento exponencial subcritico, isto é,

n+2
—als|w

lim |@(x,s)|e =0, uniformemente para x € B, para todo o >0 (4.22)

S—00

ou crescimento exponencial critico, isto é, existe «g > 0 tal que

0, para todo o > oy _
, uniformemente para x € B.

0o, para todo a < &g

n+2
lim |o(x,s)le”** ™ =
s—00

(4.23)

As seguintes hipdteses sobre ¢ foram consideradas em [9].

(@) @ é continua e @ > 0 em B x R, ¢(-,s) é uma funcao radialmente simétrica e

@(x,s) =0 para (x,s) € B x (—o0,0].
(1) Existem ¥ >k+1,0<71; <19 <1esg>0 tais que para s > sg
dD(x,s) < s@(x,s)sex € Bed(x,s) >0sex e B, \ By,
onde @ (x,s) = [} ¢
(@2) Existem L >0e M > 0 tais que 0 < ®(x,s) < M@(x,s), paras >Lex € B.
Com essa notacgao, a existéncia de uma solucao k-admissivel radialmente simétrica para

(4.21) é garantida em [9] para as seguintes condigoes:

Caso 1: Subcritico. Se @ possui crescimento exponencial subcritico (4.22) e satisfaz

(o), (@1) €
(k+1)D(x,s)

|S|k+1

lim sup < A4, uniformemente para x € B (4.24)

s—0t

onde @ (x,s) = [ @(x,T)dT e A; é dada por (4.20).
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Caso 2: Critico. Se @ possui crescimento exponencial critico (4.23) e satisfaz (@q),

(@1), (©2), (4.24) e a estimativa

) _ n+2 1 X2 M ) —
lim |s|@(x,s)e sl =py> ——— () =, uniformemente para x € B
s—+00 eltat+i \ o T

(4.25)

onde o, = n[E-L (nfl

ntl (M )] N = n(:T%1 ¢ a constante critica de Moser para o k-Hessian (cf. [32])
e T= Wn_1 € a area superficial da esfera unitaria em R™.

Uma vez que as hipéteses sobre ¢ na equacio (4.21) foram consideradas em B x [0, c0) e
nosso problema aqui (3.3) é colocado em B x (—o0, 0], precisamos traduzir essas suposicdes

para este contexto. Os proximos dois lemas sao apenas para cumprir esse papel.

Lema 4.3. Seja h : B x R — R wma funcdo continua e defina H(x,s) = fg h(x, t)dT.
Entdo, a funcido @ : B x R — R dada por @(x,s) = h(x,—s) satisfaz

n+2 n+2
—xls| ™ —xls| ™

lim |@(x,s)le = lim |h(x,s)le

s—+o00 S——o00

n+2 n+2
—ols| —ols|

lim s@(x,s)e
S—+00

(k+1)D(x,s)

|S|k+1

= lim |s|h(x,s)e
S——00

(k+ 1)H(x,s)

’S|k+1 ’

= lim su

s—0—

lim sup
\ s—0*+

onde ®(x,s) = [ @(x,1)dT.

Demonstracao. Observe que para cada s € R temos

0 0 —s —s
H(x,s) :J h(X,T)dT:—J h(x, —t)dt:J h(x, —t)dt:J e(x,t)dt = D(x,—s).
s —s 0 0
(4.26)
Portanto, o resultado segue da mudanca de variaveis t = —s. O

Lema 4.4. Seja h: B xR — R uma funcdo continua e considere as sequintes condicies:

(ho) h > 0 em B x R, h(-,s) € uma funcdo radialmente simétrica e h(x,s) = 0 para

(x,s) € B x [0, 00).

(hy) Ezistem d >k+1,0< 1 <19 <1 esqg>0 tais que para s < —sg

0
IH(x,s) < |s/h(x,s) sex € B e H(x,s) >0 sex € By, \ By,, onde H(x,s) = J h(x, t)dT.

S

(hy) Existem L >0 e M > 0 tais que 0 < H(x,s) < Mh(x,s), para s < —L e x € B.

Entio, @ : BxR — R definida por @(x,s) = h(x,—s) satisfaz cada condicdo (hy) implica

a correspondente hipdtese (@i), parai=0,1,2.
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Demonstragao. Claro, (hy) implica (@g). Além disso, a partir de (4.26) temos também
H(x,—s) = ®(x,s). Assim, para s > sy temos —s < —sg e a partir de (hy), obtemos
OH(x, —s) < [s/h(x,—s) se x € B e H(x,—s) > 0 se x € B,, \ B;, ou equivalentemente
dD(x,s) < s@(x,s) se x € Be @(x,s) >0sex € By, \ By,. Isso prova que (h;) implica

(@1). Analogamente, para s > L temos —s < —L e (hy) implica (@-). H
Lema 4.5. Suponha (Hg) e (H¢). Seja h dado por (3.6) e H(x,s) = IS h(x,T)dt. Entao,

(a)

n+2
lim [h(x,s)le”®sI™ = lim e*CE AT gy 7))
S——00 Z——00

(k+ 1H(x,s) _ . ekGMf(x, 1)
lim sup

sl T o ([T eSMdn)k

N

lim sup
s—0—

(c) Sef,g satisfazem (Har) entao, para qualquer s < Ag(—zq) temos
dH(x,s) < |s/h(x,s) sex€B e H(x,s) >0 se x € By, \ B,,.
(d) Sef,g satisfazem (Hag,) entio 0 < H(x,s) < Mh(x,s), paras < Ag(—L) ex € B.

Demonstracao. (a). Ao definir z = A;l(s), temos z — —oo quando s — —oo. Portanto,

nt2 _ n+2
lim [h(x,s)le”®5™ = lim e*G(Aa sD—alsl ™ g5 A—1(g))
$——00 s$——00 9
n+2
:ZEIPOO ekG(z)—alAg(z)[n f(x,z).

(b). Analogamente, uma vez que temos limsup(f/g) < limsup(f’/g’), segue que

i (k+ 1)H(x,s) y (k+1) foAgl(s) e(HDGEIf(x 2)dz
im sup = lim sup
5—0- Nhas 50~ s+
(k+1) fo eH1G()f(x, z)dz
= lim sup y
t—0- ([, eSMar)ktt
. ekCWf(x, t)
< lim sup

t—0- ([} eSBdr)k

Observe que

0 0
H(x,s) = J e*C A () e(x ATL(1))dt = J e(FHDGMg(x t)dt. (4.27)
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(c). Para qualquer s < Ag(—zp) e x € B, a hipétese (Hag) e (4.27) implicam

dH(x, s) :8J e(DEMf(x t)ds

Agl(s)
1 0
< ekG(Ag (S)Jf(x, Agl(s))J - S at
Ag (s)
= Islh(x,s)

e H(x,s) > 0 para x € B, \ By,.
(d). Paras < Ag(—L) ex € B, a hipétese (Hag,) e (4.27) implicam
0
0 < H(x,s) = J e(FDGMe(x 1)dt < MekG(A?(S”f(x,Agl(s)) = Mh(x, s).
Agl(s)

O

Teorema 4.3 (caso subcritico). Assumindo que f e g satisfazem (Hg), (F(¢), (Har) e
(4.18). Além disso, assumindo que
ekGls)f(x, s)

lim sup

- ﬁ < /\17 (428)
s—0 (J‘S eg(t)dt)

entdo (4.1) possui uma solucdo radialmente simétrica w € C%(B) N C(B).

Demonstra¢ao. Vamos combinar a Proposicao 3.1 com o resultado de existéncia para
crescimento subcritico, ver Caso 1 acima. Assim, usando o Lema 4.3 e o Lema 4.4, s6
precisamos verificar se a fungao transformada h em (3.6) satisfaz (hg), (h;), a condigao
(4.22) com s — —oo em vez de s — 400, e a suposicao (4.24) com s — 0~ e H(x,s) =
fg h(x,T)dt. Primeiro, a partir de (Hg) e (H¢), a fungdo h(x, s) é continua e ndo negativa
em B x (—o0,0]. Além disso, como A;l(()) =0e f(x,0) =0, temos h(x,0) = 0. Assim,
substituindo h por sua extensdo continua para ser zero em B X [0, 00), podemos assumir
(ho). A condigao (h;) segue do Lema 4.5-(c). A condigao subcritica (4.22) segue de (4.18)
e do Lema 4.5-(a). Por fim, o Lema 4.5-(b) e (4.28) fornecem (4.24). H

Para garantir nosso resultado de existéncia para crescimento exponencial critico, também

precisamos da condi¢ao

KG(s) 5

) e s|f(x,s 1 o n

lim | | ( n32 = b() > il L — — (429)
ST Lao([]eSWat) ™ elfzt e \oxg/) T

2 2
)} " = ncg é a constante critica de

Wn_1 (Tlfl

uniformemente em x € B, onde o, = n[ (e

Moser para a desigualdade de tipo Trudinger-Moser para o operador k-Hessiano, veja [32].
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Teorema 4.4 (Caso critico). Suponha (Hg), (H¢), (Har), (Har,), (4.19), (4.28) e
(4.29). Entdo a equacao (3.3) admite uma solugdo radialmente simétrica w € C*(B) N

C(B).

Demonstracao. Aqui, também combinamos a Proposicao 3.1 com o resultado de existéncia
para crescimento critico, ver Caso 2 acima. Como no argumento anterior, a partir do
Lema 4.3 e do Lema 4.4, é suficiente verificar se h em (3.6) satisfaz as hipdteses (hy), (h1),
(hy), a condicao de crescimento critico (4.23) e a estimativa (4.25) com s — —oco em vez
de s — 400, e a suposicao de origem (4.24) com s — 0~. As hipdteses (hg) e (h;) e a
condigao (4.24) foram verificadas na prova do Teorema 4.3 acima. Além disso, (hy) segue
do Lema 4.5-(d). Por fim, a estimativa (4.25) e a condi¢ao critica (4.23) seguem de (4.19),
(4.29) e do Lema 4.5-(a). O

Fica assim provada a existéncia de solugbes para a equagao k-Hessiana (3.3) para os
casos de Sobolev k < n/2 (cf. [37]) e Trudinger-Moser k = n/2 (cf. [32]). A seguir,

resultados de nao existéncia para a equagao (3.3) onde k < n/2.

4.3 Resultados de nao-existéncia

Nesta secao, estabeleceremos resultados de nao-existéncia para a equacgao k-Hessiana em
(4.1).

Inicialmente, consideremos a equacgao
Sklul =d(x,u) em Q

u<0 em Q (4.30)

u=20 em 0Q),
onde P : Q x (—o0,0] — R é uma funcéo continua.

Definicao 4.1. Um conjunto aberto Q) é chamado de estrelado em relagao a origem,

quando para todo x € Q, o segmento {Px ; 0 < B < 1} estd contido em Q.

Com base na identidade geral de Pucci-Serrin [28], o seguinte resultado é estabelecido

por Tso em [37, Proposicao 1].
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Proposicao 4.1. Seja Q um dominio C? limitado, que € estrelado em relagdo a origem.
Suponha que \p pertence a C(Q x R—)NCH{Q x R™), € positiva em Q xR~ e =0 em
Q x {0}. Entdo, ndo existem solucdes para (4.30) que pertencam a C'(Q) N C*HQ) se

n—2k

nV¥(x,z) — 1

2P(x, z) + xi ¥, (x,z) >0, em Q x (—o0,0)

onde Y(x, z) fo (x,t)dt. Além disso, se (x,v) >0 em 0Q), a mesma conclusio vale

sob
n— 2k
k+1

n¥(x,z) — 2P (x, z) +xiWy, (x,2) > 0.

Combinando a Proposicao 3.1 e a Proposicao 4.1, obtemos o seguinte resultado de

nao-existéncia que contém o Teorema 4.5.

Lema 4.6. Assuma que Q estd nas condigoes da Proposicao 4.1. Suponha que g :
(—00,0] — [0,00) é uma funcio continua e f € C(Q xR~) N CH{Q x R™), € positiva
em QxR ef=0em Q x{0}. Seja

hix,s) = e SR I Ex A (),

onde Ay ¢ dado por (3.7). Entdo, (4.1) ndo tem solugio negativa em C'(Q) N C*Q)

quando
n — 2k
k+1

com H(x,z) = fg h(x,s)ds. A mesma conclusao vale sob

nH(x,z) —

zh(x,z) +x{Hy,(x,2) >0, em Q x (—o0,0) (4.31)

n—2k

nH(x,z) — 1

zh(x,z) +xiHy, (x,z) > 0 (4.32)
e (x,v) >0 em 0Q.

Demonstragao. As hipoteses assumidas em g e f garantem que h satisfaz todas as hipoteses
da Proposigao 4.1. Portanto, obtemos a nao-existéncia para a equacao (3.5), e consequen-
temente, a partir da Proposicao 3.1, obtemos a nao-existéncia para a equacao k-Hessiana

m (4.1). []

O resultado de nao existéncia abaixo mostra que a condi¢ao estrita p < k* — 1 no

Corolario 4.1 é o limite para a existéncia pelo menos para aquele par de funcoes f e g.

Teorema 4.5. Suponha que Q € estrelado em relagdao a origem e seja f(x,z) = (e % —
1)PeX* e g = 1. Entdo o problema (4.1) ndo possui solucio negativa em C*(Q) N C*HQ)

quando p = k* — 1.
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Demonstragdo. Para f(x,z) = (e *—1)Pe** e g = 1, temos h(x,s) = (—s)P. Assim, para

p+1>k* =n(k+1)/(n—2k) obtemos

— 2k _ 9k
TLH(X, Z) - T]L{_}_ 1 Zh(X, Z) + Xini(X’ z) = | — - 1 7 + T;'{—}_ . (_Z)p+1 > 0.
n—2k

Sep+1=k*=n(k+1)/(n—2k), obtemos nH(x,z) —

zh(x,z) +xiHy (x,2z) =0
S 2) + i (x,2)
e a nao-existéncia ainda vale, desde que a condigao de contorno (x,v) > 0 em 0Q seja

assumida. Assim, o Teorema 4.5 segue do Lema 4.6. O]

Observagao 4.2. No Teorema 4.5, estamos assumindo a condi¢do de contorno (x,v) >0
em 0Q), onde v € a normal externa unitdria, mas isso € necessdrio apenas para 0 caso

limite p =k* — 1. Veja o Lema 4.6 acima.

Note que a prova do Teorema 4.5 se baseia na identidade geral apresentada no Lema 4.6,
que pode ser aplicada a um par geral f, g. Escolhemos o par f(x,z) = (e *—1)Pe**eg=1
apenas para deixar claro que, de certa forma, o termo k-gradiente em (2.24) preserva a

criticidade derivada do expoente k*, veja por exemplo [37].
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Naturalidade do termo k-gradiente

Nesse capitulo, inicialmente apresentaremos a naturalidade do termo gradiente quadratico
na equacao de Laplace, que é a motivacao para estudar a naturalidade do termo Hy[u] na
equacao k-Hessiana. Vamos mostrar que o termo k-gradiente Hy satisfaz o que chamamos
de “hipotese natural”’para o problema correspondente associado ao operador k-Hessiano,
fazendo assim o mesmo papel do termo natural [Vu?2. Por fim, provaremos um resul-
tado de inexisténcia (relacionado a “hipdtese natural”) para uma equagao k-Hessiana que

contém o autovalor principal do operador k-Hessiano.

5.1 Naturalidade na equacao de Laplace

Seja Q C R™ um dominio limitado. Em [30] estudou-se a existéncia de solu¢oes de uma

equacao da forma

Z aij(x, w, VUi, = bx,u, Vu) em Q (5.1)
ij=1

com condicgoes de fronteira Dirichlet
u=¢ em 0Q (5.2)
onde ¢ : 0Q) — R é continua e b, aj; : Q xR x R™ — R sdo funcoes de classe C' com
aij(x,u,p) >0 paratodo (x,u,p) € Q xR xR™

Motivado pelos resultados de Leray e Schauder [22], em 1976 Serrin [30] investigou a

existéncia de solu¢ao do problema (5.1) com foco no crescimento do gradiente Vu. Para

41
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isso, Serrin considerou as funcgoes & e w definidas por

E(x,u,p) = piaij(x,u,p)p; paratodo (x,u,p)e€ QxR xR™. (5.3)

B E(x,u,p)
w(x,u,p) = B+ pltrago(ag)’ (5.4)

para todo (x,u,p) € QxR xR™, com |[b|+|pltraco(ai;) # 0. Com esta notacao, supondo
que exista uma funcao continua ¥ : [0, 00) — R tal que

* d
w < W(ipl) o J w(p) % < o,

Serrin provou os seguintes resultados:

a) Se—1o
[pltraco(ay;)

dados suaves ¢ para os quais o problema de Dirichlet para a equacao (5.1) ndo tem

— oo quando |p| — o0, entdo para qualquer dominio suave Q existem

solucao.

b]
e —
Ipltrago(ay;)
os quais o problema de Dirichlet para a equagao (5.1) nao tem solugao.

b) S

é limitado, entao existem dominios suaves () e dados suaves ¢ para

No caso do problema de Dirichlet para a equacao de Laplace, isto é, aj; = 1sei=jeay =
0 se i #j. Vérios autores (veja [2,6,19,20]) consideraram b(x,u,p) com comportamento

quadrético [p|? em p, isto é, existe C > 0 tal que
b(x,u,p) < C(1+ IpP).

Note que se b cresce mais rapido do que [p[?, ou seja,

[b(x,u, p)|

Pt P2

entao necessariamente ocorre o item a) acima, pois

2
o blewp)l L pbewp)l Pl

ket St ihathl <4 M. > = = 00.
[pl—-+oo Ipltrago(aij) [pl—-+oco IpIn lplo+oo [PIN Iplo+0 M

Este fato, associado a invariancia pela mudanca de Kadzan-Kramer [20], levou alguns
autores (veja [2,6,19,20]) a considerarem o crescimento quadratico como natural. Em [6],
os autores consideraram |Vu|P como crescimento natural para o problema correspondente
associado ao operador p-Laplaciano o qual é também invariante pela mudanca de Kadzan-
Kramer. Na proxima secao vamos mostrar que o termo k-gradiente Hy satisfaz a “hipdtese

natural”a) para o problema correspondente associado ao operador k-Hessiano, fazendo

assim o mesmo papel do termo natural |[Vul?.
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5.2 Naturalidade na equacao k-Hessiana

Motivados por [30] investigamos a existéncia de solugoes de uma equagao da forma

Z aij (%, W, p, Ay, = b(x,u,p,A) em Q (5.5)
ij=1

com dados de fronteira Dirichlet
u=«¢ em 0Q,
onde ¢ : 0Q) — R ¢ continua e b, a;; sao tais que
b,a; € C' e aj(x,u,p,A) >0 para todo (x,u,p,A) € Q xR x R™ x R™.

Motivados pela discussao da secao anterior definiremos a seguir a condicao de naturalidade

de crescimento relacionada a uma equacgao do tipo (5.5).

Defini¢ao 5.1. Dizemos que b satisfaz a hipdtese natural com respeito a (5.5) se

. B(x,u,p,A)l
1m
Ipl—-+oo [pltraco(ay;(x, u, p, A))

=00, V x€Q, ueR e AecS™M (5.6)

para qualquer B : QO x R x R™ x R™ — R" de classe C satisfazendo

B(x,u,p,A)|

= 00. 5.7
e o, A (5.7)

O resultado a seguir mostra que o termo k-gradiente satisfaz a hipotese natural.

Lema 5.1. O termo k-gradiente b(x,u,p, A) = Hylx, u,p, Al satisfaz a hipdtese natural

com respeito a equacao k-Hessiana.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, para toda u € C2(Q)
1 —« .
Silul = - D uySYDu
ij=1
onde Uij = Uy,x;- Comparando com a equagao (5.5) devemos ter

ay = LSIIA] onde STIAI = -5,
ij

Por outro lado, pelo Lema 2.1, temos

1 ..
Hylx, w,p, Al = X Z pip; SUIAL

ij=1
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Assim,
. |B(Xau7p’ A)l . |Hk(X, u7p7A)|
im > lim
Ipl—-+oo [pltraco(ai; (x, u,p, A)) ~ Ipl—>+oo [pltraco(ay;(x,u,p, A))
1 .
X 2 pip;SUIA]
= lim I
[pl—+o0 E|p| [SI[A] + --- + S [A]]
nop2§it T pip:SYIA]
g LS ZhopsSUAL
Ipl—+o0 |P| Zizl SH[A] [pl—+o0 |P| Zizl SH[A]
noo_2gii
> lim Zi:1npis__[A]
[pl—+oo [Pl 3_i_; STA]
> lim C(A)lp|
Ipl—+o0
=00
min SH[A]
onde C = m Il

Pelo resultado acima, e as discussoes nos capitulos anteriores consideramos que o termo

k-gradiente é natural na equagao k-Hessiana por trés razoes:

e Para k = 1, H;[u, Vu,D?>u] = |[Vu? que corresponde ao termo natural para o

operador de Laplace Au = S;[ul;

e A equacao k-Hessiana com o termo k-gradiente Hy é invariante por uma mudanca

de Kadzan-Kramer, Proposicao 3.1.

e O termo k-gradiente Hy satisfaz a hipotese natural, Lema 5.1.

5.3 Problema de autovalor

Assuma que QQ é um dominio suave (k—1)-convexo em R™. Considere a seguinte equacao

)
Silul = Ak, x € Q,

u<0, x € Q, (5.8)

u =20, x € 0Q0.

Wang em [41], provou que existe uma constante positiva A;(Q) tal que o problema (5.8)

possui uma solucao suave tnica wi(x) até a multiplicacdo por um nimero positivo para
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A=A (Q). Além disso, A (Q1) < A1 (Q3) quando Q; C Q,. Essa propriedade de A;(Q)
¢ muito semelhante & do primeiro autovalor do operador eliptico linear Au = S;(D?u).
Considere A;(Q) o primeiro autovalor do operador k-Hessiano. Inspirados pelos tra-
balhos de Wang [40, 41], chamaremos A;(Q) de o autovalor principal de Sy (D?u), uma
vez que o primeiro autovalor do operador Laplaciano também é chamado de autovalor
principal. Também é apontado por Wang que A;(Q) pode ser caracterizado pela seguinte

formula variacional:

Jo uSkufdx

AM(Q) = inf : 5.9
Q) ueg}g(g) J o ufttdx (5.9)
a qual, utilizando integracao por partes, resulta
X J‘Q Hk[u] dx
AM(Q) = f == 5.10
1(Q) uEiDI}g(Q) J o ufettdx (5.10)
Considere o problema
—div(a(x,u, Du, D*u)) = b(x, u, Du, D*u) + Af(x,u), u€ ¢5(Q) (5.11)

onde A > 0 e f e b sdo fungoes nao-negativas e
1. |a(X,U-, DU,DQLL” < C1|Hk[u”m-
2. b(x,u, Du, D?u) > co(1 + Hy[ul).

Observe que para a equacao k-Hessiana com o termo k-gradiente, devemos ter

1 y
a(x,u, Du, D*u) = 3 Z SY [D*uly

j=1

1 ..
b(x,u, Vu, D?u) = ” Z Uy Uy, SY[D?].

ij=1
Para k = 1, temos a(x,u, Du,D?u) = Vu e b(x,u, Vu, D*u) = |[Vul? e as condicoes 1.
e 2. significam

la(x, u, Du, D*u)| < ¢[Vul?

b(x,u, Du, D?u) > cy(1 +|Vul?)

Para definir as condicoes 1. e 2. acima, adequamos para a equacao k-Hessiana com termo

k-gradiente o que foi feito em [1] para a equagao de Laplace.
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A seguir, no Teorema 5.1, utilizaremos a hipdtese natural (5.6) para obter um resul-
tado de nao existéncia para a equagao (5.11) quando A > A;. Novamente utilizamos a

metodologia adotada em [1] na equagao Laplaciana e adaptamos pra equacao (5.11).

Teorema 5.1. Assuma que f € L1(Q) e considere

J‘Q Hk [d)] dx S

A(f) = iIn == > (.
1(f) PeDE(Q) J"Q flp |+ dx

(5.12)
a) Se A (f) =0 entdo, para todo A > 0, a equagdo (5.11) nao possui solugao.

b) Se Ai(f) > 0 entdo existe A* tal que a equagao (5.11) ndo possui solugdo para A > N*.

Demonstragio. Seja — € CF(Q), —¢d > 0 considere uma fungio teste (—¢d)***

em
(5.11) e suponha que as propriedades (1) e (2) sao satisfeitas. Pelo teorema da divergéncia

temos que
div(—(—d)*.a(x,u, Du, D?u)) =0
e isso implica que
(k+ 1D (=p)*V, alx,u, Du, D*u)) + (—(—d)*™, div(a(x,u, Du,D*u))) =0
e portanto,

(k + 1) (=) (V, alx,u, Du, D*u)) = (—d)*.div(a(x,u, Du, D*u)). (5.13)
Multiplicando por (—¢)*** em (5.11) e passando a integral em Q obtemos:
Ll(—cb)k“div(a(x, u, Du, D*u))dx = JQ(—d))k“b(x, u, Du, D?u)dx + A JQ(—(b)k“fdx
e isso implica, por (5.13), que
JQ(k +1)(—p)*(Vd, a(x,u, Du, D*u))dx = L)(—cl))k“b(x, u, Du, D%u)dx + A JQ(—d))k“fdx.
Agora, por 1. e 2., estabelecemos o seguinte

J “‘*”(—‘1’)]“%”61(&&Du,DQundx>C2J (—d>)k“Hk[qux+AJ (—¢)*+fdx
Q o o

(k + 1)c1J

(— )V lIH [l 51 dx > c2j
Q

(=) Hiuldx + 7\J (—d)* L fdx
Q

Q

e pela desigualdade de Young

AJ (— )5 Fdx + s j (—an“Hk[u]dxgsj
Q Q

(—)* Hy [uwldx + C(e, k) J VI dx
Q

Q
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e para ¢ suficientemente pequeno
AJ (—dp)fdx < C(e,k)J IV [Ftdx < C(s,k)J Hy [d]dx.
Q Q Q

No caso que A{(f) = 0 a desigualdade acima implica A < 0, o que contradiz A > 0.
Além disso, para A{(f) > 0 a desigualdade acima ainda leva a uma contradicdo para A

suficientemente grande. O
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