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Resumo

Nesta tese de doutorado, o foco principal serda o estudo das variedades tipo-Einstein,
com o objetivo de resolver desafios relacionados a rigidez dessas estruturas. Inicialmente,
apresentaremos um resultado de rigidez para variedades do tipo-Einstein, considerando a
condicao de curvatura de Ricci paralelo, o que melhora a condi¢ao de Einstein analisada
por Freitas e Gomes em [27]. Além disso, estabeleceremos uma condicao crucial relacio-
nada a norma do gradiente da func¢ao potencial, visando demonstrar que essas métricas
sao, de fato, Einstein, ou seja, que a curvatura de Ricci é um miltiplo da métrica. Por
fim, investigaremos uma condi¢ao de curvatura pingada, inspirados por [6] e [12], com o
intuito de classificar variedades compactas que possuem curvatura escalar ndo negativa e
que atendem a uma condicdo especial de L™? pincada.

Palavras chaves: Métricas criticas. Variedades tipo-Einstein. Métricas Einstein. Ricci

paralelo. Condicao pincada.
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Abstract

In this doctoral thesis, the main focus will be the study of Einstein-type manifolds, with
the goal of addressing challenges related to the rigidity of these structures. Initially,
we will present a rigidity result for Einstein-type manifolds, considering the condition of
parallel Ricci curvature, which improves upon the Einstein condition analyzed by Freitas
and Gomes in [27]. Additionally, we will establish a crucial condition related to the norm
of the gradient of the potential function, aiming to demonstrate that these metrics are
indeed Einstein, meaning that the Ricci curvature is a multiple of the metric. Finally, we
will investigate a pinched curvature condition, inspired by [6] and [12], with the intention
of classifying compact manifolds that have non-negative scalar curvature and meet a
special L™? pinched condition.

Keywords: Critical metrics. Einstein-type manifolds. Einstein metrics. Parallel Ricci.

Pinched condition.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é estruturado em duas partes. Na primeira, nos aprofundaremos no estudo
das variedades do tipo-Einstein, com o objetivo de alcancar resultados significativos em
relacdo a rigidez dessa estrutura. Na segunda parte, direcionaremos nossa analise para
casos especiais de métricas do tipo-Einstein amplamente reconhecidos na literatura, tais
como a métrica critica do funcional de Einstein Hilbert, a tripla estatica positiva e a mé-
trica critica do funcional volume. A seguir, apresentaremos um breve panorama histérico
dos problemas estudados, destacando os resultados alcancados nos ultimos anos. Além
disso, faremos uma andlise detalhada de nossa prépria contribuicao para os problemas
apresentados neste estudo. No primeiro momento do trabalho, apresentamos resultados
de rigidez para variedades do tipo-Einstein, o qual é baseado no artigo “Compact Einstein-
type manifolds with parallel Ricci tensor”, escrito pelo autor com parceria com H. Baltazar
e M. Andrade ([3]).

O estudo das variedades do tipo-Einstein foi introduzido por Catino et al. [19] e emerge
como uma forma de unificar algumas estruturas amplamente investigadas na literatura.
No que segue (M", g) representa uma variedade Riemanniana conexa. Seguindo a termi-
nologia empregada em [2], [36], [37, [49], dizemos que uma variedade Riemanniana compacta
(M"™, g) é uma variedade do tipo-Einstein se existem funcoes suaves f,h : M — R tais
que

fRic = V2f + hg, (1.1)

onde f > 0 em int(M) e f~1(0) = OM. Aqui, Ric e Hess representam, respectivamente, o
tensor de Ricci e a forma Hessiana em M™.

Vamos nos referir a equagao (|1.1)) como a equagdo fundamental de uma variedade do
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tipo-Einstein (M", g, f, h). Na verdade, tomando o trago na equacao (|1.1)), note que
fR=Af+nh, (1.2)

onde A representa o operador laplaciano.
O raciocinio por tras do uso de (1.1)) e (1.2)) é que generalizam vérias equagoes geomé-

tricas importantes, veja os exemplos a seguir:
« Equacdo de Einstein do vacuo estatico com constante cosmolédgica nula([35]):
fRic=V*f e Af=0, (1.3)
onde h=0e R=0.

» Equacdo do vacuo estatico com constante cosmolégica nao nula ([I]):

fRic:VQf%—Rifg e Af+R7f:0, (1.4)
n—1 n—1
onde h = Rf/(n—1).
« Equacao estatica de fluido perfeito ([50]):
- )
fch:v2f+(“n_p1)fg ¢ Af+(<"n>_“1+”p)f:o, (1.5)

onde h = (u—p)f/(n—1), e p = R/2 e p sdo, respectivamente, as fungoes suaves

de densidade e pressdo. Mais acima, a condi¢ao de energia implica que p > |p|.

» Equacgao do ponto critico ([6]):

o Rf Rf
1 = V? _ A — = 1.
(1+ f)Ric Vf—l—n(n_1>g e f+n—1 0, (1.6)
onde Ric é o tensor de Ricci sem o traco. Aqui, OM = () com h = Tif — n(f—n e
f =1+ F, onde F é a fungao potencial na equacao de ponto critico.
» Equacao V-estaticas ([9]):

Rf+k R —nk
fRic=v2f4 AR apy B Rk (1.7)

n—1 n—1 n-—1

. _ R k
onde k é uma constante e h = = f + =
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Recentemente, Freitas e Gomes foram capazes de classificar variedades do tipo-Einstein
que sao Einstein, veja os Teoremas 1 e 2 em [27]. Em seu artigo, a equagao fundamental
das variedades do tipo-Einstein foi estudada da seguinte maneira:

Vif = gf(/\g — gRic) + g, (1.8)

para alguma fun¢do suave A em M" e constantes «, 5, 1,7 € R, com 3 # 0. Claramente,
considerando g—g =—leh= —% f — 7, obtemos a Equagao |) Assim, tal equacao
pode ser vista como um caso particular da Equagao .

E importante destacar que, em toda variedade Riemanniana, o tensor métrico é pa-
ralelo (i.e., Vg = 0), imediatamente obtemos que variedades Einstein possuem tensor de
Ricci paralelo (i.e., VRic = 0), entretanto a reciproca deste fato é falsa, como podemos
constatar com o Exemplo [3.4]

Uma das estruturas mais importantes estudadas na literatura e que satisfaz a equagao
do tipo-Einstein para h = —Af sdo as triplas estatica positiva. Para nosso propodsito,
vamos lembrar a classificacio de tripla estatica positiva para uma variedade tridimensional
que satisfaz a condicao de Ricci paralelo. De fato, como consequéncia dos resultados de

Kobayashi e Lafontaine para variedades estaticas localmente conformemente planas, ver

[45] e [47], respectivamente, ¢ imediato deduzir o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Kobayashi [45], Lafontaine [47]). Seja (M3, g, f) uma tripla estdtica po-
sitva com curvatura escalar R = 6. Suponhamos que (M3, g) tem tensor de Ricci paralelo,
entao (M3, g, ) é um recobrimento de uma tripla estdtica equivalente a um das sequintes

triplas estdticas:
1. O hemisfério padrao com métrica canonica (S3, gss).
2. O cilindro padrdao sobre S* com métrica produto

™

1
M=o S2g=di?+ - )
( [ 7\/§]X » g +3.QSZ

Antes de prosseguir, vamos definir a funcao A em termos de h e da fungao potencial

f, da seguinte forma:

fR

n—1

)\:(n—l)h—Rf:—(ngl)[ +Af]. (1.9)
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Essa fungao aparece em [36] e os autores conseguiram deduzir que a curvatura escalar
é constante se, e somente se, A for constante, conforme a Proposi¢ao 2.1 em [36].

Neste trabalho, seremos capazes de classificar variedades do tipo-Einstein que satisfa-
zem a condigdo de curvatura de Ricci paralelo, e o principal ingrediente serd provar que
essas estruturas sao, de fato, métricas V-estaticas. Mais precisamente, estabelecemos o

seguinte resultado.

Teorema 1.2. Seja (M", g, f,h) uma variedade do tipo-Einstein com tensor de Ricci
paralelo. Entdo, a fungdo \ definida acima é constante e uma das sequintes afirmacoes é

verdadeira:
(1) se A >0, entao (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em R™, S™, ou H".

(2) se A\ =0 en =3, entio (M3,g) é coberta por uma das triplas estdticas descritas no

Teorema [1.1];

(3) se A <0 e M™ tem bordo conexo, entao (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica
em S".

Nosso préximo resultado foi inspirado por B. Leandro [48], onde o autor estudou uma
condi¢@o necesséria e suficiente sobre a norma do gradiente da fungao potencial para que
métricas criticas do funcional curvatura escalar total sejam Einstein, e mais recentemente
H. Baltazar e C. Queiroz em [4], onde resultados similares foram deduzidos para métricas

criticas do funcional volume. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
Teorema 1.3. Seja (M™, g, f, h) uma variedade do tipo-FEinstein satisfazendo

l(_ianfQ—l—hf = const. (1.10)

1 2
§|Vf| * 2n(n — 1)
Entdo, (M"™, g) é uma variedade Einstein, desde que
/ (VR,Vf)dM, > 0.
M

Como corolario imediato, temos que

Corolario 1.1. Seja (M™, g, f,h) uma variedade Tipo-Einstein com curvatura escalar

constante satisfazendo a sequinte condicao

1 9 1—-2n
§|Vf\ * 2n(n — 1)

Entdo a fungdo \ definida em ¢ constante e uma das sequintes afirmagoes € verda-

Rf% + hf = const. (1.11)

deira:
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(1) se A >0, entdo (M™,g) é isométrico a uma bola geodésica em R™, S™, ou H".

(2) se A =0, entao, a menos de um quociente finito, (M™, g) € isométrico a um hemis-

fério padrao com métrica candnica (ST, gs»).

(3) se A <0 e M" tem bordo conexo, entao (M",g) € isométrico a uma bola geodésica

em S";

Além disso, restrito ao caso tridimensional, a condi¢ao integral pode ser enfraquecida.

Na verdade, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.2. Seja (M3, g, f,h) uma variedade tipo-Einstein satisfazendo
1 2 O
—|VfI* = —=Rf*+ hf = const. (1.12)
2 12
Entao, (M3,g) é uma variedade de Einstein desde que
/ (VR,V f)dS > 0.
oM

A segunda parte desta tese faz referéncia ao artigo “Rigidity theorem for integral pin-
ched static manifolds and related critical spaces”, em colaboragao com H. Baltazar ([5]).
Neste caso, investigamos casos particulares de variedades do tipo-Einstein, a saber, as tri-
plas estéticas positivas, métricas criticas da funcional de volume (Métrica de Miao-Tam) e
métricas criticas do funcional curvatura escalar total (Métricas CPE). Duas destas estru-
turas podem ser associadas a um problema classico de andlise geométrica: a investigagao
de métricas criticas de determinados funcionais definidos em uma variedade riemanniana.

No capitulo 4 motivaremos o estudo de cada estrutura e investigaremos estes trés
tipos de variedades do tipo-Einstein, supondo uma condi¢ao de curvatura pincada. Este
estudo tem atraido muitos autores nos ultimos anos, veja, por exemplo, [0, 10, 12 20,
211, 29, 30, 32, 39, 40l 42 1), B8, 60] e referéncias associadas. De fato, relacionado ao
nosso trabalho, em 2017, H. Baltazar provou que, para 4 < n < 10, uma métrica CPE
(veja a Segao m para defini¢do) que satisfaz uma condicdo de LP pin¢amento com
uma restricdo sobre o tensor de curvatura de Weyl é isométrica a uma esfera padrao,
veja [0, Teorema 3]. Posteriormente, H. Baltazar, R. Di6genes e E. Ribeiro Jr. em [12]
estudaram as métricas criticas do funcional volume em 4 dimensoes e foram capazes de
deduzirem uma estimativa envolvendo a constante de Yamabe, a fun¢do potencial e alguns

termos de curvatura. Além disso, se a igualdade ocorrer, os autores provaram que M? é
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isométrica a uma bola geodésica em S*. A demonstracao desses resultados fornece direcoes
para deduzir uma condi¢ao de pingamento geral sem hipoteses adicionais, em especial, a
dependéncia da fungdo potencial. Entao, motivados por [6] e [12], estaremos interessados
em classificar variedades compactas com curvatura escalar ndo negativa e uma condigdao
especial de L™? pincamento. Mais precisamente, temos os seguintes resultados:

No caso da métrica CPE, obtemos o teorema abaixo

Teorema 1.4. Seja (M", g, f,) 4 < n < 38, uma métrica CPE nao trivial que satisfaca

a sequinte condigcdo pingada

(/M‘WjLO\é/(%]fic@g

n[2(n—1)v2n+4] _ (n—2) n
(n—2)[2(n—1)v2nt2n] © B(n) =\ 51 (n—1)v2ntn

a esfera padrao.

n/2

2/n
dMg) < 6(n)Y((g]),

. Entao (M", g) é isométrica

onde a(n) =

Para proceder, devemos lembrar de um lema classico devido a Gursky [34]. Tal lema
fornece um limite inferior para o invariante de Yamabe e serd importante para deduzir

uma consequéncia em dimensao 4.

Lema 1.1. ([7]]) Seja (M*, g) uma variedade compacta de dimensdo 4 com bordo vazio.

Entao, vale a sequinte estimativa
(M, [g])? 2/ R2dM, — 12/ | Ric|?dM,.
M M
Além disso, a desiqualdade é estrita a menos que (M*,g) seja conformemente Einstein.
Corolario 1.3. Toda métrica CPE ndo trivial de dimensao 4 que satisfaz
. 1
(22 + 12\/5)/ W [2dM, + (77 + 24&)/ |Ric|?dM, < 7/ R2dM,  (1.13)
M M 12 Jm
¢ isométrica a uma esfera padrao.

Observagao 1.1. Observe que a condig¢do de pingcamento pode ser reescrita como

12144 12v/2
i 8f/ W [2dM, + PM/ R2M, < 322X (M).
7T+ 24V2 3(77 + 24v/2) Jm

Tal mudanca se faz utilizando a conhecida formula de Chern-Gauss-Bonnet, a saber,

. 1
/ W [2dM, — 2 / | Ric[2dM, + - / R2M, = 327X (M).
M M 6 Jm
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Em seguida, obtemos um resultado de rigidez para o caso da tripla estatica positiva e

que fornece uma resposta positiva para conjectura

Conjectura 1.1 (Cosmic no-hair). [Boucher et al., [16]] A unica tripla estdtica compacta,
simplesmente conexo, com curvatura escalar positiva e fronteira conexa € o hemisfério

padrao ST}
Segue abaixo esse resultado

Teorema 1.5. A conjectura cosmic no-hair é verdade para variedades n-dimensional

(3 < n < 38) satisfazendo a sequinte condigio ping¢ada

a(n) n/2

W+ ——LRi
(/M| +\/2n oy

o n[?(nfl)\/%+4] _ (n—2) n
onde Oé(’I'L) = —2)[2(n—-1)v2n+2n] € B(TL) - M(n—l)m-‘rn'

No caso da métrica critica de Miao-Tam, temos o seguinte teorema

2/n
dMg) < B(n)Y(lg)),

Teorema 1.6. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam, compacta de dimensao

n (3 < n < 38), com curvatura escalar positiva. Suponha que vale a sequinte condigio

pincada
a(n) n/2 2
W+ —_LRic® dM, < B(n ,
( [+ Sedicos ) < B (1o
onde a(n) = (n_"g[(;;i)l\g%f%] B(n) = 3%:_2)1) (n—1)7\>%+n' Entiao M™ € isométrica a

uma bola geodésica em S™.

Para concluir, com base no artigo "Critical metrics of the volume functional with
pinched curvature’, com colaboragdo de H. Baltazar ([4]), agora destacamos a métrica
critica de Miao-Tam.

Existem varios trabalhos sobre a classificagdo de métricas criticas de Miao-Tam en-
volvendo o tensor de curvatura de Weyl, veja, por exemplo, [11, [7, 12} @, [53]. Portanto,
motivados por [20] e com base em técnicas desenvolvidas em [6], [10], iremos fornecer uma
classificacao dessas métricas criticas considerando uma condicdo de curvatura pincada.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.7. Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com curvatura escalar
positva e satisfazendo a sequinte estimativa

NG
V2(n - 2)

R
V2(n—1)(n—2)

Entao (M", g) € isométrica a uma bola geodésica em S™.

W+

ch@g‘ (1.14)

Como o tensor de Weyl se anula na dimensao trés, obtemos a seguinte consequéncia:

Corolario 1.4. Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com curvatura escalar
positiva e satisfazendo

|Ric| < (1.15)

e

Entdo (M3, g)é isométrica a uma bola geodésica em S®.

Observacgao 1.2. E fdcil verificar que, a condicio pincada torna-se neste caso
R
/ p— \/_

Entdo, basta aplicar [9, Coroldrio 1.5] para concluir que (M3, g) é isométrica a uma bola

|Ric| <

geodésica em S3.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, vamos estabelecer as notagoes e revisitar brevemente os conceitos essen-
ciais da Geometria Riemanniana, para uma boa compreensao dos capitulos que seguem.
Nao entraremos em detalhes sobre demonstragoes, porém o leitor pode consultar como

leitura complementar [22] e [25] para esclarecimentos.

2.1 Notacgoes e alguns tensores importantes

No que segue (M", g) denotard uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica g
e conexao de Levi-Civita V. O espago das fungoes diferencidveis (ou de classe C™ ) sobre
M sera denotado por C°(M). O espaco dos campos diferencidveis sobre M denotaremos
por X(M).

A seguir vamos definir alguns operadores diferenciais com os quais vamos trabalhar

nessa trabalho de tese.

Defini¢ao 2.1. Definamos a derivada covariante de um (1,s)-tensor T, como sendo

o (1,s+ 1)-tensor

VT : X(M) x ... x (M) — X(M)

s+1

dado por

VT (X,Y1,....Ys) = (VxT)(Y1,....Ys)
= Vx(T(Vi, V) = YTV VYoo Vo).
=1

10
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Dizemos que um tensor 7" é paralelo se V' = 0. Observe que uma métrica Riemanniana

g é um tensor paralelo. De fato,

(Vg)(X,Y,Z) = Vx(g(Y,2)) —g(VxY,Z) —g(Y,VxZ)
= g(VxY, Z)+g9(Y,VxZ) - g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)

= 0
para quaisquer X,Y, 7 € X(M).

Definigao 2.2. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. O temsor curvatura de

Riemann é o (1,3)-tensor
Ry : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

dado por
Rn(X,Y,Z) =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ,

para todo X,Y,Z € X(M).

Em coordenadas,

Rm<a a) 0 _ 0

dz?’ Qxd ) Oxk kOl

. . .. . .0
Além disso, quando necessdrio, faremos a sequinte convencao Eyce 0;.
x
Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor R,, como um (0,4)-tensor, definido
por

Ry : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

onde

R(X,Y, Z,W) = g(Rp(X,Y)Z,W).

Em coordenadas,

Ry, (0i, 05,0k, 01) = Riju.
Proposicao 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) Rp(X, Y, Z W) =—-R,, (Y, X, Z,W)=—-R, (Y, X, W, Z).

(2) Ro(X,Y,Z,W) = Rn(Z,W,X,Y).
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(3) Primeira identidade de Bianchi
R.( XY, Z W)+ R, (Y, Z, X, W)+ R, (Z, X, Y, W) = 0.

Em coordenadas,

Rijii + Rjri + Rgiji = 0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VwR)(X,Y, Z,U)+ (VyRy) (W, X, Z,U) + (VxRny)(Y,W,Z,U) = 0.

Em coordenadas,

Vi Rijks + VjRyks + ViR = 0.

Para a prova veja [25)].

Definicao 2.3. Dados dois vetores X e Y nao nulos e lineramente independentes em

T,M definimos a curvatura seccional do plano o gerado pelos vetores X e Y, por

B  R(XV,X,Y)
Blo)=K&Y) = RpvE - gx. v

Defini¢ao 2.4. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0,2)-tensor
Ric: X(M) x X(M) — C*(M)
como sendo o traco do tensor curvatura de Riemann, i.e.,
Rie(X,Z) =tr{Y — R, (X,Y)Z},

onde X,Y, 7 € X(M).
Em coordenadas,

(Ric)ir. = Rix = ¢"' Riju.

Definicao 2.5. A curvatura escalar de uma variedade € a funcio R : M — R dada
por

R = trRic.

Em coordenadas,

R = ¢"* Ry.
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Proposicao 2.2. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), vale
(1) Identidade de Ricci contraida

VjRik - Vszk - glsleijks~

(2) Segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes

Para a prova veja [25].

Além disso, segue das férmulas de comutatividade da derivada covariante (identidade

Ricci), que para qualquer variedade Riemanniana M™ temos
ViViRy — V;ViRy =Rijem B + Rijim Rim.- (2.1)

para mais detalhes veja [22].

2.2 Alguns tensores importantes

Agora, relembraremos alguns tensores para uma variedade Riemanniana (M™,g) de di-
mensao n, os quais serao vistos em coordenadas locais para facilitar o entendimento do
proximo capitulo. Comegamos com o tensor de Weyl W que é definido, para n > 3, pela

seguinte decomposicao:

1 .
Rijr = m(RZC D 9)ijel — (9B 9)ijkr + Wijni,

R
2(n—1)(n—2)
onde R;ji; denota o tensor de curvatura de Riemann e @® representa o produto Kulkarni-

Nomizu, o qual é definido por
(A® B)ijin = AixBj + AjBi, — AuBji, — AjxBa.
Outro tensor importante é o tensor de Cotton C', definido como segue:

1
2(n — 1)<

Nao ¢é dificil verificar que Cjj;;, ¢ anti-simétrico nos dois primeiros indices e sem traco em

Cijk = VZRJk — VJRM — VZ-jok — V]Rgik), (22)

quaisquer dois indices.
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Uma relagao importante entre o tensor de Weyl e o tensor de Cotton é dada pela

seguinte identidade:
(n—2)
Ciji = _mvlwijkla (2.3)
fornecido que n > 4.
Para finalizar essa secdo, apresentaremos uma formula interessante para o Laplaciano
da norma do tensor de Ricci sobre uma variedade arbitraria obtida em [7, Lema 2.1]. Para

efeito de completude apresentaremos a sua demonstracao. Segue abaixo esse resultado:

Lema 2.1. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. Entdo vale a sequinte igualdade:

A'RZC'Z = Q‘VRZCP - ‘Cm’k’z + 2vl(CleRjk) + 2(RZ]RZ]€RJ]§ — RikleRijkl)
1

2
|VR| +n—1

2<n”_1) div[(n — 2)Ric(VR) + RVR). (2.4)

Demonstragdo. Iniciaremos com o calculo do laplaciano da norma ao quadrado do tensor

de Ricci, para isso, lembre que
1 , 1
5A|Rw|2 = §v,,va?j

Assim, desenvolvendo o lado direito da igualdade acima e usando a expressao (2.2) do

tensor de Cotton, obtemos
1
5A|R¢c|2 = |VRic|*+ R;;V,V,R;

= |VRic|> + Ri;V,(Cpij + ViR, + (VpRgi; — ViRgy;))

1
2(n—1)

= |VRic]> + Ri;V,Cpji + RijV,ViR,; + (RAR — V,;V;RR;).

2(n—1)
Por outro lado, usando a identidade de Ricci (2.1 no termo V,V;R,; podemos reescrever

a igualdade acima da seguinte forma

1
§A|ch|2 = |VR10|2 + RiijCpij + Vivaijij + (RzngkR]k: — RikleRijkl)
1
—(RAR—V,;V,RR;;),
onde alteramos alguns indices por simplicidade.
Dessa forma, a partir da segunda identidade contraida de Bianchi %ViR = ¢'*"V, Ry
obtemos uma nova expressao para igualdade acima
~2 V.V,R,+ - RAR

2n—1) " Y 2(n—1)
+(RijRixRjr, — Ri RjRijrr).- (2.5)

1
§A|RZC|2 = |VRZC|2 + Rijvpcpi]‘ +
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Por fim, observando que alguns termos da igualdade acima podem ser escritos da seguinte

forma
© RyiVypChij = Vp(CpijRij) — 51Cpi5°
« R;;V;V,;R = div(Ric(VR)) — V;R;;V;R = div(Ric(VR)) — L|VR|?
e« RAR=div(RVR)— |VR|?

podemos substituir na Equacao para obter

1 . . 1
§A|RZC|2 = |VRZC|2 + vp(cpinij) — §|szk|2 + (RZJleR]k - RikleRijkl)

— IVR|? + 5 div((n — 2)Ric(VR) — RVR).

N
(n—2)

Logo, para finalizar a demonstragao basta trocar p <+ k e usar que o tensor de Cotton é

n
4(n—1)
anti-simétrico nas primeiras duas entradas e tem traco livre quaisquer duas entradas. [J

2.3 Variedades de Einstein

Agora falaremos um pouco sobre variedades de Einstein.

Defini¢ao 2.6. Uma variedade Riemanniana (M", g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um maultiplo da métrica g, ou seja,
Ric(X,Y) = Mg(X,Y)
para todo X,Y € X(M) em que A\ : M — R é uma fungdo diferencidvel.

Em coordenadas,

Rij = Agij. (2.6)

Observe que multiplicando ([2.6)) por ¢” e tomando o trago, temos que R = An. Além
disso, quando uma variedade de Einstein de dimensao n > 3 e conexa, tem-se que \ é
constante. A prova é uma aplicacao direta da segunda Identidade de Bianchi contraida

duas vezes.
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2.4 Estimativa envolvendo o tensor de Weyl

Nesta se¢ao, apresentaremos uma estimativa algébrica da curvatura que envolve o tensor
de Weyl e o tensor de Ricci sem traco. Essa estimativa sera fundamental para a conclusao
dos principais resultados que abordaremos ao longo deste trabalho. A demonstragao
dessa estimativa pode ser encontrada em [41, Lemma 2.3|, e recomendamos também a
consulta a [21], Proposition 2.1] para uma compreensao mais aprofundada do contexto e
das aplicagoes dessa relagao. A conexao entre esses tensores é crucial para avangarmos em
nossa analise e para entendermos as implicacoes geométricas que surgem a partir dessas

relagoes.

Lema 2.2. E'm toda variedade Riemanniana de dimensao n, a sequinte estimativa € valida

n—2 2(n —2)a? . v
< | 2 2 2
Va1 <IW| + " |Ric| ) | Ric|,

o 3 o 3 o ° °
onde o > 0 € uma constante. Aqui, Ric € um 2-tensor definido por (Ric );j = Ry Ry Ry;.

OétT’(ROZ'CS> - V[/Z'jklﬁiikéjl

Demonstragdo. Primeiramente, observe que usando o produto de Kulkarni-Nomizu ob-

temos

(Roz'c B 9)iji = (Rcikgjl + chlgik - Roilgjk - chkgil)
(ROZ'C D ROZ'C)UM = Q(Roz‘kRojl - Roleojk)

Assim, como consequéncia destas expressoes podemos deduzir que

. .1 . .

VVijklRikle = ZWijkl(ch D RZC)ijkl (27)
° o o 1 o, o, .

Rinijik = —g(RZC D g)ijkl(RZC D ch)ijkl- (28)

De fato, desenvolvendo o lado direito da Equagao (2.7))

1 . . 1 . .1 . .
ZWijkl(RZC O Ric)iju = imjklRikle - §WijklRilek
1 o o 1 o o
= im/z'jk:lRikle —3 Wi Rir Ry
<k
1 o o 1 o o
= §m/z’jklRikle + §Wijszikle

= WiynRuRj,
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e o lado direito da Equacao (2.8)
1 o o o o o
Z(Rikgjl + Rjigik — Rugjr — Rjrgu) (R Rji
- Rlejk)
1 o o o 1 o o o 1 o o o
:ZRikRijilgjl + ZRilelekgik + ZRz‘lRiklegjk
1 o o
+ ZRijiklegil
1 o o o
sz]ksz + 4Rlelem + 4RlezgR]l + 4RijikRij

1, . o o
—g(RZC B 9)ijri(Ric ® Ric)ijr = —

4
1 1
QRZ]CR]ICR’LJ + - 4 R'LkR]ksz +-— Rsz'LjR]k

Ik Ik

=R;; R Ry,

provamos o resultado pretendido.

Dai, usando as Equacoes (2.7)) e (2.8)), obtemos:
i Ry + aRyj R Ry, = — (4VVz'jkl(RZC ) RZC)ijkl)

1 - . .
+ o (—8(Ric D 9)ijui(Ric ® Ric)ijkl>

1 o o a, o o

= — ZWijkl(RZC O Ric)ijm — g(ch D g)ijri(Ric ® Ric)ju
]_ o o o

S (W + YRico g> (Ric ® Ric)iyn. (2.9)
4 2 ijkl

Antes de tudo, relembremos a decomposicao ortogonal para o tensor Ric® Ric que é um
(0,4)-tensor e tem as mesmas propriedades do tensor curvatura de Riemann. Para mais

detalhes dessa decomposigao veja [55, Subsegdo 1.4.1]. Logo, pode ser ortogonalmente

decomposto como

Ric® Ric=T+U+V,
onde T tem traco livre,

Vit = ————= (Ric® ® g)iju + |Ric|*(9 ® 9)iju

2
— 2 n(n — 2)

Ui = — |Ric*(9 ® 9)iju

1
n(n—1)
em que (R§c2)ik = ﬁipR;p.

Agora, vamos calcular a norma ao quadrado dos tensores R%c@Roic, V e U da seguinte

maneira:
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I)

|Ric ® Ric|*> = (Ric® Ric)iju(Ric ® Ric)i

= 4(RoikRojl - éilRojk)Q

= 4(ﬁ¢k>2(ﬁjz)2 - Sﬁikﬁjkéilﬁjl + 4(éil>2(R}k)2

= 8\R°z'c\4 — SRoikRojk leR_]k‘
——

= 8|Ric|* — 8| Ric2|>.

1)

|U|2 = Uijk:lUijkl
1

<k

= il 0 © 9%

n?(n—1
4

= 7)2|Ri0|4(9ik9ﬂ - gilgjk:)z

n?(n—1
4

= 7>2|Ric|4<gi2kg]2'l — 29 gidi ik + 9 95)

n?(n—1

4

= ———|Ric*(n* — 2n +n?)

n?(n —1)
4

= ————|Ric[* - 2n(n — 1)

n?(n —1)
8

= ——|Ric|".

n(n —1)
117)

|V’2 =VijrVijri

2 o 2
- Ri>® ¢y + ————
( n—2< e ®g)]kl+n(n—2

4 o
—W(RZCQ &) g)?jkl -

8
n(n —2)

4 .
+ [ Ricl'(9 © 9)ji-

n?(n — 2)

Note que

2
) |Ric[*(g ® 9)ijkl>

5 \R(’z'cﬁ(R;cz B 9)ijri(9 O 9)ijki

° ° ° o ° 2
(Ric*> © g)?jkl = ((sz)z‘kgjl + (Ric?) ugir — (Ric?)ugjr — (sz)jkgz’l) :

Dai, desenvolvendo a expressao do lado direito da igualdade acima teremos
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((R;CZ)ikgjl + (R';C2)jlgik - (R;C2>ilgjk - (R;CQ)jkgiz)z

= (RECQ)fkg?l + (RicQ)?lgfk + (RZCQ)?ngQ-k + (R?olc2)?kgi2l + 2(Ric2) g (Ric2) ng
—2(Ric?) i gu(Ric?)ugs — 2(Ric?)iga(Ric) kg5 — 2(Ric?) ugi(Ric)aga,
—2(Ric?)jiga(Ric?) jrgin + 2(Ric2)aga(Ric?) g

= 4n|RZ’c2|2 + 4|Ric|* — SIRECQP

— 4|Ric®|2(n — 2) + 4|Ric|*.
Portanto,
(Ric> @ i = 4|Ric>*(n — 2) + 4| Ric[*. (2.10)
Além disso, temos
(Ric2 ® 9)ijta(9 ® 9)iju =((Ric2)ingn + (Ric?) gax — (Ric2)ag;n
— (Ric?)k9a) - 2(9ikgj — 9a9ik)

o que implica,

(Rgc2 D 9)ijki(g D g)ijrl

— 2((Ric2)ikgikg?l — (Ric?)irgjnginga + (Ric?) jggs — (Ric?) ugingingi

—(Ric?)agirgirgj + (RiCQ)izgizggz‘k — (Ric®)jugjugagin + (Ric®) jxg;xgi)
= 8n|Ric|?> — 8| Ric|?

— 8| Ric|%(n — 1),

seque que
(Ric2 ® §)ijra(9 ® 9)iji = 8| Ric|*(n — 1). (2.11)
Logo, pelas Equagoes ([2.10]) e (2.11)), temos
4 ° °. 8 ;. ;.
V|? ~ = (4| Ric2*(n — 2) + 4| Ric|*) — mmzcﬁ (8| Ricl*(n — 1))
4 o, 4
+ mmzd (8n(n —1))
16 ° 6 o 32(n—1), -
__ R 212 e R e S R 4
n—2| ic?| +(n—2)2| ic| n(n—2)| ic|
16 ° 16 o
=——|Ric*|* — ———|Ric|*.
n—2| i’ n(n—2)| icl
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Em particular, usando os itens I), I1) e I11) obtemos
TR + SV = (|Ric ® Ficl* = [V[2 = |U) + S|V

o o -2
=|Ric ® Ric|*> + (n2)|V|2 —|UJ?

16 -
i — gy Fiel )

n(

_ 4 S 9212 (n_2) 16 2212
(8| Ric|* — 8| Ric?|*) + 5 (n_2|ch|

- (7 )

:8’ROZ.C’4 — i‘]%clc‘ét — n(n8_1)

|Ric|". (2.12)

|Ric|*

8(n — 2)
-1

Agora, pelo fato de W e T terem traco livre e V' ter componentes (Rzo'c2 O9g)ijki € (9D g)ijui

concluimos entao que Wi Viju = 0 e Tiju - (ch ® g)iji = 0. Além disso, observe que

(67 X o 1 °
(( + 5 zc@g) ( + 5 zc@g)ijkl ( (= 1)| ic|*(g ® g) gm)

ijkl

a|Ric> . : . .
= _m<Rikgjl + Rj19i — Rugjr — Rjrga) (99t — 9a9jr)
a|Ric|? . . . .
= _m<_Rikgj19il9jk — Rugirgugix — Rugikgingji — Riga9ix9i1)
=0 e que

V2a .
<W + mch B®g

n n
(T + 1/V> =Wijn - Tijia + \/ *Wijkl : V;jkl
2 Jijm 2

V2a o
+ ﬁﬂjkl(fi@c D 9)ijkl

1 o
+ m‘/;'jkl(RZC D 9)ijkl

ijkl

e} 2
=Wijk - Tijra + §Vz‘jkl(RwQ D g)ijh

ijkl
Dessa forma, iremos estimar (2.9) aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Equagao
(2.12) e as observagoes feitas acima da seguinte maneira:
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o 2
ijkl ijkl
N 2
- (W + YRico g> (T + V)i
2 ijkl
2
2
= <W+ faRic@g) <T+\/WV)
vn ikl 2 Jijm
2 2
2
< (W + faRic@g) ‘<T+ \/ﬁv>
VLD ikl 2 Jijkl
— (e + 5 \ch@gP) (1 + 2 v
o 8&(n —2 °
<|T/V|2 +—-4(n— )|Rz’c|2> : M|Ric|4
n—1
8 2 2(n —2)a? . .
_8n-2) (\W|2 (n)o“mc‘?) | Ric|.
n—1 n
Por outro lado, temos
1 2
_WijklRikle + O./Rinijik = 16 | <W + RZC D) g> (RZC > RiC)ijkl
ijkl
(n—2) 2, 2n—2)0% o) ey
< — | |W ———|R R
< ppa gy (WP T el ) i
podendo ser escrito como
/2
. CoL (n—2) 2(n —2)a? o L\ s
—WijmRirRji + oRijRjp Ry | < An=1) W* + S — |Ric” ) |Ric|?,
concluindo a demonstracao. O]




Capitulo 3

Variedades do tipo-Einstein

Neste capitulo, deduzimos uma identidade do tipo Bochner para variedades compactas
do tipo-Einstein gradiente e com fronteira. Como consequéncia, somos capazes de de-
monstrar um resultado de rigidez para variedades do tipo-Einstein, assumindo a condicao
de curvatura de Ricci paralelo. Além disso, fornecemos uma condi¢ao sobre a norma do

gradiente da fungao potencial para classificar tais estruturas.

3.1 Definicoes e resultados existentes

Primeiramente, recordemos a definicao de variedade do tipo-Einstein.

Definigao 3.1. Uma variedade do tipo-Einstein é uma variedade Riemanniana (M™, g)

comn > 3 que admite funcoes suaves f,h: M — R tais que
fRic = V2f + hg, (3.1)

onde f >0 em int(M) e f~1(0) = OM. Aqui, Ric e V[ representam, respectivamente, o

tensor de Ricci e a forma Hessiana em M™.

Vamos nos referir a equagao (3.1)) como a equagdo fundamental de uma variedade do
tipo-Einstein (M™, g, f, h).

Observe que a fungdo h é determinada por f e a curvatura escalar na métrica g
denotada por R. De fato, veja que a equacao fundamental de uma variedade do tipo

Einstein pode ser reescrita na linguagem tensorial da seguinte forma

ijk = VJka + hgjk~ (32)

22
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Tomando o trago em (3.2]), obtemos
fR=Af+nh. (3.3)
Além disso, com um calculo direto envolvendo e , nao é dificil verificar que
fRic = V2], (3.4)

onde T representa o traco-livre do tensor T
Prosseguindo, precisamos encontrar uma expressao para Vh e Ah que serd importante
para esse capitulo. Antes de tudo, lembre que é possivel relacionar a curvatura tensorial

com uma fungdo suave f € C°°(M) usando a identidade de Ricci (2.1)),
ViV,Vif = V;ViVif = RiuV.f. (3.5)
Por outro lado, derivando em ¢ a equacgao , inferimos que
VifRj + fViRj, = V;V;Vif + Vihgjp. (3.6)
Dessa forma, combinando as equacoes e , obtemos:
VifRjr + fViR, = V;ViVif + RijuVif + Vihg.

Podemos concluir a partir da identidade contraida de Bianchi %VZ-R = gjijRk,- e

contraindo em 7 e k, que
;ijR =V,;,Af +V,h.
Substituindo (3.3)) na igualdade acima, concluimos que
(n—1)Vjh =RV, f+ ;ijR. (3.7)
Isso implica que
(n—1)V;V;h =V,RV,;f +RV,V,f + ;ViijR + ;fViVjR. (3.8)
Portanto, tomando o trago de (3.8]) em ¢ e j resulta em
(n—1)Ah = 2<VR,Vf) +RAf+;fAR. (3.9)

Com essa notagao, obteremos a seguinte formula para uma variedade do tipo-Einstein,
vale ressaltar que tal equagdo pode ser encontrada em [49, Lema 1]. Por completude

faremos sua demonstracao.
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Lema 3.1. Seja (M", g, f,h) uma variedade tipo-FEinstein. Entdo vale a segquinte igual-

dade
R
FCir = BigaNif + ——=(Vif gjx = Vi fgix) = (Vif Rji = V; f Rit)- (3.10)
Demonstragio. Primeiro, observe que trocando i por j na Equagao (3.6 obtemos
VJfR@k -+ vale = VJVZka + thgik. (3.11)
Por outro lado, subtraindo as equagoes (3.6]) e (3.11)) temos

Vif Rjy = Vf Rix + f (ViRjy — V,;Rix) = V,V;Vif —V,;V,Vif + (Vihgjr — V;hgir)
RiiVif + (Vihgjr — Vihgi),

onde na segunda igualdade usamos a Equagao (3.5).
Para finalizar, basta combinar a expressao (2.9) para o Vh e a definicao do tensor de
Cotton

Cijk = viRjk - ijik - (vijok: - ijgik:)a

2(n—1)
para concluir a demonstragao.

]

A seguir, veremos alguns exemplos de variedades do tipo-Einstein em bolas geodésicas
das formas espaciais simplesmente conexas. O primeiro, trata-se das bolas geodésicas do

espaco Euclidiano com a métrica candnica.

Exemplo 3.1. Considere B™ C R™ uma bola geodésica unitdria centrada na origem e as
funcgoes f e h definidas por

1

fz) = m(l —[2l*) e h(z)=

Note que, f > 0 no int(B) e f~1(0) = B. Além disso, Considerando em R™ a métrica

canonica g e em B™ a métrica restrita, temos que % = —-%2. Logo, obtemos que
1 n
Vif = — g e Af=-— .
n—1 n—1
Portanto,
9 1 1 ,
Vef+hg=— g+ g = fRic,
n—1 n—1

Logo (B™, g, f,h) é uma métrica do tipo Einstein.
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Exemplo 3.2. Considere L™ = (R"*! ds?), onde ds* = dz3 + ...+ dx? — dt*. Considere
H* = {(z1,...., 20, t) € L™ 22 + .+ 22 — 12 = —1,t > 1} mergulhado em L™ e
seja g a métrica induzida. Nessas condig¢oes g é uma métrica Riemanniana. Agora fize
p=1(0,..0,1) € H" e considere B" C H" uma bola geodésica centrada em p e raio ro € as
funcoes f e h definidas por

F(1, oy Ty ) = 1 (1_cosh7‘>_ 1 (1_ t )

n—1 cosh rg n—1 cosh rg

t
h(zy,..xp,t) = =1+ o

(n — 1) coshry’
onde r é a distincia geodésica de (1, ...,Tn,t) 4 p. Note que, t = coshr et € a fungio

altura relativa a p. Dat,

1 t
2 2
= — t) = — .
vy (n—l)coshroV ®) (n—l)coshrog
Portanto, lembrando que Ric = —(n — 1)g seque que
t t
V2f+hg = — g—g+ n g = fRic,

(n — 1) coshrg (n — 1) coshrg

e f71(0) = OM. Assim, (B™, g, f,h) é uma métrica tipo-FEinstein.

Exemplo 3.3. Considere S® C R"™ ¢ p = (0,...0,1) € S". Sejam B™ C S™ uma bola

geodésica centrada em p e raio ro < 3 e as fungoes f e h definidas por

flxy, .y, t) = L (Cosr_l): L ( t —1>

n — 1\cosrg n — 1 \cosrg

nt
(g, ) = —1 4 ——
(21,20, ) * (n—1)cosrg

onde r € a distincia geodésica de (xy,...,Tn,t) d p. Assim, t = cosr et € a fungio altura

relativa a p. Dai,

Vo) S — VA(t) = — !

(n —1)cosry (n —1)cos rog'
Portanto, lembrando que Ric = (n — 1)g seque que

t nt

V2f+hg = - —g+ g = fRic,

(n—1)cos rog (n — 1) cosry

e f710) = OM. Assim, (B", g, f,h) é uma métrica tipo Einstein.
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Esses exemplos sao variedades de Einstein com bordo conexo e sao inspirados por casos
particulares de métricas discutidas em nossa introducgao, a saber, métricas V-estaticas.
Destacamos que uma vasta area de pesquisa tentou obter a rigidez de tais métricas para
um desses exemplos, dadas certas restrigoes geométricas. Recentemente, Freitas e Gomes
em [27], estudaram a equagao fundamental das variedades do tipo-Einstein da seguinte

maneira:

Vi = gf(/\g - gRi@ + 99, (3.12)

para alguma fun¢do suave A em M" e constantes «, 5, 1,y € R, com 3 # 0. Claramente,
considerando g—‘; =—-leh= —% f — v, obtemos a Equagao |D Assim, tal equacao
pode ser vista como um caso particular da Equacgao . Dessa forma, foram capazes
de classificar variedades do tipo-Einstein que sao Einstein. Mais precisamente, obtiveram

o seguinte resultado

Teorema 3.1 ([27], Teorema 1, Teorema 2). Seja (M",g) uma variedade compacta tipo-
FEinstein gradiente com bordo conexo OM. Se (M™,g) é uma variedade de Finstein, entdo
M™ € isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa quando

v # 0 ou € isométrico a um hemisfério de uma esfera redonda quando v = 0.

Vale ressaltar que os Exemplos[3.1] 3.2 e[3.3]sdo casos explicitos onde o Teorema acima
se aplica.

Prosseguindo, uma das estruturas mais importantes estudadas na literatura e que
satisfaz a equacao do tipo-Einstein para h = —Af sdo as triplas estatica positiva. Além
disso, é importante lembrar que, em toda variedade Riemanniana, o tensor métrico é
paralelo (i.e., Vg = 0), imediatamente obtemos que variedades Einstein possuem tensor
de Ricci paralelo (i.e., VRic = 0). No entanto, é importante ressaltar que a reciproca

desse fato nao é verdadeira, como ilustrado no exemplo a seguir:

Exemplo 3.4. Cilindro sobre S"™' com métrica produto,

-l

onde gsn—1 representa a métrica canénica de S*'. Tal estrutura define uma variedade

n

x5 g = di? 4 "2 g, f(t) = sen(Vnt), h = —Af) ,

do tipo-FEinstein ndao-FEinstein, conformemente plana e que satisfaz a condi¢io de Ricci

paralelo (veja mais detalhes no Capitulo 2, Seg¢ao 2.3 em [1])].)
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Portanto, concluimos que a hipétese de Ricci paralelo é uma condi¢ao mais fraca do que
a de Einstein. Assim, com o objetivo de entender melhor a geometria de uma variedade
do tipo-Einstein sobre a condi¢ao Ricci paralelo veremos na proxima se¢ao féormulas tipo

Bochner.

3.2 Férmulas tipo Bochner

Prosseguindo, obteremos uma féormula divergente para uma variedade tipo-Einstein.

Lema 3.2. Seja (M™, g, f,h) uma variedade tipo-Einstein. Entdo vale a sequinte igual-

dade

R
diVX = VZ(fOUkR]k) ‘I— (TL —fl
T YRS 4 (VIR Y f)
Inn—n VI

: 1
+ Af) [Ric|’ + —— Ric(VR, V f)

onde X; = leRkJVJf + Rl'jklvlijk.
Demonstragio. Comegamos substituindo a Equagao (3.10) em divX, ou seja,

. I R
divX = V;|RyRy;V;f + fCiRj, — m(vifgjk — V;f9ik)Rjk

.

+(Vif Ry, — ijRik)Rjk]

R? R
Vif +
-1 n

]
3
4(n—1)

=V

.

fOiijjk - R,ijf + v,flR’LCF]

n

= Vi(fCirRjr) —

2
(VR V) + (\Rm\? - n}E 1) Af
1 _ R 12
"—mRZC(VR, Vf) + mevlvjf + <Vf, V|RZC| >,

que pode ser reescrita usando (3.2), da seguinte forma:

R o 1
divX = Vi(fCiyrRjk) + <n_fl + Af) |Ric|® + mRic(VR, V)
+R72(—Af —nh+ Rf) + i(V!ﬁ V) + (V[ V|Ric[?)
n(n—1) 4n(n —1) ’ ’ '
Para concluir, basta aplicar (3.3)). m

Agora, vamos fornecer outra férmula para div.X.
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Lema 3.3. Seja (M™, g, f,h) uma variedade do tipo-Finstein. Entao temos que
divX = f(RijRiRji + RijuRuR;i) +
1
+Cin RV f — m
onde X, = RikRijjf + Rijklvlijk‘

Y Lo
20— 1>RZC(VR, Vi)+ 2|ka\

(VR VF) + ;(Vf, V| Bicl?),

Demonstracio. Por meio de um calculo direto usando a equacdo fundamental de uma

variedade do tipo Einstein, obtemos:

1
+RijuViVifRj + ViR Vif Rje + RijuVi ViR,

1 .
= f(RZlekRk] + RijklRﬂRjk) + iRZC(VR, Vf) <Vf, V‘RZC‘2>

_ 1
2
+2V, fRiViRji + RijuVifViRj, (3.13)

onde na ultima igualdade usamos a identidade de Bianchi uma vez contraida.

Agora, usando (2.2)) e (3.10]), podemos reescrever (3.13)) como

1
divX = f(RijRixRij + RijuRuRji) + iRiC(VR7 Vf)+ £|Cijk|2

_4(n1—1)<vf’ VR?) + VR RV, f (3.14)

Finalmente, é suficiente substituir (2.2)) em (3.14]) para obter o resultado solicitado.  [J

Lema 3.4. Seja (M™, g, f,h) uma variedade do tipo-FEinstein. Entao temos:

Rf

div(X) = - (n— + Af> Ricl? — (V1. V| i) + "

1R’zc<v3, V)

1

+f <|ka‘2 — |VRZC‘2 + 4

(H”_DNRF) ,

onde X; = —£Vi|Ric]? + 2fCijp Ry + 5725 [ Rij VR — 1225 [V R2,

(n An(n—

Demonstracao. Primeiro, comparando a Lema [3.2| e a Lema podemos deduzir

f(RijRixRji + RijuRaR;i)

R 3 1 .
= Vi(fCipRji) — Ciju RV f + <n—fl - Af) | Ric|® + §<Vf, V|Ric|?)
n=2 p =2 oo Lo
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Por outro lado, com um célculo direto, podemos reescrever a Equacao (22.4]) como
f(RijRi R + RijmRuRji)

1 .

1

1 n
_ L2 T o2t 2
fIV Ric| +2f\CZ]k| +4(n 1>HVR|.

O, . 2 .
Usando que |Ric|> = |Ric|* — £, obtemos ainda que

J(RijRix R + RijuRaRji)

_ v (LR — Ry — 2 1.2_...>
_fvl<2V1|ch| CijeRjn =) (2nsz RUVJR>
1 n
— o2+ Zf1C ]2+ —— 2
FIVRic]” + o f|Cijil +4(n_1)f|VR| .

Agora, observando que fdivX = div(fX) — (Vf, X), onde

1 o, n—2 1
X = §VZ'|RZC|2 — Ciijjk — m (%VZRQ — RUVJR> y

podemos concluir a seguinte expressao

f(RijRixRji + RijuRaR;i)

_ f |2 n—2 (1 2 >
v <2vl\ch\ FCultet g5 (5, VI = RV
1 °. :
(V1 Vel + CpRuVif — IV Ricl + L0
n—2 ‘ 1 9 n
T <ch(w, VR) - o (V}, VR >> T

Para finalizar, basta comparar as expressoes (3.15)) e (3.16)). O

fIVR|?. (3.16)

3.3 Resultados de Rigidez

Nesta secao apresentaremos os principais resultados deste capitulo, os quais foram obtidos
no artigo "Compact Einstein-type manifolds with parallel Ricci tensor’, escrito pelo autor
com parceria com H. Baltazar e M. Andrade. Iniciaremos com um teorema que classifica
as variedades do tipo-Einstein com tensor de Ricci paralelo.

Antes de prosseguir, vamos definir a funcao A em termos de h e da fungao potencial

f, da seguinte forma:

A=(n—1h—Rf =—

(n—1) [ fR

n n—1

+ Af} : (3.17)
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Observe que derivando a Equagao (3.17)), temos que
VA= (n—-1)Vh—-V(Rf).
Usando a expressao (3.7)) para o Vh, concluimos que
1
VA= 3 fVR.

Portando, como f > 0 no int(M) segue que, se R é constante entdo a fun¢ao A é constante.
Essa funcdo A\ aparece em [36] e os autores conseguiram deduzir na verdade que a
curvatura escalar é constante se, e somente se, A\ for constante, conforme Proposicao 2.1.
Agora estamos em posicdo de apresentar o nosso primeiro resultado que classifica as

variedades do tipo-Einstein com Ricci paralelo. Segue abaixo o seu enunciado:

Teorema 3.2. Seja (M", g, f,h) uma variedade do tipo-FEinstein com tensor de Ricci
paralelo. Entdo, a fungdo \ definida acima é constante e uma das sequintes afirmacoes é

verdadeira:
(1) se A >0, entao (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em R"™, S™, ou H".

(2) se A\ =0 en =3, entio (M3,q) é coberta por uma das triplas estdticas descritas no

Teorema [1.1];

(3) se A\ <0 e M™ tem bordo conexo, entao (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica

em S™.
Demonstragio. Para comegar, podemos usar (3.2)) e (3.3) para deduzir

—Afg+ Hessf — fRic = (—=Af —h)g

= ((n=1)h—=Rf)g
= g, (3.18)

onde A foi definido em ([3.17)).

Agora, como estamos assumindo a condi¢ao de curvatura de Ricci paralelo, isso implica
que M™ tem curvatura escalar constante e a fungao A é constante. Como consequéncia, a
identidade nos diz que (M™, g, f) é uma métrica V-estatica.

Portanto, se A > 0, até a normalizagao, temos as métricas criticas de Miao-Tam

introduzidas por Miao e Tam em [52, 53], e a classificagdo para o caso de curvatura de
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Ricci paralelo foi obtida por Baltazar e Ribeiro Jr. em [§]. Ou seja, estamos em posigao
de usar o Corolério 1 em [§] para concluir que (M™, g) é isométrico a uma bola geodésica
em R", S", ou H". Caso contrario, se A = 0, temos os espagos estaticos bem conhecidos e
a classificacao segue diretamente do Teorema (1.1 anunciado na introdugao. Finalmente,

se A < 0, com um calculo direto, temos que

—(Rf +Af>: LY

n—1 n—1
e levando em conta o Lema e nossa suposigao de que (M", g) tem curvatura de Ricci
paralela, imediatamente temos
%MR‘%@? —0
e isso forca (M™, g) a ser Einstein. Agora, é importante notar que a equagao V-estética

satisfaz

V2f = fRic+Afg+ Mg

R
= fRic+ |— f __n A g+ Ag
n—1 n-—1
. R A
= fRic— ——fg— "y,
n—1 n—1
que é a Equacao (|1.8) para
po _ _opA_ =R A
32 B3 n-—1 LT

Como ja sabemos que (M™,g) é Einstein e estamos assumindo que o bordo é conexo,
basta aplicar o Teorema [3.1] para concluir que M™ é isométrico a uma bola geodésica em

S". O

Prosseguindo, estudaremos um dos problemas abordados recentemente, que procura
obter uma condig¢ao necessaria e suficiente sobre a norma do gradiente da fun¢ao potencial
para que uma métrica seja Einstein.

Em 2015, Leandro Benedito [48] contribuiu significativamente nesse sentido, ao esta-
belecer uma condigao desse tipo para métricas CPE em qualquer dimensao. Seu resultado
representa um marco importante no entendimento das métricas riemannianas e fornece
uma ferramenta crucial para a classificacado dessas estruturas. Mais precisamente, temos

o seguinte resultado:
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Teorema 3.3. (Benedito, L., 2015) Seja (M",g, f) uma métrica CPE n-dimensional.
Entao M™ é Finstein se, e somente se, vale a sequinte igualdade

Rf?
|Vf|2+m—/\7

onde A € uma constante.

Utilizando uma abordagem semelhante aquela utilizada na demonstracao do teorema
mencionado acima, H. Baltazar e C. Queiroz em [4] apresentam uma condigao necessaria
e suficiente para classificar uma métrica critica de Miao-Tam. A escolha da hipotese que
envolve a funcdo potencial serd detalhada no Capitulo 4. Nesse contexto, a seguir, no
Teorema [3.5] iremos apresentar a generalizagao desses resultados para variedades tipo-
Finstein.

Antes de tudo, com base nos resultados mencionados anteriormente, encontraremos
a condigdo para que (M", g, f,h), uma variedade do tipo-Einstein, seja uma variedade

Einstein. Para fazer isso, usaremos (3.4)) e (3.3 para obter

R R
f <Rij - Qij) =V:V,f+ <—f + h) 9ij-
n n
Assim, segue que
o fR
FRiiVif = ViVifVif +{ = =+ h]Vif
1 R
= VAP Vi) - V- Ty
Agora, de (3.7)), concluimos que
. 1 2
FRNT = Vi(5IVIP+hr v )+ L wiR (3.19)

onde ¢, = (1—2n)/(2n(n—1)). E ficil ver que se (M™, g) é uma variedade Einstein, entéo
1
IV +hf+enRf? = A

é constante. Agora, estudamos a funcao A para obter alguma classificacao para variedades

do tipo-Einstein.

Lema 3.5. Seja (M™, g, f,h) uma variedade do tipo-Finstein. Consideremos a fungao
A= ;|Vf|2 + hf + c R,

onde ¢, = (1 —2n)/(2n(n — 1)). Entao,

div(fVA) — 2(VA, V) = f3|Ric|]” + ; fAVR,Vf) — 21ndiv( f*VR).
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Demonstra¢io. Assumimos que (M", g, f,h) é tipo-Einstein e A é definida acima, apli-

cando a derivada covariante na expressao de A, obtemos
Vil = ;wwﬁ + Vi(hf) + enVi(Rf?). (3.20)
Tomando a segunda derivada em e usando a expressao para o Vh, temos
ViViA = SVVUVSP o (R + LV VAR) + ViVih
+ni1 (Vs + A JiR) 4+ WV f
+en(2fVif ViR + f*V;ViR + 2RV, fV1.f +2fV;RV.f +2fRV;V.f).
Tomando o traco em ¢ e k, chegamos a

1 R (—3n+2)
AN = §A|Af|2+n(n—1) n(n —1)

+(2c,f R + h)AF. (3.21)

IV fI* + f(VF,VR) + fAR +c, f°AR

Por outro lado, lembramos da férmula classica de Bochner
SAIVSP = [V 4+ Ric(V £, V) +(Vf, VAS))
Assim, substituindo as expressoes para o Af e para o Vh na igualdade acima,
obtemos
SAIVSE = VP4 Rie(V L V) + (VL V(R ~ b))

= VAP Rie(V V) VP
n n—2
2(n—1)
Dessa forma, substituindo a expressao (3.9) para o Ah e a Equagao na igualdade

(3.21)), obtemos
. —4
AN = [VAP 4 Rio(V V)~ VP4 VR, )

J(VR, V). (3.22)

I (Rf +h+ anfR) Af — ifQAR. (3.23)
n—1 2n

Observando que fR = Af + nh, fRic = V2f e
2
podemos reescrever a igualdade (3.23)) da seguinte forma
0D v rvr) - Lan(rvn)
2n ’ om '

Usando que div(f3VR) = 2f2(Vf, VR) + f*div(fVR), terminamos a prova. O

FAA = f3|Ric)* + (VA, V) +
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Uma consequéncia imediata do Lema [3.5| é a seguinte:

Corolario 3.1. Seja (M", g, f, h) uma variedade do tipo-FEinstein. Se/ fAVR,Vf)dM, >
M

0 e a fungao A é constante ao longo do fluzo de V f. Entio, (M", g) é FEinstein.

Demonstragio. Na verdade, uma vez que estamos admitindo que (VA, Vf) =0e / fHVR,Vf)dM,
M
0, integramos a expressao no Lema e usando que f > 0 em int(M) e f =0 em OM,

concluimos que Ric = 0, ou seja, (M™, g) é Einstein. ]

Em particular, se considerarmos f = 14 F', onde F' é o fun¢ao potencial na equacao do
ponto critico, obtemos o Corolario 1 em [I7], porque R é constante. Mais precisamente,

F. Benjamin obteve o seguinte resultado:

Teorema 3.4. (Benjamin, F.,[17]) Seja (M™, g, F) uma métrica CPE. Se a fun¢io h =

|IVF? + n(ian é constante ao londo do fluxo do VF. Entao M é isométrica a esfera

redonda e F' € a primeira autofuncao do operador Laplaciano.

Além disso, considerando que o gradiente da fungao potencial é um autovetor do tensor

de Ricci, temos mais uma consequéncia do Lema [3.5]

Corolario 3.2. Seja (M", g, f,h) uma variedade do tipo-Finstein. Se Ric(Vf) = %Vf
e / F2VR,V f)dM, > 0. Entio, (M",q) ¢ Binstein.
M

Demonstragio. Por (3.19), obtemos que (VA, Vf) = —£<VR, Vf). usando o lema ,
segue que
. e, (m—2) _i- 3
div(fVA) = f°|Ric| +72n VR, Vf) Qndlv(f VR).
Novamente, integrando sobre M e usando que f > 0 em int(M) e f =0 em OM, termi-

namos a prova. O

Por fim, ao considerar que a funcao A é constante, obtemos uma condi¢ao que relaciona
a fungao potencial de uma variedade do tipo-Einstein, resultando no seguinte teorema de

rigidez.
Teorema 3.5. Seja (M™, g, f,h) uma variedade do tipo-Einstein satisfazendo

1 9 1—-2n
§|Vf’ i 2n(n — 1)

Entdo, (M"™, g) é uma variedade Einstein, desde que

Rf? 4 hf = const.. (3.24)

/ (VR,Vf)dM, > 0.
M
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Demonstragio. Como A é constante, do Lema e f>0em M, obtemos
div(fVR) = 2nf|Ric|* + (n — 2)(VR, V [). (3.25)

Integrando sobre M, usando que / (VR,Vf)dM, > 0e f=0em 0M, concluimos que
M
Ric =0, ou seja, (M", g) é Einstein. O]

Como corolario imediato, temos que

Corolario 3.3. Seja (M™, g, f,h) uma variedade tipo-Einstein com curvatura escalar

constante satisfazendo a sequinte condicao

1 1
ZIV FI?
VP

n<;_n1)Rf2 + hf = const. (3.26)

Entao a fungdo X definida em ¢ constante se, e somente se, algum dos itens abairo

¢ satisfeito
(1) se A >0, entdo (M™,g) é isométrico a uma bola geodésica em R™, S™, ou H".

(2) se A =0, entao, a menos de um quociente finito, (M™, g) € isométrico a um hemis-

fério padrao com métrica candnica (ST, gsn).

(8) se A\ <0 e M"™ tem bordo conezo, entio (M™,g) é isométrico a uma bola geodésica

em S";

Além disso, restrito ao caso tridimensional, a condic¢ao integral pode ser enfraquecida.

Na verdade, temos o seguinte resultado:
Coroléario 3.4. Seja (M3, g, f,h) uma variedade tipo-Einstein satisfazendo

1 2 O

—IVf|" = —=Rf*+ hf = const. (3.27)

2 12
Entao, (M3,g) é uma variedade de Einstein desde que

/ (VR,Vf)dS > 0.
oM
Demonstragio. Antes de prosseguir, observe que a Equagao ([3.25]) pode ser reescrita como
fAR = 2nf|Ric|* + (n — 3)(VR,Vf).

Entao, considerando o caso tridimensional, imediatamente temos

AR = 6|Ric|*.
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Portanto, ao integrar esta tltima expressao sobre M3, aplicamos a férmula de Stokes para.
chegar em
/ R YL yas 4 6/ | Ric2dM, = 0
om' |V M g

Vvf

onde o vetor normal em OM é definido por v = — o7

Como |V fl|loamr é constante e
Jorr(VR,V f)dS > 0, obtemos uma variedade Einstein. Portanto, a prova esté concluida.

O
Além disso, podemos deduzir o seguinte:

Corolario 3.5. Seja (M", g, f,h) uma variedade do tipo-FEinstein com curvatura escalar

constante e suponha que Ric(Vf) = &V f. Entdo, (M™, g) é Einstein.

n

Demonstragio. Na verdade, como R é constante, Ric(Vf) = %Vf e f > 0, entdao por

(3.19)), obtemos que A é constante. Esse resultado segue pelo Teorema O]

Outra consequéncia do Teorema ¢ o Teorema provado por Leandro [48], que
fornece uma condigao necessaria e suficiente para a Conjectura de Besse ou equacao CPE
ser verdadeira em termos da norma da funcao potencial F'. Mais precisamente, seja
(M™, g, f,h) uma variedade do tipo-Einstein com h = %f — %, f=1+FeR
constante, onde F' é a func¢ao potencial na equagao do ponto critico, veja [48], neste caso,

obtemos

Corolario 3.6. Seja (M", g, f,h) uma variedade do tipo-Einstein com R constante e

OM =10. Entao (M",g) € Einstein se e somente se

_1 2 2_} 2 R 2
A_2|Vf| +hf+c,Rf _2|VF1 +72n(n—1)F

€ constante.



Capitulo 4

Variedades compactas satisfazendo

uma condicao pincada

Neste capitulo, estudaremos casos particulares de variedades do tipo-Einstein, a saber,
as triplas estaticas positivas, métricas criticas da funcional de volume (Métrica de Miao-
Tam) e métricas criticas do funcional de curvatura escalar total (Métricas CPE). Mais
precisadamente, deduziremos algumas férmulas de divergéncia para variedades compactas
com curvatura escalar constante e que admitem uma solugao nao constante para a equacao
L3(f) = Ag. Tais férmulas foram previamente obtidas no contexto da Equagdo do Ponto
Critico (CPE) e métricas V-estéaticas em [6] e [9], respectivamente. FEsses fatos tém
mostrado perspectivas interessantes para deduzir resultados de classificagdo e algumas
respostas parciais de rigidez de métricas criticas envolvendo condi¢oes LP pingada, veja,

por exemplo, [6l, 12, [61].

4.1 Definicoes e resultados existentes

Apresentaremos aqui, alguns resultados ja conhecidos de triplas estaticas positivas, Mé-
trica de Miao-Tam e Métricas CPE.
e Métrica CPE

Seja M uma variedade compacta (sem fronteira) de dimenséo n, e seja M o conjunto
de estruturas Riemannianas suaves em M" de volume 1. A funcional de curvatura escalar

total ou funcional de Einstein-Hilbert, R : M — R, é definido por

R :/RdM,
(9) v g
37
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onde R, e dM, representam, respectivamente, a curvatura escalar de M" e a forma de
volume determinada pela métrica e orientagdo. A derivada do funcional R na métrica

g € M na direcao de um 2—tensor u ¢ dada por
/ . R
R, (u) = /M<—ch + 9, w) dM,.

Portanto, os pontos criticos do funcional R sao precisamente métricas de Einstein, veja por
exemplo [I5, Capitulo 4]. Agora, considerando o conjunto C = {g € M; R, é constante},
Koiso [46] conseguiu mostrar que, sob condigoes genéricas, C é uma variedade de dimensao
infinita. Motivado por esse fato, segue que a equacao de Euler-Lagrange de R restrita a

C pode ser escrita como

. R
L(F) = Ricy — o (4.1)

para alguma funcdo F' definida em M" e L7 ¢ L2-adjunto formal da linearizaciao do

operador curvatura escalar £, dado por

L:(F)=—(AF)g+ V*F — FRic.

g

Em particular, comparando as duas tltimas equagoes, obtemos exatamente a Equacao

1' parah:%f—n(nR_l)ele—i—F.

Foi conjecturado que os pontos criticos da funcional de Einstein-Hilbert R restrita a

C, por simplicidade, métricas CPE, devem ser Einstein. Além disso, segue do teorema
de Obata que qualquer métrica CPE nao trivial (ou seja, F' nao é constante) que seja
Einstein deve ser isométrica a uma esfera padrao. A conjectura foi formulada em [15]

p.128] e gostariamos de apresenté-la aqui da seguinte forma.
Conjectura 4.1. [Besse Conjecture] Uma métrica CPE é sempre Einstein.

Vale ressaltar que usando com h = n—lfl f— % e f =1+ F, imediatamente
temos F' como uma autofuncao do Laplaciano e, como ja sabemos que o Laplaciano tem
espectro nao positivo, podemos concluir que R deve ser positivo. Além disso, assumindo
F' constante na equagao fundamental das métricas CPE, entao F' = 0 e g é claramente
Finstein.

Algumas respostas positivas foram dadas para essa conjectura. Em particular, a Con-
jectural4.1|é valida para variedades localmente conformemente plana e variedades Bach-

flat, veja Lafontaine [47], e Qing e Yuan [54], respectivamente. Mais tarde, Baltazar em
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[6] estudou métricas de CPE sob a suposigao de que a variedade tenha curvatura de Weyl
radialmente nula (ou seja, vy/W = W(-,-,-,Vf) = 0) e conseguiu provar que uma mé-
trica CPE com curvatura seccional nao negativa deve ser isométrica a uma esfera padrao.
Também provou que uma métrica CPE n-dimensional, com 4 < n < 10, que satisfaca
uma condicdo L? pincada serd isométrica a uma esfera padrdo. Mais precisadamente,

obteve o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Baltazar, [6]). Seja (M",q,f,), 4 < n < 10, uma métrica CPE com

curvatura de Weyl radialmente nula satisfazendo a sequinte condi¢io pincada

Voo

onde Y(M,[g]) € a constante de Yamabe associada a variedade Riemanniana (M™,g).

n/2 2 n—2
dMg) < my(M, l9]),

Entao (M", g) € isomélrica a esfera padrio.

Em 2020, Baltazar provou em [I0] a conjectura considerando apenas uma condigao de
pincamento pontual sobre a norma do tensor de Weyl. Mais precisamente, estabeleceu o

seguinte resultado.

Teorema 4.2 (Baltazar, [10]). A conjectura de Besse é verdadeira para qualquer métrica

de CPFE que satisfaca

W<

n R o
=) ( pymp— — 2|ch|) .

Portanto, motivado pelo estudo recente das métricas CPE, vamos obter na Se¢ao 4.3
uma resposta positiva & Conjectura de Besse sob a condicio L™? pincada (4.19) a qual
retira a condicao de curvatura de Weyl radialmente nula do Teorema e melhora
a dimensao da variedade Riemanniana. Além disso, inspirado no Teorema , vamos
mostrar na Se¢ao 4.4 uma versao para o de métricas criticas de Miao-Tam.

e Tripla Estatica Positiva

As triplas estaticas positivas sao estruturas definidas em uma variedade Riemanniana

compacta M com fronteira suave M que admite uma solugao nao trivial f para o sistema

eliptico determinado abaixo
L;f =—Afg+V?f— fRic=0. (4.2)

Além disso, o potencial estatico f é nao negativo e se anula precisamente em 0M. Observe

que a ultima igualdade é exatamente a Equacgao 1) para h = % f
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Abaixo, apresentamos um exemplo classico de tripla estatica positiva com bordo nao

vazio.

Exemplo 4.1. Um exemplo de tripla estatica positiva com fronteira conexa é obtido es-
colhendo (S'.(r), g), onde S".(r) é o hemisfério superior aberto de raio r em R™™ | dotado
com a métrica euclidiana g. Assim, OM = S"1(r) é o equador, a fungdo altura f sobre

St (r) € positiva, anula-se precisamente sobre OM = S*"(r), e satisfaz d Equagio (4.2)).

O estudo de espacos estaticos atraiu o interesse de muitos mateméticos apés a for-
mulagdo da conjectura Cosmic no-hair por Boucher, Gibbons e Horowitz em [16]. Esta
conjectura foi proposta em 1984 e afirma que o tinico espago-tempo estatico com constante
cosmolégica positiva e horizonte de eventos conexo é o espaco de de Sitter de raio r. Ou

de forma similar, este problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Conjectura 4.2. (Cosmic no-hair) A tinica tripla estdtica compacta, simplesmente co-

nexo, com curvatura escalar positiva e fronteira conexa é o hemisfério padrao S} .

As investigagoes que tém sido desenvolvidas para obter uma solugao para esta conjec-
tura estdo aumentando e atraem atencdo tanto do ponto de vista fisico quanto matema-
tico, veja, por exemplo, [1} 111 13], O, I8 [45] 47, [54]. E importante destacar que apenas
respostas parciais foram fornecidas e, como por exemplo, assumindo que (M™, g) é de
Einstein, é suficiente aplicar o teorema do tipo Obata devido a Reilly [56] para concluir
que a conjectura é verdadeira. Além disso, Kobayashi [45] e Lafontaine [47] provaram
independentemente que tal conjectura também é verdadeira sob a condi¢ao de ser confor-
malmente plana. Qing e Yuan [54] provaram a Conjectura do cosmic no-hair considerando
uma hipétese mais fraca sobre o tensor de Cotton. No trabalho [33], Gibbons, Hartnoll
e Pope construiram contraexemplos a Conjectura cosmic no-hair nos casos de dimensao
4 < n < 8, mas seus contraexemplos nao sao simplesmente conexos. Mais recentemente,

m [24], Costa, Didgenes, Pinheiro e Ribeiro Jr forneceram um contraexemplo simples-
mente conexo a Conjectura cosmic no-hair para dimensoes arbitrarias n > 4. Abaixo,

apresentamos esse exemplo.

Exemplo 4.2 ([24]). Considere M™ = S%™ x S9, com q > 1, e a métrica do produto

dada por
g = dr? +sin®(r) gs» + 1- 1g5q
p+ 1777
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onde r(x,y) = r(z) é a funcdo altura de Sﬁ“. Considerando a fungao potencial f(r) =
cos(r) er <

a Equagao 4.2

5, obtém-se que (M™, g) tem curvatura escalar constante positiva e satisfaz

No entanto, ¢ interessante estudar em que condigOes esta conjectura permanece ver-
dadeira. Motivados a esse estudo, vamos obter na Se¢ao 4.3 uma reposta parcial para a
Conjectura cosmic no-hair sob a condicio L™? pincada.

e Métrica de Miao-Tam

Finalmente, gostariamos de relatar aqui outro exemplo de variedades do tipo Einstein
para h = % f+ ﬁ na Equagao 1' ou seja, vamos considerar uma variedade Rie-
manniana (M™, g) compacta com bordo suave M que admite solu¢ao nao constante para
equacao

— Afg+V%f — fRic=g. (4.3)

Este estudo foi iniciado por Miao e Tam em [52], veja também [53], onde os autores foram
capazes de deduzir que essas estruturas surgem como pontos criticos da funcional de
volume em M" sob o espaco de métricas g com curvatura escalar constante prescrita e tal
que g|ron = w para uma métrica Riemanniana prescrita u na fronteira, para mais detalhes,
veja [52, Teorema 5|. Devemos nos referir a essas métricas como métricas criticas de Miao-
Tam, isto é, uma tripla (M™, g, f), onde (M", g) é uma variedade Riemanniana conexa
e compacta com bordo suave M, f é uma funcio suave em M tal que f~1(0) = M e
satisfaz & equagao ([£.3)).

Os primeiros exemplos de métricas criticas de Miao-Tam foram inicialmente identifica-
dos em [52]. Estes exemplos compreendem as bolas geodésicas nos espagos formas R™, H"

e S". Para uma andalise mais aprofundada, os Exemplos [3.1] e [3.3 no Capitulo 3 sao
_ _R 1
recomendados, para o caso que h = —= f — ——.
Neste mesmo trabalho em [52], Miao e Tam provaram que os uinicos dominios nos espa-
¢os formas tais que as métricas padrao sao pontos criticos da funcional de volume, devem

ser bolas geodésicas. Motivados por esse fato, no mesmo artigo, os autores levantaram a

seguinte questao:

Questao 1. As bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas
R", H" e S" sao as Gnicas métricas criticas de Miao-Tam simplesmente

conexa?
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Em busca de respostas para a pergunta acima, Miao-Tam [53] consideraram este problema,

com a hipotese da métrica ser de Einstein e obtiveram a seguinte resposta

Teorema 4.3. (Miao e Tam, 2011) Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
Finstein e bordo OM suave. Entao (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica em R™, H™

e S”.

Em 2017, Baltazar e Ribeiro Jr. [§] mostraram que a hip6tese Einstein sobre a vari-
edade pode ser substituida pela condi¢ao do tensor de Ricci ser paralelo, melhorando o
Teorema acima. Existem varias respostas parciais relacionadas a esse problema, algumas
delas envolvendo condig¢oes geométricas e restricoes de curvatura, como podemos ver em
[T, 13, (12, B, [, 18, 12} 38, 53, 57].

Entre as referéncias mencionadas, destacaremos dois trabalhos que fornecem respostas
parciais para o problema em questao. Esses estudos desempenharam um papel fundamen-
tal na obtenc¢ao dos resultados principais desta tese. O primeiro trabalho, se encontra em
[4] e nele o autor desta tese com com parceira com H. Baltazar obtiveram uma resposta
para questao considerando uma hipétese envolvendo a fungao potencial. Mais precisada-
mente, estudamos os exemplos classicos de métricas criticas de Miao-Tam e uma propri-
edade envolvendo sua funcao potencial. O primeiro analisado ¢ a bola euclidiana de raio

ro em R™ com métrica padrao gy e fungdo potencial

1

flz) = m(ﬁ% - \5E|2)-

Agora, como a curvatura escalar é nula e |V f],,, = -2, podemos deduzir que no M
) loar — n=1> )

., Rf? 2f _ 7§
v/l +n(n—1)+n—1_(n—1)

2 - |Vf|\28M'

Ao mesmo tempo, tomando h = n—}fl f+ ﬁ no Exemplo , temos que a bola geodésica
de raio 7y na esfera padrao com métrica canonica ggy, ¢ uma métrica critica de Miao-Tam

com func¢ao potencial

Flz) = 1 <cos7° _1>7

n — 1 \cosry
onde r is a distancia geodésica do ponto (0,...,1) e raio 7y # 7. Além disso, com um

calculo simples obtemos a mesma identidade, ou seja,

Rf? 2f sen®r
2 _ _
VI n(n —1) * n—1 (n—1)%cos?ry

‘vf||2(‘?IVI'
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Finalmente, o ultimo exemplo interessante é o espago hiperbolico H" mergulhado no

conhecido espago de Minkowski (R™ ™, dz? + ... + dx? — dt?),
H" = {(z1,..., 20, t) | 22+ ... 22 —t* = —1, t > 0}

A bola geodésica em H"™ centrada em (0,...,0,1) é uma métrica critica de Miao-Tam com

funcao potencial
1
o=t (1

T n-—1

cosh(r) > |

cosh(ro)
Esse fato segue do Exemplo [3.2] uma vez que estamos restringindo o nosso estudo para
métrica critica de Miao-Tam. Da mesma forma, a funcao potencial satisfaz a seguinte

expressao
Rf? 2f senh?rg

2 = _ 2
ViF+ n(n —1) * n—1 (n — 1)2cosh?rqy lvf‘laM'

E natural perguntar se esses exemplos sao as inicas métricas criticas de Miao-Tam que
satisfazem tal propriedade. Nesse sentido, inspirados por ideias desenvolvidas por Leandro
em [48], forneceremos uma resposta completa a essa questao. Mais precisamente, o autor

dessa tese e Baltazar em [4], provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja (M™, g, f), uma métrica critica de Miao-Tam

Rf? 2
IV fI* + n(nji 0 + n—fl = |V, (4.4)

Entao M™ ¢é isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo

R™ H" ou S™.

Como as métricas criticas de Miao-Tam é um caso particular de variedades tipo-
Einstein, observe que a condigao (4.4]) garante a hipdtese do Teorema 3.5 apresentado no

capitulo 3 e como R é constante, segue a prova do teorema acima.

Observacao 4.1. Ressaltamos que, para que a igualdade faga sentido, é necessdrio
lembrar que uma métrica critica de Miao-Tam tem |V f| constante ao longo do bordo OM,
veja [12, Secao 3] para mais detalhes. Entao, a hipdtese significa que |V f| assume a

mesma constante sobre cada componente conexa do seu bordo.

O segundo trabalho que destaremos, resolve parcialmente a Questao 1 considerando
uma condicdo L? pincada. Neste trabalho, os autores H. Baltazar, R. Diégenes e E.

Ribeiro Jr. em [I2] estudaram as métricas criticas do funcional volume em dimensao 4
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e obtiveram uma classificacdo de tal métrica critica considerando uma condi¢ao pincada
ponto a ponto que envolve a constante de Yamabe, a funcao potencial e alguns termos de
curvatura. Mais precisamente, como aplicagao direta do Teorema [4.7] combinado com a
classificacao das métricas criticas de Einstein de Miao-Tam, obtida em [53, Teorema 1.1],

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5 (Baltazar, Didgenes, Ribeiro Jr, [12]). Seja (M*, g, f) uma métrica critica

Miao-Tam compacta e simplesmente conexa com curvatura escalar positiva. Entdo temos:

Y(M,OM, [g)6(M) < 433 (fo (W2 + |Ricl?)av,)* (A1)
+3(3v2 = 1) [y | Ricl|V f*dV,

onde Y(M,0M, [g]) é a constante de Yamabe associada a variedade Riemanniana (M",g)
e (M) = ([y; fYRic|*dV,)z. Além disso, se a igualdade ocorre, entio M* ¢ isométrica a

uma bola geodésica em S*.

Ao analisar o teorema acima, podemos identificar limitagoes associadas a dimensao da
variedade Riemanniana e dependéncia da funcao potencial na condi¢ao pingada. Diante
desse cenario, vamos resolver na Secdao 4.3 a Questao 1 parcialmente aumentando a
dimensao da variedade Riemanniana e retirando a dependéncia da funcao potencial na

condicao pincada.

4.2 Foérmulas tipo Bochner para variedades compac-

tas satisfazendo L;(f) = \g

Primeiramente, para simplificar, faremos uma adaptacao focada principalmente nas es-
truturas mencionadas na Secao 4.1 deste capitulo. Mais especificamente, iremos estudar
variedades Riemannianas compactas (M, g) que admitem uma solu¢do nao constante f

para o sistema de equacoes
Ly(f) = Ag, (4.5)
onde A ¢ uma constante e £} ¢ a forma L?-adjunto da linearizacdo do operador curvatura

escalar L4, ou seja, denotando M o espago de métricas Riemannianas em M e v um tensor

simétrico (0,2) em M, a linearizagdo £, do operador curvatura escalar R : M — R é

Ly(u) = —=Ay(tryu) + divydivyu — (u, Ricy),
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e a forma L?-adjunto ¢ dado por
Lif=—(Agf)g+ V;f — fRicy.
Portanto, podemos reescrever (4.5) como
fRic=V2f — (Af + N)g. (4.6)

Assim, a Equagao (4.6) pode ser vista como um caso particular da Equagao (3.1)), para
h = —(Af + X). A principal razao para estudar tal estrutura vem da relagao direta com
uma classe de espacos bem conhecida na literatura. Para ser mais preciso, considerando

a equagao fundamental associada a cada estrutura, temos que:
o Tripla estatica positiva: A =0 e OM # (;
o Métricas criticas de Miao-Tam: A\ =1 e OM # (;
o Métricas CPE: A = —R/ne OM = (), com f =14 F e F é a func¢ao potencial na
equacao de ponto critico.

Na ultima igualdade, R é constante e denota a curvatura escalar de uma métrica CPE.
Primeiramente, observamos que pode ser reescrita na linguagem tensorial da
seguinte forma:
—Afgij + ViV, f — fRi; = Agyj. (4.7)

Tomando o trago em (4.7]) temos

R nA
Af =— — . 4.
/ n— lf n—1 (48)
Além disso, utilizando (4.8)), nao é dificil verificar que
fRic = V2, (4.9)

onde T representa a parte sem trago de T'.
Apos essa informagao preliminar, o primeiro resultado que gostariamos de relatar é
uma consequéncia direta das seguintes féormulas do tipo Bochner obtidas por Baltazar e

Ribeiro Jr. em [9].

Lema 4.1 (Lema 3.1, [9]). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana conexa com cur-
vatura escalar constante e f : M — R uma funcao suave definida em M. Entdo temos
que:

div(fV|Ric|*) = — f|Ci|> + 2|V Ric|* + (V f, V| Ric|?)
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2n 4n — 2 .19 2fR3
+n - ZfR”RmRJk C(n—=1)(n— 2)fR‘RZC| n(n—2)

+2Vi(fCijkRjk) + 2Cii6 Vi f Rit, — 2f Wi Rik Ra.-
Lema 4.2 (Lema 3.2, [9]). Seja (M™, g, f,\) um espago V-estdtico. Entdo temos que
1 A o
S (V| Ric) = —f| Gl + f|V Ric]” + (V1. V| Ric]’) - #|Ric|2 + 2V, (fCisnRyn).

De fato, nao ¢ dificil verificar que o Lema 3.1 e o Lema 3.2 em [J] assumem as mesmas

expressoes, a saber,
div(fV|Ric|?) = —f|Ciel* + 2f|VRic|> + (Vf, V|Ric|?)
R o. o 3 o o
+2f (n_l\ch\Q +— 2t'r(ch ) — WijklRikRj[)
+2Vi(fCijieRjr) + 2Ci V j f R

n

1 o o o
5cuv(fV|ch|2) = —f|Cyxl* + fIVRic]> + (V f, V|Ric|?)
nA .
—H|RZC|2 + QVZ(fOUkR]k)

Em seguida, multiplicando essas novas expressoes pela funcao f e apds um calculo direto,

chegamos a

. 3 n—3 o
leXl = —|Vf’2‘RZC‘2 + f2 (M]ka\Q + ’VRZCF)

2 : A
+—2 RP|Ric] + 2 f|Ric]?
n—1 n—1

+f2 ( " 2tT(ROiCS) — Wijkléikéjl)

n—2
] 1fCijkWijklvlf7 (4.10)
onde (Xl), = %ZVAROZCP — f20iijjk — f|R°ZC|2v,f, (&
: 3 2 5 2, g2 1 2 S 12
divX, = —§|Vf| |Ric|* + f (—n_1|CZ~jk| + |V Ric| >
3 o A
Rf*|Ficf? + 5

2(n—1) (n—1)

-2
— 1fCijkWijklvlf7 (4.11)

+ f|Ric|?

onde (Xy); = f;Vi\Roic\Q — 2f2CykRyr, — %f]RoicPVif. Finalmente, a diferenca entre as
Egs (4.10)) e (4.11)) nos permite concluir o seguinte resultado.
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Lema 4.3. Seja (M™, g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar constante

satisfazendo . Entao vale
o A o 1 .
diVX3 = |RZC|2|Vf|2 + f2|0|2 + %]ﬂRZGP + m]‘ﬁRlR’lCF

+2f2(

n

QtT(ROZ'Cg) — VVijklRikle> )

onde X3 = 2(X1 — X2)

Antes de apresentar nosso préximo resultado, é importante lembrar que em [12], ins-
pirados por um resultado obtido em [9], Baltazar, Didgenes e Ribeiro Jr. deduziram uma
férmula integral chave para uma métrica critica de Miao-Tam, veja [12, Lema 4]. Aqui,

para nosso proposito, anunciamos sua versao divergente.

Lema 4.4. Seja (M",g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar postiva satis-

fazendo . Entao temos

. _ pome, DA e 3n +4 2| 13 (2
divX, = [f*|VRic|*+ 2 — 1)f\ch\ + S — 1)Rf | Ric]|
4 5 3 1 o .
+f? <n — 2757"(ch ) — QWZ‘jklRikle) + §|Vf|2|ch|2 —2|Ric(V f)|?,

onde (X4); = Lf?Vi|Ric]> + Lf|Ric]PV f — 2f Ry Ry, V5 f.
Demonstragio. De fato, podemos usar (4.7) e (4.8)) para deduzir

fviéjkéikvjf = Vi(féjkéikvjf) — |Ric(V f)[?

—fRy R ViV, f
= ViJRpla¥,f) ~ |Rie(V D = fr(Ric)
+ni1)\f]R°z'c]2 + me?\R}c\?. (4.12)
Por outro lado, é facil verificar que
1 ° 12 T N S N 2
~S(VIHicl, fVf) = —dio(|RicPVf?) + 5 Ricl(fAf +]9 )

1 o 1 °
= —Zdz’v(|Ric|2Vf2) + §|Vf\2]Ric]2
1 o
—————f?R|Ric|* - 5

2(n— 1) m)\flRicl - (4.13)

Por fim, é crucial lembrar uma férmula do tipo Bochner para métricas V-estaticas obtida

m [12] (c¢f. Lema 3 em [I2]). Mais precisamente, Baltazar, Didgenes e Ribeiro Jr.
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provaram que uma variedade Riemanniana conexa e suave M" e uma funcao suave f em
M™ que satisfacam a equacao V-estatica devem satisfazer
Lo > 12 2 > 12 n > 12 2 20 1 12
—div(f*V|Ric|*) = [f*|VRic|* + ——=A\f|Ric|* + ——Rf*|Ric|
2 n—1 n—1
o o 1 o
+2f ViR Rix V| — §<fV]Ric]2, V)
o o 2n o o o
_2f2WijklRikle + meRinijki-

Assim, substituindo as duas identidades (4.12)) e (4.13)) na férmula divergente acima obtida

em [9], obtemos

3n +4
2(n—1)

1 : 1 : !
+§|Vf|2|Rz'c|2 — 1div(|Ric|2Vf2) —2|Ric(Vf)|?

1 o o 4 o o
Sdiv(f2V|Rie?) = fQ\VRz'c]QjLZJ_rl)\f]Ric]QJr Rf?|Ric]?

o o 4 o o o o o
—2*Wijm R Rj + ﬁfQRinijki +2Vi(f Rin R V5 f).

Por fim, tomando (X,); = %fZVi\P:ic\Q - %f|R°ic|2Vf — 2f R Ry;V;f e reescrevendo a
expressao acima concluimos a demonstragao.

O

Para encerrar esta se¢ao, vamos combinar os lemas anteriores para deduzir uma estima-

tiva fundamental, que desempenha um papel fundamental em nossos principais resultados.

Lema 4.5. Seja (M", g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar positiva sa-

tisfazendo . Entao vale

(n+4+42(n—1)v/2n)
2(n—1)
3n+44+2n—D)V2n _ o o

2n(n — 1) Ry |Hic

e <4+ 2(n — 1>mtr(}z"¢5’) _ 2n+2(n—1)v2n

n—2 n

o A o
divXs > f?V|Ric||* + f|Ric|?

n—1)v2n
PO 4

VVijklRikle> )

onde X5 = X4 + %Xg

Demonstragao. Primeiramente, precisamos lembrar a desigualdade

(n—1)v2n

o, n, o
|Ric(Vf)]* < = =—|Ric[*|Vf]", (4.14)

cuja a prova detalhada pode ser encontrada em [12, Equagao 3.19]. Para garantir a

completude, apresentaremos a demonstragao completa abaixo.
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Para provar essa desigualdade, observe primeiro que um calculo direto da

((df ® df) © g),;3, (Ric ® Ric)iju

ool =

1 o o o °
=3 (VifVifagiu+VifVifgw —VifVifgix — Vi fVifan) 2QRixRj — 2Ry Rji)
= —g(P2RG RN Vi f = 2RaB Vi fVf = 2Ry Ry Vi Vif = 2R3NV [V f)
= |Ric(Vf)[?

2 o o
" < |(df @ df) ® g |Ric © Ricl*.

((df @ df) © g),j0 (Ric” ® Ric)ijp
Além disso, temos

(df @ df) © g” = 4(n — 1)|V f[*

|Ric ® Ric|* = 8| Ric|* — 8| Ric?|*.
onde (chQ)lk = (R)ip(R)kp. Em particular, é facil verificar que tr(RoiCZ) — |Ric|?, e entédo

o 2 e 14
. . . R . .
imediatamente temos |Ric |* > %, o que nos permite deduzir que
| Ric|*.

o o 8 - 1
Fico Ricf? < 20 =1)
n

Dali, segue que

32(n —1)?
3200 = 7 Biept .

(df @ df) © 9),y0 (Ric” ® Ric)u| <

Com isso, obtemos imediatamente

Riew P < BV ppro e

o que conclui a prova da desigualdade.
Agora, podemos substituir (4.14) e a desigualdade cléssica de Kato, |V|Ric|| < |V Rid|,
no Lema [4.4] para chegar a

. 3 +4N . 3n+4 o
divX, > f2 2, (n 2 2 2
ivXy > f*|V|Ric||” + 2 1)f|ch| + S — 1)Rf | Ric|
4 o —1)vV2 .
+f? ( - ZtT(Ricg) - 2WijklRikRﬂ> - (nn)n|Ric|2|Vf|2.
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Agora, substituindo a expressao de |Ric|2|V f|2 obtida no Lema [4.3| para deduzimos

divX, > fQ‘V’R Hz (( >)f|R | S&—HL)RJCQ’RZCP
+ 12 (n i 2tr(Roic ) — 2VVijklRikle)
_(n_i)\/_{d vX; — f2C) - f|ch|2 f 2R|Ric|?

s (n -

2tT‘(Ric ) — VVijklRikle) }

Por fim, tomando X5 = =2 X5 e simplificando alguns termos obtemos a de-

monstragao desejada. O

4.3 Resultados de integral pincada

Para estabelecer nossos principais resultados, vamos introduzir a definicao da constante

de Yamabe associada a uma variedade Riemanniana compacta (M", g),

A (S0P + Re?) dM, i”‘m o, (4.15)
(fas lol*2d,) ™

YOLOM. [g) = inf

onde H é a curvatura média de OM e ¢ é uma funcao suave e positiva em M™. Além
disso, ao considerarmos a variedade sem fronteira, o termo de fronteira desaparece e a

expressao assume a seguinte forma:
Vo|*> + R¢?) dM,
v (2 vg) ) (4.16)
(fur o

V(M, g]) = inf

= 2dM)

Aqui, para simplicidade, devemos denotar a constante de Yamabe como )([g]), mas se
precisarmos explicar detalhadamente algum céalculo, adotaremos a notacao acima. Para
detalhes sobre este assunto, sugerimos ao leitor consultar [26] e as referéncias ali presentes.
Continuando, seja (M", g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar constante
satisfazendo (4.5). Se M # 0, considere o conjunto de nivel f~'(0) que é precisamente
o bordo de M, ou seja, OM = {x € M"; f(x) = 0}. Entao, considerando a fungao

o= 1f \Roic\, é imediato verificar, usando a definicdo da constante de Yamabe, que
[ V(| Hicl)Pdat, >

el — s [ RPIRicRd
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n—2
~ 2n o, 2n n - .
onde ¢ = (fM fn=2|Ric|»-2 dMg> . Tal expressao pode ser reescrita como

o n—2 ~ n—2 o
J, PV IRl P, 2 o =SV (ig)é - qo = [ R\,

_1 > 12 2 . > 12 2
2/M<vszcy V)M, /M|ch| IV f2dM,. (4.17)

Por outro lado, um calculo direto usando (4.8)) fornece a seguinte identidade:
1 o 1 . .
S(VIRICR, V%) = Sdv(Rie?V?) — |Rie(FAf + |V )
_ 1 > 12 £2 L o o
= 2d1v(]ch[ V) + p— 1f R|Ric|
A o o
2 f| Riel? = |V f | el

Portanto, substituindo esses dados em (4.17)), obtemos

2 > 112 n—2 7 n+2 2| . [2
J, PV IR PaM, 2 =SV a)d - g [ R RiPan,
n)\ o, 2
——3 /Mf|ch| dM,. (4.18)

Agora, estamos em posicao de apresentar nosso primeiro resultado de compressao L™/?2.

Teorema 4.6. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensao n (4 < mn < 38),
compacta sem bordo satisfazendo com A # 0. Se R > 0 e a sequinte desigualdade é
satisfeita

a(n) n/2

W+ ——LRj
[+ Sdricos

_ nl2(n=1)v2n+4] _ (n—2) n ~ n 2 1 .
onde a(n) = o2 1)vanian] © B(n) = \ 2= Ty Mo M™ é Einstein.

Demonstrag¢io. Primeiro, observe que o conjunto de nivel B = {x € M"; f(z) = 0} tem

2/n
dMJ < B(n)Y(lg)), (4.19)

medida zero. De fato, procedendo como em [43] (veja também [4§]), podemos denotar

B' ={pe B;Vf(p) =0} e usando (4.7) e ([4.8), ¢é facil verificar que

V(X X) = 2 g(X,X) £0,

para todo p € B’ e vetor nao nulo X € T,M. Isso significa que p é um ponto critico
nao degenerado de f e, consequentemente, todos os pontos criticos em B sao isolados.
Portanto, o conjunto B’ deve ser finito. Para concluir, é suficiente observar que B =

B'U(B\B'), onde B\ B’ é uma uniao de hipersuperficies. Consequentemente, ao tomarmos

a divergéncia de ambos os lados de (4.7]), obtemos

fVYR =0
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e claramente R deve ser constante em M.

A seguir, ao integrando a expressao obtida no Lema 4.5/ sobre M, obtemos

(n+4 +2?T(ln_—1)1)\/%)A / FBieldM,

3n+4+2(n—1)v2n
2n(n —1)

2n+2(n—1) \/Qn/
n

0 > /fQ\vyR%cH?dMng
M

Cijk|2dMg —+

L= Dven 1)\/%/ £ | Bf|Ricldn,

4+2(n—1 )V2n

n—2

e por (4.18)) chegamos
n—2 ~ (n—l)\/2n/ £

/ frr( Ric’ YdM, —

0 > my<[9]>¢+ Cig|dM,

+2(n ;ifl n—|—4)\/ FIRicl

4(n —1)V2n —n? 4+ 4n + 8
dn(n — 1)

2n—|—2(n—1\/%/ f2( )t

R / 2| Ricl2dM,

Por outro lado, aplicando o Lema temos que

/ 12 (a(n)tr(R°¢c3) _ Wijk,RikRﬂ) dM,
M
9 1/2
> —\/7”__2/ 2| Ric|? <|W|2+2(”_i)0‘ (”)\R}c\?) dM,
_ _\/27/ PR \/(_)ch®g|dM

que pode ser reescrito usando a desigualdade de Hélder como

/M f2 (Oé(ﬂ)tT’(RGZ‘C:S) — VViijRikle> dMg
n/2 2/n
n—2 a(n)
S M, | .
= 2(n — 1) ( |W Y g g)

Portanto, pela nossa condicao pingada, é imediato verificar que

n—2 ~ 2n+2(n—1\/ﬁ
T =796+ /£ (et

Isso aplicado em ([4.20]) torna-se

(n— 1)\/%/ 7

ch@g

(Ric") - WWRMR@ dM, > 0.

0 Cil?dM,

2(n—1)vV2n —n+4
LT
4(n —1)v2n —n? +4n + 8
dn(n — 1)

A\ / f|Ric[2dM,
M

Wi R Rjid M,
M JklL Lk LLj] g

(Ric’) — WijklRikRj,) M, (4.20)

R / 2| Ric2dM,. (4.21)
M
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Antes de prosseguir, é importante lembrar a seguinte identidade, obtida, por exemplo, em
[6, Equagao 3.9],
/ FRI|Ric2dM, = 0. (4.22)
M

Além disso, fazendo g(n) = 4(n — 1)v/2n — n® + 4n + 8 podemos estudar o sinal dessa

funcao por meio do seu grafico. Mais precisamente,

g(n) =4(n —1)v2n —n? +4n + 8

180 |- a
150 |-

100 |-

n)

ot

S
[

—100 | | | | | | | | | | | |

Figura 4.1: Gréfico da fungao g(n) = 4(n — 1)v/2n — n® + 4n + 8.

Portanto, ao observar a Figura [4.1, podemos ver que a fungdo g assume valores posi-
tivos no intervalo 4 < n < 38. Para valores de n > 38, a fun¢ao g passa a assumir valores
cada vez mais negativos. Assim, podemos voltar a ultima desigualdade e deduzir que M

¢ uma variedade de Einstein para 4 < n < 38. ]

Em nosso préximo resultado, abordaremos o caso M # (), onde o conjunto de niveis
f71(0) deve ser precisamente o bordo de M e a fungdo f é positiva no interior de M.

Com essa consideragdo em mente, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.7. Seja (M",g) uma variedade compacta de dimensio n (4 <n < 38), com
fronteira suave satisfazendo tal que N\ >0, f >0e{f =0} =0M. Se R>0¢a

sequinte desigualdade € satisfeita

o) g o M

2/n
(/M’V” Van e ® dMg) < BV (o).
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_ n[2(n—1)v/2n+4] o (n—2) n ~ n ¢z - .
onde a(n) = 2R t)vanian] © B(n) = M(n—l)\/%wf Entao M™ é Einstein.

Demonstragcao. E imediato verificar que R é constante e, similarmente ao resultado an-

terior, a desigualdade (4.21) também é verdadeira. A diferenca agora é que nao temos
garantia da validade de (4.22), mas como estamos considerando o caso A > 0 e f > 0,
tal termo deve ser nao negativo. Novamente, (4.21]) forga M™ a ser Einstein. Portanto, a

prova esta completa. O

Como aplicacdo dos Teoremas e 4.7 consideraremos a constante especial A que

tém sido estudadas por muitos matematicos nas tltimas décadas.

4.3.1 Meétrica CPE

Portanto, motivados pelo estudo recente das métricas CPE, podemos deduzir diretamente
do Teorema , uma resposta positiva & Conjectura de Besse sob uma condicio L%

pincada.

Teorema 4.8. Seja (M",g,F), 4 < n < 38, seja uma métrica CPE nao trivial que
satisfaz a condi¢ao pingada

n/2

(/M‘WJrO\‘/(%mc@g

n[2(n—1)v2n+4] _ (n—2) n
(n—2)[2(n—1)v2n+2n] € ﬁ(n) —\/ 32(n—1) (n—1)v2n

a uma esfera padrdo.

2/n
dMg) < Bn)Y(lg)), (4.23)

onde a(n) = —. Entao (M",g) ¢ isométrica

Demonstracao. Tomando A = —% e f =1+ F onde F é funcao potencial na equacao
do ponto critico, temos que (M", g, F') satisfaz a Equacao (4.5)). Portanto, considerando
as hipéteses que 4 < n < 38 e a estimativa (4.23]), segue como aplicacao do que
(M", g, F) é uma variedade de Einstein. Como (M", g, F') tem curvatura escalar R > 0,

segue que (M™, g) é isométrica a uma esfera padrao. O

Para prosseguir, devemos lembrar de um lema cléssico devido a Gursky [34]. Tal lema
fornece um limite inferior para o invariante de Yamabe e serda importante para deduzir
uma consequéncia do Teorema 4.8 ao considerar uma variedade Riemanniana compacta

de dimensao 4.
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Lema 4.6 (Gursky,[34]). Seja (M*, g) uma variedade compacta de dimensio 4 sem fron-

teira. Entdo, a sequinte estimativa vale
(M, [g])? 2/ R2dM, — 12/ | Ric|?dM,.
M M
Além disso, a desiqualdade é estrita a menos que (M*,g) seja conformemente Einstein.
Entao, com este lema em mente, somos capazes de obter o seguinte resultado.
Corolario 4.1. Toda métrica CPE nao trivial de quatro dimensoes que satisfaz
5 1
(22 + 12\/5)/ ]W\Zd]\/[g+(77+24\/§)/ | Ric?dM, < —/ R*M,  (4.24)
M M 12 Jm
¢ isométrica a uma esfera padrao.

Demonstragdo. Substituindo a expressao do Lema na condicao de integral pincada do

Teorema [4.8] obtemos a seguinte relagao

| W+ a?|Fiel)an, = #29(g)? < [ WiRa? g2 [ R,

(1267 + a2)/ |Ric|?dM,,
M

2(3v/2+1) o
3v/242

onde o e  sao constantes escolhidas de acordo com (4.23), ou seja, a =

g = m Mais precisamente, temos

76 + 242 - 1
W2dM, + / Ric2dM, — 2 <
/M| "M, + 22+ 6v2 [Ricl"dM, 12(22 + 12\/5)3;([9]) -
1 2 7772 S12 _1/ 2 }
ERTNG [(22+12\/§) /M]W\ dM? + (77 + 24v/2) /M|ch| aM, — o5 [ R,

Para concluir a prova, basta aplicar (4.24]) para obter o lado direito da desigualdade acima

¢ nao negativo. Consequentemente, (4.23)) é valida e o resultado segue do Teorema . O]

Observacao 4.2. Note que a condicdo de pingcamento pode ser reescrita como

121+48\/_/ 38+12f/ ) )
_—— R°dM, < 327“X (M
7 oava bl T 377+ 202 Ju s < 32X (M)

onde usamos a conhecida formula de Chern-Gauss-Bonnet, ou seja,

o 1
/M W[2dM, — 2 /M [Ficl?M, + /M R2dM, = 3202 X (M).
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4.3.2 Tripla estatica positiva

Apos estas consideragoes, estamos preparados para apresentar nossa segunda aplicagao,
agora relacionada ao Teorema [£.7, O resultado a seguir nos fornece as condi¢oes para a
validade da Conjectura Cosmic No-Hair. Abaixo, apresentamos o enunciado e sua

demonstracao.

Teorema 4.9. A conjectura cosmic no-hair é verdadeira para variedades (3 < n < 38)

de dimensao n que satisfazem a condig¢do de pincamento

a(n) n/2

W+ —LRj
[+ Sdricos

__ nf2(n—1)v2n+4] ) n
onde CY(TZ) = n—2)2(n-1)v2n+2n] € B(n) - M(n—l)m-‘rn'

Demonstragio. Tomando A = 0, do Teorema , deduzimos imediatamente que (M™, g)

2/n
dMg) < B(n)Y(lg)),

é uma variedade de Einstein. Portanto, basta aplicar o Lema 3 em [56] para concluir que

M™ é isométrico a um hemisfério de S™. O

4.3.3 Meétrica critica de Miao-Tam

Aqui, motivados por [12], forneceremos uma classificagao de uma tal métrica critica con-
. o~ n . . . . ~
siderando uma condicao L2z pincada ponto a ponto. Mais precisamente, como aplicagao
direta do Teorema [4.7| combinado com a classificagdo das métricas criticas de Einstein de

Miao-Tam, obtida em [53, Teorema 1.1], temos o seguinte resultado.

Teorema 4.10. Seja (M, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam compacta de dimensao

n (3 <n < 38), com curvatura escalar positiva. Suponha que que vale a condigio pingada

a(n) n/2 2
W+ —LRico dM, < B(n ,
( [+ ko ) < B (1o
n n— ﬁ n— n 2 . . ~ n Z
onde o(n) = (nf2[§[(2(ni)1)\2/%i]2n] e f(n) = 32(71_2)1) v © satisfeita. Entao, M"™ é

isométrico a uma bola geodésica em S™.

Demonstra¢io. Tomando A = 1, segue que a métrica critica de Miao-Tam (M", g, f)
satisfaz a Equacao (4.5)). Portanto, segue do Teorema que (M™, g) é uma variedade
de Einstein e, consequentemente, usando o fato que a curvatura escalar R na métrica g é

positiva segue pelo Teorema |4.3[que (M", g) é isométrico a uma bola geodésica em S". [



Capitulo 4. Variedades compactas satisfazendo uma condicao pingada Y

4.4 Meétrica critica de Miao-Tam com curvatura de
Wely pincada

Nesta secao, vamos provar o Teorema anunciado na introducao e destacamos que
existem varios trabalhos sobre a classificacao de métricas criticas de Miao-Tam envolvendo
o tensor de curvatura de Weyl, veja, por exemplo, [I1} [7, 12, O, [53]. Portanto, motivados
por [20] e com base em técnicas desenvolvidas em [6] [10], iremos fornecer uma classificagao
dessas métricas criticas considerando uma condicao pingada. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado.

Teorema 4.11. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com curvatura escalar
positva e satisfazendo a sequinte estimativa

\/ﬁ
T

R
V2= 1)(n—2)

Entao (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em S™.

(4.25)

ch@g‘

Demonstragao. Primeiramente, usando o Lema para caso A = 1, temos a seguinte

formula divergente para uma métrica critica de Miao-Tam
divXs = |Ric]?|Vf]*+ f|C|> + f|Rw|2 f2R|ch|2

Y (n_

QtT(RiC ) — VVijklRikle> s
onde ()(3)z = QfQCiijjk + f|ROZC|2VZf
Integrando sobre M™ a expressao acima, obtemos
/ | Ric]?|V f|2dM, +/ F2Cunl2dM, + L/ f|Ric2dM,
M M n—1Jm

1 o
b / F2R| Ric?dM,
n—1Jm

n . 3 o e
w2f p (n " tr(Ric') - mjklRikRﬂ> dM,. (4.26)

Antes de prosseguir, é importante lembrar da seguinte desigualdade vista no Lema

para a = ~"5, a saber,

2(n 1)

que é verdadeira para uma variedade riemanniana de dimensao arbitraria.

12
R R R — WinBa | < <|W|2 |ch|2> \Ricl?, (4.27)

n—2
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Por outro lado, como W tem traco livre temos

_Vn
V2(n - 2)

Portanto, combinando a igualdade acima com a desigualdade (4.27)) e utilizando a nossa

2
o 2 o
‘WJF Ric® g| = |W|2+—nQ|Ric|2.
/,’L_

estimativa de curvatura (4.25)), é imediato verificar que

o, n o 3 o o
—RIRicl +2 (n " tr(Fic') - WijklRikRﬂ>
n—2 N4 . .
> — 20— — Rs cl2 > 0.
> n—lR 1) ‘W—i—\/ﬁ(n_Z)R@c@gH |Ric|* >0

Como consequéncia, ao retornar a Identidade (4.26]), forcamos M™ a ser uma variedade
de Einstein. Em seguida, estamos em posi¢ao de usar o Teorema obtido em [53] para
concluir que (M",g) é isométrica a uma bola geodésica em S". Portanto, a prova esté

completa. O
Como o tensor de Weyl se anula na dimensao trés, obtemos a seguinte consequéncia:

Corolario 4.2. Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com curvatura escalar
positiva e satisfazendo

|Ric| < (4.28)

R
V24

Entio (M?, g)é isométrica a uma bola geodésica em S°.

Observacao 4.3. E fdcil verificar que, a condicio pincada torna-se neste caso

|R°ic|§i<£

V24 7 V6
Entao, basta aplicar [9, Coroldrio 1.5] para concluir que (M3, g) é isométrica a uma bola

geodésica em S3.
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