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Resumo

Este trabalho estd baseado no artigo "Compact gradient Finstein-type manifolds with
boundary satisfying the weakly Einstein condition” do autor Xiaomin Chen [8], e tem por
objetivo investigar variedades tipo-Einstein gradiente, compactas, com bordo nao vazio
e que satisfazem a condicao fracamente Einstein. Tais estrutura foram introduzidas por
Catino et al. [6], e aqui estudaremos resultados de rigidez para o caso de variedades com
curvatura escalar constante. Concluiremos que, sob certas restricoes, essas variedades
serao isométricas a uma bola geodésica em um espago forma simplesmente conexo S™ ou

a um hemisfério de uma esfera redonda.



Abstract

This work is based on the article ”Compact Gradient Einstein-Type Manifolds with Boun-
dary Satisfying the Weakly Einstein Condition”by Xiaomin Chen [8] and aims to inves-
tigate gradient Einstein-type manifolds that are compact, have non-empty boundaries,
and satisfy the weakly Einstein condition. These structures were introduced by Catino
et al. [6], and here we will study rigidity results for the case of manifolds with constant
scalar curvature. We will conclude that, under certain constraints, these manifolds will
be isometric to a geodesic ball in a simply connected space S™ or to a hemisphere of a

round sphere.
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Introducao

Em 2022, considerando (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional,
com n > 3, Freitas e Gomes [12] investigaram uma familia de métricas do tipo Eins-
tein gradiente em variedades com bordo nao vazio. Em particular, eles consideraram a

existéncia de uma fungao suave nao constante f em M™ que satisfaz as seguintes condigoes:

V2 = %f(/\g — gRic) +vg,
f>0 € int(M), (1)
f=0em M,

para alguma funcao suave A e constantes «, 3, 1w,y com 3 # 0. Neste caso, dizemos que
(M™, g) é uma variedade do tipo Einstein gradiente.

Esta familia de métricas é um caso particular da estrutura do tipo Einstein introduzida
por Catino et al. [6]. Na verdade, de acordo com a definicdo em [6], uma estrutura do
tipo Einstein em (M™, g) ocorre quando uma fungao u suave em M e uma constante real

p € R\ {0} satisfazem
oRic + BVZ + pdu ® du = (pR 4+ A)g (2)

onde «, 3, 1t sdo constantes com («, 3, 1) # 0, A é uma funcao suave e R é a curvatura
, . . 123 . ~ , .
escalar da méttrica g. Considere f = ef"™, assim a equacao (2) é equivalente a

_uf,

x
Ag — —Ric),
B 9

\%ai
B
onde A = %(pR +A).

A seguir observamos que as variedades do tipo Einstein unifica varias estruturas que

sao amplamente estudadas na literatura, a saber,

(1) Variedade Einstein : (o, B, u,p) = (1,0,0, #) ,A = 0 (ou, equivalente para m >
3p=0cA=2);
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(2) Solitos de Ricci @ (&, B, 1, p) = (1,1,0,0),A € R;
(3) Quase-sdlitons de Ricci: («, B, 1, p) = (1,1,0,0),A € C*(M);
(4) Sélitos de Yamabe: (e, B, 1, p) = (0,1,0,1),A € R;
(5) quasi-sélitons de Yamabe: («, 3,1, p) = (0, 1, —%, 1) Jk € R\{0},A € R;
Em particular, se («, B, 1, p) = (1, 1,—1%1, p),A€R,0<m < o0, ou seja,
Ric + Vu — %du@ du = (pR+A)g,

entdo (M™, g) é chamada de uma variedade (m, p)-quasi-Einstein ( ver [13]).
Para o caso Einstein, o proximo resultado foi obtido por Freitas e Gomes para esta
familia de variedades do tipo Einstein com bordo nao vazio. Este resultado serd funda-

mental nas demonstracoes dos resultados apresentados nesse trabalho.

Teorema 1. ([12, Teorema 1, Teorema 2/) Seja (M™, g) uma variedade compacta do tipo
FEinstein gradiente com bordo conexo OM. Se (M™,g) € uma variedade Finstein, entdo
ela € isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo sey # 0

ou a um hemisfério de uma esfera redonda se y = 0.

Em seguida, exibiremos dois exemplos apresentados em [12] de métricas do tipo Eins-

tein gradiente em bolas geodésicas de formas espaciais simplesmente conexas.

Exemplo 1. Seja ST C R™! o hemisfério superior cuja o bordo é a esfera unitdria
St A métrica euclidiana g é uma métrica Einstein. De fato, dado uma constante « e
constantes nao nulas p e w. Considere A = %(n —1)— % e fungdo altura hy(x) = (X, V)
com respeito ao vetor v = eny1. Agora, basta notar que h, > 0 no interior de ST, h, =0

em S™1, Ricg = (n—1)g e V*h, = hyg, além disso, y deve ser zero.

Exemplo 2. Seja B™ a bola geodésica unitdria em R™ . E’fafcil ver que a métrica euclidi-

ana é wuma métrica tipo Finstein em B™ . Para isso, considere a funcdo u(x) = 1 —

2
=3 Ix|*.

1
2

Assim, dado uma constante « e constantes nao nulas 3 e W, podemos escolher A =0 e

v =—1.

A partir disso, podemos investigar se a condicao Einstein pode ser enfraquecida. No
que segue, Euh, Park e Sekigawa [10], em 2013, introduziram o conceito de métricas

fracamente Einstein. Mais precisamente, temos a seguinte definicao
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Definicao 1. Uma métrica Riemanniana g em uma variedade M™ ¢é dita fracamente

Finstein se seu tensor curvatura Riemanniano Rm satisfaz

IRm/?
n

R= g, (3)

onde R é um (0,2) tensor definido como

RIX,Y) = > R(X e e, en)R(Y, e e, ex)

ij,k=1
para uma base ortonormal{e;},1=1,2,---,n e X, Y € TM. Em coordenadas temos,
ﬁii = RipgrRjpqr- (4)

Destacamos agora que se My, o espaco das classes de equivaléncia de métricas Rie-
mannianas suaves com volume unitario em M, entao uma métrica Einstein é critica para

o funcional

g J R%dV,,
M

restrito para M se, e somente se, g é fracamente Einstein, isto pode ser verificado em [3].

Em 2015, Catino [5] investigou o funcional
Fes(g) = JIRiC\QdM+tJR2dVg - sJIRm!2 (5)

com constantes reais t e s, Ele demonstrou que uma métrica de Einstein é uma métrica
critica para o funcional F; s se, e somente se, a variedade for fracamente Einstein, veja
Corolario 6.2 em [5]. Além disso, em quatro dimensoes, qualquer variedade de Einstein é
automaticamente fracamente Einstein, como destacado no comentario apés o Lema 3. No
entanto, quando dim(M) > 4, uma métrica Einstein genérica nao é necessariamente uma
métrica fracamente Einstein. Em 2016, com base nesse fato, Hwang e Yun investigaram
se uma métrica fracamente Einstein n-dimensional, que é uma solugao nao trivial para a
equagao do ponto critico, é uma métrica de Einstein. (ver [14]). Continuando, Baltazar,
Silva e Oliveira [2], em 2020, classificaram as métricas critica do funcional volume e
algumas suposicoes sobre a curvatura escalar, considerando uma variedade fracamente
Einstein. Neste estudo, inspirados em [8], consideramos uma variedade do tipo Einstein

gradiente que satisfaz a condi¢ao fracamente Einstein (3) e exigimos que A na Eq. (1)
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seja uma funcao constante. Para facilitar os calculos, reescrevemos a equacao da seguinte

forma:
8fRic + V2f = hg,
f >0 in int(M™), (6)
f=0on oM,

onde 6 = % eh=0f+v com 0 = %/\ sendo constante. A seguir, denotaremos por

(M™, g,f,d,v) a variedade do tipo Einstein que satisfaz (6). Nestas condigoes segue o
seguinte teorema que é inspirados no Teorema 1.2 de [8], no qual Xiaomin Chen conseguiu
V6

classificar para o intervalo —% < 0 < %5 Mais precisamente, estenderemos o intervalo

para —1 < 0 < 0, ganhando assim o seguinte resultado.

Teorema 2. Seja (M3, g, f,8,v) uma variedade compacta do tipo Einstein gradiente, com
curvatura escalar constante e bordo conexo. Para —1 < & < 0, se (M3, q) € fracamente
Einstein, entao (M3, g) € isométrica a uma bola geodésica simplesmente conexa no espago

forma S* sey >0, ou ao hemisfério de uma esfera redonda sey = 0.

Para dimensao quatro conseguimos o seguinte resultado que é inspirado no Teorema
1.3 de [8], no qual o autor considera 6 < 0. Aqui, iremos trabalhar também com o caso

5> 3.

Teorema 3. Seja (M*, g, f,8,v) uma variedade compacta do tipo Einstein gradiente, com
curvatura escalar constante positiva e bordo conexo. Para 6 < 0 ou d > %, se (M4, g)
¢ fracamente FEisntein, entdo (M*,g) € isométrica a uma bola geodésica simplesmente

coneza no espago forma S® sey # 0, ou ao hemisfério de uma esfera redonda sey = 0.

E portanto, natural pensar o que acontece em dimensao arbitraria. Neste contexto,

temos o seguinte resultado provado em [§]

Teorema 4. Seja (M™,g,f,8,v), n > 5, uma variedade fracamente Einstein do tipo
Finstein gradiente n-dimensional e compacta, com curvatura escalar constante. Suponha

que Wiam = 0 e que uma das sequintes afirmagoes seja verdadeira:
e 0>0,eR=>0 ou

o —1#£5<8, eR<O,
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onde 81,89 sao, respectivamente, as raizes positivas e negativas do polinomio
$(8) =(n—2)282+4(n—2)d — (M?> —4n +6), (7)

entio (M™, g) ¢é isométrico a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente

conexa, ou a um hemisfério de uma esfera redonda.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados provenientes da Geo-
metria Riemanniana que serao fundamentais para a nossa dissertacao. Para um aprofun-

damento dessas nogoes, recomendamos que o leitor consulte as referéncias [4] e [9].

1.1 Nocoes Basicas
Definicao 2. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave VE definido sobre M™ por
(VI,X) = X(f),
para todo X(f) € X(M).

De posse da definigao anterior apresentaremos as seguintes proposicoes que serao uteis

para o nosso trabalho.
Proposicao 1. Se f, g: M"™ — R sao funcoes suaves, entao
(a) V(f+g) =Vf+Vg;
(b) V(fg) = gVf+fVg.
Demonstracao. Seja X um campo suave sobre M™, temos pela definicao de gradiente que
(V(f+8),X) = X(f +g)
= X(f) + X(g)
= (VI X) + (Vg, X)
= (Vf + Vg, X)

6
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e
(Vlfg), X) = X(fg) = gX(f) + X(g)

— (gVEX) + (EVg,X)
= (gVf + Vg, X).
]

Proposicao 2. Seja f : M™ — R™ uma funcao suave. Dados p € M e v € T, M, seja

v :(—€,€) — M uma curva suave tal que y(0) =p ey'(0) =v. Entao

(Vi) = SEov)(1)

t=0

Em particular, se p € ponto de mdaximo ou minimo local para f, entdo VE(p) = 0.

Demonstracao. Inicialmente observe que, sendo X uma extensao local de ¥’ temos

L foy)t)

(Vv = (X(D)P) = o

t=0
Suponhamos agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo). Entao
existe U C M vizinhanca aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo q € Uesev e T,M
ey :(—e, e) — U sdo como no enunciado, entdo foy: (—e,€) — R tem um méaximo

local em 0 , donde

d
(Vi = gon) =0
Como a relac@o acima é valida para todo v € T,M, segue que V{(p) = 0. m

Corolario 1. Sef:M* — R e ¢ : R — R sao funcdes suaves, entdao
V(pof) = ¢'(f) VT

Demonstragao. Sejap € M,v € T,M ey :(—e,e) — M uma curva tal que y(0) =p e

Y'(0) = v, pela proposi¢ao anterior temos que

(V(gof.v) = S (Boton))

t=0

= §'(E(p)) S (E o)1)

= (¢’ o f) (VI,v),.

t=0
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Definicao 3. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a funcao

suave div: M™ — R | dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v = (VyX)(p)},
onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.
Agora apresentaremos algumas propriedades do divergente.

Proposicao 3. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M"™ ef: M — R é uma fun¢ao

suave, entao
(a) div(X+Y)=divX+divY,
(b) div(fX) = fdiv(X) + (V1, X).

Demonstracao. Sejam X e Y campos suaves em M™ e {eq, ..., ex} um referencial ortonor-

mal em uma vizinhanca aberta U C M. Temos que

div(X +Y) = <Zv (X+Y), >
= <Z Ve X+ Zveiv, ei>
i=1 i=1

= <i Ve X, ei> + <i Ve, ei>
i=1 i=1

=divX+4divY
e
div(fX) = <Z V., (fX >
i=1
=<Z fVe Xel> <Z Xel>
=1 =1
= <Z e X el> + <X,Z ei(f)ei>
—1 i=1
= fdivX + (X, Vf),
o que finaliza a prova da proposicao. O

Definicao 4. Seja f : M™ — R™ wuma funcdo suave. O Laplaciano de [ é a funcao
Af: M — R dada por
Af = div(VT).
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A definicao a seguir é bastante utilizada no nosso trabalho, pois aparece na equacao

fundametal de uma variedade do tipo Einstein.

Definigao 5. Seja f: M™ — R™ uma funcao suave e p € M. O Hessiano de f € o campo

de operadores lineares (VQf)p : ToM — T,M, definido para v € T,M por
(V) (v) = (V, V1) (p).

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de v a

uma vizinhanca de p em M™, entao
(V) (v) = (Vx V1) (p).

A partir da definicao do Hessiano de f, podemos expressar o Laplaciano de f da

seguinte forma.
Proposigao 4. Se f: M™ — R™ uma funcdao suave, entao
Af = tr(V*f).

Demonstracao. Seja p € M e U uma vizinhanca de p onde esteja definida um referencial

ortonormal {eq, ey, ..., en}. Entao

n

tr(V2), = (D (Hessf),(e:), )

= () VeVf.e)p
~ (N p)
= Af(p).

[]

A proposicao a seguir nos permite traduzir informagoes locais sobre campos especificos
em propriedades globais sobre a variedade, sendo bastante utilizado nas demonstragoes

dos nossos resultados.

Proposigao 5. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta orientada e X € X(M).
Se o0 bordo de M € munido com orientacao e a métrica induzidas pela inclusdao j : OM —

M e v denota a normal unitaria exterior a M ao longo de OM, entdo

J (divX)dM:J (X,v)d(dM).
M oM

Demonstragao. Para a demonstracao veja [4] O



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 10

1.2 Algumas definicoes sobre tensores

Neste estudo, os tensores serao a ferramenta fundamental para alcangarmos os resulta-
dos desejados. Por isso, a seguir, destacaremos suas defini¢oes e algumas de suas propri-

edades principais.

Definic¢ao 6. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e V* o espaco dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicacao multilinear

T:Vx---xV—1R.
—_——

S

Um r-tensor contravariante € uma aplicacao multilinear

T:V¥x.---xV*— R.
%/_/

Um tensor do tipo(r,s) € um tensor s-covariante e r-contravariante, isto €, uma aplica¢ao

multilinear

T:V*x---xV’ixVx---x\é—ﬂR.

~
T N

Definicao 7. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade M™ é

um tensor sobre o C*®(M)-mddulo X(M). Assim, um (r,s)-tensor A € uma aplica¢ao
A X" (M) x X(M)* — C™®(M)

multilinear sobre C*™, com r-uplas contravariantes e s-uplas covariantes. Mais preci-

samente, A € uma aplicagao multilinear sobre C*°(M) que associa a cada (r+$)-upla
(YL, -, Y™, Xy, -+, X®) uma funcdo diferencidvel
f=A - Y Xy, X5): M — R.

Definigao 8. Seja (M™, g,f) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann ¢ o (1,3)-tensor
Rm: X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
dado por
Rin(X,Y,Z) =VyVXxZ -V xVyZ+ VixviZ, (1.1)

para todo X,Y,Z € X(M). Em coordenadas, temos
NI )
TROxt 9xd Taxk T Uk oxl
d

Além disso, quando necessdrio, consideraremos a sequinte convengdo 5 = 0i.
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Também por vezes iremos interpretar o tensor Ry, como um (0,4)-tensor, definido por
Rn:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M)

onde

Em coordenadas, temos

Rm(aiy a]7 ak7 al) = Rijkl-

Proposicao 6. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) Rm(X7 Ya Wa Z) = _Rm(Ya Xa Wa Z) - Rm(Ya X7 Z7 W)
(2) Rn(X,Y,W,Z) =R, (W, Z,X,Y).

(8) Primeira Identidade de Bianchi
Rin(X, Y, W, Z) + R (Y, W, X, Z) + Rin (W, X, Y, Z) = 0.

Em coordenadas,
Rijkt + Rjkit + Rkijt = 0.

(4) Segunda Identidade de Bianchi
(VWRm)(Xa Ya 27 U) + (VYRTTL)(W’ Xa 27 u)) + (VXRm)(Ya Wa Za ) U)) = 0.

Em coordenadas,

V1Rijks + VjiRiiks + ViRjis = 0.

Para as demonstragoes dos itens veja [9].

Defini¢ao 9. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0,2)- tensor
Ric: X(M) x X(M) — C*®(M),

como sendo o traco do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(X,Z) = tr{Y — R (X,Y)Z}

onde X,Y,Z € X(M). Em coordenadas,

(Ric)ik = Rix = gleijkl-
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Definicao 10. A curvatura escalar de uma variedade é a funcao R : M — R dada
por

R = trRic.
Em coordenadas
R = g"Rir.
Proposigao 7. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), vale

(1) Identidade de Ricci contraida
ViRik — ViRjx = ¢"* V1 Ryjis.
(2) Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes
. 1
g] VJ‘Rik = §V1R

Demonstracao. Para a prova do item 1, tomaremos o trago na segunda Identidade de

Bianchi, a fim de obtermos

0 = glsVleiks + glsijilks + QLSVileks
= glsVleiks + vj(glsRilks) + Vi(glsleks)
= —g¢"ViRyjis VjRix + ViRjk.
Portanto,
glslejiks = V;Rix — ViRjxk.
Ademais, podemos reescrever a equacao supracitada fazendo uma troca de indices, ob-

tendo

ViRjx = ViRix + 9" ViRjiks.

Mostraremos agora o segundo item. Tomando o traco da equacao obtida no peimeiro

item, temos que
Vi@ Rj) = ¢*V;Rix + g Vi(g'*Rjis)
ViR = gjkV]- Rik + glsleiS.

Logo,
ViR = 2¢g'*VjR,

onde fizemos as trocas convenientes dos indices s por k e | por j. O
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Proposigao 8. (Identidade de Ricci) Seja M3 uma variedade Riemanniana e f : M» —s

R uma fun¢ao suave. Para quaisquer campos X,Y,7Z € X(M), vale a sequinte identidade:
(VxHessf)(Y,Z) — (VyHessf)(X,Z) = (R(X, Y)Z, Vf).
Em coordenadas,
ViV;Vif — V;ViVif = Rija Vi f (1.2)
Demonstracdo. Inicialmente, temos

(VxHessf)(Y,Z) = X(Hessf(Y,Z) — Hessf(VxY, Z) — Hessf(Y,VxZ)
= X(VyVf,Z) — (Vo,yVf, Z) — (VyVf, VxZ)
= (VxVyVTf,Z) — (Vy, v VT, Z),

isto é,
(VxHessf)(Y,Z) = (Vy,vZ, V) — (VxVvyZ, VT). (1.3)
Analogamente,
(VyHessf)(X, Z) = (Vo xZ, V) — (VyVxZ, Vf). (1.4)
Assim, fazendo a subtragao de (1.3) e (1.4), obtemos
(VxHessf)(Y,Z) — (VyHessf) (X, Z) = (VyVxZ — VxVyZ — Vx v Z, VT). (1.5)
Agora, de (1.1), concluimos que
(VxHessf)(Y,Z) — (VyHessf)(X,Z) = (R(X,Y)Z, V). (1.6)
Assim, provamos o resultado desejado. [

Definicao 11. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), 1 > 3, o tensor de Weyl e o

tensor de Cotton sao definidos respectivamente por:

1 :
Wijkl = Rijkl - —(R-kg]l + legik - Rilgjk - Rjkgu)
n—2
. (1.7)

+ m—1)n—2) (9519ik — 911 9jk)
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e
1
Cijk = ViRjk — VR — 2(n—_1)(9jkviR — gicVjR) (1.8)
Observe que,
1
Cjik = VjRik — ViR — m(gikij — gjx ViR) (1.9)
Logo, Cijk = —Cjik, ou seja, o tensor de Cotton ¢ antissimétrico nos dois primeiros

indices.

Temos também a seguinte expressao que relaciona o tensor de cotton e o tensor de Weyl

n—2
Cijk = _(n——?)) leijkl (].].0)

Assim, Cijc = Cy51 = 0, isto ¢, o tensor Coton ¢ livre de traco.

Além disso, em dimensao trés, temos o seguinte lema envolvendo o tensor de Weyl, que

sera fundamental para a demonstracao dos nossos resultados.

Lema 1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana, temos que para n = 3 o tensor de

Weyl é identicamente nulo.

Demonstracao. Existem apenas dois tipos possiveis de componentes nao nulos de W. Ou
h& trés indices distintos, como em Wjs31, ou ha dois indices distintos, como em Wis1.

Primeiro, calculamos, usando a propriedade sem traco,
Wiaz1 = —Wagzg — Wigss = 0.
Em seguida, temos
Wiag1 = —Waggo — Wiy = —Wigog = Wap13 = —Way1p = —Wiaay,
o que implica Wig9; = 0. O

Definicao 12. Seja T um (0,2)-tensor na variedade Riemanniana M™ de dimenssao n.

Definimos o (0,2)-tensor de trag¢o nulo T por

o trT
T=T-——
ng

A relacao que envolve as normas dos tensores de Weyl e Riemann é dada pela seguinte

equacao

: 2
Ric|* + ————=R% (1.11)

4
Rmf* = W]
[Rm| Wl +(11—2) nn-—1)
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Demonstragao. Vamos considerar a expressao (1.7), que relaciona os tensores de Riemann

e Wyel, e substituir na expressao a seguir da norma ao quadrado do tensor de Riemann
IRm|? = Ry Ris
m|© = 1INk

Assim, obtemos a seguinte expressao

1
Rmf* = [W|* + 5 (Rikgit + Rjigik — Rugjx — Rjkgi)?

(n—2)
2R
- (n—1)(n—2) (Rikgjl + legik - Rilgjk — Rjkgil)(gjlgik - ngjk)
R? 9
+ m—1)2(n—2)7 (legik — Qilgjk)

_ 2 4 s 12 2 3R 2nR”
= WP+ (= 2Rl + R — s+

. < 2 . . ~ .
Agora, usando que |Ric|?> = |Ric|? + % e substituindo na expressao acima, obtemos

4 ., R 8R? INR?
Rmf? = WP + ———{(n — 2)(|Ric* + —) + R*} —
Rm[” = [W| +(n_2)2{(n ) (IRicl” + n)+ } (n_2)2+(n_1)(n_2)2
4. 4R? 4R? SR? MR?
— W24+ ——|Ric]? -
Wt R T T e T oD 2
4 9R?
=W Ricf + ———
WPt G R+ sy
isto é,
Rmf* = [W|* + Ric|? + Q—RQ. (1.12)
(n—2) nn-—1)

]

Dessa forma, uma variedade é fracamente Einstein quando o operador curvatura de

Riemann Rm satisfaz a identidade a seguir

s [Rmf”
Ry = 9 (1.13)




Capitulo 2

Lemas Chaves

Neste capitulo iremos enunciar e demonstrar os principais lemas que serao utilizados

nos teoremas principais abordados neste trabalho.

2.1 Lemas e resultados importantes

O primeiro lema trata de uma expressao para o 2-tensor Ryj e é valida para qualquer

variedade Riemanniana.

Lema 2. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana, entdo a identidade a sequir é ver-

dadeira

. Rmp Cowe 4 2(n —4)
Rij == =9y =Wy ———0ij + ——-WipjaRpq + - —535
AR . 2n—4)

7 Ry — = Riclg
nn-—1) " n(n—2)2’ el gy,

+

onde Wij = Wipqrwqur~

Demonstragao. Considerando a expressao (2.1) , que relaciona os tensores de Riemann e

Wyel, e substituindo na expressao (4),vamos obter a seguinte identidade

o 1
Rij = {Wipqr + E(Riqur + Rprgiq - Rirgpq — qugir)

R

o (TL _ 1)(1’1 _ 2) (gprgiq o girgpq)}ijqr'

16
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Donde segue

L 1
Rij = Wij + —— WipjqRpq

n—2
1

+ W(Riq gpr + Rprgiq — RirGpq — Rpq9ir) (Rjqgpr + Rprgjq — Rjrgpg — Rpqgjr)

R
- (n—1)(n—2)? (RiquT + Rprgiq - RiTqu - qugir)(nggjq - gjrgpq)

R
- (m—1)(n—2)? (Rjqgpr + Rprgjq — Rjrdpq — Rpq9ir) (9prgiq — GirGpq)

R2
+ (9prGiq — 9ir9pq)(9priq — 9irGpq)-

(n—1)*(n—2)?

Apoés alguns calculos, ganhamos

v v 4 ]. .
Rij = Wi]' + Ewiququ + n_—2)2(2(n — 4)Riq qu + 4RR1)' + 2|R1c|291j)
4R QRQQ--
— — 2)Ri; + Rais Y .
(= Dm— 2 2R RO G o

Nesta utima expressao vamos substituir as seguintes relagoes
s . D= R ..
e Ric = Ric— =g;
n
. < 2
e [Ric? = [Ricl + &,

® RigRjq = ﬁiqﬁiq + Fngi)' + 2%'%-

Segue entao que

y " 4 2[Ric? 2R?
Rii = Wi + — R, Wiy .
j J+n_2 Pq qu+(n_2)2+n(n_2)291
2n—4) - - 2n—4) _, 4n—4) _-
—— Ri4R; ——=R°gi; + ———=RRy;
T N ]q+n2(n—2)2 95T i —g) Y
4 5 2
RRy; R%*gi;.
T2 T D2
Agora, combinando os termos em comum, obtemos
y " 4 2[Ric? 2R?
Rii = Wi + — R, Wiy .
j ]+n_2 Pq p1q+(n_2)2+n(n_2)291 22)
2n—4) . - 4 . 2 ) '
— Ri4R; — RRy; + ————R%gi;.
T g N Jq+n(n—1) ]+n2(n—1) 94
Por fim, vamos considerar a expressao (1.12) da seguinte forma
|Rm|2 |W|2 S 2 2R2
ii = ii Ric ij ——0i;. 2.3
n 9ij ngj+n(n—2)| |91+n2(n_1)91 (2.3)
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E fazendo a subtragao de (2.2) e (2.3) obtemos a identidade desejada, isto é,

o |IRm/? y W2 4 2(n —4) .
Rij == 9y =Wy — ——0ij + ——-WipjqRpq + 22 Nl
2.4
AR = 2n—4) . , (24)
+ ——Ryj — ———;[Ricl gy
nn-—1) nn—2)2
]

O préximo resultado, obtido por Derdzinski em 1983, apresenta uma importante iden-
tidade em variedades de dimensao quatro. Sua demonstragao nao sera feita neste trabalho

por divergir dos objetivos desta dissertacao.

Lema 3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana quadridimensional. Entao vale a
sequinte identidade:

¢ (W?

Wij = Tgija

onde Wﬁ = Wipququr-
Destacamos que o Lema 2 para variedades de dimensao quatro nos fornece a seguinte
identidade:

. |Rmf? R
Rij = A gij + 2Wiququ + gRij. (25)

Se assumirmos que a variedade é Einstein, entao temos:

. [RmJ?
Rij - 4

gij- (2.6)

Estabelecemos, assim, que em dimensao quatro, toda variedade Einstein é também fra-
camente Einstein. No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, Euh, Park e
Sekigawa [10], em 2013, mostraram que nem toda variedade fracamente Einstein é Eins-

tein.

Exemplo 3. Seja M produto riemanniano de variedades de dimensdo dois, Mi(c) e
Msy(—c), de curvatura gaussiana ¢ e —c, respectivamente. M nao é Finstein mas €

fracamente Einstein.

Em seguida, para uma variedade do tipo Einstein gradiente, provaremos uma propri-

edade importante no bordo.
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Lema 4. Seja (M™,g,f,0,v) uma variedade gradiente do tipo Einstein com & = —1.

Entao, restrito ao bordo, VI é um autovetor do tensor de Ricci. Mais precisamente,

(1 -mn)6+58R

Ric(Vf) = 55

VT.

Demonstrac¢ao. Usando a equacao fundamental (6), obtemos
ViéfRij = Vi(hgi]' — V]' Vlf) (27)

Ademais, pela identidade de Bianchi contraida duas vezes e usando (2.7), ganhamos

%MV)R = 8fV;iRy; = 8V (fRyj) — dV;ifRy;
= Vi(hgij — V;Vif) — 8VifRy; (2.8)
= 0V;f — ViV;Vif — 0V,fRy,
onde usamos que h = 0f 4+ y.

Outrossim, pela identidade de Ricci, temos
ViV;Vif — ViV Vief = Ry Vif,

o que implica,

ViV Vif = Ry; Vi f + V;Af. (2.9)

Ainda de (2.7), temos
V2f = hg — 6fRic = Af = nh — 5fR. (2.10)

Assim, na expressao (2.8) substituiremos as expressoes (2.9) e (2.10) para obtermos a

proxima igualdade

%MV)-R — OV, f — Ry V' f — V;Af — 5V fRy;
— OV, — VifRyj — V;AF — 5V fRy;
— OV, — V;Af — (14 8)VifRy;
— 0V;f — V;j(nh — 6fR) — (1 + 8)VfRy;
— OV, —nV(0f +v) + 5fV;R + 5V;fR — (1 4 8)VifRy;
— [(1—n)0 + 8RIV;f + 5fV;R — (1 4 8)V:fRy;,
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isto é,
1
Portanto, como f = 0 no bordo, ganhamos

0= [(1—n)8 + 8RIV;f — (1 + 8)VifRy

(1—m)0+0R

VifRy =775

¥
O

Como no caso da métrica critica de Miao-Tam, introduzimos um tensor T similar para

uma variedade tipo Einstein da seguinte forma:

1
Tijx = m(levlfgik — RuVifgji)

R
_ —9 g — Vifg:
[(n—l)(n—Q) }(v) g — VifGyi)
) (2.11)
+ (m — 6) (Riijf — RjkVif)
of
——(g;x ViR — g V;R).
+ 2(1’1—1) (g)kv g kv) )
E f4cil verificar também que Ty tem propriedades de simetria:
Tijk = — Tk (2.12)

Ademais, da expressao (1.7) que relaciona os tensores de Weyl e Riemann, obtemos

1
—Rijkt = —Wiji — W(Rikgjt + Rjigik — Rungjx — Rjkgut

. (2.13)
+ (gngix — girgjx)
Mm—1)(n—-2) 7" e
multiplicando a expressao acima por V.f, ganhamos
1
—RijuVif = =W Vi f — E(Rikvjf + RjiVifgik — RuVifgjk — Ry Vif)
R (2.14)
Vifgix — Vifgix ).
T Dmogy 9k Vifgid

De posse destes resultados, provaremos o seguinte lema.

Lema 5. Seja (M™, g, f,8,v) uma variedade do tipo Finstein gradiente. Entdao

—0fCijk = Wijia Vif + Tiji. (2.15)
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Demonstragao. Por (6), temos
5f(Ry1.) + V; Vi f = hg (2.16)
5f(Rjx) = hg = Vjif. (2.17)
Aplicando V; e usando a identidade de Ricci, obtemos
Vi(8f(Ry;)) = Vihg — ViV, V f (2.18)
Vi(8f(Rjk)) = Vihg — Rijia Vif — V;ViVif, (2.19)
ainda de (6), deduzimos
V;(ViVif) = Vj(hgix — 6fRu) (2.20)
= V;hgix — 8V;fRy — 5V, Ry (2.21)
Assim, substituindo (2.21) em (2.19), ganhamos
Vi(5f(Rik)) = Vihgik — R Vif — Vihgix + 8V; fRiy + 8£V; R, (2.22)
isto é,
0f(ViRjx — VjRix) = —Rijia Vif — 8(VifRjx — V;fRi) + Vihgji — Vihgae.  (2.23)
Dal, segue de (1.8) que
6fCijx = 8f(ViRjk) — VjRix — %(ijvﬂz — g VjR). (2.24)
Agora, substituindo (2.23) em (2.24), ganhamos
0fCijx = —Riju Vif — 8(VifRjx — V;fRix) + Vihgjx — Vihgix
- L(gjkviR - gikij)- (2'25)
2(n—1)

Da mesma forma, substituindo (2.14) em (2.25), temos

1
dfCij = —Wijia Vif — E(Rikvjf + RjiVifgik — RuVifgje — Ry Vif)

R
+ M—1)n—2) (Vifgix — Vifgjk)

— é(vifR)'k — V]‘fRik) + Vihgjk — thgik
of

— m(gjkviRgikij)

1 1
= Wi Vif — m(RﬂVLfgik — RuVifgjy) — —Q(Rikvjf — R« Vif)

R
T o Dm—2) (Vifgix — Vifgj) — 8(VifRjx — V;fRix)

of

hgiw — Vihgix — ————

(ijViR - gikij)-
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Assim,
1
dfCyjx = —Wijia Vif — —2(R)1V 1fgix — RuVifgjx)
R
+ [(n S 0](V;fgi — Vifgx)
1
— (m — 8)(Ru Vjf — Ry Vif)
of
2 (g ViR— g ViR
Q(n—l)(g)kv g kv) )
= —Wijia Vif — Ty,
o que prova o afirmado. O

Ademais, é importante observar que o tensor Tiji possui traco nulo em quaisquer dois
indices. Com efeito, pelo Lema anterior e de posse que o tensor de Cotton e Weyl tem
trago nulo ganhamos este resultado.

A seguir, vamos calcular a norma do tensor Tijx sobre o bordo de M.

Lema 6. Seja (M™, g, f,8,v) uma variedade do tipo Finstein gradiente, com & # —1.

Entao, no bordo de M temos
Tiil? = 2( ! 6) [(“—_2 + 26) RR;; + (l - —5) R
—2 nn—1) n n n n
+0 (—112 RH) (L - 5) Ricl? — (L - 5) R2 ] i
n 2 n—2 1
Demonstragao. De (2.11) e (2.12), calculamos

1
mﬂP=(;t3‘”)RWVJ—RWVﬂﬂw

Usando novamente (2.11), obtemos

1 1
Tyl = (m — 5) (Rix V5 — Rji Vi f) {r(levlfgik — RuVifgji)

2
—{ R —e](v-f o — Vifgi) + (L—s)(k- V,f — Ry Vif)
m—1)(n—2) iTgik iTgjx n_o ik Vj jk Vi
of
+ m(gjkViR - QiijR)}

1 1
- (m - 5) {n —5 (RRUVAVf — Ry Vi fRaVif — Ry Vif Ry Vi + RRu Vi Vi)

R
_hn—nm—m

_ (L _ 5) (2IRicl2 V2 — 2Ric(VH)P)
n—2

— e] (2RIVf]* — Ry; V;fVif — R;i Vi fV;f)

of .
+ m(2RIC(VR, Vf) —2Rg(VR, Vf))}.
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Assim,
9 1 1 ) ) 9
ITyl” =2 ——= — 8 ) — = (RRic(VTf, Vf) — [Ric(VT)[7)
n—2 n—2
R
— — 0| (2RIVf]* — Ric(Vf, Vf
1
— (— — 6) (IRic]*|VE> — [Ric(V)[*)
n—?2
+ L(RiC(VR Vf) —Rg(VR, Vf))
2(“— 1) ) g Y *
Para qualquer ponto q € M, tomamos um referencial ortonormal {ej,--- e} tal que
e IVfI , entao Ric(Vf) = —|Vf|Ric(e;). Entao, restrigindo ao bordo oM, f = 0,
1 1 R
Tl =2 ——= — RR;; — R — —0[(R—R
T =2( g = ) { 5 (R = Ricen)) | o g — 0| (R Ru)

+ (L — 6) (|Ricl* — IRiC(el)|2)}|Vf|2-
n—2

Usando o Lema 4, deduzimos que |Ric(e;)[* = R%,. Além disso, temos que Ry = Ryy + R,

Assim, segue que

1 n—2 . 1 R2
2 e — e —
| Tl —2( — 5>{( m _1)+ 5)RR11+(n o 5)n
vl R R ) (L IRic2 — 2 5)R V]2,
n 1 n—2 n—2 u

O préximo lema é inspirado no Lema 6 do artigo [8]. Esse resultado é obtido conside-

]

rando nao apenas 0 no intervalo (—1,0) mas também & > %

Lema 7. Seja (M™, g) uma variedade compacta do tipo Einstein gradiente que satisfaz a
condicao fracamente Einstein, com curvatura escalar constante. Entao:

1. Para —1 < 6 <0, temos
m—1)0—1

nn-—1)

Além disso, se y > 0 entdo 0 < TR R > 0.

0> R. (2.26)

2. Para & > %, temos

n—1)6—1

TR (2.27)
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Demonstracao. Prova do item 1:

Tomando o trago na equacao (2.23) do Lema 5 e considerando ViR = %VjR = (0, temos

Diferenciando covariamente, obtemos

(1+08)R;1V;Vif =8AfR+ (1 —n)Ah. (2.29)
Agora, observe que
§fRic + V*f = hg, (2.30)
donde segue
OfR + Af =nh.

Substituindo a expressao h = 0f + vy, obtemos

Af = —0fR +nOf + ny. (2.31)
Note também que

Ah = A(Of +v) = OAfF. (2.32)
Por (2.30), obtemos

§fIRicl> 4+ R;j1V; Vif = Rjhgji.
Donde segue que
Rj1V; Vi f = R(Of +v) — §f|Ric|>. (2.33)
Assim, substituindo (2.33),(2.32) e (2.31) em (2.29), ganhamos
(1+68)(6R — 5f|Ric/*)f + (1 + 8)Ry = (R + (1 —n)0)[(n6 — dR)f + ny].

Desde que |Ric|? = IRic|? + %2 e multiplicando por f ambos os lados da equacao, obtemos

m—1)0—1

—5(1 ic2f2. 2.34
oy — R|f = 8(1+ 8)[Ricl*f (2.34)

(n—1)[(n® —dR)f +nvy] |0 —
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Agora, como no bordo f =0 e usando (2.31), temos

0= J div(fVf)dVy = | (fAf+ |Vf*)dV,
M

JM

= fAdeg—i—J IVE*dV,
M M

= | [(n®—8R)f +nylfdV, + J IVE*dVy,
M

Im
isto é,
J (M6 — SR)f + nylfdV, = —J IVEFdV,. (2.35)
M M
Integrando (2.34) sobre M juntamente com (2.35),
—1)6—1 o
—(n—-1)|06— uR J IVEPdVy = 8(1 + S)J Ric/*f*dV,,. (2.36)
n(n—1) M M
Portanto, para —1 < 6 < 0,
S m—1)0—1 R
nn-—1)

Agora, se y > 0 usando (2.35), ganhamos

(n6 — SR)J f2dV, = —nyJ fdV, —J IVEFdVy.
M M M
Assim, para —1 < & < 0 temos N0 — 6R < 0, o que implica, 0 < %R, logo

(n—l)é—leegé_R.
nn-—1) n

Isso implica que R > 0. Mostremos agora que o caso R = 0 nao pode ocorrer, de fato
considerando R = 0 e y > 0, temos que 6 = 0. Note também que usando a equacao
fundamental de uma variedade do tipo Einstein podemos verificar que Af = ny. Conse-
quentemente

JIVfIQdVg = —J fAfdV, = —nyJ f2dV, < 0,
M M

o que é uma contradicao, uma vez que f é nao constante. Portanto, R > 0. Como
queriamos demonstrar.
Prova do item 2:

De forma andloga, mas neste caso considerando & > %, obtemos

— 16 =1 o
(1o 1y J VAV, = 8(1+ S)J Ric/*f2dV, > 0.
nn-—1) M M

—n—1)|6—

Donde segue que
(n—1)6 — 1R.
nn-—1)

Isto finaliza a prova deste lema. n
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Para o que segue, verifiquemos que a norma do gradiente de f é constante e nao nula

ao longo do bordo. Assim, temos a seguinte proposicao.
Proposigao 9. Seja (M™, g) uma variedade do tipo Einstein gradiente com bordo X.

1. O bordo X é uma hipersuperficie totalmente umbilical, com a sequnda forma funda-
mental A = —y|Vf|~lgs. Em particular, se y = 0, entdio £ é uma hipersuperficie

totalmente geodésica.

2. Seja £ =|JZX;i a uniao disjunta de todas as componentes conexas L; de L. Entao,

a restricao de &; = |Vf| a cada L; € uma constante positiva.

Demonstrag¢ao. No caso em que y # 0, assumimos que 0 é um valor regular para f, entao
Vf(x) # 0 para todo x € L. Suponhamos agora que Yy = 0 e provemos que, sem uma
hipdtese adicional, Vf(x) # 0 para todo x € . Para isso, tomamos uma geodésica de
velocidade unitéria o : [0,1] — M™ de modo que o(0) =x € Z ¢ o(1) € int(M), assim a

funcao 0 : [0, 1] — R dada por 0(t) = f(o(t)) satisfaz 6(0) =f(x) =0 e

0" (t) = V(o' (1), 0’ (1)) = (h‘/\ X Ric) (o'(1), o' (1))0(1). (2.37)

B &

Se Vf(x) = 0, entao terfamos que 0(t) é a solugdo do problema de valor inicial 08”(t) =
f(t)0(t), com 0'(0) = 0 e theta(0) = 0. Portanto, terfamos que f se anula ao longo de
0, o que é uma contradicao. Como L = f~1(0), podemos escolher v = —% como um
campo vetorial normal unitdrio em X. Note que, de acordo com a equagao (6), temos

V2f =yg em L. Assim, para quaisquer campos vetoriais X,Y € X(Z), obtemos:
vgs(X,Y) = VH(X,Y) = —(VxY, Vf) = [VF{VxY,v) = —|VfIA(X,Y), (2.38)

onde A é a segunda forma fundamental de X. A partir da identidade (2.38) e do fato
de que Vf £ 0 em X, concluimos o item 1. Para a Afirmacao 2, novamente usamos que

V2 =vygem L e que Vf é normal a L. Assim,
X(IVF*) = 2V2f(X, Vf) = 0,

para todo X € X(X). Portanto, concluimos que a restricao de |Vf| =: &; a cada compo-

nente conexa X; de X é uma constante positiva. O

Lema 8. Seja (M™, g,f,d,v) uma variedade do tipo Finstein gradiente com curvatura

escalar constante. Entao temos
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1 o
sz flRic/?dV, = J Ric(Vf, Vf)dV,
M [Vl Jsm
Demonstracao. Ja sabemos que Ric = Ric — %g, entao da expressao (6) ,
o R
of Ri)' + Hgij + V]-Vif = hgija
donde segue que
R .
V]' Vif = (h — 6f€> gij — 5fRij. (239)
Assim, multiplicando ambos os lados da equacao acima por f%j, ganhamos
, , R .
Rij v]' Vlf = Rij |:<h — 61:?1) gij — 6fR1]:|
— —5f|Ricl.
Agora, usando que R é constante, observe que
o R R
ViRy = Vi Ry — g5 | = ViRy — Vg (2.40)
1 R
= -ViR—-Vj—g; 2.41
5 ng j ( )
2
- nz—v R =0. (2.42)
Dessa forma, temos
Vj (f%i)-vif) = Vj ﬁijvif + fzij VjVif = —6fr|l°21)-|2. (243)

Assim, integrando (2.43) e usando Stokes e que, ganhamos
—5J flRicl?dV, :J V;(Ry V)
M M

:J Ric(VHf, e;)
M

LJ
IV Jsm

Ric(V, fVf)dV,.

Portanto, pela proposi¢ao anterior, |Vf| é nao nula em 0M. Assim, concluimos que

° 1 0
8 J flRicl’dVy = —— J Ric(Vf, VF)dVy.
M IV Joam
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O proximo lema é o dltimo desta sequéncia de resultados que nos conduzira as provas
dos nossos principais teoremas. E também onde aplicamos a hipotese de que a variedade

¢é fracamente Einstein.

Lema 9. Seja (M™, g, f,8,v) uma variedade do tipo Finstein gradiente, fracamente Fins-

tein com & # —=,—1. Entao no bordo de M, a sequinte identidade € vdlida:

n27
2 2
e e A (i el G0 )
2n n—2 n n n n
1+6—(n—2)82., 1 m—1)2+1 221 .
1 — d—— |RRy;
n—2 nn—1 nnh—-1)n-—2) n
2 9 )
{n(n—Q) 5}|RIC|

Demonstracao. Considerando que flam = 0 e usando o Lema 5 , podemos inferir que na

fronteira
WipiqVif = Tipq, (2.44)

multiplicando a expressao acima por R;qVif, e considerando as propriedades (2.12) do
tensor Tiji, obtemos

WipjqRpq VifVif = TipqRpq Vif

R
= Tipg (qu - Egpq)vif

(2.45)
= TipqRpq Vif
1
= §Tipq (RpqVif = RiqVpf).
Agora, observe que
1
Tipq ipq — ’qu’ wq (m_é)(kiqvpf_quvif)’
donde segue que
1 —1
_(m - 6) |T1pq|2 Tipg(RpqVif —Rig V).
Assim,
n—2 1
- Tipgl* = s Tipq(Rpq Vif — Rig V). 2.46
2(1_(n—2)6)| 'Pq| 9 pq( qu qvp ) ( )
Dessa forma, substituindo (2.46) em (2.45), ganhamos
o n—2
WipiqRpq VifVjf = — Tipql”. (2.47)

2(1—(n—2)9)
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Sendo M™ uma variedade que satisfaz a condicao fracamente Einstein, pelo o Lema 2 e

pelas equagoes (2.44) e (2.47), obtemos

!WI2 4

0 = WipqrWjpqr Vif Vi f — —|Vf[? + T2wim-qfzpqvifvjf
2(n —4). R ey, 2
—R f —— R f|* — ———|Ri f°.
o R R VA RV = RV
Usando novamente o Lema 5, temos
WipqrWipar VifVif = [Tipgl*. (2.49)
Assim, substituindo (2.49) em (2.48), obtemos
W2 2 4
L N
(n—2)8 (n—2)2 20}
4R 2(n—4) ‘
——— Ry V> — Ricl?| V2.
ooy RV = e RiePIV
e usando o Lema 6, obtemos
W2 1+ (n—2)56 n—2 2 1 R2
= — — 6 RR — — —5
0 2n n—2 nn-—1) T nt n n
n—1 1 o 2 o (n—4)
0l ——R—R —— — 5 )|Ricf— [ ——= —6|R? - R?
+ ( n 11) <n—2 )' icl (n—Q > 11}+(n—2) 1
2R - n—4 .
Ry — Ric[?
+ nn-—1) " nn— 2)2| i
2 1 1 R2 —1 o
n n—2 n n n n
1+6—(n—2)82-, 1 m—12+1 22 .,
R — d—— |RR
n—2 nt Mm—1) nn—-1)(n-—2) n 1



Capitulo 3

Prova dos Resultados.

Neste capitulo provaremos os resultados descritos na introdugao, os quais investigaremos

0s seguintes casos

3.1 Cason=3

Nosso primeiro resultado serd para variedades fracamente Einstein tridimensionais,
onde nos baseamos no Teorema 1.2 do artigo [8]. Aqui conseguimos melhorar o resul-

tado de Xiaomin Chen, considerando agora o intervalo —1 < 6 < 0.

Teorema 5. Seja (M3, g, f,8,v) uma variedade compacta do tipo Einstein gradiente, com

3

curvatura escalar constante e bordo conexo. Para —1 < 8 < 0, se (M?,g) € fracamente

Einstein, entao (M3, g) € isométrica a uma bola geodésica simplesmente conexa no espago

forma S? sey >0, ou ao hemisfério de uma esfera redonda sey = 0.

Demonstracao. Do Lema 4, temos

(1—mn)0+6R

Ric(Vf, Vf) = 155

IV )2

Considerando que e; = l—v_vf]“ e que Ric = Ric — %g, obtemos

1 (I1—m)0+0R
B |Vf|2< 146

n(1-m)e—(1—-(n—1)5)R
N n(1+96) ‘

R
V> — —|Vf|2> (3.1)
n

30
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Assim, se a curvatura escalar é constante, consideramos o item 1 do lema 7 e ganhamos
que

n(l—-m)o—(1—(m—1)%)R

Ry =
11 n(1+o)

<0. (3.2)

Como vimos no Lema 1, para n = 3, o tensor de Weyl desaparece completamente. Assim,

sobre o bordo, usamos o Lema 9 para deduzir

oz(1%){(%-%5)%3%(;12—&11)}

- 1 . 2 .
+ (82 =5 —1)R%, — 6(1 — 55 — 48%)RRy; + <§ — 52) |Ric|2,

donde segue

R? 2 .
0= (1 +6)(1—5)3 +0(1 +6)§R—9(1 + 8)RY,

3.3)
1 . 9 . (
+ (82 =8 —1)R}, — 6(1 — 55 — 48%)RRy; + <§ — 52) |Ric|2.

Agora, obeserve também que de (3.1), podemos obter uma expressao para 0 dada por

0 :—L((Hé)ﬁlﬁwlz). (3.4)
n—1 n

Assim, considerando n = 3 e substituindo 0 pela expressao acima em (3.3), ganhamos
R? 2 2 1 2\p1 2 2 -
0=(1—|—6)(1—6)§—|—(6 —6—1)R11—8(1—56—46 JRRy; + 5—6 |Ric/?

_ ((1 n 5)% . 25)%) (1+ 6)§R+ ((1 + 5)% e —25)%) (14 8)R,,.

Apo6s simplificagoes, obtemos
o R2 R'O 2
0 = —RRy; + (362—1)%+ (2—352)“7‘3'. (3.5)
Por outro lado, como flom =0 e W = 0 quando n = 3, segue pelo Lema 5 que Tij = 0.

Assim, para —1 < 6 < 0, do Lema 6, ganhamos
2

12\ - 2. & ; .
0= (8 + gzs)RRH + (1—25)%+6(§R—R11> + (1 —8)IRicl — (2— 8)R3,.

Substituindo 6 na expressao acima pela expressao dada por (3.1), obtemos

RR R2 . .
LR - 28)5 + (1~ 8)[Ric|> — (2 — §)R%,

0=(1+45)

. (— (ESLIS (1—26)2) (%R—f%n)-
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Donde segue

D2
Ri

0= (1—8)Ric/>—3(1—23) :

Novamente, como estamos considerando —1 < & < 0, segue que
s 2 3 D2
IRic|” = §R11. (3.6)

Assim, substituindo (3.6) em (3.5), ganhamos

Rﬁll 2 R%l 2 R%l
0=— 307 —1)— + (2—30°)—
T (38— ) + (2 - 36%)
__RRu R%,
3 2
ou seja, % = %. Como R > 0 e considerando (3.2), obtemos que Ri1 = 0 no bordo.

Finalmente, usamos o Lema 8 para obter Ric = 0, ou seja, M? é uma variedade Einstein.

Donde, completamos a prova do nosso Teorema a luz do Teorema 1. O

3.2 Cason =4.

Nosso proximo resultado sera para variedades fracamente Einstein em dimensao quatro,
com base no Teorema 1.3 do artigo [8]. Aqui conseguimos melhorar o resultado de Xiaomin
Chen, expandindo a andlise para consider nao apenas o caso onde & < 0 mas também

ainda permanece em

onde 6 > L E importante destacar que para o caso 0 < 6 < %

2

aberto.

Teorema 6. Seja (M*, g, f,8,v) uma variedade compacta do tipo Einstein gradiente, com
curvatura escalar constante positiva e bordo conero. Para & < 0 ou 6 > %, se (M4, g)
¢ fracamente FEisntein, entdo (M*, g) € isométrica a uma bola geodésica simplesmente

coneza no espaco forma S* sey # 0, ou ao hemisfério de uma esfera redonda sey = 0.

Demonstragao. Pelo Lema 2, temos

0 = 2WipiqRpq + gﬁii

o R -
= 2Wiquvijquif —+ gRlC(Vf, Vf)

o R .
= —2WiquijquVif + gRlC(Vf, Vf)
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Do Lema 5, e usando que flam = 0, obtemos

R -
0 = 2TipqRpq Vif + S Ric(VF, V1)

R
= TRy Vif — RucV5f) + S Ric(VF, V).

Para 6 <0e d > %,temos

Tind® | R 2
0=— —Ry1|VF
1— 25 + 3 ulVAF7,
isto é,
R, Tl
~R 12 = UKL
gRulVIT =755

Assim, para 8 < 0 e R > 0, temos que Rii > 0. Dai, pelo Lema 8

0= —5J flRicldV, + J Ry dV,.
M M

0

Isto implica que Ric = 0, isto é, M é uma variedade de Einstein e o resultado segue
pelo Teorema 1.

Agora, para 6 > % e R > 0, temos que ch < 0. Novamente, pelo Lema 8, temos

0< 5J flRic/?dV, :J R;1dV, <0,
M

M 0

isto é, Ric = 0. Dessa forma, (M, g) é uma variedade Einstein e o resultado segue

novamente pelo Teorema 1.

Por fim, para 6 = % e R > 0, segue do Lema 6 que Tiji. = 0 e pelo Lema 5, Wi Vif =0
sobre o bordo.

Agora, pelo Lema 2
R.
0= 2WiquV]-fVif + §Rijvjfvif7

donde segue que

Ric(Vf, V) = 0.

E mais uma vez (M, g) é uma variedade de Eisntein e o resultado segue a luz do Teorema

1.
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3.3 Caso geral

Por fim, faremos a demonstracao do Teorema 4 considerando uma variedade n-dimensional

com n = 5.

Teorema 7. Seja (M™,g,f,0,y),n > 5, uma variedade fracamente Einstein do tipo
FEinstein gradiente n-dimensional e compacta, com curvatura escalar constante. Suponha

que Wls =0 e que uma das sequintes afirmacoes seja verdadeira:
e 0>0,eR=>0 ou
e —1#£5<8, ¢eR<O,
onde &1,y sao, respectivamente, as raizes positivas e negativas do polinomio
$(8) = (M —2)262+4(n—2)d — (M?> —4n +6), (3.7)

entdo (M™, g) € isométrico a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente

conexa, ou a um hemisfério de uma esfera redonda.

Demonstracao. De posse do Lema 5 e usando a hipétese de flagpm = 0, obtemos a seguinte

expressao
—Wijia Vif = Tiji.
Assim, podemos escrever

Wipiqﬁpqvifvif = Tipqﬁpqvif = TipgRpq Vif

1
n—2
=— Tipal®.
2(1—(n—2)6)| pal

Na ultima igualdade usamos a definicao do tensor T, expresso na equagao (2.11). Por

outro lado, definiremos lej = Wii15. Assim, podemos escrever

|WV|2 = Wlil)'Wlilj
1

= — Wi Tass

|Vf| 1i1j 'i1j

1= —-2)5

= W35 (Ry Vi f — Ry; Vif).
(TL—2)|Vf| 11)( ]vl 1]V )
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Agora, usando o Lema 4, obtemos a igualdade

1—(m—2)% 1—(n—2)%
V2 . . . —
W =~ WweRe Ve Vel = =5

Quando n > 5, combinando (2.45) e (3.8), segue que [Tijk[* = 2[WY[?|Vf]%. Do Lema 6,

1 n—2 . 1 R?
V2 __ - = - -
W= (o) [ (e e R (=)
—1 o 1 o 2 .
+e(nTR—RH> + (m —6>|Ric|2 — (m —5) Rﬂ.

Ja sabemos que

WipiqRyVpfVaf.  (3.8)

temos

(3.9)

e:—L((Hé)ﬁlﬁﬂR). (3.10)
n—1 n

Dai, substituindo (3.10) em (3.9), ganhamos

1 T n .
vi2 _ (_ — s a2
IWY|* = (n —5 6) |:|R1C| — 1R11] : (3.11)
De (2.50) deduzimos

|W|2 1+ (n—2 ) |li~ |2 nn—4
|Vf|2 : E % jk ( )Ri’vﬂz
2R

2 (n —2)2
o 9 (n 4)

Usando que [Tyjk[* = 2IWY*|Vf]?, obtemos

0=—

5IRicP V.

|VV|2 2 1+ (n—2)8 2 o, nn—4):, 2
= f — W f —R f
0=~ —n (1 IR R + TR v
QR

o s  (n—4)
TV g

Ricl*| V[,
donde segue
1 2 W2 1 (14 (n—2)8
0=—(—-8) — —n|———38) [ ———— ) WP
(n—2 ) 2 “(n—z )(1—(n—2)6)| |

1 nn—4) ., 1 > 2R
) ) 3.12
+(n—2 6) n—22R11+(n—2 6) (n—l)Rl1 (3.12)

Agora, note que de (3.11), temos

m=2)m=1 e (1 NEo-—9n-1)
T |W|2_(n 5) o op Ricl?

_ <_1 _ 5)2—“(n — Y
n—2 (n —2)2

(3.13)
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Entao

1 ‘nn—4), 1 ‘m—4)n—1) - ,
(m —5) WRH = (m —5) (n—2)° Ric|

3.14
(=41 ., 31
- (-2 |
Assim, substituindo (3.14) em (3.12), ganhamos
0=— L_é 2|W|2_n ;_5 ZM’WVF
n—2 2 n—2 1—(n—2)%
1 > 2R . 1 n—4_
- - i 3.15
+(n—2 5) n—1R11+(n—2 5) Tl_2|RlC| ( )
(n—4)(n—1) 2
— WY,
) W]

Da seguinte relacao: [W/? = 4 WY 2 Wopeal®, onde 2 < a,b,c,d < n (ver 2], Eq.(3.6))]),

obtemos ) ,
1 Wabe 2R —4 .
o= (1 _5) | Wabed , R + 2 C|Ricf]?
n—2 2 n—1 n—2 (3 16)
Mm—2)382+4n—2)6 — (n?2 —4n +6) W2 '
+ n_2) (W|”.

A seguir, consideramos ®(8) = (n — 2)38% + 4(n — 2)5 — (n? —4n +6), onde 8,8, sdo
respectivamente as raizes positiva e negativa de @ (8). Como Wlranm = 0, segue de (3.16)

que

1 T 2R . n—4 D (8) )
= — = Ri + ——|Ricl| + ——— W], 1
0 (n_2 5) {n—l o g Riel | + s W (3.17)

Agora, se uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:

0>28eR>20 ou —1#08<deRLO,

entao Rf?ll > 0. Aqui, basta observar que

' FPIRiC/?dVy

Ry =56 .
1 [\ VAV,

Portanto, a Equacao (3.17) implica que Riclom = 0 e, pelo Lema 8 , podemos concluir

que M é uma variedade de Einstein. Isso completa a prova pelo Teorema 1.
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