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Resumo

Neste trabalho, consideramos o Problema de Valor Inicial associado a equagao nao li-
near de Schrodinger cibica com dado inicial radial em H'(R?). Para este modelo, es-
tudamos a boa colocacao global e o comportamento assintético de solucoes em H!(R?).
Aqui analisamos condicoes suficientes para obtermos solugoes com intervalo méximo de
existéncia infinito e intervalo méximo de existéncia finito (blow-up), baseados no trabalho
de Holmer-Roudenko, 2008 [20]. Além disso, usando a técnica aplicada no trabalho de
Dodson-Murphy, 2017 [10], mostramos que, no caso das solugoes globais estabelecidas,

temos a propriedade de espalhamento quando o tempo tende a +oo.

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger; Blow-up; Boa Colocagao Global; Espalha-

mento.
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Abstract

In this work, we consider the Initial Value Problem associated with the cubic nonlinear
Schrodinger equation with radially symmetric initial data in H!(R3). For this model,
we study the global well-posedness and the asymptotic behavior of solutions in H!(R?).
Here we analyze sufficient conditions to obtain solutions with infinite maximal interval
of existence and finite maximal interval of existence (blow-up), based on the work of
Holmer-Roudenko, 2008 [20]. Furthermore, using the technique applied in the work of
Dodson-Murphy, 2017 [10], we show that in the case of the established global solutions

we have the scattering effect when time goes to +oo.

Keywords: Schrodinger’s Equation; Blow-up; Global Well-Posedness; Scattering.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, consideramos o problema de valor inicial (PVI) associado & equagao

nao linear de Schrédinger (NLS) ciibica

10w + Au + [u*u =0,
(1.1)
u(0) =uy € HY(RN), com N = 3.

Segundo Fibich [15], esta equagdo é geralmente associada a mecéanica quantica, porém,
também ¢ utilizada na modelagem de fenomenos da fisica classica. Na ética, por exemplo,
a equacao de Schrodinger surge das equacoes de Maxwell, que sao equacoes da fisica
classica (veja o capitulo 1 de [15]). Dentre os fendmenos que sdo modelados por esta
equacao esta a propagacgao de raios laser de alta intensidade em meios transparentes.
Segundo Sulem e Sulem [23], esta equac¢ao modela o comportamento de ondas de agua
sobre a superficie livre de um fliiido ideal e de ondas de plasma. Entende-se por solucao
de (1.1), uma fungdao u € C(I, H}(R™)), com I 0 um intervalo, tal que para todo t € I

seja satisfeito o principio de Duhamel em H™'(RN), ou seja,

t
u(t) = ey, + iJ e (S (Ju)?u) (s) ds.
0

Sabemos que o problema (1.1) é localmente bem posto em H!(RN), com N € N (veja
Ginibre e Velo [18], Cazenave [8], Linares e Ponce [21], Tao [25]), ou seja, para cada dado
inicial uy € H'(RN), existe um intervalo I € R e uma tinica solucao u € C(I, H'(RN))NE,
onde E é um espaco de Banach auxiliar, e a solucao depende continuamente do dado

inicial. Além disso, as solucoes possuem as seguintes quantidades conservadas, a massa

M(u(t)) = M(u(0)) e a energia E(u(t)) = E(u(0)), onde
M(u(t)) = w72 v,

1
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1 1
E(u(t) = SIVw)]Ege) — IO i@

No caso em que o intervalo maximal de existéncia da solucao ¢é finito, dizemos que
ocorre blow-up em tempo finito, ou seja, a solucao explode em tempo finito. De acordo
com Sulem e Sulem [23] e Fibich [15], na propagacao de raios lasers, o fenémeno de blow-
up corresponde ao colapso das ondas que se propagam. Se a solugao existe para qualquer
instante t € R, dizemos a solucao ¢ global.

A equagao nao-linear eliptica

AQ+IQFQ-Q=0, Q=Q(x), xeR’

tem um ntmero infinito de solucoes em H!(R3). Dentre essas solucoes, existe exatamente
uma que tem norma L*(R?) minima, chamada de ground state, denotada por Q, e é
positiva, radial, suave e decai exponencialmente. Para mais detalhes, veja o apéndice B
do trabalho de Terence Tao [25].

Uma solucao global u de (1.1) se espalha, ou seja, acontece o fenomeno de scattering,

se existir uy € HY(IR3) tal que

. itA
tEIjI:loo Hu(t) —e't uiHH1(R3) =0.

Nosso principal objetivo é mostrar o seguinte teorema devido a Holmer e Roudenko

120].

Teorema 1.1. Sejam uy € HY(R?) uma funcdo radial e w a correspondente solugdo

mazximal de (1.1), com intervalo mazimal de existéncia 1. Suponha que
M (uo)E(uo) < M(QJE(Q).

(1) Se atolages [ Viollz(es) < [1Qlla ey | VQUlagas, entio
(a) =R (a solugcdo € global), e,

(b) u se espalha em HY(R3), isto €, existe ux € H'(R?) tal que

: _ pitA _
tEI:Eoo ||U(t) e LLj:HHl(R?,) =0.

(2) Se |uollr2ms)|Vuolliz®s) > ||Qll2®s)||VQ||L2rs), entdo I € limitado (a solu¢do

explode em tempo finito).
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Em Holmer e Roudenko [20], a prova da afirmagao (b) do item (1) do Teorema 1.1
foi feita baseando-se na concentragao compacidade-rigidez. No trabalho de Dodson e
Murphy [10], é apresentada uma demonstragao alternativa para este resultado. Usa-se a
imersao Radial de Sobolev para estabelecer a estimativa virial de Morawetz, que implica
na ’evacuagao da energia’ quando t — +oo. Juntando essas informacoes e o critério de
espalhamento introduzido por Tao em [24], é possivel demonstrar a afirmacao (b). Em
Holmer e Roudenko [20], para a demonstragao da afirmagao (a) do item (1) e o item (2)
do Teorema 1.1, utiliza-se o seguinte Teorema, conhecido como Dicotomia Global versus

Blow-up, demonstrado em [20].

Teorema 1.2 (Dicotomia Global versus Blow-up). Seja uy € H(R?) (possivelmente nao
radial) e seja 1 = (—=Tuin, Timas) 0 intervalo mazimal de existéncia de w solu¢ao de (1.1).

Entao sao vdlidas as sequintes afirmagoes

1. Se M(uo)E(ug) < M(QIE(Q) e [[uollez(ms)|Vuollzms) < [|Qlle2ms)[[VQ|lL2(ms),

entio I =R, e para todo instante de tempo t € R, temos
Sup [|u(t) ey | Vil ez sy < Qe IV QL2 @)
te

2. Se M(ug)E(uo) < M(Q)E(Q) e [[uollrzrs)|Vuolltzms) > [1Qll2@) [VQ|l2(ms),

entao, para todo instante de tempo t € 1, temos

w2 e [[Vult) Iz rs) > [|QllL2rs) |V QL2 (rs)-

Além disso, se (a) [xlug € L*(R3) ou (b) wy € radial, entio 1 € finito, implicando

que a solucao explode em tempo finito.

Um ingrediente importante na demonstracao do Teorema 1.2 vem da aplicacao da

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
11T g3y < Conllfllezes) VT2 (s,

com constante 6tima Cgon = , estabelecida por M. Weistein [26]. Duyckaerts

4
3IQI2MIVQIl 2
e Roudenko em [13] e [12] exploram o comportamento da solu¢ao acima do limiar de massa-
energia, ou seja, M(ug)E(uy) > M(Q)E(Q), onde em [12] explora-se o comportamento

no limiar massa-energia, ou seja, o caso em que M(ug)E(uwy) = M(Q)E(Q). O trabalho
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de Cardoso e Campos [7] também explora o comportamento da solugao acima do limiar

de massa-energia no caso da equagao de Schrodinger nao-linear e ndo-homogénea (INLS)

10w + Au + [x[7PlulPlu =0,
w(0) = up € H(RM),

Nos tltimos anos houve avangos no estudo do comportamento assintético dessas solugoes.
Dodson e Murphy [11], por exemplo, obtiveram o resultado (1) do Teorema 1.1 sem a
hipétese de uy ser radial. Outros trabalhos recentes sao os de Arora, Dodson e Murphy
[3], que tratam sobre o espalhamento abaixo do ground state para a NLS 2D radial, Arora
[2], que trata sobre o espalhamento da NLS do tipo focusing para dados radiais e sobre
equagoes hartree generalizadas, Campos [6], que trata sobre o espalhamento de solugoes
radiais na INLS, e Dinh [9], que trata da teoria do espalhamento da NLS com potencial.

Este trabalho estd dividido em 5 capitulos. No segundo capitulo, apresentamos al-
gumas nocoes preliminares para os resultados utilizados no trabalho, como, as notagoes
utilizadas, espacos LP, transformada de Fourier e sua aplicagao no espago de Schwartz e
distribuicoes temperadas, transformada inversa de Fourier e espacos de Sobolev.

No terceiro capitulo introduzimos o PVI associado a equacao de Schrodinger linear,
que é a motivacio para definir o operador e'**, introduzimos o PVI associado & equacao
nao-linear de Schrodinger, mostramos a motivacao por tras do principio de Duhamel,
definimos o que se entende por solucao do PVI nao-linear, definimos a boa colocacao em
H'(RN), apresentamos as estimativas de Strichartz, discutimos sobre o espalhamento e
introduzimos resultados sobre o ground state.

No quarto capitulo, apresentamos os resultados importantes para a demonstragao dos
Teoremas 1.1 e 1.2. Inicialmente provamos alguns lemas, como a Imersao Radial de So-
bolev, também conhecida como Lema de Strauss, introduzido por Strauss [22]. Apds isso,
provamos os Lemas 4.4, 4.6 e 4.8, que sao resultados de coercividade. A coercividade no
Lema 4.4 serve, por exemplo, para mostrar a boa colocagao global no Teorema 1.1. Pro-
vamos a Identidade Virial, que é necessaria para provar a Estimativa Virial de Morawetz.
Provamos entao a evacuagao de energia, que juntamente com o critério de espalhamento
de Tao sao essenciais para a demonstragao da afirmacao (1) do Teorema 1.1. Apds isso,
provam-se alguns lemas necessarios para a demonstragao do Teorema 1.2.

Finalmente, no quinto capitulo, introduzimos o Lema 5.2 que é o Critério de Espalha-

mento de Tao que, juntamente com os resultados dos capitulos anteriores, sao utilizados
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nas demonstracoes dos Teoremas 1.1 e 1.2.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados bésicos sobre Espacos LP (RN), transfor-
mada de Fourier e suas aplicagoes no espaco de Schwartz e nas distribui¢oes temperadas,
e sobre a transformada inversa de Fourier e sobre espacos de Sobolev. Tais resultados sao

utilizados ao longo de todo este trabalho.

2.1 Notacoes Utilizadas

e Dado um numero z € C, denotamos por PRe(z) e IJm(z) a parte real de z e a parte

imagindria de z respectivamente.
e Dado um nimero z € C, denotamos por z o conjugado de z.

e Dados dois niimeros reais nao negativos a e b, escrevemos a < b quando existe uma

constante ¢ > (0 independente de a e b tal que a < cb.
e Denotamos por B(x,R) a bola aberta de raio R centrada em x € R3.

e Seja N € N. Seja v € RN. Denotamos por |[v| a norma euclidiana de v. Em

particular, se z € C, o médulo de z é dado por |z|.
e Seja E um espago vetorial normado. Denotamos por || - ||g a norma adotada em E.

e Seja Z, o conjunto dos numeros inteiros nao negativos. Seja N € N. Seja o =
(otr,...,an) € ZY. Seja x = (x1,...,xn) € RN, Definimos | := Z}illocjl;

X . X1 AN. AX .__ A1 N
X* =X XY 0% =0 L O
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e Seja N € N. Em RN, definimos V¢ := (3, b, ..., 0x d).

e Sejam E e F espacos topoldgicos. Denotamos por C(E,F) o conjunto das fungoes
continuas de E em F. Quando F = C, denotamos simplesmente por C(E). Denotamos

por C.(E,F) o conjunto das func¢oes continuas de E em F com suporte compacto em

E.

e Seja E um espago topolégico. Seja f € C(E). Dizemos que f se anula no infinito se
para todo € > 0, o conjunto {x € E : [f(x)| > €} é compacto. O conjunto das fungoes

que se anulam no infinito é chamado de Cy(E).

e Seja E um espago vetorial normado. Denotamos por E’ o espago dual de E, isto é,

o espaco dos funcionais lineares continuos de E em C.

e Dizemos que um espago vetorial normado E é um espaco de Banach quando este é

completo com a métrica induzida pela norma do espaco.

e Dizemos que um espago vetorial normado E completo munido com o produto interno

(-,-) é um espaco de Hilbert quando ||x||z = (x,x) para todo x € E.

e Seja p € [1,00]. Denotamos por p’ € [1,00] o par conjugado de p, ou seja, p’

i 1,1
satisfaz = + o= 1.

e Seja N € N. Seja f: Q ¢ RN — C. Dizemos que f é radial se para quaisquer

x,y € Q tais que |x| = |y|, temos f(x) = f(y).

Para o restante deste capitulo, consideremos N € N.

2.2 Espacos LP

Definicao 2.1. Seja p € [1,00]. Denotamos por LP(RN) o espaco das fungoes men-
surdveis T : RN — C tais que ||f]| gomn) < 00 com
1
(Jan F)PAX)?  se 1< p < oo,

HfHLP(]RN) =
sup essycpn [f(x)|  se p = oo.
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E conhecido que | - | cr(rN) ¢ uma seminorma em LP(RM). Definamos os espagos
LP(RN) por
LP(R™) = LP(RN)/ ~,

onde f ~ g <= f =g qtp. em RN. Seja [f] € LP(RN). Denotemos ||[f]|| r&n) por

I e mny = (1|l 2 -

E um fato conhecido que || - ||i» &Ny ¢ uma norma em LP(RM) (veja [1]). De agora em
diante nao faremos distingao entre [f] e f, e entre ||[f]|| Ny € [[f]|Lr®~). Também é
conhecido que os espacos LP(R™N) sdo espacos de Banach quando munidos com as normas
|- lle mny (veja [1]) e que L2(RN) é um espago de Hilbert quando equipado com o produto
interno

(W, v)2(gn) = Re JRN u(x)v(x)dx,

(veja [8]). Vemos que (u,u)p2gn) = ||u||L2 r)- Abaixo temos alguns teoremas impor-

tantes sobre esses espacos.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Holder). Sejap € [1,00]. Sejam f, g fun¢ées mensurdveis

de RN em C. Entao,

1 1
Ifgllerwyy < [Fllee e llgller gy, para - + o =1

Demonstracao. Veja o Teorema 4.6, pagina 92 de [5]. O

Corolario 2.3. Sejam 1 < p, q,r < oo satisfazendo

Sejam f, g funcoes mensurdveis de RN em C. Entdo,

1fgller @y < [Fllee@mllgllee @y
Demonstragao. Veja o Corolério 2.5, pagina 25 de [1]. ]

Corolario 2.4 (Desigualdade de Holder Generalizada). Seja M € N. Seja f = H)Ail fj,
onde cada f; € uma fungao mensurdvel de RN em C. Sejam pi=lcom(1<j<M)e

q = 1 satisfazendo
1
28

I\’]z

q

l
—

j
Entao,

M
1] La(mn) H 15[ LPs (-
j=1
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Demonstragao. Veja o Corolério 2.6, pagina 25 de [1]. O

Teorema 2.5 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00]. Sejam f, g fun¢oes men-

surdveis de RN em C. Entao,

1T+ glle ey < Iflle @) + ll9llee @)
Demonstragao. Veja o Teorema 1.2.2, pagina 7 de [4]. ]

Teorema 2.6 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam M € N e p € [1, c0].
Seja f: RM x RN — C uma fungdo mensurdvel tal que £(-,y) € LP(RM) para quase todo
y € RN, e que a funcio y — ||f(-,y)|lLr@m) pertenca a LHRN). Entao f(x,-) € LY(RN)

para quase todo x € RM | a funcdo x — IRN f(x,y)dy pertence a LP(RM) ¢

JRN f(-,y)dy

< | I e v
LP(RM) RN
Demonstracao. Veja o Teorema 6.19, pdgina 194 de [16]. O

Proposigao 2.7 (Interpolacao da Desigualdade de Holder). Seja f: RN — C uma funcao

mensurdvel e p,q,r € R tais que 1 <p<q<Tte

1 06 1-—90
_l’_

para algum O satisfazendo 0 < 0 < 1. Entado,

(1-0)
1]l La@mny < HfH?P(RN)HfHLT(RN)‘

Demonstracdo. Como [f| = [f|°f](1=9) e

1

T )
1-6

+

o3| =

q
basta aplicarmos o Coroléario 2.3. O

Em vista do Teorema 2.2, para p = 2 (p’ = 2), obtemos a chamada Desigualdade de
Cauchy-Schwarz

[(f, 9oy | < Il @ llgllz @)

Com efeito, temos

(foghusgon| = e | 1o0g00a < || rixigimax

<J f()lg(x)dx
RN

= [Ifgllrr@n) < Ifllez@n) gz
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Teorema 2.8 (Teorema de Riesz-Thorin). Sejam po,p1,qo, q1 nimeros reais tais que
1 < Po,P1,q0,q1 < 00. Seja T:LPo(RN) 4 LP1(RN) — Lao(RN) + L9 (RN) um operador
linear limitado de LP°(RN) em L99(RN) com norma My e de LPH(RN) em LI (RN) com

norma M. Entdao T ¢é limitado de LP®(RN) em L9 (RN) com norma Mg tal que

Mo < M{M?,

Com
1 6 1-—906 1 6 1-—906
—:—+ s (& —:—+ y 66[0,1]
Pe P1 Po do  du do
Demonstracao. Veja [21], pagina 26. ]

Teorema 2.9 (Integracao por Partes). Seja U C RN um conjunto limitado cuja fronteira
oU ¢é CL. Para cada ponto de 0U, sejan = (Mn4,...,nn) 0 vetor unitdrio normal a U

que aponta para fora da superficie. Seja u,v € C*(RN). Entao,
J ojuvdx = —J uo;vdx +J uvn;dS (i=1,...,N).
U U U
Demonstracao. Veja o Teorema 2 da pagina 712 de [14]. O

Vamos definir agora o que sao espacos mistos. Esses espagos serao usados nas estima-
tivas de Strichartz, que sao ferramentas importantes no estudo da Equagao nao-linear de

Schrodinger. Para mais detalhes, veja [21].

Definigao 2.10. Sejam N € N, I um intervalo, p,q € (0,00) e f: I x RN — C uma

funcdo tal que para quase todo t € 1, f(t,-) € L4(RN). Definimos || - [LpLa(ixmyy por

T~

lgesavess = (| 190812y gyt

Se p = 00, entao,
HfHLfLQ(IxRN) ‘= Ssup fSS Hf(t, ')HLq(RN)-
te

Definimos os espagos mistos LYLI(I x RN) por

LELQ(I X RN) = {f I x ]RN — C 5 ||f||L'§LQ(I><RN) < OO} .
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2.3 Transformada de Fourier em L'(RV)

Nesta secao, definimos e apresentamos resultados sobre a transformada de Fourier.
Esta ferramenta é de extrema importancia no estudo de equacoes diferenciais. A trans-
formada de Fourier é inicialmente definida em L'(RN), mas com o auxilio do espaco de

Schwartz, pode ser definida em espagos mais gerais.

Definicao 2.11. Chamamos de Transformada de Fourier o operador F definido nas
funcoes em LY(RN) tal que

~

Ff(E) = (&) = J f(x)e 2 HEN) gy,
RN
onde & -x = Z;\’:1 &;x; € o produto interno em RN,

Proposicao 2.12. Seja f € LY(RN). Temos que 1T Lo my) < |IFllrny. Além disso,
F:LYRYN) — L°(RN) € linear, continuo e |F| = 1.

Demonstragao. Veja a pagina 249 de [16]. Para provar que ||F|| = 1, basta ver que para

g € LY(RN) tal que g > 0, temos que

F9(0) = | _glxle O = | glx)dx = gl e
]RN ]RN
Logo, temos [|Fg||remn) = [|g][L1mn)- 0

Abaixo temos algumas propriedades conhecidas da transformada de Fourier

Teorema 2.13. Sejam f, g € L'(RN). Entao,

~

(a) (f(- —y))(&) = e 2EVIF(E) e h(E) = f(§ — k), onde h(x) = e =¥ ().
(b) @)(E) = ?(E)@(E,) para todo & € RN, onde * é o operador convolucdo.
(c) Sex*f € LL(RN), para |« < k, entdo fe C*(RN) e o%f = [(—27ti())*f(-)]”.

(d) Se f € CK(RN), 0%f € LYRN), para o < k e 0%f € Co(RN), para |of < k—1,
entao (0%f)" (&) = (27112)“1?(5), para todo & € RN,

(e) F(L'(RN)) C Co(RM).
Demonstracao. Veja o Teorema 8.22, pdgina 249 de [16]. O

O item (e) do Teorema 2.13 também ¢é chamado de Lema de Riemann-Lebesgue.
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2.4 Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Nesta secao, definimos o espaco de Schwartz, que é um espago de funcoes de alta
regularidade em que todas as suas derivadas (incluindo as de ordem zero) decaem mais
rapidamente que qualquer polinomio. Uma importante propriedade deste espaco ¢é sua
densidade nos espacos LP(RN) para 1 < p < 00, 0 que nos permite, por exemplo, genera-

lizar a definicao de transformada de Fourier no espaco L'(R™N) + L2(RN).

Definicao 2.14. Chamamos de Espaco de Schwartz S(RN) C C®(RN) o espaco das

funcoes de decaimento rdpido, mais precisamente,

S(RN) = {f € CO(RN); [[fllap = sup [x*dPf| < oo, Ve, B € ZN}

x€RN

Proposicao 2.15. O espaco $(RN) com a topologia gerada pelas semi-normas || - ||«.p

com o, B € ZY € completo.
Demonstragao. Veja a referéncia [17]. O

Proposigao 2.16. Temos que C*(RN) (e por consequéncia 8(RN)) é denso em LP(RN)

para 1 < p < oo.
Demonstragao. Veja o Teorema 8.17, pagina 245 de [16]. O

Vemos entao que as propriedades listadas no Teorema 2.13 podem ser estendidos para
funcoes em §(RMN), sendo que as hipéteses dos itens (c) e (d) sio sempre satisfeitas para

essas funcoes.

Proposicao 2.17. F(§(RN)) C 8(RN) e a aplicacio F : S(RN) — S§(RN) € continua.

Demonstragao. Veja o Coroldrio 8.23, pagina 250 de [16]. ]
Vamos definir agora a transformada inversa de Fourier.

Definicao 2.18. Chamamos de Transformada Inversa de Fourier o operador I~ definido

nas funcgoes em LY(RN) tal que
?7116(7() = f(x) := ?(—X) = J f(&)e%ﬁ(i-ﬂda_
RN

Seja f € L'(RN). Assim como ¥, temos que [|[F 7| w@n) < [[f]lLr@n). Além disso,

FL LY RN) — L®(RN) ¢é linear, continuo e ||F~| = 1.



Capitulo 2. Nocoes Preliminares 13

Lema 2.19. Se f,g € L}(RN), entado,

J F(a)g(a)dazj f(x)g(x)dx.
RN RN

Demonstragao. Veja o Lema 8.25, pagina 251 de [16]. O

Teorema 2.20 (Teorema da Inversao de Fourier). Se f € L'(RN) e f € LYRN) entdo

~

f =1y q.t.p., onde fo € uma fungao continua, e (?)V: (f)"= 1.
Demonstragao. Veja o Teorema 8.26, pagina 251 de [16]. ]

Coroléario 2.21. F : §(RN) — §(RN) ¢ um isomorfismo, ou seja, F é uma bijecdo e

tanto F como F~! sdo continuas.
Demonstragao. Veja o Coroldrio 8.28, pagina 252 de [16]. ]

Teorema 2.22 (Teorema de Plancherel). Se f € L'(RN) N L2(RN), entdo f € L2(RN)

e F com dominio restrito a L*(RN) N L2(RN) pode ser estendido unicamente para uma

isometria em L2(RN), ou seja, se f € L2(RN), entdo f € L2(RN) e ]2 mny = Hﬂ\Lz(RN).
Demonstragao. Veja o Teorema 8.29, pagina 252 de [16]. ]

O dominio de F pode ser entao estendido unicamente para L'(RN)+L2(RN) e o Lema

2.19 vale para f, g € L}(RN) + L2(RN) (veja [21]).

2.5 A Transformada de Fourier no Espaco das Dis-
tribuicoes temperadas

Nesta secao introduzimos o espacgo das distribuicoes temperadas, que é utilizado para
generalizar a ideia de funcoes. Os elementos deste espaco sao funcionais lineares continuos
que atuam nas fungoes do espaco de Schwartz. Este espaco engloba as fungoes do espaco
de Schwartz, assim como fungoes em LP(RN) (por meio de identificagdo). Definimos
também, nesta secao, a transformada de Fourier para as distribui¢oes temperadas, que
serao importantes, por exemplo, para definir os espagos de Sobolev, cujos elementos sao

distribuicoes temperadas que tem boas propriedades.

Definicao 2.23. Chamamos de espaco das distribuicoes temperadas, o espaco 8'(RN)

(espaco dos funcionais compleros continuos em S(RN) ).
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Definicao 2.24. Seja F € 8'(RN) e € §(RN). Definimos a multiplicacio \pF como

sendo a distribuicao temperada definida a sequir

(WF, &) = (F, ), Y € S(RM).

Definigao 2.25. Seja o € ZY um multi-indice. Definimos a derivada distribucional de

ordem o de F € 8'(RN) como a distribuicdo temperada 0%F definida por
(0°F, ) = (—1)'*!(F,0%¢), Vo € S(R™).

Definicao 2.26. Uma funcio f : RN — C ¢ de crescimento polinomial se existirem

C,M >0 tais que |fl < C(1+|- )M ¢.t.p. em RN,

Proposicao 2.27. Toda funcao localmente integrdvel de crescimento polinomial define
uma distribuicdo temperada. Mais precisamente, definimos F¢ € 8'(RN) como
(Fro) = Fi(9) = | f00o(x)dx, v e S(EN) 2.1)
R

Demonstracao. Veja a referéncia [21]. O

De maneira analoga, toda funcao f € LP(RN), com 1 < p < oo, define uma distribuicao

temperada como em (2.1).

Definicao 2.28. Seja F € 8'(RN). Denotamos a transformada de Fourier de F por f,
definida por
F(d) = (F,¢) = (F. ),

e a transformada inversa de Fourier de F por F, definida por

Se tivermos f € L'(RN) + L2(RN), da Definicdo 2.28, vemos que

~

f(x)q?(x)dx:J flE)b(E)de = (Frd), Vb € S(RY).

RN

(Frod) = (Fr ) = |

RN

Observa-se entdo que f coincide com sua Transformada de Fourier em 8'(RN).
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2.6 Espacos de Sobolev

Nesta secao, introduzimos os espacos de Sobolev do tipo W*P(RN) e H*(RN), sendo
que o primeiro espaco mede a diferenciabilidade de funcoes LP(RN) e o segundo a dife-
renciabilidade de distribuicoes temperadas em L2(RN). Estes espacos sao amplamente
usados no estudo de equagoes diferenciais (veja [8] e [21]). As imersdes de Sobolev, por
exemplo, mostram que alguns espacos WP (RN) estao imersos em espacos L9(R™N), com

k,p e g satisfazendo certas propriedades.

Definigao 2.29. Sejamk € Z, ep € [1,00]. Chamamos de Espago de Sobolev os espagos
WP (RN) definidos a sequir

WHP(RN) = {f € LP(RM) : 0%f € LP(RM), Vo € ZT; o] < k.},

com a norma

[fllwer @y = 3 10 lngen).

loe] <k
Em particular, no caso em que p = 2, podemos generalizar os espacos de Sobolev para

o caso em que o indice k seja qualquer niimero real.

Definicao 2.30. Sejam s € R e p € [1,00]. Chamamos de Espa¢o de Sobolev de ordem
s o espaco HS(RN) definido por

HE(RN) = {f € 8/(RN) : J°F € LA(RN), onde J5(x) = ((1+]-})#)"(x).},

com a norma

HfHHS(RN) = HJSfHL2(RN)-

Usando o Lema 2.19, obtemos que

|

2

i = ([ 1+ lerriferac)
Proposicao 2.31. Valem as sequintes afirmacoes:
1. Se tivermos s < s’, entdo Hs' (RN) C HS(RN).
2. H*(RN) € um espaco de Hilbert com o produto interno

(f.g)s = J PHOFg(x)dx, VE, g € HORN).

RN
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3. Para cada s € R, 8(RN) € denso em HS(RN).
Demonstracao. Veja a referéncia [21]. O

Teorema 2.32. Ses € R, entdo a dualidade entre S(RN) e 8'(RN) induz um isomorfismo
unitdrio entre HS(RN) e (HS(RN))*. Mais precisamente, se f € H7$(RN), o funcional
b — (f,d) em 8(RN) se estende para um funcional linear continuo em HS(RN) com a

norma igual a ||f||j-sgny, € todo elemento de (HS(]RN))* ¢ desta forma.
Demonstragao. Veja a Proposicao 9.16, pdgina 302 de [16]. ]
Pelo Teorema 2.32, (HS(RN))* ¢ identificado com H=s(RN).

Teorema 2.33. Se k é um inteiro ndao negativo, entao H*(RN) coincide com o espaco

W 2(RN). Neste caso, as normas ||f|luxwny € ||[f]lwez@mny sdo equivalentes.
Demonstracao. Veja o Teorema 3.1, pagina 47 de [21]. O]

Teorema 2.34 (Teorema das Imersdes de Sobolev). Sejam j > 0 e m > 1 nidmeros

inteiros e p € R tal que 1 < p < oo. Temos entao que
e Semp >N oum=N, p=1, entao,
WIHTMP(RN) < WH(RN), para p < q < 0.
Em particular,
WP (RN) — LY(RYN), para p < q < oo.
e Se mp = N, entao,
WITmP(RN) s WHA(RN), para p < q < oo.
Em particular,
WP (RN) — LI(RN), parap < q < .

e Se mp < N, entao,

. . N
WIHmP(RN) < WI9(RNY, parap < q < — P
N —mp

Em particular,

Np

Wm,P(]RN) — Lq(RN), parap < q < N——mp

Demonstrac¢ao. Veja o Teorema 4.12, pagina 85 de [1]. ]



Capitulo 3
Equacao de Schrodinger

Neste capitulo introduzimos a equacao de Schrodinger linear, onde as solugdes sao
dadas pelo operador e''2, apresentamos a equacdo nao-linear de Schrodinger, definimos
o que sao solucoes dessa equacao, bem como a boa colocacao para o PVI associado.
Eunciamos as estimativas de Strichartz, mostram-se as conservacoes de energia e massa,
definimos o que sao solugoes globalmente bem postas, definimos o espalhamento de uma

solucao global e introduzimos o ground state, bem como suas propriedades.

3.1 Equacao Linear de Schrodinger

Definicao 3.1. O operador A : H'(RN) — H=Y(RN) chamado de laplaciano, é definido
por

N

(Au, ) = —Re (JR Vu(x) - VE(x)dx) , comu, d € HY(RMN).

E importante notarmos que se u € $(RN), tem-se que Au € §(RN) e coincide com o la-
placiano classico. Agora consideremos o seguinte PVI associado a equacao de Schrodinger

linear

10w+ Au = 0,
(3.1)
u(0) = uy € §(RN).

Vamos supor que exista uma solucao de (3.1), u € C®(R,8(RN)). Tomando-se a trans-

formada de Fourier em ambos os lados da equagao e aplicando o Teorema 2.13, temos

101(t, &) — 4m?[E[U(t, &) =0,
U(0,) = Up(-) € §(RN),

17
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isto é, um PVTI associado a uma EDO separavel. Logo, a solucao desta EDO é dada por
(L, &) = e T (g)
Tomando a transformada inversa, temos
u(t,x) = (e*4“2itl"2ﬁ5>v(>c)
Isto nos motiva a definir o operador e'*4.
Definicao 3.2. Seja N € N. Definimos a funcdo e*® : §'(RN) — 8§/(RN) como sendo

etAf = (e’4“2“|"21?>v, com f € §'(RN).

Desta defini¢do, e usando o item (b) do Teorema 2.13, vemos que se f € L}(RN) +

L2(RN), entao e'*2f ¢ uma funcao de RN em C dada por

et f(x) = <e—4“2“'-'2?>V(x) — ((e—‘m?it"‘z)v * f) (x)

1 ix—yl|2?
= J e f(y)dy.
RN

(4mit)
Dali, temos
— 1 ilx—yl2 ) B
eitAf(x) — —J e 4-v f( )d — el(—t)Af(X)
(4rti(—t)) Jan Yy
Temos também que
i 1 i\xfy\Q 1 i.\xfy\z 1
etAf(x)| = J e 4t f d <_J e 1t f 'd < 1Ifll:4 ‘
| | ‘ (47it)> Jen W)dy) 5 t2 Jgn ()| dy < Y [l IRYERY
Obtemos entao a desigualdade de dispersao
itA C
He fHLOO(RN) S E”fHLl(RN)a (3.2)

para alguma constante C > 0. Também, usando o Teorema de Plancherel 2.22, temos

254112
He 47124t _F‘
L2(RN)
itA 4

Disso, vemos que e'*# é unitério e continuo em L'(RN) 4 L2(RMN). Seja 0 € [0, 1]. Entao

. it 2R\~ f]
HeltAfHL2(RN) _ H(e Arm2it| f> ‘ = [[fllzeny = (Ifllez@n-

L2(RN)

tomemos p € [1,2] e q € [2, 00] tais que
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Notemos que

P q
logo, q = p’. E um fato conhecido que se f € L}(RN) N L2(RN), entdo f € LP(RN) (veja

[19]). Podemos entao usar o Teorema de Riesz-Thorin 2.8 para obter a seguinte estimativa
: _N(1_ 1
HeltAf”Lq(RN) <clt] 2 (=) [ fllce mny, (3.3)

onde ¢ > 0 é uma constante. Se tivermos f € H¥(RN), com s € R, entdo temos que

et ¢ H3(RN). Com efeito, pelo Teorema 2.22, vemos que

o> ((0+1-P1EF)

= [ +1- Py

L2(RN) L2(RN)

= [ e

L2(RN)
o (e

A seguir falamos sobre as estimativas de Strichartz, uma ferramenta de grande im-

L2(RN)

portancia para a demonstracao de varios resultados. Utilizando as estimativas de Stri-
chartz e o Teorema do Ponto Fixo de Banach é possivel, por exemplo, mostrar a boa

colocagao do problema (3.6), tratado na préxima segao (veja [21]).

Definigao 3.3. Seja N € N. Dizemos que um par (q,r), com q,r € R € admissivel se
2 1 1
q N (_ a _) 7
q 2 T
2N

2<1‘<m 2<r<ooseN=1, 2<r<ooseN=2).

Teorema 3.4 (Estimativas de Strichartz). Sao vdlidas as sequintes propriedades

(i) Para toda fun¢ao ug € L2(RN), a aplicacio t — e'*®uy pertence a L9(R,L"(RN)) N
C(R,L2(RN)) para todo par admissivel (q,7). Além disso, existe uma constante
C > 0 tal que

||eitAu0||LgL;(RXRN) < CHUOHL?(RN).

(ii) Seja 1 um intervalo em R (limitado ou ndo), ] = 1 e tyg € J. Se (y,p) € um
par admissivel e f € LY (I,LP (RN)), entdo para qualquer par admissivel (q,7), a

aplicagao
t

t— Of(t) ::J ett=3)2f(5)ds, comt el

to
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pertence a L9(1, L"(RN)) N C(J,L2(RN)). Além disso, existe uma constante C > 0

mdependente de 1 tal que
H(Df(')”L?LI((IXRN) < CHfH[_z’/]_Q/(IX]RN)'

Demonstragao. Veja o Teorema 2.2.3., pagina 33 de [§]. O

3.2 Equacao nao-linear de Schrédinger em H'(RV)
Consideremos agora o PVI

0w+ Au+ g(u) =0,
(3.4)

u(0) = ug € S(RN),

com g € C (S(RN),S(RN)). Suponha que exista uma solugdo u para (3.4) tal que u €
C(R,8(RN)). Tomando-se a transformada de Fourier em ambos os lados da equacéo,
temos

10.1(t, &) —4m*|EPU(t, &) + (g(u(t, ) (&) =0,

U(0,-) = ug() € S(RN).
Utilizando o método do fator integrante, temos que

t

u(t) = ePuy + iJ ett=s)12g(u(s))ds. (3.5)
0

Pelo principio de Duhamel, dizemos que u é solugao integral de (3.4) se satisfaz a equagao
integral (3.5).

Sejam g € C (Hl(RN),Hfl(RN)) e um intervalo I 3 0. Consideremos agora o PVI
conhecido como Equacao nao-linear de Schrodinger

0w+ Au+ g(u) =0,
(3.6)

u(0) =uy € HY(RN).

Definicao 3.5. Dizemos que u € C (I, Hl(RN)) ¢ uma solucdo integral em H'(RN) para
(3.6) em 1 se para todo t € 1 o principio de Duhamel é satisfeito em H™H(RN), ou seja,
t

u(t) = ey, + iJ et(t=s)2g(u(s))ds. (3.7)

0
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Definicao 3.6. Dizemos que u € C (L H/(RN)) N C! (I, HY(RN)) € uma solugdo fraca
em HYRN) para (3.6) em I se id;uw+ Au+ g(u) = 0 em HHRN) para todo t € 1 e

u(0) = ug.

Proposigao 3.7. Seja I um intervalo tal que 0 € 1. Sejam g € C (H'(RN), H }(RN)) e
uy € HY(RN). Uma funcio u € C (I7 Hl(RN)) ¢ uma solucdo integral em H'(RN) para

(3.6) em 1 se e somente se é uma solucio fraca em HY(RN) para (3.6) em 1.
Demonstracao. Veja a referéncia [8]. O
Uma vez que a Proposigao 3.7 é valida, chamaremos u apenas de solucgao.

Definicao 3.8. Seja g € C (H'(RN),H™*(RN)). Dizemos que (3.6) tem solugdo tnica
em HY(RN) se, para qualquer uy € HY(RN), e qualquer intervalo 1 3 0, quaisquer duas

solugoes em HY(RN) de (3.6) em 1 coincidem.

Definicao 3.9. Seja g € C (Hl(RN), H_l(RN)). Dizemos que w € uma solucao mazimal
em HY(RN) de (3.6) em um intervalo 1 = (—Touin, Tiaz), €0m Tpae € (0,00] € Toin €
(0,0], se u € C(I, Hl(RN)) é solugio em HYRN) para (3.6) em 1 e que para todo
intervalo ] 2 1, nao exista solucio em HY(RN) para (3.6) em ]. Nesse caso, o intervalo
I é chamado de intervalo maximal de existéncia e os tempos Ter € —Tin S@0 chamados

de tempo maximo de existéncia e tempo minimo de existéncia respectivamente.

Definigao 3.10 (Boa Colocagao Local). Seja g € C (Hl(RN), Hfl(RN)). Dizemos que o

PVI (5.6) é localmente bem posto em H(RN), se as sequintes propriedades sio satisfeitas:
(i) (5.6) tem vinica solugao em H*(RN).

(ii) Para todo uy € HYRN), existe uma solucio mazimal w em HY(RN) de (3.6) em

um intervalo mazximal 1 = (_Tmina Tmaz) em que Tmin — Tmm(uf()) € Tma:E - Tmaac(u'())

(iii) Tem-se a alternativa de blow-up: se Tpop < 00, entdo limygyr,,, |[W(t)|[1@y) = +o0

TWL ar

(respectivamente, se T, < 0o, entdo limy) T

u(t)HHl(RN) = —f—OO)

min

(iv) Seja w a solugao mazimal em HY(RN) do problema (3.6) com dado inicial uy. A
solucdo depende continuamente do dado inicial, isto é, se ¢n — Uy em H'(RN)
quando N — o0, e se I C (—Tnin(uo), Tha(Wo)) € um intervalo fechado, entdo

a solugdo maximal w, em HYRN) de (3.6) com condicio inicial u,(0) = ¢ €
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definida em I para n grande o suficiente e satisfaz 1, — w em C(I, H'(RN)) quando

n — o0.

Existem vérias definicoes de boa colocacao local na literatura. Neste trabalho, ado-
tamos a defini¢ao utilizada em [8]. Consideremos a partir de agora que N = 3 e que

g(uw) = lulPu. O PVI (3.6) fica reescrito na forma

10w + Au + [uPu = 0,

(3.8)
u(0) = uo € H'(R?),
e do principio de Duhamel (3.7) temos que
t
wlt) = etug 1] e fuPu(s)ds (39)
0

Seja v € H(R?). Da imersao de Sobolev, H!(R3) — L9(RR3) para 2 < q < 6. Temos que
lg(W) ll2es) = IV ]I2 sy = [VI1s sy < o0

Como g(v) € L*(R?), podemos tratar (3.9) como uma equagao envolvendo fungoes em C.

Temos também o seguinte resultado:

Proposigao 3.11. O PVI (3.8) é localmente bem posto em H'(R3), e, para todo t €

(—Tonins Tonaz), temos a conservacao da massa M(u(t)) e da energia E(u(t)), ou seja,

M(u(t)) = [lu(t)[I2(ps) = M(uo), (3.10)

1 1
E(t)) = 2 9(0) sy — IR0 gy = Eluo), (3.11)
onde w é a solugao mazimal em H'(R3) de (3.8) com dado inicial uy.

Demonstracao. Veja a Proposicao 3.2.5., pagina 60, o Teorema 3.3.9., pagina 71 e o

Teorema 4.3.1., pagina 92 de [8]. O

Daqui em diante, quando falarmos que u é uma solu¢ao maximal, subentende-se que

é solucao maximal em H!(RR3).

Proposicao 3.12. Se uy € 8§(R?), existe um intervalo 1 30 e u € C (I, HY(R?)) tal que
u € solugio em HY(R?) para (3.8) em I eu € C (I, 8(R3)).

Demonstracao. Veja a pagina 113 de [21]. O
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Observacao 3.13. Uma vez que o problema (3.8) é bem posto, temos a dependéncia
continua da solucdo com relacdo do dado inicial. Como $(R?) é denso em H'(R?), temos
que pela Proposicio 3.12, para um dado inicial uy € H(R3), podemos trabalhar com a
equacdo 10¢u + Au + [ul*u = 0 no limite em que u(t) € 8(R3) para todo t € 1, onde 1 é

o intervalo mazximal.

Observacao 3.14. E importante observar que se Uy for radial, para todo t € 1, u(t)
também serd radial, onde w € a solu¢io mazimal em HY(R3) de (3.8) com dado inicial
Uy e I € o intervalo maximal de existéncia. Com efeito, seja M uma transformacao de

rotagdo de coordenadas em R®. Sejam t € I e x € R3. Pelo principio de Duhamel

t

u(t, Mx) = e'*?uy(Mx) + iJ e )2 (Ju)?u) (s, Mx) ds.
0

Mas como uy € radial, ug(Mx) = ug(x). Logo,

t

u(t, Mx) = e'*?uy(x) + iJ e )2 (Ju)?u) (s, Mx) ds.
0

Por (3.8) ser localmente bem posto e pela Proposicio 3.7, temos que u(t, Mx) = u(t, x).

Definigao 3.15. Seja uw uma solucio mazimal em H*(R?) de (3.8). Se o intervalo mazi-

mal I =R, dizemos que w € global.

Em vista de (3.3), temos que se uma fungao v € L'(R?) N L#(R3), entao a solugao do

problema linear e'*4v ¢é tal que e'*?v € LP(R?) para todo p € (2, o0, além disso

itA =0

lim He

e Vo o)

Isso nos d4 a ideia de que e'**v se ”espalha’pelo espaco de modo que as normas || - ||Lr (3)

tendam a zero, com p € (2, 00]. Isso nos motiva a definir o espalhamento de uma solugao
global, que nos diz se essa solugao se aproxima de uma solugao do problema linear (que

se espalha) quando t — +oo0.
Definigao 3.16. Uma solucao global w de (3.8) se espalha se existir uy € HY(R3) tal que

. itA
tll}r:iloo HLL(t) —e't uiHH1(R3) =0.

3.3 Alguns resultados sobre Ground State

Em (3.8), consideremos uma solucao do tipo e'*v(x). Entao,

0, (e"v(x)) + A (e*'v(x)) + |e"v(x) ‘2 e'tv(x) = 0.
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Logo, temos que

—elty(x) + et Av(x) + e't [v(x)]* v(x) = 0.
Entao, dividindo ambos os lados por e't,
—v(x) + Av(x) + v(x)[*v(x) = 0.

Por esse motivo, consideremos a seguinte equagao nao-linear eliptica

AQ+IQPFQ-Q=0, Q=Q(), xeF. (3.12)

Esta equagao tem um ntimero infinito de solugoes em H!(R?) (veja o apéndice B de [25]).

Tem-se alguns resultados conhecidos sobre essa equagao.

Proposigao 3.17. Eriste uma solu¢io nao-negativa Q € H'(R3) para (5.12) (no sentido

de distribuicdo) que ndo é identicamente nula.
Demonstracao. Veja o Coroldrio B.6. na péagina 353 de [25]. O

Proposicao 3.18. Seja Q € H'(R?) uma solugdo nao-negativa para (3.12) que nao é
tdenticamente nula. Entao Q € estritamente positiva, suave, e tem decaimento exponen-

cial. O gradiente de Q também tem decaimento exponencial.
Demonstragao. Veja a Proposigdo B.7. na pagina 353 de [25]. O

Além disso, em [25], prova-se que existe uma unica solucao de (3.12) em H!(R?)
tal que esta solugao é estritamente positiva, radial, suave e de decaimento exponencial.
Chamamos essa solugao de ground state, denotada por Q.

A equagao (3.8), com dado inicial 1y = Q, admite uma tunica solugao global que nao
se espalha (veja [10]),

u(t,x) = e'*Q(x).

Vamos retomar alguns conhecimentos relacionados ao ground state Q. M. Weistein

[26] provou que a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
11T sy < Conllfllzes) VT2 (gs), (3.13)

tem uma constante Cgn 6tima, e é obtida no caso em que f = Q. Multiplicando (3.12)

por Q, integrando sobre R3, e aplicando integracao por partes, obtemos

—1QII2(ms) — IVQIT2(rs) + Q{4 (ms) = 0.
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Multiplicando (3.12) por x - VQ, integrando sobre R?, e aplicando integragao por partes,

obtemos a identidade de Pohozhaev
QU ) + IV QU as) — SNQE ) =0
Destas identidades, obtemos que
IVQIT2gs) = 31QIT gy, Qs gs) = 41QUT2gs)- (3.14)

Logo, da igualdade obtida com Q em (3.13), temos

4 4
- 3lQl e IVQIli2ms) — 3v/3[IQI[2: gy

Can (3.15)

Usando (3.11), também temos

1 1 8 .
M(Q)E(Q) = EHQH%?(RS)HVQH%?(RS) = QHQH%%]}@) = 2_7CG]2\1' (3.16)



Capitulo 4

Resultados Auxiliares

Neste capitulo serao listados alguns resultados utilizados na demonstracao dos Teore-
mas 1.1 e 1.2. Entre esses resultados estao a imersao radial de Sobolev, coercividades,
identidade Virial, estimativa virial de Morawetz e evacuagao da energia. Mostrou-se
também as identidades viriais, que sao utilizadas na demonstragao do Teorema 1.2. Para
a demonstracao destes resultados, utilizamos os resultados dos capitulos anteriores. Estes
resultados estdo demonstrados em [8], [10] e [22]. Consideremos entdao o PVI associado a

equagao de Schrodinger nao-linear

10w + Au + [ufu = 0,

(4.1)
u(0) = uy € HY(R?).
4.1 Alguns Resultados Importantes
Lema 4.1. Seja w uma solu¢ao de (4.1) com dado inicial uy € S(R?). Entao,
O uf’ = =2V - Jm(uVu). (4.2)

Demonstragdo. Em (4.1), multipliquemos ambos os lados da equagao 10 u+Au+|uf*u =0

por U e tomemos a parte imaginaria. Temos entao que
Jm(iudu) = Im(—ju/* —TAU) = —Tm(TWAU).
Por outro lado

Jm(V - (tVu)) = Im(Vu - Vu + TAu) = Jm(|Vu? + TAu) = Im(tAu).

26
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Logo,
O¢lul? = 29Re(UWd u) = 20m(iwdu) = —2V - Im(uVu).

]

A seguir apresentamos a Imersao Radial de Sobolev, também conhecida como Lema

de Strauss, devido a W. Strauss, e foi provado em [22].
Lema 4.2 (Imersao Radial de Sobolev). Seja f € HY(R3) uma funcao radial. Entao,
11 1l ey S [1F s (4.3)

Demonstracao. Primeiro, observemos que como f é radial, temos f(x) = v(|x|). Temos

que, para s = 0,

—(s*v(s)?) = —2slv(s)* — s™(s)v/(s) — s>v(s)v/(s) = —2slv(s)* — 25 Re(v(s)v/(s))
< 28%Re(v(s)v/(s))]

< 28%v(s)Iv'(s)],
onde usamos que |Re(ab)| < |al|b|]. Temos também que

J drer?lv(r)[Pdr = J [FO)Pdx = [[f]I2ms) < oo
0 R

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, temos que lim rfv(r)] = 0. Integrando
T—00

ambos os lados em relacao a s no intervalo [r, 00), temos

(o¢]

lim —s2pfs 9 (—r?v(r)]}) < QJOO s2v(s)|Iv/(s)lds < LJ 47ts?lv(s)|[v'(s)|ds.
21

T 0

X

ok usando a desigualdade de Holder temos que para todo

Logo, como Vf(x) = v/(|x|)
x € R?

IxIIf(x)]> < J ) FWIVEYIdy S (Iflleees) |Vl 2 ws),
R
Dai,

1 1
P Moo sy S 1Fl1E2 ) IV s - (4.4)

Usando a desigualdade de Young (2ab < a? 4 b?), temos

- [l sy S Ifllez@sy + IVl @s) S (1l ms)-
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Lema 4.3. Seja f uma funcao radial em R3. Para todo R > 0, tem-se

1
|’f||%_4(\x|>R) 5 @Hf”%mxbm||Vf||L2(\x|>R)- (4-5)

Demonstragao. Usando (4.4), temos

Il La x> r) = IE I axi=R) < I lIEoe (rgmr) T2 L2 (1R

|- 1
= ||mf||%oo(\x\>m||f2HL1(\x|>R) < @III ) |f||%_°0(|x\>R)”f2||Ll(\X\>R)

1 1

S @||f||L2(|x\>R)||Vf||L2ux|>R)||f2||L1(|x|>R) S @|lf||3i2(|x\>m||Vf||L2(|x|>R)-

]

Lema 4.4 (Coercividade I). Suponhamos que M(ug)E(ug) < (1 — 8o)M(Q)E(Q) para

algum &g € [0,1), e que
[[uollee sy [ Vo2 sy < [[Qlle2 () IV QL2 (s)-
Entao, existe 8’ = 6'(dg) > 0 tal que
u(t)]|e2 @) V() [[2es) < (1= 08)[IQl2@) IV QIlL2(zs), (4.6)

para todo t € 1, onde w: I x R® — C € a solugio maximal de (4.1) e 1 € o intervalo

mazimal de existéncia. Em particular, I =R e w € uniformemente limitada em H(IR3).

Demonstragao. Facamos

M(Q)E(Q)—M (1) E (110) _
5(5.) — 2M(Q)E(Q) se 89 = 0,
(80) =

do caso contrario.

Em todo caso, podemos observar que M(ug)E(ug) < (1 —38)M(Q)E(Q) e que & € (0,1).

Com efeito, para §¢ # 0 tal fato é imediato. Para 8y = 0, temos

~ M(QJE(Q) — M(up) E(up) ~ M(Q)E(Q) + M(ug)E(up)
(1 SM(QIE(Q) ) MIQIEQ) = 3
- M (ug)E(ug) + M(ug)E(uy)
>
= M(ug)E(uy)

M(QJE(Q) — M(uo)E(uy)

OM(QIE(Q) <1

0<
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Dai, usando a conservacao da massa e da energia, e (3.13), temos

(1-=8)M(QJE(Q) > M(u)E(u)

1
= §Hu(t)”%2(R3)Hvu(t)H%Q(R?’) - ZHu(t)H%ﬁ(R?’)Hu HL4 R3)
1 Cen
> §Hu(t)HZL2(R3)Hvu(t)HQB(RS) — THu(t)H:IS_Q(R3)|’vu(t)H:IS_2(R3)'

Entao, com o auxilio de (3.15) e (3.16), temos

§Hu ||L2 R3) [Vu(t ||L2 R3)
2 HQH 2(R3) HVQHLZ R3)
B 6 Jult ||L2 R3) [Vu(t ||L2 R3)
B|Qlzn) IVQlltzsy QT2 (s IVQIIT2 (gs)
_5 <||u(t)||L2(R3)”VU(’E)||L2(R3))2 5 (Hu ||L2(R3)||Vu(t)||L2(R3))3‘
Q2@ [VQl|r2m2) QM2 [VQIlr2 (e

Analisemos entao o seguinte problema: seja y > 0 tal que 1 — 8 > 3y? — 2y3. Neste caso,

(1—298) >

1-3y+28>0 = (1—-y)P1+2y) >0 = (1—y)?> 1+62y.
Dai, sey > 2, temos [l —y| =y —1> 3. Esey < 3, temos [1 —y| > 1f2y > \\? %
Facamos entao 6’ = min {2, 8 (Vemos que &' € (0, %]) Temos entao que |1 —y| > &'.
Logo, temos
y<l-§<1 (4.7)
ou
y>1+48>1. (4.8)
Se fizermos
y(t) = ()2 [Vl r2(me) (4.9)

1Ql 2@ [VQllrzms)
temos que y(0) < 1. De (4.7), temos que y(0) < 1 —&’. Da continuidade de y em t,

para todo t € I, temos y(t) < 1 —8’. Logo, temos que (4.6) é valida. Sabemos que
M(u) = [[u(t)[[F2gs) é conservada, logo, por (4.6), encontramos que [[Vu(t) (|7 gs) ¢ uni-
formemente limitada, ou seja, |[Vu||ixr2(1xrs) S 1, 0 que implica que u ¢ uniformemente

~

(definigao 3.10 item (iii)), [ = R. O

limitada em H'(R?), ou seja, |[u/|reonzixrs) < 1. Logo, pela alternativa de blow-up

Corolario 4.5. Se M(up)E(uy) < (1 —80)M(Q)E(Q) e

[woll2®s) | Vitol [z ms) > [|Qll2(ms) [V Q| L2 (ms)-
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Entao existe 8 = 8'(8¢) > 0 tal que

()2 @) [ Vut) 2@y > (1 4+ 8)1Q |2 sy IVQI L2 (r3), (4.10)

para todo t € 1, onde w: I x R® — C € a solugdio maximal de (4.1) e 1 é o intervalo

mazximal de existéncia.

Demonstracao. A demonstracao segue os mesmos passos feitos no Lema 4.4, exceto pelo
fato de que y(0) > 1 (com y(t) definido em (4.9)). De (4.8), temos que y(0) > 1+ &'.
Da continuidade de y em t, temos que para todo t € I, y(t) > 1+ &’. Logo, (4.10) é
valida. O

Lema 4.6 (Coercividade II). Se para algum &y € [0, 1),
[Fl[e2 ) [ VEllzms) < (1= 80) |Q[[t2re) IVQ[l12(rs), (4.11)
entao existe ' = 6'(8y) > 0 tal que
2 3 4 l 4
IV ) = IFllLa ey 2 8l F s e

Demonstracao. Facamos

”QHL2(R3)HVQ”Q(RS)*”fHﬂ(RS)HVf”LZ(RS)
5(80) = 21 Qll 23y IV QIlL 2 g3, se 8o
0) =

= O’
do caso contrario.

Em todo caso, podemos observar que ||f||r2rs) || VF]|r2@rs) < (1 —8)||Q|lz®s) || VQlL2®rs)

e que & € (0,1). Com efeito, para &g # 0 tal fato é imediato. Para dg = 0, temos

(1 Q2 rs) IVQIl2 o) — [Ill2(re) [[VF][ 2 (rs)
2/1Qez&s) IVQIl2 re)
_ Q2 IVQIlz sy + [z es) |V FllL2 o3
2
- Iz @) (| VEILz®s) + [[fllzms) [ V] L2 (ms)
2

) 1Ql s ) |V Qs

= |IfllL2®s) | V] L2 (r3).-

Q2 IVQIlLz(ms) — [[fllzre) | VElL2rs) <1

0<
2[1Q Iz IVQIl2 zs)

De (3.11), temos que

3 1
19810y = 1l oy = BECH) = SV
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Aplicando sobre E(f) (3.13) e em seguida (4.11) e (3.15), vemos que

1 1
E(f) = EHVfH%ﬁ(R?’) - _”fH%‘l(Rﬁ

1 CGN
> _‘|Vf|‘%2 R3) — Hf||l_2 R3) ”Vf“L? R3)

= 1T (1- 5 o o)1l

> 31V (1= =5 QU |V QU e
= 51V (1= 252
S (é+§)

Logo,
IVElE@s — 5 HfHuRs 8| VHIIE2(zs).

Rearranjando as parcelas temos

3
IVl (gs) = m“fﬂﬁ(ﬂ@y

Entao, temos que

3 30
IVl sy — Z||f||f4(R3) > mnﬂﬁ‘l(RSJ'

Basta entao fazermos 6/ = 4(13—35). O

Lema 4.7 (Identidade Virial). Seja a : R* — R uma funcao suave tal que Va € L*(R3).
Seja N definida por
N(t) := 2JmJ u(t) (Vu(t) - Va) dx.

R3
Entao,
d 4 2 -
dtN( ) = JRS —[u(t)[*Aa — [u(t)[*"AAa + 49Re Z ajeyy (thu(t) | | dx  (4.12)
j k=1

para todo t € 1, onde w: I x R® — C € a solu¢dao maximal de (4.1) e 1 é o intervalo

maximal de existéncia.

Demonstracao. A hipétese de que Va € L®(R3) ¢ suficiente para que possamos aplicar
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as integracoes por partes feitas nesta demonstracao. Fazendo-se integracao por partes

iN(t) = ZJmJ (e (Vu-Va) +u(Vue - Va)) dx
dt R3

r

=2Jm| (@ (Vu-Va)—u (Vu-Va+tuAa))dx
JR3

=2Jm | (—2i0m(u(V-Va)) —uuAa) dx

Jr3

=2Jm| (—2u(Vu-Va)—uuAa)dx.

Jrs

Utilizando a equagao (4.1), temos que

Jm‘[ wuAadx = JmJ tAa(Au + [ul*u)dx
R3 R3

Aajultdx + %eJ tAaAudx

R3

-l
-l

Aalul*dx — D%eJ (AaVu +uV(Aa)) - Vudx

R3

= | Adu/tdx—| AalVulPdx— J V(Aa) - Re(tVu)dx

JR3 JR3 R3

[ 1
= Adul*dx — | AdVu|?dx — 3 J V(Aa) - V([u?)dx

JR3 JR3 R3

[ 1
=| Aaifdx—| AaVuldx+ = J lul?’AAadx.
uR3 JRS 2 RS

Além disso, temos

3

JmJ w (V- Va)dx = %eJ (Au+ [u*u)(Vu - Va)dx
R3 R

:%eJ (Au)(Vﬁ-Va)dx—l—iReJ ufu(Vu-Va)dx  (4.13)
R3 R3
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Analisemos a primeira parcela de (4.13)

3

%eJ (Au)(Vu - Va)dx = Re Z J W5 (e ay ) dx
R3

jk=1"F
3 .
= —Re QWi Wy + Wi ag ) dx
kW kW
jk=1E?
3. 3
= —NRe E ajuudx — Re E Ujeujadx
jk=1"R i k=1"R°
]7 - ]7 71
3 L3
_ — 2
= —fRe Cl)'kLLjLLkdX — 5 (|1LJ| ) akdx
jk=1"R jk=1"R
3. 3
= —NRe Z a)ku]ukdx— — E J IVuI L Qrdx
jk=1"R 2=
3 . 1
= —NRe E ajuiedx — = J (IVu?) - Vadx
jk=1"R° 2
3 .
= —Ne E aju e dx + QJ IVul?Aadx. (4.14)
jk=1"R R?

Analisemos a segunda parcela de (4.13)
i)%eJ luu(Vi - Va)dx = J (u]?*Re(uVi)) - Vadx
R3 R3

(uPV([uP)) - Vadx

1
—J lu[*Aadx.
4 s

Logo,
d 4 2 2
—N(t) =—-2| u|*Aadx+2| |Vul*Aadx — [u|*’AAadx
dt ]R RS R?)
+ 4Re Z J ajiU i dx — QJ IVulPAadx + J lu[*Aadx.
k=1 R3 R3
Assim concluimos a demonstracao. O

4.2 Evacuacao de Energia

Nesta segao, assumiremos as seguintes condi¢oes. No PVI (4.1) consideremos
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(1) up € H'(R?) radial e u é a solugao maximal associada a uy;
(i) M(uo)E(uo) < M(Q)E(Q);
(iit) [[uollr2(es) [ Vuol2rs) < [|QllL2 (@) IV QL2 s);

(iv) Sejan : R — R uma fungao suave radial decrescente que vale 1 em B(0, %) e vale 0

em R?\ B(0,1) e seja nr(x) =n(%), para R > 0.

As condigoes (i) e (iii) sao tais que as hipdteses do Lema 4.4 sao satisfeitas. Logo u é

global,
Il reonz (rxrs) S 1, (4.15)
e existirda & > 0 tal que

sup () ez @) [[Vu(t) |Lz2@s) < (1—28)[|QlL2®s) [|VQ||L2&s)-
te

Lema 4.8 (Coercividade em Bolas). Existe R = R(d,M(u),Q) > 0 suficientemente

grande tal que
sup [Mru(t)[[r2@s)[[VIru(t))[lrz@s) < (1= 8)[|Qll2@s) [VQ[l12rs). (4.16)
te
Além disso, pelo Lema 4.6, existe 8’ = 6'(d) > 0 tal que para todo t € R
2 3 4 S s/ 4
IV Mruw(t)) |72 gs) ZHnRu(t)HL‘l(R3) > 8 [[mru(t) (|14 gs)-

Demonstragao. Se escrevermos 1n(x) = g(|x|), temos que Vn(x) = g’(!x!)% e An(x) =

g”(Ix]) + 29 Ux) Logo, para ng(x) =g %) temos

x|
1 XY x

e
7 [ 1xl
1, x. 129 <?>
Anr(x) = —g" (2 L — 2R/
Mr(X) = 0397 () + % o
Entao, temos que |[Ang(x)| < & + % = &2, com c; e ¢y sendo os maiores valores

que |g”] e |g’| assumem respectivamente e ¢ = c¢; + 4co. Notemos primeiramente que

”T]Ru(t)||]_2(R3) < ||u(t)H]_2(R3) para todo t € R.
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Usando integracao por partes, temos também a seguinte identidade

| (e + meatmhu(R) ax

=
J (e

R?)

(VAP + e V(O + 2Re(nru(t)(Vult) - Vig)) ) dx
(V& + nRu(H(Vu(L) - Tig) +neu(t)(Vult) - Vne) ) dx

J e Vu(t)*dx. (4.17)
RS

Logo,

HV(TlRu(t))HQm(RB) = Hvu(t)H2L2(R3) +J NrAMg)u(t)Pdx
R3

C 2
a J u(t)2dx
M(u)c

R2

< Vu(t) |32 gy +
= [[Vu(t)||32(gs) +
Vemos entao que

SUE InRW(t)[|F2 s |V MRW(E)) T2 (s
te

M(u)c
< SUPH“(U“%%RS) (||Vu(t)||%2(R3) + R2 >
teR
(M(w)?c
= sp ()] g VRO sy +
teR
(M(w)*c

<(1— 26)2”Q“%2(R3)||VQ||%2(R3) + TR

Notemos que (1 —8)% — (1 —28)? = 26 — 362. Escolhendo-se R suficientemente grande tal

que
(M(u)’c

R < (26 —38)[1QI1 T2 r5) IV QT2 (g3

temos que
igg ||ﬂRu(t)||%2(R3)||V(T1Ru(t))||%2(ﬂ£3) <(1- 6)2||Q||%_2(R3)HVQH%Q(R?’)‘

Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade acima, temos a validade de

(4.16). A segunda parte segue diretamente do Lema 4.6. O

A seguir, iremos enunciar e exibir a demonstracao da Estimativa de Virial de Morawetz.

Para demonstra-la, iremos utilizar o Lema 4.7 com a funcao a construida a seguir. Seja
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R > 1. Consideremos a uma funcao radial a(x) = @(|x|) que satisfaz

5P se x| <R,
@(Ix]) = (4.18)
2R(|Jx| —R) se |x| > 2R.

Na regiao intermedidria (R < [x| < 2R), exigimos que
@'() =0, @"(x) >0, [0%a(x)| < CaRIx'*, (4.19)

com C, uma constante positiva que depende de «. De maneira geral, temos

X.

aj(x) = (P’(IXI)§7 (4.20)

X;X ; XiX
aji(x) = @ () 75 + @’ (1) (ﬁ - |;|;‘) . (4.21)

Logo, para |x| < R
X-
a;(x) = Ix!ﬁ =Xj, (4.22)
XXk Oi XXy
aik(x) = T + M <|)7| ~ P ) = O (428)
Aa(x) =3, (4.24)
AAa(x) =0. (4.25)
Para |x| > 2R, temos
2R
a; (X) - mxja (426)
6'k XXk
(ljk(X) = 2R (’;<—| — ’;‘3 ) R (427)
4R
Aa(x) = =k (4.28)
8R 4R 2
AA =— ———=0. 4.2

W= T e 429

Lema 4.9 (Estimativa Virial de Morawetz). Seja T > 0. Para S = S(5, M(u), Q) sufici-

entemente grande, temos

1 (" S 1
— tx)'dxdt < Csu [ =+ = ),
TJo J|x<$ uft, x)l"dx > (T+52)

onde Cs ., € uma constante que depende de & e u.
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Demonstra¢ao. Escolhamos R(8, M(u), Q) como no Lema 4.8. Tomemos N como no
Lema 4.7, com a fun¢ao a definida em (4.18). Aplicando Cauchy-Schwarz, utilizando a
limitacao uniforme da norma H!'(R?) de u e a limitacao do gradiente de a, temos

IN()| = [29m J

RS

u(Vu-Va)dx| < QJ u||Vul|Valdx < J (u]® + [Vu/*)Rdx < R.
R3 R3

Entao, temos

IN(t)] < AuR,

onde A, > 0 é uma constante que depende de u. Em (4.12), separemos o dominio de

integracao em [x| < R, R < x| < 2R e [x| > 2R e utilizemos as equagoes (4.23), (4.24),
d

(4.25), (4.27), (4.28) e (4.29) para chegar a seguinte identidade para —N:

dt
d 3
—N(t J 45Re S dx—3J lu*dx
= IxI<R (Z e k) XI<R

j k=1
3
djkc ~ R

+J ame | Y 2R (— - %) T | dx — 4J fuftdx

Ix|>2R =1 ] ] xI>2R [X]

3

+ J 40Re Z ajpiuy | dx — J lu[*Aadx — J lul?AAadx.

R<|x|<2R P R<|x|<2R R<|x|<2R

Além disso, temos que
3
J 4Re Z Sicuk | dx = 4J |Vul?dx.
[x|<R j k=1 [x|<R
Sendo u radial, temos que |Vu - x| = [Vul|x|. Consequentemente,

3
XiXe \ 8R X
—NRe E 5; —J—)u-u dx = J Vul? — ’ C
LMR K (] 1(”‘ x> ) k) XI>2R |x|< ]

’k':

2
)dx:O.

Utilizando (4.21), temos que

3
J 4Re E ajriuy | dx
R<|x|<2R =1

o 3
Xj Xk _

= 4Re x| x| ( jk _ D ))u-u dx
JrR<|x|<2R (jkzl( A ) |X| @' (I]) x| x[3 i
i vV 2 Vul? YVu - x[?

- 49%( (VX <p’(|x|)(' uf Vu-x ))dx
JR<|x|<2R x| x| x|
r 2 2 2 2

- ate (@ (0P 4 g (T - 0D ) )
JR<|x|<2R x| x| x|

= 4J IVul?e” (Ix[)dx > 0.
R<[|x|<2R
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Logo, desprezando o termo positivo

d R
—N(t) > 4J IVuIde—BJ |u|4dx—4J —|u[*dx —
Ix|<R Ix|<R

J lu[*Aadx
dt x|>2R [X] R<|x|<2R

— J luP AAadx. (4.30)
R<|x|<2R

Como ng é uma funcao suave radial decrescente que vale 1 em B(0, %) e vale 0 em R3\
B(0,R), temos que 1y <r = Nk, onde 1)y <r é a fungao caracteristica do conjunto x| < R.

Logo, usando (4.17), temos a seguinte desigualdade

4J IVul?dx — 3J lu[*dx > 4J n&/Vuldx — 3J lu*dx
[x|<R [x|<R R3

[x|<R

:4J n%!Vude—BJ n%!ul4dx+3j n%lu!“dx—?ﬁj [ul*dx
R3 R3 R3

Ix|<R

=4J |v(nRu)|2dx—3J n‘é|u|4dx+3j Nelul*dx
R3 R3 R

3

—SJ |u|4dx+4J NrAMR)u/*dx.
Ix|<R R3

Agora, usando o Lema 4.8, temos que

4J IV(nRu)I2dx—3J n‘élul‘*dx—kSJ
R3 R

Nglu/*dx — BJ lu*dx
R3

3 [x|<R

> 46’J 3T]‘,ﬁlul"‘dx + BJ 3Tﬁilul"‘dx — 3J lul*dx,
R R

[x|<R

com & = &’(d) > 0. Separando o dominio de integracao em |x| < %, % <Ixl <Re
observando que g > 1< R, chegamos a estimativa

.
48’ 3 nglul*dx + 3J

JR R

nglul*dx — BJ lu|*dx
3

[x|<R

=48" | mglu/tdx + BJ Nrlu/*dx — BJ lul*dx — 3J' lu*dx
JR3 R3 IxI<® B<IxI<R

> 48/ lu*dx + 3J lu*dx — 3J lu*dx — 3J lul*dx
JixI<® IxI< Ix|< R<IxI<R

> 486/ lu/*dx — 3 lu*dx
JIxI<E §<IxI<R
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Logo, uma vez que NrA(MR) = —MrA(MR)|, temos da desigualdade (4.30) que

d R
—N(t) > 46'J lu[*dx — BJ lu*dx — 4J — ul*dx
IxI<% B<IxI<R |

dt x|>2R x|
— J lul*|Aaldx — J lu?[AAaldx + 4J NrAMR)u2dx
R<|x|<2R R<|x|<2R R3
R
> 45’J lu*dx — SJ |u|4dx—4J —uf*dx
xI<® R _|x|<R x|=2R [X]

— J u*|Aaldx — J u?|AAa|dx — 4J MrAMR)Ie/*dx.
R<|x|<2R R<|x|<2R R3

Dai, usando as condicoes (4.19) impostas sobre a e o fato de que MrAMR)| < =

S gz temos

d R
45’J luffdx < —N(t) —|—3J |u!4dx+4J — Jutdx
Ix|I<® dt R<IxI<R |x|>2R |X|

+ J uflAaldx + J uPlAAG dx + 4J A ) lhu2dx
R<\X|<2R R<\X|<2R R3

d R R
< —N(t) + J lu*dx + J — Jutdx + J lu* —dx
dt R _|xI<R Ix|=2R [X] R<|x|<2R x|

R 1
o L TR
R<|x|<2R x[? R3 R?
d R R
< —N(t) + J lu[*dx + J —|ul*dx + J lu[*=dx
dt R |x|<R Ix|>2r 2R R<lx]<2rR R
R 1

+ J lul? = dx + J —|ufdx
R<|x|<2R  R3 g3 R?

d

< —N(t) + J hu[*dx + J ul*dx + J ul*dx
dt R _|x|<R Ix|>2R R<[x|<2R

1 1
+ J — [u|?dx + J —|u2dx
R<|x|<2r R? g3 R?

d 1
< —N(t 4d —|ul*d
PR TR W

e portanto,

d 1
J lufdx < —N(t) +J u*dx + —M(u).
[xI<® Ix|>%
Utilizando o Lema 4.3, temos

~ dt R2
1
J ulfdx < -5 J lu/?dx J |Vul?dx
xI>3 xI>% IxI>&

3 1
1 2 2 1 3
<L J udx J Vuldx ) < o M uf e g
R IR3 ]R3 R

Utilizando a limitagao (4.15) da norma H!(R?) de u, temos que

Njw
N

~

d 1
J o lul*fdx < aN(t) + R
x|<5
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Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, temos

! lu*dxdt < |N(t)|+T <R+T
xI<® S TR Rz ™ R%
Logo,
1 (" . R 1
= dxdt < —.
TL Jx|<R|u’ * NT+R2
Tomando-se S = ® obtemos o resultado. O

29

Como consequéncia do Lema 4.9, temos a evacuacao da energia, enunciada no lema a

seguir.

Lema 4.10 (Evacuacao da Energia). Erxistem sequéncias {tn} e {Rn} tais que t, — oo e

R, — 00 quando n — oo e que

lim J luw(tn, x)[*dx = 0. (4.31)
[x|<Rn

n—-+oo

1
Demonstracao. Seja {T,} tal que T,, — oo quando n — oo e facamos R,, := T3. Pelo

Lema 4.9, para n grande o suficiente, temos que

(™ . R, 1 2
— tx)ldxdt § =5 4 o STa
Th Jo Jx<Rn hult, x)[dxdt 5 T * ~

TL

Pelo Teorema do Valor Médio, existe t,, € (0, T,,) tal que quando n — oo,

1 (™ 2
J u(ty, x)|*dx = —J J u(t, x)|*dxdt < Tn 3 — 0.
x| <R TaJo Jixicra

Se {tn} for nao limitada, entdo existe uma subsequéncia {t,, } de {t,} tal que t,, — oo

quando k — oo. Logo, o resultado segue, pois neste caso

lim J uw(tn,,x)[*dx — 0.
[x|]<R

k—o0

Se {t,} for uma sequéncia limitada, entao existe uma subsequéncia {t,, } de {t,} e t* € R
tal que t,, — t* quando k — co. Usando o Lema 4.3 e a limita¢do uniforme (4.15) da

norma H!'(R3) de u, em (4.15), temos que quando n — oo,

J |u(tn,x)|4dxzj |u(tn,X)!4dX+J u(tn, %)l dx
R3 [x|<Rn |x\>Rn

1 1 2 1
<T 3+R—2||u ||L2 R3) ||VLL ||L2]R3 <T +R—2<T 3+T3

<Ti 0. (4.32)
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Logo, por (4.32),

Hu(t*)H?}(R% = ]}1_13010 [ (tn )| Laggs) = 0.
Assim, u(t*) = 0 q.t.p. e entdo, 0 = M(u(t*)) = M(u(t)) = ||u(t)||%2(R3) para todo
t € R. Portanto u(t) = 0 q.t.p para todo t € R. Consequentemente o resultado é
imediato, pois para quaisquer outras sequéncias {tn} e {Rn} tais que t,, — co e Ry, — o0

quando n — oo, tem-se a validade de (4.31). O

4.3 Identidades Viriais

Nesta secao exibiremos as demonstracoes de algumas identidades utilizadas na demons-

trac@o do Teorema 1.2. Tais identidades estdo demonstradas em [§].

Lema 4.11. Seja |xluy € 1*(R?®). FEntao, para w a solu¢io mazimal de (4.1) temos
Ixlu(t) € L2(R3) para todo t € (—Tomin, Timaz), 0nde Tz € —Tmin SG0 0 tempo mdzimo de

existéncia e o tempo minimo de existéncia, respectivamente.

Demonstracao. Faremos o caso em que t > 0, visto que no caso em que t < 0, o processo
é semelhante. Fixemos t € (0, Tyax). Denotemos wu(t) apenas por u para simplificar a

leitura. Seja € > 0. Definamos

fo(t) = He*'""’y . Iu(t)‘ i (4.33)

L2(R3)

Veja que fe(t) estd bem definido, pois a quantidade e~ ¢*[x| é limitada em R3. Logo,

usando (4.1) e integracao por partes

fl(t) = Q%eJ e 2¢ P 2y wdx

RB
— —2’ij e 2 2Audx — QJmJ e 2 |y 24 dx
R3 R3
— —2’ij e 2 |x PAudx
]R3

.
=20m | (Wvu) - V(e 2¢F’x2)dx + QJmJ e 2P PV - Vadx
JR3 R3
r
=20m | (WVuw)- V(e 2¢’x[?)dx
JR3

.
= 4T0m | (e <" (1 = 2¢e[x?)) (e 1x) - Vudx.
JR3

Entao, integrando de 0 a t a expressao para f.(t) obtida acima, obtemos

t

fe(t) =1 (0) +4J

ij (e~ (1 —2ex[?)) (e ¢ Ti(s)x) - Vu(s)dxds.  (4.34)
0 R3
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Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

t

folt) < . (0) +4J

J e (1 — 2¢[x?)[le < u(s)x[[Vu(s)|dxds.
0 JR3

Sendo a funcao |e”*(1 — 2«)| limitada em R™, aplicando a desigualdade de Holder e

observando que f.(0) < ||| - !uOH%Q(Rg), concluimos que existe C > 0 tal que

t
fe(t) < |” . |LL0||%2(R3) + CJ \/ fe(S)HVU(S)HLz(RS)dS.
0

Definamos K := ||| - [ugl[f2 s, € também

b(t) ==K+ CL \/Te(s)[Vu(s)||r2(rs)ds.

Logo, integrando de 0 at a desigualdade acima, obtemos:

b'(t) = Cy/fe (1) | Vu(t) |2 (msy < Cy/b(t)[| V()| L2 (ms)-

Dividindo ambos os lados por /b(t), temos que

s < ClIvu e,
Logo, .
24/b(t) —24/b(0) < CJO |Vu(s)| L2(rs)ds,
ou seja,

C t
b(t) < VK + §J | Vu(s)||L2(gs)ds.
0

Entao, temos
C t
VIO <1 ol + 5 [ 193 geo ds.
0

Logo, utilizando o Lema de Fatou e sabendo que ||Vu(-)||rxr2(01xr3) < 00, temos que

- RO ) = J

x2[uf2dx = J lim e ¢’ x2lu2dx < lim iglfj e 2e P 1y 2 dx
R3 - €e—

R3 € R3

. C ’
= liminf f.(t) < (||| ol L2(rs) + —J ||Vu(s)||Lz(R3)ds) < 00,
e—0 2 Jo

finalizando assim a demonstracao. O]

Lema 4.12. Se |xJug € L2(R3), entdo para todo t € (—Tymin, Tinas) temos

atJ x|*u(t)Pdx = 43mJ (w(t)x) - (Vu(t))dx.
R3 R

3
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Demonstracao. Faremos o caso em que t > 0, visto que o caso em que t < 0 é similar.

Fixemos t € (0, Tyax). Sejam € > 0 e f. definido no Lema 4.11. De (4.34), temos que

t

fe(t) =fe(0) + 4TJmJ

J (e 2 (1 — 2¢[x2)) (w(s)x) - Vu(s)dxds.
0 Jrs

Primeiramente observamos que, como [x/u(t) € L2(R3?), entao,

o (s)] = J e 2P 20y (5) Pdx < J xPuls)Pdx < oo.
R3 R3

Como |e—2ex*(1 — 2€|x!2)‘ é limitada, temos pelas desiguadades de Cauchy-Schwartz e

de Holder que

J (e72¢F (1 — 2¢[xP?)) (Ww(s)x) - Vu(s)dx
RS

sj (s )) - Vau(s)ldx
R?j

S )l - Mlfez sy [[Vuls) [l es)

< 0. (4.35)

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

] 2
llg%)fe(s) = || |u(S)HL2(R3)

lim J (e‘2€|xl2(1 —2elx*))((s)x) - Vu(s)dx = J (u(s)x) - Vu(s)dx.
R3

€—0 R3

Usando a estimativa (4.35), temos que

th (e 26" (1 — 2¢[x[?)) (W(s)x) - Vu(s)dxds
R3

< u )
0 N J L@ |(t(s)x) - Vu(s)| dxds

0

t
S J ()] 2es) | Vuls)|l2msyds St sup. [w(s)l - [[[e2(ms) [ Vls)|| L2 rs) < oo.
0 sel0,t

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
t

lim JtJ (e_2€|X|2(1 —2e|x*))(A(s)x) - Vu(s)dxds = J
R3

e—0 0 0

J (W(s)x) - Vu(s)dxds.
RS

Portanto, fazendo € — 0 em (4.34), temos pela definicao de f. que

t

- ROz = - Tt 22 gy + 4’JmJ J (W(s)x) - Vu(s)dxds.  (4.36)
R3

0
Tomando a derivada em relagao a t na equacao (4.36), temos o resultado. O

Lema 4.13. Se |xjuy € L2(R?), entdo para todo t € (—Tpin, Trmez) temos

afj XPRu(O)Pdx = 24E (1) — 4] Tu(t)[Pa ).
]R3
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Demonstracao. Nesta demonstragao fazemos o caso em que t > 0, visto que o caso em

que t < 0 é similar. Fixemos t € (0, Tyax). Seja € € (0,1). Definamos h. por

he(t) := 43mJ (w(t)e "™ x) - (Vu(t))dx, (4.37)
R3
e a por
e*€|X|2
a:=—
2€

Observemos entao que podemos escrever h. na forma

he(t) = 43mJ (u(t)Va) - (Vu(t))dx.

R3
Tomemos a derivada em relacao a t em h.. Como Va € L*®(R?), podemos usar o Lema

4.7 para obter

hL(t) = 2J

R3

3
<—|u(t)|4Aa — [u(t)PAAa + 49Re ( > ajkmuk(t)> ) dx.

jvk:]-

Temos também que a;x, Aa e AAa sao dados por
(ljk(X) = eielx‘z(éjk — 2€Xij),
Aa = e (3 = 2¢x]?),

AAa = —2e <P (15 — 20ex|? + 4€%x[4).

Notemos que

3
Z ajy; (thue(t) = Z €_€‘X|2(5jk — 2exyxi )y () (t)

3
j k=1 j k=1

_ e*€|X|2(|VLL(t)’2 — 2¢|Vu(t) - x[%).
Logo,

h.(t) = —6 J e PPl (t)) dx + 4 J elxPe <M (t)|*dx + 6OJ ee PPl (t)Pdx
R3 R3 R3

— 80J e2lx|2e ¥ hu(t)2dx + 16J e3x|te <Pl (t) 2 dx
R3 R3

+8J eex2|w(t)|2dx—16J ee M’ |Ivu(t) - x[2dx.
R3

R3
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Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo temos

t

he(t) = he(0) — 6 Jt L@ e <Pl (s)[*dxds + 4J

J elx2e~ < u(s)[*dxds
0 0 JR3

rt p t
+ 60 ee <P u(s)Pdxds — SOJ J e2lx2e <’ [u(s)Pdxds
Jo Jrs 0 Jrs
rt p ) t 9
+ 16 e3x|te P ju(s)2dxds + 8J J e X% vu(s)Pdxds
Jo Jrs 0 Jrs
rt p
— 16 ee <"’ |Tu(s) - x[*dxds. (4.38)
Jo Jrs

Notemos que utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

J ce I vu(t) - x[2dx < J elxPe < |Vu(t)Pdx.
R3

RS

X

Designando h(t) := lim h¢(t), visto que as funcoes e =%, xe™* e e~ * sao uniformemente
e—0

limitadas em R", tomando o limite quando € — 0 em (4.38) e utilizando o Teorema da

Convergéncia Dominada, obtemos

t

t
J |u(s)|4dxds—i—8JJ e <’ |Tu(s)Pdxds
R3 R3

0

h(t) =h(0) — 6J

0

=h(0) + E (12 JRB IVu(s)?dx — 6 L@ lu(s)|*dx — 4JR3 !Vu(s)l%x) ds

= h(0) —I—J (24F_(u) — 4HVu(s)H%2(R3)> ds.

0

Por outro lado, aplicando o Teorema da convergéncia dominada diretamente a férmula

(4.37) e pelo Lema 4.12, temos que

h(t) = lim he(t) = lim 43mJ (L_L(t)e_€|"|2x) < (Vu(t))dx = 43mJ (T(t)x) - (Vu(t))dx
R3

e—0 e—0 R3

- atj x[2u(t) 2dx.
RS

Notemos que h(0) = 43mJ (Tox) - (Vug)dx. Logo,
R3

t

(@ox) - (Vuo)de + |

(24E (w) — 4 Vl5) 2 s ) ds.
0

o J X (t)2dx = 4’JmJ
R3 R

3
Derivando ambos os lados da equacgao acima em relagao a t, temos o resultado.

]

Lema 4.14. Seja x € CX(R?) radial, tal que x(x) = g(|x|), e seja uy € HY(R?) radial.

Seu € a solugao de (4.1), entao,

X0t Pdx —J

2 2 _ 1 2 _
0| xixhu(tPax =4 g"(x)Vu(Pax— | ]

Ax(x)hu(t)[*dx.
R 3
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Demonstra¢ao. Em (4.2), multipliquemos ambos os lados por X e tomemos a integral
sobre R3:

atJ xul?dx = —2J xV - Jm(uVu)dx.
R3 R3

Usando integracao por partes, obtemos
atJ xul?dx = QJmJ (uVy) - Vudx.
R3 R3
Entao,
aiJ x[ul?dx = 0 (atJ x!uIde) = 0, (QJmJ (avy) - Vudx) .
R3 R3 R3

Utilizando o Lema 4.7 com a como X, vemos que

a%J x[ul?dx = —J lu(t)|*Axdx — J lu(t)?PA%xdx + 49%J Z X (t t)dx.
R3 R3

3
R j k=1

Como x é radial, temos que

. i X)Xk __ﬂ
0k0) = 9" (37 4 g/ (2 5 ).

Como u é radial, temos que

3
ooy XXk , Ok X%\ \ ——
S ot 0= 3 (0"t T+t () Wit
3

j,k=1 j,
3

= ¥ o (N ) + Y o/ D

j k=1 jrk=1 X
3
, Xj X ——
-> g (XD |3"u)- (t)uw(t)
j k=1 x
Vu - x|? , IVU.I2 Vu - x|?
:9"("‘”T+9 (M) =g = 9 (M) =
Vul? IXI2 [Vul? IVul?[x[?
= g0+ g/ S — g P
— g" (IX)IVul.

Logo,

G J x(x)|u(t)|2dx=4j g“(|x|)|Vu(t)|2dx—J AQX(X)Iu(t)FdX—J Ax()u(t) dx.
R3 R3 R3 R3

]



Capitulo 5

Demonstracoes dos Teoremas 1.1 e

1.2

Neste Capitulo demonstramos o critério de espalhamento de Tao, originalmente de-
monstrado em [24], e os Teoremas 1.1 (demonstrado em [10]) e 1.2 (demonstrado em [20])

utilizando os resultados expostos nos capitulos anteriores.

5.1 Ciritério de Espalhamento de Tao

O critério de espalhamento de Tao, deveido a Terence Tao, foi provado em [24]. Este
critério expoe condigoes suficientes para que uma solugao se espalhe (vide Definigao 3.16).
Temos interesse em provar que, se M(ug)E(ug) < M(Q)E(Q) e [[uol|rz(rs)|| Vo L2rs) <
|QllL2r3) ||V Q]| L2(rs), entdo as hipdteses deste critério sao satisfeitas.

Sendo (2,6) e (4,3) pares admissiveis (vide Defini¢ao 3.3), usando as estimativas de

Strichartz enunciadas no Teorema 3.4, temos
HeitAfHL%LQ(RxRC*) S fllzrs), (5.1)

HeimeL%L;ﬁ(RxRﬂ S ez sy (5.2)

Uma vez que e comuta com as derivadas no espaco, temos que

HeitAfHLfWivG(RxRS) S ||ﬂ|H1(R3)’ (5.3)

el Lawrs mcrs) S [Flle o). (5:4)

47
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Além disso, temos pelas imersoes de Sobolev W16(IR3) < L®(R3) e W3(R3) — L6(R?),

que
||eitAf”L%L,°(°(R><R3) S Il sy, (5.5)
e Al Lave murs) S [IF]lr (es)- (5.6)
Uma estimativa importante é
HeitAfHL%L%’(RXE@) SV L2 gs)- (5.7)

A demonstracao desta estimativa faz uso da decomposicao de Littlewood-Paley e iremos
omiti-la. Para os detalhes veja o trabalho de Tao [24], Lema 3.1.

Em vista do PVI (1.1), seja u a solucao maximal em HY(R?) e I = (—Tuin, Timax) O
intervalo maximal de existéncia desta solucao. Seja ty € I. Vemos que a funcao u(t+ ty)
é solucao maximal de (1.1) em H!(R?®) com dado inicial u(ty) e intervalo maximal de
existéncia | = (—Tyin — to, Tmax — to). Pelo principio de Duhamel (3.9), temos

t

u(t+to) = e u(ty) — iJ e A (JuPu) (¢ + to)de.
0

Fazendo t = t; — t(, temos

t1—to

u(ty) = ettt Ay(t) — iJ e T om I8 (juPu) (¢ + to)dC.
0

Na integral, fazendo a substituicao s = { + tg, o principio de Duhamel se torna
. tl .
w(ty) = ettt Ay () — iJ eS8 (I 2u) (s)ds. (5.8)
to

Lema 5.1. Seja w uma solugdo de (1.1) tal que |[\||roni(0,400)xr3) < E, onde E € uma

constante. Entao,

||u||L$°LQ([o,+oo)xR3) NES (5.9)
para todo q € [2,6], e
1
HuHwai’ﬁ([T,TJrr]xRiﬂ) S+, (5.10)
para todo T >0 et > 0. Em particular
1
||u||L%L;'O([T,T+ﬂxR3) ST+ )4, (5.11)

para todo T >0 et > 0.
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Demonstragdo. A limitacao em (5.9) segue da imersao de Sobolev, pois temos H!(R?) =
WH2(R?) — L9(R?), uma vez que q € [2, 2%]. Facamos K = [T, T+ 1] x R®. Para provar
(5.10) e (5.11), vamos definir a quantidade

X(T) = ”u”L%Wiﬁ(K) + ||u”Li‘L?<°(K)'

Pela definicao, X(0) = 0, e quando T cresce, X(1) também cresce de maneira continua.
Primeiramente notemos que, usando a formulagao (5.8), para todo t € [T, T + 1/, tem-se

t
u(t) = et DAy (T) — iJ e A (JuPu)(s)ds.
T
Logo,
. t .
(b)) < e TAu(T)] + rj (8 (ju ) (s)ds|

T
T+t

< Jett=TIAy(T)) +J DA () ()] ds.
T

Dai, aplicando a inequacao integral acima a desigualdade de Minkowski para integrais,

em seguida as estimativas (5.3) e (5.7), e em seguida a desigualdade de Holder, obtemos
T4+
X(0) S Ml + | (8] o
T

T+
S1+ HuHL;ﬂH}c(K) L ||U'(S)H%°°(R3)d5
1 2
S1+12 HuHL;ngo(K)

<14+1X2 (7).
Assim, existe uma constante C > 0, tal que,
X(1) < C+ Cr2X3(1),

e consequentemente,

X (1) C : o X(1) 2
ot Sy T et ((1+T2)i> '

X
Definamos Y(1) := Ll Entao
(14727

1 2)3y2
Y(T)<C+CT (1+T1) Y(T)‘
(1+71%)

(5.12)
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Vamos provar que Y é limitado. Seja A > C e Ta > 0 pequeno o suficiente tal que

1 1
A - 1+ T13A%(1+14)2

C (1+7%)4

e que para todo T < TA tem-se

1+ T AL+ T)E 1+ 12 A%(1+ 1)}
(1+72)1 - (1+73)7

Suponha que exista T € (0, TA] tal que Y(1) = A. Entao, por (5.12), temos que

C = (1+72)s h (1+72)1

1
A _ 14+ T2 A2(1 4 12)2 _ 1+ T2A%(141%)2

?

o que é um absurdo. Da continuidade de Y, temos que para todo T € [0,Tal, Y(T) < A.

Logo, para todo T € [0, TA] temos
X(t) < A(1 +72)1,

Em particular, HuHL%W;,G([TJ—_’_T]XRg) < A(14712)7 para T € [0,Tal. Logo, elevando ambos

2

os lados ao quadrado temos que ||uHL$Wi’6([T,T+T]xR3

) < A2(1472)2. Se T > Tx, facamos

T=nTa+T,onden € Ne 0 <r<1a. Temos entao que

n(l+13):  (1+73)2 - (1+73)2 3
(1+(mta)2): (L +12)2 TA S

(1+MTa)*)2 + (14717 (1+(nTa))2 + (14 (n1)°)

(14 (nta+ 1)) 1+ (nta)?)?h =2

Temos entao
1 1
ooy 7mtmny < AT TA)2 +AM(L417)2
< BA(1+ (nTa)?)? + BA%(1 +17)2

< 2BA2(1+ (nta +1)2)F = 2BA2(1 + 12)%.

Se T < Ta, entao vale |[ul| ) < A2(1412)2 < 2BA2(1+12)2, daf temos os

2
L2W O ([T, T+7] xR3
resultados.

]

Vamos agora mostrar o critério de espalhamento de Tao. Este resultado, juntamente

com o Lema 4.10, sdo cruciais para a demonstragao da afirmacao (1) do Teorema 1.1.
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Lema 5.2 (Critério de Espalhamento de Tao). Seja u: Ry x R® — C uma solugao radial

de (1.1) satisfazendo

Hu||Lg°H;([o,+oo)xR3) < E, (5.13)

para alguma constante E. Existem constantes € = €(E) >0 ¢ R=R(E) > 0 tais que se

lim ian lu(t, x)2dx < €,
x| <R

t—+o00
entdo, w se espalha quando t — +o00, ou seja, existe u, € HY(R?) tal que
lim HLL(t) — eitAu+||H1(R3) =0.
t—+o0

Demonstracao. Sejam € € (0, 1) suficientemente pequeno, e R > 1 suficientemente grande

dependente de € a ser escolhido depois. De (5.6) temos
||eitAu0HL‘t‘LQ(R><R3) S L (5.14)

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, podemos achar um tempo Ty > €72 > 0

(dependente de u) tal que
€™ 11 17y ooy is) < €. (5.15)
Pela hipétese, podemos achar T; > Ty tal que
J lu(Ty, x)]*dx < e, (5.16)
B(0,R)

uma vez que €2 < €. Sejan : R* — R uma funcao suave radial decrescente que vale 1
em B(0, %) e vale 0 em R?\ B(0,1) e seja nr(x) = n(%x). Logo, vemos que ng vale 1 em

R ~
B(0,3) e vale 0 em R?\ B(0,R). Temos entao que
J Nrlu(Ty, x)Pdx < e,
R3
Multiplicando ambos os lados de (4.2) por ng e integrando no espago, temos
atJ Nrlufdx = —2J NrV - Im(tVu)dx.
R3 R3
Usando integracao por partes

atJ Nrlufdx = 2J Vg - IJm(uVu)dx.
R3 R3
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Como n é radial, n(x) = v(|x|) para alguma funcao v. Logo, nr(x) = v( lx‘) Temos entao
que Vngr(x) = —v (lxl)lxl, logo, [Vnr(x)] = & =V’ (lxl)!. Dai, usando as desigualdades de

Cauchy-Schwarz e de Young e o fato de que |[Vng|[r~ < &, temos:
|atJ Nrlu(t)Pdx| = QIJ Vnr - Im(tVu)dx| < QJ Vg - Im(tVu)|dx
R3 R3 R3

1
<2 J nelm(@vu)ldx < J [ Vuldx
R3

1 1
< 3 (Jﬂ@ Iﬁlzdx+J !VuIde) S

para todo tempo t € [0, +00). Logo, existe uma constante C > 0 tal que

—atj nRhu(t)Pdx < <.
]R3 R
Integrando de t € [T, — €4, Ty] a Ty, obtemos
2 2 C
J nelu(t)] dx—J nh(T,)Pdx < (T, — 1),
R3 R3

Entao,

A0

C
J Nrlu(t)Pdx < J Mrw(T)Pdx + = (T, —t) < e+ —e 1 <2e ¢,
R3 R3 R

para todo t € [T; — e_%, Ti], com R > Ce™ i, Logo, usando (5.9), a conservacao da massa

e a desigualdade de Holder, temos

1 1 1
”u(t)HTﬁ(B(O,R/?)) < Hu(t)HEG(Rii)Hu(t)HIZ}(B(o,R/Q)) S e,

e, usando (4.3), (5.9), a conservagao da massa e a desigualdade de Holder, temos

1 2
lw(t)||Lsr3\B(0,R/2)) < Hu(t)Hfoo(Rs\B(o,R/m)|’u(t)|‘f2(R3)
1 2
= ||mu(t)||I?iOO(R3\B(O,R/2))||u(t)||€2(R3)

1 2
8 gy 188D e
1

1 2 1
R% H (t)Hi[l(RS\B(o,R/Q))||u(t)||ﬁ2(R3) Dl

< 1
~ R§

S

Y

para todo t € [T, — e~ 1, T,]. Entdo,
1

1
< gz
1 ~
R3

[N

Sez+ , (5.17)

HuHL%"Li([Efe*%,Tl]><R3)

_3 . . . .
se tomarmos R > €7 2. Precisamos provar agora a seguinte estimativa:

1

7T1)Au(T1)HL%LQ([Tl,Jroo)xH@) S e, (5.18)

et
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Usando (5.8) com t; = T; e tg = 0, temos

Th
u(Ty) = e 2u(0) — iJ et M=tIA(lyPu) (/) dt’.
0
Dai,
. . L ’
el(thl)Au(T ) — eltAu(O) o IJ el(tft )A(’u|2u) (t/)dt/
T17€71/4
T17€ 1/4
— iJ et (A (I Pu) (1) dt . (5.19)
0
Sejam
|l ,itA
A= |le u(O)HLng([Tl,mo)xRS)?
T _ /
B:= ‘—ij et IA (2w (1)) dt!
Ty—e~1/4 LELS ([Ty,+00)xR3)
e
T17€71/4
C:= ‘ —iJ e A (JuPu) () dt’
0 LALS ([Ty,+00) xR3)
Entao,

Hei(.7T1)Au(T1)||L§L;‘<([T1,+oo)><R3) <A+B+C

De (5.15), como € < e, ganhamos a contribuigao do primeiro termo A, ou seja, A < e,
Agora consideremos os segundo termo B. Pelas desigualdades de Minkowski para integrais
e Holder e de (5.6), temos que

T1
- ||u3(t/)HH1(R3) dt’

1
1—€ 4

T;
B[ P ey 0t S |

‘[_17(—37;f
< j Y ) [ ()11 s A
~ 1 L (R3) H1(R3)
T,—e 4

Logo, pela desigualdade de Holder, de (5.10), (5.11) e (5.17), temos que

Ty
B S J () [l oy () s oy [W(E ) o s At

_1
Ti—e 2

Ty
S lprsn e e [,y o I

Sl

u 1 uw 1 1
HL?L,%([Tl—e_Z,Tl]xRS) H ”L%L;’(O([Tlfe_Z,TﬂxR?’) L%Wi’G([Tlfe_K,Tl]xR:“)

[N

Ser(l+ez)i(l+e?)iger(l+e ) Sleter)? Sef Sem.

Finalmente, tomemos
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Usando (5.8), obtemos que
M = ieitA(e“’Tl“f%)Au(Tl —ei) — ).
Observamos que, pela desigualdade de Holder,
1 1
C= ||M||L§L§([T1,+oo)><]R3) 5 ||M||E%L§([T1,+oo)><R3) ||M||T2_§L;”([T1,+oo)xR3) .
Logo, por (5.2),

. ~1
et DAY (T — 1) — uo‘

IMIILats (1) o0y xB3) S ‘ L2(R3)

S fum—eh

+ luollp2ms) S 1.

L2(R3)
Temos também da estimativa de dispers@o (3.2) e da desigualdade de Minkowski para

integrais que

T1—€ 711 i ,
M| a0 (17, 4-00) xR2) = el A (uPu) () dt!
L ([Ty,+00) )
JO
L4 ([Ty,+00) xR3)
T17€7% . ,
S letn ||
JO LOO(RS)
L4([T1,+00))
nTl—eii 1 5
/ /
’S 0 ( —t/)% Hu (t )HLl(R?’) dt
L4([Ty,+00))
1
< hoe 1 "3 !/
N 1) [w(t)][7sgs) dt
JO -
L4([Ty,+00))
Logo, usando (5.9), temos
T17€7% 1
/
||M||L;‘L,°(°([T1,+oo)><R3) S JO ( —t/)% dt
L4([Ty,+00))
4 1
o0 T1—€ 1 1
< J -dt’ | dt
Jr \Jo (t—1t/)2
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Daf temos a estimativa (5.18), pois vemos que C = [[M|[1sr6 (1, 400 xR?) S R
Novamente por (5.8), vemos que
t
u(t) = efTAY(T) — iJ e (IA (I Pu) () dt’. (5.20)
Ty

Tomando em (5.20) a norma LiLS([T;,T) x R3) para algum T > T, e aplicando (5.18),

obtemos:

9

t
J ei(t—t’)A(|u|2u) (tl) dat’
LELS ([T, T)xR3)

Ty

1
||uHL;1Lg([T1,T)xR3) S e+ ’
que pela imersao de Sobolev W13 (R3) < L5(R3) leva a desigualdade

t
J ei(t—t’)A(|u|2u)(t/)dt/
Ty

i
[l carg my myxms) S €% + WA ([T, T xRY)
LAWEA ([T, T) xR

Agora, usando o item (i) do Teorema 3.4, temos que

= 3
||u||Li‘L2([ThT)XR3) St Hu HL%wi’%({ThT)xRi*) '

Além disso, aplicando a desigualdade de Holder, temos que

”ugHngi’g'([ThT)xM) - HU?)le,%(Rs) L2([Ty.T)
S ||u2HL3(]R3) [l gy L2 ([T T))
] [y e .
S ||u||%6(R3) L2([TLT)) ||u||L§°H;([T1,T)xR3) S ||u||2L§L§([T1,T)xR3)-
Logo,
||u||L§Lg([T1,T)xR3) S e + ||u||i‘tlL§([T1,T)><R3) . (5.21)
Fazendo-se X(T) := [[u[| 4rg (7, 1)xr2), Segue de (5.21) que existe uma constante C positiva
tal que
X(T) < Ce® + CX*(T). (5.22)

Vemos que X(T;) = 0 e que X cresce continuamente com T. Seja A > C. Escolhemos €
suficientemente pequeno para que

A 1
— > 14+ A%,
C

Suponhamos que exista Ta tal que X(Ta) = A€z, De (5.22) temos que

A em + AeTs
c S ——— =1+ A%,
€32
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o que é um absurdo. Logo, X(T) < Ae3z para todo T > T;. Fazendo-se T — 400, temos

1

HuHLng([Tl,+oo)xR3) S e
Logo,
(T I < Jull?y Ser (5.23)
L2W,'3 ([T}, +00) xR3) ™ LELS([Ty,+00)xR3) ~5 ) ’

Sejam Ty > T; > T;. Usando o item (7i) do Teorema 3.4 e (5.23),

J e A () (¢)dt’

T1

To
J el(Tl—t )A(|u|2u)(t/)dt/

T1

H!(R3) ‘ H(R3)

< ‘

T2
J' ei(tft’)A(|u|2u)(t/)dt/

t

LHL ([T1,T2] xR3)

< | et (5.24)

AN

6
L2W,'5 ([11,72) xR3)

Entao, existe uma constante C > 0 tal que

<’

j e A (juPu) (1) dt’

T1

H1(R3) LW, [T1,T2]><R3)

Para todo a > 0, existe T4 tal que se T, > T, Hu?’H

J " e A () (¢t

T

a -
L —. Entao, para
LfW,;‘S([T1 T2] X R3) C

Ty > Tq,

To
J e A (juPu) (t))dt’ <a.

T1

H(R3)

Isso mostra que ¢ de Cauchy. Logo,

H(R3)

o0 T
‘ J e A ([ufu)(t)at’ = lim H e A (lulu) () at’ < e,
T HiR3)  TTINT HI(R3)
Definamos
+o00
Uy =e TAY(T) — iJ e A (Ju?u) () at. (5.25)
Ty
De (5.20), vemos que para todo t € [Ty, 00)
. +00 ) ,
u(t) —ettu, = iJ e A (uPu) (1) dt’.
t
Logo,
. +oo ,
Hu(t) - eltAu+HH1(R3] - ' J e A (juPuw) (t) dt’
t H1(RR3)

“+o00
J efit’A(|u|2u)(t/)dt/

t

H1(R3)
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+o0

Como t € [T;,00), J e A (Jul*u)(t')dt’ converge. Logo, pelo Teorema da Con-
t

vergéncia Mondtona e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

+o00
: _ HitA T —it’A 2 / ’ _
tgrfoo |u(t) —e u+HH1(R3) = tgffoo ‘ L e (u[*w)(t’)dt s 0.
]
5.2 Demonstracao do Teorema 1.2
Por hipétese, para uy, € H'(R?) temos
M(uo)E(ug) < M(Q)E(Q). (5.26)

Entao, pelo que vimos na demonstragao do Lema 4.4, fazendo

M(QJE(Q) — M(uo)E(uo)
2M(QJE(Q) ’

temos que M(ug)E(up) < (1 —8)M(Q)E(Q) e que &y € (0,1).

60:

Primeiro mostremos que se [[uollczws [ Vuol sy < Qe [V QI a(as), entéio,

I =R, e para todo instante de tempo t € R, temos

Suﬂl;||u(t)||L2(R3)||Vu(t)||L2(R3J < |[1Qll2 @) IVQ|l 2 (m3)-
te

Com efeito, esta afirmacao segue diretamente do Lema 4.4, uma vez que pelo Lema 4.4,

[ =R e existira 8; > 0 tal que para todot € R

() [z @) [ Vult) [z @s) < (1—08)[|Q 2@ [[VQ|lL2rs)-

Em particular

Suﬂlg\|u(t)HL2(R3)Hvu(t)|lL2(R3) < 1Qll2 @) IVQ|l2(rs)-
te

Mostremos agora que se [[uol|r2rs) [ Vito[izms) > [[Qllizre) [VQ|lL2(rs), entdo, para

todo instante de tempo t € I, temos

w(t)]|2es) | Vu(t) ][z ms) > |Ql2rs) | VQ|lL2 (rs).-

Além disso, se (a) [xJuy € L?(R?) ou (b) ug é radial, entao, I é finito, implicando que
a solugao explode em tempo finito (ocorre blow-up em tempo finito). Com efeito, pelo

Corolario 4.5, existe 6 > 0 tal que para todo t € 1

() Iz @) [ Vwlt) [z @s) > (14 02)[|Ql|L2®s) [[VQ|lL2 &s)- (5.27)
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Em particular
[w(t)][ezes) [ Vult) [z sy > |Qllzes) [VQI|L2 rs)-

Definimos o nimero &, > 0 tal que (1 + 85)? = 1+ &,. Suponhamos que |xJuy € L2(R3).

Utilizando-se o Lema 4.13, temos
0% | Pl Pax = 24E(u0) — 4 VAl0) g
R3

Multiplicando ambos os lados da identidade acima por M(uy), de (3.16), (5.26) e (5.27)
tem-se

M(uo)aij XIPhu(t)dx = 24E (1) M () — 4[| Vult) |2 gy 1e(t) | 22 s

R3
< 24(1 — 80)E(QIM(Q) — 4 Vu(t) I 2 gy ()] F2 ()

24
< E(l —80) | Q1 2ms) [ VQIF2(rs) — 4(1 + E)IQIF2(r5) IV QI 2 g3y

= —4(80 + &) QT2 &) IVQIIT2 ms) < 0.
Temos entao que existe uma constante C; > 0 tal que
aiJ Ix[2hu(t)Pdx < —C;.
R3
Logo, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, existem constantes Cy e C3 tais que
J IxPlu(t)Pdx < —Cit? + Cot + Cs.
R3

Como esta integral é sempre nao negativa e seu grafico estd abaixo do grafico de uma
parabola com concavidade para baixo, concluimos que o tempo de existéncia da solucao
é finito.

Agora suponhamos que u é radial. Seja x € C®(R?) uma fungao radial, onde x(x) =

w(|x]) com w”(r) < 2 paratodor > 0, w(r) =12 para 0 <17 < 1e w(r) =0 para

Ix|
m

T > 3. Definamos também X (%) = wm(x]), onde wm(x]) := m?w ( > Notemos que

w’ (X)) = mw’ (%) e w” (jx]) = w” (%) Logo,

Axm(x) = wi (X)) + —— =" | =
[x| m

b _ g (1), (%)

Para h,, (|x]) := Axm(x), tem-se

2hy, (X))
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Por outro lado,

2w <|ﬁ> 2maw’ ('Xl)

1 m

n(Ix]) = i -

x| x|?

Dali,
) Lo 20" (8) 20 (W) 20 (W) amer (3)
R () = — ™ (2 - _ |
m() = 5w (m)+ —~~ P NEENE

Assim concluimos que se 0 < x| < m, entdao Axm(x) = 6 e A%xm(x) = 0. Além disso,
para m < |x| < 3m, existem constantes ¢; > 0 e ¢y > 0 tais que |[Axm(x)| < ¢1 e

[A?xm (X)] < £%. Finalmente, para [x| > 3m, Axm(x) = A%Xm(x) = 0. Pelo Lema 4.14,
72 J xm (I (t) Pl = 4J ! (1x])Vu(t) Pdx —J Ay (Ou(t)2dx
R3 R R3

— J Axm () ()] dx. (5.28)
RS

3

Usando que w! (1) < 2 para todo T > 0 e usando as limitagoes de A?,, limitemos os

trés termos do segundo membro de (5.28).
1| whxvenPac=1| w (' ') Vuora<s | vumras  (65:29)
R3 R3 m R3

Co
m2
mg|x[<3m

Finalmente, usando as limitacoes de Ax,, temos

— JRS Al () u(t)Pdx < lu(t)>dx. (5.30)

—j A () () *dx < —6j w(t)'dx + ¢ j ()l
R3 [x|<m m

<Ix[<3m

= —GJ u(t)|*dx — 6J lu(t)*dx
[x|<m [x|>m

+6 J lu(t)[*dx + ¢, J lu(t)*dx
[x|>m m<x|<3m

< —GJ lu(t)|*dx + c; J lu(t)*dx, (5.31)
R3

[x|>m

onde c3 é uma constante positiva. Juntando (5.29), (5.30) e (5.31), e em seguida aplicando

(4.5), obtemos

6% J X (X) (1) dx < SJ IVu(t))?dx — GJ lu(t)*dx + c3 J lu(t)*dx
R3 3

R3 [x|>m
C
v u(t)Pdx
M= JmixI<3m
< 24E(uo) — 4| Vu(t)[[F2psy + H )12 g [ VU (t) || L2 (o)

Co
+ FHu(t)H%?(R?’)'



Capitulo 5. Demonstragoes dos Teoremas 1.1 e 1.2 60

Entao, pela desigualdade de Young, temos que

07 | (0Nt dx < 24E (o) = (4= 3225} V(8] oy + 5y () s
Cc
+ fQII (D172 ra)- (5.32)

Tomando-se m grande o suficiente para que 4 — 5% seja positivo, multiplicando ambos

os lados de (5.32) por M(uy), das limitagdes e de (3.16), tem-se

M(uo)afj X (9 uft t)[2dx < 24E (ug)M(ug) — (4— 2—) V()12 g ()] 72 gsy
R
C C
+ —32HU(’E)H%2(R3) + é“u(t)”%m@)
24
T (1= 80)lIQUF2 ) IV QIR sy
— (4= 3:35) U+ E QU 2(e) I VQU R ey
2 M(ug)® + —2 M(up)?
2m? m2

—4(80 + &£2)11QI1 2 ms) [ VQIIF2 (g5

C3 2 2 C3 8
+ Q—mQ(l + &)1 QT2(rs) VQI[T2gs) + 2m2M(u0)
c
+ =~ M(up)*
m

=:C4.

Escolhemos entao m grande o suficiente para que a constante c4 seja negativa. Entao,

existira uma constante C; > 0 tal que
02 JRS X (X)u(t)Pdx < —C;.
Logo, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, existem constantes Cy e C3 tais que
JRS xm (X)u(t)Pdx < —Cit% + Cot + Cs.

Como esta integral é sempre nao negativa, e seu grafico estd abaixo do grafico de uma
parabola com concavidade para baixo, concluimos que o tempo maximo de existéncia da

solucao é finito. |

5.3 Demonstracao do Teorema 1.1

Temos que 1y € HY(R?) é uma funcio radial e que u é solugao maximal de (1.1), com

intervalo maximal de existéncia . Também temos que M (ug)E(uy) < M(Q)E(Q). Mos-
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tremos que se
o2z [[VUollzrs) < [|Qlzrs) [VQllL2(rs),

u é global e se espalha. Com efeito, pelo Lema 4.4, u é global e uniformemente limitada
em H!'(R?). Fixados € e R como no Lema 5.2, tomemos as sequéncias {t,} e {Rn} tais que
t, — 00 e R, — 00 quando n — 0o, como no Lema 4.10. Para n grande o suficiente de

modo que R,; > R, temos pela desigualdade de Holder

1
J u(ty, x))Pdx < (J 12dx) (J u(ty, x)|4dx>
[x|<R [x|<R [x|<R

A 3 3
< (—TtR3) <J W (tn, x)|4dx) . (5.33)
3 IXI<Rn

Logo, fazendo n — oo em (5.33), obtemos pelo Lema 4.10 que

J u(tn, x)[>dx — 0.
[x|<R

Pelo Lema 5.2 isto implica que u se espalha quando t — co. Para provar o caso em que
t — —oo, basta observar que se u(t,x) é solucao de (1.1) com dado inicial ugy, entdo,
v(t,x) =u(—t,x) é solucao de (1.1) com dado inicial g, pois

t

u(t) = ey, + iJ e (92 (JuPu)(s)ds.
0

Logo,

r—t
u(—t) =e uy+1i| e M2 (uPu)(s)ds.

Jo

Entao,
r—t

T(—t) =y —i| e (k) (s)ds.
Jo
Fazendo a mudanca de variavel { = —s, temos

rt
U(—t) = ey +i| e 94 () (—)de.
JO

Entao temos
rt

v(t) = e+ et I8 (Pv)(g)dc.
JO

Assim, 1, satisfaz todas as condicoes do Teorema 1.1, e portanto, existe v, tal que

lim H\}(t) — eitAv+||H1(R3) =0.
t—o0

Logo,

0= lim H‘l_,L(—t) - eitAVJr”Hl(RS) = lim Hu(—t) - eiitA(\)_jL)HHl(RS).
t—o0 t—o0
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Logo, fazendo u_ = v, temos u se espalha quando t — —oo, pois

m [lu(t) — et u_ ||y sy = 0.
t——o0

Mostremos agora que se ol iz ) [Vitoll2as) > 1QlI2 sy [VQaas), entio, 1 6
limitado (a solucao explode em tempo finito). Com efeito, tal afirmagao segue diretamente

da afirmagao (2) do Teorema 1.2. O



Apéndice

Neste apéndice construimos as fungoes 1, @ e w mencionadas no trabalho. Primeira-
mente, consideremos a funcao f dada por

0 se x < 0,
f(x) =

1
e x sex>0.

Nota-se que f € C*(R) e que f e todas as suas derivadas sdo nulas para x < 0. Seu grafico

¢ dado pela seguinte curva.

N

N

Figura 1: Funcao f(x).

Consideremos agora a fungao g dada por

cujo grafico é dado pela seguinte curva.

63
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Figura 2: Funcao g(x).

Nota-se que g € C®(R) e que todas as suas derivadas sdo nulas no conjunto R\ (0, 1).
Além disso, g(x) = 0 quando x < 0 e g(x) = 1 quando x > 1. Seja também a funcao h
dada por

h(x) :==1—g(x),

cujo grafico é dado pela seguinte curva.

Figura 3: Funcao h(x).

Chamemos g de funcao ligar e h de funcao desligar. Notemos que h'(x) = —g’(x) e
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que g’(x) > 0 para todo x € R. Pode-se mostrar que sup g'(x) = g

x€eR

Construcao de n

Seja s(x) := g(2x + 2) — g(2x — 1). Seu grafico é dado pela seguinte curva.

n
L

Figura 4: Funcao s(x).

Podemos entao definir n(x) = s(|x|) em R3.

Construcao de ¢

3R
Seja > < b < 2R. Seja ky dado por

2x 2x 3R x—b \ 3R

Se 0 < x < b, temos que

2x 2x 3R
= — —2 — =2 —.

x—b \ 3R Xx—Db
ko (x) _h<2R—b) - 19 (2R—b> 2R.

Se b < x, temos que

o

x—Db
2R—b

)2
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Logo, em todo caso observamos que ky(x) > 0 para x > 0. Observamos também que se

2 2 2 2
k{,(x):h’(%—2)—x+ (%—2)+3g’(%—2)
2x 2x

0<x<b,

e que se b < x,

x—b 3R x—b 2R
K/ — 1 / > 0.
v(X) =h (2R—b> 22rR—B) 9 (2R—b> R—B "~ "

Definamos

By (x) = j ko (t)dt.

0
Calculemos 1y (2R).

2R b 2R

Py (2R) = JO ky(t)dt = JO ky(t)dt + L ky (t)dt.
Temos
b b 2t 2t 3R
J'O kb(t)dt: . (h <ﬁ—2)t—|—g (i—Q) 7) dt
|’ (h(zy —2)y+g(2y—2) §) ay,
0 2
(§]
2R 2R _ _
[P (35 20 (55 )
1
= (2R — b)RJ <gh(y) + 2g (y)) dy.
0
Logo,

1

Do (2R) = (2R—b)RJ

(gh(y) +2g (y)) dy +R2JR (h(2y —2)y+g9((2y—2) ;) dy.
0

0
Para b = 1,7R, temos que Py (2R) ~ 1,985R%. Para b = 1,6R, temos que )y, (2R) ~
2,01R2. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, temos que existe by € R tal que 1,6R <
by < 1,7R e que Py, (2R) = 2R?%. Definamos entao @(x) := Wy, (x) para x > 0.
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Construcao de w

Seja b € R tal que —1,5 < b < —1. Para x > 0, seja vy dado por

Temos que

Vp(x):=h(3x —3)2x + g(3x —3)b—g (SX; 4) b.

3x —4) 3b
vi (x) = h'(3x — 3)6x + 2h(3x — 3) +g'(3x—3)3b—g’< X )?

Definamos

4
< 6h/(3x — 3) + 2h(3x — 3) — 3¢(3x — 3) + 0,99’ (3" )

5

5

—4
:311’(3x—3)+2h(3x—3)+0,99'(3X ) <2

5

X

Op (X) = JO \)b(t)dt.

Para b = —1,4, temos que 0y (3) =~ —0,036. Para b = —1, 3, temos que 0p(3) ~ 0, 064.

Pelo Teorema do Valor Intermediario, temos que existe by € R tal que —1,4 < by < —1,3

e que Op,(3) = 0. Definamos w := oy,.
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