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Resumo

Introduzimos uma classe geral de espacos de Sobolev com pesos. Esses espacos sao
o ambiente natural para estudar uma classe geral de operadores, que inclui o operador
poli-harmoénico na forma radial. Uma desigualdade do tipo Sobolev para ordem supe-
rior é estabelecida e o problema variacional correspondente é analisado. Em certos casos
exibimos as fungoes extremais e calculamos o valor da melhor constante associada a desi-
gualdade do tipo Sobolev. Adicionalmente, estabelecemos resultados sobre regularidade e
classificagao. No caso ilimitado, analisamos a existéncia de solugao fraca para uma classe
geral de problemas que envolve crescimento critico. No caso limitado, dedicamos nossa

atencao a estudar uma classe de equacgoes elipticas com termo logaritmico supercritico.

Palavras-chave: Desigualdade do tipo Sobolev; minimizantes; melhor constante; de-

sigualdade do tipo supercritica; termo logaritmico; equacgoes elipticas.



Abstract

We introduce a general class of weighted Sobolev spaces. These spaces provide the
natural environment for studying a general class of operators, which includes the polyhar-
monic operator in radial form. We establish a higher-order Sobolev-type inequality and
analyze the corresponding variational problem. In certain cases, we identify the extremal
functions and determine the best constant associated with the Sobolev-type inequality.
Additionally, we provide results on the regularity and classification of solutions. In the
unbounded case, we analyze the existence of a weak solution for a general class of pro-
blems involving critical growth. In the bounded case, we focus on studying a class of

elliptic equations with a supercritical logarithmic nonlinearity.

Keywords: Sobolev-type inequality; minimizers; best constant; supercritical-type ine-

quality; Logarithmic term; elliptic equations.

vi



Introducao

Os problemas variacionais sao fundamentais em diversas areas da matematica, fisica
e engenharia. Tais problemas envolvem a busca por fungbes que minimizam (ou ma-
ximizam) certas quantidades. Por exemplo, o classico problema de Mecénica sobre o
movimento de uma particula sob a acao da gravidade, proposto em 1696 por Johann Ber-
noulli no seguinte artigo "Problema novum ad cujus solutionem Mathematici invitatur", e
publicado na Acta Eruditorum. Atualmente, esse problema é conhecido como Problema
da Braquistécrona e pode-se formular da seguinte forma: Dados X e Y dois pontos em
um plano. Qual € a curva que uma particula precisa descrever para sair de X e chegar
em Y no menor tempo possivel, apenas sob a acao da for¢a da gravidade? O proprio
Johann Bernoulli baseado no Principio de Fermat (ver [7]) mostrou que a curva cicldide
resolve o problema da Braquistécrona. Também, mencionamos que esse problema pode
ser resolvido por meio de uma formulagao variacional, recomendamos [70] para mais de-
talhes. Assim, o célculo variacional é um &area da matemética que investiga esse tipo de
problema, e, com o passar dos anos os problemas variacionais evoluiram e sao ferramentas
importantes para estudar equagoes diferenciais parciais (EDP’s), recomendamos M. Wil-
lem |74], N. Ghoussoub [52], D. Costa [21] e P. Rabinowitz [64] para mais informagcoes. No
desenvolvimento dessa tese, o calculo variacional desempenhara um papel fundamental.
Inicialmente, estamos interessados em estabelecer resultados relacionados a uma classe
geral de operadores, que estende o operador poli-harménico quando age em funcoes radi-
almente simétricas. Para explorar esse ponto, dado m > 1 um niimero inteiro, considere
a equacao eliptica:

(—A)™u = f(x,u) em Q, (1)

onde f: Q x R — R é uma funcao fixada e Q C RN um conjunto aberto conexo, com
N > 2. E bem conhecido que, se m = 1 temos que operador Laplaciano esta relacio-

nado a problemas de geometria diferencial, fisica, probabilidade e entre outros. Quando
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m = 2, operador bi-harménico esté relacionado ao operador de Paneitz, que foi introdu-
zido por Paneitz [63] para variedades Riemannianas. Em geral, operador poli-harménico
esta relacionado a equagoes elipticas de ordem superior do tipo reagao-difusao, veja [51|
para mais detalhes. Para Q) limitado, no caso de m = 1, mencionamos que equagoes
relacionadas com o expoente critico foram investigadas em muitos artigos, recomendamos
Bahri e Coron [8], Brézis e Nirenberg [14] e suas citagoes. Quando m > 2, F. Gazzola et
al [51, Chapter 7| estudou o problema (1) sob condigdes de fronteira do tipo: Dirichlet,
Navier e Steklov. Por outro lado, quando Q = RN e f(u) = Iulf\ﬁ%u, podemos escrever

(1) da seguinte forma:
(~A) ™=, we DR, 2)

onde D™P(RN) & o fecho do conjunto C®(RN) na norma

H(p”Dm*p(RN = “Dm(PHLp RN) — (Z HD(X(PHLP RN )

Para m > 1 um ndamero inteiro e N > 2m, observamos que T. Bartsch et al [9] foram
capazes de provar que existem infinitas solugoes nodais para (2). Pela teoria de regulari-
dade classica, pode-se mostrar que se u € D™?2(RN) ¢ solucao fraca de (2), entdo u é uma
solucdo classica (pelo menos u € C*™(RN)). Além disso, J. Wei e X. Xu [73| mostraram
que todas as solugoes positivas u na equagao (2) sao fungoes radialmente simétricas.
Para m > 1 um namero inteiro, 1 < p < oo um numero real. Se N > pm, entao

existe Cy > 0 tal que

1

(J ol” dX) T <G d D™l dx) Yo e D™MP(RN), (3)
RN RN

com p* = Np/(N —mp) o expoente critico Sobolev. Essa desigualdade é conhecida como

Desigualdade Sobolev Cldssica. Por isso, vale a imersao continua
DP(RN) < 17 (RN) (4)

mas, nao compacta. Para mostrar que a melhor constante Coy em (3) é atingida, P. L.
Lions em [57, Theorem I.1| mostrou que o seguinte problema de minimiza¢ado tem um

minimo:

J=IJ(N,p,m) = inf { JRN ID™u(x)[P dx : ue D™P(RN), JRN lu(x)P" dx = 1}. (5)
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Quando m = 1, usando argumento de simetrizacao e algumas ideias contidas em G.
Bliss [12], os seguintes trabalhos G. Rosen [65], G. Talenti [69], T. Aubin [4] determinaram
a forma explicita das fungoes extremais para (5) e calcularam o valor de J(N, p, 1), a saber:

p—N

5
) ., yeRNeo>0

p—1

u(x) =0 v <1+b (x—y) ’
o

e (p=\ T raenrny \F
j_T[N(N—p) (r(%)r(lJrN—%)) ’

comb=b(N,p)eReTl(x) = fé(—lnt)x_ldt para x > 0, a funcao gama de Euler. Para

p = 2, podemos reescrever o problema (5) da seguinte forma:

”Dm(PHL2(RN)

8§ =8(N,2,m) = inf{
@2 (RN)

s e D™AHRN), @7&0}. (6)

A menos de uma constante, a equacao de Euler-Lagrange associada ao problema de mi-
nimizacio (6) é a equacdo eliptica semi-linear em (2) com p = 2. E claro, as fun¢oes
extremais em (6) sdo solugdes da equagao (2). Também, observamos que C. A. Swan-
son [68] foi capaz de provar um resultado de unicidade para as solugoes positivas em (2),

e com isso, determinou que

e ¢ atingida pela familia de funcoes radiais da forma U 4, (x]) = ue x,(x) para qualquer

xo € RN e € > 0, onde:

c €N722m m—1 N-2m
UWe xg (X) - nm N omo X € RN € CNm = H (N + 2))
(€2 + x— xo) AL

Em geral, uma questao em aberto é determinar a forma explicita das minimizantes em
(5) e o valor de J, quando m # 1 e p # 2.

Outra questao em destaque sao desigualdades do tipo supercritica. Denotamos por
Wé’Q(B) o espaco de Sobolev de primeira ordem, com B C RN ¢é a bola unitaria, com

N > 3. Quando m=1e Q =B em (1), analisamos o seguinte problema:

—Au="f(x,u), ue€Hj,4(B) em B,

u=0, sobre 0B,
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com Hé,rad(B) ={u € WS’Q(B) :u(x) = u(lx]), Vx € B}. Para uma escolha especi-
fica de f(x,u), o problema (7) pode ter ou nao solucio. Quando f(x,u) = [u/* ~2u com
2* = 2N/(N —2), é bem conhecido que o problema (7) nao tem solu¢ao positiva devido a
identidade de Pohozaev. Por outro lado, Brézis e Nirenberg no célebre artigo [14] sugeri-
ram adicionar um termo de perturbacao de ordem inferior, possibilitando evitar a perda
de compacidade resultante do crescimento critico, e assim, garantir um resultado de exis-
téncia. Este tipo de questao é atualmente conhecida como problema Brézis—Nirenberg, e
recomendamos [10,18,34,56,66] sobre este assunto. Nessa mesma dire¢do, J. M. do O et
al [46] introduziram um novo tipo de perturbagao "pertubagao supercritica", que desempe-
nha um papel similar ao do termo de perturbacao de ordem inferior de Brézis—Nirenberg
na superacao da perda de compacidade. Ou seja, ao escolher f(x,u) = u[* —2uxI"+1,
u > 0 eles obtiveram sucesso em provar que (7) admite pelo menos uma solugao positiva

sob a condigao

0< B <min{N/2, N —2}. (8)

Ainda em [46], se (3 satisfaz a condicdo (8), eles foram capazes de provar a existéncia de

uma funcao extremal para o problema variacional

sup {J hu(x) 2 dx : w e Hraa(B), IV 12(8) = 1}_ (9)
B

O problema supercritico (7)-(9) tem despertado o interesse de diversos pesquisadores e
possui varias extensoes para diferentes contextos, recomendamos [17,26-28,33,45,61,62] e
as referéncias neles contidas. Recentemente, X. Zhang et al. [37] investigaram o problema
(7)-(9) com

£, 1) = [u/* ?In(t + huf)[M*u, paraT> 1.
Eles tiveram éxito em obter resultados na mesma dire¢do aos obtidos em [46]. Formal-

mente, eles provaram a seguinte desigualdade do tipo Sobolev com termo logaritmico

(desigualdade supercritica):
Fep = SUp {J W I (o + b)) dx : w e Ha(B), [Vuliam) =1} < oo, (10)
B

onde ,T > 0 sdo constantes reais. Além disso, o supremo em (10) é atingido sob as
condigoes (8) e T > 1. Como aplicagdo, os autores conseguem demonstrar a existéncia de

uma solugao positiva para (7) com termo logaritmico. Mais precisamente, a equagao do
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tipo supercritico:

—Au=(In(t+ ) 221, em B,

u=0, sobre 0B,

(11)

admite uma solucao positiva u € Hg,4(B) desde que (8) seja vélido e 1 < T < co. Por

fim, recomendamos [38] para uma andlise detalhada sobre a existéncia de solugdes nodais

para a equacao (11).

Na dire¢ao dos resultados classicos, os principais objetivos dessa tese sao:

(a)

(f)

Apresentar uma classe de espagos de Sobolev com peso Dy"P () adequado para
estudar o operador (Ay)™, que estende operador poli-harménico quando age em

funcoes radialmente simétricas.

Fornecer uma versao da desigualdade Sobolev cléassica para D7P () na qual estende

(4), na forma radial.
Investigar o problema extremal associado a uma desigualdade do tipo Sobolev.

Estudar resultados sobre regularidade e classificacao das solugoes positivas e nao
singulares de uma classe geral de equagoes elipticas com crescimento critico. Adici-
onalmente, calcular a melhor constante relacionada a uma versao da desigualdade

Sobolev.

Fornecer uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev com termo logaritmico super-
critico para X}’p(oco, ®), que estende (10). Aqui, mencionamos que a situagdo em
HLP (B) ¢ inclusa em nossos resultados, e portanto, temos uma avanco desse tipo

rad

de problema no caso classico.

Analisar a existéncia de solucao fraca para uma certa equagao eliptica no espaco

X1 (&g, 0t1), na qual permite estende o resultado de existéncia na equacéo (11).

Esse trabalho esté estruturado da seguinte maneira:

e Capitulo 1 - Apresentaremos as defini¢oes e resultados necessarios para melhor com-

preender as provas dos Teoremas e o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Orga-
nizamos esse capitulo da seguinte maneira: a se¢ao 1.1 é voltada a desigualdades do
tipo Hardy, enquanto nas secao 1.2 e se¢ao 1.3 destacamos resultados sobre espacos

com pesos e espagos de Banach, respectivamente.
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e Capitulo 2 - Estabeleceremos resultados referentes aos itens (a) e (b). A secao 2.1

seré dedicada a provar uma desigualdade do tipo Sobolev no Teorema 5.

e Capitulo 3 - Investigaremos resultados relativos ao item (c). Na secao 3.1 mos-
traremos a existéncia de funcao extremal para um problema de minimizagao no
Teorema 6 e como aplicacao na secao 3.2 analisaremos a existéncia de solucao fraca

para uma classe geral de equacgoes eliptica critica, ver o Corolario 6.

e Capitulo 4 - Forneceremos resultados referentes ao item (d). Na se¢do 4.1 demons-
traremos um resultado de regularidade no Teorema 7, estabeleceremos um resultado
de classificagao na segao 4.2, ver Teorema 8, e por fim, na secao 4.3 provaremos o

Corolério 10, o Corolario 11 e o Teorema 9.

e Capitulo 5 - Determinaremos resultados relativos aos itens (e) — (f). Na secdo 5.1
forneceremos duas desigualdades supercriticas, ver o Teorema 10 e o Corolario 12,
a secao 5.2 ¢ dedicada a provar dois resultados sobre o supremo Jr g, ver o Teo-
rema 11 e o Teorema 12. Na secao 5.3, um resultado de existéncia de solugao para
uma classe de equacoes elipticas com termo logaritmico supercritico seréd provado

no Teorema 13.

Por fim, informamos que os resultados obtidos nessa tese resultaram nos seguintes

artigos [31] e [32].



Tabela de Notacoes

Simbolo Descricao

AC(0,R) Espaco das funcoes absolutamente continuas em (0, R), ver
defini¢ao 1-(a) na pagina 1.

ACioc(0,R) Espaco das funcoes localmente absolutamente continuas em
(0,R), ver definicao 1-(b) na pagina 1.

AC},.(0,R) Espaco das funcoes localmente absolutamente continuas em
(0,R) de ordem 1, ver definigao 1-(b) na pagina 1.

ACR1(0,R) Espago de fungoes em AC*-1(0, R) com condigdes de fronteira
a direita, ver definicdo 1-(c) na pagina 1.

Lg O espaco de Lebesgue com respeito a medida pg := r%dr no
intervalo (0, R), ver definicdo 5 na pagina 5.

Lgln Espaco de Orlicz generalizado, ver defini¢cao 13 na pagina 71.

WeHP Espaco de Sobolev com pesos oy, - - - , &m, ver definicao 6 na
pagina 4.

XgF Espago das fungoes em Wg'P, com condi¢ao de fronteira a
direita, ver defini¢ao 7 na pagina 5

DRP () Espaco de Sobolev com peso «, ver pagina 10.

Ve a-generalizagao do operador gradiente de ordem m, ver defi-
nicao 8 na pagina 6.

AT x-generalizacao do operador Laplaciano de ordem m, ver pa-
gina 36.

8(m,p, 0, « R) Constante relacionada a um problema de minimizagao, ver
pagina 25.

Fepo Constante associada a um problema de maximizacao, ver pa-

gina 72.
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Cmp

f=0(g)ser—r1g
f=o0(g)ser—r1g

q.t.p.

Nivel do passo da montanha, ver pagina 90.
Imersao continua entre espacos de fungoes, ver pagina 6.
Convergéncia na topologia fraca, ver definicao 9 na pégina 7.

f
— ¢ limitada para v — 1, ver pagina 44.
— — 0 para T — 1, ver pagina 66.

Em quase toda parte com respeito a uma medida, ver pé-

gina 30.

Tabela de Notacoes
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo, sera apresentado defini¢oes e resultados sobre: desigualdades do tipo

Hardy, espacos com pesos, medida e integracao e espacos de Banach.

1.1 Desigualdades do tipo Hardy

Definicao 1. Seja 0 < R < 0.

(a) AC(0,R) representa o espaco das funcoes absolutamente continuas no intervalo
(0,R). E bem conhecido que, uma funcio u : (0,R) — R ¢ absolutamente conti-

nuas no intervalo (0,R) se, e somente, se

Ju’ g.tpem (0,R) e u(r)=u(rg) — JT u’(t) dt.

To

(b) Uma funcgao u: (0,R) — R € dita localmente absolutamente continua no intervalo
(0,R), quando
Vla,b] C (0,R) = ueAC([a,b]).

ACioc(0,R) representa o espago das fungoes localmente absolutamente continuas no
intervalo (0,R). Em geral, para nimero inteiro 1 > 0 escrevemos

du

ueACH (0,R) < FulV=——
drt

loc

e uY e AC,c(0,R).

(¢c) Para numero inteiro m > 1, escrevemos

ACETH(0,R) = {u € ACLH(O,R) : lim uP (1) =0, para j=0,1,---,m—1};
T—
(1.1)
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e

ACM™1(0,R) = {u € AC*.'(0,R) : lirr(l)u(j)(r) =0, para j=0,1,--- ,m— 1}.
T—
(1.2)

A. Kufner e B. Opic [6] usaram a desigualdade de Hardy cléassica para estabelecer uma

versao da desigualdade de Hardy para ACg(0, R).

Proposigao 1. Sejam 1 < p,q< oo, 0 <R <00 e0,xeR. A desigualdade

R R
J lu9r® dr < CJ lW/|Pr™ dr (1.3)
0 0

é verdadeira para alguma constante C = C(p, q,0, &, R) > 0 sob as sequintes condigdes:

(a) para toda u € ACyr(0,R) se, e somente se, ocorrer (1) ou (i), onde

(1) 1<Sp<q<oo, <2 ¢ a—p+1<0,
ﬁn1<q<p<m,q<§§§ e x—p+1<0.

(b) para toda w € ACR(0,R) se, e somente se, ocorrer (i) ou (ii), onde

(1) Sel<p < q<oo, entdo

. 8+ Dp

< — 1>0,
x—p+l x—p+
ou

0>—-1 ¢ a—p+1<0.

(ii) Sel1 < q<p < 0, entdo

<(9+Up

X — 1>0
ax—p+1 P ’

ou

0>—-1 e a—p+1<0.

Uma desigualdade do tipo Hardy para ordem m em ACR ' é devida [5, Theorem 4.3
e Remark 4.4].

Teorema 1 (Desigualdade do tipo Hardy para ordem m). Sejam 1 < p < q < oo,

0 < R< oo, me Z, ev,z fungoes mensurdveis e positivas em (0,R). Entdo, existe

(JR lu(r)]9z(r) dr) ’ <C (JR lu™ (1) [Py (r) dr) ’ , (1.4)

0 0

C > 0 tal que
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¢ verdadeira, para toda uw € ACR*(0,R) se, e somente se,
f{::InaXLA¢np,fth}<:OO,

onde

—1

t 5 R ) =
Amo = sup (J (t—r)(m_l)qz(r) dr) . (J v 1(T) dr) :
0<t<R 0 t

t % R p(m—1) 1 %%
Ami = sup (J z(r) dr) <J (r—t) » 1T v oI(r) dr) )
0<t<R 0 t

Observacao 1. Como observado em [5], similarmente, podemos descrever as condigdes

necessdria e suficiente para que a equagao (1.4) seja verdadeira no conjunto
AC™1(0,R) = {u € ACM .1 (0,R) : lir%u(j)(r) =0, para todo j=0,1,--- ,m— 1}.
T—>
De fato, neste caso, (1.4) € verdadeira para 1 < p < q < oo se, e somente, se

A= max{flmp,flml} < 00,

onde

. R a t P
Amo = sup (J (r—t)m—Daz(r) dr) . (J v I(r) dr) :
0<t<R t 0

~ R % t p(m—1) 1 P
Ami1 = sup (J z(r) dr> . (J (t—71) » T v p1(r) dr) )
0<t<R t

0
1.2 Espagos com pesos

Definig¢ao 2. Dizemos que uma funcao @ :[0,00) — [0, 00] € uma ®-funcao, quando
(i) @ € convexa;
(ii) @ € continua o esquerda;
(11i) @(0) =0, lim @(t) =0 e lim @(t) = oco.
t—0+ t—o0
Ela € chamada positiva, se @(t) >0, Vt > 0.

Definigcao 3. Seja (A, L, u) um espago de medida o-finito e completo. Dizemos que uma

fungao real @ : A x [0,00) — [0,00] € uma ®-funcao generalizada em (A, L, 1), quando

(i) ©(y,-) é uma ®-funcao para caday € A,
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(1) y — @(y,t) é mensurdvel para todo t > 0.

Se @ € uma ©-funcao generalizada em (A, X, 1), escrevemos @ € O®(A, u). Além disso,

L°(A, u) denota o espaco de todas as funcoes w-mensurdveis f: A — R.
Definicao 4. Sejam ¢ € ®(A,u) e py dado por
polf) = | @l Ifly)) duly), VFe LA W),
A
O espago de Orlicz generalizado € denotado por L® = (L® (A, w), | - ||¢), onde
L°(A,u) = {fel°A,u): lim p,(Af) =0}
A—0
= {feL°(A, 1) :pe(Af) < oo, para algum A > 0}
e sua norma

A
O espago de Orlicz generalizado L® é um espago de Banach, veja [39, Theorem 2.3.13|.

f
If]lLe = inf(A > 0: p, (—) < 1)

Mais precisamente,

Lema 1. Se ¢ € ©®(A, ), entdo o espaco de Orlicz generalizado L® ¢é um espaco de
Banach.

A seguir, estabelecemos resultados sobre as classes de espagos de Sobolev: WP e
Xz P. Esses espagos tém despertado interesse desde o estudo inicial realizado por P.
Clément et al. [59], e veja também |[1,24,25,27,29,41,42,44| para mais informagoes.

Definigao 5. Sejam 0 < R < o0, 0 > —1 e 1 < q < o0, definimos:

R
Lg(0,R) ={u: (0,R) = R mensurdvel ; J w970 dr < oo}.
0

Lg representa o espago de Lebesque com peso, munido da norma

1
R q
g = (| e ar)” < oo

Definicao 6. Sejam m € Z7% e numeros reais 0 < R < oo, p =2 1 e &5 > —1 para

j=0,1,--- ,m. Definimos
loc

W]TQn;p((fo" 7“m):{u€ACm_1(07R)7 u(]) GLEcjv \VI]ZO,l, 7m}'

WR'P = WRP (g, -, &m) representa o espago de Sobolev com pesos Xg, - -+ , Om, M-

nido com a norma

[un

P

m
[ullwygr = (Z ||u(’)||Egj> : (1.5)
j=0
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E claro que WP & um espago de Banach. A escolha o = -+ = ay = N —1, fornece

a inclusao de W2 T (Bgr) em Wy"P, onde By denota a bola aberta de raio R > 0 e com

centro na origem do espaco euclidiano RN,
De acordo com [42, Proposigao 2.3 |, obtemos um lema do tipo Radial em WP, para

0 < R< .

Proposicao 2 (Lema Radial). Sejamp > 1,0 <R < oo eaj; > —1paraj=1,2,--- ,m.

Se o —mp + 1> 0, entao para qualquer 0 < r < R
lu(r)] < Cr’(“m’mp“”pHuHW;,p, VueWgtP,
para alguma constante C = C(p, m, R, &g, &1, -+, &m ) > 0.

Definigao 7. O espago Xg'? = Xg"P (&o, o1, -+, &) € definido pelo fecho do conjunto

Wor na norma (1.5), onde
Wk = Wg P (g, a1, -+, &) N ACE (0, R).
Conforme [44] e [27], apresentamos resultados sobre o espago Xg'? com 0 < R < co.

Lema 2. [27, Lemma 2.1/ Seja 0 < R < 0o e assuma que o —p + 1 > 0. Entao, para

qualquer w € XyP (&g, 01) temos

vl PNl
u(r)| < 1—(—) v ——, 0<r<R. 1.6
il < |2 (1 (7 R < (16)
Proposigao 3. Sejam m € Z% ¢ 0 < R < oo. Para quaisquer p = 1 e o5 > —1, para
j=0,1,---,m, satisfazendo

065_120(]'—]3,]':1’2’...7“1’ (17)

entao a norma (1.5) € equivalente a norma (1.8) em XY, onde

R 1/p
Hu(m)HLEm = (J (M) pypom dr) : (1.8)
0

Proposigao 4. [/4, Lema 2.2 | Seja u € Xg™P, com 0 < R < co. Suponha que © >0 e

q = 1 satisfazendo p0® > (xm —p + 1)q. Entao,

lm bY@ =0, Vvji=12---,m
T—0
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Definicao 8. Sejam m € Z* e x € R. A x-generalizacao do operador gradiente de ordem

m, denotada por V3, é dada por

[o

m
7 -,
Agu, se M € par,
/
> .
Ax u> , Sse M € impar,
com

Aqu(r) =17 (W (1) = () + Su/(1) (19)

a x-generalizacao do operador Laplaciano na forma radial.

Proposicao 5. [/4, Proposi¢io 4.6 -(a) | Sejam m € Z e 0 < R < oo. Para quaisquer
p=>lex;>—1paraj=0,1,---,m satisfazendo (1.7), entdo a norma (1.8) € equivalente
a norma (1.10) em X3"P, onde
R P
lullos, = (| Wm0 ar)” (1.10)
Observagao 2. Para 0 < R < 0o, foram consideradas as normas (1.5), (1.8) e (1.10) no

espago Xg'¥. Felizmente, a condi¢io de transi¢ao (1.7), permite que essas normas sejam

equivalentes entre si.

Teorema 2. [}/, Teorema 1.1 -(a) | Sejam m € Z% e 0 < R < oo0. Para quaisquer p > 1

e 0,0 >—1 paraj=0,1,--- ,m satisfazendo
min{0, o1} > o5 —p, j=1,2,--- ,m. (1.11)
Se oty —mp + 1 > 0 (condi¢ao de Sobolev), entao vale a imersao continua
XgP =13, Vqe(l,p', (1.12)
onde

. (6+1)p
P Xy —mp+1

representa o expoente critico Sobolev de Xg™P. Além disso, se q < p*, entdo a imersdo

acima € compacta.
De acordo com [27, pag. 3356|, podemos obter uma interessante imersao compacta.

Lema 3. Seja X7P([p,1]) o espaco X{P (o, 1) no intervalo [p,1] em vez de (0,1], com

0<p<l. Seq=rp, entao X}’p([p, 1) = L (lp, 11) € uma imersao compacta.
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Quando R = oo, destacamos os seguintes resultados:
Lema 4. ( /23, Lemma 2.3]) Para qualquer u € XLP (g, o), temos
u(@) < Cr Y fullyee, Yr>0
ondey =—(0; + (p—1)xg)/p? e C = C(xxg, &1, p) > 0.

Lema 5. ([}3, Lemma 2.1]) Assumindo a condi¢ao de transicao (1.7). Entao, o conjunto

Y={u ., uwe CC(R)} € denso em XTP(otg, + , 0tm).

1.3 Notacoes e outros resultados

Definicao 9. Seja I C R aberto. Entao,
(a) C(I) € o conjunto de todas as fungoes u:1— R tal que w é continua em 1.
(b) Cc(1) € o espago das fungdes continuas com suporte compacto em 1.
(c) Co(I) € o fecho de C.(I) com respeito a norma uniforme || @||co = maxyeq|@(r)|.

(d) M(I) € o espago das medidas de Radon em 1. E ainda, é bem conhecido que M(I)

pode ser identificado com o dual do espaco Cy(I).

(e) Uma medida finita em 1, denotada por w = (1), é um funcional linear continuo em

Co(I). A norma de uma medida finita w € dada por

Il = sup{l(p, W) e R: we Co(I) e |ulo =1}

(f) Uma sequéncia (W) converge fracamente para w em M(I), e escrevemos p, — W,

quando

<Hn7u> - <},L,LL>, Vu € CO(I)

Definigao 10. Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-)n. Dizemos que

H C H € um cone, se:

ueH e xelR=ouekH.

Segundo [51, Theorem 3.4], podemos obter uma decomposi¢ao de um espago de Hilbert
em termos de cone e seu cone dual. Essa decomposi¢cao é uma ferramenta bastante ttil

em problemas semilineares, como veremos na demonstragao do Lema 19.
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Teorema 3. Seja H um espago de Hilbert com produto interno (,)n. Seja H C H um

cone convexo, fechado e nao-vazio. Denotamos por H* seu cone dual, isto €,
H =weH: wviyp <0 VveH}
Entao, para qualquer uw € H existe um unico par (W, uy) € H x H* tal que
u=u; +u e {(u;,u)y=0.
Adicionalmente, ||ul]? = |Jw]|® + [|uz||*.

Uma versao do teorema do passo da montanha sem a condigao de Palais-Smale foi
estabelecida em [14, Teorema 2.2|. Esse resultado é uma boa alternativa para garantir a
existéncia de pontos criticos para um certo funcional, como veremos na demonstracao do

Teorema 13.

Teorema 4. Sejam E um espaco de Banach e 1 € CHE,R). Suponha que exista uma
vizinhang¢a U de 0 em E, e uma constante p tal que 1(u) = p para todo w € OU (i.e. u

pertencente a fronteira de U). Ainda, suponha que
[0)<p e I(v)<p paraalgumv ¢ U.

Seja

¢ = inf max I(w) > p,
Yyer wey

onde

I'={y:10,tg) = E: v € continuo, y(0) =0 e y(ty) =V}

Entao, existe uma sequencia (u;) em E tal que

I(w) »c e (I'(w),e) —0.



Capitulo 2

Espaco de Sobolev com peso D?’p(oc)

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados em linha dos objetivos principais dessa
tese descritos nos itens (a) e (b), veja a introducgao. Inicialmente, definimos os espacos de
Sobolev com peso D'P(«) e exploramos suas propriedades. Nossa atengao esta voltada
para o caso R = co. O espago Dy"F () se mostra adequado para estender resultados
classicos para um parametro « nao inteiro e fungoes radiais, como veremos no decorrer

desse capitulo.

*
2.1 Imersao continua, DP — L7
Sejam p > 1 e 0, ®g, ®; > —1 nimeros reais e considere p* = (0+1)p/(x; —p+1) com
—p+1>0 e min{0, 0} > ;3 —p.

Para 0 < R < oo, usando uma desigualdade do tipo Hardy em [6], veja Proposigao 1,

Clément et al. [59, Proposigao 1.1 | provaram a imersao continua
XyP (09, 1) < L3 para cada q € (1,p*]. (2.1)

Além disso, (2.1) é uma imersao compacta, se q < p*. Nesse sentido, dizemos que p*
representa o expoente critico em Xllgp(ocg, «1). Chamamos atencao ao fato de que nessas
condigoes, pela observagdo 2 temos que qualquer uma das normas (1.5), (1.8) e (1.10)
pode ser considerada no espago X,lgp(oco, o). Também, mencionamos que extensoes de
(2.1) para derivadas de ordem superior m > 2 podem ser encontradas em [42, Teorema

1.1] e [44, Teorema 1.1 -(a) |. Por outro lado, quando R = oo, ainda por [6, p. 68|, existe
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C > 0 tal que
0 . 0 1
. P B
(J ulP r® dr> <C (J lu/[Pre dr) , Yue ACg(0,00). (2.2)
0 0
Com a norma padrao em (1.5) do espago XLP (xg, 1), a desigualdade em (2.2) implica na
imersao continua XLP (o, ot;) < Lg*. Em geral, neste caso ndo podemos definir (1.8) ou
(1.10) como uma outra norma no espago X:P (¢, ¢ ). Por exemplo, parap = 2, oy = x—1
e &1 = & > 1, por um calculo direto pode-se verificar que
J ur*tdr=00 e J lW/)?r* dr < oo,
0 0

onde u(r) = (1412)~*/4. Assim, para resolver esse problema vamos considerar uma nova

classe de espagos D"P («) definido abaixo.

Definicao 11. Dados m € Z7, 0 <R < oo, p>1e x> —1, seja
Dogr(a) = Dog(e,m,p):={uec ACR *(0,R): ul™ e 17(0,R)}.

O espago de Sobolev com peso, denotado por DgP (), € definido pelo fecho de Do ()

na norma [[u™ 5.

No decorrer desse capitulo estaremos interessados na situagao em que os parametros
«, m e p satisfazem

x—mp+1>0.

Observamos que param = 1, &« = &; e R = 00, a desigualdade em (2.2) implica na imersao
continua DLP () < L.

Uma versao da desigualdade Sobolev para o espago Dy P (o) sera provada. Para
R < o0, esse resultado foi provado em [44, Teorema 1.1 -(a) |. Neste trabalho estendemos

para R = oo.

2.1.1 Propriedades

Com ajuda do Teorema 1 e Observacgao 1, fornecemos uma versao da desigualdade de
Hardy com derivadas de ordem superior para o conjunto ACP{l_l (0,R). Essa desigualdade
serd bastante ttil para estabelecer outras desigualdades no decorrer dessa tese. O caso

m =1 e R = oo foi estabelecido na desigualdade (2.2).
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Proposicao 6 (Desigualdade do tipo Hardy). Sejam 0 < R < oo, p > 1, m € Z% e

v,0 € R tais que
(6+1)p

Yy—mp+1#0 e p y—mp+1

(a) Se0=>y—mp ey—mp+1>0, entdo para toda w € ACL'(0,R) temos

R oF R 0
(J u(r)|P'r dr) <C (J ul™ (r)PrY dr> , (2.3)
0 0

¢ verdadeira, para algum C > 0.

(b) Se® < y—mp ey—p+1 <0, entdo para toda w € AC{™ 1(0,R) temos a

desigualdade em (2.3) € verdadeira.

Demonstra¢ao. Para provar item (a), assumimos que 6 > y—mp ey —mp+ 1 > 0.
Note que 1 < p < p*. Escolhendo z(r) = 1% e v(r) = ¥ no Teorema 1, para completar a
prova do item (a) basta verificar que A = max{Am 0, Am1} < 00, para cada 0 < R < oo
De fato, primeiro estimaremos A, o. Note que, para qualquer 0 < T <t < R < 0o segue
(t —r)m=1p" < t(m=DP" Por isso, para cada 0 < t < R, temos

t

t
0 < J (t _ -r)(m—l)p*re dT < t(m—l)p* J T_e dT‘ _ Lt(m—l)p*+6+1‘
0 0 0 +1

Percebendo que y —p+1>2y—mp+1>0e 60 >y —mp > —1 podemos escrever
1

t oF R pTil
0< (J (t—r)imbPy® dr> - (J T dr>
0 t

R ]E

1
< (Lt(m_l)p*w“)p (J I dr) '
0+1 .

bl

p_]. t Y—p+1 ]%
oot [ ()] e
- (+)po—P+1 s se0 < R< oo
- p—1
(9+1)*Pi* {g} p, se R = o0,
Y—p+1

onde usamos que m + e+1 %ﬂ + 1. Assim, para cada 0 < R < oo, obtemos

t L R :m
_ _y(m-1pro )" - "
Amo= sup (t—r) v dr . r e1dr < 0.
0<t<R 0 t

Para estimar A, ; procedemos de forma similar. Usando (r—t)P(m=1/(p—1) L yp(m=1)/(p—1)
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para cada 0 < t <1 < R < 00, temos

p—1

t 2 R
0 < (J redr)p <J (r—t)" T ld‘r) '
0 t

1 —1 —m —mp+
< [(8+ 1) 1+ [p— (t” S RS 1)}
Y—mp+1

—1
-1 Y—mp+1l 5
0+1) ;{v_(l_@) r )} . se0<R<oo
Y—mp+1 R
0+1) * {—p ] , w0 R = o0,
Yy—mp+1

9;;1 = %}ﬂ_ Consequentemente, para cada 0 < R < oo segue

1 p—1

t 'p* (o0} (nl 1) P
J redr) (J (T—t) R 1dr> < 00.
0

t
Analogamente mostra-se o item (b), levando em consideracao a Observagao 1. Assumimos

Am,1 =sup (

t>0

que 0 <y—mpey—p+1<0. Notequel <p <p*eb < —1. Pelo Teorema 1
com z(r) = 1% e v(r) = 17, para completar a prova do item (b) basta verificar que
A= max{flmo,jlm,l} < o0, para cada 0 < R < o0o. Primeiro estimaremos jtmo. Note
que, para qualquer 0 < t < r < R < oo segue (r —t)(Mm=DP" L ¢(M=UP"  Por isso, para

cada 0 <t < R, temos

R R
0 < J (r—1t)m=UP"0 gr < J rOHm=1)p" 4

t t
(0+1)(y=p+1)
R

(0+1)(y—p+1) y—mp+1
_ t vyl ( — —) ), se0 < R< o0
_y-mp+l "
O+ 1)(y—p+1) (0+1)(y—p+1)
t e se R = oo,
(0+1)(y—p+1)

onde usamos que 0 + (m—1)p*+ 1= < 0. Isso implica que:

og(
<<

Yy—mp+1

R 5% v Pt
J (r—t)m=tp edr) (J Tl dr)

t 0

R + et
J(r_t)(‘“”P*re ar) | P e
t Yy—-p+1

p—1

1 r P—=
— 1\ 7| 1- R\ ety | "
(“aiertis) TSR )| eo<r<o

_ O+Dy—p+1) Yy—p+1 t
- . R . p-1
Y—mp+ " —pP |7
- I ) R: )
( (e+1)w—p+1)) —p+1] R

onde usamos que

O+Dy—p+1) v—p+1
(y —mp +1)p* 1
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Assim, para cada 0 < R < oo, obtemos
t p—1

R I
a1 _ _ 4)(m=1)p*_0 ’ —5¥ "
Ampo = sup (r—1t) o dr . 1 dr < 0.
0<t<R t 0

: 1 .. p(m—1) p(m—1)
Para estimar Ag; procedemos de modo similar. Usando (t—71) » T <t » T para cada

0 <r<t<R< o0, obtemos

t t - —mp+1
0< J (t—1) 5 17T dr < 5 J el dr = 1—111;—%.
0 0 Y—P
Isso implica que
t m—1 }% R PL*
0< (J (t—r)[vfl]prfﬁ dr) . (J redr>
0 t
_ Pl . R =,
g ( 1 P ) P tiwffrr;p 1 ) (J Te dr) P
Y—p+1 t
p—1
1— b R\ 041\ &
(}T]—Df—l) [—(1+9)]7PL*<1—<¥) )p , se0<R< oo
= L b B
Y—p+1 [—(1+0)] >, se R = oo,

onde usamos que

0+1 v—mp+1
p* P

Portanto, para cada 0 < R < 0o, obtemos

~ t (m—1)p y P R 0 Pi*
Am1 = sup J (t—7r) » 1T r »1dr . J o dr < 00.
0<t<R 0 t

O espago D"P(«) ¢ uma espago de Banach, veja (2.5) abaixo.

Corolario 1. Sejamp > 1, 0 <R < oo, m € Z7 e « € R tais que x —mp +1 > 0.

Entao, para qualquer 0 < £ < m existe C > 0 tal que

R b R »
(J (O (r) Py (m-0p dr) <C<J (™) ()P dr) : (2.4)

0 0

¢ verdadeira, para toda w € ACR'(0,R). Adicionalmente, se o =« — (m —€)p entdo

‘DEI»P(CX) = Xgljp(ﬁ()? T Bm) (25)



Capitulo 2. Espaco de Sobolev com peso Dp"P(«) 14

Demonstracao. E claro que podemos assumir 0 < £ < m. Se u € ACE10,R), entdo

ul® ¢ ACE_K_I(O, R). Note que
x—(Mm—OOp+1>a—mp+1>0.

Usando (2.3) com 0 = « — (m —€)p, y = « e ACR“1(0,R), obtemos

R g R 5
([ momprmran) < e (| iwomomrar)

0 0

R b
=C <J ut™ (1) Pre dr) )
0

Isso prova (2.4). Portanto, para a escolha especifica dos pesos (o, -, Bm), com By =
o — (m—4)p, (2.4) implica que Do r(ax) C Wor(Bo, -+, Bm) para qualquer 0 < R < oo.

A inclusao contraria é obvia, entao
DO,R(“) - WO,R(BOa ) Bm)7 para todo 0 <R g Q.

Além disso, por (2.4) podemos ver que a norma

m
[ufwme = (Z HU(E)HEE >
=0 ¢

o

P

é equivalente a norma

1
R v
Hu(m)HLE — (J ™) (1) [Pre dr) .
0

Dai, para qualquer p > 1, m € Z7 e o > —1 tal que « — mp +1 > 0 temos
D P (o) =Xz P (Bos- -+, Bm), paratodo 0 < R < oo,
com B¢ =oa— (m—{)p. O
Corolario 2. Sejam 0 < R< oo, p>1, meZ} e0,x e R tais que
O>ax—mp e x—mp+1>0.

Entao, existe C > 0 tal que

R o R 5
(J ()P r® dr) <C (J ™ (r)|Pre dr> , com p* = M

0 0 x—mp+1

¢ verdadeira, para toda uw € Dy"P (). Em particular, obtemos a imersao continua

DIP (o) — LY. (2.6)
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Demonstracao. Decorre imediatamente da Proposicao 6-(a). O

A existéncia de um operador extensao para derivadas de ordem superior m > 2 é

provada abaixo, o caso m = 1 foi estabelecido em [23, Lemma 2.1].

Lema 6 (Teorema de Extensao). Sejam WP (xg, o1, -+, &m) e X{™P (&, 01, -+, &m ),
com RRL>0,p>1emeZ;. Se2R <L < oo, entao existe um operador linear de

extensao T: WgP — X{™P tal que
(a) Tu=u em (0,R),
(b) supp Tu C [0,2R),
(¢) [Tullwme < Cllullwmr, para algum C = C(m,p,R, xo, -+, &tm) > 0.

Demonstragao. Sejan € CX[0, 00) uma funcao auxiliar satisfazendo

R
1 0<r<—
, se TS
R 3R
nr)=4q0<n(r) <1, sezgrgz
3R
\O, se 1> i
Dada u € WP, definimos vy, v : [0, L] — R por
n(rju(r), se 0<T<R
vi(r) =
0, se R<r<L
€ 4
(1—n(r)u(r), se 0<Tr<R
7R
vo(r) =< (1—m(2R—71))u(2R—7), se R<r< R
0, se B <r<«L
4
Para cada 1 =0,1,--- ,m vale

1
1 . .
(.)W(r)u“—”(r), % 0<T<R,
W _ ) = \j
Vi (r) =14 j=0

0, se R<r<L
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e
( 1
1 . .
(1=nr)uV(r) =Y (].)n(”(r)u“”(r), se 0<T<R
j=1
(1—m(2R—1))uV(2R — 1)
vy (r) = R
? ! ], . . ) se R <Tr < R
_ (,)n(’)(QR—r)u“_’)(QR—T) 4
=1V
7R
0, se — <r<L.
4
Por isso, vimfl), vémfl) € ACyocl0, L], com v%”(L) = vé” (L)=0,paral=0,1,--- ,m—1.

Entdo, definimos T : WR"P — X{"P por Tu = v, +vy. E facil verificar que T é um operador
linear com Tu = u em (0, R) e supp Tu C [0, 2R) para qualquer u € W¢"P. Prosseguimos

para mostrar que o item (c) é valido. E claro,

ITullwyr < fvallwpmr + [lvallwpme. (2.7)
Afirmamos que existe C = C(xg, -, &m, M, P, R) > 0 tal que
max{||vy [[wme, [[viwme} < Clluffwme. (2.8)
De fato, para qualquer L =0,1, -, m, temos

1

P <2”°ZC)ln“')(rmu“—”(r)lp em  (0,R).

j=0
Entao,
. R 1\ . .
MO, < 20 [ ()t e ar
“ o L5V
1\ (R . .
- 2“9[2 ()J P 0 () Pl ) ()P e dr
i1 N/ g
R
+ J ()Pt (r)Pro dr} (2.9)
0
Para qualquer j = 1,2,---,1, a funcdo r +— ¥~ %5n0)(r)|P ¢ limitada em [R/4,R].

Portanto, combinamos esse fato com (2.9), temos

(1
Vi7lITy, < Cullwlifyme, (2.10)
para alguma constante C; = Ci(1,p,R, &g, -+ ,0q) > 0. Usamos (2.10) e escolhemos

C = max{Cy, -+, Cn}, obtemos

[[Villyme < Cllul] (2.11)

P
WE%P .
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Similarmente, para qualquer L =0,1,---,m, vale

M%<ww— mt|+Z() |mwmqmlmm

|@WP<2W®1—n@R—rmw”@R—rn

Lo (2.12)
+) ) J(2R — 1)V ) (2R — )|1 em (R,7R/4).
j
j=1
Além disso, notamos que as fungoes
= (2R—1)%r" % ¢ 1 O ()P(2R — r)r—®
sao limitadas em [R/4, R], paraj =1,2,--- 1. Portanto, combinamos esse fato com (2.12),
obtemos
||V2||5v£nm < CHu”EVEW‘ (2.13)

Finalmente, combinando (2.11) e (2.13), temos (2.8). Por (2.8) e (2.7), completamos a
prova do item (c). H
Como aplicagao do Lema 6 e Proposicao 4, sob certas condi¢oes, podemos caracterizar

o comportamento de qualquer u € D5 (o) com 0 < R < oo proximo de zero.
Lema 7. Sejam u € Dg"P(x) com 0 < R< oo e x —mp+1>0. Para 6 > 0 tal que
PO > ax—p+1, temos

lim rPul(r) =0, Vj=0,1,---,m—1.

r—0

Demonstra¢ao. Aplicamos o Coroléario 1, com 3y = o — (m — £)p, para deduzir que
‘D?’p(“) = XEI7P(BO¢ R Bm)v para 0<R g oo

Entao, se 0 < R < o0, o resultado segue diretamente da Proposi¢ao 4. Agora, se u €
DIP (o) = XIP(Bo, -+, Bm), entdo u € WGP (Bg, -+, Bm), para qualquer 0 < S < oco.

Pelo Lema 6, existe operador linear de extensao

T W (Bo, -+, Bm) = X{P(Bo, -+, Brm)

tal que Tu = w em (0,S), desde que 2S5 < L < co. Desde que Tu € X{"*(Bo, -+, Bm)

estamos nas condicoes de aplicar a Proposicao 4 para obter

lim roul) (1) = lim r®(Tw)%(r) =0, paraj=0,1,---,m—1.

T—0 T—0
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O Lema 8 e o Lema 9 abaixo estendem os |44, Lemma 4.2, Lemma 4.3|, quando R = co.

Por completeza, apresentamos as provas que sao similares em [44].

Lema 8. Sejam o« € R}, 0 < R < oo e k € Z%. Entao existem constantes reais

Ci, +*,Co—1 €dy, -, dox tais que
-1 (ki)
Ak =u 4 Z ci——, YueACK;'(0,R) (2.14)
e
2k+1 i)
[AKy]" = w4 Z di————, YueACX (0,R). (2.15)

Em particular, para cada w € AC™ 1(0 R) existem Ci € R satisfazendo

loc

m—1
Vi =ul™ 4 Z C;

i=1

Demonstracao. Primeiro, suponha que m = 2k. A demonstracao sera por inducao em
k. Para k = 1, note que Aqu = u” 4 *u’ satisfaz (2.14). Assuma que (2.14) vale para
k, isto ¢, (2.14) vale para toda u € AC?1(0,R). Seja u € AC?*"1(0,R). Aplicando a

loc loc

hipotese de indugao em u e derivando, obtemos

2k i
LL(2k+1 i)

[A];(LL], — u(2k+1) + Z le (216)
i=1
Derivando (2.16), obtemos
Al 2k42—-1)
[AKu]” = ulPR+2) 4 Z e——. (2.17)
Por outro lado, observe que
ALy = A (AKu) = [ARW)” + S Ak, (2.18)

Substituindo (2.16) e (2.17) em (2.18), concluimos que AX™!u satisfaz (2.14). Para m =

2k + 1 a demonstracao é similar. O

Corolario 3. Sejam 0 < R< oo, me Z* ea>0. Se0<1l<m/2, entao

lim (Alu)(r) =0, VueACR '(0,R). (2.19)

r—R

Demonstracao. E claro que o resultado vale para | = 0. Seja 1 < 1 < m/2 um namero in-

teiro. Analisamos dois casos. Primeiro, para m = 2k, com k € N, entao u € AC'(0,R)
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que implica u € AC2*71(0,R) e lim,_,g ul)(r) = 0 para todo 0 < j < 2k — 1. Entao,

loc

u € ACILH0,R) e lim, g ul)(r) = 0 para todo 0 < j < 21 < 2k — 1. Assim, a ex-

pansao (2.14) implica em (2.19). Analogamente, para m = 2k + 1, com k € N, entdo
u € ACE1(0,R) que garante u € ACFE

loc

(0,R) e lim,_,g uU)(r) = 0 para todo 0 < j < 2k.
Disso, u € AC?'-1(0,R) e lim,_,g ul) (1) = 0 para todo 0 < j < 21 < 2k e mais uma vez

loc

o resultado decorre de (2.14). O

Corolario 4. Sejam u € Dogr(ot,m,p), 0 < R < oo, p>2eax—mp+1>0. Se

0 <l<m/2, entao

lim r*(ALuw)(r) =0 e limr*(ALu)’(r) = 0. (2.20)

T—0 r—0
Demonstragao. Note que aop > a«—p+1. Entao, o Corolério 7 implica em (2.20) para |l =
0. Seja 1 € N tal que 1 < 1< m/2. Primeiro, u € Dgr(, m,p) implicau € AC'(0,R)
e, portanto, u € ACZ(0,R) desde que 2l < m — 1. Assim, o primeiro limite em (2.20)

segue da expansao em (2.14). De fato, é suficiente mostrar que

lim r* =Y (r) = 0, para todoi=0,1,---,2l — 1. (2.21)

T—0

Para obter (2.21), usaremos o Corolario 7. Note que 2l <m,p >leax—mp+1>0

assegura
i =a—1i>a—(2l—1)=a—21+1
zax—m+1>2a—mp+1>0
para todoi=0,1,---,2l—1. Além disso, usamos x—1 > x—m+1, mp < ax+lep > 2

para deduzir que

Oip=(x—1)p = (c—m+1)p

= (a+1)p—mp
> (a4 1)p—(a+1) (2.22)
—(x+1)(p—1)

zoat+l>ax—p+1.
Portanto, podemos aplicar o Lema 7 com 6; = o« —1i > 0 para concluir (2.21). Analoga-

mente, o segundo limite em (2.20) segue de (2.15), se mostramos que

lim r* u* 1Y) = 0, para todoi=0,1,---,2L (2.23)

r—0
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Para provar (2.23) argumentamos de forma similar como em (2.21). Primeiro, para p > 1
x—iza—2l2ax—m+1>2ax—mp+1>0.
Por isso, argumentando como em (2.22), ainda obtemos

(x—i)p>a—p+1.
Novamente, aplicamos o Lema 7 para deduzir (2.23). ]

Corolario 5. Sejam 0 < R < oo, p > 1, « > —1 em € Z* tal que x —mp +1 > 0.
Entao,
IVEuly < Clu™ [y, Ve DRP(a) (2.24)

para algum C > 0.

Demonstragao. Seja uw € Dogr(a, m,p). De (2.4) existe C > 0 (ndo dependente de u)

satisfazendo
MO
Tm—e Lp

<Clu™ ., 0<e<m. (2.25)

Por isso, quando m ¢ nimero par temos que (2.24) segue de (2.14) e (2.25), e quando m

¢ nimero impar temos que (2.24) segue de (2.15) e (2.25). O

Lema 9. Sejam o« € R}, 0 < R < oo e k € Z%. Entao existem constantes reais

Ci, - ,Ck_1 €E R edy, - ,dox € R tais que
/
Afu =ul +Zc21 S +Zc21 —, weACE'(0,R)  (2:26)
e
k Ak i )

[ARy] = (2D Z dy DM Z d21 ——, ueACHE(0,R). (227)
Demonstracao. Primeiro, provaremos que, se u € AC%})JCA(O R), entao existem constantes
ay, -+ ,as 41 € R dependendo apenas de « e | tais que

Alu)’ Al u ASu)’
AL = w22 4 (11( 0; ) + az :; oot (121+1‘( 1.2(>l(+1) : (2.28)

A demonstragao sera por indugao em 1. Para 1 = 1, como Au =u" + ¥u’, logo

o+,

A =u® + %(Aau) —
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Dai,

o + 20

3 2 2
(A) r—2(A“u)+(x + 3”4+ ocu,

T3

[Aqu]” =ul?) +

=R

satisfaz (2.28). Assuma que (2.28) vale para 1. Seja u € ACZT3(0,R). Aplicando a

loc

hipotese de inducao em u, obtemos

(Alu)’ Al u (A% )’
[A}xu] " _ u(21+2) + o 0; + as r"; + o+ a21+1r;{ﬁ. (2.29)
Por outro lado,
AUy = [AL W]+ %‘[A}xu]'. (2.30)
Substituindo (2.29) em (2.30), obtemos
(Atu)’ Al u (A%u)’
AUy = w2 gy e P (2.31)
para algumas constantes fq,--- , fo11. Observe que,
o4
AT U] = ATy — ?[A‘;u]’, VmeN. (2.32)
Derivando (2.31) e usando (2.32), obtemos
, Aty (Atu)’ Alu (A% )
[A};lu]/ — (2t3) g —= + g5 :2 + g3 r"; cee 4 921+21~20{T’
para algumas constantes g, - -, ga112. Derivando a expressao acima e usando (2.32),
obtemos
(Al+1u)/ Al+1u (Al LL)/ (AO u)/
AV )" = W) Ry o +ha =5 = e han g
para algumas constantes hy, - -+ hay3. Isso prova (2.28) para 1+ 1.
Agora, combinando Aku = [AXu]” + £[AK'u]’ e (2.28), obtemos (2.26). Além
disso, combinando (2.26) e (2.32), obtemos (2.27). O

Com ajuda da Proposi¢ao 6 estendemos o [44, Lemma 4.5] para Dy P («) com 0 <

R < .
Lema 10. Sejam 0 <R < oo, meZi,p =2 eoa>0 tal que c —mp + 1> 0. Entao

(a) Sem € par, existe ¢ > 0 tal que para cada 1 <1< m/2 eu € DP(«x)

Loy

(A2 W)

—ar1 || S c[[Vaullg

(1) |

L&
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m_q
A u

r2t

(it)

<cl Ve,
L&

(b) Se m € impar, existe ¢ > 0 tal que para cada 1 <1< (m—1)/2 eu € D"P (o)

m-l_(1-1)

o [AS? m
(1) p2l1 <cf|Vuley
L%
(AmT_l—lu)/
6 [ < elvpul
L%

Demonstracao. (a)-(i) Assume m = 2k com k € N. Primeiro, observemos
x—pax—p+1=(ax+1)(1—p)<0.

Assim, por (2.20) temos (A" 1u)’ € ACY(0,R), podemos aplicar a Proposi¢ao 6-(b)
escolhendo m=1,0 = x —pax—p ey =0 + p para obter

P R
= J [r* (AR )/ |PrePeP dr
0

(A5 1)’
T

L&

R
< Cl J |(roc(Al:c—1u)/) ’|proc—poc dr (233)

0

R
=C J AR uPr* dr,

0

que prova (a)-(i) para 1 = 1. Suponha que 2 < 1 < k. Nesse caso, precisamos de pelo

menos duas etapas. De fato, para qualquer j € {2, e ,k} vale
x—px—2pj+p+1l=(x+1)(1—p)—2pG—1) <0.

Por (2.20) temos r*(AX7u)’ € ACY(0,R). Entdo, podemos aplicar a Proposigao 6-(b)
escolhendo m=1,0 = &x —px —2pj+p ey =0+ p para obter

. P
(A5 )’

R
k—j —pa—2pj
< :J (AR ) [ProPe2ite gy

0

L&

R
<o | I Ay e i ar (234
0

R
= ClJ |A1;*(ifl)u|19ra*2p(ifl) dr.
0

Também, desde o« —2kp+1 > 0 temos x—2p(j—1)+1 = ax—2pj+1+2p > 0. Ademais,
pelo Coroléario 3 temos Algf(jfl)u € AC%(0,R) para j > 2. Entao, usamos a Proposicao
6-(a) comm=1,0=v—2p(j—1) e y =0+ p para deduzir

R R
| a0 i g < | Al O P a2
0 0
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Das estimativas (2.34) e (2.35), existe uma constante C = C; > 0 tal que

Para cada 2 < 1 < k, usamos sucessivamente a estimativa (2.36), obtemos

(|| "

T2j—1

(A]&*(J‘*Uu)/

r2(j*1)71 ; ) = 27 U 7k- (236)

j

L& L&

_ p k—(1—1 P
(A w1 _ oAt Ty
721 Iy | ECTE R T
LR LY
1 P
AR—(1=2) s
< GGy ( o;“ 2] 1)
202
]_P
® 2.37
(Ak—(l—S)u), p ( )
X
< ClCl—lcl—Q 2(1—-3)—1
L%
P
Ak_lu /
< GG Crg - GGG, M
L%

Portanto, as estimativas (2.33) e (2.37) assegura (a)-(i). Para provar o item (a)-(ii),
procedemos por argumento similar. Aqui, para qualquer j € {1, 2, ,k} temos o« —
2pj +1 > «—2pk+1 > 0 e, por (2.19) obtemos AX7u € AC%(0,R). Por isso, a
Proposigao 6-(a) com m =1, 0 = « — 2pj e y = 0 + p implica

R

P R
— J ARy Pre2Pidr CIJ (AKX w) [Pre—2pitrgr
g Y0 0

AKX Tu
T2

R
=c J [P (AR Tu) |ProPa2Pitr gy,
0

Ademais, temos x—pax—2pj+p+1=(x+1)(1—p)—2p(j—1) < 0 e, por (2.20) obtemos
r*(AXTuw) € ACY(0,R). Assim, a Proposi¢ao 6-(b) comm =1,0 =ax—px—2pj+p e

Y = 0 + p junto com a desigualdade acima garante a existéncia de C = C; > 0 tal que

i IP k—(j—1 P
AKX Tu <C A5y
2] el | ECTFRSY
LL Lk

Ao iterar a estimativa acima, podemos assegurar que (a)-(ii) vale para cada 1 <1 < k.

Por argumento similar o item (b) é valido.

2.1.2 Desigualdade Sobolev para Dy’ ()

Proposicao 7. Sejam 0 < R < oo, « >0, p =2 em € Z' tal que x —mp+1 > 0.
Entao, as normas || - |lym e || - HD?P(“) sao equivalentes em DP (), onde denotamos

por ullog = VEuliz e ulopria = [u™ ] -
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Demonstracao. B suficiente mostrar que existem constantes Cq, Co > 0 tal que
Cillul™ iy < IVEully < Coflu™ iz, Yu e D7 (o). (2.38)

De fato, pelo Corolario 5 segue a existéncia de Cy > 0. Por outro lado, para obter C; > 0,
combinaremos o Lema 10 com as expansoes em (2.26) e (2.27). Com efeito, se m = 2k

com k € N, por (2.26) temos

Akfl.LL / Akflu
™y < A%l +al| S e | B
Ly b
(Aqu)’ Aqu (A%u)’
+ Cox—3 —rQi_g + Cok—2 —T2:_2 + Cok—1 —rﬁ—l
LY LY Lk

Entao, o Lema 10 item (a) assegura a existéncia de C; > 0. Analogamente, se m = 2k+1

com k € N, por (2.27) obtemos

Aku Ay’
L L A e e e
LY LY
Aqu (A%u)’
+ dok 21 + dax ro;k
L Lk
e a existéncia de C; > 0 é assegurada pelo Lema 10 item (b). ]

Fornecemos uma versao da desigualdade Sobolev para o espago Dy P ().

Teorema 5 (Desigualdade do Tipo Sobolev). Sejam p > 2, 6,0 > —1, 0 < R < o0 e

m € 7 tais que

(0+1)p
0> a— , — 1>0 e
x—mp, a—mp-+1> e p x—mp+1
Entao, existe C > 0 tal que
N T :
(J lu(r) [P r® dr) <C (J IVIu(r)[Pre dr) , Yue DR P(a). (2.39)
0 0

Consequentemente, @El’p(oc) — Lg* € uma 1mersao continua.
Demonstragao. Pelo Corolario 2 e Proposi¢ao 7 segue a desigualdade em (2.39). O

Quando R = oo, mencionamos que a imersao continua no Teorema 5 estende (4) para

dimensoes nao inteiras «, restrita as fungoes radialmente simétricas.
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2.1.3 Relagao entres os espagos de Sobolev com pesos

Afim de sintetizar alguns resultados da literatura, exploramos quais sao as relagoes entre
os espagos estudados. Inicialmente, é claro que Xg™P (otg, -+, &m) C WP (g, -+, &m) €
Xz P (oo, -+, m) C DR"P(0tm), para qualquer R € (0, co]. Agora, analisamos dois casos.
Primeiro, para 0 < R < 00, as normas (1.5), (1.8) e (1.10) no espago Xg ¥ sao equivalentes
entre si, sob a condigao de transigao (1.7). Entao, Xg"P (g, -, &m) = DR"P (). Para
R = o0, assumindo a condic¢ao de translagao (1.7), o Lema 5 implica que XJ»P = WP,
Adicionalmente, pelo Corolario 1 resulta que XI'P (&g, -, &m) = D2P(ay) para a
escolha oq = am — (M — £)p. Por fim, chamamos atengao que a inclusdo D" () C
Xz P(etg, -+, xm) néo acontece em geral. Por exemplo, por um célculo direto podemos

—o/4

verificar que a funcao u(r) = (14+1?) com o > 1 pertence a DL?( ), mas nao pertence

a XL?(oc — 1, «). Isso implica na seguinte inclusao estrita X2 (o« — 1, &) & D12 ().

Para simplificar, apresentamos uma tabela com a relagdo entre os espagos Xg' " (&g, -+ * , 0t ),
WP (g, -+ o) € D"P (otm).
R>0 Xg, -, O relagao

XEL,P C ‘Dglvp

arbitrario arbitrario o .,
XR P C WR P

0<R< o0 o1 =05 —P Xg? =D’

R =00 )

o =&m—(M—jlpect—mp+1>0 | WP =X2P =DIP

Tabela 2.1: Relagao entre os espacos



Capitulo 3

O problema extremal

Nesse capitulo, vamos apresentar resultados na direcao dos objetivos principais dessa
tese descritos no item (c), veja a introdugao. Para isso, investigaremos o problema extre-
mal relacionado a (2.39). A existéncia de minimizante sera provada no Teorema 6. Como
aplicacao, no Corolario 6 provaremos a existéncia de solugao fraca para uma classe geral

de equagoes elipticas com crescimento critico.

3.1 Infimo 8

Assumimos que m, «,0,R e p estao nas condigoes do Teorema 5. Naturalmente, ¢é
interessante estudar o problema variacional associado a (2.39). Assim, seja 0 < R < oo,

definimos
8§ =8(m,p,«, 0,R) :=inf {||V§‘u||f§ o ueDP(a) e ||u||Lg* = 1} . (3.1)

Note que 8 é bem definido e positivo, devido (2.39). Dizemos que 8~ v & a melhor constante
para a imersao do tipo Sobolev (2.39). Na mesma dire¢do do problema de minimizagao
acima, outras questoes tem aparecido no calculo variacional, e vem sendo pesquisada por
varios autores, veja [47,51,68,69, 72| e suas referencias.

Nesta sec@o, provaremos que 8(m, 2, &, 0,00) é atingido. Para isso, ¢ necesséario es-
tabelecer um Lema de concentracao e compacidade para D™?(x), veja o Lema 13 mais

adiante.

26
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3.1.1 Lema de concentragao e compacidade

Nos trabalhos classicos [57] e [58] devido a P. L. Lions, foi apresentado o método Prin-
cipio da Concentragcao e Compacidade. Esse método permite abordar problemas variaci-
onais na qual a perda de compacidade ocorre na presenga do expoente critico e dominios
ilimitados. Nessa subsecao, iremos provar o Lema 13 que é uma versao desse principio
para o espaco Dpv? ().

Primeiro, vamos mostrar uma propriedade da constante 8, veja [59] para o caso m = 1.

Lema 11 (Invariancia por dilatagdo). Sejam 0 < R < oo, u € D"P(«) e € > 0. Para

cada € > 0, definimos a dilatagdo
Ue(r) = e Puletr), com 0<r<eR

Se B =(0+1)/p*, entio u. € DR (x) e temos
R

(a) J e ()P r0dr — j u(r)

0 0

P rOdr;

eR R
(b)J IVgluelpr“dr:J IVauPredr.

0 0
Demonstracao. Pela mudanca de variavel s = e~!r, temos

eR eR
J lue(r)Prldr = J lu(e tr)P e PP 0 dr
0 0

R
— J lu(s)[P e PP HO+150 gg,
0

que prova o item (a), desde que = (0 + 1)/p*. Em ordem para provar o item (b), é

necessario provar:

Afirmacao. Para 3,y € R, temos

Aluc(r) = e FP29AKu(e7r), VkeN (3.2)

(Akue) (1) = e~ (B2l (Akw) (e7r), VkeN. (3.3)
De fato, por indugao sobre k. Para k = 1 provaremos (3.2). Note que

Y

Ayuc(r) = ul(r)+ ;ue(r)
= e By () 4 Y By (el
T
= ¢ (B+2) [u”(e_lr) + Yl u’(e_lr)]
e~ lr

= ¢ PMIA u(e ).
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Isso prova (3.2) para k = 1. Suponha que (3.2) seja verdadeira para k e vamos provar

para k + 1 da seguinte forma:

ASTlue(r) = Ay [ASuc(r)]

= [Aue)" )+ T [Aue]) (1)

— —[B+2(k+1)] [Ak ] (eflr)+X€f([5+2k+1)[Al</u]/(€flr)

— €—[f5+2(k+1)}{[Asu]//(e—lr)+ Y [Aku]l(e_lT)}

€_[B+2(k+mA$+1u(€_1‘r).

Derivando (3.2), obtemos (3.3). Agora, dividimos em dois casos o restante a prova em
(b). Para m = 2k com k € N. Usando (3.2) e a mudanga de variavel s = e~ 'r, temos

eR eR
J IA];ue(r)lpr“ dr = J IAE( (e~ 1”)|p (B+m)ppe qp
0 0

R
— J ’AE ()’p B+m)p+oc+1socds’
0

que prova o item (b), desde que B = (0 + 1)/p*. Para m = 2k + 1, com k € N.

Analogamente ao caso par, usamos (3.3) e a mudanga de variavel s = e 'r para deduzir

eR eR
J I[A“;ue(r)]’lpr“ dr = ![A];u(e’lr) '|Pe(BFmIPr gy
0 Jo
R
— |[A§ ( ) |p B+m)p+oc+1soc ds
Jo
R
= [AKu(s)]'|Ps* ds.
Jo
m
Proposigao 8. O wvalor de S(m,p, «, 0, R) independe de R > 0.
Demonstracao. E suficiente provar que
S(m,p,«,0,R) =S(m,p, «,0,eR), Ve >0. (3.4)

De fato, fixado R > 0 e para qualquer u € D" () com HuHLE* =1e e > 0. Pelo Lema

11, temos ue € DIRP (o) com
Ue (1) i= e (mmPF/Py(ely) o el pe = 1.

Assim,
R

IViue[Predr = J VouPr*dr
0

eR

S(m,p,«, 0, €eR) gJ
0
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que implica

S(m,p, «,0,eR) < S(m,p, «,0,R), (3.5)

para qualquer R > 0 e € > 0. Por outro lado, para qualquer v € D 3P («) com HVHLg* =1.

Ainda, o Lema 11 assegura que ve € Dg"P (o) com
Ve(r) = el mPH/Py(re) e Vellpr = 1.

Por isso,

R eR

IVovelPredr = J IV ov[Pr™ dr,

S(m.p, .6, R) q
0

0
o que implica

S(m,p,«,0,R) < S(m,p, «,0,eR), Ve >D0. (3.6)

Combinando (3.5) e (3.6), obtemos (3.4).

Lema 12. Sejam h € C®(0,00) € @ € @?’Q(a) com 0 < R < o0, entdo
Vi (he) =hVie +F,, (3.7)

onde Fo, = Fo (1) € uma combinagao linear das derivadas de @ com ordem estritamente
menor que m e envolvendo as derivadas de h com ordem menor que ou igual a m. Em
particular, se w, — 0 em D™2(«), entdo
lim J V™ (ha ) Pr* dr = Tim J R2IV ™ Pr dr. (3.9)
k=00 Jsupp(h) k=00 Jsupp(h)

Demonstrac¢ao. Argumentamos por inducao. Primeiro, analisamos o caso m = 2k. Se

k =1, é facil verificar que
V2 (he) =hAL@ + eAh+29'h = hVZ @ + A h+29'h

e, assim podemos tomar F, = 2h'¢@’ + @Ay h. Assuma que (3.7) vale em @?’2(00 para

qualquer nimero inteiro j, 1 < j < k. Isto é, para h € C(0,00) e @ € D?’Q(oc), temos
V3 (he) =hV¥e + Gy, (3.9)

onde G, é uma combinacao linear das derivadas de @ com ordem estritamente menor que

2j, para 1 <j < k. Sejam u € @%k’z(oc) e h e C¥(0,00). Por (3.9), temos

A% (he) = AL[AY  (he)] = Ag[hAY '@ + Gyl
= Aoc(hA];:l(p) + Acx(G(p)
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onde G, ¢ uma combinacao das derivadas de ¢ com ordem estritamente menor que 2k—2.

Por isso, segue que
Ak(he) = hASe+2n/(AK o) + (Ah)AY o + Aa(Gy).

Tendo em mente as expansoes em Lema 8, da identidade acima podemos ver que (3.7)

vale para j = k com

Fo =20/ (AN @) + (Ah)AX 1o + AL (Gy,).

X X

Similarmente, pode-se provar que (3.7) vale para o caso m = 2k 4+ 1. Agora, provaremos
(3.8). Usamos (3.7) para escrever
Ve (hwy) — hv$uk||2L§(supp(h)) = J Fy, [Prdr,
supp(h)
para todo h € C®(0,00). Assim, é suficiente mostrar que F,, — 0 em L% (supp(h)). De
fato, para cada 1 = 0,1,--- ,m — 1, definimos Ay : D™?() — DM 42 () por Ai(u) =

uM. E claro que A é operador linear satisfazendo

AW 2o = AL ™ V12 0,000 = W™ [z (0000 = [[Wllp2 -

Pela continuidade do operador linear A; e u, — 0 em D™?(«), obtemos ul((l) — 0 em

DIt (). Por (2.5), DY (o) = X2 H2(Bo, - -+, Bm—t1) com B; = a—(m—1—j)p. En-
tao, u]((l) € Xm L2 (Bg, -, Bmot) € u,(:) — 0 em X™Y2(Bg, -, Bm_1). Note que opera-
dor restrigao u — w, ,, € continuo de XTL2 (B, -+, Bmo1) em W,T{L_I’Z(BO, o Bmet),
onde R > 0 de modo que supp (h) C (0,R). Assim, u,i” — 0 em WEI_I’Q(BO, N

: - : - —1,2
Finalmente, a menos de subsequéncia, a imersao compacta Wy "“(Bo, -+ , Bm-1) —

L2(0,R) (veja [42, Theorem 1.1|) implica que

ul -0 em I2(0,R), V1=0,1,---,m—1.

Entao,
R
J IFukIZr"‘ dr < IFukIQT“ dr
supp (h) 0
m—1 .R
< C Z J !uSJIQr“ dr — 0,
1=0 70

o que completa a prova. 0
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Agora, estamos em condi¢oes de provar o seguinte lema:
Lema 13 (Concentragao e compacidade). Seja (uy) C D2 () uma sequéncia tal que
(i) we —u em DM2(o);
(ii) [V (we —u)Predr — pem M(0, 00);
(i1i) e — W) r9dr — ¢ em M(0, 00);
(1) w(r) = u(r) ¢.t.p. em (0,00);
e definimos

e = lim (lim supJ IV Mg [P dr)

L—oo

k—o00 L
e
(s = lim (lim supj [y |2 r® dr) )
L—o0 k—oo JL
Entao,
11172 < S ull, (3.10)
(Coo)?? < S e, (3.11)
liglsup IVEwliz = VEullts + el + teo (3.12)
— 00
li]r<nsup |l %3 = Jju ng + ||| + Coo- (3.13)
—00

Além disso, se w =0 e ||()|>’* = S7Y||u||, entdo u e C sdo concentradas em um ponto

singular.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, assumimos que u = 0. Assim, para qualquer h € C2(0, o),

usando Teorema 5 e (3.8) temos

o0 2/2* 2/2*
(J [h/* dC> = lim (J Thu|? r® dr>
0 k=00 \ Jsupp (h)

< 8 lim J V™ (hw ) Pr dr
supp (h)

k—o00

= 8§ ! lim J h?|V M [Pr* dr,
supp (h)

o que fornece

) 2/2* %)
<J Ih|* dC> gslj h?dp, ¥V he C(0,00). (3.14)
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Agora, para qualquer L > 1, seja P € C°(0,00) com 0 < P < 1 tal que P =0 em
(0,L) ey =1 em (L+1,00). Pelo Teorema 5, temos

0 2/2* 00
(J P 0 dr) < slj T () P dr
0 0

L+1
=38! (J Vi (brw)Pr* dr + J

[V Iy [ r* dr) .
L L+1

Argumentando como em (3.8), podemos provar que
L+1

Lt1
lim J VI (Wrwe)Pr*dr = klim J VI [V [*r* dr.
—00

Por isso,

k—o00 0 k—o00 L

00 2/2% 00
lim sup (J RTINS dr) < 8 tim supJ LszIV;?ukIQr“ dr. (3.15)

Afirmamos que

(oo = lim lim supJ Wru* v dr
L= k0o Jo
00 (3.16)
Lo = lim lim supJ VI [V [Pr* dr.

De fato, note que

o0 o0 o0
J w210 dr < J P w10 dr < J w20 dr
L+1 0 L

o0 o0

V7 [V *r* dr < J |V My *r™ dr.

o0
J VM *r® dr < J
L

L+1 0
Fazemos k — oo e depois L — o0, nas duas desigualdade acima para assegura (3.16).

Combinando (3.14), (3.15) e (3.16), obtemos (3.10) e (3.11) para u = 0.
Agora, assumimos que o limite fraco u € D™2(a) é arbitrario e seja v = u —u. E
claro que vi — 0 em D™?(«). Além disso, desde que D™?(x) é um espaco de Hilbert

munido com o produto interno

(W, v)gm = J (Vauw)(Vv)r*dr,
0

temos (Wi, Wgm — [[U[[3m em R. Entao,

T vl = Tim el — [l (3.17)

=

Assim, para h € C®(0, 00), temos

o0

hIViw = Ve (e — ) — [VEuP)redr

Lﬁ

0

VAN

Moo ‘HukHva; — Vil = ullTy) -
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Fazemos k — oo, usamos (3.17) e (ii) para deduzir que
IV 2 r*dr — p+ [VIuPr*dr em M(0, 00). (3.18)

Por outro lado, a convergéncia u, — u em D™?(«) e a imersao continua DM (o)
L2'(0, 00) garante que (uy) ¢ limitada em L2 (0, 00). Lembramos (iv), estamos nas con-
dig¢oes de usar o Lema Brezis-Lieb para obtermos
(o0} (o0} o0
hlu* r?dr = lim hlw* r%dr — | hjw[*r0adr

e consequentemente (iii) assegura que
w2 rfdr —= ¢+ ur®dr em M(0, 00). (3.19)

Usamos vy em vez de Uy, podemos aplicar o mesmo argumento do caso particular u =0

para obtemos a estimativa (3.14) e donde segue (3.10). Para provar (3.11), primeiro note

que
J VI [P dr = J (IVIw* = 2(VIw) (Vi) + Vi) r* dr
L L
implica
0 o o
lim supJ [V [*r™ dr = lim supJ VM *r® dr — J VI ur* dr.
k—o0 L k—o00 L L
Assim, lim J [V u*r® dr = 0 implica
Lo L
hm limsup | [VIvi[r*dr = hm limsup | VI *r® dr = pe.. (3.20)
L= k0o JL L—-o koo JL

Por outro lado, Lema Brezis-Lieb fornece que

o0 o0 (o)
lim (J w2 r0 dr — J AR dr) = J [u[*r® dr.

o0
Como lim | |[u*r®dr =0, temos
L—oo L

lim limsupJ vie|¥ v dr = hrn hmsupJ lug* 10 dr = . (3.21)

L—oo k— 00 L L—oo k—o0 L

Usamos vy em vez de uy, por (3.20) e (3.21), podemos aplicar o mesmo argumento do
caso particular u = 0 para obtemos (3.15) e (3.16) para qualquer limite fraco u. Assim,

(3.11) vale.
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A seguir, provaremos (3.12) e (3.13). Para qualquer L > 1, usamos [VI'uy|* =
P2 VI 2 + (1 —9?) IV e (3.18) para escrever
hmsupj [V Mg 2™ drzlimsupj VI [V [fr* dr+J (1—vi)d
0

k—oco JO k—oco JO

o (3.22)
| a—whiveuee

0

Fazemos L — oo em (3.22) e usamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
para obtermos

limsupj VI Pr® dr = hm hmsupj VI VI [fr* dr+J du

k—oo JO L—o ko0 Jo 0

+ J VI uPr™ dp.
0

Usamos (3.16) para vermos (3.12). Para provar (3.13), podemos proceder analogamente
com ajuda de (3.19).

Finalmente, se w = 0 e ||¢[|*?" = S7!||u||. Mostraremos que as medidas p e { sao
concentradas em um ponto singular. De fato, para h € C2(0,00) a desigualdade de

Holder implica que

J h?dp < (J du)
0 supp(h)
(e
0

Combinamos (3.14) e (3.23), temos

2m+0—a 2
0+1

(o)
0

< Il 55 (e an) (3.23)

Assim,

[N

1 1

(J N dc) < 5| B (J e du)
0 0

2m+0—«

Portanto, { < 8% ||u|]oc it . Desde que ||C)|2 = 8|u|, temos

2m+0—a

(= S~ Z HHH a—2mET |, (324)

Usamos (3.24) em (3.14) para deduzir

1
(J h2du) > | F (J [h> du)
0

Em particular, para todo subconjunto aberto A C (0, c0) vale

L
5%

1 2m+0—« 1
oF

HW(A)Z > ||| 2D p(A)2,
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o que implica
w(A) = [lu]. (3.25)

Por isso, p é concentrada em um ponto singular. Por (3.24), a mesma conclusao vale para

C. [l

Observacao 3. O problema variacional em (3.1) ndao € variante por translagao, se s > 0.
De fato, sejauw € DP (), uw > 0 e considere sua transla¢io u®(r) = u(r+s), coms > 0.
Pela mudanca de varidvel z =1+ s, temos

(9]

S|Pt
iy = | etz

S

(o0}
Pz 6) dz < J w220 dz < [ful|%.,

s 0

*

se s> 0.

Analogamente,

o0
VRl = | IVEuRIP e 9% e < VIl se 520
S

3.1.2 Existéncia de extremal para S(m,2, «, 0, c0)

Afim de adaptar o argumento em [74, Theorem 1.41] para mostrar que §(m, 2, &, 0, 00) é
atingido. Pela Observacao 3, nao podemos usar a familia de re-scaled v (1) = AT u(Ar+
s), com A, s > 0 para gerar ainda uma sequéncia minimizante para 8. Felizmente, podemos

usar s = 0, veja Lema 11.

Teorema 6 (Atingibilidade). Sejam o,0 > —1 em € Z, tal que © > x—2m e x—2m+
1> 0. Entao,

Izl =1 e [[VEz[iy = 8(m,2, 0, 00),
para algum z € D2 ().
Demonstragdo. Seja (1) C DI™?() uma sequéncia minimizante para 8 tal que
HUkHLg* =1e 8(mM, 2, 0,00) = klim V|2 . (3.26)
—00 x

Para cada k € N, definimos

t

Qi (t) := J lug (1) @ dr.

0

Para cada k, temos Qx ¢ uma fun¢ao continua e satisfaz

lim Qx(t) =0, lim Qx(t)=1 e Qx(t;) < Qx(t2), se t <ts.

t—07* t—o0
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Portanto, existe uma sequéncia de nimeros reais positivos (ti) C (0, 00) tal que

Qulti) = 3. (327)

0+1

Agora, seja v (1) = t,”" ux(rty). Pelo Lema 11 segue que
Villiz = lwlliz =1 e Ve = IVEulez- (3.28)
Além disso, usamos a mudanga de variavel z = rty e (3.27) para deduzir que

! . t . 1
Jo i (1) ? P dr = L lw (1) % dr = 3" (3.29)

Desde que (vi) ¢ uma sequéncia limitada no espago de Hilbert D™?(), a menos de

subsequéncia, podemos assumir que

Ve =V em DM™? ()

Vit (i =v)Pre = em M(0, 00)

(3.30)
e —v*r? — ¢ em M(0, co)
Vi (1) = V(1) q.t.p. em (0, 00).
Combinamos Lema 13 com (3.26) e (3.28), podemos escrever
8 = [Vavlltz + llull + pe (3.31)
e
L= [WlITy + 12l + G (3.32)
Por (2.39), (3.10) e (3.11), segue
$>8 ((Hv PR 1R (coo)f*) , (3.33)

o que implica [[v[|?%., [|C]| e (s sa0 0 ou 1, desde que (3.32) e (3.33). De (3.26), (3.28) e
0

(3.30) deduzimos que

Vvt < Jim IVEviliz = 8.
Entao, v é um minimizante, se provamos que HVH%2 = 1. De (3.32), resta provar que
0
oo = [IC][ = 0.
Mas, por (3.28) e (3.29), para todo L > 1, temos

0 * 0 * 1
| et ar< | et ar =3,
L 1 2
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que acarreta (o < 3. Entao, (s = 0. Por contradi¢ao, suponha que ||| = 1. Assim, por

(3.32) podemos deduzir que [[v[|?}. = (o = 0 e consequentemente v = 0. Além disso, por
[¢]

(3.31), temos

2
27
9

lu[8t < 1=

7, desde que (3.10). Pelo Lema 13 (cf. (3.24) e (3.25)), para

que implica [[u/|$™ = [|C

qualquer subconjunto aberto A C (0, 00) temos

C(A) = 8 7 [|ul| T u(A)

2* 2m+0—«
= 877 [l ez ||
. (3.34)
=8 % [|ul|==nn
_ 2 2%
=8 = |ullz =l =1.
Mas, fazemos k — oo em (3.29) para assegurar que
1
C(Ag) = 5 < ¢l =1, com Ag=(0,1)
que contradiz (3.34). Portanto, ||C|| =0 e a prova é completada. O

3.2 Uma classe geral de equacoes elipticas semilinear
critica
Por inducao, definimos:
(A)™ = (Ag)™ oA, param > 2,

onde A, é dado em (1.9). Esse operador é chamado de «-generaliza¢ao do operador poli-
harmoénico de ordem m. Note que, se ® = N —1 é um numero inteiro positivo, temos que
(Ay)™ age precisamente como operador poli-harmoénico atuando em fungoes radialmente
simétricas definidas em bolas Bg de RN. Em particular, dizemos que essa classe geral
de equacoes elipticas inclui o cléssico operador poli-harmonico. Além disso, lembramos
que o operador poli-harmoénico esta relacionado a equagoes elipticas de ordem superior do
tipo reagao-difusao, veja [51] para mais detalhes.

Observamos que, se m = 1 equagoes envolvendo o operador A, tém sido estudadas
em diferentes situagoes, e recomendamos [23,27,41,59]. Recentemente em [42], os autores

investigaram resultados de existéncia para o caso m = 2.
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E bem conhecido na literatura que as desigualdades do tipo Sobolev e seus extremais
sao ferramentas basicas em muitos aspectos da analise matematica e de equagoes diferen-
ciais parciais. Assim, aplicaremos os Teorema 5 e Teorema 6 para obter um resultado de

existéncia para uma classe geral de equagoes elipticas.

Corolario 6. Para «,0 e m sob as suposicoes do Teorema 6, existe uma solugao fraca

z € D% () para a equagio semilinear critica
(—A)™u = 1% %ul* “2u em (0, 00) (3.35)

onde 2* =2(0+1)/(oc—2m+ 1) € o expoente critico para DI*(o). Em outras palavras,
existe z € D2 (o) satisfazendo

J VizVivr® dr = J Z* 2z dr, Vv e DI ().
0 0

Demonstragao. Seja 1: DM™?(«) — R dado por

1= 1 (™ .
I(u) = —J VI r® dr — —J > @ dr.
2 Jo 2* Jo

Pelo Teorema 5, podemos mostrar que I € C'(DM™?(x),R). Assim, os pontos criticos de I
sao solugoes fracas da equagao (3.35). Para garantir a existéncia de ponto critico iremos
aplicar o Teorema Multiplicador de Lagrange. Para isso, considere F, G € C}(D™?(«x), R),

onde

G(u) = J VIuPr®dr e F(u):= J lu>r® dr — 1.
0 0

Pelo Teorema 6, a funcio extremal z € DM™?(«) minimiza o funcional G sob a restri¢io

F(u) = 0. Entao, o Teorema Multiplicador de Lagrange assegura que

2 L VIzVIivr® dr = A2* L lz|* “2zvr® dr, para todo v € D («), (3.36)

para algum A € R. Escolhemos v = z em (3.36) para deduzir que 2*A = 28. Finalmente,
usamos (3.36) para ver que zg = $727 satisfaz I'(zs).v = 0 para todo v € D™?( ), onde

oo o0

VIiuvTtvre dr —J W Puvr® dr,  Yu,v e DM (o).
0

I'(u).v :J

0



Capitulo 4

A melhor constante

Exibiremos nesse capitulo resultados em linha dos objetivos principais dessa tese des-
crito no item (d), veja a introdugao. Primeiro, provaremos resultados sobre regularidade
e classificacao para uma classe geral de equagoes elipticas com crescimento critico, ver o
Teorema 7 e o Teorema 8. Depois, calcularemos o valor de S_%(m, 2, &, &, 00) no Teo-

rema 9.

4.1 Regularidade

O estudo de regularidade para solu¢oes de uma equacao diferencial refere-se a anélise
do comportamento suave dessas solugoes, ou seja, & investigacao de suas propriedades de
continuidade e derivabilidade. Este tipo de estudo é essencial para compreender a natu-
reza das solugoes de equagoes diferenciais, uma vez que muitas delas podem apresentar
comportamentos irregulares, como descontinuidades ou singularidades, dependendo das
condigoes iniciais ou de contorno impostas. Assim, forneceremos um resultado que trata

da regularidade das solugoes fracas para equacao:
(—Ax)™u=u>"2u em (0,00). (4.1)

Para isso, vamos provar os seguintes resultados: Lema 14, Lema 15 e Lema 16.

Primeiro, um versao do Lema Radial para o espago DIVP(«) é provada.

Lema 14. (Lema Radial) Seja w € DIVP(x) com p > 2. Assuma que x —mp + 1 > 0,
entao

_ (x—=mp+1

) <o ullyg, ¥r>0 (4.2)

39
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para algum ¢ > 0 (independente de w).
Demonstragao. Para qualquer u € DIVP (), o Corolario 1 assegura que
Hu(])HLE < CHu(m)HLE € Dg’p(a) :Xg’p(ﬁoa"' 7'3111)7 (43)
j

com B; = « — (m—j)p para j = 0,1,---, m. Observemos que XTP(Bog, - ,Pm) C

XLP(Bo, B1). Entao, o Lema 4 assegura que

1

|um<CgJTWQM%@—wme)i V1> 0. (4.4)
0 1
Combinando a Proposigao 7 com (4.4) e (4.3), obtemos (4.2). O

Inspirados no Lema 5, fornecemos uma caracterizagao para DIVP(«).

Lema 15. Assumap > 1, « > —1 em € Z% com o« —mp + 1 > 0. Entdo, o conjunto

Y ={uy,., :we CXR)} € denso em DIP ().

Demonstragao. Aplicando o Corolario 1 segue DP (o) = XIP (o, - -+, 0t ), onde o =

o — (m—j)p paraj=0,1,--- ,m. Entdo, o resultado segue do Lema 5. O]
Usando a forma integral, obtemos o seguinte lema:
Lema 16. Para qualquer u € D™?(x) e 1 < k < m, defina
wo = ul? T2 e wy(r) = ( s Wi ( ds) dt, r>0. (4.5)

Entao, para v > 0

a+2m+1—4k
2

i (1) < Cr™ (4.6)
wi (r)] < Cr— = (4.7)
wy € C?*(0, 00) (4.8)
(—A) Wi =wrj, 1<j<k (4.9)

Demonstragao. Para provar (4.6) e (4.7), procederemos por indugao. Se k = 1, a desi-

gualdade de Hélder e a imersao D2 (o) — 12 fornece

1 1
* t“+1 2F * ]_ 2F ax—2m+1
2 1 2% —1 X—em+l
— " - t 2 . 4.10
(oc+1) Hu|L§ (oc+1) (4.10)

Consequentemente, existe C = C(a, u, m) > 0 tal que

[l

tho(s)s“ds

0

oc+2m. 1 x+2m—3

dt = Cr— =5

wi(r)] < cjm =

T
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que representa (4.6) para k = 1. Suponha que (4.6) vale, para 1 < k < m. Assim, desde
a—2m—+1+4k > x—2m+ 1 > 0 temos

x—2m—1+4k a—2m+1+4k
2

t t
J wi(s)s* ds| < CJ S 2 ds = Ct
0

0

Usando x +2m+1=o—2m+ 1+ 4m > 4m > 4(k + 1) podemos integrar novamente

para obter

Wi (1)l =

oa+2m+1—4(k+1)
= Cr =
Entao, (4.6) vale para k + 1. A seguir, provaremos (4.7). Primeiramente, de (4.6) cada
wy é bem definido e podemos escrever
.
wy (1) = —r“J wi_1(s)s*ds (4.11)
0

para qualquer 1 < k < m. Assim, com ajuda de (4.10) segue que

wi(r)| =r"% < Cr o™ 3 = o UE

ero(s)s“ds

0

Isso prova (4.7) para k = 1. Adicionalmente, a hipotese de indugao assegura que (4.7)

vale, para 1 < k < m. Entao, por (4.6) segue

x—2m+1+4k _ at+2m—1-—4k _ x+2m+3—4(k+1)

x <Cr* 2z =Cr =z =C(Cr 2

Wi (P =17

Jr wi(s)s* ds

0

que representa (4.7) para k + 1. Agora, vamos prosseguir para provar (4.8). De (4.11),

para 1 < k < m temos

w(r) = ar 1 J: Wy_1(8)s*ds —wy_(r) = —%w{((r) —wy_1(T). (4.12)

Da representagdo integral acima, (4.8) vale para k = 1. Adicionamente, se (4.8) vale
para todo 1 < k < m entdao (4.12) assegura que wy,; € C*(0,00), o que implica
Wiy € C¥72(0,00). Assim, por indugdo novamente podemos concluir que (4.8) vale.

Finalmente, por (4.11) e (4.12), temos
1! x /
—A W =wy + ?we =wy_1, paratodo 1 << m.

Por argumento iterativo, para k fixo com 1 < k < m podemos ver que (4.9) é valido. O
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Teorema 7 (Regularidade). Seja 2* = 2*(m, o) = 2(a+1)/(x—2m+1), se x—2m+1 > 0
eu e D™ () tal que
Jo VIiuvVitvr® dr = Jo u* 2uvr* dr, Yy € DM (). (4.13)

Entdo, uw € C*™(0,00) e resolve (4.1). Além disso,

(a) paraj=0,1,--- m—1, temos
lim 1A u(r) = lim 7 (A4 ) u) (r) = 0; (4.14)
r—0 r—0

(b) paraj=0,1,---,m, temos

Tli_}m Nau(r) = Tli_>m (Ag)u)'(r) = 0; (4.15)

(¢c) paraj=0,1,--- , m—1, temos
—A,) (e[ —A )t *)dt. 4.16
(=Baulr) = | (1] (Caa) s at (116

Demonstragdo. Seja u € D™?(x) uma solugao fraca para (4.1). Consideremos wy e wy,
1 < k < m como definidos em (4.5). Definimos a fun¢ao w := wy,, usamos (4.8) e (4.9)
para obtemos

we CP™(0,00) e (—Agx)™w = [u|* 2u. (4.17)
Adicionalmente, (4.6), (4.7) e (4.9) implica

_ a—2m+1+4j _ ax—2m+3+4j

Alw| < Cr T o (A w)| < Cr T (4.18)

para todo 1 < j < k < m. De (4.18), concluimos que w satisfaz (4.14) e (4.15). Além
disso, (4.5) e (4.9) assegura que

(—AL)w(r) = Joo T (Jt s¥(—Ax) w(s) ds) dt, r>0. (4.19)

T 0

De (4.17), (4.18) e (4.19), resta mostrar que
we DM a) e u=w.

Primeiro, mostraremos que w, € D™?(e). De (4.17), temos w € ACI*_*(0, 00). Com-
binando o Lema 8 com (4.6) e (4.18), e depois por argumento de indugao obtemos

lim wl(r)=0, j=0,1,---,m—1. (4.20)

T—00
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Por isso, temos w € ACR1(0,00). Agora, para concluir que w € D™?(e) devemos

provar
J IVIwr* dr < co.
0
Seja qo =2*/(2* — 1) e para k =1,--- ,m, definimos

o Quer(e+1) 2(x+1)
T o oqe 1 +1 atomil_4k

Entao, para wy tal como em (4.5), afirmamos que

o0 o0
J w91 dr < CJ W1 [T 1r* dr
0 0

o0 o0 A1
J Wi |9 r* dr < C J W1 |9 1r* dr .
0

De fato, para cada 1 < k < m, seja

T

i (1) = L wy_1(s)s* ds.

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Desde vy (0) = 0, somos capazes de aplicar usando Proposi¢ao 6-(b) com a escolha 8 =

x—qr1(a+1), p=qr1=2(x+1)/(x+2m+5—4k) > 1, y=0+p em=1, para

obtemos

T qk—1 00
r("‘“)J Wi_1(s)s*ds

Por isso,

o o0
[Twwpmorar = [T
0 0

<CJ

0

.
r‘“"H)J Wi_1(s)s* ds
0

o0
< cj e (7|91 = dr,
0

r¥dr = vy (1) 361 po Qi loat D) gy

o que prova (4.22). Para provar (4.23), usando Proposigao 6-(a) com a escolha 6 =y = «,

m=2ep=(g_1 > 1, para obtemos

dk

qr—1(c+1)

J rwk(r)|qkr“dr<cq |w,':(r)|"“r“dr) A

0 0

O(—qu,1—|—1.

(4.24)
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De (4.22) e (4.24) obtemos (4.23). Agora, a prova de (4.21) ¢ dividida em duas partes.
Se m = 21 é um ntimero par, (4.9) implica que VI'w = Al w = (—1)'w;. Além disso,
usando (4.23) temos

o (o 9]
J w|9r*dr < C (J w9 tr* dr

0 0

o
=
|
—_

Wi_o|92r% dr

N
@
N
—

8
S~
!

(4.25)

o0 do0
<C (J lwol9ore dT> )
0

o que produz

2

J VI wr® dr = J AL wPPr*dr < C (J ¥ re dr) v < 0.
0 0 0

Se m = 2l + 1 for um ntmero fmpar, (4.9) produz VI'w = (Alw)’ = (=1)'w

(—1)'w{,;. Como em (4.25), temos

J w9 r*dr < C (J luf? r dr) , (4.26)

0 0
onde q1 = qu1(x+1)/(¢—2q1-1+ 1) e go = 2*/(2* — 1). Por outro lado, usando

Proposigao 6-(a) com 0 =y =a, m=1ep =(q; > 1, podemos escrever

*

1
. ' > 0\ e Gulext+1)
JO |W{+1(‘r‘)|qlr dr < C (JO ‘W{/_Fl(T)‘ql T dT) R ql = m (427)

De (4.22) com k =1+ 1, podemos ver que

J Wiy ([T dr < CJ i (1) 9 r* dr (4.28)
0 0

Notando que q} = qi(x+1)/(oc—qi+1) =2, a estimativa (4.26), (4.27) e (4.28) implica

que
a

o qo0

0 0

J IVIw[Pr® dr = J Wi (1)9ir*dr < C (J > r> dr)
0

Isto completa a prova de w € D™?(«). A seguir, provaremos a identidade u = w.

Primeiro, provaremos o seguinte

Jo VWV vr® dr = L ul* “2uvr* dr, para todo v € D% (o). (4.29)
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Por densidade (cf. Lema 15), é suficiente mostrar (4.29) para v € Y. Para cadav € Y,

usamos (4.7) e o teorema de Fubini, para k =1,--- , m obtemos

JOO wy (A V) dr = —J (AKX v)'(7) (Jr wi_1(s)s* ds) dr

0 0 0

o]

= JOO Jr(Azlv)’(r)wkl(s)s“ ds dr
o Jo (4.30)

= JOO Wi_1(s)s* (— JOO(A];CIV)'(Y) d1‘> ds

0 s

— J wi_1(s)AK v(s)s™ ds,
0

onde usamos que (AX7!v)(r) tem suporte compacto em R. Além disso, temos

lim wy (1)r(AX ) (1) = 0
T—00

e de (4.6) também podemos concluir que (lembre-se « —2m+1 > 0)

lim wy (T)r*(AX ) (v) = 0.
T—0

Assim, podemos aplicar a integragao por partes para obter

Joo wi (A ¥ dr = — J‘Oo wi (A ) v dr = — J‘oo wi Ak vr® dr. (4.31)
0 0 0
Combinando (4.30) e (4.31), segue-se que
Joo Wi ARvr® dr = — Joo wi A yr®dr, k=1,--- m. (4.32)
0 0
Por iteragao (4.31) e (4.32), para k =1,--- , m podemos escrever
JOO Wi ARvr® dr = (—1)% Joo wovr® dr, (4.33)
0 0
JOO wi (A r* dr = (—1)¥ J~oo wovr® dr. (4.34)
0 0

Primeiramente, suponha que m = 21 seja um ntamero inteiro par. De (4.9) com j =1l e

k=m, (—Ax)'W =w,,_| =w; e entdo Alw = (—1)'w;. Portanto, por (4.33) temos

J VawVivr® dr = J ALWALvr* dr = J wevr®dr, WevY. (4.35)
0 0 0

Analogamente, se m = 2l + 1 ¢ um numero inteiro impar. De (4.9) também temos
(ALw)’ = (=1)'w{_ ;. Por (4.34) temos
J VIiwVivr® dr = J (Alw) (AL v)/'r* dr = J wevr®dr, Vvev. (4.36)
0 0 0
Assim, (4.29) segue de (4.35) e (4.36). Comparando (4.13) e (4.29), obtemos

u,v) = (w,v), Wve DM (x)

que fornece u =w. n
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4.2 Classificacao

Definigao 12. Dizemos que uma solu¢io w € C*™(0,00) para (4.1), € solu¢io ndo sin-
gular em 0, se u(r) = O(1) quando r — 07. Caso contrdrio, dizemos que u € solucao

singular em 0 (ou seja, u(r) — oo quando v — 0% ).

Nesta secao, apresentaremos a classificacao das soluc¢oes positivas e nao singulares para
a equagao (4.1), sob certas condi¢bes. Mencionamos que resultados de classifica¢ao foram
estudados por varios autores, veja [3,15,20,35,50,54,67,73] e suas citagoes. Para ilustrar,

sejam N > 2m e p +1 =2N/(N —2m), considere o problema
(—A)™u=uP, u>0, emR™\{0} (4.37)

Em [73], os autores mostraram que todas as solugdes nao singulares u na origem para

(4.37) (vale em todo o RN) sao dadas por

N—2m
2

2e
u€(|x|):(m) , e>0exeRN.

Por outro lado, os casos m = 1,2,3 foram analisados em [3, 50, 67|, e foi estabele-
cido que se u € C?>™(RM \ {0}) ¢ uma solugdo singular para (4.37) obtemos que u
¢ radialmente simétrico em relacao a origem e monotonicamente decrescente e temos

u(lx]) = |X|*N722mv(—ln Ix|), onde v é periodico e limitado. Em geral, um resultado de

classificagao para uma solucdo singular em (4.37) com m > 3 é uma questao em aberto,
como observado em [3, Conjecture 4].
O resultado a seguir estabelece uma classificagao das solucoes positivas nao singulares

u € C*™(0,00) em (4.1), sob certas condigoes de fronteira na origem.

Teorema 8 (Classificagao). Para cada € > 0, seja

x—2m+1 € 0(72%“+1
WG(T) =P 4m (m) s r>0 (438)
m—1
onde P = P(ot, m) = H (¢ +1+42h). Sejav € D2 () N C*™(0,00) uma solugio
h=—m

positiva para a equagdo (4.1) tal que vIV(0) € R parai=0,1,--- ,2m—1. Sev(0) >0 e

vi(0) =0 parai=1,3,---,2m — 1, entdo v =we para algum € > 0.

Demonstragao. Dividimos a prova do Teorema 8 nas seguintes etapas:
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Etapa 1: Para cada € > 0, a fungdo w,. em (4.38) resolve a equagado em (4.1), veja o

Corolario 9 abaixo.

Etapa 2: Seja v € D™?(«) uma solucao para (4.1) satisfazendo as condigoes do Teo-
rema 8, entao v = w, para algum € > 0, veja Lema 18 mais adiante.
E claro, que as etapas acima se complementam e juntas sao suficientes para assegurar

o Teorema 8. ]

Destacamos que o Teorema 8 generaliza o resultado de classificacao de J. Wei e X. Xu
em |73, Teorema 1.3|, porque o pardmetro « nao ¢ inteiro. O método usado para provar
o Teorema 8 é diferente do método "moving plane"utilizado na situagao classica. Para

provar o resultado de classificacao, usamos algumas ideias contidas em [68] e [47].

4.2.1 Demonstracao da Etapa 1
Por simplicidade, introduzimos a seguinte notacao: Para nimeros reais x,y e z, defini-
Gao
Alx,y,z) = x(x+y—1)+z(z—2x+1—1y),
B(x,y,z) = 2x(x4+y—1)—z(2x+y+1),

Clx,y) = x(x+y—1).
Além disso, seja v: (0,00) — R uma fun¢do auxiliar definida por
v(r) =1°(1+1%)72, (4.39)
onde p > 0 e 0 > 0 serao escolhidos posteriormente. Com essa notacao, temos:
Lema 17. Para cada o« > —1, temos
Ay =(1+12) 7 [T°7?A(p, &, ) + m°B(p, &, 0) +°*C(p, )] .
Demonstracao. Por um calculo direto, obtemos

V() = (1417 F 1Pl 1P (20 — 0) + 175 (p — 0)]

vi(r) = (1472 {rP2p(p— 1) +1°[2p(p — 1) — (2p + 1)0]

+ 1°"2[p(p—1) —o(o—2p+ 1)]}.
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Por (1.9), segue

Av = (147127 {rP2)p(p—1) + apl + m°[2p(p + ot — 1) — 0(2p + o + 1)]

+r°2p(p+ e — 1) + o(0 — 20+ 1 — )] }

o+4

= (1+7°) 7 [r"?A(p, &, 0) + 1°B(p, &, 0) + 1°*C(p, )]
]

Para declarar o préoximo resultado, se faz necessario introduzir as seguintes notacoes: Para

ieZ, meNex>—1satisfazendo x —2m+1>0ej=1,--- , m, definimos:
(0 sei<0Oouizj+1
. 1 se 1=0
D(i,j) =

[] m-h se1<igj,

[[a+1+2n) se 0<i<j—1
E(i,j) =

h
1 se 1=)
0

se 12j+1oui<0

com

0 se 1>j ou 1<,

onde {! representa o fatorial.

Proposigcao 9. Seja u: (0,00) — R dada por

u(r) = (147)" 77 (4.40)
Se x —2m+1 >0, para cada j =1,2,--- ,m obtemos
o

(~A)u= (14172 Y G, (4.41)

i=0
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Demonstragao. Fazemos indugao sobre j. Para j =1, escolhendo c = ax—2m+1ep =0

no Lema 17, obtemos

x—2m+1+4

—Aqu=(1+7)"" 7 [2(a—2m+1)(m—1)r*+ (e —2m+ 1)(a+ 1)]

1
=1+ Y G

o que implica que (4.41) é verdadeiro para j = 1. Por indugao, suponha que (4.41) é
verdadeiro para 1 <j < m — 1 e provaremos para j + 1. Note que

J
(A T hu = — Z G(1,j)Aqvi, onde vi(r) =12 (1 +71%)"

i=0

x—2m+1+4+4j
2

Usando o Lema 17 com p =2ie 0 = o —2m + 1 + 4j, podemos escrever

Avi = (14127 [PPA(21, o, 0) + T7'B(21, &, 0) + T2C(21, )]

Note que
j j+1
ZG(t ITETA(21, &, 0) = ZG(l—l A1 — 2, , 0)
i=0 i=1
J j—1
D G(,j)r**C(21, o) = G(i+1,j)C(2i +2, o)
i=0 =1
Assim,

j+1

)
D Gl j)Agvi = (1+13)7% Z G(i—1,j)A(2i—2, a, 0)r%

i=0
+(1+712) ZG‘L] (21, o, 0)12
F (1412 Z G(i+1,5)C(2i + 2, o)r?. (4.42)
i=—1
Ainda, note que
G(—1,j) =G(+1,j) =G +2,j) = C(0, x) = 0. (4.43)

Usando (4.42) em (4.43), podemos escrever

j+1

j
D G,j)Agvi = (1417 ZSU

i=0
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onde
S(1,j) =G(i—1,j)A(21—2,«,0) + G(1,j)B(2i,x, 0) + G(1 + 1,j)C(2i 4+ 2, ).

Assim,
j+1

(—A) = —(1+1° Z S(,j)r (4.44)
E facil ver que

onde

H(i,j) = 2" <11 1)D(i— Lj)E{A—1,j)A(2i — 2, «, 0)

D(1,j)E(i,7)B(21, «, 0) (4.45)

ijr 1>D(i+ 1j)E(i+1,5)C(21 + 2, ).
Portanto, podemos reescrever (4.44) da seguinte maneira
j+1
(A= —(1+73) 7K Y H(i,j)r? (4.46)
i=0
Afirmagao. Paracadai=0,1,---,j+ 1, temos
G(i,j +1) =—-KjH(i,j). (4.47)

De fato, dividimos a prova de (4.47) em quatro casos.

Caso1l: i=1,2,---,j—1.

Por um calculo direto, obtém-se

E(i—1,5) = (a+2i— 1)(a+2i+ DEA+ 1,5),
E(i,j) = (e + 21+ DE( + 1,7),
D(i+Lj)=(m—j+i)m—j+i—1)D(i—1,j),

D(i,j)=(m—j+i-1)D({i-1,j).
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Assim, (4.45) fornece que

H(i,j) =D —1Lj)EA+1,5) 21—1( j )(OL—I—Qi—1)(0(+21+1)A(21—2,cx,0)

i—1

+2i(1)(oc+21+1)(m—j +1—1)B(2i, &, 0)

+21+1<ij—1)(m_]‘+i)(m—j+i—1)C(Qi+2,oc)

(4.48)

E facil de ver que as seguintes identidades sao valida:

() = ()=

( j ) _ ( j )(j—i+1)(j—i)
i+1)  \i-1 ii+1) '

A2i—2,a,0) = 2(i—1)(2i+a—3)+2(x—2m+1+4j)(2j —2i —m+3),

B(2i,a,0) = 4i(2i+a—1)— (a—2m—+1+4j)(4i+a+1),

CA+2 ) = 2(i+1)(o+2i+1).

Por isso, (4.48) implica que

H(i,j) = 2%(11 1>D(i—1,j)E(i—|— Lij)le+214+1) x

{ la+2i—D[i-DRi+a—3)+ (x—2m+ 1+ 4j)(2j —2i —m + 3)]
+ (—i+Dm—j+i—1D[4i2i+o—1)— (c—2m+1+4j)(4i+ o+ 1)]

+ dAm—j+i)m—j+i—-1DG—-1G—1+ 1)}.
Ao organizar os termos entre parénteses, podemos escrever

H(i,j) = 2{(11 1>D(i— LEA+1,j) (a4 2i+ 1) [(ec+1)°L; + (e + 1)M; + Q] ,
(4.49)

onde
Li=—G+1)(m—-j—1),

M; =2(j + 1)(m —j — 1)(m — 2j), (4.50)

Qi =4j(j +)(m—j—1)(m—j).
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Note que

(o + 1)2Lj +(x+IM;j+Qj=—(G+1)(m—j—1)(x+2j+1)(x —2m +2j + 1),

i\ (i) i
i—-1) i Jj+1

D(i,j+1)=D(i-1,j)(m—j—1),

E(i,j+1) = (x+ 21+ 1)(x+2j + E(i + 1,j).

Assim, (4.49) assegura que
. )+ 1 . . .
H(i,j) = —2 : (x—2m+2j+1)D(,j + 1E(,j+ 1). (4.51)
E facil de ver que
K = (a—2m+2j+1)K;,
. 1+ 1 . .
G(i,j+1) = 21(3 . )K]-+1D(1,]+1)E(1,)+1).

Combinando as identidades acima com (4.51), segue

Caso 2: 1=0

Podemos reescrever (4.45), como
H(0,j) = D(0,j)E(0,j)B(0, &, o) + 2jD(1,j)E(1,§)C(2, x). (4.52)
Note que
B(0,x,0)=—(ax+1)(x+1—-2m+4j), C(2,a) =2(x+1) e D(0,j) =1,
D(1,j) =m—j, E(0,j) = (x+ 1)E(L,j) e E(0,j+1)=(c+ 14+ 25)E(0,j)).
Entao, (4.52) implica que
H(0,j) = E(0,j) [—(oc+ 1) (oc + 1 —2m + 4j) 4+ 4j(m —j)]
= —E(0,j)(x+142j)(x+ 1 —2m +2j) (4.53)
=—E(0,j+ 1)(x+1—2m+ 2j).
Ainda, note que

Ki1=(x+1—2m+2)K; e G(0,j+1) =Kj1E(0,j +1).

Por isso, (4.53) assegura que G(0,j 4+ 1) = —KjH(0,j).
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Caso 3: i=j.
Por (4.45), segue

Note que

EG—Lj)=a+2j—1, E{,j)=1e D(,j)=(m—1)D{—1,j),
A2j—2,0,0) =2—1)(x+2j—3)+2(x—2m+4j+1)(3—m),

B(2j,0,0) =4j(ac+2j —1) — (e —2m +4j + 1)(4j + o+ 1).
Assim,

HG,j) =2DG —1,j){i(c+2j — 1) [ — 1) (e +2j — 3) + (c— 2m + 4j + 1)(3 — m)]

+(Mm=—1)[4j(a+2j—1) — (a—2m+4j +1)(x+4j + 1)] }-

jlae+2j =[G —Dlec+2) —3) + (c—2m +4j + 1)(3—m)]

+(Mm—1[4j(a+2j—1) — (a—2m+4j+1)(«+4j + 1)] }
Organizando os termos, podemos escrever
H(G,j) =27D( — 1,j)[(« + 1)°Lj + (ec + 1)M; + Qs], (4.55)
onde Lj, Mj e Qj s@o definidos em (4.50). Por um calculo direto, temos

(x4 1%L+ (e + DM+ Q= =G+ 1)(m—j — 1) (o +2j + 1) (c — 2m + 2j + 1),
D(j,j+1)=(m—j—1)D({— 1,j),

E(G,j+1) = (cc+2j+1),

Kijt1 = (¢ +1—2m+ 2j)K;,

G(j,j+1) =Kj112(G+ 1K;D(j,j + DEG,j + 1).

Combinando as identidades acima com (4.55), obtemos G(j,j + 1) = —KjH(j,j).

Caso 4: i=j+1.

Nesse caso, (4.45) fornece que

H(G+1,j) = 2D, )EG, HA(2), «, 0). (4.56)
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Note que
A2, x,0) =2j2j+ax—1)+2(x—2m+4j+1)(1—m) e E(,j)=1
Assim,

HG+1,3) =27DG,i) (2 +oc— 1) + (ot — 2m +4j + 1) (1 — m)]

. (4.57)
=—2%D(j,j)(x —2m +2j+ 1)(m —j — 1)
Ainda, note que
GG+1,j+1) = 2"'KuDG+1,j+1)
Dl+1,j+1) = (m—j—1DG,j) e Kyax=(a+1—2m+2))K;.
Combinando as identidades acima com (4.57), obtemos
GG+ 1Lj+1) =—-KH({+1j).
Finalmente, usando (4.46) e (4.47) segue que (4.41) é verdadeiro para j + 1. O
Corolario 7. Seja u como em (4.40). Entao,
(—A)™u =P (14122, (4.58)
m—1
onde P = H (x+1+42h).
h=—m
Demonstracao. Escolhendo j = m na Proposicao 9, entao
(—A)™u = (1+13)" 55 Y G, mpr (4.59)
i=0
Adicionalmente,
GO,m)=K,LE(Oom)=P e G(im)=0, Vi=1,2,---,m. (4.60)
Usando (4.59) e (4.60), obtemos (4.58). O
Corolario 8. A func¢ao w dada por
wr) =P (14122, 1>0 (4.61)

¢ uma solugao positiva para a equagao em (4.1).
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Demonstracao. Note que

x—2m+1 O(+2m+1
w(r) =P I ufr 2r—1l=—-.
(r) r) e x—2m+1

Utilizando Corolario 7, tem-se

x—2m+1 a+2m+1

(—A)™Mw = PR (A M = PR (14 12)

a+2m+1 *
—ot2mtl 2%—1

]

Corolario 9. Para cada € > 0, a fungao w, definida em (4.38) é uma solugao positiva
para a equagao em (4.1).

~ . . _oatl — ,
Demonstracao. Primeiro, podemos reescrever we (1) = €~ 2= w(re '), onde w é dada em

(4.61). Por inducao em m, temos
(—Ax)™We(r) = €7(%1+2m)(—Aa)mw(re’l).

Usando o Corolario 8, podemos ver

_ axt2m+1 * _ax+tl g%
2 1( t1(2x—1)

re ) =¢ > w

(_Aoc)mwe (T) =€ 2*_1(

re ) =wi ().

4.2.2 Demonstracao da Etapa 2

Inspirados em [47, Lemma 2.2|, podemos obter uma classificagao de solugao positiva da

equagao (4.1) em D2 (&) N C2™(0, 00).

Lema 18. Sejav € D™ (o) N C*™(0, 00) uma solugao positiva para a equagao (4.1) tal
que vIW(0) € R para i = 0,1,---,2m — 1. Suponha que v(0) > 0 e vIV(0) = 0 para

i=1,3,---,2m—1, entdo v=w, com w, definida em (4.38).

Demonstragao. Para cada € > 0, pelo Corolario 9 tem-se que w, resolve (4.1) com

x—2m+1

we(0) = (PV2m/e)* =27 De v(0) > 0, podemos escolher € > 0 tal que wz(0) = v(0).

CQm—l

Usando Lema 8, todas as solugoes y € AC{J¢

(0,00) de (4.1) satisfaz a equagao

2m—1

i (2m—1i)
(—1)™y ™) = ylyltia 4 ()™ Y o2
i=1

—, 1€ (0,00)
ri
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onde ¢; € R. Assim, podemos considerar o seguinte problema de valor inicial

( 2m—1

(2m—1)
—1)my2m) — O(:éi:l‘ﬂ —1)ym+1 iy : >0
(—D)™y yly| +(—1) ;c T
. . B 4.62
y(0) =vW(0), parai=0,2,---,2m —2 (4.62)
y¥(0)=0, parai=1,3---2m—1.
Por unicidade de solugao do problema (4.62), é suficiente provar que
w0)=v¥(0), vi=24,--- 2m—2. (4.63)
Por contradigao, assumimos que existe I € {1,2,---, m — 1} tal que
W(EQI)(O) 75\/(21)(0) e W(;i)(()) =v®(0) parai>L
Seja g = wg — V. Entao, g satisfaz o novo problema de valor inicial
Ly=f
y(l)(o) = 9(1)(0)7 para 1':0727 72m_2 (464)
y¥(0) =0, parai=1,3,---,2m —1,
onde
Ly =(—Ax)™y, 7v>0
F—wd :oc+2m+1'
€ ’ x—2m+1

O conjunto fundamental de solugoes para equagao homogénea Ly =0 ¢

2(m—1)

—2 1
, x—2m+ )}'

(1,7t 2 (3] !

? 7T

Usando o método de variacao de parametros, podemos construir uma solucao particular

Yy para a equagao nao homogénea Ly = f da forma

m T
y(r) = ZAir“”J t2mHELE(4) dt (4.65)
i=1 0

m
+ ZAm+irf(cx72i+l) tfx+2(mfi)f(t) dt,
i=1 0

onde A1, A, - -+, Aoy sao constantes que dependem apenas de &« e m. Portanto, qualquer

solucdo y de (4.64) pode ser escrita da forma

y=Y B4y B (2 4y (4.66)

i=1 i=1

onde By, By, - -, Boy, satisfaz as condigoes iniciais.
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Afirmagao. Paracadai=1,2,--- ,m, temos B, ; =0.
Por contradigao, suponha que existe I € {1,2,---,m} tal que By, i1 # 0 e Biyi = 0 para
i> 1. Usando y(0) =y(0) = 0, obtemos

B; = —lim Bimi1 + Bmyor® + -+ Byr? Y
| =—

T—0 ro—1

=00, o>2[—1.

Essa contradicao completa a prova da afirmagao, desde que B; € R. Combinando afirma-

¢ao acima e (4.66), podemos escrever
y=B;+ By’ 4 ..+ B 2 L g

Como ¢ satisfaz (4.64), obtemos

L gv .
gy =y 9 .@r” +y(r). (4.67)

Desde que we,v € D™?(«), pelo Lema 14 segue que

(x—2m+1) (x—2m+1)

)< Cirm 2 |v[fvm e eI < Corm 2 [wellvp, V>0 (4.68)

Usando que f =w{ —v9 com q = &1 ¢ (4.68) em (4.65), podemos ver

[yl < CerPm
para algum C = C(a,m) > 0 er > 1. Assim, y(r) — 0 quando r — oo e portanto por
(4.67) segue que |g(r)] — oo quando v — oco. Por outro lado, desde que g = wg —v e
We, Vv sao limitadas em (0, 00), entdo g é limitada. Essa contradi¢ao completa a prova do

lema. O

4.3 O valor de 8_%(m, 2, &, &, 00)

Nessa secao, desejamos calcular explicitamente a melhor constante Sz (m, 2, «, &, 00).
Porém, chamamos a aten¢ao para uma dificuldade adicional com a qual temos que lidar

em DM™?(), a saber:

Problema 1: Para m > 1, se z € D™?(«) € um minimizante para $(m,2, «, &, 00)
entdo z é uma func¢ao singular ou nao singular?
Para explorar esse problema, ilustraremos duas situagoes. Primeiro, de acordo com

|68], os minimizantes z para o problema variacional associado & imersao Sobolev classica
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D™2(RN) — L2 (RN) sdo funcoes nio singulares. Adicionalmente, eles usam a forma
explicita dos minimizantes para calcular a melhor constante em D™?(RN) «— L2 (RN).
Em segundo lugar, no caso particular m = 1, por meio da classica desigualdade de Bliss
[12], P. Mitidieri et al. [59, Proposigao 1.4] foram capazes de mostrar que 8(1,2, x, &, 00)
é atingida pelas fungoes de Bliss

—1

ur) =P (14137, >0 (4.69)

onde P = P(x,1) = (ax— 1) (¢ + 1). Além disso,

[N

8§72(1,2, &, o, 00) = P2 [F(QF(““) )]”‘“, (4.70)

SR

onde T'(x) = fé(—lnt)"_ldt, x > 0 é a funcdo gama de Euler. E claro que as funcoes
de Bliss sao nao singulares. Por fim, observamos que no caso geral m > 1, esse problema
estd em aberto. Embora algumas situagoes especificas indiquem que as minimizantes sao
fungoes nao singulares.

Voltando a ideia inicial, a fim de calcular §2 (m, 2, &, &, 00), introduzimos a hipotese:
(H) existe z € D™?() minimizante para 8(m, 2, &, &, co) satisfazendo

z(i)(O)z 0 para i=1,3,...,2m —1,
ci para 1=0,2,---,2m —2
para algum c; € R.
E importante destacar que a hipotese (H) nao é vazia. De fato, note que nas situagoes
o =N —1oum=1, a hipotese (H) é satisfeita.
Inspirados por [51, Lemma 7.22|, estabelecemos uma estimativa para solugdes que

mudam de sinal em (4.1). Esse resultado sera util para determinar o sinal de um minimi-

zante.

Lema 19. Assuma que existe uma solug¢ao nodal w € D2 (o) para (4.1). Entao,
Iy = 2578 ull, (4.71)

onde 8 € definido em (3.1).

Demonstracao. Seja

H={ueD™*(a): u=>0 qt.p. em (0,00)}
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um cone convexo fechado nao vazio e seu cone dual dado por
H* ={ue DM (a): (u,v) <0, Yve K.
Afirmacao.
FH* C —H. (4.72)
De fato, seja @ € HNY com ¥V ={y, = : uwe CX(R)}. Considere o problema
(—Ax)™y =@ em (0,00). (4.73)

Pelo teorema da representagao de Riesz, existe uma tnica solugao fraca y, € DI?(o)
para (4.73). O mesmo argumento usado na prova do Teorema 7 permite concluir que

€ C?™(0, 00) e satisfaz (4.73) no sentido usual e as condicoes de contorno
Yo

li_r)r(l)T“ALy(p(r) - PE}I(I)T“((A“)]'HQ)/(T) = 07 para ] = 07 17 e, M 1 (474)
e
lim Al y,(r) = lim ((Ay)'ye) (1) =0, para j =0,1,--- ,m. (4.75)
T—00 T—00

Em ordem para provar que Yy, preserva o sinal de ¢, podemos reescrever (4.73) como o

sistema

_Aocyk:yk+17 para kzoula"'7m_2a
(4.76)
- Aocym—l = o, €1 (07 OO)?

onde Yy = (—Aq)*y com y € C*™(0, 00) N D2 () satisfazendo (4.74) e (4.75). Usando
(4.76) e (4.74), temos

1 T
yr 4 (r) = _r_"‘J @(s)s*ds, para T > 0.
0

Desde @ > 0 em (0, 00), obtemos Yy, 1 € uma fun¢do nao crescente em (0, 00). De (4.75),
temos

lim Umfl(r) = 07

T—00
o que implica Yy, 1 > 0 em (0, 00). Agora, para cadak =0,1,2,..., m—2, usando (4.76)
e (4.74), obtemos
1 T
yp(r) = _r_“J Yrs1(s)s*ds em (0,00). (4.77)
0
Assim, Y1 = 0 e (4.77) fornece que Ymy_o ndo crescente em (0,00) e (4.75) implica

Ym_2 = 0em (0, 00). Repetindo o argumento, obtemos que as fun¢ées Ym_3, - - -, Yo, Y1, Yo



Capitulo 4. A melhor constante 60

sdo ndo negativas em (0, 00). Assim, desde Yo =Yq € Yx41 = —AqYx, k=0,1,...,m—2
resolve o sistema (4.76), podemos garantir que y, > 0 ouy, € H. Agora, para qualquer
w € H*, temos (W,y,) < 0. Usando que y, ¢ solugao fraca de (4.73), podemos obter
que

J wer*dr = (w,y,) <0, paratodo @ € HNY,
0

o que implica que w < 0 em (0,00) ou w € —H como afirmado em (4.72). Seja u uma
solugao fraca e nodal de (4.1), pela decomposigao de um espago de Hilbert em cones duais

devido a Moreau [60] (veja Teorema 3) existe um tnico par (uy, us) € Hx H* satisfazendo

u=u +u e (u,uy) =0. (4.78)

Afirmagao. Para cada i=1,2, temos

w0 e P uu < uyl® q.t.p. em (0,00). (4.79)

De fato, desde u muda de sinal, (4.72) fornece que u; # 0, para i = 1,2. Para provar a
segunda parte de (4.79), primeiro analisamos i = 1 e avaliamos dois casos. Se 1 € (0, 00)
tal que u(r) < 0, entao (4.79) é trivial. Por outro lado, desde (4.72) segue uy < 0, se
u(r) > 0, obtemos u(r) = u;(r) + us(r) < uy(r) e (4.79) é valido mais uma vez. O caso

i =2 ¢ similar. Usando (3.1), (4.78) e (4.79), para i = 1,2 temos

o0
Sllwillfzr < Jwillop = (Wui)vy = JO uf* 2uur™ dr
(o)
< | R dr =
0 (o4
o que implica

x—2m+1

8 o < fwillfar, parai=1,2. (4.80)

De (4.13) com v = u, podemos deduzir
Ty = llullty- (4.81)

Com auxilio de (3.1), (4.81), (4.78) e (4.80), temos

2 2m
2

2m +1
e = () = (i + ual?y )"

2m
2m

(Slhuli?, +Slwli?y) ™" > 82,

WV

o que implica (4.71). O
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Como aplicacao do Teorema 8, podemos determinar a forma explicita das fungoes

positivas nao singulares que sao minimizantes para 8(m, 2, &, &, 00).

Corolario 10. Assuma (H). Entao, uma fungao positiva z € D™?(«) satisfaz (H) se,

e somente se, z =W, para algum € > 0.

Demonstragdo. Pela hipotese (H), temos que §(m, 2, &, &, 00) é atingida por z € D™?(«)
uma funcao extremal nao singular. Pelo Teorema 7, temos z € C2™(0, 00) & solucao de
(4.1). Combinando isso com o Lema 19, obtemos que z tem um sinal, entdo escolhemos
z > 0. Assim, pelo Teorema 8 segue que z = wg, para algum € > 0. Em ordem para
provar a reciproca, podemos usar (H) para tomar 1, uma minimizante nao singular para
8(m,2, &, &, 00) com |[[ugl[iz» = 1. Pelo teorema do multiplicador de Lagrange, existe

i € R tal que

(o.¢] o
2J Vi Vitvr® dr = p2* J [uol* Pugvr* dr, para todo v e D™ ().  (4.82)
0 0
Usando v = uy como fungao teste em (4.82), podemos concluir que p = 28/2*. Em

. ~ 1 . ~
particular, a funcao ug := 821 satisfaz a equacao
m _ 2% —2
(—Ax)™Mus = |lus|” ““us em (0, o).

. _1 .
Pelo Teorema 8, existe €y > 0 tal que we, = ug = 82 21uy. Assim,

V™ w
V2 Wellz _ joma i, st
[Weollr2:

Dai, we, ¢ um minimizante.

Afirmagao. Ambos ||[Vweliz e [[wel/{2r ndo dependem de € > 0.

De fato, note que

ax—2m+1
2

We(r) = PR (—e ) = pein [e*“ztlu(f)} , (4.83)

€2+ 12 €
onde u é definida em (4.40). Pela mudanca de variavel s = r/€, segue

[Wellr2r = P [ullzr, para todo e > 0.

Além disso, é facil verificar que (cf. Lema 11) para qualquer j € N, temos

A [ u()] = e F A W ve) (4.84)
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((~aq) e % u(—)])' = (AU ) (v/e). (4.85)
Fazendo s = r/€ e usando (4.83), (4.85) e (4.85), obtemos

x—2m+1

[Vawelz =P m [[VEulr2, forall e >0.

Isso completa a prova da afirmacao. Portanto,

IVawells _ IVaWe,llig =82 para todo € >0
el — Tweolls: | |

]

E interessante dizer que o corolario 10 traz um avanco parcial no problema 1 para
m > 1.
Sejan € C*(0,1) uma fungao cut-off satisfazendo
1, se 0<r<1/2
0<n<1l e nr)= (4.86)
0, se 3/2<r<1.
Lema 20. Assuma (H) e seja we como em (4.38). As estimativas sao vdlidas:
(00 00
(a) w21 dr = 8% = J VI'w[*r*dr, Ve >0,
JOo 0

1
[ a+1

(b) . Vi mwe)Pr*dr = 8% 4 0(e™ 2™ ) oy,

rl
(c) | mwelrdr=8% +0(e* ).
JO

Demonstracao. Desde w. é um minimizante para § = 8(m, 2, &, &, 00), entao

sl/2 — H We _ [We vy
welliz oy~ el
Por integragao por partes, podemos ver que
IWellZy = llwellfe-
Assim,
2% /2— —2/2*
81/% = “We”ng Pe 8= ||W€Hlvgg/ :
Note que
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Isto completa a prova da parte (a). Em ordem para provar o item (b), para cada j =

0,1,---,m, podemos escrever
ANwe(r)=¢e" “72m2+1+2.ALW1(1‘e_1), r>0 (4.87)
e
(A ow] "(r) = e [A) ] "(re ™), T>0 (4.88)

Pela Proposicao 9, para cada j =0,1,--- , m temos
j+1 ) .
(~A)wi(r) =1+ Y G,

i=0

o~ —2m+1 .
onde ¢ = P*"im . Em particular,

j+ ) . i
(A wi) (1) =8+7) 7270 Y G(Lj) [20% ! 20— e+ 2m — 4 — D)r?H]
i=0

Por isso, para v > 1 temos
j 2
[(—A) Wi ()] < C(1 )

e
_ ) r2i+l
“(—Acx)lwl] (T)‘ < C(1+r2)(oc72m+4j+3)/2’

para algum C > 0 (independente de €). Para 0 < € < 5 e T > 3, usando (4.87), (4.88) e

as estimativas acima segue que

|Afxw€(r)’ = e_[(“_2m+1)/2+2j]‘A&wl(re_lﬂ
€(oc—2m+l)/21.2j
< C(€2_|_T.2)(oc—2m+4j+1)/2 (489)
e
. / _ _ . . / _
‘[A)cxw?i} (r)‘ _ o lla—2ma1)/2425+1) [A&WJ (re™1)
(x—2m—+1)/2,.2j+1
€ T
(4.90)

¢ (€2 f 12)(a—2m+4j+3)/2"
Assim, for 0 < € < 3 e 3 <1< 1, usando (4.89) e (4.90) segue

|ALWE(T)‘ < Celo2mt)/2 MALWe]/(T)‘ < Ce(cx72m+1)/2,

o que implica
IVEW (1) < Cel*2m /2 vk < 2m. (4.91)
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Definimos

Ve =1 We (4.92)
Entao, v. € C2(0,1) tal que

we, se 0<r<1/2
0<ve<we e v (r)= (4.93)
0, se 3/2<r<l1.

Se m = 2k, note que

)
Jun

1 L 1
J AkvePredr = | |AKwPr*dr + J IAK (mwe)Predr
0 JO

= Nl

— AR w Pr*dr + L (IAY (mwe)l? — Ak w ) r* dr
0 2

— AR w *r™dr,

J1

com ajuda da desigualdade triangular, temos

00 1 1
J AR w Pr*dr — J ARy [Pr* dr J (IA’(;(nwe)l2 — IA];weIQ) r*dr
0 0

- J |AKw [Pr dr
1 o0

< J AR wPr*dr + L AR W Pr™ dr.(4.94)
3

Agora, estima-se as duas integrais no lado direito acima. De (4.91), temos

1 1
J IAKw Predr < CeHmHJ T dr. (4.95)

1
2 2

Por outro lado, por (4.89) segue

dr

o0
J IAKw redr <

on eoc—2m+lr4k+oc
1

1 (62 + T2)ocf2m+4k+1

0O r4k+oc

2 2 1
Ji (€2 r2)xt
e T4k+oc

x—2m-—+1
< Ce 1 (oD dr

_ Ceoc—2m+1

o0
Ceocf2m+1

(k2] gy (4.96)

J1

Combinando (4.94), (4.95) e (4.96), obtemos

[e%e] 1
J AR W [Pr* dr — J |ARvePr* dr

1 o0
< CeocmeJrl <J' % dr + J T,f(cx72m+2) dT’),
0 0

1

1
2
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o que implica que
1
J VI mul)Predr = S%m + O(e* 2™ M) o
0

Se m =2k + 1, a prova do item (b) é analoga ao caso anterior, apenas usamos (4.90) em

vez de (4.89). De fato, note que

Joo ‘(Akw )/’21‘“ dr—J1
[o'd €
0 0

(0.¢]

1
(A§v€)/’2r°‘dr < J (A];We)/‘QT(XdT—l—J

1
3 1

‘(Akw )/‘21“" dr
X €

0]

1
< Cecx2m+1(J T dr_’_l[ T.f(oc72m+4) dT’),
1 1
0 que assegura
1
J IV (ut)Predr = 83 4 0(e 2™ .
0

Em ordem para provar o item (c), podemos reescrever
1 00 1 0
J e r*dr = J we > r* dr+J (M — 1wel* r* dr—J lwe > r* dr.
0 0 1 1
Utilizando a desigualdade triangular, segue

0 1
J wel? r“dr—J el r*dr| < J
0 0

(o¢]

P = U dr | s
1

T.O(

— /C\2*€ +1J
% (€2+r2)¢x+1
o0

< 62*€“+1J T.—(oc+2) dr
3

B “+1/C\2*2(oc+1)

N o+ 2

0 que garante

Ainda, assumindo a hipotese (H), podemos obter uma reciproca do Teorema 6.

Corolario 11. Assuma (H). Se 8(m, 2, «, &, R) € atingido por uma fun¢ao nao singular,
entao R = oo.

Demonstracao. Por absurdo, supomos que 8§(m, 2, &, &, R) é atingido por uma func¢ao nao
singular, para algum 0 < R < co. Ou seja, existe uma func¢ao nao singular z > 0 em

€ Dv*(«) tal que

HZHQV[,‘} :S(m727(x7 X, R) € HZ’HL%(*(O,R) =1L
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Afirmacgao.

8(m, 2, 0, ¢, 00) = 8(m, 2, ¢, ¢, R), VR > 0. (4.97)
Seja z : [0,00) — R dada por

z(r), if r<R,
z(r) =

0, if r>R.
Usando (4.97) segue que 8§(m, 2, &, &, o) é atingido por z € D™?(). Pelo Teorema 8,
temos z = wg para algum € > 0. Portanto,

lim z(r) = lim z(r) = 0 # w¢(R) = lim we (1),
r—R r—R r—R

o que contradiz a unicidade do limite, e isso completa a prova do resultado. Por fim, falta
provar afirmacao acima. Para isso, note que qualquer u € D?Q(oc) pode ser estendida
para (0,00), como 1 : (0,00) — R definida por u(r) =u(r) ser<Reu(r) =0ser > R.
Assim, € D2 (o) e

S(m,2, «, x,0) < 8(m, 2, , &, R). (4.98)
Por outro lado, para cada € > 0, definimos

ve(r)

=—— Vre(0,1),
||Ve||ng(o,1)

Ve(r)

onde v é dado em (4.92). Pelo Lema 23, temos

~ 12 HVeHQVgl
Ve llTm el
elltz (o)

8(a+1)/2m + O(ecx72m+1)€\0

(Slatl)/2m 4 O(ex+1) . o)*>
8(a+1)/2m+ O(eocf2m+1)

e\,0
§loe—2m+1)/2m (1 4 O(€“+1)€\‘0)2/2*
S + O(eoc—2m+1)€\(0

(1+ O(e““)e\o)z/?*

— 8+O(€oc—2m+1)€\0.

Fazendo € — 0, segue 8(m, 2, o, &, 1) < 8(m, 2, &, &, 00). Isso junto com (4.98), implica
que

S(m, 2,0, 0, 1) =8(m, 2, &, &, 00). (4.99)

Para completar a demonstragao de (4.97), basta combinarmos (4.99) e Proposigao 8. [
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Com ajuda do Corolario 10, calculamos o valor da melhor constante 82 (m,2, a, &, 0)

: = , m2 2*
para a imersao continua D () — L7, .

Teorema 9. Assuma (H). Entao,

N

g

(o + 1) ]ﬂl
) b

SRR

28_%(111,2,0(, x, 00) =Pz [F(

2

onde T'(x) = fé(—ln t)*~1dt, x > 0 € a funcao gama de Euler.

Demonstragao. Seja z > 0 uma fungao extremal nao singular para (3.1) com 0 = « e

R = co. Sem perda de generalidade, como a dilatagdo de um minimizante ainda é um

minimizante, escolhe-se z = wy para calcular o valor de 8, onde w; é dado em (4.38).

Usando integracao por partes, obtemos

IVEzllty = Iz

2*
L%:c .

Portanto,

2m

IVRzli,

o] a+1
§=——— =|z]F 7 =7 U (14 r?) (> gy .

I, :

Relembre que xI'(x) = I'(x + 1). E facil verificar que

*© _ (&2 P2
2 (x+1) .. . 2 _ 2
L (L4777 dr = 2al(x)  2M(ax+1)

Juntando (4.100) e (4.101), temos
2N+ 1) | =
§=prm | T
" {r(“—“)r(“—“)}

2 2

(4.100)

(4.101)



Capitulo 5

Desigualdade do tipo Hardy-Sobolev

com termo logaritmico

Nesse capitulo, vamos apresentar resultados em linha dos objetivos principais dessa
tese descritos nos itens (e) e (f), veja a introducao. Tais resultados tém o propoésito de
estender os resultados contidos em [37] para o espago X}Q’p(cxg, &) com R = 1. Em todo

o capitulo, denotamos a norma de X}”® (&g, o;) por |[u|| para representar ][u/]]Lgl.

5.1 Desigualdades do tipo supercritica

Nessa secao, vamos provar duas desigualdades do tipo supercritica. Sejam p > 1 e

0, g, &1 > —1 ndmeros reais. Assuma que (0, &g, &;,p) satisfaz
p>1, oau—p+1>0 e min{0, x} > x; —p. (5.1)
Além disso, seja @ : [0,1) — R uma funcao continua que satisfaz as hipoteses
(h1) ©(0) =0e @(r) > 0 para todo r € (0, 1);
(hy) Existem ¢ >0 e o> 1 tal que @(r)|Inr|°In|lnr| < ¢, para v proximo de 0;
(h3) @(r) =o(|/In(1 —7)|), quando r — 17, i.e. lim,;- @(v)(|In(1 — 1))~ = 0.

Por exemplo, é facil verificar que para qualquer 3 > 0 e y > 0 temos que @(r) =

™(In (14 71))Y, 0 <1 < 1, satisfaz as hipoteses (h;) — (hs).

68



Capitulo 5. Desigualdade do tipo Hardy-Sobolev com termo logaritmico 69

Teorema 10. Sejam ¢ € C|0, 1) satisfazendo (hy)-(hs) e (0, &g, &1, p) satisfazendo (5.1).

Para qualquer T > 0, obtemos

1

So.l) = sup { | 1ol I e+ ()P 5w e X (e, o), [l =1} (52

0
¢ finito. Em particular, para qualquer w € X7 com 0 < |[ul| < 1 temos
1
|| PR DI dr < Sosle)
0

Demonstragdo. Seja u € X;P com |[u| = 1. Pelo Lema 2 (Lema Radial), segue

hu(r)] < 0<r<1 (5.3)

x1—p+1
T P

onde k =((p—1)/(xs —p+ 1))“’*1)/‘). Para qualquer T > 0, temos

t
IInT| + In <1+K?>

li =1. A4
e ()] (5:4)

Entao, existe C = C(t, k) > 0 tal que
Kt
Hn’tl—i—ln(l—k?) <Clln(t+t)], t>1. (5.5)

Usando (5.3) e (5.5), podemos deduzir que

In (t+ )| < C ‘m (T o )

, parar e (0,1]. (5.6)

Escrevemos,
1
J rOulP n (T4 [u))|®™ dr = Loy + Lip.p) + L), (5.7)
0
onde

b
Lap) = J rOfuP fln (T + [u))[*"™ dr

a
e 0 < p < p <1 serd escolhido posteriormente. Seja

1
5, zsup{J P dr ;e X (oo, o), [l =1},
0

Para p > 0 suficientemente pequeno e usando (5.3) e (5.6) segue

re
Lop) < | T0hul? ( [In (T + huf)| T — 1) dr+ I,

JOo

(P 0 * x]—p+1 @(r)
< | P (‘Cln(T—i—r*ip ) _1> dr+ £,

JO

iy 5.8)

[° * In|Cln —eped (
_ T9|u|P (e@(T) (T+r P ) B 1) ar+ 3,

JO

[P kP In|Cln S
< KT (eq?(T) (T—l—T P ) B 1) dr + f_p.

Jo
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Para qualquer v € (0, p), existe & =d(r) € (0,1) tal que

x]—p+1 ) ‘

x1—p+1 B
e(r)In|Cln (t4r 7 o P“)‘

e —lze“’mmn‘cm(”r_ i )|(p(r)ln|Cln(T—|—r* P

Usando (hs), podemos ver que

_x1—p+l
(1) |Cln (t+1~777)| < Jn[Cln(rer )

> 1
mreln|nr] = °

que implica
e(P(T‘)f)ln | Cln (T+r7 ml;p“) ‘ <C

’

para algum C > 0 suficientemente grande e r proximo de 0. Entao, para r > 0 suficiente-

mente pequeno e usando a hipotese (hy) segue

x1—p+1 o« —p+
e"’””n‘cm(”f v )| —1< Co(r) ln‘Cln (T—}—r’ v 1)}
< Co(r)In|lnr]| (5.9)
<G
|InT|o’

para algum C; > 0. Combinando (5.8) e (5.9), podemos ver que

P

o]
L(0,0) =J TP fIn (T + [ul)[*™ dr < KP*QJ dr+ £, < oo, (5.10)

0 o TlInrl®
se p > 0 é escolhido pequeno o suficiente. Para estimar I(;1), notemos que a funcao
T — In !Cln (T + rio{l%w)} ¢ limitada proximo de 1. Assim, usando (hs), existe p < 1
proximo de 1 tal que

x1—p+1

1
e(r)In|Cln(t+7" 7 )|<§|ln(1—1‘)|, for all v € (p,1). (5.11)

Combinando (5.3), (5.6) e (5.11), segue

1 1 p* ) r)
* K x P
Lio.) :J P In (T + [u)|® dr < — ‘cm (T4 ") dr
o Jo
_ ! K_p*e(p(r)ln‘Chl (T+r*“1}p+1)|dr
Jo T (5.12)
rl Kp*
< —1dT
Jor(l—r1)2
= k"' [2In((1—p)2 +1) —Inpl.
Para estimar I(, 5y, combinamos (5.3) e (5.6) para ver que
P . b P’ & pir | @(T)
Lio.p) =J TP I (- )€ dr < J Solemrer )T ar <o,
p p

(5.13)
Juntando (5.7), (5.10), (5.12), e (5.13), completamos a nossa demonstragao. O
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Enfatizamos que, se @(r) = 1 com B > 0 temos que o Teorema 10 melhora e com-
plementa (10) porque inclui as seguintes situagoes novas: p # 2 e valores nao inteiros de
X, &1, 0 que satisfazem (5.1). Além disso, representa uma contrapartida de |27, Theo-

rem 1.1] com termo logaritmico.

Definicao 13. Sejam t > 1 e p > 0 numeros reais. Definimos o espag¢o de Orlicz

generalizado por:

1
Lg)ln = {u: (0,1) — R mensurdvel : J

()P In (t + ()™ dr < oo},
0

)

. B, .
A seguir, vamos mostrar que o espago Lg, ¢ bem definido.

munido da norma

B

ulr) dr < 1}. (5.14)

hed SR B wr)
n <T A

1
ull, e =inf{7\>0: J 0
0,ln 0

Lema 21. Sejam 0 < b <1< a et > 1 nimeros reais. Seja Tqp(t) := t*In(t+ t)[°

para t > 0. Entao,
(a) Tqp € continua em [0, 00)
(b) Tqp € conveza em [0, c0)

(C) lirn’t—)O ra,b( )/t =0e hmt—)oo ab( )/t =

Demonstracao. E imediato que (a) e (c) sdo verdadeiros. Observemos que

r(1—0—1,b (t) —t ra,b—l—l(t)

Fant) Tan(t)

Em ordem ara provar (b), ¢ suficiente mostrar que I'jy,(t) > 0 para t > 0. Derivando

=In(t+t), Vt>D0.

Fav(t), segue

b
I (1) =alg_ —Tap-1(t 5.15
ab(t) =ala1p(t) + LR 1(t). (5.15)

Seja g(t) = %Hrmb_l(t), com t > 0. Derivando g e usando (5.15), segue

1 1 b—-1

q'(t) = _mra,b—l(t) +— [Ty 1b-1(t) + T—Hra,b_Q(t)]
- (Hltprab (0 + ——[Fran a0+ 2:111(; et
T+ ta)z IIIIE:CC)-F t) [ ~hn(THt) el t)M b 1] o
BCE E)Z lrllgct)—l- t) [(a ~Dn(r+t)+ GTM +b— 1} :
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Ainda, usando (5.15) podemos escrever
lab_1 In 2 In
o-1(t) ) [(a—l)((’t—l—t)—h: t)) +b<(1+t)—(Tt+ ﬂ)]. (5.17)

I t) =
a1 (T+1t)2In(t+t
Seja he(t) ;== = In(t +t) para t > 0. Combinando (5.15), (5.16) e (5.17), podemos ver

que
Fap(t) =aly 1, (t) +bg'(t)
. ab 1(t)
- TR T [a(a — 1)[he(t)]? + abhe(t) + b(b — 1)} .
Fap—1(t) In(t+t) :
EFE iy [b(a— Dn(t+1t) + abT—}
Fav—1(t)
Z trtemrro o
onde
O.(t) = ala— Dh(t)]* + blah.(t) + b —1]. (5.19)

Por (5.18), precisamos apenas demonstrar que ®.(t) > 0 para todo t > 0. Para isso, note

In( 1+t

que para qualquer T > 1, temos h (t) > hy(t) = (1 + t) . Além disso,
1 In(1+t
lim h(t) =1 e R(t)=- 1—M] >0 Vt>0. (5.20)
t—0+ t t

Entao, hy é uma fungao crescente em (0, 00) e, para qualquer T > 1 temos h(t) > hy(t) >

1, para todo t € (0,00). Assim,
O (t) > ala—1)+bla+b—1] >0
o que completa a prova. O

Lema 22. O espago Lg,ln € um espaco de Banach.

Demonstracio. Seja ¥ : (0,1) x [0,00) — [0,00) dada por P(r,t) = t?"|In(t + t)|™",
com 3 > 0. Pelo Lema 21, segue que { é uma ®-fungao generalizada, isto é, P €

®((0,1),r%dr]). Mais precisamente,

(1) par cada r € (0,1), a funcao f: [0,00) — [0, 00) dada por f(t) =P (r,t) é convexa,

continua a esquerda, f(0) = lim_,o+ f(t) =0, e lim{_, f(t) = oo.
(il) r+— P(r,t) é uma funcdo Lebesgue mensuravel para qualquer t > 0.
Desta forma, consideremos o semimodular py, : LY — [0, 0o] induzido por 1V, dado por

1
P (1) iZJ Ol I (T + )" dr,
0
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onde LY =1°((0,1),r%dr) denota o espago de todas as fun¢oes Lebesgue mensurdveis em
(0,1). Entao, pelo Lema 1 obtemos que o espaco de Orlicz generalizado Lg’ln é um espaco

de Banach, munido da norma Luxemburgo

Iullg, = inf {7\ >0 : pln(%‘) < 1}. (5.21)

]

Corolario 12. Sob as condicoes do Teorema 10, temos que X%’p(oco, ) — Lg,ln € uma

mmersao continua.

Demonstragao. Para qualquer u € X}’p(oco, a1) com u #Z 0 e escolhemos Ag > 1 satisfa-

zendo 7\8* > J+1p.0. Pelo Teorema 10, podemos ver que

I P’ 1 P I P’ rP
?J Teli 1D<T+_’LD drg?J Te‘i‘ ‘1H(T+‘LD dr
A Jo Tl Ao [l A Jo Tl [[ul

1
< ?9:17(379 < 1.
Ao
(5.22)
Isso implica que
lulle < Aollull, Vue Xy (oo, o). (5.23)
O

Observagao 4. O Coroldrio 12 € um resultado surpreendente.

De fato, sejam T > 1 e 0 < b < 1 < a, e definimos Iyp : [0,00) — R por
Fawv(t) = tYIn(t+t)]° (se b = 0 e T = 1 definimos Iy, (0) = 0). O Lema 21, per-
mite considerar o espaco de Orlicz com peso associado a Lo, , = Le,r,, (0,1) munido da

norma de Luxemburgo

ullr,, = inf {7\ >0 : E T b ('ug\”') dr < 1}. (5.24)

Recordamos que a imersao continua X, (otg, &1) < Lor,., ¢ Otima, veja (2.1). Por isso, o
espago de Orlicz Lo . , € 6timo para a imersao continua anterior. Ademais, se 0 <b < 1,
para qualquer & > 0 tem-se Iy« o(t)/Tp+ 1 (8t) = 0 quando t — o0, o que significa que I«
aumenta estritamente mais rapidamente do que T, . Portanto, X}’p(oco, 1) nao pode
ser imerso continuamente em nenhum espago de Orlicz com peso Lo ., para 0 <b < 1.
Adicionalmente, destacamos que se b(r) = ™ com v € [0,1) satisfaz 0 < b(r) < 1,
exceto para v = (. Assim, dizemos que tanto a desigualdade com termo logaritmico no

Teorema 10 quanto a imersao no Corolario 12 sao do tipo supercritico.
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5.2 Supremo J.p¢ e fungoes extremais

Em primeiro lugar, denotamos por:

1
X, =sup {J P dr s we XpP (o, o), |Jull = 1} (5.25)
0

1
Frgo =sup { | 1O Iln et ) @ s we X o), ol =1} (520
0
Pelo Teorema 10, segue que Frp0 = Sp.(TP) < o0.
A seguir, usaremos uma abordagem seguindo ideias contidas em [14,27,37, 59| para
estabelecer estimativas para funcoes extremais, veja os Lema 23 e Lema 24 mais adiante.
Para qualquer 0 < R < 0o, definimos
R
8(p*,R) = inf {J TP dr: uw e XgP (oo, 0u) e [[ufl = 1} : (5.27)
0 [¢]
E bem conhecido que §(p*, R) é independente de R e 0 mesmo é atingido apenas no caso

R = 400. Além disso, para cada € > 0, seja

W)= — 120 (5.28)
(€n+rn)m
onde
X1 —Pp +1
- 2 _
= 0— oy + P
p—1
e (5.29)
X1 —Pp +1
P17 0 e
~ — 1
c={(0+1) (u) ]
p—1
\
entao
ST — J reluzlp* dr = J ™ (ul)|P dr, (5.30)
0 0

onde 8 denota o valor comum de 8(p*, R) para todo R € (0, o], veja [59, Proposition 1.4]
e |27] para mais informagdes. Combinando que §(p*,R) é independente de R, (5.25),
(5.27) e (5.30) podemos deduzir que

T, =85 =8 =, (5.31)
Sejan € CF(0,1) uma funcao cut-off tal que 0 <n < 1em [0,1] e

nr)=1 em (0,19] e n(r) =0 em [2rg,1] (5.32)
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para algum 0 < 19 < 2rg < 1. De acordo com |27, Claim 1|, temos

luz)’|P, = 8%+ +0(e*), quando € — 0 (5.33)
(§]
P, = 8o + 0(e*’), quando € — 0. (5.34)
0

Para A >0, B >0e A = AG, seja

~ y €’
Ue (1) = An(r)ui(r) = An(r) ———. (5.35)
(en + rn) m
Por simplicidade, para qualquer t >0 e 0 < a < b < 1, introduzimos a notagao
b ) .
&.(a,b) = J L (| In (T + the )™ — 1) ar, (5.36)
onde u, ¢ dada em (5.35).
Destacamos as seguintes relagoes sobre os parametros em (5.29).
sm 1
no 0
n—sm=-— 0;1 P
spF — 0+1
sp = % (5.37)
g __9+1
m p—1
o n_ ou—p+l
m p
n
(s——>p* =—(0+1)

Essas identidades surgirao em todos os nossos calculos e as utilizaremos sempre que ne-
cessario, sem comentarios adicionais.

Os proximos dois resultados, fornecem estimativas inferiores e superiores para E¢_(0, 1).

Lema 23. Para qualquer sequéncia real positiva (te) tal que lir% te = t9 > 0. Entao,
e—

existe uma constante C > 0 tal que

CePln|lnel+0(e™ ), se 0<T<e
€:.(0,1) > (5.38)
CePlIn|lnel, se e < T< oo,

para € > 0 suficientemente pequeno, onde E_(0,1) é definido em (5.36).
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Demonstragao. Seja d = tgA/2'71/™ . Para e > 0 suficientemente pequeno, temos 1 = 1

em (0, €), e portanto,

kel

+1

teUe(r) > de »* >e Vre(0,e).

Consequentemente, temos In(t + tejuel) > In(t+ de_%) >leln|ln(t+tcfuc)l =0

em (0, €). Usando que e* > 1+ t para todo t € R, segue
e (0€) = | 1ol (jn(r+ tohe) 1) ar

p* © B -5
> e—(e+1)J 40 (er In|in (t+de P )_1> dr
0

P €
) e—(eﬂ)J OB In|In(t + de 7 )| dr
€ 0

€

> Ce %Y n|ln eIJ ®* P dr > CePln|lnel,
0

para alguma constante C > 0 e € > 0 suficientemente pequeno. Agora, analisaremos dois

Casos.

Caso I: 0 < T < e. Inicialmente, veremos o subcaso 0 < T < 1/e. Usando (5.35) podemos

deduzir que

|ln (T—I—telau’;” <1 se, e somente se, e ' —T < % <e—T.
Denotamos
o= [(BA9)" o] R [(FAY el
e

2[5
| —
VR

o
-l
|| >
A
~_
3
m
E
.
3
| I
2=
=

W

=

teAes \™ B
b. = —€ =€
el —1

Entao, podemos ver que

| In (T + teAu)

<1 se, esomente se, a. <1 <be.. (5.42)

Observe que 0 < a. < b e, utilizando (5.37) segue que a. = O(eé) e be = O(e%),

quando € — 0. Entao, se 19 é como em (5.32), temos
0<e<ae<be<ry<l, (5.43)
para € > 0 suficientemente pequeno. Agora, utilizando (5.43) podemos reescrever

Ete(ov 1) = Ete(oa €)+ 8t€(€, ac)+ 8t€(ae,be) + Ete(bearO) + gte(r()a 1). (5‘44)
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Em (€, a.), temos u, = Kuz. Combinando isso com (5.42), temos

Qe

Er (€, ac) :J

€

L (| In (1 + telue )" — 1) dr > 0. (5.45)
Utilizando as relagoes em (5.37) podemos obter

be €S‘P* . be np*
O<J P dr<e®? J 0w dr
a (en )

_1 041
g+1 e (ae

%

'd@
o
RN

o |

\‘+

==

N——

(5.46)
N N
e+1p—1 €r P € P O( g)
= _ — —_ — P ).
701 | \ae be ¢
Em (ac,be), temos ue = Ruz > 0. Combinando isso com (5.46), temos
be * * be €Sp* 0+1
Ogj Olu P dr < AP J T‘e—ﬁ dr=0(e» ). (5.47)
e Qe (en + T-n) m
Juntando (5.42) e (5.47), podemos ver que
be ) ;
Eclacbo) = | rohel (1t (e tohe I 1) ar
bi [3 be . (5.48)
:J Ouc P In(T + tefue)|™ dr— J lucP dr =0(e v ).
No intervalo (b, ) nés também temos u, = Au > 0. Assim, (5.42) implica
To
&t (be,19) = J [P (! In (t+ teluel)!TB — 1> dr > 0. (5.49)

Em (r9,1), temos a estimativa

1

0 < tette(r) = teAN(r)e® (€™ +17) 7™ < teAe® (€™ + 1) ™ < 2tAe’T, ™,

o que implica
T+tu <1/e Vre (1),

desde que 0 < T < 1/e e para € > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente, temos
| In(T+ tejuel) = 1 em (19,1). Assim,
! B
& (10,1) = J P <! In (T4 tefue])|” — 1) dr > 0. (5.50)

To

Juntando (5.39), (5.44), (5.45), (5.48), (5.49) e (5.50), segue

€..(0,1) > CePIn|lnel+O(e™ ). (5.51)
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Falta ver o subcaso 1/e < T < e. Nessa situagao, para a. como em (5.40) temos

| In (T + teAu)

<1 se, e somente se, ae<Tt< 1. (5.52)
Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < € < a. < 19 < 1, e reescrevemos
€..(0,1) = &..(0,ac) + & (ac, 1). (5.53)
Em (0, a.), temos u. = ;‘\\u:. Usando (5.52) e (5.39) podemos estimar
€.(0,ac) > €. (0,e) > CePln|lnel, (5.54)

para alguma constante C > 0. Analogamente a (5.46), segue

*

1 sP 1 )

* _np_

0< J re—p* dr < e°P J 9w dr
Qe (en _i_rn)? ae

N (5.55)
—1 P + +
ELES (_) ¥ | o)
o que implica
1 X ) 1 esr” 0-+1
o<J Ol dr<ApJ M dr=0(e v ). (5.56)

Qe (€n+Tn)m

Em (ac, 1), seja d = 2tA e para € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

0 < teue(r) < def (e™ + a?)_%

Il

ol

mtn
\

ELE
N
o) | ™
m T~
~_—

3=
VR
[
+
~
2le
—
]
~_
|
3=

(5.57)

o que implica

Int <In(t+teue)) <se Vre (ae, 1),

para alguma constante s = s(T) > 0 (aqui, usamos que a. = O(eé), quando € — 0).
Por isso, | In(T + teue))|™ < ¢ em (ac, 1), para algum ¢ > 0 dependendo apenas de 3 e

T. Assim, usando (5.56) segue

1 1
Ete(ae,l):J' reluel‘o*Iln(T—i—telu,el)IT[3 dr—J reluelp*dr:O(e%). (5.58)

Qe Qe

Juntando (5.53), (5.54) e (5.58), segue

€..(0,1) > CePIn|lnel+O(e™ ). (5.59)
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Por fim, as estimativas (5.51) e (5.59) prova (5.38) para o caso 0 < T < e.

Caso II: e < T < 00. Nesta situacao, para qualquer r € (0,1) sempre temos
In(T+ teue)l = 1.
Entao, para € > 0 suficientemente pequeno podemos usar (5.39) para ver que
€¢.(0,1) = & (0,€) > CePln|lnel,
o que prova (5.38) para caso e < T < 00. O

Lema 24. Seja f > 0 e (te) como em Lema 23. Entao, quando € — 0 temos

(a) Se0<T<e,

+1 1
O(eP|In e In(|In€])) + O(e ) 365:9_:
€.(0,1) < - o g O
O(e » In(|lne)) 4+ O(ePIn(|lnel)) + O(err) seﬁ;é]:,
(5.60)
(b) See<1T< 00,
O(eP|1n €| In(| In €])) se B = 6—1
€:.(0,1) < o o g O
O(e » In(|lne))) +O(ePIn(|lne|)) +O(er 1) se p# ﬁ
(5.61)

Demonstragao. Inicialmente, seja d= 2tyA e para € > 0 suficientemente pequeno, temos

0 < tewe (1) = teAn(r)es (em + 1) ™ < desw, Vre (0,1). (5.62)

Caso A: 0 < T < e. Sejam a. e b, definidos por (5.40) e (5.41), para € > 0 sufi-
cientemente pequeno de modo que vale a relagdo ordem em (5.43). Em (0, a.), temos
In(T+ tcue) = 1. Assim, usando (5.62) obtemos
’ hl(T + teue)’ = hl(T + teue)
<n(t+de> %) =|In e|<%—s+oe(1)> (5.63)

< &llnel em (0,ae)
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para algum & > 0. Observemos que 0 < m# In(|In€e|) < aP In(|Ine€l) — 0 quando € — 0,

parar € (0, a.). Portanto, usando que (e*—1)/x — 1 quando x — 0, podemos reescrever

Qe

Qe
Et, (0,a.) :J T.9|u€|p* (erﬁln\ln(”t+te\ue\)\ _ 1) dr < J
0 0

< ey (g 1ne|)J

0

A (e )

Qe % * “e €Sp*

OB [P dr = ¢; AP In(§] ln€|)J T9+ﬁ(—)ﬁdr
0 et +rm)m

€ a

< AP In(&|Inel) [e(s’%)p* J

OB dr 4 e J
0

€ *

_np_
OB dr}
€

X 1 8-+1 Qe o+1
= AT P In(Ef el [ rﬁj b3 ]
c1AP € n(&lnel)e+6+1+ev ) T p-1 dr|,
(5.64)
0 que assegura
0+1
O(eP|Ine|ln(|Inel)), seB:%1
€¢.(0,ac) < P (5.65)

O(ePIn(Ilnel)) + O(e 7 In(/Inel)), sep # _S - 1

onde usamos que a. = O(e/?), quando € — 0.

Sub-case 0<T<1/e.
Em (be, 1), seja d = 2tA e para € > 0 suficientemente pequeno podemos proceder de

forma similar a (5.57), para deduzir que

_ e% % e\n 7%
< <dl=— = 5.66
O\teue(r)\d<b€> (1+<b€) ) , (5.66)

o que implica

Int<In(t+teue) <s: Vre (be, 1),

para alguma constante s = s(t) > 0 (aqui, usamos que b, = O(G%), quando € — 0).

Consequentemente, |In(T+ tewe)| < cr em (be, 1), para algum c. > 1. Isso assegura que
In(JIn(t+ tewe)|) <lney Vre (be,1).

Portanto, usando que e* — 1 = e%*x para todo x € R e para algum 0 < 9 = 9, < 1

podemos estimar

1 1
gte (be7 1) — J Te’ueyp* (erﬁ In|ln (tT+teuel) 1) dr g J Teyueyp* (erf’ Ince __ 1) dr

€

1 1 .
< CTJ PO P dr < CTAp*eSp*J OB dr,

€

(5.67)
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o que implica

041
1 . O(eP|Inel) se ﬁ:ﬁ
sp* 0+p—Tk- _ -
€ L T dr = o oo 041 (5.68)
¢ O(er1) +0(e » ) se B#—0,
p—1
onde usamos que be = O(e?). Combinando (5.67) e (5.68), segue
0+1
O(eP|lnel) se [3:1%
Et. (be, 1) < 0+1 0+p+1 0+1 (5.69)

O(eﬁ)—{‘O(e P ) se B?épTl

Juntando (5.48), (5.65) e (5.69), obtemos (5.60) para 0 < T < 1/e.

Sub-case l/e<Tt<e.

Combinando (5.58) e (5.65), obtemos (5.60).

Caso B: e < T < 00. Em (0,1), temos In (T + teue) > 1. Similarmente a (5.63) podemos
estimar

IIn(t+ teue)| < &llnel em (0,1). (5.70)

Como antes, para € > 0 suficientemente pequeno, consideremos
1
0<e<er<my<l. (5.71)

Note que, para qualquer v € (0,€%), temos 0 < 1P In(&llnel) < e%ln(él Inel) — 0,

quando € — 0. Por isso, podemos prosseguir como em (5.64) para estimar

1

eP

gt (O, 6%) < J T9|u€|p* (e'rf5 In(&llnel) 1) dr
0

Tl

€

< ¢ In(élln eI)J O Pu P dr (5.72)
0

1
€ epP
=c;In(&/Inel) ” OBl P dr +J O PP dr].

0 €

Para estimar as integrais acima, vejamos que

€ € sp*
* * €
J OBl P dr = AP J

€
OB dr < AP el )P J O+ dr,
0 0o (e™+1n)

0

p*
m

he

3 3
€ . . € espP” R .
J Te+r5|u€|19 dr = AP J —*TGHS drgAp esP J T9+{5—ﬁp dr. (5‘73)

€ (€n+rn)% €
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Consequentemente,
0+1
e 4 Ofeflnel) se p=-
| o ar<orer) o |l b1
o c O(e » ) se [37&—-

Voltando para (5.72), obtemos
1
O(e® In(|In el)) + O(ePIn ¢ In(|In ) se p = ot S
) < (5.74)

O(cP In(|Inel)) + O(e ™5 In(|lnel)) sep £ E.

T =

€. (0, €

Adicionalmente, para qualquer € (e'/P,1), argumentando como em (5.57) e (5.58),

podemos deduzir que

1 1
€ (ev,1) = J TP n (T teluel)™ dr —J PP dr=0(e ). (5.75)
ep eP

Por fim, combinando (5.74) e (5.75) segue (5.61). O

Teorema 11. Dado 3 > 0. Se (0, g, x1,p) satisfaz (5.1), entdao para qualquer T > 0

temos:
(i) Frpe = Lp, para qualquer B >0
() Fepo > Ip, 50 < B <minf(8+1)/p, (a —p+1)/(p—1)

(lll) BIE’)I;O 3:’1’(573 == Zp.

Demonstragio. Escolhemos A = § © =P em (5.35) e usamos (5.31), (5.33) e (5.34)
para escrever

[ue[? =1+ 0(e*") e Huellp*—z +0(e*™). (5.76)

Utilizamos o Lema 23 com t. = 1/(1 4 O(e®*P)) e (5.76) para estimar

1
) p* el
Jor | ‘ln <T+—1+O(€Sp))

Ip +O( )+Ceﬁln\ln€!—|—0( ), se 0<Tt<e

B

dr=¢&.,(0,1) + [luc|®,
Le

(5.77)

=

S, +0(er 1)+ CePln|lnel, se e < T< o0
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para algum C > 0. Combinamos (5.76) e (5.77) para vermos que

) ( il )
n(t+
el

T |ue’ )11’1 <T+—1+O(€SP)>

1

P
Fep.0 >J r9< el )
o Mhuell

- (1+0(esp))J

0

I, 1 0(er 1)+ CePln|lne/+0(e™ )+ O0(eP), se 0<T<e

*

B

dr

P

dr

(5.78)
S, +0(er 1)+ CePln|lnel+ O(eP), se e < T< 00
se € > 0 ¢ suficientemente pequeno, para todo T > 0 e 3 > 0. Para provar (i), fazemos

e — 0 em (5.78) para obtemos Fr g o > X, para todo T > 0e 3 > 0. Para provar (ii),

usamos (5.78) para rescrever

B &g —B

er1 € esP

Zp—l—€61n|ln€|[C+O< )+o( >+o( )} se0<T<e
In|In €| In|ln €| In|In €|

Frpo = o1_g
er-1 €5p7f3

Zp+eﬁln|ln€|[C+O< >+O< )}, see < T < o0,

In|In € In|In €

(5.79)
0 que assegura o item (ii), desde que 0 < 3 < min{(0 + 1)/p, sp}. Finalmente, vamos

provar (iii). Em vista do item (i), para obter (iii), é suficiente mostrar que
lim sup Frpo < Zp. (5.80)
p—o0

Por contradi¢ao, suponha que exista uma sequéncia (f5) com 3; > 1 satisfazendo

_lim [5]' =00 € Zp < ,lim ?T,Bjye‘ (581)
] — 0 )—00
Para cada j € N, existe u; € X;P (0tg, o) tal que

1t . B
will=1 e JFepo -3 <J Oy [P | In (T + ) dr. (5.82)
0

. Al s . ~ . 1
Ha menos de subsequéncia, a imersao compacta (1.12) assegura que existe uy € X;'7 (g, o)

tal que

u; — g fracamente em Xi’p(oco, o), W — Up em Lg e uj — ug q.t.p. em (0,1),
(5.83)
para qualquer 1 < q < p*. Seja X}’p([p, 1]) o espaco X}’p(oco, «1) no intervalo [p, 1] em vez
de (0,1]. Pelo Lema 3, segue X;P([p, 1]) — Lg([p,1]) é uma imersao compacta para todo
q = p. Usando (5.83) e Lema 2, podemos aplicar o teorema da convergéncia dominado

de Lebesgue para ver que

1 1

OluelP dr = lim J relujlp* dr,
) —0

1
lim J POl lP | (1 + )™ dr = J
j—o0 0

P P
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para qualquer p € (0, 1) fixado. Entao, para T > 0 vale

1 1
J relujlp*l In (T+ Iu]-l)l’”ﬁ] dr = J Telujlp* dr + o05(1). (5.84)
P P

Argumentando como em (5.87) podemos estimar

x1—p+1
— 1 In(% Int
o (7 + ;| < 1 (& p‘” JGAr 7 )4 |>‘

[In 7|

Escolhemos Cy = max {“ITH’ 1} e para 0 < p < § suficientemente pequeno, segue
[In (T + hy[)] < ColInrl, Vre (0,p).

Usando que 35 > 1 e Cy > 1, também podemos estimar

P

Bj T
[In (t+ D" < (Collnr])” < (Collnt])’, Vre(0,p).

Tendo em mente que (C0| In rl)r — 1 quando r — 0, entao para qualquer € > 0 temos
B.
[In (t+ hy )™ — 1< (Collnt])" — 1 <€,

para 1 proximo de 0. Por isso, para p > 0 suficientemente pequeno temos

e ) * Bj e
J P [In (T + )| dr:J

relujlp* (I In(t+ IujI)IrBj — 1> dr + J o IujIP* dr
0 0

P
0
p *
< (e+1)J relujl]D dr.
0

(5.85)
Combinando (5.82), (5.84) e (5.85) segue
1
?T,Bjﬁ — ; < (1 + €)Zp —+ Oj(l).
Fazemos j — oo e depois € — 0, obtemos uma contradicao. O

.~ . A . 1 . . A
Definicao 14. Seja (u;) uma sequéncia em Xg¥ (g, 1). Dizemos que (u;) € uma sequén-
cia concentrada normalizada na origem, abreviada por NCS, se

R
|| =1, wj — 0 fracamente em XgP (o, 1) e _li_}m J P dr =0, Vo > 0.
j=00 Jr,

Abaixo, o resultado assegura que X, definido em (5.25) ¢ um limitante superior para

' ln (T + !ul)lTB dr, para

o nivel maximo de concentra¢ao do funcional J(u) = fé olu

u e Xi’p(ag, 0(1).
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Lema 25. Seja M = {(u)-) C Xi’p(oco, o) : (uy) € NOS}. Entao, vale

1
sup {lim supJ relujlp* IIn (T + Iujl)lrﬁ dr} < I, (5.86)
(uj)eM j—o0 0

para T >0 e >0.

Demonstragao. Seja (u;) € M. Para provar (5.86), ¢ suficiente mostrar que dado € > 0,

existe p = p(e) € (0,1) e jo € N tal que para qualquer j > j,

o
(a) J [P In (T + Iujl)ITB dr < I, +¢;
0

1
(b) J Telujlp* IIn (T + Iu)-l)lrB dr < e.
P

Item (a) : Usamos o Lema 2 (c.f (5.3)) para obtermos

Iln(T+|uj|)|=‘1m+1n(1+|u7j|> <|1m|+1n(1+|LTi|)
<1 In(1 K _og-ptl
<l +1n ( tIr ) (5.87)
0 —p+1 I(E+r7% )+
= i : )
[In 1]

Escolhemos n = (o1 + 1)/p e para p > 0 suficientemente pequeno, podemos estimar
[In (T + hy)l < nflnr|, Vre (0,p). (5.88)

Relembramos (e* —1)/x — 1, quando x — 0% e que a funcao r + 1P InIn 7| é crescente
proximo de 0. Assim, para algum 8; > 0 pequeno e 0 < p < 0y, usamos (5.88) para

assegurar

o)
J relujlp* (Iln (tT+ Iujl)lrﬁ — 1) dr = J

0 0

o]
T.Gluj|p* <er51n|ln(T+\uj|)| _ 1) dr

o
* B
gJ Teluj’p (er lnlnlnr\_l) dr
0

P
< CJ 9Py P InmInrldr (5.89)
0
P *
< CpPln N In pIJ relujlp dr
0
< CpPInminplZ,.

Portanto,

) . " P
J Telujlp In (T + [u])] dr:J
0 0

P
hy P dr + J

relujlp* (Iln (T+ !LL]-I)ITB — 1) dr
0

< I, +CpPlnmnpls,

<XLpte,
(5.90)
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para p = p(e) € (0, 0;) suficientemente pequeno.

Item (b) : Para qualquer r € (p(€), 1), temos

1 p—1
1 P 1 Cx R
< J s hu [P ds) <J sv1 ds) (5.91)
P T

onde kj := C (J‘i s uglP ds) " para algum C = C(ot,p). Desde que (u;) € NCS, temos
kj — 0, quando j — oco. Usando (5.91), se T € (0,1) obtemos
K]' _x—p+l
o (7 + )| < |t +In (14 T )

K] _oclf'p+1
glln’tl—kln(l—k?p P )<C1, vVre (p,1)
e, se T > 1 temos

o] —p+1

o (t+ )l < (T4 k0~ 7 ) <Co VT E(p,1)

para j suficientemente grande, onde C; e Cy dependem apenas de p e 1. Escolhemos

C =max{1, C{, Cy} > 1, entao
1 1
J [P In (T + Iujl)!rB dr < CJ (k51

P P

1
1
)P dr—CKp J ;dr<e,

P

x]— 'p+

para j € N suficientemente grande. O

Proposicao 10. Sejam t > 1 e 3 > 0. Se T g0 nao € atingido, entao qualquer uma de

suas sequéncias maximizantes € necessariamente NCS.

Demonstragao. Seja (u;) C X1 (&g, 0ty satisfazendo
1
lwl| =1 e TFrpe = lim J re|u5|p*| In(T+ Iujl)lTB dr. (5.92)
J—00 0

Ha menos de subsequéncia, existe u € Xl’p(oco,ocl) tal que u; — u fracamente em
XiP (o, 1), w5 — w qt.p. em (0,1) e |Ju| < liminf||| = 1. Agora, analisamos
as seguintes etapas:
Etapa 1: Provaremos que u = 0. De fato, por contradi¢ao assumimos que u % 0. Seja
v; =u; —u. Por argumento do tipo Brezis-Lieb em [13], obtemos

Jl Ty [P (4 )™ dr = j TP [ (T4 )™ dr

0 0

1
+ J O ulP” |1n(r+yu|)|*B dr+o0;(1),  (5.93)
0
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1 1 1
1= J o |u]-’|1D dr = J 1“"1|vj’|p dr +J '[P dr 4 05(1), (5.94)
0 0 0

onde 0j(1) = 0 quando j — co. Se ||[u| =1 em (5.94), obtemos u; — u fortemente em
X}’p(oco, «1), ou seja, v; — 0 fortemente em X}’p(oco, o1). Assim, combinando a imersao
continua no Corolario 12 com (5.93) segue que u é fungao extremal para F;p g, 0 que
contradiz nossa suposi¢ao. Portanto, podemos assumir que 0 < [ju|| < 1. Neste caso,

usamos (5.92), (5.93) e (5.94) para ver que

Fepo = J (Hl"j'H)p* lIn ( + ;)™ dr
J ”|“|H lIn (T + )™ dr + 0;(1)
j () IH(T+\L\) "
1 ,”Jf” vl
*””'p*L ) [ (e gDl e o
< Fepo (V7 + IhefP") + 05(1)
= Fepo (1= Jull +0;(1)% + (Ju)F ) +05(1)
< TJip.0,

o que ¢ uma contradi¢ao, desde que (1 — t)% +th <1 para todo t € (0,1). Concluimos

que u = 0, como desejado.

Etapa 2: Para cada vy € (0, 1) provaremos que

1
J r* P dr — 0, quandoj — 0. (5.95)
To
De fato, usando o Lema 2 temos

Co = Coloty, B,7,70) = sup |In(t+ hy))I™ < co. (5.96)

re(ro,1]

Assim, a imersao compacta
X1 ([ro, 1) = L3([ro, 1), q > (5.97)
assegura que

1 1
J re!uj!p*l In (T + !uj!)lrﬁ dr < CUJ reluj!p* dr — 0, quandoj — oco. (5.98)

To To
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Como (u;) é uma sequéncia maximizante, pelo principio variacional de Ekeland [48, The-
orem 3.1] existe A; tal que
1

1
A JO P e dr = p* L rhy [P 2 (n (7 + hy )™ W dr

J~1 T.9+f3|uj|p*fluj(p
1B
0 (T4 hyl) (In (T + hy )7

(5.99)

dr + (0;(1), ).
Escolhemos @ = u; em (5.99), entéo

1 1
7\)~J r“llu).'!p dr > p*J reluj!p* (In (’r—l—!uj!))rﬁ dr + (0;(1), u;).
0 0

Fazemos j — oo, entao liminf A; > p*J g o. Sejan : [0,1] — [0,1] uma funcao suave tal

quen =0em [0,19/2] e =1 in [ry, 1]. Observemos que, para qualquer T > 1 temos
B
0< iyl <hyl+7 e (n(r+hy))” < Cln(r+ hyl).

Isso junto com (5.97) assegura que

Jl 1,eJrB|U_,|p LL) (nu] J 9+[3|u |p +1
0 (T4 [yl) (In (T + ) ro/2 (T4 ) ( 1n(T+|uj|))1*fﬁ
1 e p*
U
J [yl — dr (5.100)
ro/2 (In (T + [u))
< CJ mhyP” dr — 0.
1”0/2
Tomamos ¢ =nu; em (5.99), usamos (5.98) e (5.100) para ver que
rl
oj(1) =] r¥hylP*u(ny) dr
Jro/2
rl 1
— T ]uj'!"ﬁ dr + J T Iuj’!p’Qu).'u]-ﬁ’ dr
o/ o/ 1 (5.101)
rl - . 1 B
> [ v ar— i, ([ v ar)
Jr1o To
rl
— r“lluj’lp dr + 0;(1)
JT1o

onde usamos que fio TP dr < Cfio ;[P dr — 0 as j — oco. Finalmente, (5.101)
assegura que (5.95) vale.

Das etapas acima, concluimos que (u;) é NSC. O

Baseado na abordagem de Carleson-Chang [19], conseguimos provar atingibilidade

para 3’17[379.
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Teorema 12. Set > 1,0 < B <min{(0 + 1)/p, (s —p+ 1)/(p — 1)} e (0, xp, 1, )
satisfaz (5.1), entio existe uy € X% (ot, &1) tal que
1
Fepo = L 2 1uolP [ In (T + [ue))[™* dr com [wol| = 1.
Demonstracao. Por contradi¢ao, suponha que JF+ g ¢ nao é atingido. Pela Proposigao 10,
temos que qualquer sequéncia maximizante para J g ¢ € necessariamente NCS. Assim, o

Lema 25 implica que Jr g9 < L. Isso contradiz o Teorema 11-(ii). O

Chamamos a atencao do leitor que os Teoremas 11 e 12 estendem [37, Theorem 1.4]
para o contexto dos espacos de Sobolev com pesos X}’p(oco, o1). Adicionalmente, resul-
tados desse tipo vém sendo estudados em outros trabalhos, veja [16,27,33,71] para mais

. - . 1
informacoes, seja para X7 (g, &) e em outros contextos.

5.3 Uma classe de equacoes com termo logaritmico su-
percritico
Dados «;,0 > 0 e p > 1 sao ntmeros reais, definimos
Lu 0oy p—2yyy (5.102)

onde u € C2?(0,R), com 0 < R < oo. Operador L é uma classe de operadores elipticos
quasilineares em forma radial, e vem sendo estudada por varios autores, veja [22, 30,
40, 40, 49, 55, 59| e referéncias citadas neles. Esse operador tem uma rela¢do proxima
com operadores classicos como Laplaciano, p-Laplaciano e k-Hessiano, quando atuam em
fungoes radialmente simétricas.

A existéncia de solucao fraca para uma classe de equacoes elipticas com termo loga-

ritmico supercritico associado a (5.102) é fornecida pelo seguinte resultado:

Teorema 13. Para cada T € [1,00), 0 < B < min{(60 + 1)/p,(cc —p+1)/(p—1)} €
(xo, o1, 0, p) satisfaz (5.1), tem-se que o problema

— (In PluP 20 em
Lu = (In(t+ )™ P ~2u (0,1) (5.103)

u=>0 em 1

. ~ 1 ~
possui uma solugao fraca w € Xy (o, o1) nao nula.
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Demonstracao. Seja I : X%’p(oco, 1) — R dado por

1

1! 1 .
I(u) = ];J T u/|P dr — FJ P (In (T + Iul))rﬁ dr —I—J °G(r,u) dr, (5.104)
0 0 0

u TRIsP s

G(r,u) = JO g(r,s)ds e g(r,s) = o T ) ()

Observemos que g(0,u) = 0. Ainda, para qualquer € > 0 pequeno, existe uma constante

grande C. > 0 tal que
G(r,w)| < rP(eluf’” + Celul’) e [G(r,w) < rP(eluf’ + CelulP). (5.105)

O Teorema 10 assegura que o funcional I ¢ bem definido e de classe C! em Xi’p(oq), ).

Adicionalmente, para todo ¢ € X}’p( Xg, 1) temos

1

1
(I'(w), @) = J P P2 g dr — J R (In () @dr. (5.106)
0 0

E claro que os pontos criticos do funcional I sdo solucdes fracas de (5.103). Assim, para
completar a demonstragao do Teorema 13, seguimos a mesma estratégia de [46]. Mais
precisamente, aplicaremos uma versao do teorema passo da montanha sem a condi¢ao de
Palais-Smale devido a Brezis e Nirenberg, veja Teorema 4, para obter pontos criticos de

I. Portanto, o resultado segue das seguintes etapas:

(A) [Lema 26| O funcional I tem a geometria do passo da montanha.

(B) |Lema 27| O nivel do passo da montanha cypp satisfaz

1 1 041
cmp < <— — —*>Sef"‘1+p .
p P

(C) [Lema 28] H4 uma perda de compacidade para o I funcional no nivel

(l — i)saeo:rllﬂa .
p P

(D) |Lema 29| Existe uma solugdo fraca nao trivial no nivel cpp > 0.
[

Mencionamos que, se o termo logaritmico (In(T+ )™ for trocado por 1 em (5.103),
entdo o problema nao tem solucao, veja [59, Theorem 4.1| para mais detalhes. Assim, o
termo logaritmico faz um papel similar ao termo de ordem inferior introduzido por Brezis
e Nirenberg [14] (veja também [59]), permitindo evitar os niveis de perda de compacidade

do funcional associado.
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Lema 26. O funcional 1 tem a geometria do passo da montanha.
(a) I(0) = 0.
(b) Para cada uw € X}P (g, 01) \ {0} com w >0, temos I(tu) — —oo, se t — +00.
(c) Existem &,p > 0 tal que I(u) >3, se ||ul]| = p.

Demonstracao. E claro que I(0) = 0. Seja u € Xi’p((X(), 1) com u > 0. Parat > 1 temos

In(t+ tu) > In(t+u) em (0,1). Entao, para cada t > 1, por (5.105) segue

tP (! . :
r*u’P dr — —J o ulP (In (T + IU.I))rﬁ dr
P* Jo

1

P

I(tu) < —J
P Jo

1

1
+ et? J O RBIuP” dr + C.tP J O BuP dr (5.107)
0 0

< Sl = [ | e+ )™ el ] + CotvlulTy
p P Jo 0 0
Como p* > p, escolhemos € > 0 suficientemente pequeno tal que
! B
|| v nte )™ dr > el
0

e depois fazemos t — oo para obter o item (b). Para provar o item (c), aplicamos o

Teorema 10 em u € X} (0ty, ;) com 0 < ||ul| < 1, para obter

1 ) 1 p* rh
|| o et e < | v 2 mG+PHN dr < Tepo
o [

0

[[ul[P”

o que significa que

1
J PO In (4 )™ dr < Fepoliul?, e [fuf < 1. (5.108)
0

Combinando a imersao continua (1.12) e as estimativas (5.105) e (5.108), segue

1

() = = [ufp — ==B2 P —J OB (elulP 4+ CclulP”) dr
p P 0
> Ll — T8 e ey, — Coful; (5.100)
= p * L];e) € Lg*
1 Fe “CoCei 1o
> (= — ey ) fufp — BT ey
P p

Como p* > p, escolhemos p > 0 suficientemente pequeno e 6 > 0 tal que
[(u) > & para ||ul| = p.

Isso prova que (c) é valido. m
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Seja u como em (5.35) com A =1. O Lema 26 assegura que existe

cmp = inf max I(u) (5.110)
YEI uey

onde
M={y:00,T] = X{P(xg, 1) : v & continuo, y(0) =0 e y(T) = Tu.}

com T > 0 suficientemente grande, de modo que I(Tu.) < 0. Ainda, por Lema 26 segue

F£0ecmp =0>0.
Lema 27. O nivel do passo da montanha cpmp satisfaz 0 < cpp < (% — #)Se—e;lip.

Demonstracao. Para cada € > 0, seja ye(t) = tue para t € [0, T]. Pela definicdo em
(5.110), existe te > 0 tal que

(Tove)(te) = max (Toye)(t) = cmp. (5.111)
tel0,T]
Afirmamos que
te =1, quando e — 0. (5.112)

De fato, usamos %I(ye(t))h:te = ( para obter
1

1
tE_lj T [P dr = tE*_lj el (In (T + [teuc)))” dr. (5.113)
0 0

Combinando (5.33), (5.34) e (5.113), segue

1
§Tw + O(eP) = tE*_pJ el (In (7 + [teue]))” dr
0

1
=£“ﬁr%www+ﬁ*%u&n (5.114)
0

=P [STET 4 0(e7) + €, (0,1)],

onde & (0,1) ¢ dado em (5.36). Pela estrutura geométrica do passo da montanha no
Lema 26, existe 87 > 0 satisfazendo 0; < te < T. Entao, podemos assumir que te — tg >

0 quando € — 0. Juntando 0 < 3 < min{(0 + 1)/p, sp}, Lema 23 e Lema 24 segue
€.(0,1) =0(ePIn(|Inel)). (5.115)
Por (5.114) e (5.115), obtemos

0+1

14+0(eP) =t P(1+0(er1)+0(eP In(|Ine))). (5.116)
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Fazemos € — 0 para obtemos que t. — 1, como afirmado em (5.112). Utilizamos (5.116)
e 0 < B <min{(0+1)/p, sp} para obtemos

14+ O(esP)
14+ O(er 1)+ O(ePIn(|Inel)

PP = =1+0(ePIn(|Inel)).

Agora, para qualquer q > 0, vale
(14+%x)9=14qgx+O0(x*), quando x — 0.

Assim, utilizamos a igualdade acima para escrever

te =14+ 0(ePIn(]lnel))
tP =1+pTe + O(e** In? (| Ine])) (5.117)

P =14+p*Te + 0O(e*® In? (|Inel)),

onde Te =t — 1. Para € > 0 suficientemente pequeno, por (5.35), (5.105), (5.112) temos

1 . € 1 i
H r0G(r, teue) dr‘ < Ces"*nn’ij 9P dr 4 Ce®P J OB dr
0 0 €

1
+ CGSp_%nE Je re—i—ﬁ dr + CespJ TB—O—B—% dr (5118)
0
‘ x1—p+1

<C <€'3 + e%) +C (eﬁ+e_°‘1+p +e vt ) < CreP.

Para T > 1 e € > 0 suficientemente pequeno, o Lema 23 assegura que existe C > 0 tal que
€¢.(0,1) > CePln|lne|, se B < (04+1)/p. (5.119)

Estamos em condigoes de estimar o nivel cpmp. Por (5.111), é suficiente mostrar que

1 1 +1
I(teue) < <_ - _*>8979cx1+p,
p P

para € > 0 suficientemente pequeno. De fato, primeiro escrevemos

1 1 1

Ol P (In (T + tehue))™ dr + J °G(r, teue) dr
0

P

[(teue) = %J

tP
TP dr — = J
0 P

0
tP tP” . !

= Sl = 5 (e + £ (0.1)) + | 1960 ) dr

P p* Lo 0

(5.120)
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Combinando (5.33), (5.34), (5.115), (5.117), (5.118), (5.119) e (5.120) obtemos
1 0+1
I(tou,) = (— T, +0(e2P In? (|In e|))) (s n O(esp))
P

- (i +T. +0(e®In?(|In em) (s*eiiiv +E&.(0,1) + O(esp*)) +0(eP)

P
< (%—%) 8%+€ﬁln|ln€|[—]%+0<eﬁ+rme|) +O(eﬁlnlln€|>}

sp* B
+ eﬁln|1n€|[o(€fs1€n—1|jlne|) +O(€B+|1n€|>}

< <l — i)gﬂeo:rlgrp7
P P

(5.121)

para € > 0 suficientemente pequeno. ]

1

0+1 . . . . .
Lema 28. O nivel (% -5 )SS*M*P ¢ um nivel de nao compacidade para o funcional 1.

Demonstragao. Seja (ue) definido como em (5.35) com A=l Primeiro, vamos provar

que (ue) é uma sequéncia concentrada na origem r = 0. De fato, para p <rger € (0, p),

1

a mudanga de variavel s = re~" implica que

! 0

s“ll(uf)'(snvds:J 5! (uf)(s)PP ds = SO,
0

o pe”
lim J r*ul(r)|P dr = lim J
e—0

e—0 0 0

onde usamos que U (1) = e~ (X1 PFU/Pyr(r/e) e (5.30). Assim, por (5.33) segue

1 P

T ul ()P dr—J T ul(r)[Pdr =0(e®?) = 0, se € = 0.
0

1
J T ul ()P dr = J
p 0

Por outro lado, se p € [rg, 1), seja p € (0,19). Entao,

1 1
J T ul (r)|P dr < J Tl (r)[Pdr — 0, se e — 0.
p p

Portanto, para qualquer 0 < p < 1 segue

1
lim J r*ul(r)P dr = 0. (5.122)

e—0 o

Além disso, temos

—1

1 1 €
J PluPdr < J reluilp dr = ee_o‘”pJ s%lui(s)|P ds
0 0 0
et s©
= Epea_“ﬁpj ———ds—0, see—0
o (I4+s™)m

onde m e n sao definidos em (5.29), o que assegura que u. — 0 fortemente em L} (0, 1).

Assim, a imersio compacta (1.12) implica que ue — 0 fracamente em X; (&g, &1 ), quando
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e — 0. Essa convergéncia fraca junto com (5.122), garante que (i) é uma sequéncia

concentrada na origem T = 0. Agora, combinamos (5.33), (5.34), (5.115) e (5.118) para

ver que
11 1 o &1(0,1 !
I(ue) = (- 7)8757 +0(e™) —0(e™) + = )+JTGG(nue)dr
P P 0
1 1y, o
(———*>89*“1+P, se € = 0.
P P

Portanto, a sequéncia (ue) nao contém uma subsequéncia convergente fortemente em

Xi’p(%,%)- L

Os Lemas 26 e 27 sao fundamentais, pois 0os mesmos nés deixam em posi¢ao de aplicar
. N . 1 .
Teorema 4. Portanto, existe uma sequéncia Palais-Smale (u;) em X7 (ot, 1) do funcional

041 ..
I no nivel cpp < ( #)Sef“ﬁp. Adicionalmente, para qualquer ¢ € X}’p (g, &¢1) temos

1_
o)

I(u) = emp e (U'(wy), @) =0, (5.123)
se j — 00.

. A 1
Lema 29. Hd menos de uma subsequéncia, u; — Uy fracamente em X7 (o, 1), se

j = oo. Além disso, uy € uma solugdo fraca nao trivial para (5.103).

Demonstragao. Utilizamos (5.123) para ver que
1, 11 o [Foo
emp+1 > 10y) = —(U(w)w) = (£ = )l + | P°Glrw)dr,
P P P 0
o que implica que (u;) é uma sequéncia limitada em Xi’p (g, &¢1). Portanto, ha menos de

o . 1
uma subsequéncia, existe 1y € X777 (g, ®1) tal que

u; — ug frac. em X7, u —up em Ld (p<q<p’) e uy—uy qt.p. em (0,1).
(5.124)
Por um argumento padrao, podemos verificar que ug resolve a equagao (5.103), veja por
exemplo [22,41| para mais detalhes. Desta forma, é suficiente provar afirmacao abaixo.
Afirmagao. uy # 0.
Por contradigao, assumimos que 1y = 0. Como em (5.98), obtemos

1
J P (In (T + )™ dr = 0, se j — oo, (5.125)
P
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para qualquer p € (0,1) fixado. Adicionalmente, usamos a convergéncia pontual em
(5.124), Lema 2 e o teorema da convergéncia dominada para ver que
1
J hy P dr — 0, se j — oo. (5.126)
o
Seja 1 : [0,1] — [0,1] uma funcao suave tal que n = 0 em [0,p/2] en = 1 em [p, 1].
Escolhemos @ =nu; em (5.123), entdo

1 1
J T P () dr = J /P A(In (T + ;)™ dr + (05(1), u;) — 0,
P

2

[N]ge)

quando j — oo, o que implica que
1
J P dr — 0, para p € (0,1).

Seja

1! 1! .
Iy(u) := —J TP dr — —*J P dr, we XpP.
p P Jo

Afirmamos que

De fato, note que

1 (" . !
I(w) — L) = _FJ Pl (i (e + )™ = 1) dr +J G (r, 1) dr.
0 0
Estimaremos cada integral acima para j suficientemente grande. Usando (5.125) e (5.126)

podemos ver

p

rreyuj|P* (0 ¢+ )™ 1) ar| < J PP (I (74 ) 1) dr]

0 0

+ \ Jlremjw* ((m (T+ )™ — 1) dr‘
P

<| Jpr9|uj|p* (0 (4 )™ = 1) dr| +05(1).
" (5.128)

Para T > e, argumentando como em (5.90) temos

o o
| oo (e gl = 1) dr| = | 10l (e 4+ by~ 1) dr < 0,(1)
0 0
(5.129)
onde 0,(1) = 0 quando p — 0 uniformemente em j. Por outro lado, se 1 < T < e, usando

que uy = 0, (5.124) e tomando j suficientemente grande, podemos assumir que [u;| < e—T
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em (0, p). Portanto

HO Ty ((ln (T+ hy)™ — 1) dr‘ - J

0

p

P
< (e —T)p*J 9 dr =o0,(1).
0

Agora, utilizando (5.105) e (5.124) obtemos
1

0 0 0
Combinando (5.128), (5.129), (5.130) e (5.131), obtemos

T(w;) — To(uy)l = 0p(1) + 05(1) + 0e(1)
o que prova (5.127). Analogamente, mostra-se que

<I/(LL]), (p> = <I(/)(uJ)7 (p> + <O](1)7 (p>7 v (0N X%p(CXO; (xl)'

70 [P (1 —(In(t+ |u]-|))*3> dr

1 1
J relG(r,uj)ldrg eJ relu)-lp* dr+CeJ 1‘9|u,-|‘D dr < eX, + Cco5(1).

(5.130)

(5.131)

Entdo, (5.123) assegura que (u;) é também uma sequéncia Palais-Smale para o funcional

Iy no nivel cpmp. Ou seja, para qualquer @ € X}’p(oco, &) temos
I(u) = cmr e (Ij(w), @) = 0 quando j — co.

Em particular,

sl = HlusI7y- + (To(uy), u5)

1 1 1
I(w) — — (I (w),u;) = (———) u;||P, paratodo j € N.
ol p*<0 i) u) P P [l |

De (5.133), podemos supor que existe b > 0 tal que
<b =i P = 1 P,
0<b=lim Jul” = lim [lu7,
De (1.12), também temos
7 e < 87 s I

0

o que implica
by < 8 'b.

Mas, fazendo j — oo em (5.134), obtemos

CMp = (% — I%>b

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

Combinando a condi¢do cpmp < (L — %>89,9;11+p com (5.135) e (5.136) obtemos b = 0.

PP

) A 1
Portanto, ha menos de uma subsequéncia, temos u; — 0 fortemente em X;'¥(ot, ot1), €

assim, I(u;) — 0 o que contradiz I(u;) = cmp > 0.

]



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Esta tese abordou aspectos inovadores sobre uma classe de espagos de Sobolev, apre-
sentando contribuigoes teodricas relevantes ao tema. Ao longo dos capitulos, foram esta-
belecidas as seguintes desigualdades: desigualdade do tipo Sobolev para ordem superior
e desigualdades do tipo supercriticas. Através de uma abordagem rigorosa e detalhada,
os resultados aqui apresentados contribuem para uma melhor compreensao de duas clas-
ses distintas de equagoes elipticas: uma com crescimento critico e a outra com termo
logaritmico supercritico.

Recentemente, S. Deng e X. Tian [35,36] usaram uma mudanga de variavel que permite
mudar a dimensao do espaco e com isso foram capazes de aplicar o Teorema 6 e o Coro-
lario 6 em seus trabalhos. Portanto, a presente tese tem contribuido no desenvolvimento
de novas pesquisas cientificas.

Apesar dos avancos alcancados, falta muitos aspectos a se explorar no futuro. Dentre
eles, mencionamos os seguintes problemas: classificar as solucoes positivas e singulares
para a classe geral de equacoes elipticas com crescimento critico, melhord a condi¢ao sobre
o pardmetro 3 nos resultados do capitulo 5 (i.e. substituir 0 < f < min{(0 + 1)/p, (ot; —
r+1)/(p—1)} por0< B < (ty—p+1)/(p—1)), explorar resultados similares aos obtidos
no capitulo 5 para o espago len,z em vez de X}’p e dentre outros.

Em conclusao, esta tese nao apenas resolve questoes relevantes na area de anélise mate-
mética, mas também fornecer novas ferramentas para novas investigacoes que poderao ter
um impacto significativo na literatura. O estudo feito nesta tese servira como base sélida

para futuras pesquisas que busquem expandir e refinar os resultados aqui apresentados.
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