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Resumo

Introduzimos uma classe geral de espaços de Sobolev com pesos. Esses espaços são

o ambiente natural para estudar uma classe geral de operadores, que inclui o operador

poli-harmônico na forma radial. Uma desigualdade do tipo Sobolev para ordem supe-

rior é estabelecida e o problema variacional correspondente é analisado. Em certos casos

exibimos as funções extremais e calculamos o valor da melhor constante associada a desi-

gualdade do tipo Sobolev. Adicionalmente, estabelecemos resultados sobre regularidade e

classificação. No caso ilimitado, analisamos a existência de solução fraca para uma classe

geral de problemas que envolve crescimento crítico. No caso limitado, dedicamos nossa

atenção a estudar uma classe de equações elípticas com termo logarítmico supercrítico.

Palavras-chave: Desigualdade do tipo Sobolev; minimizantes; melhor constante; de-

sigualdade do tipo supercrítica; termo logarítmico; equações elípticas.
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Abstract

We introduce a general class of weighted Sobolev spaces. These spaces provide the

natural environment for studying a general class of operators, which includes the polyhar-

monic operator in radial form. We establish a higher-order Sobolev-type inequality and

analyze the corresponding variational problem. In certain cases, we identify the extremal

functions and determine the best constant associated with the Sobolev-type inequality.

Additionally, we provide results on the regularity and classification of solutions. In the

unbounded case, we analyze the existence of a weak solution for a general class of pro-

blems involving critical growth. In the bounded case, we focus on studying a class of

elliptic equations with a supercritical logarithmic nonlinearity.

Keywords: Sobolev-type inequality; minimizers; best constant; supercritical-type ine-

quality; Logarithmic term; elliptic equations.
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Introdução

Os problemas variacionais são fundamentais em diversas áreas da matemática, física

e engenharia. Tais problemas envolvem a busca por funções que minimizam (ou ma-

ximizam) certas quantidades. Por exemplo, o clássico problema de Mecânica sobre o

movimento de uma partícula sob a ação da gravidade, proposto em 1696 por Johann Ber-

noulli no seguinte artigo "Problema novum ad cujus solutionem Mathematici invitatur", e

publicado na Acta Eruditorum. Atualmente, esse problema é conhecido como Problema

da Braquistócrona e pode-se formular da seguinte forma: Dados X e Y dois pontos em

um plano. Qual é a curva que uma partícula precisa descrever para sair de X e chegar

em Y no menor tempo possível, apenas sob a ação da força da gravidade? O próprio

Johann Bernoulli baseado no Princípio de Fermat (ver [7]) mostrou que a curva ciclóide

resolve o problema da Braquistócrona. Também, mencionamos que esse problema pode

ser resolvido por meio de uma formulação variacional, recomendamos [70] para mais de-

talhes. Assim, o cálculo variacional é um área da matemática que investiga esse tipo de

problema, e, com o passar dos anos os problemas variacionais evoluíram e são ferramentas

importantes para estudar equações diferenciais parciais (EDP’s), recomendamos M. Wil-

lem [74], N. Ghoussoub [52], D. Costa [21] e P. Rabinowitz [64] para mais informações. No

desenvolvimento dessa tese, o cálculo variacional desempenhará um papel fundamental.

Inicialmente, estamos interessados em estabelecer resultados relacionados a uma classe

geral de operadores, que estende o operador poli-harmônico quando age em funções radi-

almente simétricas. Para explorar esse ponto, dado m ⩾ 1 um número inteiro, considere

a equação elíptica:

(−∆)mu = f(x,u) em Ω, (1)

onde f : Ω̄ × R → R é uma função fixada e Ω ⊂ RN um conjunto aberto conexo, com

N ⩾ 2. É bem conhecido que, se m = 1 temos que operador Laplaciano está relacio-

nado a problemas de geometria diferencial, física, probabilidade e entre outros. Quando
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m = 2, operador bi-harmônico está relacionado ao operador de Paneitz, que foi introdu-

zido por Paneitz [63] para variedades Riemannianas. Em geral, operador poli-harmônico

está relacionado a equações elípticas de ordem superior do tipo reação-difusão, veja [51]

para mais detalhes. Para Ω limitado, no caso de m = 1, mencionamos que equações

relacionadas com o expoente crítico foram investigadas em muitos artigos, recomendamos

Bahri e Coron [8], Brézis e Nirenberg [14] e suas citações. Quando m ⩾ 2, F. Gazzola et

al [51, Chapter 7] estudou o problema (1) sob condições de fronteira do tipo: Dirichlet,

Navier e Steklov. Por outro lado, quando Ω = RN e f(u) = |u|
4m

N−2mu, podemos escrever

(1) da seguinte forma:

(−∆)mu = |u|
4m

N−2mu, u ∈ Dm,2(RN), (2)

onde Dm,p(RN) é o fecho do conjunto C∞
c (RN) na norma

∥φ∥Dm,p(RN) := ∥Dmφ∥p
Lp(RN)

=

(∑
α=m

∥Dαφ∥p
Lp(RN)

) 1
p

.

Para m ⩾ 1 um número inteiro e N > 2m, observamos que T. Bartsch et al [9] foram

capazes de provar que existem infinitas soluções nodais para (2). Pela teoria de regulari-

dade clássica, pode-se mostrar que se u ∈ Dm,2(RN) é solução fraca de (2), então u é uma

solução clássica (pelo menos u ∈ C2m(RN)). Além disso, J. Wei e X. Xu [73] mostraram

que todas as soluções positivas u na equação (2) são funções radialmente simétricas.

Para m ⩾ 1 um número inteiro, 1 ⩽ p < ∞ um número real. Se N > pm, então

existe C0 > 0 tal que(∫
RN

|φ|p
∗
dx

) 1
p∗

⩽ C0

(∫
RN

|Dmφ|p dx

) 1
p

∀φ ∈ Dm,p(RN), (3)

com p∗ = Np/(N−mp) o expoente crítico Sobolev. Essa desigualdade é conhecida como

Desigualdade Sobolev Clássica. Por isso, vale a imersão contínua

Dm,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN) (4)

mas, não compacta. Para mostrar que a melhor constante C0 em (3) é atingida, P. L.

Lions em [57, Theorem I.1] mostrou que o seguinte problema de minimização tem um

mínimo:

I = I(N,p,m) = inf
{∫

RN

|Dmu(x)|p dx : u ∈ Dm,p(RN),
∫
RN

|u(x)|p
∗
dx = 1

}
. (5)
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Quando m = 1, usando argumento de simetrização e algumas ideias contidas em G.

Bliss [12], os seguintes trabalhos G. Rosen [65], G. Talenti [69], T. Aubin [4] determinaram

a forma explícita das funções extremais para (5) e calcularam o valor de I(N,p, 1), a saber:

u(x) = σ−
N
p∗

(
1 + b

(
x− y

σ

)p−1
p

)p−N
p

, y ∈ RN e σ > 0

e

I = π
p
2N

(
p− 1
N− p

)−p−1
p

(
Γ(1 + N

2 )Γ(N)

Γ(N
p
)Γ(1 +N− N

p
)

) p
N

,

com b = b(N,p) ∈ R e Γ(x) =
∫1

0(− ln t)x−1dt para x > 0, a função gama de Euler. Para

p = 2, podemos reescrever o problema (5) da seguinte forma:

S = S(N, 2,m) = inf
{∥Dmφ∥L2(RN)

∥φ∥L2∗(RN)

: φ ∈ Dm,2(RN), φ ̸= 0
}

. (6)

A menos de uma constante, a equação de Euler-Lagrange associada ao problema de mi-

nimização (6) é a equação elíptica semi-linear em (2) com p = 2. É claro, as funções

extremais em (6) são soluções da equação (2). Também, observamos que C. A. Swan-

son [68] foi capaz de provar um resultado de unicidade para as soluções positivas em (2),

e com isso, determinou que

S = π
m
2

(
Γ(N)

Γ(N2 )

)m
N m−1∏

j=−m

(N+ 2j)−
1
2

e é atingida pela família de funções radiais da forma Uϵ,x0(|x|) = uϵ,x0(x) para qualquer

x0 ∈ RN e ϵ > 0, onde:

uϵ,x0(x) =
cN,mϵ

N−2m
2

(ϵ2 + |x− x0|2)
N−2m

2
, x ∈ RN e cN,m =

[
m−1∏
j=−m

(N+ 2j)

]N−2m
2

.

Em geral, uma questão em aberto é determinar a forma explícita das minimizantes em

(5) e o valor de I, quando m ̸= 1 e p ̸= 2.

Outra questão em destaque são desigualdades do tipo supercrítica. Denotamos por

W1,2
0 (B) o espaço de Sobolev de primeira ordem, com B ⊂ RN é a bola unitária, com

N ⩾ 3. Quando m = 1 e Ω = B em (1), analisamos o seguinte problema: −∆u = f(x,u), u ∈ H1
0,rad(B) em B,

u = 0, sobre ∂B,
(7)
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com H1
0,rad(B) = {u ∈ W1,2

0 (B) : u(x) = u(|x|), ∀ x ∈ B}. Para uma escolha especí-

fica de f(x,u), o problema (7) pode ter ou não solução. Quando f(x,u) = |u|2
∗−2u com

2∗ = 2N/(N− 2), é bem conhecido que o problema (7) não tem solução positiva devido a

identidade de Pohozaev. Por outro lado, Brézis e Nirenberg no célebre artigo [14] sugeri-

ram adicionar um termo de perturbação de ordem inferior, possibilitando evitar a perda

de compacidade resultante do crescimento crítico, e assim, garantir um resultado de exis-

tência. Este tipo de questão é atualmente conhecida como problema Brézis–Nirenberg, e

recomendamos [10, 18,34, 56, 66] sobre este assunto. Nessa mesma direção, J. M. do Ó et

al [46] introduziram um novo tipo de perturbação "pertubação supercrítica", que desempe-

nha um papel similar ao do termo de perturbação de ordem inferior de Brézis–Nirenberg

na superação da perda de compacidade. Ou seja, ao escolher f(x,u) = |u|2
∗−2u|x|β+1,

u > 0 eles obtiveram sucesso em provar que (7) admite pelo menos uma solução positiva

sob a condição

0 < β < min{N/2,N− 2}. (8)

Ainda em [46], se β satisfaz a condição (8), eles foram capazes de provar a existência de

uma função extremal para o problema variacional

sup
{ ∫

B

|u(x)|2
∗+|x|βdx : u ∈ H1

0,rad(B), ∥∇u∥L2(B) = 1
}

. (9)

O problema supercrítico (7)-(9) tem despertado o interesse de diversos pesquisadores e

possui várias extensões para diferentes contextos, recomendamos [17,26–28,33,45,61,62] e

as referências neles contidas. Recentemente, X. Zhang et al. [37] investigaram o problema

(7)-(9) com

f(x,u) = |u|2
∗−2| ln(τ+ |u|)||x|

β

u, para τ ⩾ 1.

Eles tiveram êxito em obter resultados na mesma direção aos obtidos em [46]. Formal-

mente, eles provaram a seguinte desigualdade do tipo Sobolev com termo logarítmico

(desigualdade supercrítica):

Fτ,β = sup
{ ∫

B

|u|2
∗
| ln (τ+ |u(x)|)||x|

β

dx : u ∈ H1
0,rad(B), ∥∇u∥L2(B) = 1

}
<∞, (10)

onde β, τ > 0 são constantes reais. Além disso, o supremo em (10) é atingido sob as

condições (8) e τ ⩾ 1. Como aplicação, os autores conseguem demonstrar a existência de

uma solução positiva para (7) com termo logarítmico. Mais precisamente, a equação do
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tipo supercrítico:  −∆u = (ln (τ+ |u|))|x|
β

|u|2
∗−2u, em B,

u = 0, sobre ∂B,
(11)

admite uma solução positiva u ∈ H1
0,rad(B) desde que (8) seja válido e 1 ⩽ τ < ∞. Por

fim, recomendamos [38] para uma análise detalhada sobre a existência de soluções nodais

para a equação (11).

Na direção dos resultados clássicos, os principais objetivos dessa tese são:

(a) Apresentar uma classe de espaços de Sobolev com peso D
m,p
R (α) adequado para

estudar o operador (∆α)
m, que estende operador poli-harmônico quando age em

funções radialmente simétricas.

(b) Fornecer uma versão da desigualdade Sobolev clássica para Dm,p∞ (α) na qual estende

(4), na forma radial.

(c) Investigar o problema extremal associado a uma desigualdade do tipo Sobolev.

(d) Estudar resultados sobre regularidade e classificação das soluções positivas e não

singulares de uma classe geral de equações elípticas com crescimento crítico. Adici-

onalmente, calcular a melhor constante relacionada a uma versão da desigualdade

Sobolev.

(e) Fornecer uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev com termo logarítmico super-

crítico para X1,p
1 (α0,α1), que estende (10). Aqui, mencionamos que a situação em

H1,p
rad(B) é inclusa em nossos resultados, e portanto, temos uma avanço desse tipo

de problema no caso clássico.

(f) Analisar a existência de solução fraca para uma certa equação elíptica no espaço

X1,p
1 (α0,α1), na qual permite estende o resultado de existência na equação (11).

Esse trabalho está estruturado da seguinte maneira:

• Capítulo 1 - Apresentaremos as definições e resultados necessários para melhor com-

preender as provas dos Teoremas e o desenvolvimento dos capítulos seguintes. Orga-

nizamos esse capítulo da seguinte maneira: a seção 1.1 é voltada a desigualdades do

tipo Hardy, enquanto nas seção 1.2 e seção 1.3 destacamos resultados sobre espaços

com pesos e espaços de Banach, respectivamente.
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• Capítulo 2 - Estabeleceremos resultados referentes aos itens (a) e (b). A seção 2.1

será dedicada a provar uma desigualdade do tipo Sobolev no Teorema 5.

• Capítulo 3 - Investigaremos resultados relativos ao item (c). Na seção 3.1 mos-

traremos a existência de função extremal para um problema de minimização no

Teorema 6 e como aplicação na seção 3.2 analisaremos a existência de solução fraca

para uma classe geral de equações elíptica crítica, ver o Corolário 6.

• Capítulo 4 - Forneceremos resultados referentes ao item (d). Na seção 4.1 demons-

traremos um resultado de regularidade no Teorema 7, estabeleceremos um resultado

de classificação na seção 4.2, ver Teorema 8, e por fim, na seção 4.3 provaremos o

Corolário 10, o Corolário 11 e o Teorema 9.

• Capítulo 5 - Determinaremos resultados relativos aos itens (e) − (f). Na seção 5.1

forneceremos duas desigualdades supercríticas, ver o Teorema 10 e o Corolário 12,

a seção 5.2 é dedicada a provar dois resultados sobre o supremo Fτ,β,θ, ver o Teo-

rema 11 e o Teorema 12. Na seção 5.3, um resultado de existência de solução para

uma classe de equações elípticas com termo logarítmico supercrítico será provado

no Teorema 13.

Por fim, informamos que os resultados obtidos nessa tese resultaram nos seguintes

artigos [31] e [32].



Tabela de Notações

Símbolo Descrição

AC(0,R) Espaço das funções absolutamente contínuas em (0,R), ver

definição 1-(a) na página 1.

ACloc(0,R) Espaço das funções localmente absolutamente contínuas em

(0,R), ver definição 1-(b) na página 1.

ACl
loc(0,R) Espaço das funções localmente absolutamente contínuas em

(0,R) de ordem l, ver definição 1-(b) na página 1.

ACm−1
R (0,R) Espaço de funções emACm−1

loc (0,R) com condições de fronteira

à direita, ver definição 1-(c) na página 1.

Lqθ O espaço de Lebesgue com respeito à medida µθ := rθdr no

intervalo (0,R), ver definição 5 na página 5.

Lβθ,ln Espaço de Orlicz generalizado, ver definição 13 na página 71.

Wm,p
R Espaço de Sobolev com pesos α0, · · · ,αm, ver definição 6 na

página 4.

Xm,p
R Espaço das funções em Wm,p

R , com condição de fronteira a

direita, ver definição 7 na página 5

D
m,p
R (α) Espaço de Sobolev com peso α, ver página 10.

∇m
α α-generalização do operador gradiente de ordem m, ver defi-

nição 8 na página 6.

∆m
α α-generalização do operador Laplaciano de ordem m, ver pá-

gina 36.

S(m,p, θ,α,R) Constante relacionada a um problema de minimização, ver

página 25.

Fτ,β,θ Constante associada a um problema de maximização, ver pá-

gina 72.
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cMP Nível do passo da montanha, ver página 90.

↪→ Imersão contínua entre espaços de funções, ver página 6.

⇀ Convergência na topologia fraca, ver definição 9 na página 7.

f = O(g) se r→ r0
f

g
é limitada para r→ r0, ver página 44.

f = o(g) se r→ r0
f

g
→ 0 para r→ r0, ver página 66.

q.t.p. Em quase toda parte com respeito a uma medida, ver pá-

gina 30.
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Capítulo 1

Preliminares

Nesse capítulo, será apresentado definições e resultados sobre: desigualdades do tipo

Hardy, espaços com pesos, medida e integração e espaços de Banach.

1.1 Desigualdades do tipo Hardy

Definição 1. Seja 0 < R ⩽ ∞.

(a) AC(0,R) representa o espaço das funções absolutamente contínuas no intervalo

(0,R). É bem conhecido que, uma função u : (0,R) → R é absolutamente contí-

nuas no intervalo (0,R) se, e somente, se

∃u ′ q.t.p em (0,R) e u(r) = u(r0) −

∫ r

r0

u ′(t)dt.

(b) Uma função u : (0,R) → R é dita localmente absolutamente contínua no intervalo

(0,R), quando

∀ [a,b] ⊆ (0,R) ⇒ u ∈ AC([a,b]).

ACloc(0,R) representa o espaço das funções localmente absolutamente contínuas no

intervalo (0,R). Em geral, para número inteiro l ⩾ 0 escrevemos

u ∈ ACl
loc(0,R) ⇔ ∃u(l) =

dlu

drl
e u(l) ∈ ACloc(0,R).

(c) Para número inteiro m ⩾ 1, escrevemos

ACm−1
R (0,R) =

{
u ∈ ACm−1

loc (0,R) : lim
r→R

u(j)(r) = 0, para j = 0, 1, · · · ,m− 1
}
;

(1.1)

1
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e

ACm−1
L (0,R) =

{
u ∈ ACm−1

loc (0,R) : lim
r→0

u(j)(r) = 0, para j = 0, 1, · · · ,m− 1
}
.

(1.2)

A. Kufner e B. Opic [6] usaram a desigualdade de Hardy clássica para estabelecer uma

versão da desigualdade de Hardy para ACR(0,R).

Proposição 1. Sejam 1 ⩽ p,q <∞, 0 < R <∞ e θ,α ∈ R. A desigualdade∫R

0
|u|qrθ dr ⩽ C

∫R

0
|u ′|prα dr (1.3)

é verdadeira para alguma constante C = C(p,q, θ,α,R) > 0 sob as seguintes condições:

(a) para toda u ∈ ACL(0,R) se, e somente se, ocorrer (i) ou (ii), onde

(i) 1 ⩽ p ⩽ q <∞, q ⩽ (θ+1)p
α−p+1 e α− p+ 1 < 0,

(ii) 1 ⩽ q ⩽ p <∞, q <
(θ+1)p
α−p+1 e α− p+ 1 < 0.

(b) para toda u ∈ ACR(0,R) se, e somente se, ocorrer (i) ou (ii), onde

(i) Se 1 ⩽ p ⩽ q <∞, então

q ⩽
(θ+ 1)p
α− p+ 1

e α− p+ 1 > 0,

ou

θ > −1 e α− p+ 1 ⩽ 0.

(ii) Se 1 ⩽ q < p <∞, então

q <
(θ+ 1)p
α− p+ 1

e α− p+ 1 > 0,

ou

θ > −1 e α− p+ 1 ⩽ 0.

Uma desigualdade do tipo Hardy para ordem m em ACm−1
R é devida [5, Theorem 4.3

e Remark 4.4].

Teorema 1 (Desigualdade do tipo Hardy para ordem m). Sejam 1 < p ⩽ q < ∞,

0 < R ⩽ ∞, m ∈ Z+ e v, z funções mensuráveis e positivas em (0,R). Então, existe

C > 0 tal que (∫R

0
|u(r)|qz(r)dr

) 1
q

⩽ C

(∫R

0
|u(m)(r)|pv(r)dr

) 1
p

, (1.4)
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é verdadeira, para toda u ∈ ACm−1
R (0,R) se, e somente se,

A = max{Am,0,Am,1} <∞,

onde

Am,0 = sup
0<t<R

( ∫ t

0
(t− r)(m−1)qz(r)dr

) 1
q

·
( ∫R

t

v−
1

p−1 (r)dr

)p−1
p

;

Am,1 = sup
0<t<R

( ∫ t

0
z(r)dr

) 1
q

·
( ∫R

t

(r− t)
p(m−1)

p−1 v−
1

p−1 (r)dr

)p−1
p

.

Observação 1. Como observado em [5], similarmente, podemos descrever as condições

necessária e suficiente para que a equação (1.4) seja verdadeira no conjunto

ACm−1
L (0,R) =

{
u ∈ ACm−1

loc (0,R) : lim
r→0

u(j)(r) = 0, para todo j = 0, 1, · · · ,m− 1
}
.

De fato, neste caso, (1.4) é verdadeira para 1 < p ⩽ q <∞ se, e somente, se

Ã = max{Ãm,0, Ãm,1} <∞,

onde

Ãm,0 = sup
0<t<R

( ∫R

t

(r− t)(m−1)qz(r)dr

) 1
q

·
( ∫ t

0
v−

1
p−1 (r)dr

)p−1
p

;

Ãm,1 = sup
0<t<R

( ∫R

t

z(r)dr

) 1
q

·
( ∫ t

0
(t− r)

p(m−1)
p−1 v−

1
p−1 (r)dr

)p−1
p

.

1.2 Espaços com pesos

Definição 2. Dizemos que uma função φ : [0,∞) → [0,∞] é uma Φ-função, quando

(i) φ é convexa;

(ii) φ é contínua à esquerda;

(iii) φ(0) = 0, lim
t→0+

φ(t) = 0 e lim
t→∞φ(t) = ∞.

Ela é chamada positiva, se φ(t) > 0, ∀ t > 0.

Definição 3. Seja (A,Σ,µ) um espaço de medida σ-finito e completo. Dizemos que uma

função real φ : A× [0,∞) → [0,∞] é uma Φ-função generalizada em (A,Σ,µ), quando

(i) φ(y, ·) é uma Φ-função para cada y ∈ A;
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(ii) y 7→ φ(y, t) é mensurável para todo t ⩾ 0.

Se φ é uma Φ-função generalizada em (A,Σ,µ), escrevemos φ ∈ Φ(A,µ). Além disso,

L0(A,µ) denota o espaço de todas as funções µ-mensuráveis f : A→ R.

Definição 4. Sejam φ ∈ Φ(A,µ) e ρφ dado por

ρφ(f) =

∫
A

φ (y, |f(y)|)dµ(y), ∀ f ∈ L0(A,µ).

O espaço de Orlicz generalizado é denotado por Lφ = (Lφ(A,µ), ∥ · ∥φ), onde

Lφ(A,µ) := {f ∈ L0(A,µ) : lim
λ→0

ρφ(λf) = 0}

= {f ∈ L0(A,µ) : ρφ(λf) <∞, para algum λ > 0}

e sua norma

∥f∥Lφ = inf{λ > 0 : ρφ

(
f

λ

)
⩽ 1}.

O espaço de Orlicz generalizado Lφ é um espaço de Banach, veja [39, Theorem 2.3.13].

Mais precisamente,

Lema 1. Se φ ∈ Φ(A,µ), então o espaço de Orlicz generalizado Lφ é um espaço de

Banach.

A seguir, estabelecemos resultados sobre as classes de espaços de Sobolev: Wm,p
R e

Xm,p
R . Esses espaços têm despertado interesse desde o estudo inicial realizado por P.

Clément et al. [59], e veja também [1,24,25,27,29,41,42,44] para mais informações.

Definição 5. Sejam 0 < R ⩽ ∞, θ > −1 e 1 ⩽ q <∞, definimos:

Lqθ(0,R) = {u : (0,R) → R mensurável ;
∫R

0
|u|qrθ dr <∞}.

Lqθ representa o espaço de Lebesgue com peso, munido da norma

∥u∥Lq
θ
=

(∫R

0
|u(r)|qrθ dr

) 1
q

<∞.

Definição 6. Sejam m ∈ Z∗
+ e números reais 0 < R ⩽ ∞, p ⩾ 1 e αj > −1 para

j = 0, 1, · · · ,m. Definimos

Wm,p
R (α0, · · · ,αm) =

{
u ∈ ACm−1

loc (0,R); u(j) ∈ Lpαj
, ∀ j = 0, 1, · · · ,m

}
.

Wm,p
R = Wm,p

R (α0, · · · ,αm) representa o espaço de Sobolev com pesos α0, · · · ,αm, mu-

nido com a norma

∥u∥Wm,p
R

=

(
m∑
j=0

∥u(j)∥p
L
p
αj

) 1
p

. (1.5)
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É claro que Wm,p
R é um espaço de Banach. A escolha α0 = · · · = αm = N− 1, fornece

a inclusão de Wm,p
rad (BR) em Wm,p

R , onde BR denota a bola aberta de raio R > 0 e com

centro na origem do espaço euclidiano RN.

De acordo com [42, Proposição 2.3 ], obtemos um lema do tipo Radial em Wm,p
R , para

0 < R <∞.

Proposição 2 (Lema Radial). Sejam p ⩾ 1, 0 < R <∞ e αj > −1 para j = 1, 2, · · · ,m.

Se α−mp+ 1 > 0, então para qualquer 0 < r ⩽ R

|u(r)| ⩽ Cr−(αm−mp+1)/p∥u∥Wm,p
R

, ∀ u ∈Wm,p
R ,

para alguma constante C = C(p,m,R,α0,α1, · · · ,αm) > 0.

Definição 7. O espaço Xm,p
R = Xm,p

R (α0,α1, · · · ,αm) é definido pelo fecho do conjunto

W0,R na norma (1.5), onde

W0,R :=Wm,p
R (α0,α1, · · · ,αm) ∩ACm−1

R (0,R).

Conforme [44] e [27], apresentamos resultados sobre o espaço Xm,p
R com 0 < R <∞.

Lema 2. [27, Lemma 2.1] Seja 0 < R < ∞ e assuma que α1 − p + 1 > 0. Então, para

qualquer u ∈ X1,p
R (α0,α1) temos

|u(r)| ⩽

[
p− 1

α1 − p+ 1

(
1 −

( r
R

)α1−p+1
p−1

)]p−1
p ∥u∥
r

α1−p+1
p

, 0 < r ⩽ R. (1.6)

Proposição 3. Sejam m ∈ Z∗
+ e 0 < R < ∞. Para quaisquer p ⩾ 1 e αj > −1, para

j = 0, 1, · · · ,m, satisfazendo

αj−1 ⩾ αj − p, j = 1, 2, · · · ,m, (1.7)

então a norma (1.5) é equivalente a norma (1.8) em Xm,p
R , onde

∥u(m)∥Lp
αm

:=

(∫R

0
|u(m)|prαm dr

)1/p

. (1.8)

Proposição 4. [44, Lema 2.2 ] Seja u ∈ Xm,p
R , com 0 < R < ∞. Suponha que θ > 0 e

q ⩾ 1 satisfazendo pθ ⩾ (αm − p+ 1)q. Então,

lim
r→0

rθ|u(j−1)(r)|q = 0, ∀ j = 1, 2, · · · ,m.
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Definição 8. Sejam m ∈ Z∗
+ e α ∈ R. A α-generalização do operador gradiente de ordem

m, denotada por ∇m
α , é dada por

∇m
α u =

 ∆
m
2
α u, se m é par,(
∆

m−1
2

α u
) ′

, se m é ímpar,

com

∆αu(r) = r
−α(rαu ′(r)) ′ = u ′′(r) +

α

r
u ′(r) (1.9)

a α-generalização do operador Laplaciano na forma radial.

Proposição 5. [44, Proposição 4.6 -(a) ] Sejam m ∈ Z∗
+ e 0 < R <∞. Para quaisquer

p ⩾ 1 e αj > −1 para j = 0, 1, · · · ,m satisfazendo (1.7), então a norma (1.8) é equivalente

a norma (1.10) em Xm,p
R , onde

∥u∥∇m
αm

=

(∫R

0
|∇m

αm
u(r)|prαm dr

) 1
p

. (1.10)

Observação 2. Para 0 < R <∞, foram consideradas as normas (1.5), (1.8) e (1.10) no

espaço Xm,p
R . Felizmente, a condição de transição (1.7), permite que essas normas sejam

equivalentes entre si.

Teorema 2. [44, Teorema 1.1 -(a) ] Sejam m ∈ Z∗
+ e 0 < R <∞. Para quaisquer p ⩾ 1

e θ,αj > −1 para j = 0, 1, · · · ,m satisfazendo

min{θ,αj−1} ⩾ αj − p, j = 1, 2, · · · ,m. (1.11)

Se αm −mp+ 1 > 0 (condição de Sobolev), então vale a imersão contínua

Xm,p
R ↪→ Lqθ, ∀q ∈ (1,p∗], (1.12)

onde

p∗ =
(θ+ 1)p

αm −mp+ 1

representa o expoente crítico Sobolev de Xm,p
R . Além disso, se q < p∗, então a imersão

acima é compacta.

De acordo com [27, pag. 3356], podemos obter uma interessante imersão compacta.

Lema 3. Seja X1,p
1 ([ρ, 1]) o espaço X1,p

1 (α0,α1) no intervalo [ρ, 1] em vez de (0, 1], com

0 < ρ < 1. Se q ⩾ p, então X1,p
1 ([ρ, 1]) ↪→ Lqθ([ρ, 1]) é uma imersão compacta.
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Quando R = ∞, destacamos os seguintes resultados:

Lema 4. ( [23, Lemma 2.3]) Para qualquer u ∈ X1,p∞ (α0,α1), temos

|u(r)| ⩽ Cr−γ∥u∥W1,p∞ , ∀ r > 0

onde γ = −(α1 + (p− 1)α0)/p
2 e C = C(α0,α1,p) > 0.

Lema 5. ( [43, Lemma 2.1]) Assumindo a condição de transição (1.7). Então, o conjunto

Υ = {u|[0,∞)
: u ∈ C∞

c (R)} é denso em Xm,p∞ (α0, · · · ,αm).

1.3 Notações e outros resultados

Definição 9. Seja I ⊂ R aberto. Então,

(a) C(I) é o conjunto de todas as funções u : I→ R tal que u é contínua em I.

(b) Cc(I) é o espaço das funções contínuas com suporte compacto em I.

(c) C0(I) é o fecho de Cc(I) com respeito a norma uniforme ∥φ∥∞ = maxr∈I |φ(r)|.

(d) M(I) é o espaço das medidas de Radon em I. E ainda, é bem conhecido que M(I)

pode ser identificado com o dual do espaço C0(I).

(e) Uma medida finita em I, denotada por µ = µ(I), é um funcional linear contínuo em

C0(I). A norma de uma medida finita µ é dada por

∥µ∥ = sup{|⟨µ,u⟩| ∈ R : u ∈ C0(I) e |u|∞ = 1};

(f) Uma sequência (µn) converge fracamente para µ em M(I), e escrevemos µn ⇀ µ,

quando

⟨µn,u⟩ → ⟨µ,u⟩, ∀u ∈ C0(I).

Definição 10. Seja H um espaço de Hilbert com produto interno ⟨·, ·⟩H. Dizemos que

H ⊂ H é um cone, se:

u ∈ H e α ∈ R⇒ αu ∈ H.

Segundo [51, Theorem 3.4], podemos obter uma decomposição de um espaço de Hilbert

em termos de cone e seu cone dual. Essa decomposição é uma ferramenta bastante útil

em problemas semilineares, como veremos na demonstração do Lema 19.
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Teorema 3. Seja H um espaço de Hilbert com produto interno ⟨, ⟩H. Seja H ⊂ H um

cone convexo, fechado e não-vazio. Denotamos por H∗ seu cone dual, isto é,

H∗ = {w ∈ H : ⟨w, v⟩H ⩽ 0 ∀ v ∈ H}.

Então, para qualquer u ∈ H existe um único par (u1,u2) ∈ H ×H∗ tal que

u = u1 + u2 e ⟨u1,u2⟩H = 0.

Adicionalmente, ∥u∥2 = ∥u1∥2 + ∥u2∥2.

Uma versão do teorema do passo da montanha sem a condição de Palais-Smale foi

estabelecida em [14, Teorema 2.2]. Esse resultado é uma boa alternativa para garantir a

existência de pontos críticos para um certo funcional, como veremos na demonstração do

Teorema 13.

Teorema 4. Sejam E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R). Suponha que exista uma

vizinhança U de 0 em E, e uma constante ρ tal que I(u) ⩾ ρ para todo u ∈ ∂U (i.e. u

pertencente a fronteira de U). Ainda, suponha que

I(0) < ρ e I(v) < ρ para algum v ̸∈ U.

Seja

c = inf
γ∈Γ

max
w∈γ

I(w) ⩾ ρ,

onde

Γ = {γ : [0, t0] → E : γ é contínuo, γ(0) = 0 e γ(t0) = v}.

Então, existe uma sequencia (ui) em E tal que

I(uj) → c e ⟨I ′(uj),φ⟩ → 0.



Capítulo 2

Espaço de Sobolev com peso D
m,p
R (α)

O objetivo deste capítulo é apresentar resultados em linha dos objetivos principais dessa

tese descritos nos itens (a) e (b), veja a introdução. Inicialmente, definimos os espaços de

Sobolev com peso D
m,p
R (α) e exploramos suas propriedades. Nossa atenção está voltada

para o caso R = ∞. O espaço D
m,p
R (α) se mostra adequado para estender resultados

clássicos para um parâmetro α não inteiro e funções radiais, como veremos no decorrer

desse capítulo.

2.1 Imersão contínua, Dm,p∞ ↪→ Lp
∗

θ

Sejam p ⩾ 1 e θ,α0,α1 > −1 números reais e considere p∗ = (θ+1)p/(α1−p+1) com

α1 − p+ 1 > 0 e min {θ,α0} ⩾ α1 − p.

Para 0 < R < ∞, usando uma desigualdade do tipo Hardy em [6], veja Proposição 1,

Clément et al. [59, Proposição 1.1 ] provaram a imersão contínua

X1,p
R (α0,α1) ↪→ Lqθ para cada q ∈ (1,p∗]. (2.1)

Além disso, (2.1) é uma imersão compacta, se q < p∗. Nesse sentido, dizemos que p∗

representa o expoente crítico em X1,p
R (α0,α1). Chamamos atenção ao fato de que nessas

condições, pela observação 2 temos que qualquer uma das normas (1.5), (1.8) e (1.10)

pode ser considerada no espaço X1,p
R (α0,α1). Também, mencionamos que extensões de

(2.1) para derivadas de ordem superior m ⩾ 2 podem ser encontradas em [42, Teorema

1.1 ] e [44, Teorema 1.1 -(a) ]. Por outro lado, quando R = ∞, ainda por [6, p. 68], existe

9
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C > 0 tal que(∫∞
0
|u|p

∗
rθ dr

) 1
p∗

⩽ C

(∫∞
0
|u ′|prα1 dr

) 1
p

, ∀u ∈ ACR(0,∞). (2.2)

Com a norma padrão em (1.5) do espaço X1,p∞ (α0,α1), a desigualdade em (2.2) implica na

imersão contínua X1,p∞ (α0,α1) ↪→ Lp
∗

θ . Em geral, neste caso não podemos definir (1.8) ou

(1.10) como uma outra norma no espaço X1,p∞ (α0,α1). Por exemplo, para p = 2,α0 = α−1

e α1 = α > 1, por um cálculo direto pode-se verificar que∫∞
0
|u|2rα−1 dr = ∞ e

∫∞
0
|u ′|2rα dr <∞,

onde u(r) = (1+ r2)−α/4. Assim, para resolver esse problema vamos considerar uma nova

classe de espaços D
m,p
R (α) definido abaixo.

Definição 11. Dados m ∈ Z∗
+, 0 < R ⩽ ∞, p > 1 e α > −1, seja

D0,R(α) = D0,R(α,m,p) := {u ∈ ACm−1
R (0,R) : u(m) ∈ Lpα(0,R)}.

O espaço de Sobolev com peso, denotado por D
m,p
R (α), é definido pelo fecho de D0,R(α)

na norma ∥u(m)∥Lp
α
.

No decorrer desse capítulo estaremos interessados na situação em que os parâmetros

α,m e p satisfazem

α−mp+ 1 > 0.

Observamos que param = 1,α = α1 e R = ∞, a desigualdade em (2.2) implica na imersão

contínua D1,p∞ (α) ↪→ Lp
∗

θ .

Uma versão da desigualdade Sobolev para o espaço D
m,p
R (α) será provada. Para

R <∞, esse resultado foi provado em [44, Teorema 1.1 -(a) ]. Neste trabalho estendemos

para R = ∞.

2.1.1 Propriedades

Com ajuda do Teorema 1 e Observação 1, fornecemos uma versão da desigualdade de

Hardy com derivadas de ordem superior para o conjunto ACm−1
R (0,R). Essa desigualdade

será bastante útil para estabelecer outras desigualdades no decorrer dessa tese. O caso

m = 1 e R = ∞ foi estabelecido na desigualdade (2.2).
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Proposição 6 (Desigualdade do tipo Hardy). Sejam 0 < R ⩽ ∞, p > 1, m ∈ Z∗
+ e

γ, θ ∈ R tais que

γ−mp+ 1 ̸= 0 e p∗ =
(θ+ 1)p
γ−mp+ 1

.

(a) Se θ ⩾ γ−mp e γ−mp+ 1 > 0, então para toda u ∈ ACm−1
R (0,R) temos(∫R

0
|u(r)|p

∗
rθ dr

) 1
p∗

⩽ C

(∫R

0
|u(m)(r)|prγ dr

) 1
p

, (2.3)

é verdadeira, para algum C > 0.

(b) Se θ ⩽ γ − mp e γ − p + 1 < 0, então para toda u ∈ ACm−1
L (0,R) temos a

desigualdade em (2.3) é verdadeira.

Demonstração. Para provar item (a), assumimos que θ ⩾ γ −mp e γ −mp + 1 > 0.

Note que 1 < p ⩽ p∗. Escolhendo z(r) = rθ e v(r) = rγ no Teorema 1, para completar a

prova do item (a) basta verificar que A = max{Am,0,Am,1} <∞, para cada 0 < R ⩽ ∞.

De fato, primeiro estimaremos Am,0. Note que, para qualquer 0 < r < t < R ⩽ ∞ segue

(t− r)(m−1)p∗
⩽ t(m−1)p∗ . Por isso, para cada 0 < t < R, temos

0 ⩽
∫ t

0
(t− r)(m−1)p∗

rθ dr ⩽ t(m−1)p∗
∫ t

0
rθ dr =

1
θ+ 1

t(m−1)p∗+θ+1.

Percebendo que γ− p+ 1 ⩾ γ−mp+ 1 > 0 e θ ⩾ γ−mp > −1 podemos escrever

0 ⩽

( ∫ t

0
(t− r)(m−1)p∗

rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫R

t

r−
γ

p−1 dr

)p−1
p

⩽

(
1

θ+ 1
t(m−1)p∗+θ+1

) 1
p∗

·
( ∫R

t

r−
γ

p−1 dr

)p−1
p

=


(θ+ 1)−

1
p∗

[
p− 1

γ− p+ 1

(
1 −

( t
R

)γ−p+1
p−1

)]p−1
p

, se 0 < R <∞
(θ+ 1)−

1
p∗

[
p− 1

γ− p+ 1

]p−1
p

, se R = ∞,

onde usamos que m+ θ+1
p∗ = γ−p+1

p
+ 1. Assim, para cada 0 < R ⩽ ∞, obtemos

Am,0 = sup
0<t<R

( ∫ t

0
(t− r)(m−1)p∗

rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫R

t

r−
γ

p−1 dr

)p−1
p

<∞.

Para estimar Am,1 procedemos de forma similar. Usando (r−t)p(m−1)/(p−1) ⩽ rp(m−1)/(p−1),
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para cada 0 < t < r < R ⩽ ∞, temos

0 ⩽

( ∫ t

0
rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫R

t

(r− t)
p(m−1)

p−1 r−
γ

p−1 dr

)p−1
p

⩽
[
(θ+ 1)−1tθ+1] 1

p∗ ·
[

p− 1
γ−mp+ 1

(
t−

γ−mp+1
p−1 − R−γ−mp+1

p−1

)]p−1
p

=


(θ+ 1)−

1
p∗

[
p− 1

γ−mp+ 1

(
1 −

( t
R

)γ−mp+1
p−1

)]p−1
p

, se 0 < R <∞
(θ+ 1)−

1
p∗

[
p− 1

γ−mp+ 1

]p−1
p

, se R = ∞,

onde usamos que θ+1
p∗ = γ−mp+1

p
. Consequentemente, para cada 0 < R ⩽ ∞ segue

Am,1 = sup
t>0

( ∫ t

0
rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫∞

t

(r− t)
p(m−1)

p−1 r−
γ

p−1 dr

)p−1
p

<∞.

Analogamente mostra-se o item (b), levando em consideração a Observação 1. Assumimos

que θ ⩽ γ −mp e γ − p + 1 < 0. Note que 1 < p ⩽ p∗ e θ < −1. Pelo Teorema 1

com z(r) = rθ e v(r) = rγ, para completar a prova do item (b) basta verificar que

Ã = max{Ãm,0, Ãm,1} < ∞, para cada 0 < R ⩽ ∞. Primeiro estimaremos Ãm,0. Note

que, para qualquer 0 < t < r < R ⩽ ∞ segue (r − t)(m−1)p∗
⩽ r(m−1)p∗ . Por isso, para

cada 0 < t < R, temos

0 ⩽
∫R

t

(r− t)(m−1)p∗
rθ dr ⩽

∫R

t

rθ+(m−1)p∗
dr

= −
γ−mp+ 1

(θ+ 1)(γ− p+ 1)
·

t
(θ+1)(γ−p+1)

γ−mp+1

(
1 −

(R
t

) (θ+1)(γ−p+1)
γ−mp+1

)
, se 0 < R <∞

t
(θ+1)(γ−p+1)

γ−mp+1 , se R = ∞,

onde usamos que θ+ (m− 1)p∗ + 1 = (θ+1)(γ−p+1)
γ−mp+1 < 0. Isso implica que:

0 ⩽

( ∫R

t

(r− t)(m−1)p∗
rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫ t

0
r−

γ
p−1 dr

)p−1
p

⩽

( ∫R

t

(r− t)(m−1)p∗
rθ dr

) 1
p∗

·
[

1 − p

γ− p+ 1
t−

γ−p+1
p−1

]p−1
p

=



(
−

γ−mp+ 1
(θ+ 1)(γ− p+ 1)

)− 1
p∗
[

1 − p

γ− p+ 1

(
1 −

(R
t

) (θ+1)(γ−p+1)
γ−mp+1

)]p−1
p

, se 0 < R <∞
(
−

γ−mp+ 1
(θ+ 1)(γ− p+ 1)

)− 1
p∗
[

1 − p

γ− p+ 1

]p−1
p

, se R = ∞,

onde usamos que
(θ+ 1)(γ− p+ 1)
(γ−mp+ 1)p∗

=
γ− p+ 1

p
.
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Assim, para cada 0 < R ⩽ ∞, obtemos

Ãm,0 = sup
0<t<R

( ∫R

t

(r− t)(m−1)p∗
rθ dr

) 1
p∗

·
( ∫ t

0
r−

γ
p−1 dr

)p−1
p

<∞.

Para estimar Ã0,1 procedemos de modo similar. Usando (t− r)
p(m−1)

p−1 ⩽ t
p(m−1)

p−1 para cada

0 < r < t < R ⩽ ∞, obtemos

0 ⩽
∫ t

0
(t− r)

p(m−1)
p−1 r−

γ
p−1 dr ⩽ t

p(m−1)
p−1

∫ t

0
r−

γ
p−1 dr =

1 − p

γ− p+ 1
t−

γ−mp+1
p−1 .

Isso implica que

0 ⩽

( ∫ t

0
(t− r)

(m−1)p
p−1 r−

γ
p−1 dr

)p−1
p

·
( ∫R

t

rθ dr

) 1
p∗

⩽

(
1 − p

γ− p+ 1

)p−1
p

t−
γ−mp+1

p ·
( ∫R

t

rθ dr

) 1
p∗

=


(

1 − p

γ− p+ 1

)p−1
p

[−(1 + θ)]−
1
p∗
(
1 −

(R
t

)θ+1) 1
p∗

, se 0 < R <∞(
1 − p

γ− p+ 1

)p−1
p

[−(1 + θ)]−
1
p∗ , se R = ∞,

onde usamos que
θ+ 1
p∗

=
γ−mp+ 1

p
.

Portanto, para cada 0 < R ⩽ ∞, obtemos

Ãm,1 = sup
0<t<R

( ∫ t

0
(t− r)

(m−1)p
p−1 r−

γ
p−1 dr

)p−1
p

·
( ∫R

t

rθ dr

) 1
p∗

<∞.

O espaço D
m,p
R (α) é uma espaço de Banach, veja (2.5) abaixo.

Corolário 1. Sejam p > 1, 0 < R ⩽ ∞, m ∈ Z∗
+ e α ∈ R tais que α −mp + 1 > 0.

Então, para qualquer 0 ⩽ ℓ ⩽ m existe C > 0 tal que(∫R

0
|u(ℓ)(r)|prα−(m−ℓ)p dr

) 1
p

⩽ C

(∫R

0
|u(m)(r)|prα dr

) 1
p

, (2.4)

é verdadeira, para toda u ∈ ACm−1
R (0,R). Adicionalmente, se βℓ = α− (m− ℓ)p então

D
m,p
R (α) = Xm,p

R (β0, · · · ,βm). (2.5)
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Demonstração. É claro que podemos assumir 0 ⩽ ℓ < m. Se u ∈ ACm−1
R (0,R), então

u(ℓ) ∈ ACm−ℓ−1
R (0,R). Note que

α− (m− ℓ)p+ 1 ⩾ α−mp+ 1 > 0.

Usando (2.3) com θ = α− (m− ℓ)p, γ = α e ACm−ℓ−1
R (0,R), obtemos(∫R

0
|u(ℓ)(r)|prα−(m−ℓ)p dr

) 1
p

⩽ C

(∫R

0
|(u(ℓ))(m−ℓ)(r)|prα dr

) 1
p

= C

(∫R

0
|u(m)(r)|prα dr

) 1
p

.

Isso prova (2.4). Portanto, para a escolha específica dos pesos (β0, · · · ,βm), com βℓ =

α− (m− ℓ)p, (2.4) implica que D0,R(α) ⊂W0,R(β0, · · · ,βm) para qualquer 0 < R ⩽ ∞.

A inclusão contraria é obvia, então

D0,R(α) =W0,R(β0, · · · ,βm), para todo 0 < R ⩽ ∞.

Além disso, por (2.4) podemos ver que a norma

∥u∥Wm,p
R

=

(
m∑
ℓ=0

∥u(ℓ)∥p
L
p
βℓ

) 1
p

é equivalente a norma

∥u(m)∥Lp
α
=

(∫R

0
|u(m)(r)|prα dr

) 1
p

.

Daí, para qualquer p > 1, m ∈ Z∗
+ e α > −1 tal que α−mp+ 1 > 0 temos

D
m,p
R (α) = Xm,p

R (β0, · · · ,βm), para todo 0 < R ⩽ ∞,

com βℓ = α− (m− ℓ)p.

Corolário 2. Sejam 0 < R ⩽ ∞, p > 1, m ∈ Z∗
+ e θ,α ∈ R tais que

θ ⩾ α−mp e α−mp+ 1 > 0.

Então, existe C > 0 tal que(∫R

0
|u(r)|p

∗
rθ dr

) 1
p∗

⩽ C

(∫R

0
|u(m)(r)|prα dr

) 1
p

, com p∗ =
(θ+ 1)p
α−mp+ 1

é verdadeira, para toda u ∈ D
m,p
R (α). Em particular, obtemos a imersão contínua

D
m,p
R (α) ↪→ Lp

∗

θ . (2.6)
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Demonstração. Decorre imediatamente da Proposição 6-(a).

A existência de um operador extensão para derivadas de ordem superior m ⩾ 2 é

provada abaixo, o caso m = 1 foi estabelecido em [23, Lemma 2.1].

Lema 6 (Teorema de Extensão). Sejam Wm,p
R (α0,α1, · · · ,αm) e Xm,p

L (α0,α1, · · · ,αm),

com R,L > 0, p ⩾ 1 e m ∈ Z∗
+. Se 2R < L ⩽ ∞, então existe um operador linear de

extensão T :Wm,p
R → Xm,p

L tal que

(a) Tu = u em (0,R),

(b) supp Tu ⊆ [0, 2R),

(c) ∥Tu∥Wm,p
L

⩽ C∥u∥Wm,p
R

, para algum C = C(m,p,R,α0, · · · ,αm) > 0.

Demonstração. Seja η ∈ C∞
c [0,∞) uma função auxiliar satisfazendo

η(r) =


1, se 0 ⩽ r ⩽

R

4

0 ⩽ η(r) ⩽ 1, se
R

4
⩽ r ⩽

3R
4

0, se r >
3R
4

.

Dada u ∈Wm,p
R , definimos v1, v2 : [0,L] → R por

v1(r) =

η(r)u(r), se 0 ⩽ r ⩽ R

0, se R < r ⩽ L

e

v2(r) =



(
1 − η(r)

)
u(r), se 0 ⩽ r ⩽ R(

1 − η(2R− r)
)
u(2R− r), se R < r ⩽

7R
4

0, se
7R
4

⩽ r ⩽ L.

Para cada l = 0, 1, · · · ,m vale

v
(l)
1 (r) =


l∑

j=0

(
l

j

)
η(j)(r)u(l−j)(r), se 0 < r ⩽ R,

0, se R < r < L
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e

v
(l)
2 (r) =



(
1 − η(r)

)
u(l)(r) −

l∑
j=1

(
l

j

)
η(j)(r)u(l−j)(r), se 0 < r ⩽ R

(
1 − η(2R− r)

)
u(l)(2R− r)

−

l∑
j=1

(
l

j

)
η(j)(2R− r)u(l−j)(2R− r)

 , se R < r ⩽
7R
4

,

0, se
7R
4

⩽ r < L.

Por isso, v(m−1)
1 , v(m−1)

2 ∈ ACloc[0,L], com v
(l)
1 (L) = v

(l)
2 (L) = 0, para l = 0, 1, · · · ,m−1.

Então, definimos T :Wm,p
R → Xm,p

L por Tu = v1+v2. É fácil verificar que T é um operador

linear com Tu = u em (0,R) e supp Tu ⊆ [0, 2R) para qualquer u ∈Wm,p
R . Prosseguimos

para mostrar que o item (c) é válido. É claro,

∥Tu∥Wm,p
L

⩽ ∥v1∥Wm,p
L

+ ∥v2∥Wm,p
L

. (2.7)

Afirmamos que existe C = C(α0, · · · ,αm,m,p,R) > 0 tal que

max{∥v1∥Wm,p
L

, ∥v1∥Wm,p
L

} ⩽ C∥u∥Wm,p
R

. (2.8)

De fato, para qualquer l = 0, 1, · · · ,m, temos

|v
(l)
1 |p ⩽ 2lp

l∑
j=0

(
l

j

)
|η(j)(r)|p|u(l−j)(r)|p em (0,R).

Então,

∥v(l)1 ∥p
L
p
αl

⩽ 2lp
∫R

0

[ l∑
j=0

(
l

j

)
|η(j)(r)|p|u(l−j)(r)|prαl

]
dr

= 2lp
[ l∑

j=1

(
l

j

) ∫R

R
4

rαl−αl−j |η(j)(r)|p|u(l−j)(r)|prαl−j dr

+

∫R

0
|η(r)|p|u(l)(r)|prαl dr

]
. (2.9)

Para qualquer j = 1, 2, · · · , l, a função r 7→ rαl−αl−j |η(j)(r)|p é limitada em [R/4,R].

Portanto, combinamos esse fato com (2.9), temos

∥v(l)1 ∥p
L
p
αl

⩽ Cl∥u∥pWm,p
R

, (2.10)

para alguma constante Cl = Cl(l,p,R,α0, · · · ,αl) > 0. Usamos (2.10) e escolhemos

C = max{C0, · · · ,Cm}, obtemos

∥v1∥pWm,p
L

⩽ C∥u∥p
W

m,p
R

. (2.11)
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Similarmente, para qualquer l = 0, 1, · · · ,m, vale

|v
(l)
2 |p ⩽ 2lp

[
|1 − η(r)||u(l)(r)|+

l∑
j=1

(
l

j

)
|η(j)(r)||u(l−j)(r)|

]
em (0,R)

e
|v

(l)
2 |p ⩽ 2lp

[
|1 − η(2R− r)||u(l)(2R− r)|

+

l∑
j=1

(
l

j

)
|η(j)(2R− r)||u(l−j)(2R− r)|

]
em (R, 7R/4).

(2.12)

Além disso, notamos que as funções

r 7→ (2R− r)αlr−αl e r 7→ |η(j)(r)|p(2R− r)αlr−αl−j

são limitadas em [R/4,R], para j = 1, 2, · · · , l. Portanto, combinamos esse fato com (2.12),

obtemos

∥v2∥pWm,p
L

⩽ C∥u∥p
W

m,p
R

. (2.13)

Finalmente, combinando (2.11) e (2.13), temos (2.8). Por (2.8) e (2.7), completamos a

prova do item (c).

Como aplicação do Lema 6 e Proposição 4, sob certas condições, podemos caracterizar

o comportamento de qualquer u ∈ D
m,p
R (α) com 0 < R ⩽ ∞ próximo de zero.

Lema 7. Sejam u ∈ D
m,p
R (α) com 0 < R ⩽ ∞ e α −mp + 1 > 0. Para θ > 0 tal que

pθ ⩾ α− p+ 1, temos

lim
r→0

rθu(j)(r) = 0, ∀ j = 0, 1, · · · ,m− 1.

Demonstração. Aplicamos o Corolário 1, com βℓ = α− (m− ℓ)p, para deduzir que

D
m,p
R (α) = Xm,p

R (β0, · · · ,βm), para 0 < R ⩽ ∞.

Então, se 0 < R < ∞, o resultado segue diretamente da Proposição 4. Agora, se u ∈

Dm,p∞ (α) = Xm,p∞ (β0, · · · ,βm), então u ∈Wm,p
S (β0, · · · ,βm), para qualquer 0 < S <∞.

Pelo Lema 6, existe operador linear de extensão

T :Wm,p
S (β0, · · · ,βm) → Xm,p

L (β0, · · · ,βm)

tal que Tu = u em (0,S), desde que 2S < L < ∞. Desde que Tu ∈ Xm,p
L (β0, · · · ,βm)

estamos nas condições de aplicar a Proposição 4 para obter

lim
r→0

rθu(j)(r) = lim
r→0

rθ(Tu)(j)(r) = 0, para j = 0, 1, · · · ,m− 1.
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O Lema 8 e o Lema 9 abaixo estendem os [44, Lemma 4.2, Lemma 4.3], quando R = ∞.

Por completeza, apresentamos as provas que são similares em [44].

Lema 8. Sejam α ∈ R∗
+, 0 < R ⩽ ∞ e k ∈ Z∗

+. Então existem constantes reais

c1, · · · , c2k−1 e d1, · · · ,d2k tais que

∆k
αu = u(2k) +

2k−1∑
i=1

ci
u(2k−i)

ri
, ∀u ∈ AC2k−1

loc (0,R) (2.14)

e

[∆k
αu]

′ = u(2k+1) +

2k∑
i=1

di
u(2k+1−i)

ri
, ∀u ∈ AC2k

loc(0,R). (2.15)

Em particular, para cada u ∈ ACm−1
loc (0,R) existem Ci ∈ R satisfazendo

∇m
α u = u(m) +

m−1∑
i=1

Ci

u(m−i)

ri
.

Demonstração. Primeiro, suponha que m = 2k. A demonstração será por indução em

k. Para k = 1, note que ∆αu = u ′′ + α
r
u ′ satisfaz (2.14). Assuma que (2.14) vale para

k, isto é, (2.14) vale para toda u ∈ AC2k−1
loc (0,R). Seja u ∈ AC2k+1

loc (0,R). Aplicando a

hipótese de indução em u e derivando, obtemos

[∆k
αu]

′ = u(2k+1) +

2k∑
i=1

di
u(2k+1−i)

ri
. (2.16)

Derivando (2.16), obtemos

[∆k
αu]

′′ = u(2k+2) +

2k+1∑
i=1

ei
u(2k+2−i)

ri
. (2.17)

Por outro lado, observe que

∆k+1
α u = ∆α(∆

k
αu) = [∆k

αu]
′′ +

α

r
[∆k

αu]
′. (2.18)

Substituindo (2.16) e (2.17) em (2.18), concluímos que ∆k+1
α u satisfaz (2.14). Para m =

2k+ 1 a demonstração é similar.

Corolário 3. Sejam 0 < R ⩽ ∞, m ∈ Z∗
+ e α > 0. Se 0 ⩽ l < m/2, então

lim
r→R

(∆l
αu)(r) = 0, ∀ u ∈ ACm−1

R (0,R). (2.19)

Demonstração. É claro que o resultado vale para l = 0. Seja 1 ⩽ l < m/2 um número in-

teiro. Analisamos dois casos. Primeiro, para m = 2k, com k ∈ N, então u ∈ ACm−1
R (0,R)
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que implica u ∈ AC2k−1
loc (0,R) e limr→R u

(j)(r) = 0 para todo 0 ⩽ j ⩽ 2k − 1. Então,

u ∈ AC2l−1
loc (0,R) e limr→R u

(j)(r) = 0 para todo 0 ⩽ j ⩽ 2l ⩽ 2k − 1. Assim, a ex-

pansão (2.14) implica em (2.19). Analogamente, para m = 2k + 1, com k ∈ N, então

u ∈ ACm−1
R (0,R) que garante u ∈ AC2k

loc(0,R) e limr→R u
(j)(r) = 0 para todo 0 ⩽ j ⩽ 2k.

Disso, u ∈ AC2l−1
loc (0,R) e limr→R u

(j)(r) = 0 para todo 0 ⩽ j ⩽ 2l ⩽ 2k e mais uma vez

o resultado decorre de (2.14).

Corolário 4. Sejam u ∈ D0,R(α,m,p), 0 < R ⩽ ∞, p ⩾ 2 e α − mp + 1 > 0. Se

0 ⩽ l < m/2, então

lim
r→0

rα(∆l
αu)(r) = 0 e lim

r→0
rα(∆l

αu)
′(r) = 0. (2.20)

Demonstração. Note que αp ⩾ α−p+1. Então, o Corolário 7 implica em (2.20) para l =

0. Seja l ∈ N tal que 1 ⩽ l < m/2. Primeiro, u ∈ D0,R(α,m,p) implica u ∈ ACm−1
R (0,R)

e, portanto, u ∈ AC2l
R (0,R) desde que 2l ⩽ m − 1. Assim, o primeiro limite em (2.20)

segue da expansão em (2.14). De fato, é suficiente mostrar que

lim
r→0

rα−iu(2l−i)(r) = 0, para todo i = 0, 1, · · · , 2l− 1. (2.21)

Para obter (2.21), usaremos o Corolário 7. Note que 2l < m, p > 1 e α −mp + 1 > 0

assegura

θi := α− i ⩾ α− (2l− 1) = α− 2l+ 1

⩾ α−m+ 1 ⩾ α−mp+ 1 > 0

para todo i = 0, 1, · · · , 2l−1. Além disso, usamos α− i ⩾ α−m+1, mp < α+1 e p ⩾ 2

para deduzir que
θip = (α− i)p ⩾ (α−m+ 1)p

= (α+ 1)p−mp

> (α+ 1)p− (α+ 1)

= (α+ 1)(p− 1)

⩾ α+ 1 > α− p+ 1.

(2.22)

Portanto, podemos aplicar o Lema 7 com θi = α − i > 0 para concluir (2.21). Analoga-

mente, o segundo limite em (2.20) segue de (2.15), se mostramos que

lim
r→0

rα−iu(2l+1−i)(r) = 0, para todo i = 0, 1, · · · , 2l. (2.23)
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Para provar (2.23) argumentamos de forma similar como em (2.21). Primeiro, para p > 1

α− i ⩾ α− 2l ⩾ α−m+ 1 ⩾ α−mp+ 1 > 0.

Por isso, argumentando como em (2.22), ainda obtemos

(α− i)p > α− p+ 1.

Novamente, aplicamos o Lema 7 para deduzir (2.23).

Corolário 5. Sejam 0 < R ⩽ ∞, p > 1, α > −1 e m ∈ Z∗
+ tal que α −mp + 1 > 0.

Então,

∥∇m
α u∥Lp

α
⩽ C∥u(m)∥Lp

α
, ∀ u ∈ D

m,p
R (α) (2.24)

para algum C > 0.

Demonstração. Seja u ∈ D0,R(α,m,p). De (2.4) existe C > 0 (não dependente de u)

satisfazendo ∥∥∥∥ u(ℓ)

rm−ℓ

∥∥∥∥
L
p
α

⩽ C
∥∥u(m)

∥∥
L
p
α

, 0 ⩽ ℓ ⩽ m. (2.25)

Por isso, quando m é número par temos que (2.24) segue de (2.14) e (2.25), e quando m

é número ímpar temos que (2.24) segue de (2.15) e (2.25).

Lema 9. Sejam α ∈ R∗
+, 0 < R ⩽ ∞ e k ∈ Z∗

+. Então existem constantes reais

c1, · · · , c2k−1 ∈ R e d1, · · · ,d2k ∈ R tais que

∆k
αu = u(2k) +

k∑
i=1

c2i−1
(∆k−i

α u) ′

r2i−1 +

k−1∑
i=1

c2i
∆k−i

α u

r2i
, u ∈ AC2k−1

loc (0,R) (2.26)

e

[∆k
αu]

′ = u(2k+1) +

k∑
i=1

d2i−1
∆

k−(i−1)
α u

r2i−1 +

k∑
i=1

d2i
(∆k−i

α u) ′

r2i
, u ∈ AC2k

loc(0,R). (2.27)

Demonstração. Primeiro, provaremos que, se u ∈ AC2l+1
loc (0,R), então existem constantes

a1, · · · ,a2l+1 ∈ R dependendo apenas de α e l tais que

[∆l
αu]

′′ = u(2l+2) + a1
(∆l

αu)
′

r
+ a2

∆l
αu

r2
+ · · ·+ a2l+1

(∆0
αu)

′

r2l+1 . (2.28)

A demonstração será por indução em l. Para l = 1, como ∆αu = u ′′ + α
r
u ′, logo

[∆αu]
′ = u(3) +

α

r
(∆αu) −

α2 + α

r2
u ′.
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Daí,

[∆αu]
′′ = u(4) +

α

r
(∆αu)

′ −
α2 + 2α
r2

(∆αu) +
α3 + 3α2 + 2α

r3
u ′

satisfaz (2.28). Assuma que (2.28) vale para l. Seja u ∈ AC2l+3
loc (0,R). Aplicando a

hipótese de indução em u, obtemos

[∆l
αu]

′′ = u(2l+2) + a1
(∆l

αu)
′

r
+ a2

∆l
αu

r2
+ · · ·+ a2l+1

(∆0
αu)

′

r2l+1 . (2.29)

Por outro lado,

∆l+1
α u = [∆l

αu]
′′ +

α

r
[∆l

αu]
′. (2.30)

Substituindo (2.29) em (2.30), obtemos

∆l+1
α u = u(2l+2) + f1

(∆l
αu)

′

r
+ f2

∆l
αu

r2
+ · · ·+ f2l+1

(∆0
αu)

′

r2l+1 , (2.31)

para algumas constantes f1, · · · , f2l+1. Observe que,

[∆m
α u]

′′ = ∆m+1
α u−

α

r
[∆m

α u]
′, ∀m ∈ N. (2.32)

Derivando (2.31) e usando (2.32), obtemos

[∆l+1
α u] ′ = u(2l+3) + g1

∆l+1
α u

r
+ g2

(∆l
αu)

′

r2
+ g3

∆l
αu

r3
· · ·+ g2l+2

(∆0
αu)

′

r2l+2 ,

para algumas constantes g1, · · · ,g2l+2. Derivando a expressão acima e usando (2.32),

obtemos

[∆l+1
α u] ′′ = u(2l+4) + h1

(∆l+1
α u) ′

r
+ h2

∆l+1
α u

r2
+ h3

(∆l
αu)

′

r3
+ · · ·+ h2l+3

(∆0
αu)

′

r2l+3 ,

para algumas constantes h1, · · · ,h2l+3. Isso prova (2.28) para l+ 1.

Agora, combinando ∆k
αu = [∆k−1

α u] ′′ + α
r
[∆k−1

α u] ′ e (2.28), obtemos (2.26). Além

disso, combinando (2.26) e (2.32), obtemos (2.27).

Com ajuda da Proposição 6 estendemos o [44, Lemma 4.5] para D
m,p
R (α) com 0 <

R ⩽ ∞.

Lema 10. Sejam 0 < R ⩽ ∞, m ∈ Z∗
+, p ⩾ 2 e α > 0 tal que α−mp+ 1 > 0. Então

(a) Se m é par, existe c > 0 tal que para cada 1 ⩽ l ⩽ m/2 e u ∈ D
m,p
R (α)

(i)

∥∥∥∥∥(∆
m
2 −l
α u) ′

r2l−1

∥∥∥∥∥
L
p
α

⩽ c∥∇m
α u∥Lp

α
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(ii)

∥∥∥∥∥∆
m
2 −l
α u

r2l

∥∥∥∥∥
L
p
α

⩽ c∥∇m
α u∥Lp

α
.

(b) Se m é ímpar, existe c > 0 tal que para cada 1 ⩽ l ⩽ (m− 1)/2 e u ∈ D
m,p
R (α)

(i)

∥∥∥∥∥∆
m−1

2 −(l−1)
α u

r2l−1

∥∥∥∥∥
L
p
α

⩽ c∥∇m
α u∥Lp

α

(ii)

∥∥∥∥∥(∆
m−1

2 −l
α u) ′

r2l

∥∥∥∥∥
L
p
α

⩽ c∥∇m
α u∥Lp

α
.

Demonstração. (a)-(i) Assume m = 2k com k ∈ N. Primeiro, observemos

α− pα− p+ 1 = (α+ 1)(1 − p) < 0.

Assim, por (2.20) temos rα(∆k−1
α u)′ ∈ AC0

L(0,R), podemos aplicar a Proposição 6-(b)

escolhendo m = 1, θ = α− pα− p e γ = θ+ p para obter∥∥∥∥∥(∆k−1
α u) ′

r

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

=

∫R

0
|rα(∆k−1

α u) ′|prα−pα−p dr

⩽ C1

∫R

0
|
(
rα(∆k−1

α u) ′
) ′
|prα−pα dr

= C1

∫R

0
|∆k

αu|
prα dr,

(2.33)

que prova (a)-(i) para l = 1. Suponha que 2 ⩽ l ⩽ k. Nesse caso, precisamos de pelo

menos duas etapas. De fato, para qualquer j ∈
{
2, · · · ,k

}
vale

α− pα− 2pj+ p+ 1 = (α+ 1)(1 − p) − 2p(j− 1) < 0.

Por (2.20) temos rα(∆k−j
α u)′ ∈ AC0

L(0,R). Então, podemos aplicar a Proposição 6-(b)

escolhendo m = 1, θ = α− pα− 2pj+ p e γ = θ+ p para obter∥∥∥∥∥(∆k−j
α u) ′

r2j−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

=

∫R

0
|rα(∆k−j

α u) ′|prα−pα−2pj+p dr

⩽ c1

∫R

0
|
(
rα(∆k−j

α u) ′
) ′
|prα−pα−2pj+2p dr

= c1

∫R

0
|∆k−(j−1)

α u|prα−2p(j−1) dr.

(2.34)

Também, desde α−2kp+1 > 0 temos α−2p(j−1)+1 = α−2pj+1+2p > 0. Ademais,

pelo Corolário 3 temos ∆k−(j−1)
α u ∈ AC0

R(0,R) para j ⩾ 2. Então, usamos a Proposição

6-(a) com m = 1, θ = γ− 2p(j− 1) e γ = θ+ p para deduzir∫R

0
|∆k−(j−1)

α u|prα−2p(j−1) dr ⩽ c2

∫R

0
|(∆k−(j−1)

α u) ′|prα−2p(j−1)+p dr. (2.35)
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Das estimativas (2.34) e (2.35), existe uma constante C = Cj > 0 tal que∥∥∥∥∥(∆k−j
α u) ′

r2j−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ Cj

∥∥∥∥∥(∆k−(j−1)
α u) ′

r2(j−1)−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

, j = 2, · · · ,k. (2.36)

Para cada 2 ⩽ l ⩽ k, usamos sucessivamente a estimativa (2.36), obtemos∥∥∥∥∥(∆k−l
α u) ′

r2l−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ Cl

∥∥∥∥∥(∆k−(l−1)
α u) ′

r2(l−1)−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ ClCl−1

∥∥∥∥∥(∆k−(l−2)
α u) ′

r2(l−2)−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ ClCl−1Cl−2

∥∥∥∥∥(∆k−(l−3)
α u) ′

r2(l−3)−1

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ ClCl−1Cl−2 · · ·C4C3C2

∥∥∥∥∥(∆k−1
α u) ′

r

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

.

(2.37)

Portanto, as estimativas (2.33) e (2.37) assegura (a)-(i). Para provar o item (a)-(ii),

procedemos por argumento similar. Aqui, para qualquer j ∈
{
1, 2, · · · ,k

}
temos α −

2pj + 1 ⩾ α − 2pk + 1 > 0 e, por (2.19) obtemos ∆k−j
α u ∈ AC0

R(0,R). Por isso, a

Proposição 6-(a) com m = 1, θ = α− 2pj e γ = θ+ p implica∥∥∥∥∥∆k−j
α u

r2j

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

=

∫R

0
|∆k−j

α u|prα−2pjdr ⩽ c1

∫R

0
|(∆k−j

α u)′|prα−2pj+pdr

= c1

∫R

0
|rα(∆k−j

α u)′|prα−pα−2pj+pdr.

Ademais, temos α−pα−2pj+p+1 = (α+1)(1−p)−2p(j−1) < 0 e, por (2.20) obtemos

rα(∆k−j
α u)′ ∈ AC0

L(0,R). Assim, a Proposição 6-(b) com m = 1, θ = α− pα− 2pj+ p e

γ = θ+ p junto com a desigualdade acima garante a existência de C = Cj > 0 tal que∥∥∥∥∥∆k−j
α u

r2j

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

⩽ Cj

∥∥∥∥∥∆k−(j−1)
α u

r2(j−1)

∥∥∥∥∥
p

L
p
α

.

Ao iterar a estimativa acima, podemos assegurar que (a)-(ii) vale para cada 1 ⩽ l ⩽ k.

Por argumento similar o item (b) é válido.

2.1.2 Desigualdade Sobolev para D
m,p
R (α)

Proposição 7. Sejam 0 < R ⩽ ∞, α > 0, p ⩾ 2 e m ∈ Z∗
+ tal que α −mp + 1 > 0.

Então, as normas ∥ · ∥∇m
α

e ∥ · ∥Dm,p
R (α) são equivalentes em D

m,p
R (α), onde denotamos

por ∥u∥∇m
α
= ∥∇m

α u∥Lp
α

e ∥u∥Dm,p
R (α) := ∥u(m)∥Lp

α
.
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Demonstração. È suficiente mostrar que existem constantes C1,C2 > 0 tal que

C1∥u(m)∥Lp
α
⩽ ∥∇m

α u∥Lp
α
⩽ C2∥u(m)∥Lp

α
, ∀u ∈ D

m,p
R (α). (2.38)

De fato, pelo Corolário 5 segue a existência de C2 > 0. Por outro lado, para obter C1 > 0,

combinaremos o Lema 10 com as expansões em (2.26) e (2.27). Com efeito, se m = 2k

com k ∈ N, por (2.26) temos

∥u(m)∥Lp
α

⩽ ∥∆k
αu∥Lp

α
+ c1

∥∥∥∥∥(∆k−1
α u) ′

r

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ c2

∥∥∥∥∥∆k−1
α u

r2

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ · · ·

+ c2k−3

∥∥∥∥∥(∆αu)
′

r2k−3

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ c2k−2

∥∥∥∥∥ ∆αu

r2k−2

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ c2k−1

∥∥∥∥∥(∆0
αu)

′

r2k−1

∥∥∥∥∥
L
p
α

.

Então, o Lema 10 item (a) assegura a existência de C1 > 0. Analogamente, se m = 2k+1

com k ∈ N, por (2.27) obtemos

∥u(m)∥Lp
α

⩽ ∥(∆k
αu)

′∥Lp
α
+ d1

∥∥∥∥∥∆k
αu

r

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ d2

∥∥∥∥∥(∆k−1
α u) ′

r2

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ · · ·

+ d2k−1

∥∥∥∥∥ ∆αu

r2k−1

∥∥∥∥∥
L
p
α

+ d2k

∥∥∥∥∥(∆0
αu)

′

r2k

∥∥∥∥∥
L
p
α

e a existência de C1 > 0 é assegurada pelo Lema 10 item (b).

Fornecemos uma versão da desigualdade Sobolev para o espaço D
m,p
R (α).

Teorema 5 (Desigualdade do Tipo Sobolev). Sejam p ⩾ 2, θ,α > −1, 0 < R ⩽ ∞ e

m ∈ Z∗
+ tais que

θ ⩾ α−mp, α−mp+ 1 > 0 e p∗ =
(θ+ 1)p
α−mp+ 1

.

Então, existe C > 0 tal que(∫R

0
|u(r)|p

∗
rθ dr

) 1
p∗

⩽ C

(∫R

0
|∇m

α u(r)|
prα dr

) 1
p

, ∀ u ∈ D
m,p
R (α). (2.39)

Consequentemente, Dm,p
R (α) ↪→ Lp

∗

θ é uma imersão contínua.

Demonstração. Pelo Corolário 2 e Proposição 7 segue a desigualdade em (2.39).

Quando R = ∞, mencionamos que a imersão contínua no Teorema 5 estende (4) para

dimensões não inteiras α, restrita as funções radialmente simétricas.
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2.1.3 Relação entres os espaços de Sobolev com pesos

Afim de sintetizar alguns resultados da literatura, exploramos quais são as relações entre

os espaços estudados. Inicialmente, é claro que Xm,p
R (α0, · · · ,αm) ⊂Wm,p

R (α0, · · · ,αm) e

Xm,p
R (α0, · · · ,αm) ⊂ D

m,p
R (αm), para qualquer R ∈ (0,∞]. Agora, analisamos dois casos.

Primeiro, para 0 < R <∞, as normas (1.5), (1.8) e (1.10) no espaço Xm,p
R são equivalentes

entre si, sob a condição de transição (1.7). Então, Xm,p
R (α0, · · · ,αm) = D

m,p
R (αm). Para

R = ∞, assumindo a condição de translação (1.7), o Lema 5 implica que Xm,p∞ = Wm,p∞ .

Adicionalmente, pelo Corolário 1 resulta que Xm,p∞ (α0, · · · ,αm) = Dm,p∞ (αm) para a

escolha αℓ = αm − (m − ℓ)p. Por fim, chamamos atenção que a inclusão D
m,p
R (α) ⊂

Xm,p
R (α0, · · · ,αm) não acontece em geral. Por exemplo, por um cálculo direto podemos

verificar que a função u(r) = (1+r2)−α/4 com α > 1 pertence a D1,2∞ (α), mas não pertence

a X1,2∞ (α− 1,α). Isso implica na seguinte inclusão estrita X1,2∞ (α− 1,α) ⊊ D1,2∞ (α).

Para simplificar, apresentamos uma tabela com a relação entre os espaços Xm,p
R (α0, · · · ,αm),

Wm,p
R (α0, · · · ,αm) e D

m,p
R (αm).

R > 0 α0, · · · ,αm relação

arbitrário arbitrário
Xm,p
R ⊂ D

m,p
R

Xm,p
R ⊂Wm,p

R

0 < R <∞ αj−1 ⩾ αj − p Xm,p
R = D

m,p
R

R = ∞ αj−1 ⩾ αj − p Wm,p∞ = Xm,p∞ ⊂ Dm,p∞
αj = αm−(m− j)p e αm−mp+1 > 0 Wm,p∞ = Xm,p∞ = Dm,p∞

Tabela 2.1: Relação entre os espaços



Capítulo 3

O problema extremal

Nesse capítulo, vamos apresentar resultados na direção dos objetivos principais dessa

tese descritos no item (c), veja a introdução. Para isso, investigaremos o problema extre-

mal relacionado a (2.39). A existência de minimizante será provada no Teorema 6. Como

aplicação, no Corolário 6 provaremos a existência de solução fraca para uma classe geral

de equações elípticas com crescimento crítico.

3.1 Ínfimo S

Assumimos que m, α, θ,R e p estão nas condições do Teorema 5. Naturalmente, é

interessante estudar o problema variacional associado a (2.39). Assim, seja 0 < R ⩽ ∞,

definimos

S = S(m,p,α, θ,R) := inf
{
∥∇m

α u∥
p

L
p
α

: u ∈ D
m,p
R (α) e ∥u∥

L
p∗
θ

= 1
}

. (3.1)

Note que S é bem definido e positivo, devido (2.39). Dizemos que S− 1
p é a melhor constante

para a imersão do tipo Sobolev (2.39). Na mesma direção do problema de minimização

acima, outras questões tem aparecido no cálculo variacional, e vem sendo pesquisada por

vários autores, veja [47,51,68,69,72] e suas referencias.

Nesta seção, provaremos que S(m, 2,α, θ,∞) é atingido. Para isso, é necessário es-

tabelecer um Lema de concentração e compacidade para Dm,2∞ (α), veja o Lema 13 mais

adiante.

26
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3.1.1 Lema de concentração e compacidade

Nos trabalhos clássicos [57] e [58] devido a P. L. Lions, foi apresentado o método Prin-

cípio da Concentração e Compacidade. Esse método permite abordar problemas variaci-

onais na qual a perda de compacidade ocorre na presença do expoente crítico e domínios

ilimitados. Nessa subseção, iremos provar o Lema 13 que é uma versão desse princípio

para o espaço D
m,2
R (α).

Primeiro, vamos mostrar uma propriedade da constante S, veja [59] para o casom = 1.

Lema 11 (Invariância por dilatação). Sejam 0 < R ⩽ ∞, u ∈ D
m,p
R (α) e ϵ > 0. Para

cada ϵ > 0, definimos a dilatação

uϵ(r) = ϵ
−βu(ϵ−1r), com 0 < r ⩽ ϵR.

Se β = (θ+ 1)/p∗, então uϵ ∈ D
m,p
ϵR (α) e temos

(a)

∫ϵR

0
|uϵ(r)|

p∗
rθdr =

∫R

0
|u(r)|p

∗
rθdr;

(b)

∫ϵR

0
|∇m

α uϵ|
prαdr =

∫R

0
|∇m

α u|
prαdr.

Demonstração. Pela mudança de variável s = ϵ−1r, temos∫ϵR

0
|uϵ(r)|

p∗
rθ dr =

∫ϵR

0
|u(ϵ−1r)|p

∗
ϵ−βp∗

rθ dr

=

∫R

0
|u(s)|p

∗
ϵ−βp∗+θ+1sθ ds,

que prova o item (a), desde que β = (θ + 1)/p∗. Em ordem para provar o item (b), é

necessário provar:

Afirmação. Para β,γ ∈ R, temos

∆k
γuϵ(r) = ϵ

−(β+2k)∆k
γu(ϵ

−1r), ∀ k ∈ N (3.2)

e (
∆k

γuϵ

) ′
(r) = ϵ−(β+2k+1)(∆k

γu
) ′
(ϵ−1r), ∀ k ∈ N. (3.3)

De fato, por indução sobre k. Para k = 1 provaremos (3.2). Note que

∆γuϵ(r) = u ′′
ϵ(r) +

γ

r
u ′
ϵ(r)

= ϵ−(β+2)u ′′(ϵ−1r) +
γ

r
ϵ−(β+1)u ′(ϵ−1r)

= ϵ−(β+2)
[
u ′′(ϵ−1r) +

γ

ϵ−1r
u ′(ϵ−1r)

]
= ϵ−(β+2)∆γu(ϵ

−1r).
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Isso prova (3.2) para k = 1. Suponha que (3.2) seja verdadeira para k e vamos provar

para k+ 1 da seguinte forma:

∆k+1
γ uϵ(r) = ∆γ

[
∆k

γuϵ(r)
]

=
[
∆k

γuϵ

] ′′
(r) +

γ

r

[
∆k

γuϵ

] ′
(r)

= ϵ−[β+2(k+1)][∆k
γu]

′′(ϵ−1r) +
γ

r
ϵ−(β+2k+1)[∆k

γu]
′(ϵ−1r)

= ϵ−[β+2(k+1)]
{
[∆k

γu]
′′(ϵ−1r) +

γ

ϵ−1r
[∆k

γu]
′(ϵ−1r)

}
= ϵ−[β+2(k+1)]∆k+1

γ u(ϵ−1r).

Derivando (3.2), obtemos (3.3). Agora, dividimos em dois casos o restante a prova em

(b). Para m = 2k com k ∈ N. Usando (3.2) e a mudança de variável s = ϵ−1r, temos∫ϵR

0
|∆k

αuϵ(r)|
prα dr =

∫ϵR

0
|∆k

αu(ϵ
−1r)|pϵ−(β+m)prα dr

=

∫R

0
|∆k

αu(s)|
pϵ−(β+m)p+α+1sα ds,

que prova o item (b), desde que β = (θ + 1)/p∗. Para m = 2k + 1, com k ∈ N.

Analogamente ao caso par, usamos (3.3) e a mudança de variável s = ϵ−1r para deduzir∫ϵR

0
|[∆k

αuϵ(r)]
′|prα dr =

∫ϵR

0
|[∆k

αu(ϵ
−1r)] ′|pϵ−(β+m)prα dr

=

∫R

0
|[∆k

αu(s)]
′|pϵ−(β+m)p+α+1sα ds

=

∫R

0
|[∆k

αu(s)]
′|psα ds.

Proposição 8. O valor de S(m,p,α, θ,R) independe de R > 0.

Demonstração. É suficiente provar que

S(m,p,α, θ,R) = S(m,p,α, θ, ϵR), ∀ϵ > 0. (3.4)

De fato, fixado R > 0 e para qualquer u ∈ D
m,p
R (α) com ∥u∥

L
p∗
θ

= 1 e ϵ > 0. Pelo Lema

11, temos uϵ ∈ D
m,p
ϵR (α) com

uϵ(r) := ϵ
−(α−mp+1)/pu(ϵ−1r) e ∥uϵ∥Lp∗

θ
= 1.

Assim,

S(m,p,α, θ, ϵR) ⩽
∫ϵR

0
|∇m

α uϵ|
prα dr =

∫R

0
|∇m

α u|
prα dr
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que implica

S(m,p,α, θ, ϵR) ⩽ S(m,p,α, θ,R), (3.5)

para qualquer R > 0 e ϵ > 0. Por outro lado, para qualquer v ∈ D
m,p
ϵR (α) com ∥v∥

L
p∗
θ

= 1.

Ainda, o Lema 11 assegura que vϵ ∈ D
m,p
R (α) com

vϵ(r) := ϵ
(α−mp+1)/pv(rϵ) e ∥vϵ∥Lp∗

θ
= 1.

Por isso,

S(m,p,α, θ,R) ⩽
∫R

0
|∇m

α vϵ|
prα dr =

∫ϵR

0
|∇m

α v|
prα dr,

o que implica

S(m,p,α, θ,R) ⩽ S(m,p,α, θ, ϵR), ∀ϵ > 0. (3.6)

Combinando (3.5) e (3.6), obtemos (3.4).

Lema 12. Sejam h ∈ C∞
c (0,∞) e φ ∈ D

m,2
R (α) com 0 < R ⩽ ∞, então

∇m
α (hφ) = h∇m

α φ+ Fφ, (3.7)

onde Fφ = Fφ(r) é uma combinação linear das derivadas de φ com ordem estritamente

menor que m e envolvendo as derivadas de h com ordem menor que ou igual a m. Em

particular, se uk ⇀ 0 em Dm,2∞ (α), então

lim
k→∞

∫
supp(h)

|∇m
α (huk)|

2rα dr = lim
k→∞

∫
supp(h)

h2|∇m
α uk|

2rα dr. (3.8)

Demonstração. Argumentamos por indução. Primeiro, analisamos o caso m = 2k. Se

k = 1, é fácil verificar que

∇2
α(hφ) = h∆αφ+φ∆αh+ 2φ′h′ = h∇2

αφ+φ∆αh+ 2φ′h′

e, assim podemos tomar Fφ = 2h ′φ ′ + φ∆αh. Assuma que (3.7) vale em D
2j,2
R (α) para

qualquer número inteiro j, 1 ⩽ j < k. Isto é, para h ∈ C∞
c (0,∞) e φ ∈ D

2j,2
R (α), temos

∇2j
α (hφ) = h∇2j

αφ+Gφ, (3.9)

onde Gφ é uma combinação linear das derivadas de φ com ordem estritamente menor que

2j, para 1 ⩽ j < k. Sejam u ∈ D
2k,2
R (α) e h ∈ C∞

c (0,∞). Por (3.9), temos

∆k
α(hφ) = ∆α[∆

k−1
α (hφ)] = ∆α[h∆

k−1
α φ+Gφ]

= ∆α(h∆
k−1
α φ) + ∆α(Gφ)
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onde Gφ é uma combinação das derivadas de φ com ordem estritamente menor que 2k−2.

Por isso, segue que

∆k
α(hφ) = h∆k

αφ+ 2h ′(∆k−1
α φ) ′ + (∆αh)∆

k−1
α φ+ ∆α(Gφ).

Tendo em mente as expansões em Lema 8, da identidade acima podemos ver que (3.7)

vale para j = k com

Fφ = 2h ′(∆k−1
α φ) ′ + (∆αh)∆

k−1
α φ+ ∆α(Gφ).

Similarmente, pode-se provar que (3.7) vale para o caso m = 2k+ 1. Agora, provaremos

(3.8). Usamos (3.7) para escrever

∥∇m
α (huk) − h∇m

α uk∥2
L2
α(supp(h)) =

∫
supp(h)

|Fuk
|2rα dr,

para todo h ∈ C∞
c (0,∞). Assim, é suficiente mostrar que Fuk

→ 0 em L2
α(supp(h)). De

fato, para cada l = 0, 1, · · · ,m − 1, definimos Al : Dm,2∞ (α) → Dm−l,2∞ (α) por Al(u) =

u(l). É claro que Al é operador linear satisfazendo

∥Al(u)∥Dm−l,2∞ (α) = ∥[Al(u)]
(m−l)∥L2

α(0,∞) = ∥u(m)∥L2
α(0,∞) = ∥u∥Dm,2∞ (α).

Pela continuidade do operador linear Al e uk ⇀ 0 em Dm,2∞ (α), obtemos u(l)
k ⇀ 0 em

Dm−l,2∞ (α). Por (2.5), Dm−l,2∞ (α) = Xm−l,2∞ (β0, · · · ,βm−l) com βj = α−(m−l−j)p. En-

tão, u(l)
k ∈ Xm−l,2∞ (β0, · · · ,βm−l) e u(l)

k ⇀ 0 em Xm−l,2∞ (β0, · · · ,βm−l). Note que opera-

dor restrição u→ u|(0,R) é contínuo de Xm−l,2∞ (β0, · · · ,βm−l) em Wm−l,2
R (β0, · · · ,βm−l),

onde R > 0 de modo que supp (h) ⊆ (0,R). Assim, u(l)
k ⇀ 0 em Wm−l,2

R (β0, · · · ,βm−l).

Finalmente, a menos de subsequência, a imersão compacta Wm−l,2
R (β0, · · · ,βm−l) ↪→

L2
α(0,R) (veja [42, Theorem 1.1]) implica que

u
(l)
k → 0 em L2

α(0,R), ∀ l = 0, 1, · · · ,m− 1.

Então, ∫
supp (h)

|Fuk
|2rα dr ⩽

∫R

0
|Fuk

|2rα dr

⩽ C

m−1∑
l=0

∫R

0
|u

(l)
k |2rα dr→ 0,

o que completa a prova.
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Agora, estamos em condições de provar o seguinte lema:

Lema 13 (Concentração e compacidade). Seja (uk) ⊆ Dm,2∞ (α) uma sequência tal que

(i) uk ⇀ u em Dm,2∞ (α);

(ii) |∇m
α (uk − u)|2rαdr⇀ µ em M(0,∞);

(iii) |uk − u)|2
∗
rθdr⇀ ζ em M(0,∞);

(iv) uk(r) → u(r) q.t.p. em (0,∞);

e definimos

µ∞ = lim
L→∞

(
lim sup
k→∞

∫∞
L

|∇m
α uk|

2rα dr

)
e

ζ∞ = lim
L→∞

(
lim sup
k→∞

∫∞
L

|uk|
2∗rθ dr

)
.

Então,

∥ζ∥2/2∗ ⩽ S−1∥µ∥, (3.10)

(ζ∞)2/2∗ ⩽ S−1µ∞, (3.11)

lim sup
k→∞ ∥∇m

α uk∥2
L2
α
= ∥∇m

α u∥2
L2
α
+ ∥µ∥+ µ∞, (3.12)

lim sup
k→∞ ∥uk∥2∗

L2∗
θ

= ∥u∥2∗
L2∗
θ
+ ∥ζ∥+ ζ∞. (3.13)

Além disso, se u = 0 e ∥ζ∥2/2∗ = S−1∥µ∥, então µ e ζ são concentradas em um ponto

singular.

Demonstração. Primeiramente, assumimos que u = 0. Assim, para qualquer h ∈ C∞
c (0,∞),

usando Teorema 5 e (3.8) temos(∫∞
0
|h|2

∗
dζ

)2/2∗

= lim
k→∞

(∫
supp (h)

|huk|
2∗rθ dr

)2/2∗

⩽ S−1 lim
k→∞

∫
supp (h)

|∇m
α (huk)|

2rα dr

= S−1 lim
k→∞

∫
supp (h)

h2|∇m
α uk|

2rα dr,

o que fornece (∫∞
0
|h|2

∗
dζ

)2/2∗

⩽ S−1
∫∞
0
h2 dµ, ∀ h ∈ C∞

c (0,∞). (3.14)
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Agora, para qualquer L > 1, seja ψL ∈ C∞
c (0,∞) com 0 ⩽ ψL ⩽ 1 tal que ψL ≡ 0 em

(0,L) e ψL ≡ 1 em (L+ 1,∞). Pelo Teorema 5, temos(∫∞
0
|ψLuk|

2∗rθ dr

)2/2∗

⩽ S−1
∫∞
0
|∇m

α (ψLuk)|
2rα dr

= S−1
(∫L+1

L

|∇m
α (ψLuk)|

2rα dr+

∫∞
L+1

|∇m
α uk|

2rα dr

)
.

Argumentando como em (3.8), podemos provar que

lim
k→∞

∫L+1

L

|∇m
α (ψLuk)|

2rα dr = lim
k→∞

∫L+1

L

ψ2
L|∇m

α uk|
2rα dr.

Por isso,

lim sup
k→∞

(∫∞
0
|ψLuk|

2∗rθ dr

)2/2∗

⩽ S−1 lim sup
k→∞

∫∞
L

ψ2
L|∇m

α uk|
2rα dr. (3.15)

Afirmamos que

ζ∞ = lim
L→∞ lim sup

k→∞
∫∞
0
|ψLuk|

2∗rθ dr

µ∞ = lim
L→∞ lim sup

k→∞
∫∞
L

ψ2
L|∇m

α uk|
2rα dr.

(3.16)

De fato, note que ∫∞
L+1

|uk|
2∗rθ dr ⩽

∫∞
0
ψ2∗

L |uk|
2∗rθ dr ⩽

∫∞
L

|uk|
2∗rθ dr

e ∫∞
L+1

|∇m
α uk|

2rα dr ⩽
∫∞
0
ψ2

L|∇m
α uk|

2rα dr ⩽
∫∞
L

|∇m
α uk|

2rα dr.

Fazemos k → ∞ e depois L → ∞, nas duas desigualdade acima para assegura (3.16).

Combinando (3.14), (3.15) e (3.16), obtemos (3.10) e (3.11) para u = 0.

Agora, assumimos que o limite fraco u ∈ Dm,2∞ (α) é arbitrário e seja vk = uk − u. É

claro que vk ⇀ 0 em Dm,2∞ (α). Além disso, desde que Dm,2∞ (α) é um espaço de Hilbert

munido com o produto interno

⟨u, v⟩∇m
α
=

∫∞
0
(∇m

α u)(∇m
α v)r

α dr,

temos ⟨uk,u⟩∇m
α
→ ∥u∥2

∇m
α

em R. Então,

lim
k→∞ ∥vk∥2

∇m
α
= lim

k→∞ ∥uk∥2
∇m

α
− ∥u∥2

∇m
α
. (3.17)

Assim, para h ∈ C∞
c (0,∞), temos∣∣∣∣∫∞

0
h(|∇m

α uk|
2 − |∇m

α (uk − u)|2 − |∇m
α u|

2)rα dr

∣∣∣∣
⩽ ∥h∥∞

∣∣∣∥uk∥2
∇m

α
− ∥vk∥2

∇m
α
− ∥u∥2

∇m
α

∣∣∣ .
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Fazemos k→ ∞, usamos (3.17) e (ii) para deduzir que

|∇m
α uk|

2rα dr⇀ µ+ |∇m
α u|

2rα dr em M(0,∞). (3.18)

Por outro lado, a convergência uk ⇀ u em Dm,2∞ (α) e a imersão contínua Dm,2∞ (α) ↪→

L2∗
θ (0,∞) garante que (uk) é limitada em L2∗

θ (0,∞). Lembramos (iv), estamos nas con-

dições de usar o Lema Brezis-Lieb para obtermos∫∞
0
h|u|2

∗
rθdr = lim

k→∞
(∫∞

0
h|uk|

2∗rθdr−

∫∞
0
h|vk|

2∗rθdr

)
e consequentemente (iii) assegura que

|uk|
2∗rθ dr⇀ ζ+ |u|2

∗
rθ dr em M(0,∞). (3.19)

Usamos vk em vez de uk, podemos aplicar o mesmo argumento do caso particular u = 0

para obtemos a estimativa (3.14) e donde segue (3.10). Para provar (3.11), primeiro note

que ∫∞
L

|∇m
α vk|

2rα dr =

∫∞
L

(|∇m
α uk|

2 − 2(∇m
α uk)(∇m

α u) + |∇m
α u|

2)rα dr

implica

lim sup
k→∞

∫∞
L

|∇m
α vk|

2rα dr = lim sup
k→∞

∫∞
L

|∇m
α uk|

2rα dr−

∫∞
L

|∇m
α u|

2rα dr.

Assim, lim
L→∞

∫∞
L

|∇m
α u|

2rα dr = 0 implica

lim
L→∞ lim sup

k→∞
∫∞
L

|∇m
α vk|

2rα dr = lim
L→∞ lim sup

k→∞
∫∞
L

|∇m
α uk|

2rα dr = µ∞. (3.20)

Por outro lado, Lema Brezis-Lieb fornece que

lim
k→∞

(∫∞
L

|uk|
2∗rθ dr−

∫∞
L

|vk|
2∗rθ dr

)
=

∫∞
L

|u|2
∗
rθ dr.

Como lim
L→∞

∫∞
L

|u|2
∗
rθ dr = 0, temos

lim
L→∞ lim sup

k→∞
∫∞
L

|vk|
2∗rθ dr = lim

L→∞ lim sup
k→∞

∫∞
L

|uk|
2∗rθ dr = ζ∞. (3.21)

Usamos vk em vez de uk, por (3.20) e (3.21), podemos aplicar o mesmo argumento do

caso particular u = 0 para obtemos (3.15) e (3.16) para qualquer limite fraco u. Assim,

(3.11) vale.



Capítulo 3. O problema extremal 34

A seguir, provaremos (3.12) e (3.13). Para qualquer L > 1, usamos |∇m
α uk|

2 =

ψ2
L|∇m

α uk|
2 + (1 −ψ2

L)|∇m
α uk|

2 e (3.18) para escrever

lim sup
k→∞

∫∞
0
|∇m

α uk|
2rα dr = lim sup

k→∞
∫∞
0
ψ2

L|∇m
α uk|

2rα dr+

∫∞
0
(1 −ψ2

L)dµ

+

∫∞
0
(1 −ψ2

L)|∇m
α u|

2rα dµ.
(3.22)

Fazemos L→ ∞ em (3.22) e usamos o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

para obtermos

lim sup
k→∞

∫∞
0
|∇m

α uk|
2rα dr = lim

L→∞ lim sup
k→∞

∫∞
0
ψ2

L|∇m
α uk|

2rα dr+

∫∞
0
dµ

+

∫∞
0
|∇m

α u|
2rα dµ.

Usamos (3.16) para vermos (3.12). Para provar (3.13), podemos proceder analogamente

com ajuda de (3.19).

Finalmente, se u = 0 e ∥ζ∥2/2∗ = S−1∥µ∥. Mostraremos que as medidas µ e ζ são

concentradas em um ponto singular. De fato, para h ∈ C∞
c (0,∞) a desigualdade de

Hölder implica que∫∞
0
h2 dµ ⩽

(∫
supp(h)

dµ

) 2m+θ−α
θ+1

(∫∞
0
|h|2

∗
dµ

) 2
2∗

.

Assim, (∫∞
0
h2 dµ

) 1
2

⩽ ∥µ∥
2m+θ−α
2(θ+1)

(∫∞
0
|h|2

∗
dµ

) 1
2∗

. (3.23)

Combinamos (3.14) e (3.23), temos(∫∞
0
|h|2

∗
dζ

) 1
2∗

⩽ S− 1
2∥µ∥

2m+θ−α
2(θ+1)

(∫∞
0
|h|2

∗
dµ

) 1
2∗

.

Portanto, ζ ⩽ S− 2∗
2 ∥µ∥ 2m+θ−α

α−2m+1µ. Desde que ∥ζ∥ 2
2∗ = S−1∥µ∥, temos

ζ = S− 2∗
2 ∥µ∥ 2m+θ−α

α−2m+1µ. (3.24)

Usamos (3.24) em (3.14) para deduzir(∫∞
0
h2 dµ

) 1
2

⩾ ∥µ∥
2m+θ−α
2(θ+1)

(∫∞
0
|h|2

∗
dµ

) 1
2∗

.

Em particular, para todo subconjunto aberto A ⊂ (0,∞) vale

µ(A)
1
2 ⩾ ∥µ∥

2m+θ−α
2(θ+1) µ(A)

1
2∗ ,
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o que implica

µ(A) ⩾ ∥µ∥. (3.25)

Por isso, µ é concentrada em um ponto singular. Por (3.24), a mesma conclusão vale para

ζ.

Observação 3. O problema variacional em (3.1) não é variante por translação, se s > 0.

De fato, seja u ∈ Dm,p∞ (α), u > 0 e considere sua translação us(r) = u(r+s), com s ⩾ 0.

Pela mudança de variável z = r+ s, temos

∥us∥p
∗

L
p∗
θ

=

∫∞
s

|u(z)|p
∗
(z− s)θ dz ⩽

∫∞
s

|u(z)|p
∗
zθ dz < ∥u∥p

∗

L
p∗
θ

, se s > 0.

Analogamente,

∥∇m
α u

s∥p
L
p
α
=

∫∞
s

|∇m
α u(z)|

p(z− s)α dz < ∥∇m
α u∥

p

L
p
α
, se s > 0.

3.1.2 Existência de extremal para S(m, 2,α, θ,∞)

Afim de adaptar o argumento em [74, Theorem 1.41] para mostrar que S(m, 2,α, θ,∞) é

atingido. Pela Observação 3, não podemos usar a família de re-scaled vs,λ(r) = λ
θ+1
2∗ u(λr+

s), com λ, s > 0 para gerar ainda uma sequência minimizante para S. Felizmente, podemos

usar s = 0, veja Lema 11.

Teorema 6 (Atingibilidade). Sejam α, θ > −1 e m ∈ Z+ tal que θ ⩾ α−2m e α−2m+

1 > 0. Então,

∥z∥L2∗
θ

= 1 e ∥∇m
α z∥2

L2
α
= S(m, 2,α, θ,∞),

para algum z ∈ Dm,2∞ (α).

Demonstração. Seja (uk) ⊂ Dm,2∞ (α) uma sequência minimizante para S tal que

∥uk∥L2∗
θ

= 1 e S(m, 2,α, θ,∞) = lim
k→∞ ∥∇m

α uk∥2
L2
α
. (3.26)

Para cada k ∈ N, definimos

Qk(t) :=

∫ t

0
|uk(r)|

2∗rθ dr.

Para cada k, temos Qk é uma função contínua e satisfaz

lim
t→0+

Qk(t) = 0, lim
t→∞Qk(t) = 1 e Qk(t1) ⩽ Qk(t2), se t1 ⩽ t2.
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Portanto, existe uma sequência de números reais positivos (tk) ⊂ (0,∞) tal que

Qk(tk) =
1
2
. (3.27)

Agora, seja vk(r) = t
θ+1
2∗
k uk(rtk). Pelo Lema 11 segue que

∥vk∥L2∗
θ

= ∥uk∥L2∗
θ

= 1 e ∥∇m
α vk∥L2

α
= ∥∇m

α uk∥L2
α
. (3.28)

Além disso, usamos a mudança de variável z = rtk e (3.27) para deduzir que∫ 1

0
|vk(r)|

2∗rθ dr =

∫ tk

0
|uk(r)|

2∗rθ dr =
1
2
. (3.29)

Desde que (vk) é uma sequência limitada no espaço de Hilbert Dm,2∞ (α), a menos de

subsequência, podemos assumir que

vk ⇀ v em Dm,2∞ (α)

|∇m
α (vk − v)|2rα ⇀ µ em M(0,∞)

|vk − v|2
∗
rθ ⇀ ζ em M(0,∞)

vk(r) → v(r) q.t.p. em (0,∞).

(3.30)

Combinamos Lema 13 com (3.26) e (3.28), podemos escrever

S = ∥∇m
α v∥2

L2
α
+ ∥µ∥+ µ∞ (3.31)

e

1 = ∥v∥2∗
L2∗
θ
+ ∥ζ∥+ ζ∞. (3.32)

Por (2.39), (3.10) e (3.11), segue

S ⩾ S

((
∥v∥2∗

L2∗
θ

) 2
2∗

+ ∥ζ∥ 2
2∗ + (ζ∞) 2

2∗

)
, (3.33)

o que implica ∥v∥2∗
L2∗
θ

, ∥ζ∥ e ζ∞ são 0 ou 1, desde que (3.32) e (3.33). De (3.26), (3.28) e

(3.30) deduzimos que

∥∇m
α v∥2

L2
α
⩽ lim

k→∞ ∥∇m
α vk∥2

L2
α
= S.

Então, v é um minimizante, se provamos que ∥v∥2∗
L2∗
θ

= 1. De (3.32), resta provar que

ζ∞ = ∥ζ∥ = 0.

Mas, por (3.28) e (3.29), para todo L > 1, temos∫∞
L

|vk|
2∗rθ dr ⩽

∫∞
1
|vk|

2∗rθ dr =
1
2
,
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que acarreta ζ∞ ⩽ 1
2 . Então, ζ∞ = 0. Por contradição, suponha que ∥ζ∥ = 1. Assim, por

(3.32) podemos deduzir que ∥v∥2∗
L2∗
θ

= ζ∞ = 0 e consequentemente v = 0. Além disso, por

(3.31), temos

∥µ∥S−1 ⩽ 1 = ∥ζ∥ 2
2∗ ,

que implica ∥µ∥S−1 = ∥ζ∥ 2
2∗ , desde que (3.10). Pelo Lema 13 (cf. (3.24) e (3.25)), para

qualquer subconjunto aberto A ⊂ (0,∞) temos

ζ(A) = S− 2∗
2 ∥µ∥ 2m+θ−α

α−2m+1µ(A)

⩾ S− 2∗
2 ∥µ∥ 2m+θ−α

α−2m+1 ∥µ∥

= S− 2∗
2 ∥µ∥ θ+1

α−2m+1

= S− 2∗
2 ∥µ∥ 2∗

2 = ∥ζ∥ = 1.

(3.34)

Mas, fazemos k→ ∞ em (3.29) para assegurar que

ζ(A0) =
1
2
< ∥ζ∥ = 1, com A0 = (0, 1)

que contradiz (3.34). Portanto, ∥ζ∥ = 0 e a prova é completada.

3.2 Uma classe geral de equações elípticas semilinear

crítica

Por indução, definimos:

(∆α)
m := (∆α)

m−1 ◦ ∆α para m ⩾ 2,

onde ∆α é dado em (1.9). Esse operador é chamado de α-generalização do operador poli-

harmônico de ordem m. Note que, se α = N− 1 é um número inteiro positivo, temos que

(∆α)
m age precisamente como operador poli-harmônico atuando em funções radialmente

simétricas definidas em bolas BR de RN. Em particular, dizemos que essa classe geral

de equações elípticas incluí o clássico operador poli-harmônico. Além disso, lembramos

que o operador poli-harmônico está relacionado a equações elípticas de ordem superior do

tipo reação-difusão, veja [51] para mais detalhes.

Observamos que, se m = 1 equações envolvendo o operador ∆α têm sido estudadas

em diferentes situações, e recomendamos [23,27,41,59]. Recentemente em [42], os autores

investigaram resultados de existência para o caso m = 2.
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É bem conhecido na literatura que as desigualdades do tipo Sobolev e seus extremais

são ferramentas básicas em muitos aspectos da análise matemática e de equações diferen-

ciais parciais. Assim, aplicaremos os Teorema 5 e Teorema 6 para obter um resultado de

existência para uma classe geral de equações elípticas.

Corolário 6. Para α, θ e m sob as suposições do Teorema 6, existe uma solução fraca

z ∈ Dm,2∞ (α) para a equação semilinear crítica

(−∆α)
mu = rθ−α|u|2

∗−2u em (0,∞) (3.35)

onde 2∗ = 2(θ+ 1)/(α− 2m+ 1) é o expoente crítico para Dm,2∞ (α). Em outras palavras,

existe z ∈ Dm,2∞ (α) satisfazendo∫∞
0
∇m

α z∇m
α vr

α dr =

∫∞
0
|z|2

∗−2zvrθ dr, ∀ v ∈ Dm,2∞ (α).

Demonstração. Seja I : Dm,2∞ (α) → R dado por

I(u) =
1
2

∫∞
0
|∇m

α u|
2rα dr−

1
2∗

∫∞
0
|u|2

∗
rθ dr.

Pelo Teorema 5, podemos mostrar que I ∈ C1(Dm,2∞ (α),R). Assim, os pontos criticos de I

são soluções fracas da equação (3.35). Para garantir a existência de ponto crítico iremos

aplicar o Teorema Multiplicador de Lagrange. Para isso, considere F,G ∈ C1(Dm,2∞ (α),R),

onde

G(u) :=

∫∞
0
|∇m

α u|
2rα dr e F(u) :=

∫∞
0
|u|2

∗
rθ dr− 1.

Pelo Teorema 6, a função extremal z ∈ Dm,2∞ (α) minimiza o funcional G sob a restrição

F(u) = 0. Então, o Teorema Multiplicador de Lagrange assegura que

2
∫∞
0
∇m

α z∇m
α vr

α dr = λ2∗
∫∞
0
|z|2

∗−2zvrθ dr, para todo v ∈ Dm,2∞ (α), (3.36)

para algum λ ∈ R. Escolhemos v = z em (3.36) para deduzir que 2∗λ = 2S. Finalmente,

usamos (3.36) para ver que zS = S
1

2∗−2 z satisfaz I ′(zS).v = 0 para todo v ∈ Dm,2∞ (α), onde

I ′(u).v =
∫∞
0
∇m

α u∇m
α vr

α dr−

∫∞
0
|u|2

∗−2uvrθ dr, ∀u, v ∈ Dm,2∞ (α).



Capítulo 4

A melhor constante

Exibiremos nesse capítulo resultados em linha dos objetivos principais dessa tese des-

crito no item (d), veja a introdução. Primeiro, provaremos resultados sobre regularidade

e classificação para uma classe geral de equações elípticas com crescimento crítico, ver o

Teorema 7 e o Teorema 8. Depois, calcularemos o valor de S− 1
2 (m, 2,α,α,∞) no Teo-

rema 9.

4.1 Regularidade

O estudo de regularidade para soluções de uma equação diferencial refere-se à análise

do comportamento suave dessas soluções, ou seja, à investigação de suas propriedades de

continuidade e derivabilidade. Este tipo de estudo é essencial para compreender a natu-

reza das soluções de equações diferenciais, uma vez que muitas delas podem apresentar

comportamentos irregulares, como descontinuidades ou singularidades, dependendo das

condições iniciais ou de contorno impostas. Assim, forneceremos um resultado que trata

da regularidade das soluções fracas para equação:

(−∆α)
mu = |u|2

∗−2u em (0,∞). (4.1)

Para isso, vamos provar os seguintes resultados: Lema 14, Lema 15 e Lema 16.

Primeiro, um versão do Lema Radial para o espaço Dm,p∞ (α) é provada.

Lema 14. (Lema Radial) Seja u ∈ Dm,p∞ (α) com p ⩾ 2. Assuma que α −mp + 1 > 0,

então

|u(r)| ⩽ cr−
(α−mp+1)

p ∥u∥∇m
α
, ∀ r > 0 (4.2)

39
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para algum c > 0 (independente de u).

Demonstração. Para qualquer u ∈ Dm,p∞ (α), o Corolário 1 assegura que

∥u(j)∥Lp
βj

⩽ C∥u(m)∥Lp
α

e Dm,p∞ (α) = Xm,p∞ (β0, · · · ,βm), (4.3)

com βj = α − (m − j)p para j = 0, 1, · · · ,m. Observemos que Xm,p∞ (β0, · · · ,βm) ⊂

X1,p∞ (β0,β1). Então, o Lema 4 assegura que

|u(r)| ⩽ C1r
−α−mp+1

p

(
∥u(0)∥Lp

β0
+ ∥u(1)∥Lp

β1

) 1
p

, ∀ r > 0. (4.4)

Combinando a Proposição 7 com (4.4) e (4.3), obtemos (4.2).

Inspirados no Lema 5, fornecemos uma caracterização para Dm,p∞ (α).

Lema 15. Assuma p ⩾ 1, α > −1 e m ∈ Z∗
+ com α −mp + 1 > 0. Então, o conjunto

Υ = {u|[0,∞)
: u ∈ C∞

c (R)} é denso em Dm,p∞ (α).

Demonstração. Aplicando o Corolário 1 segue Dm,p∞ (α) = Xm,p∞ (α0, · · · ,αm), onde αj =

α− (m− j)p para j = 0, 1, · · · ,m. Então, o resultado segue do Lema 5.

Usando a forma integral, obtemos o seguinte lema:

Lema 16. Para qualquer u ∈ Dm,2∞ (α) e 1 ⩽ k ⩽ m, defina

w0 := |u|2
∗−2u e wk(r) :=

∫∞
r

t−α

(∫ t

0
sαwk−1(s)ds

)
dt, r > 0. (4.5)

Então, para r > 0

|wk(r)| ⩽ Cr
−α+2m+1−4k

2 (4.6)

|w ′
k(r)| ⩽ Cr

−α+2m+3−4k
2 (4.7)

wk ∈ C2k(0,∞) (4.8)

(−∆α)
jwk = wk−j, 1 ⩽ j ⩽ k. (4.9)

Demonstração. Para provar (4.6) e (4.7), procederemos por indução. Se k = 1, a desi-

gualdade de Hölder e a imersão Dm,2∞ (α) ↪→ L2∗
α fornece∣∣∣∣∫ t

0
w0(s)s

α ds

∣∣∣∣ ⩽ ∥u∥2∗−1
L2∗
α

(
tα+1

α+ 1

) 1
2∗

= ∥u∥2∗−1
L2∗
α

(
1

α+ 1

) 1
2∗

t
α−2m+1

2 . (4.10)

Consequentemente, existe C = C(α,u,m) > 0 tal que

|w1(r)| ⩽ C
∫∞
r

t−
α+2m−1

2 dt = Cr−
α+2m−3

2 ,
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que representa (4.6) para k = 1. Suponha que (4.6) vale, para 1 ⩽ k < m. Assim, desde

α− 2m+ 1 + 4k ⩾ α− 2m+ 1 > 0 temos∣∣∣∣∫ t

0
wk(s)s

α ds

∣∣∣∣ ⩽ C ∫ t

0
s

α−2m−1+4k
2 ds = Ct

α−2m+1+4k
2 .

Usando α + 2m + 1 = α − 2m + 1 + 4m > 4m ⩾ 4(k + 1) podemos integrar novamente

para obter

|wk+1(r)| =

∣∣∣∣∫∞
r

t−α

∫ t

0
wk(s)s

α ds

∣∣∣∣
⩽ C

∫∞
r

t−
α+2m−1−4k

2 dt

= Cr−
α+2m+1−4(k+1)

2 .

Então, (4.6) vale para k + 1. A seguir, provaremos (4.7). Primeiramente, de (4.6) cada

wk é bem definido e podemos escrever

w ′
k(r) = −r−α

∫ r

0
wk−1(s)s

α ds (4.11)

para qualquer 1 ⩽ k ⩽ m. Assim, com ajuda de (4.10) segue que

|w ′
1(r)| = r

−α

∣∣∣∣∫ r

0
w0(s)s

α ds

∣∣∣∣ ⩽ Cr−αr
α−2m+1

2 = Cr−
α+2m−1

2 .

Isso prova (4.7) para k = 1. Adicionalmente, a hipótese de indução assegura que (4.7)

vale, para 1 ⩽ k < m. Então, por (4.6) segue

|w ′
k+1(r)| = r

−α

∣∣∣∣∫ r

0
wk(s)s

α ds

∣∣∣∣ ⩽ Cr−αr
α−2m+1+4k

2 = Cr−
α+2m−1−4k

2 = Cr−
α+2m+3−4(k+1)

2

que representa (4.7) para k + 1. Agora, vamos prosseguir para provar (4.8). De (4.11),

para 1 ⩽ k ⩽ m temos

w ′′
k(r) = αr

−α−1
∫ r

0
wk−1(s)s

α ds−wk−1(r) = −
α

r
w′

k(r) −wk−1(r). (4.12)

Da representação integral acima, (4.8) vale para k = 1. Adicionamente, se (4.8) vale

para todo 1 ⩽ k < m então (4.12) assegura que w ′′
k+1 ∈ C2k(0,∞), o que implica

wk+1 ∈ C2k+2(0,∞). Assim, por indução novamente podemos concluir que (4.8) vale.

Finalmente, por (4.11) e (4.12), temos

−∆αwℓ = w
′′
ℓ +

α

r
w ′

ℓ = wℓ−1, para todo 1 ⩽ ℓ ⩽ m.

Por argumento iterativo, para k fixo com 1 ⩽ k ⩽ m podemos ver que (4.9) é válido.
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Teorema 7 (Regularidade). Seja 2∗ = 2∗(m,α) = 2(α+1)/(α−2m+1), se α−2m+1 > 0

e u ∈ Dm,2∞ (α) tal que∫∞
0
∇m

α u∇m
α vr

α dr =

∫∞
0
|u|2

∗−2uvrα dr, ∀v ∈ Dm,2∞ (α). (4.13)

Então, u ∈ C2m(0,∞) e resolve (4.1). Além disso,

(a) para j = 0, 1, · · · ,m− 1, temos

lim
r→0

rα∆j
αu(r) = lim

r→0
rα(∆α)

ju)′(r) = 0; (4.14)

(b) para j = 0, 1, · · · ,m, temos

lim
r→∞∆j

αu(r) = lim
r→∞((∆α)

ju)′(r) = 0; (4.15)

(c) para j = 0, 1, · · · ,m− 1, temos

(−∆α)
ju(r) =

∫∞
r

(
t−α

∫ t

0
(−∆α)

j+1u(s)sα
)
dt. (4.16)

Demonstração. Seja u ∈ Dm,2∞ (α) uma solução fraca para (4.1). Consideremos w0 e wk,

1 ⩽ k ⩽ m como definidos em (4.5). Definimos a função w := wm, usamos (4.8) e (4.9)

para obtemos

w ∈ C2m(0,∞) e (−∆α)
mw = |u|2

∗−2u. (4.17)

Adicionalmente, (4.6), (4.7) e (4.9) implica

|∆j
αw| ⩽ Cr

−α−2m+1+4j
2 e |(∆j

αw)
′| ⩽ Cr−

α−2m+3+4j
2 , (4.18)

para todo 1 ⩽ j ⩽ k ⩽ m. De (4.18), concluímos que w satisfaz (4.14) e (4.15). Além

disso, (4.5) e (4.9) assegura que

(−∆α)
jw(r) =

∫∞
r

t−α

(∫ t

0
sα(−∆α)

j+1w(s)ds

)
dt, r > 0. (4.19)

De (4.17), (4.18) e (4.19), resta mostrar que

w ∈ Dm,2∞ (α) e u = w.

Primeiro, mostraremos que wm ∈ Dm,2∞ (α). De (4.17), temos w ∈ ACm−1
loc (0,∞). Com-

binando o Lema 8 com (4.6) e (4.18), e depois por argumento de indução obtemos

lim
r→∞w(j)(r) = 0, j = 0, 1, · · · ,m− 1. (4.20)
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Por isso, temos w ∈ ACm−1
R (0,∞). Agora, para concluir que w ∈ Dm,2∞ (α) devemos

provar ∫∞
0
|∇m

αw|
2rα dr <∞. (4.21)

Seja q0 = 2∗/(2∗ − 1) e para k = 1, · · · ,m, definimos

qk :=
qk−1(α+ 1)
α− 2qk−1 + 1

=
2(α+ 1)

α+ 2m+ 1 − 4k
.

Então, para wk tal como em (4.5), afirmamos que∫∞
0
|w ′′

k |
qk−1rα dr ⩽ C

∫∞
0
|wk−1|

qk−1rα dr (4.22)

e ∫∞
0
|wk|

qkrα dr ⩽ C

(∫∞
0
|wk−1|

qk−1rα dr

) qk
qk−1

. (4.23)

De fato, para cada 1 ⩽ k ⩽ m, seja

vk(r) :=

∫ r

0
wk−1(s)s

α ds.

Desde vk(0) = 0, somos capazes de aplicar usando Proposição 6-(b) com a escolha θ =

α− qk−1(α+ 1), p = qk−1 = 2(α+ 1)/(α+ 2m+ 5 − 4k) > 1, γ = θ+ p e m = 1, para

obtemos∫∞
0

∣∣∣∣r−(α+1)
∫ r

0
wk−1(s)s

α ds

∣∣∣∣qk−1

rα dr =

∫∞
0
|vk(r)|

qk−1 rα−qk−1(α+1) dr

⩽ C

∫∞
0
|v ′k(r)|

qk−1 rα−qk−1α dr

= C

∫∞
0
|wk−1(r)|

qk−1 rα dr.

Por isso,∫∞
0
|w ′′

k |
qk−1rα dr =

∫∞
0

∣∣∣∣−αr−(α+1)
∫ r

0
wk−1(s)s

α ds+wk−1

∣∣∣∣qk−1

rα dr

⩽ C

∫∞
0

∣∣∣∣r−(α+1)
∫ r

0
wk−1(s)s

α ds

∣∣∣∣qk−1

rα dr+ C

∫∞
0
|wk−1|

qk−1rα dr

⩽ C

∫∞
0
|wk−1(r)|

qk−1 rα dr,

o que prova (4.22). Para provar (4.23), usando Proposição 6-(a) com a escolha θ = γ = α,

m = 2 e p = qk−1 > 1, para obtemos∫∞
0
|wk(r)|

qkrα dr ⩽ C

(∫∞
0
|w ′′

k(r)|
qk−1 rα dr

) qk
qk−1

, qk = q∗
k−1 :=

qk−1(α+ 1)
α− 2qk−1 + 1

.

(4.24)
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De (4.22) e (4.24) obtemos (4.23). Agora, a prova de (4.21) é dividida em duas partes.

Se m = 2l é um número par, (4.9) implica que ∇m
αw = ∆l

αw = (−1)lwl. Além disso,

usando (4.23) temos ∫∞
0
|wl|

qlrα dr ⩽ C

(∫∞
0
|wl−1|

ql−1rα dr

) ql
ql−1

⩽ C

(∫∞
0
|wl−2|

ql−2rα dr

) ql
ql−2

⩽ · · ·

⩽ C

(∫∞
0
|w0|

q0rα dr

) ql
q0

,

(4.25)

o que produz∫∞
0
|∇m

αw|
2rα dr =

∫∞
0
|∆l

αw|
2rα dr ⩽ C

(∫∞
0
|u|2

∗
rα dr

) 2
q0

<∞.

Se m = 2l + 1 for um número ímpar, (4.9) produz ∇m
αw = (∆l

αw)
′ = (−1)lw ′

m−l =

(−1)lw ′
l+1. Como em (4.25), temos∫∞

0
|wl|

qlrα dr ⩽ C

(∫∞
0
|u|2

∗
rα dr

) ql
q0

, (4.26)

onde ql = ql−1(α + 1)/(α − 2ql−1 + 1) e q0 = 2∗/(2∗ − 1). Por outro lado, usando

Proposição 6-(a) com θ = γ = α, m = 1 e p = ql > 1, podemos escrever

∫∞
0
|w ′

l+1(r)|
q∗
l rα dr ⩽ C

(∫∞
0

∣∣w ′′
l+1(r)

∣∣ql
rα dr

)q∗
l

ql

, q∗
l =

ql(α+ 1)
α− ql + 1

. (4.27)

De (4.22) com k = l+ 1, podemos ver que∫∞
0
|w ′′

l+1(r)|
qlrα dr ⩽ C

∫∞
0
|wl(r)|

ql rα dr. (4.28)

Notando que q∗
l = ql(α+ 1)/(α−ql+ 1) = 2, a estimativa (4.26), (4.27) e (4.28) implica

que ∫∞
0
|∇m

αw|
2rα dr =

∫∞
0
|w ′

l+1(r)|
q∗
l rα dr ⩽ C

(∫∞
0
|u|2

∗
rα dr

) ql
q0

.

Isto completa a prova de w ∈ Dm,2∞ (α). A seguir, provaremos a identidade u = w.

Primeiro, provaremos o seguinte∫∞
0
∇m

αw∇m
α vr

α dr =

∫∞
0
|u|2

∗−2uvrα dr, para todo v ∈ Dm,2∞ (α). (4.29)
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Por densidade (cf. Lema 15), é suficiente mostrar (4.29) para v ∈ Υ. Para cada v ∈ Υ,

usamos (4.7) e o teorema de Fubini, para k = 1, · · · ,m obtemos∫∞
0
w ′

k(∆
k−1
α v) ′rα dr = −

∫∞
0
(∆k−1

α v) ′(r)

(∫ r

0
wk−1(s)s

α ds

)
dr

= −

∫∞
0

∫ r

0
(∆k−1

α v) ′(r)wk−1(s)s
α dsdr

=

∫∞
0
wk−1(s)s

α

(
−

∫∞
s

(∆k−1
α v) ′(r)dr

)
ds

=

∫∞
0
wk−1(s)∆

k−1
α v(s)sα ds,

(4.30)

onde usamos que (∆k−1
α v)(r) tem suporte compacto em R. Além disso, temos

lim
r→∞wk(r)r

α(∆k−1
α v) ′(r) = 0

e de (4.6) também podemos concluir que (lembre-se α− 2m+ 1 > 0)

lim
r→0

wk(r)r
α(∆k−1

α v) ′(r) = 0.

Assim, podemos aplicar a integração por partes para obter∫∞
0
w ′

k(∆
k−1
α v) ′rα dr = −

∫∞
0
wk[(∆

k−1
α v) ′rα] ′ dr = −

∫∞
0
wk∆

k
αvr

α dr. (4.31)

Combinando (4.30) e (4.31), segue-se que∫∞
0
wk∆

k
αvr

α dr = −

∫∞
0
wk−1∆

k−1
α vrα dr, k = 1, · · · ,m. (4.32)

Por iteração (4.31) e (4.32), para k = 1, · · · ,m podemos escrever∫∞
0
wk∆

k
αvr

α dr = (−1)k
∫∞
0
w0vr

α dr, (4.33)∫∞
0
w ′

k(∆
k−1
α v) ′rα dr = (−1)k

∫∞
0
w0vr

α dr. (4.34)

Primeiramente, suponha que m = 2l seja um número inteiro par. De (4.9) com j = l e

k = m, (−∆α)
lw = wm−l = wl e então ∆l

αw = (−1)lwl. Portanto, por (4.33) temos∫∞
0
∇m

αw∇m
α vr

α dr =

∫∞
0
∆l

αw∆
l
αvr

α dr =

∫∞
0
w0vr

α dr, ∀v ∈ Υ. (4.35)

Analogamente, se m = 2l + 1 é um número inteiro ímpar. De (4.9) também temos

(∆l
αw)

′ = (−1)lw ′
l+1. Por (4.34) temos∫∞

0
∇m

αw∇m
α vr

α dr =

∫∞
0
(∆l

αw)
′(∆l

αv)
′rα dr =

∫∞
0
w0vr

α dr, ∀ v ∈ Υ. (4.36)

Assim, (4.29) segue de (4.35) e (4.36). Comparando (4.13) e (4.29), obtemos

⟨u, v⟩ = ⟨w, v⟩, ∀v ∈ Dm,2∞ (α)

que fornece u = w.
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4.2 Classificação

Definição 12. Dizemos que uma solução u ∈ C2m(0,∞) para (4.1), é solução não sin-

gular em 0, se u(r) = O(1) quando r → 0+. Caso contrário, dizemos que u é solução

singular em 0 (ou seja, u(r) → ∞ quando r→ 0+).

Nesta seção, apresentaremos a classificação das soluções positivas e não singulares para

a equação (4.1), sob certas condições. Mencionamos que resultados de classificação foram

estudados por vários autores, veja [3,15,20,35,50,54,67,73] e suas citações. Para ilustrar,

sejam N > 2m e p+ 1 = 2N/(N− 2m), considere o problema

(−∆)mu = up, u > 0, em RN \ {0}. (4.37)

Em [73], os autores mostraram que todas as soluções não singulares u na origem para

(4.37) (vale em todo o RN) são dadas por

uϵ(|x|) =

(
2ϵ

ϵ2 + |x− x0|2

)N−2m
2

, ϵ > 0 e x0 ∈ RN.

Por outro lado, os casos m = 1, 2, 3 foram analisados em [3, 50, 67], e foi estabele-

cido que se u ∈ C2m(RN \ {0}) é uma solução singular para (4.37) obtemos que u

é radialmente simétrico em relação à origem e monotonicamente decrescente e temos

u(|x|) = |x|−
N−2m

2 v(− ln |x|), onde v é periódico e limitado. Em geral, um resultado de

classificação para uma solução singular em (4.37) com m > 3 é uma questão em aberto,

como observado em [3, Conjecture 4].

O resultado a seguir estabelece uma classificação das soluções positivas não singulares

u ∈ C2m(0,∞) em (4.1), sob certas condições de fronteira na origem.

Teorema 8 (Classificação). Para cada ϵ > 0, seja

wϵ(r) = P
α−2m+1

4m

(
ϵ

ϵ2 + r2

)α−2m+1
2

, r > 0 (4.38)

onde P = P(α,m) =

m−1∏
h=−m

(α + 1 + 2h). Seja v ∈ Dm,2∞ (α) ∩ C2m(0,∞) uma solução

positiva para a equação (4.1) tal que v(i)(0) ∈ R para i = 0, 1, · · · , 2m− 1. Se v(0) > 0 e

v(i)(0) = 0 para i = 1, 3, · · · , 2m− 1, então v = wϵ para algum ϵ > 0.

Demonstração. Dividimos a prova do Teorema 8 nas seguintes etapas:
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Etapa 1: Para cada ϵ > 0, a função wϵ em (4.38) resolve a equação em (4.1), veja o

Corolário 9 abaixo.

Etapa 2: Seja v ∈ Dm,2∞ (α) uma solução para (4.1) satisfazendo as condições do Teo-

rema 8, então v = wϵ para algum ϵ > 0, veja Lema 18 mais adiante.

É claro, que as etapas acima se complementam e juntas são suficientes para assegurar

o Teorema 8.

Destacamos que o Teorema 8 generaliza o resultado de classificação de J. Wei e X. Xu

em [73, Teorema 1.3], porque o parâmetro α não é inteiro. O método usado para provar

o Teorema 8 é diferente do método "moving plane"utilizado na situação clássica. Para

provar o resultado de classificação, usamos algumas ideias contidas em [68] e [47].

4.2.1 Demonstração da Etapa 1

Por simplicidade, introduzimos a seguinte notação: Para números reais x,y e z, defini-

ção

A(x,y, z) = x(x+ y− 1) + z(z− 2x+ 1 − y),

B(x,y, z) = 2x(x+ y− 1) − z(2x+ y+ 1),

C(x,y) = x(x+ y− 1).

Além disso, seja v : (0,∞) → R uma função auxiliar definida por

v(r) = rρ(1 + r2)−
σ
2 , (4.39)

onde ρ ⩾ 0 e σ > 0 serão escolhidos posteriormente. Com essa notação, temos:

Lema 17. Para cada α > −1, temos

∆αv = (1 + r2)−
σ+4
2
[
rρ+2A(ρ,α,σ) + rρB(ρ,α,σ) + rρ−2C(ρ,α)

]
.

Demonstração. Por um cálculo direto, obtemos

v ′(r) = (1 + r2)−
σ+4
2
[
rρ−1ρ+ rρ+1(2ρ− σ) + rρ+3(ρ− σ)

]
e

v ′′(r) = (1 + r2)−
σ+4
2
{
rρ−2ρ(ρ− 1) + rρ[2ρ(ρ− 1) − (2ρ+ 1)σ]

+ rρ+2[ρ(ρ− 1) − σ(σ− 2ρ+ 1)]
}
.
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Por (1.9), segue

∆αv = (1 + r2)−
σ+4
2
{
rρ−2[ρ(ρ− 1) + αρ] + rρ[2ρ(ρ+ α− 1) − σ(2ρ+ α+ 1)]

+rρ+2[ρ(ρ+ α− 1) + σ(σ− 2ρ+ 1 − α)]
}

= (1 + r2)−
σ+4
2
[
rρ+2A(ρ,α,σ) + rρB(ρ,α,σ) + rρ−2C(ρ,α)

]
.

Para declarar o próximo resultado, se faz necessário introduzir as seguintes notações: Para

i ∈ Z, m ∈ N e α > −1 satisfazendo α− 2m+ 1 > 0 e j = 1, · · · ,m, definimos:

D(i, j) =



0 se i < 0 ou i ⩾ j+ 1

1 se i = 0
j∏

h=j−i+1

(m− h) se 1 ⩽ i ⩽ j,

E(i, j) =



j−1∏
h=i

(α+ 1 + 2h) se 0 ⩽ i ⩽ j− 1

1 se i = j

0 se i ⩾ j+ 1 ou i < 0

Kj =

j−1∏
h=0

(α− 2m+ 1 + 2h),

G(i, j) = 2i
(
j

i

)
KjD(i, j)E(i, j),

com (
j

i

)
=


j!

i!(j− i)!
se 0 ⩽ i ⩽ j

0 se i > j ou i < 0,

onde ℓ! representa o fatorial.

Proposição 9. Seja u : (0,∞) → R dada por

u(r) = (1 + r2)−
α−2m+1

2 . (4.40)

Se α− 2m+ 1 > 0, para cada j = 1, 2, · · · ,m obtemos

(−∆α)
ju = (1 + r2)−

α−2m+1+4j
2

j∑
i=0

G(i, j)r2i. (4.41)
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Demonstração. Fazemos indução sobre j. Para j = 1, escolhendo σ = α− 2m+ 1 e ρ = 0

no Lema 17, obtemos

−∆αu = (1 + r2)−
α−2m+1+4

2
[
2(α− 2m+ 1)(m− 1)r2 + (α− 2m+ 1)(α+ 1)

]
= (1 + r2)−

α−2m+1+4
2

1∑
i=0

G(i, j)r2i,

o que implica que (4.41) é verdadeiro para j = 1. Por indução, suponha que (4.41) é

verdadeiro para 1 ⩽ j < m− 1 e provaremos para j+ 1. Note que

(−∆α)
j+1u = −

j∑
i=0

G(i, j)∆αvi, onde vi(r) = r2i(1 + r2)−
α−2m+1+4j

2 .

Usando o Lema 17 com ρ = 2i e σ = α− 2m+ 1 + 4j, podemos escrever

∆αvi = (1 + r2)−
σ+4
2
[
r2i+2A(2i,α,σ) + r2iB(2i,α,σ) + r2i−2C(2i,α)

]
.

Note que

j∑
i=0

G(i, j)r2i+2A(2i,α,σ) =
j+1∑
i=1

G(i− 1, j)A(2i− 2,α,σ)r2i

j∑
i=0

G(i, j)r2i−2C(2i,α) =
j−1∑
i=−1

G(i+ 1, j)C(2i+ 2,α)r2i.

Assim,

j∑
i=0

G(i, j)∆αvi = (1 + r2)−
σ+4
2

j+1∑
i=1

G(i− 1, j)A(2i− 2,α,σ)r2i

+ (1 + r2)−
σ+4
2

j∑
i=0

G(i, j)B(2i,α,σ)r2i

+ (1 + r2)−
σ+4
2

j−1∑
i=−1

G(i+ 1, j)C(2i+ 2,α)r2i. (4.42)

Ainda, note que

G(−1, j) = G(j+ 1, j) = G(j+ 2, j) = C(0,α) = 0. (4.43)

Usando (4.42) em (4.43), podemos escrever

j∑
i=0

G(i, j)∆αvi = (1 + r2)−
σ+4
2

j+1∑
i=0

S(i, j)r2i,
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onde

S(i, j) = G(i− 1, j)A(2i− 2,α,σ) +G(i, j)B(2i,α,σ) +G(i+ 1, j)C(2i+ 2,α).

Assim,

(−∆α)
j+1u = −(1 + r2)−

σ+4
2

j+1∑
i=0

S(i, j)r2i. (4.44)

É fácil ver que

S(i, j) = KjH(i, j),

onde
H(i, j) = 2i−1

(
j

i− 1

)
D(i− 1, j)E(i− 1, j)A(2i− 2,α,σ)

+ 2i
(
j

i

)
D(i, j)E(i, j)B(2i,α,σ)

+ 2i+1
(

j

i+ 1

)
D(i+ 1, j)E(i+ 1, j)C(2i+ 2,α).

(4.45)

Portanto, podemos reescrever (4.44) da seguinte maneira

(−∆α)
j+1u = −(1 + r2)−

σ+4
2 Kj

j+1∑
i=0

H(i, j)r2i. (4.46)

Afirmação. Para cada i = 0, 1, · · · , j+ 1, temos

G(i, j+ 1) = −KjH(i, j). (4.47)

De fato, dividimos a prova de (4.47) em quatro casos.

Caso 1: i = 1, 2, · · · , j− 1.

Por um cálculo direto, obtém-se

E(i− 1, j) = (α+ 2i− 1)(α+ 2i+ 1)E(i+ 1, j),

E(i, j) = (α+ 2i+ 1)E(i+ 1, j),

D(i+ 1, j) = (m− j+ i)(m− j+ i− 1)D(i− 1, j),

D(i, j) = (m− j+ i− 1)D(i− 1, j).



Capítulo 4. A melhor constante 51

Assim, (4.45) fornece que

H(i, j) = D(i− 1, j)E(i+ 1, j)

[
2i−1

(
j

i− 1

)
(α+ 2i− 1)(α+ 2i+ 1)A(2i− 2,α,σ)

+ 2i
(
j

i

)
(α+ 2i+ 1)(m− j+ i− 1)B(2i,α,σ)

+ 2i+1
(

j

i+ 1

)
(m− j+ i)(m− j+ i− 1)C(2i+ 2,α)

]
.

(4.48)

É fácil de ver que as seguintes identidades são válida:(
j

i

)
=

(
j

i− 1

)
j− i+ 1

i
,(

j

i+ 1

)
=

(
j

i− 1

)
(j− i+ 1)(j− i)

i(i+ 1)
,

A(2i− 2,α,σ) = 2(i− 1)(2i+ α− 3) + 2(α− 2m+ 1 + 4j)(2j− 2i−m+ 3),

B(2i,α,σ) = 4i(2i+ α− 1) − (α− 2m+ 1 + 4j)(4i+ α+ 1),

C(2i+ 2,α) = 2(i+ 1)(α+ 2i+ 1).

Por isso, (4.48) implica que

H(i, j) =
2i

i

(
j

i− 1

)
D(i− 1, j)E(i+ 1, j)(α+ 2i+ 1)×{

i(α+ 2i− 1)
[
(i− 1)(2i+ α− 3) + (α− 2m+ 1 + 4j)(2j− 2i−m+ 3)

]
+ (j− i+ 1)(m− j+ i− 1)

[
4i(2i+ α− 1) − (α− 2m+ 1 + 4j)(4i+ α+ 1)

]
+ 4(m− j+ i)(m− j+ i− 1)(j− i)(j− i+ 1)

}
.

Ao organizar os termos entre parênteses, podemos escrever

H(i, j) =
2i

i

(
j

i− 1

)
D(i− 1, j)E(i+ 1, j)(α+ 2i+ 1)

[
(α+ 1)2Lj + (α+ 1)Mj +Qj

]
,

(4.49)

onde
Lj = −(j+ 1)(m− j− 1),

Mj = 2(j+ 1)(m− j− 1)(m− 2j),

Qj = 4j(j+ 1)(m− j− 1)(m− j).

(4.50)
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Note que

(α+ 1)2Lj + (α+ 1)Mj +Qj = −(j+ 1)(m− j− 1)(α+ 2j+ 1)(α− 2m+ 2j+ 1),(
j

i− 1

)
=

(
j+ 1
i

)
i

j+ 1
,

D(i, j+ 1) = D(i− 1, j)(m− j− 1),

E(i, j+ 1) = (α+ 2i+ 1)(α+ 2j+ 1)E(i+ 1, j).

Assim, (4.49) assegura que

H(i, j) = −2i
(
j+ 1
i

)
(α− 2m+ 2j+ 1)D(i, j+ 1)E(i, j+ 1). (4.51)

É fácil de ver que

Kj+1 = (α− 2m+ 2j+ 1)Kj,

G(i, j+ 1) = 2i
(
j+ 1
i

)
Kj+1D(i, j+ 1)E(i, j+ 1).

Combinando as identidades acima com (4.51), segue

G(i, j+ 1) = −KjH(i, j), ∀ i = 1, 2, · · · , j− 1.

Caso 2: i = 0

Podemos reescrever (4.45), como

H(0, j) = D(0, j)E(0, j)B(0,α,σ) + 2jD(1, j)E(1, j)C(2,α). (4.52)

Note que

B(0,α,σ) = −(α+ 1)(α+ 1 − 2m+ 4j), C(2,α) = 2(α+ 1) e D(0, j) = 1,

D(1, j) = m− j, E(0, j) = (α+ 1)E(1, j) e E(0, j+ 1) = (α+ 1 + 2j)E(0, j).

Então, (4.52) implica que

H(0, j) = E(0, j) [−(α+ 1)(α+ 1 − 2m+ 4j) + 4j(m− j)]

= −E(0, j)(α+ 1 + 2j)(α+ 1 − 2m+ 2j)

= −E(0, j+ 1)(α+ 1 − 2m+ 2j).

(4.53)

Ainda, note que

Kj+1 = (α+ 1 − 2m+ 2j)Kj e G(0, j+ 1) = Kj+1E(0, j+ 1).

Por isso, (4.53) assegura que G(0, j+ 1) = −KjH(0, j).
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Caso 3: i = j.

Por (4.45), segue

H(j, j) = 2j−1jD(j− 1, j)E(j− 1, j)A(2j− 2,α,σ) + 2jD(j, j)E(j, j)B(2j,α,σ). (4.54)

Note que

E(j− 1, j) = α+ 2j− 1, E(j, j) = 1 e D(j, j) = (m− 1)D(j− 1, j),

A(2j− 2,α,σ) = 2(j− 1)(α+ 2j− 3) + 2(α− 2m+ 4j+ 1)(3 −m),

B(2j,α,σ) = 4j(α+ 2j− 1) − (α− 2m+ 4j+ 1)(4j+ α+ 1).

Assim,

H(j, j) = 2jD(j− 1, j)
{
j(α+ 2j− 1)

[
(j− 1)(α+ 2j− 3) + (α− 2m+ 4j+ 1)(3 −m)

]
+ (m− 1)

[
4j(α+ 2j− 1) − (α− 2m+ 4j+ 1)(α+ 4j+ 1)

]}
·

j(α+ 2j− 1)
[
(j− 1)(α+ 2j− 3) + (α− 2m+ 4j+ 1)(3 −m)

]
+ (m− 1)

[
4j(α+ 2j− 1) − (α− 2m+ 4j+ 1)(α+ 4j+ 1)

]}
Organizando os termos, podemos escrever

H(j, j) = 2jD(j− 1, j)[(α+ 1)2Lj + (α+ 1)Mj +Qj], (4.55)

onde Lj, Mj e Qj são definidos em (4.50). Por um cálculo direto, temos

(α+ 1)2Lj + (α+ 1)Mj +Qj = −(j+ 1)(m− j− 1)(α+ 2j+ 1)(α− 2m+ 2j+ 1),

D(j, j+ 1) = (m− j− 1)D(j− 1, j),

E(j, j+ 1) = (α+ 2j+ 1),

Kj+1 = (α+ 1 − 2m+ 2j)Kj,

G(j, j+ 1) = Kj+12j(j+ 1)KjD(j, j+ 1)E(j, j+ 1).

Combinando as identidades acima com (4.55), obtemos G(j, j+ 1) = −KjH(j, j).

Caso 4: i = j+ 1.

Nesse caso, (4.45) fornece que

H(j+ 1, j) = 2jD(j, j)E(j, j)A(2j,α,σ). (4.56)
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Note que

A(2j,α,σ) = 2j(2j+ α− 1) + 2(α− 2m+ 4j+ 1)(1 −m) e E(j, j) = 1.

Assim,

H(j+ 1, j) = 2j+1D(j, j)[j(2j+ α− 1) + (α− 2m+ 4j+ 1)(1 −m)]

= −2j+1D(j, j)(α− 2m+ 2j+ 1)(m− j− 1)
(4.57)

Ainda, note que

G(j+ 1, j+ 1) = 2j+1Kj+1D(j+ 1, j+ 1)

D(j+ 1, j+ 1) = (m− j− 1)D(j, j) e Kj+1 = (α+ 1 − 2m+ 2j)Kj.

Combinando as identidades acima com (4.57), obtemos

G(j+ 1, j+ 1) = −KjH(j+ 1, j).

Finalmente, usando (4.46) e (4.47) segue que (4.41) é verdadeiro para j+ 1.

Corolário 7. Seja u como em (4.40). Então,

(−∆α)
mu = P · (1 + r2)−

α+2m+1
2 , (4.58)

onde P =

m−1∏
h=−m

(α+ 1 + 2h).

Demonstração. Escolhendo j = m na Proposição 9, então

(−∆α)
mu = (1 + r2)−

α+2m+1
2

m∑
i=0

G(i,m)r2i. (4.59)

Adicionalmente,

G(0,m) = KmE(0,m) = P e G(i,m) = 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m. (4.60)

Usando (4.59) e (4.60), obtemos (4.58).

Corolário 8. A função w dada por

w(r) = P
α−2m+1

4m (1 + r2)−
α−2m+1

2 , r > 0 (4.61)

é uma solução positiva para a equação em (4.1).
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Demonstração. Note que

w(r) = P
α−2m+1

4m u(r) e 2∗ − 1 =
α+ 2m+ 1
α− 2m+ 1

.

Utilizando Corolário 7, tem-se

(−∆α)
mw = P

α−2m+1
4m (−∆α)

mu = P
α+2m+1

4m · (1 + r2)−
α+2m+1

2 = w2∗−1.

Corolário 9. Para cada ϵ > 0, a função wϵ definida em (4.38) é uma solução positiva

para a equação em (4.1).

Demonstração. Primeiro, podemos reescrever wϵ(r) = ϵ
−α+1

2∗ w(rϵ−1), onde w é dada em

(4.61). Por indução em m, temos

(−∆α)
mwϵ(r) = ϵ

−(α+1
2∗ +2m)(−∆α)

mw(rϵ−1).

Usando o Corolário 8, podemos ver

(−∆α)
mwϵ(r) = ϵ

−α+2m+1
2 w2∗−1(rϵ−1) = ϵ−

α+1
2∗ (2∗−1)w2∗−1(rϵ−1) = w2∗−1

ϵ (r).

4.2.2 Demonstração da Etapa 2

Inspirados em [47, Lemma 2.2], podemos obter uma classificação de solução positiva da

equação (4.1) em Dm,2∞ (α) ∩ C2m(0,∞).

Lema 18. Seja v ∈ Dm,2∞ (α) ∩ C2m(0,∞) uma solução positiva para a equação (4.1) tal

que v(i)(0) ∈ R para i = 0, 1, · · · , 2m − 1. Suponha que v(0) > 0 e v(i)(0) = 0 para

i = 1, 3, · · · , 2m− 1, então v = wϵ com wϵ definida em (4.38).

Demonstração. Para cada ϵ > 0, pelo Corolário 9 tem-se que wϵ resolve (4.1) com

wϵ(0) = (P1/2m/ϵ)
α−2m+1

2 . De v(0) > 0, podemos escolher ϵ̄ > 0 tal que wϵ̄(0) = v(0).

Usando Lema 8, todas as soluções y ∈ AC2m−1
loc (0,∞) de (4.1) satisfaz a equação

(−1)my(2m) = y|y|
4m

α−2m+1 + (−1)m+1
2m−1∑
i=1

ci
y(2m−i)

ri
, r ∈ (0,∞)
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onde ci ∈ R. Assim, podemos considerar o seguinte problema de valor inicial
(−1)my(2m) = y|y|

4m
α−2m+1 + (−1)m+1

2m−1∑
i=1

ci
y(2m−i)

ri
, r > 0

y(i)(0) = v(i)(0), para i = 0, 2, · · · , 2m− 2

y(i)(0) = 0, para i = 1, 3, · · · 2m− 1.

(4.62)

Por unicidade de solução do problema (4.62), é suficiente provar que

w
(i)
ϵ̄ (0) = v(i)(0), ∀ i = 2, 4, · · · , 2m− 2. (4.63)

Por contradição, assumimos que existe I ∈ {1, 2, · · · ,m− 1} tal que

w
(2I)
ϵ̄ (0) ̸= v(2I)(0) e w

(2i)
ϵ̄ (0) = v(2i)(0) para i > I.

Seja g = wϵ̄ − v. Então, g satisfaz o novo problema de valor inicial
Ly = f

y(i)(0) = g(i)(0), para i = 0, 2, · · · , 2m− 2

y(i)(0) = 0, para i = 1, 3, · · · , 2m− 1,

(4.64)

onde  Ly = (−∆α)
my, r > 0

f = wq
ϵ̄ − vq, q =

α+ 2m+ 1
α− 2m+ 1

.

O conjunto fundamental de soluções para equação homogênea Ly = 0 é

{1, r−(α−1), r2, r−(α−3), · · · , r2(m−1), r−(α−2m+1)}.

Usando o método de variação de parâmetros, podemos construir uma solução particular

ȳ para a equação não homogênea Ly = f da forma

ȳ(r) =

m∑
i=1

Air
2(i−1)

∫ r

0
t2(m−i)+1f(t)dt (4.65)

+

m∑
i=1

Am+ir
−(α−2i+1)

∫ r

0
tα+2(m−i)f(t)dt,

onde A1,A2, · · · ,A2m são constantes que dependem apenas de α em. Portanto, qualquer

solução y de (4.64) pode ser escrita da forma

y =

m∑
i=1

Bir
2(i−1) +

m∑
i=1

Bm+ir
−(α−2i+1) + ȳ, (4.66)

onde B1,B2, · · · ,B2m satisfaz as condições iniciais.
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Afirmação. Para cada i = 1, 2, · · · ,m, temos Bm+i = 0.

Por contradição, suponha que existe I ∈ {1, 2, · · · ,m} tal que Bm+I ̸= 0 e Bm+i = 0 para

i > I. Usando y(0) = ȳ(0) = 0, obtemos

B1 = − lim
r→0

Bm+1 + Bm+2r
2 + · · ·+ Bm+Ir

2(I−1)

rα−1 = ∞, α > 2I− 1.

Essa contradição completa a prova da afirmação, desde que B1 ∈ R. Combinando afirma-

ção acima e (4.66), podemos escrever

y = B1 + B2r
2 + · · ·+ Bmr

2(m−1) + ȳ.

Como g satisfaz (4.64), obtemos

g(r) =

I∑
i=1

g(2i)(0)
(2i)!

r2i + ȳ(r). (4.67)

Desde que wϵ̄, v ∈ Dm,2∞ (α), pelo Lema 14 segue que

|v(r)| ⩽ C1r
−

(α−2m+1)
2 ∥v∥∇m

α
e |wϵ̄(r)| ⩽ C2r

−
(α−2m+1)

2 ∥wϵ̄∥∇m
α
, ∀ r > 0. (4.68)

Usando que f = wq
ϵ̄ − vq com q = α+2m+1

α−2m+1 e (4.68) em (4.65), podemos ver

|ȳ(r)| ⩽ Cr2m−
(α+2m+1)

2 ,

para algum C = C(α,m) > 0 e r > 1. Assim, ȳ(r) → 0 quando r → ∞ e portanto por

(4.67) segue que |g(r)| → ∞ quando r → ∞. Por outro lado, desde que g = wϵ̄ − v e

wϵ̄, v são limitadas em (0,∞), então g é limitada. Essa contradição completa a prova do

lema.

4.3 O valor de S−
1
2(m, 2,α,α,∞)

Nessa seção, desejamos calcular explicitamente a melhor constante S− 1
2 (m, 2,α,α,∞).

Porém, chamamos a atenção para uma dificuldade adicional com a qual temos que lidar

em Dm,2∞ (α), a saber:

Problema 1: Para m ⩾ 1, se z ∈ Dm,2∞ (α) é um minimizante para S(m, 2,α,α,∞)

então z é uma função singular ou não singular?

Para explorar esse problema, ilustraremos duas situações. Primeiro, de acordo com

[68], os minimizantes z para o problema variacional associado à imersão Sobolev clássica
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Dm,2(RN) ↪→ L2∗(RN) são funções não singulares. Adicionalmente, eles usam a forma

explícita dos minimizantes para calcular a melhor constante em Dm,2(RN) ↪→ L2∗(RN).

Em segundo lugar, no caso particular m = 1, por meio da clássica desigualdade de Bliss

[12], P. Mitidieri et al. [59, Proposição 1.4] foram capazes de mostrar que S(1, 2,α,α,∞)

é atingida pelas funções de Bliss

u(r) = P
α−1

4 (1 + r2)−
α−1

2 , r > 0 (4.69)

onde P = P(α, 1) = (α− 1) (α+ 1). Além disso,

S− 1
2 (1, 2,α,α,∞) = P− 1

2

[
2Γ(α+ 1)

Γ(α+1
2 )Γ(α+1

2 )

] 1
α+1

, (4.70)

onde Γ(x) =
∫1

0(− ln t)x−1dt, x > 0 é a função gama de Euler. É claro que as funções

de Bliss são não singulares. Por fim, observamos que no caso geral m > 1, esse problema

está em aberto. Embora algumas situações específicas indiquem que as minimizantes são

funções não singulares.

Voltando à ideia inicial, a fim de calcular S− 1
2 (m, 2,α,α,∞), introduzimos a hipótese:

(H) existe z ∈ Dm,2∞ (α) minimizante para S(m, 2,α,α,∞) satisfazendo

z(i)(0) =

0 para i = 1, 3, . . . , 2m− 1,

ci para i = 0, 2, · · · , 2m− 2

para algum ci ∈ R.

É importante destacar que a hipótese (H) não é vazia. De fato, note que nas situações

α = N− 1 ou m = 1, a hipótese (H) é satisfeita.

Inspirados por [51, Lemma 7.22], estabelecemos uma estimativa para soluções que

mudam de sinal em (4.1). Esse resultado será útil para determinar o sinal de um minimi-

zante.

Lema 19. Assuma que existe uma solução nodal u ∈ Dm,2∞ (α) para (4.1). Então,

∥u∥2
∇m

α
⩾ 2

2m
α+1S∥u∥2

L2∗
α

, (4.71)

onde S é definido em (3.1).

Demonstração. Seja

H = {u ∈ Dm,2∞ (α) : u ⩾ 0 q.t.p. em (0,∞)}
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um cone convexo fechado não vazio e seu cone dual dado por

H∗ = {u ∈ Dm,2∞ (α) : ⟨u, v⟩ ⩽ 0, ∀ v ∈ H}.

Afirmação.

H∗ ⊆ −H. (4.72)

De fato, seja φ ∈ H ∩ Υ com Υ = {u|[0,∞)
: u ∈ C∞

c (R)}. Considere o problema

(−∆α)
my = φ em (0,∞). (4.73)

Pelo teorema da representação de Riesz, existe uma única solução fraca yφ ∈ Dm,2∞ (α)

para (4.73). O mesmo argumento usado na prova do Teorema 7 permite concluir que

yφ ∈ C2m(0,∞) e satisfaz (4.73) no sentido usual e as condições de contorno

lim
r→0

rα∆j
αyφ(r) = lim

r→0
rα((∆α)

jyφ)
′(r) = 0, para j = 0, 1, · · · ,m− 1 (4.74)

e

lim
r→∞∆j

αyφ(r) = lim
r→∞((∆α)

jyφ)
′(r) = 0, para j = 0, 1, · · · ,m. (4.75)

Em ordem para provar que yφ preserva o sinal de φ, podemos reescrever (4.73) como o

sistema − ∆αyk = yk+1, para k = 0, 1, . . . ,m− 2,

− ∆αym−1 = φ, em (0,∞),
(4.76)

onde yk = (−∆α)
ky com y ∈ C2m(0,∞) ∩Dm,2∞ (α) satisfazendo (4.74) e (4.75). Usando

(4.76) e (4.74), temos

y ′
m−1(r) = −

1
rα

∫ r

0
φ(s)sα ds, para r > 0.

Desde φ ⩾ 0 em (0,∞), obtemos ym−1 é uma função não crescente em (0,∞). De (4.75),

temos

lim
r→∞ym−1(r) = 0,

o que implica ym−1 ⩾ 0 em (0,∞). Agora, para cada k = 0, 1, 2, . . . ,m−2, usando (4.76)

e (4.74), obtemos

y ′
k(r) = −

1
rα

∫ r

0
yk+1(s)s

α ds em (0,∞). (4.77)

Assim, ym−1 ⩾ 0 e (4.77) fornece que ym−2 não crescente em (0,∞) e (4.75) implica

ym−2 ⩾ 0 em (0,∞). Repetindo o argumento, obtemos que as funções ym−3, . . . ,y2,y1,y0
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são não negativas em (0,∞). Assim, desde y0 = yφ e yk+1 = −∆αyk, k = 0, 1, . . . ,m−2

resolve o sistema (4.76), podemos garantir que yφ ⩾ 0 ou yφ ∈ H. Agora, para qualquer

w ∈ H∗, temos ⟨w,yφ⟩ ⩽ 0. Usando que yφ é solução fraca de (4.73), podemos obter

que ∫∞
0
wφrα dr = ⟨w,yφ⟩ ⩽ 0, para todo φ ∈ H ∩ Υ,

o que implica que w ⩽ 0 em (0,∞) ou w ∈ −H como afirmado em (4.72). Seja u uma

solução fraca e nodal de (4.1), pela decomposição de um espaço de Hilbert em cones duais

devido a Moreau [60] (veja Teorema 3) existe um único par (u1,u2) ∈ H×H∗ satisfazendo

u = u1 + u2 e ⟨u1,u2⟩ = 0. (4.78)

Afirmação. Para cada i = 1, 2, temos

ui ̸≡ 0 e |u|2
∗−2uui ⩽ |ui|

2∗ q.t.p. em (0,∞). (4.79)

De fato, desde u muda de sinal, (4.72) fornece que ui ̸≡ 0, para i = 1, 2. Para provar a

segunda parte de (4.79), primeiro analisamos i = 1 e avaliamos dois casos. Se r ∈ (0,∞)

tal que u(r) ⩽ 0, então (4.79) é trivial. Por outro lado, desde (4.72) segue u2 ⩽ 0, se

u(r) ⩾ 0, obtemos u(r) = u1(r) + u2(r) ⩽ u1(r) e (4.79) é válido mais uma vez. O caso

i = 2 é similar. Usando (3.1), (4.78) e (4.79), para i = 1, 2 temos

S∥ui∥2
L2∗
α

⩽ ∥ui∥2
∇m

α
= ⟨u,ui⟩∇m

α
=

∫∞
0
|u|2

∗−2uuir
α dr

⩽
∫∞
0
|ui|

2∗rα dr = ∥ui∥2∗
L2∗
α

,

o que implica

S
α−2m+1

2m ⩽ ∥ui∥2
L2∗
α

, para i = 1, 2. (4.80)

De (4.13) com v = u, podemos deduzir

∥u∥2
∇m

α
= ∥u∥2∗

L2∗
α

. (4.81)

Com auxílio de (3.1), (4.81), (4.78) e (4.80), temos

∥u∥2
∇m

α

∥u∥2
L2∗
α

= (∥u∥2
∇m

α
)

2m
α+1 =

(
∥u1∥2

∇m
α
+ ∥u2∥2

∇m
α

) 2m
α+1

⩾
(
S∥u1∥2

L2∗
α
+ S∥u2∥2

L2
α

) 2m
α+1

⩾ S2
2m
α+1 ,

o que implica (4.71).
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Como aplicação do Teorema 8, podemos determinar a forma explícita das funções

positivas não singulares que são minimizantes para S(m, 2,α,α,∞).

Corolário 10. Assuma (H). Então, uma função positiva z ∈ Dm,2∞ (α) satisfaz (H) se,

e somente se, z = wϵ para algum ϵ > 0.

Demonstração. Pela hipótese (H), temos que S(m, 2,α,α,∞) é atingida por z ∈ Dm,2∞ (α)

uma função extremal não singular. Pelo Teorema 7, temos z ∈ C2m(0,∞) é solução de

(4.1). Combinando isso com o Lema 19, obtemos que z tem um sinal, então escolhemos

z > 0. Assim, pelo Teorema 8 segue que z = wϵ̄, para algum ϵ̄ > 0. Em ordem para

provar a recíproca, podemos usar (H) para tomar u0 uma minimizante não singular para

S(m, 2,α,α,∞) com ∥u0∥L2∗
α

= 1. Pelo teorema do multiplicador de Lagrange, existe

µ ∈ R tal que

2
∫∞
0
∇m

α u0∇m
α vr

α dr = µ2∗
∫∞
0
|u0|

2∗−2u0vr
α dr, para todo v ∈ Dm,2∞ (α). (4.82)

Usando v = u0 como função teste em (4.82), podemos concluir que µ = 2S/2∗. Em

particular, a função uS := S
1

2∗−2u0 satisfaz a equação

(−∆α)
muS = |uS|

2∗−2uS em (0,∞).

Pelo Teorema 8, existe ϵ0 > 0 tal que wϵ0 = uS = S
1

2∗−2u0. Assim,

∥∇m
αwϵ0∥L2

α

∥wϵ0∥L2∗
α

= ∥∇m
α u0∥L2

α
= S

1
2 .

Daí, wϵ0 é um minimizante.

Afirmação. Ambos ∥∇m
αwϵ∥L2

α
e ∥wϵ∥L2∗

α
não dependem de ϵ > 0.

De fato, note que

wϵ(r) = P
α−2m+1

4m

(
ϵ

ϵ2 + r2

)α−2m+1
2

= P
α−2m+1

4m

[
ϵ−

α+1
2∗ u

( r
ϵ

)]
, (4.83)

onde u é definida em (4.40). Pela mudança de variável s = r/ϵ, segue

∥wϵ∥L2∗
α

= P
α−2m+1

4m ∥u∥L2∗
α

, para todo ϵ > 0.

Além disso, é fácil verificar que (cf. Lema 11) para qualquer j ∈ N, temos

(−∆α)
j
[
ϵ−

α+1
2∗ u

( r
ϵ

)]
= ϵ−(α+1

2∗ +2j)[(−∆α)
ju](r/ϵ) (4.84)
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e (
(−∆α)

j
[
ϵ−

α+1
2∗ u

( r
ϵ

)])′
= ϵ−(α+1

2∗ +2j+1)[(−∆α)
ju]′(r/ϵ). (4.85)

Fazendo s = r/ϵ e usando (4.83), (4.85) e (4.85), obtemos

∥∇m
αwϵ∥L2

α
= P

α−2m+1
4m ∥∇m

α u∥L2
α
, for all ϵ > 0.

Isso completa a prova da afirmação. Portanto,

∥∇m
αwϵ∥L2

α

∥wϵ∥L2∗
α

=
∥∇m

αwϵ0∥L2
α

∥wϵ0∥L2∗
α

= S
1
2 , para todo ϵ > 0.

É interessante dizer que o corolário 10 traz um avanço parcial no problema 1 para

m > 1.

Seja η ∈ C∞
c (0, 1) uma função cut-off satisfazendo

0 ⩽ η ⩽ 1 e η(r) =

 1, se 0 < r ⩽ 1/2

0, se 3/2 < r < 1.
(4.86)

Lema 20. Assuma (H) e seja wϵ como em (4.38). As estimativas são válidas:

(a)
∫∞
0
|wϵ|

2∗rα dr = S
α+1
2m =

∫∞
0
|∇m

αwϵ|
2rα dr, ∀ϵ > 0,

(b)
∫ 1

0
|∇m

α (ηwϵ)|
2rα dr = S

α+1
2m +O(ϵα−2m+1)ϵ↘0,

(c)
∫ 1

0
|ηwϵ|

2∗rα dr = S
α+1
2m +O(ϵα+1)ϵ↘0.

Demonstração. Desde wϵ é um minimizante para S = S(m, 2,α,α,∞), então

S1/2 =

∥∥∥∥ wϵ

∥wϵ∥L2∗
α

∥∥∥∥
∇m

α

=
∥wϵ∥∇m

α

∥wϵ∥L2∗
α

.

Por integração por partes, podemos ver que

∥wϵ∥2
∇m

α
= ∥wϵ∥2∗

L2∗
α

.

Assim,

S1/2 = ∥wϵ∥2∗/2−1
L2∗
α

e S1/2 = ∥wϵ∥1−2/2∗
∇m

α
.

Note que
1
2∗

(
2∗

2
− 1
)

=
m

α+ 1
=

1
2

(
1 −

2
2∗

)
.
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Isto completa a prova da parte (a). Em ordem para provar o item (b), para cada j =

0, 1, · · · ,m, podemos escrever

∆j
αwϵ(r) = ϵ

−α−2m+1+2j
2 ∆j

αw1(rϵ
−1), r > 0 (4.87)

e [
∆j

αwϵ

] ′
(r) = ϵ−

α−2m+2+2j
2

[
∆j

αw1
] ′
(rϵ−1), r > 0 (4.88)

Pela Proposição 9, para cada j = 0, 1, · · · ,m temos

(−∆α)
jw1(r) = ĉ(1 + r2)−

α−2m+4j+1
2

j∑
i=0

G(i, j)r2i,

onde ĉ = P
α−2m+1

4m . Em particular,

[
(−∆α)

jw1
] ′
(r) = ĉ(1+r2)−

α−2m+4j+3
2

j∑
i=0

G(i, j)
[
2ir2i−1 + 2(i− α+ 2m− 4j− 1)r2i+1] .

Por isso, para r ⩾ 1 temos∣∣(−∆α)
jw1(r)

∣∣ ⩽ C r2j

(1 + r2)(α−2m+4j+1)/2

e ∣∣∣[(−∆α)
jw1
] ′
(r)
∣∣∣ ⩽ C r2j+1

(1 + r2)(α−2m+4j+3)/2 ,

para algum C > 0 (independente de ϵ). Para 0 < ϵ ⩽ 1
2 e r ⩾ 1

2 , usando (4.87), (4.88) e

as estimativas acima segue que∣∣∆j
αwϵ(r)

∣∣ = ϵ−[(α−2m+1)/2+2j]
∣∣∆j

αw1(rϵ
−1)
∣∣

⩽ C
ϵ(α−2m+1)/2r2j

(ϵ2 + r2)(α−2m+4j+1)/2 (4.89)

e ∣∣∣[∆j
αwϵ

] ′
(r)
∣∣∣ = ϵ−[(α−2m+1)/2+2j+1]

∣∣∣[∆j
αw1

] ′
(rϵ−1)

∣∣∣
⩽ C

ϵ(α−2m+1)/2r2j+1

(ϵ2 + r2)(α−2m+4j+3)/2 . (4.90)

Assim, for 0 < ϵ ⩽ 1
2 e 1

2 ⩽ r ⩽ 1, usando (4.89) e (4.90) segue∣∣∆j
αwϵ(r)

∣∣ ⩽ Cϵ(α−2m+1)/2 e
∣∣∣[∆j

αwϵ

] ′
(r)
∣∣∣ ⩽ Cϵ(α−2m+1)/2,

o que implica

|∇k
αwϵ(r)| ⩽ Cϵ

(α−2m+1)/2, ∀k ⩽ 2m. (4.91)
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Definimos

vϵ := η ·wϵ (4.92)

Então, vϵ ∈ C∞
c (0, 1) tal que

0 ⩽ vϵ ⩽ wϵ e vϵ(r) =

 wϵ, se 0 < r ⩽ 1/2

0, se 3/2 < r < 1.
(4.93)

Se m = 2k, note que∫ 1

0
|∆k

αvϵ|
2rα dr =

∫ 1
2

0
|∆k

αwϵ|
2rα dr+

∫ 1

1
2

|∆k
α(ηwϵ)|

2rα dr

=

∫∞
0
|∆k

αwϵ|
2rα dr+

∫ 1

1
2

(
|∆k

α(ηwϵ)|
2 − |∆k

αwϵ|
2) rα dr

−

∫∞
1
|∆k

αwϵ|
2rα dr,

com ajuda da desigualdade triangular, temos∣∣∣∣∫∞
0
|∆k

αwϵ|
2rα dr−

∫ 1

0
|∆k

αvϵ|
2rα dr

∣∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∣
∫ 1

1
2

(
|∆k

α(ηwϵ)|
2 − |∆k

αwϵ|
2) rα dr∣∣∣∣∣

+

∫∞
1
|∆k

αwϵ|
2rα dr

⩽
∫ 1

1
2

|∆k
αwϵ|

2rα dr+

∫∞
1
|∆k

αwϵ|
2rα dr.(4.94)

Agora, estima-se as duas integrais no lado direito acima. De (4.91), temos∫ 1

1
2

|∆k
αwϵ|

2rα dr ⩽ Cϵα−2m+1
∫ 1

1
2

rα dr. (4.95)

Por outro lado, por (4.89) segue∫∞
1
|∆k

αwϵ|
2rα dr ⩽ C

∫∞
1

ϵα−2m+1r4k+α

(ϵ2 + r2)α−2m+4k+1 dr

= Cϵα−2m+1
∫∞
1

r4k+α

(ϵ2 + r2)α+1 dr

⩽ Cϵα−2m+1
∫∞
1

r4k+α

r2(α+1) dr

= Cϵα−2m+1
∫∞
1
r−(α−4k+2) dr. (4.96)

Combinando (4.94), (4.95) e (4.96), obtemos∣∣∣∣∫∞
0
|∆k

αwϵ|
2rα dr−

∫ 1

0
|∆k

αvϵ|
2rα dr

∣∣∣∣ ⩽ Cϵα−2m+1
( ∫ 1

1
2

rα dr+

∫∞
1
r−(α−2m+2) dr

)
,



Capítulo 4. A melhor constante 65

o que implica que ∫ 1

0
|∇m

α (ηu∗
ϵ)|

2rα dr = S
α+1
2m +O(ϵα−2m+1)ϵ↘0.

Se m = 2k+ 1, a prova do item (b) é análoga ao caso anterior, apenas usamos (4.90) em

vez de (4.89). De fato, note que∣∣∣∣∫∞
0

∣∣∣(∆k
αwϵ

) ′∣∣∣2 rα dr− ∫ 1

0

∣∣∣(∆k
αvϵ
) ′∣∣∣2 rα dr∣∣∣∣ ⩽

∫ 1

1
2

∣∣∣(∆k
αwϵ

) ′∣∣∣2 rα dr+ ∫∞
1

∣∣∣(∆k
αwϵ

) ′∣∣∣2 rα dr
⩽ Cϵα−2m+1

( ∫ 1

1
2

rα dr+

∫∞
1
r−(α−2m+4) dr

)
,

o que assegura ∫ 1

0
|∇m

α (ηu∗
ϵ)|

2rα dr = S
α+1
2m +O(ϵα−2m+1)ϵ↘0.

Em ordem para provar o item (c), podemos reescrever∫ 1

0
|vϵ|

2∗rα dr =

∫∞
0
|wϵ|

2∗rα dr+

∫ 1

1
2

(|η|2
∗
− 1)|wϵ|

2∗rα dr−

∫∞
1
|wϵ|

2∗rα dr.

Utilizando a desigualdade triangular, segue∣∣∣∣∫∞
0
|wϵ|

2∗rα dr−

∫ 1

0
|vϵ|

2∗rα dr

∣∣∣∣ ⩽
∫ 1

1
2

||η|2
∗
− 1||wϵ|

2∗rα dr+

∫∞
1
|wϵ|

2∗rα dr

⩽
∫∞

1
2

|wϵ|
2∗rα dr

= ĉ2∗ϵα+1
∫∞

1
2

rα

(ϵ2 + r2)α+1 dr

⩽ ĉ2∗ϵα+1
∫∞

1
2

r−(α+2) dr

= ϵα+1 ĉ
2∗2(α+1)

α+ 2
.

o que garante ∫ 1

0
|ηu∗

ϵ|
2∗rα dr = S

α+1
2m +O(ϵα+1)ϵ↘0.

Ainda, assumindo a hipótese (H), podemos obter uma recíproca do Teorema 6.

Corolário 11. Assuma (H). Se S(m, 2,α,α,R) é atingido por uma função não singular,

então R = ∞.

Demonstração. Por absurdo, supomos que S(m, 2,α,α,R) é atingido por uma função não

singular, para algum 0 < R < ∞. Ou seja, existe uma função não singular z > 0 em

∈ D
m,2
R (α) tal que

∥z∥2
∇m

α
= S(m, 2,α,α,R) e ∥z∥L2∗

α (0,R) = 1.
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Afirmação.

S(m, 2,α,α,∞) = S(m, 2,α,α,R), ∀R > 0. (4.97)

Seja z̃ : [0,∞) → R dada por

z̃(r) =

z(r), if r < R,

0, if r ⩾ R.

Usando (4.97) segue que S(m, 2,α,α,∞) é atingido por z̃ ∈ Dm,2∞ (α). Pelo Teorema 8,

temos z̃ = wϵ̃ para algum ϵ̃ > 0. Portanto,

lim
r→R

z̃(r) = lim
r→R

z(r) = 0 ̸= wϵ̃(R) = lim
r→R

wϵ̃(r),

o que contradiz a unicidade do limite, e isso completa a prova do resultado. Por fim, falta

provar afirmação acima. Para isso, note que qualquer u ∈ D
m,2
R (α) pode ser estendida

para (0,∞), como ũ : (0,∞) → R definida por ũ(r) = u(r) se r < R e ũ(r) = 0 se r ⩾ R.

Assim, ũ ∈ Dm,2∞ (α) e

S(m, 2,α,α,∞) ⩽ S(m, 2,α,α,R). (4.98)

Por outro lado, para cada ϵ > 0, definimos

ṽϵ(r) =
vϵ(r)

∥vϵ∥L2∗
α (0,1)

∀ r ∈ (0, 1),

onde vϵ é dado em (4.92). Pelo Lema 23, temos

∥ṽϵ∥2
∇m

α
=

∥vϵ∥2
∇m

α

∥vϵ∥2
L2∗
α (0,1)

=
S(α+1)/2m +O(ϵα−2m+1)ϵ↘0

(S(α+1)/2m +O(ϵα+1)ϵ↘0)
2/2∗

=
S(α+1)/2m +O(ϵα−2m+1)ϵ↘0

S(α−2m+1)/2m (1 +O(ϵα+1)ϵ↘0)
2/2∗

=
S+O(ϵα−2m+1)ϵ↘0

(1 +O(ϵα+1)ϵ↘0)
2/2∗

= S+O(ϵα−2m+1)ϵ↘0.

Fazendo ϵ → 0, segue S(m, 2,α,α, 1) ⩽ S(m, 2,α,α,∞). Isso junto com (4.98), implica

que

S(m, 2,α,α, 1) = S(m, 2,α,α,∞). (4.99)

Para completar a demonstração de (4.97), basta combinarmos (4.99) e Proposição 8.
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Com ajuda do Corolário 10, calculamos o valor da melhor constante S− 1
2 (m, 2,α,α,∞)

para a imersão contínua Dm,2∞ (α) ↪→ L2∗
α .

Teorema 9. Assuma (H). Então,

S− 1
2 = S− 1

2 (m, 2,α,α,∞) = P− 1
2

[
2Γ(α+ 1)

Γ(α+1
2 )Γ(α+1

2 )

] m
α+1

,

onde Γ(x) =
∫1

0(− ln t)x−1dt, x > 0 é a função gama de Euler.

Demonstração. Seja z > 0 uma função extremal não singular para (3.1) com θ = α e

R = ∞. Sem perda de generalidade, como a dilatação de um minimizante ainda é um

minimizante, escolhe-se z = w1 para calcular o valor de S, onde w1 é dado em (4.38).

Usando integração por partes, obtemos

∥∇m
α z∥2

L2
α
= ∥z∥2∗

L2∗
α

.

Portanto,

S =
∥∇m

α z∥2
L2
α

∥z∥2
L2∗
α

= ∥z∥2∗−2
L2∗
α

= P

[∫∞
0
(1 + r2)−(α+1)rα dr

] 2m
α+1

. (4.100)

Relembre que xΓ(x) = Γ(x+ 1). É fácil verificar que∫∞
0
(1 + r2)−(α+1)rα dr =

[Γ(α+1
2 )]2

2αΓ(α)
=

[Γ(α+1
2 )]2

2Γ(α+ 1)
. (4.101)

Juntando (4.100) e (4.101), temos

S = Pπm

[
2Γ(α+ 1)

Γ(α+1
2 )Γ(α+1

2 )

] 2m
α+1

.



Capítulo 5

Desigualdade do tipo Hardy-Sobolev

com termo logarítmico

Nesse capítulo, vamos apresentar resultados em linha dos objetivos principais dessa

tese descritos nos itens (e) e (f), veja a introdução. Tais resultados têm o propósito de

estender os resultados contidos em [37] para o espaço X1,p
R (α0,α1) com R = 1. Em todo

o capítulo, denotamos a norma de X1,p
1 (α0,α1) por ∥u∥ para representar ∥u ′∥Lp

α1
.

5.1 Desigualdades do tipo supercrítica

Nessa seção, vamos provar duas desigualdades do tipo supercrítica. Sejam p ⩾ 1 e

θ,α0,α1 > −1 números reais. Assuma que (θ,α0,α1,p) satisfaz

p > 1, α1 − p+ 1 > 0 e min {θ,α0} ⩾ α1 − p. (5.1)

Além disso, seja φ : [0, 1) → R uma função contínua que satisfaz as hipóteses

(h1) φ(0) = 0 e φ(r) > 0 para todo r ∈ (0, 1);

(h2) Existem c > 0 e σ > 1 tal que φ(r)| ln r|σ ln | ln r| ⩽ c, para r próximo de 0;

(h3) φ(r) = o(| ln(1 − r)|), quando r→ 1−, i.e. limr→1− φ(r)(| ln(1 − r)|)−1 = 0.

Por exemplo, é fácil verificar que para qualquer β > 0 e γ ⩾ 0 temos que φ(r) =

rβ(ln (1 + r))γ, 0 ⩽ r ⩽ 1, satisfaz as hipóteses (h1) − (h3).

68
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Teorema 10. Sejam φ ∈ C[0, 1) satisfazendo (h1)-(h3) e (θ,α0,α1,p) satisfazendo (5.1).

Para qualquer τ > 0, obtemos

Sθ,τ(φ) := sup
{ ∫ 1

0
rθ|u(r)|p

∗
| ln (τ+ |u(r)|)|φ(r) dr : u ∈ X1,p

1 (α0,α1), ∥u∥ = 1
}

(5.2)

é finito. Em particular, para qualquer u ∈ X1,p
1 com 0 < ∥u∥ < 1 temos∫ 1

0
rθ|u(r)|p

∗
| ln (τ+ |u(r)|)|φ(r) dr ⩽ Sθ,τ(φ)∥u∥p

∗
.

Demonstração. Seja u ∈ X1,p
1 com ∥u∥ = 1. Pelo Lema 2 (Lema Radial), segue

|u(r)| ⩽
κ

r
α1−p+1

p

, 0 < r ⩽ 1 (5.3)

onde κ = ((p− 1)/(α1 − p+ 1))(p−1)/p. Para qualquer τ > 0, temos

lim
t→∞

| ln τ|+ ln
(

1 +
κt

τ

)
| ln (τ+ t) |

= 1. (5.4)

Então, existe C = C(τ, κ) > 0 tal que

| ln τ|+ ln
(

1 +
κt

τ

)
⩽ C| ln (τ+ t) |, t ⩾ 1. (5.5)

Usando (5.3) e (5.5), podemos deduzir que

| ln (τ+ |u|)| ⩽ C
∣∣∣ln(τ+ r−α1−p+1

p

)∣∣∣ , para r ∈ (0, 1]. (5.6)

Escrevemos, ∫ 1

0
rθ|u|p

∗
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
dr = I(0,ρ) + I(ρ,ρ̂) + I(ρ̂,1), (5.7)

onde

I(a,b) :=

∫b

a

rθ|u|p
∗
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
dr

e 0 < ρ < ρ̂ < 1 será escolhido posteriormente. Seja

Σp = sup
{ ∫ 1

0
rθ|u|p

∗
dr : u ∈ X1,p

1 (α0,α1), ∥u∥ = 1
}

.

Para ρ > 0 suficientemente pequeno e usando (5.3) e (5.6) segue

I(0,ρ) ⩽
∫ρ

0
rθ|u|p

∗
(
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
− 1
)
dr+ Σp

⩽
∫ρ

0
rθ|u|p

∗
( ∣∣∣C ln

(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣∣φ(r)

− 1
)
dr+ Σp

=

∫ρ

0
rθ|u|p

∗
(
e
φ(r) ln

∣∣∣∣C ln
(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣∣∣
− 1
)
dr+ Σp

⩽
∫ρ

0

κp
∗

r

(
e
φ(r) ln

∣∣∣∣C ln
(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣∣∣
− 1
)
dr+ Σp.

(5.8)
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Para qualquer r ∈ (0, ρ), existe ϑ = ϑ(r) ∈ (0, 1) tal que

eφ(r) ln
∣∣C ln

(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣
− 1 = eφ(r)ϑ ln

∣∣C ln
(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣
φ(r) ln

∣∣C ln
(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣.
Usando (h2), podemos ver que

φ(r) ln
∣∣C ln

(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣ ⩽ c ln ∣∣C ln
(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣
| ln r|σ ln | ln r|

, σ > 1

que implica

eφ(r)ϑ ln
∣∣C ln

(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣
⩽ C,

para algum C > 0 suficientemente grande e r próximo de 0. Então, para r > 0 suficiente-

mente pequeno e usando a hipótese (h2) segue

eφ(r) ln
∣∣C ln

(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣
− 1 ⩽ Cφ(r) ln

∣∣C ln
(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣
⩽ Cφ(r) ln | ln r|

⩽
C1

| ln r|σ
,

(5.9)

para algum C1 > 0. Combinando (5.8) e (5.9), podemos ver que

I(0,ρ) =

∫ρ

0
rθ|u|p

∗
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
dr ⩽ κp

∗
C1

∫ρ

0

1
r| ln r|σ

dr+ Σp <∞, (5.10)

se ρ > 0 é escolhido pequeno o suficiente. Para estimar I(ρ̂,1), notemos que a função

r 7→ ln
∣∣C ln

(
τ + r−

α1−p+1
p

)∣∣ é limitada próximo de 1. Assim, usando (h3), existe ρ̂ < 1

próximo de 1 tal que

φ(r) ln
∣∣C ln

(
τ+ r−

α1−p+1
p

)∣∣ ⩽ 1
2
| ln(1 − r)|, for all r ∈ (ρ̂, 1). (5.11)

Combinando (5.3), (5.6) e (5.11), segue

I(ρ̂,1) =

∫ 1

ρ̂

rθ|u|p
∗
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
dr ⩽

∫ 1

ρ̂

κp
∗

r

∣∣∣C ln (τ+ r−
α1−p+1

p )
∣∣∣φ(r)

dr

=

∫ 1

ρ̂

κp
∗

r
eφ(r) ln

∣∣C ln
(
τ+r

−
α1−p+1

p

)∣∣
dr

⩽
∫ 1

ρ̂

κp
∗

r(1 − r)
1
2
dr

= κp
∗
[2 ln((1 − ρ̂)

1
2 + 1) − ln ρ̂].

(5.12)

Para estimar I(ρ,ρ̂), combinamos (5.3) e (5.6) para ver que

I(ρ,ρ̂) =

∫ ρ̂

ρ

rθ|u|p
∗
|ln (τ+ |u|)|

φ(r)
dr ⩽

∫ ρ̂

ρ

κp
∗

r

∣∣∣C ln (τ+ r−
α1−p+1

p )
∣∣∣φ(r)

dr <∞,

(5.13)

Juntando (5.7), (5.10), (5.12), e (5.13), completamos a nossa demonstração.
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Enfatizamos que, se φ(r) = rβ com β > 0 temos que o Teorema 10 melhora e com-

plementa (10) porque inclui as seguintes situações novas: p ̸= 2 e valores não inteiros de

α0,α1, θ que satisfazem (5.1). Além disso, representa uma contrapartida de [27, Theo-

rem 1.1] com termo logarítmico.

Definição 13. Sejam τ ⩾ 1 e β > 0 números reais. Definimos o espaço de Orlicz

generalizado por:

Lβθ,ln =
{
u : (0, 1) → R mensurável :

∫ 1

0
rθ|u(r)|p

∗
| ln (τ+ |u(r)|)|r

β

dr <∞}
,

munido da norma

∥u∥
L
β
θ,ln

= inf
{
λ > 0 :

∫ 1

0
rθ
∣∣∣∣u(r)λ

∣∣∣∣p∗ ∣∣∣∣ln(τ+ ∣∣∣∣u(r)λ
∣∣∣∣)∣∣∣∣rβ dr ⩽ 1

}
. (5.14)

A seguir, vamos mostrar que o espaço Lβθ,ln é bem definido.

Lema 21. Sejam 0 < b ⩽ 1 < a e τ ⩾ 1 números reais. Seja Γa,b(t) := ta| ln(τ + t)|b

para t ⩾ 0. Então,

(a) Γa,b é contínua em [0,∞)

(b) Γa,b é convexa em [0,∞)

(c) limt→0 Γa,b(t)/t = 0 e limt→∞ Γa,b(t)/t = ∞.

Demonstração. É imediato que (a) e (c) são verdadeiros. Observemos que

Γa+1,b(t)

Γa,b(t)
= t e

Γa,b+1(t)

Γa,b(t)
= ln(τ+ t), ∀ t > 0.

Em ordem ara provar (b), é suficiente mostrar que Γ ′′a,b(t) > 0 para t > 0. Derivando

Γa,b(t), segue

Γ ′a,b(t) = aΓa−1,b(t) +
b

τ+ t
Γa,b−1(t). (5.15)

Seja g(t) = 1
τ+t
Γa,b−1(t), com t > 0. Derivando g e usando (5.15), segue

g′(t) = −
1

(τ+ t)2
Γa,b−1(t) +

1
τ+ t

[
aΓa−1,b−1(t) +

b− 1
τ+ t

Γa,b−2(t)
]

= −
1

(τ+ t)2
Γa,b−1(t) +

1
τ+ t

[a
t
Γa,b−1(t) +

b− 1
τ+ t

1
ln(τ+ t)

Γa,b−1(t)
]

=
Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)

[
− ln(τ+ t) + a(τ+ t)

ln(τ+ t)
t

+ b− 1
]

=
Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)

[
(a− 1) ln(τ+ t) + aτ

ln(τ+ t)
t

+ b− 1
]
.

(5.16)
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Ainda, usando (5.15) podemos escrever

Γ ′a−1,b(t) =
Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)

[
(a− 1)

(
(τ+ t)

ln(τ+ t)
t

)2
+b
(
(τ+ t)

ln(τ+ t)
t

)]
. (5.17)

Seja hτ(t) :=
τ+t
t

ln(τ + t) para t > 0. Combinando (5.15), (5.16) e (5.17), podemos ver

que
Γ ′′a,b(t) = aΓ

′
a−1,b(t) + bg

′(t)

=
Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)

[
a(a− 1)[hτ(t)]

2 + abhτ(t) + b(b− 1)
]

+
Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)

[
b(a− 1) ln(τ+ t) + abτ

ln(τ+ t)
t

]
⩾

Γa,b−1(t)

(τ+ t)2 ln(τ+ t)
Φτ(t),

(5.18)

onde

Φτ(t) = a(a− 1)[hτ(t)]
2 + b[ahτ(t) + b− 1]. (5.19)

Por (5.18), precisamos apenas demonstrar que Φτ(t) > 0 para todo t > 0. Para isso, note

que para qualquer τ ⩾ 1, temos hτ(t) ⩾ h1(t) = (1 + t) ln(1+t)
t

. Além disso,

lim
t→0+

h1(t) = 1 e h′
1(t) =

1
t

[
1 −

ln(1 + t)

t

]
> 0 ∀ t > 0. (5.20)

Então, h1 é uma função crescente em (0,∞) e, para qualquer τ ⩾ 1 temos hτ(t) ⩾ h1(t) ⩾

1, para todo t ∈ (0,∞). Assim,

Φτ(t) ⩾ a(a− 1) + b[a+ b− 1] > 0

o que completa a prova.

Lema 22. O espaço Lβθ,ln é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja ψ : (0, 1) × [0,∞) → [0,∞) dada por ψ(r, t) = tp
∗
| ln(τ + t)|r

β ,

com β > 0. Pelo Lema 21, segue que ψ é uma Φ-função generalizada, isto é, ψ ∈

Φ((0, 1), rθdr]). Mais precisamente,

(i) par cada r ∈ (0, 1), a função f : [0,∞) → [0,∞) dada por f(t) = ψ(r, t) é convexa,

contínua a esquerda, f(0) = limt→0+ f(t) = 0, e limt→∞ f(t) = ∞.

(ii) r 7→ ψ(r, t) é uma função Lebesgue mensurável para qualquer t ⩾ 0.

Desta forma, consideremos o semimodular ρln : L0
θ → [0,∞] induzido por ψ, dado por

ρln(u) :=

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
|ln (τ+ |u|)|

rβ
dr,



Capítulo 5. Desigualdade do tipo Hardy-Sobolev com termo logarítmico 73

onde L0
θ = L0((0, 1), rθdr) denota o espaço de todas as funções Lebesgue mensuráveis em

(0, 1). Então, pelo Lema 1 obtemos que o espaço de Orlicz generalizado Lβθ,ln é um espaço

de Banach, munido da norma Luxemburgo

∥u∥
L
β
θ,ln

= inf
{
λ > 0 : ρln

(u
λ

)
⩽ 1

}
. (5.21)

Corolário 12. Sob as condições do Teorema 10, temos que X1,p
1 (α0,α1) ↪→ Lβθ,ln é uma

imersão contínua.

Demonstração. Para qualquer u ∈ X1,p
1 (α0,α1) com u ̸≡ 0 e escolhemos λ0 > 1 satisfa-

zendo λp
∗

0 ⩾ Fτ,β,θ. Pelo Teorema 10, podemos ver que

1
λp

∗

0

∫ 1

0
rθ
∣∣∣ u∥u∥∣∣∣p∗∣∣∣ ln(τ+ 1

λ0

∣∣∣ u∥u∥∣∣∣)∣∣∣rβ dr ⩽ 1
λp

∗

0

∫ 1

0
rθ
∣∣∣ u∥u∥ ∣∣∣p∗∣∣∣ ln(τ+ ∣∣∣ u∥u∥∣∣∣)∣∣∣rβ dr

⩽
1
λp

∗

0
Fτ,β,θ ⩽ 1.

(5.22)

Isso implica que

∥u∥
L
β
θ,ln

⩽ λ0∥u∥, ∀ u ∈ X1,p
1 (α0,α1). (5.23)

Observação 4. O Corolário 12 é um resultado surpreendente.

De fato, sejam τ ⩾ 1 e 0 ⩽ b ⩽ 1 < a, e definimos Γa,b : [0,∞) → R por

Γa,b(t) = ta| ln(τ + t)|b (se b = 0 e τ = 1 definimos Γa,b(0) = 0). O Lema 21, per-

mite considerar o espaço de Orlicz com peso associado a Lθ,Γa,b = Lθ,Γa,b(0, 1) munido da

norma de Luxemburgo

∥u∥Γa,b := inf
{
λ > 0 :

∫ 1

0
rθΓa,b

( |u(r)|
λ

)
dr ⩽ 1

}
. (5.24)

Recordamos que a imersão contínua X1,p
1 (α0,α1) ↪→ Lθ,Γp∗,0 é ótima, veja (2.1). Por isso, o

espaço de Orlicz Lθ,Γp∗,0 é ótimo para a imersão contínua anterior. Ademais, se 0 < b ⩽ 1,

para qualquer δ > 0 tem-se Γp∗,0(t)/Γp∗,b(δt) → 0 quando t→ ∞, o que significa que Γp∗,b

aumenta estritamente mais rapidamente do que Γp∗,0. Portanto, X1,p
1 (α0,α1) não pode

ser imerso continuamente em nenhum espaço de Orlicz com peso Lθ,Γp∗,b , para 0 < b ⩽ 1.

Adicionalmente, destacamos que se b(r) = rβ com r ∈ [0, 1) satisfaz 0 < b(r) ⩽ 1,

exceto para r = 0. Assim, dizemos que tanto a desigualdade com termo logarítmico no

Teorema 10 quanto a imersão no Corolário 12 são do tipo supercrítico.
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5.2 Supremo Fτ,β,θ e funções extremais

Em primeiro lugar, denotamos por:

Σp = sup
{ ∫ 1

0
rθ|u|p

∗
dr : u ∈ X1,p

1 (α0,α1), ∥u∥ = 1
}

(5.25)

e

Fτ,β,θ = sup
{ ∫ 1

0
rθ|u|p

∗
| ln (τ+ |u|)|r

β

dr : u ∈ X1,p
1 (α0,α1), ∥u∥ = 1

}
. (5.26)

Pelo Teorema 10, segue que Fτ,β,θ = Sθ,τ(r
β) <∞.

A seguir, usaremos uma abordagem seguindo ideias contidas em [14, 27, 37, 59] para

estabelecer estimativas para funções extremais, veja os Lema 23 e Lema 24 mais adiante.

Para qualquer 0 < R ⩽ ∞, definimos

S(p∗,R) = inf
{∫R

0
rα1 |u′|p dr : u ∈ X1,p

R (α0,α1) e ∥u∥
L
p∗
θ

= 1
}

. (5.27)

É bem conhecido que S(p∗,R) é independente de R e o mesmo é atingido apenas no caso

R = +∞. Além disso, para cada ϵ > 0, seja

u∗
ϵ(r) :=

ĉϵs

(ϵn + rn)
1
m

, r ⩾ 0 (5.28)

onde 

s =
α1 − p+ 1
p2 − p

n =
θ− α1 + p

p− 1
m =

θ− α1 + p

α1 − p+ 1

ĉ =

[
(θ+ 1)

(
α1 − p+ 1
p− 1

)p−1
] 1

p
α1−p+1
θ−α1+p

(5.29)

então

S
θ+1

θ−α1+p =

∫∞
0
rθ|u∗

ϵ|
p∗
dr =

∫∞
0
rα1 |(u∗

ϵ)
′|p dr, (5.30)

onde S denota o valor comum de S(p∗,R) para todo R ∈ (0,∞], veja [59, Proposition 1.4]

e [27] para mais informações. Combinando que S(p∗,R) é independente de R, (5.25),

(5.27) e (5.30) podemos deduzir que

Σp = S−p∗
p = S

− θ+1
α1−p+1 . (5.31)

Seja η ∈ C∞
0 (0, 1) uma função cut-off tal que 0 ⩽ η ⩽ 1 em [0, 1] e

η(r) ≡ 1 em (0, r0] e η(r) ≡ 0 em [2r0, 1] (5.32)
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para algum 0 < r0 < 2r0 < 1. De acordo com [27, Claim 1], temos

∥(ηu∗
ϵ)

′∥p
L
p
α1

= S
θ+1

θ−α1+p +O(ϵsp), quando ϵ→ 0 (5.33)

e

∥ηu∗
ϵ∥

p∗

L
p∗
θ

= S
θ+1

θ−α1+p +O(ϵsp
∗
), quando ϵ→ 0. (5.34)

Para Â > 0, β > 0 e A = Âĉ, seja

uϵ(r) := Âη(r)u
∗
ϵ(r) = Aη(r)

ϵs

(ϵn + rn)
1
m

. (5.35)

Por simplicidade, para qualquer t > 0 e 0 ⩽ a < b ⩽ 1, introduzimos a notação

Et(a,b) =
∫b

a

rθ|uϵ|
p∗
(
| ln (τ+ t|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr, (5.36)

onde uϵ é dada em (5.35).

Destacamos as seguintes relações sobre os parâmetros em (5.29).

sm

n
=

1
p

n− sm =
θ− α1 + p

p

sp∗ =
θ+ 1
p− 1

sp =
α1 − p+ 1
p− 1

θ−
np∗

m
+ 1 = −

θ+ 1
p− 1

s−
n

m
= −

α1 − p+ 1
p(

s−
n

m

)
p∗ = −(θ+ 1)

(5.37)

Essas identidades surgirão em todos os nossos cálculos e as utilizaremos sempre que ne-

cessário, sem comentários adicionais.

Os próximos dois resultados, fornecem estimativas inferiores e superiores para Etϵ(0, 1).

Lema 23. Para qualquer sequência real positiva (tϵ) tal que lim
ϵ→0

tϵ = t0 > 0. Então,

existe uma constante C > 0 tal que

Etϵ(0, 1) ⩾

 Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵ
θ+1
p ), se 0 < τ < e

Cϵβ ln | ln ϵ|, se e ⩽ τ <∞,
(5.38)

para ϵ > 0 suficientemente pequeno, onde Etϵ(0, 1) é definido em (5.36).
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Demonstração. Seja d = t0A/21+1/m. Para ϵ > 0 suficientemente pequeno, temos η ≡ 1

em (0, ϵ), e portanto,

tϵuϵ(r) ⩾ dϵ
−θ+1

p∗ ⩾ e ∀ r ∈ (0, ϵ).

Consequentemente, temos ln(τ + tϵ|uϵ|) ⩾ ln(τ + dϵ−
θ+1
p∗ ) ⩾ 1 e ln | ln (τ+ tϵ|uϵ|)| ⩾ 0

em (0, ϵ). Usando que et ⩾ 1 + t para todo t ∈ R, segue

Etϵ(0, ϵ) =
∫ϵ

0
rθ|uϵ|

p∗
(
| ln (τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr

⩾
( d
tϵ

)p∗

ϵ−(θ+1)
∫ϵ

0
rθ
(
er

β ln | ln (τ+dϵ
−θ+1

p∗ )| − 1
)
dr

⩾
( d
tϵ

)p∗

ϵ−(θ+1)
∫ϵ

0
rθ+β ln | ln(τ+ dϵ−

θ+1
p∗ )|dr

⩾ Cϵ−(θ+1) ln | ln ϵ|
∫ϵ

0
rθ+β dr ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|,

(5.39)

para alguma constante C > 0 e ϵ > 0 suficientemente pequeno. Agora, analisaremos dois

casos.

Caso I: 0 < τ < e. Inicialmente, veremos o subcaso 0 < τ < 1/e. Usando (5.35) podemos

deduzir que∣∣ ln (τ+ tϵÂu
∗
ϵ)
∣∣ ⩽ 1 se, e somente se, e−1 − τ ⩽

tϵAϵ
s

(ϵn + rn)
1
m

⩽ e− τ.

Denotamos

aϵ =

[(
tϵAϵ

s

e− τ

)m

− ϵn
] 1

n

= ϵ
sm
n

[(
tϵA

e− τ

)m

− ϵn−sm

] 1
n

(5.40)

e

bϵ =

[(
tϵAϵ

s

e−1 − τ

)m

− ϵn
] 1

n

= ϵ
sm
n

[(
tϵA

e−1 − τ

)m

− ϵn−sm

] 1
n

(5.41)

Então, podemos ver que

∣∣ ln (τ+ tϵÂu
∗
ϵ)
∣∣ ⩽ 1 se, e somente se, aϵ ⩽ r ⩽ bϵ. (5.42)

Observe que 0 < aϵ < bϵ e, utilizando (5.37) segue que aϵ = O(ϵ
1
p ) e bϵ = O(ϵ

1
p ),

quando ϵ→ 0. Então, se r0 é como em (5.32), temos

0 < ϵ < aϵ < bϵ < r0 < 1, (5.43)

para ϵ > 0 suficientemente pequeno. Agora, utilizando (5.43) podemos reescrever

Etϵ(0, 1) = Etϵ(0, ϵ) + Etϵ(ϵ,aϵ) + Etϵ(aϵ,bϵ) + Etϵ(bϵ, r0) + Etϵ(r0, 1). (5.44)
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Em (ϵ,aϵ), temos uϵ = Âu∗
ϵ. Combinando isso com (5.42), temos

Etϵ(ϵ,aϵ) =

∫aϵ

ϵ

rθ|uϵ|
p∗
(
| ln (τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr ⩾ 0. (5.45)

Utilizando as relações em (5.37) podemos obter

0 ⩽
∫bϵ

aϵ

rθ
ϵsp

∗

(ϵn + rn)
p∗
m

dr ⩽ ϵsp
∗
∫bϵ

aϵ

rθ−
np∗
m dr

=
p− 1
θ+ 1

ϵ
θ+1
p−1

(
a
− θ+1

p−1
ϵ − b

− θ+1
p−1

ϵ

)

= ϵ
θ+1
p
p− 1
θ+ 1

(ϵ 1
p

aϵ

) θ+1
p−1

−

(
ϵ

1
p

bϵ

) θ+1
p−1
 = O(ϵ

θ+1
p ).

(5.46)

Em (aϵ,bϵ), temos uϵ = Âu∗
ϵ ⩾ 0. Combinando isso com (5.46), temos

0 ⩽
∫bϵ

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
dr ⩽ Ap∗

∫bϵ

aϵ

rθ
ϵsp

∗

(ϵn + rn)
p∗
m

dr = O(ϵ
θ+1
p ). (5.47)

Juntando (5.42) e (5.47), podemos ver que

Etϵ(aϵ,bϵ) =
∫bϵ

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
(
| ln (τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr

=

∫bϵ

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
| ln(τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ dr−

∫bϵ

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
dr = O(ϵ

θ+1
p ).

(5.48)

No intervalo (bϵ, r0) nós também temos uϵ = Âu∗
ϵ ⩾ 0. Assim, (5.42) implica

Etϵ(bϵ, r0) =
∫ r0

bϵ

rθ|uϵ|
p∗
(
| ln (τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr ⩾ 0. (5.49)

Em (r0, 1), temos a estimativa

0 ⩽ tϵuϵ(r) = tϵAη(r)ϵ
s (ϵn + rn)

− 1
m ⩽ tϵAϵ

s (ϵn + rn0 )
− 1

m ⩽ 2t0Aϵsr
− n

m
0 ,

o que implica

τ+ tϵ|uϵ| ⩽ 1/e ∀ r ∈ (r0, 1),

desde que 0 < τ < 1/e e para ϵ > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente, temos

| ln(τ+ tϵ|uϵ|)| ⩾ 1 em (r0, 1). Assim,

Etϵ(r0, 1) =
∫ 1

r0

rθ|uϵ|
p∗
(
| ln (τ+ tϵ|uϵ|)|

rβ − 1
)
dr ⩾ 0. (5.50)

Juntando (5.39), (5.44), (5.45), (5.48), (5.49) e (5.50), segue

Etϵ(0, 1) ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵ
θ+1
p ). (5.51)
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Falta ver o subcaso 1/e ⩽ τ < e. Nessa situação, para aϵ como em (5.40) temos∣∣ ln (τ+ tϵÂu
∗
ϵ)
∣∣ ⩽ 1 se, e somente se, aϵ < r < 1. (5.52)

Seja ϵ > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < ϵ < aϵ < r0 < 1, e reescrevemos

Etϵ(0, 1) = Etϵ(0,aϵ) + Etϵ(aϵ, 1). (5.53)

Em (0,aϵ), temos uϵ = Âu∗
ϵ. Usando (5.52) e (5.39) podemos estimar

Etϵ(0,aϵ) ⩾ Etϵ(0, ϵ) ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|, (5.54)

para alguma constante C > 0. Analogamente a (5.46), segue

0 ⩽
∫ 1

aϵ

rθ
ϵsp

∗

(ϵn + rn)
p∗
m

dr ⩽ ϵsp
∗
∫ 1

aϵ

rθ−
np∗
m dr

= ϵ
θ+1
p
p− 1
θ+ 1

(ϵ 1
p

aϵ

) θ+1
p−1

− ϵ
θ+1
p2−p

 = O(ϵ
θ+1
p ),

(5.55)

o que implica

0 ⩽
∫ 1

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
dr ⩽ Ap∗

∫ 1

aϵ

rθ
ϵsp

∗

(ϵn + rn)
p∗
m

dr = O(ϵ
θ+1
p ). (5.56)

Em (aϵ, 1), seja d̄ = 2t0A e para ϵ > 0 suficientemente pequeno, obtemos

0 ⩽ tϵuϵ(r) ⩽ d̄ϵ
s (ϵn + an

ϵ )
− 1

m = d̄ϵs−
n

mp

(
ϵ

1
p

aϵ

) n
m (

1 +
( ϵ
aϵ

)n)− 1
m

= d̄

(
ϵ

1
p

aϵ

) n
m (

1 +
( ϵ
aϵ

)n)− 1
m

,

(5.57)

o que implica

ln τ ⩽ ln(τ+ tϵuϵ)) ⩽ sτ ∀ r ∈ (aϵ, 1),

para alguma constante sτ = s(τ) > 0 (aqui, usamos que aϵ = O(ϵ
1
p ), quando ϵ → 0).

Por isso, | ln(τ + tϵuϵ))|
rβ ⩽ c em (aϵ, 1), para algum c > 0 dependendo apenas de β e

τ. Assim, usando (5.56) segue

Etϵ(aϵ, 1) =
∫ 1

aϵ

rθ|uϵ|
p∗

|ln (τ+ tϵ|uϵ|)|
rβ
dr−

∫ 1

aϵ

rθ|uϵ|
p∗
dr = O(ϵ

θ+1
p ). (5.58)

Juntando (5.53), (5.54) e (5.58), segue

Etϵ(0, 1) ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵ
θ+1
p ). (5.59)
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Por fim, as estimativas (5.51) e (5.59) prova (5.38) para o caso 0 < τ < e.

Caso II: e ⩽ τ <∞. Nesta situação, para qualquer r ∈ (0, 1) sempre temos

|ln(τ+ tϵuϵ)| ⩾ 1.

Então, para ϵ > 0 suficientemente pequeno podemos usar (5.39) para ver que

Etϵ(0, 1) ⩾ Etϵ(0, ϵ) ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|,

o que prova (5.38) para caso e ⩽ τ <∞.

Lema 24. Seja β > 0 e (tϵ) como em Lema 23. Então, quando ϵ→ 0 temos

(a) Se 0 < τ < e,

Etϵ(0, 1) ⩽


O(ϵβ| ln ϵ| ln(| ln ϵ|)) +O(ϵ

θ+1
p ) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵ
θ+1+β

p ln(| ln ϵ|)) +O(ϵβ ln(| ln ϵ|)) +O(ϵ
θ+1
p−1 ) se β ̸= θ+ 1

p− 1
.

(5.60)

(b) Se e ⩽ τ <∞,

Etϵ(0, 1) ⩽


O(ϵβ| ln ϵ| ln(| ln ϵ|)) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵ
θ+β+1

p ln(| ln ϵ|)) +O(ϵβ ln(| ln ϵ|)) +O(ϵ
θ+1
p−1 ) se β ̸= θ+ 1

p− 1
.

(5.61)

Demonstração. Inicialmente, seja d̄ = 2t0A e para ϵ > 0 suficientemente pequeno, temos

0 ⩽ tϵuϵ(r) = tϵAη(r)ϵ
s (ϵn + rn)

− 1
m ⩽ d̄ϵs−

n
m , ∀ r ∈ (0, 1). (5.62)

Caso A: 0 < τ < e. Sejam aϵ e bϵ definidos por (5.40) e (5.41), para ϵ > 0 sufi-

cientemente pequeno de modo que vale a relação ordem em (5.43). Em (0,aϵ), temos

ln(τ+ tϵuϵ) ⩾ 1. Assim, usando (5.62) obtemos

| ln(τ+ tϵuϵ)| = ln(τ+ tϵuϵ)

⩽ ln(τ+ d̄ϵs−
n
m ) = | ln ϵ|

( n
m

− s+ oϵ(1)
)

⩽ ξ| ln ϵ| em (0,aϵ)

(5.63)
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para algum ξ > 0. Observemos que 0 ⩽ rβ ln(| ln ϵ|) ⩽ aβ
ϵ ln(| ln ϵ|) → 0 quando ϵ → 0,

para r ∈ (0,aϵ). Portanto, usando que (ex−1)/x→ 1 quando x→ 0, podemos reescrever

Etϵ(0,aϵ) =

∫aϵ

0
rθ|uϵ|

p∗
(
er

β ln | ln(τ+tϵ|uϵ|)| − 1
)
dr ⩽

∫aϵ

0
rθ|uϵ|

p∗
(
er

β ln(ξ| lnϵ|) − 1
)
dr

⩽ c1 ln(ξ| ln ϵ|)
∫aϵ

0
rθ+β|uϵ|

p∗
dr = c1A

p∗
ln(ξ| ln ϵ|)

∫aϵ

0
rθ+β ϵsp

∗

(ϵn + rn)
p∗
m

dr

⩽ c1A
p∗

ln(ξ| ln ϵ|)
[
ϵ(s−

n
m )p∗

∫ϵ

0
rθ+β dr+ ϵsp

∗
∫aϵ

ϵ

rθ+β−np∗
m dr

]
= c1A

p∗
ϵβ ln(ξ| ln ϵ|)

[ 1
θ+ β+ 1

+ ϵ
θ+1
p−1−β

∫aϵ

ϵ

rβ−1− θ+1
p−1 dr

]
,

(5.64)

o que assegura

Etϵ(0,aϵ) ⩽


O(ϵβ| ln ϵ| ln(| ln ϵ|)), se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵβ ln(| ln ϵ|)) +O(ϵ
θ+1+β

p ln(| ln ϵ|)), se β ̸= θ+ 1
p− 1

,
(5.65)

onde usamos que aϵ = O(ϵ1/p), quando ϵ→ 0.

Sub-case 0 < τ < 1/e.

Em (bϵ, 1), seja d̄ = 2t0A e para ϵ > 0 suficientemente pequeno podemos proceder de

forma similar a (5.57), para deduzir que

0 ⩽ tϵuϵ(r) ⩽ d̄

(
ϵ

1
p

bϵ

) n
m (

1 +
( ϵ
bϵ

)n)− 1
m

, (5.66)

o que implica

ln τ ⩽ ln(τ+ tϵuϵ) ⩽ sτ ∀ r ∈ (bϵ, 1),

para alguma constante sτ = s(τ) > 0 (aqui, usamos que bϵ = O(ϵ
1
p ), quando ϵ → 0).

Consequentemente, | ln(τ+ tϵuϵ)| ⩽ cτ em (bϵ, 1), para algum cτ > 1. Isso assegura que

ln(| ln(τ+ tϵuϵ)|) ⩽ ln cτ ∀ r ∈ (bϵ, 1).

Portanto, usando que ex − 1 = eϑxx para todo x ∈ R e para algum 0 < ϑ = ϑx < 1

podemos estimar

Etϵ(bϵ, 1) =
∫ 1

bϵ

rθ|uϵ|
p∗
(
er

β ln | ln (τ+tϵuϵ|) − 1
)
dr ⩽

∫ 1

bϵ

rθ|uϵ|
p∗
(
er

β lncτ − 1
)
dr

⩽ Cτ

∫ 1

bϵ

rβ+θ|uϵ|
p∗
dr ⩽ CτA

p∗
ϵsp

∗
∫ 1

bϵ

rθ+β−np∗
m dr,

(5.67)
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o que implica

ϵsp
∗
∫ 1

bϵ

rθ+β−np∗
m dr =


O(ϵβ| ln ϵ|) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵ
θ+1
p−1 ) +O(ϵ

θ+β+1
p ) se β ̸= θ+ 1

p− 1
,

(5.68)

onde usamos que bϵ = O(ϵ
1
p ). Combinando (5.67) e (5.68), segue

Etϵ(bϵ, 1) ⩽


O(ϵβ| ln ϵ|) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵ
θ+1
p−1 ) +O(ϵ

θ+β+1
p ) se β ̸= θ+ 1

p− 1
.

(5.69)

Juntando (5.48), (5.65) e (5.69), obtemos (5.60) para 0 < τ < 1/e.

Sub-case 1/e ⩽ τ < e.

Combinando (5.58) e (5.65), obtemos (5.60).

Caso B: e ⩽ τ <∞. Em (0, 1), temos ln (τ+ tϵuϵ) ⩾ 1. Similarmente a (5.63) podemos

estimar

| ln(τ+ tϵuϵ)| ⩽ ξ| ln ϵ| em (0, 1). (5.70)

Como antes, para ϵ > 0 suficientemente pequeno, consideremos

0 < ϵ < ϵ
1
p < r0 < 1. (5.71)

Note que, para qualquer r ∈ (0, ϵ
1
p ), temos 0 ⩽ rβ ln(ξ| ln ϵ|) ⩽ ϵ

β
p ln(ξ| ln ϵ|) → 0,

quando ϵ→ 0. Por isso, podemos prosseguir como em (5.64) para estimar

Etϵ(0, ϵ
1
p ) ⩽

∫ϵ
1
p

0
rθ|uϵ|

p∗
(
er

β ln(ξ| lnϵ|) − 1
)
dr

⩽ c1 ln(ξ| ln ϵ|)
∫ϵ

1
p

0
rθ+β|uϵ|

p∗
dr

= c1 ln(ξ| ln ϵ|)
[ ∫ϵ

0
rθ+β|uϵ|

p∗
dr+

∫ϵ
1
p

ϵ

rθ+β|uϵ|
p∗
dr
]
.

(5.72)

Para estimar as integrais acima, vejamos que∫ϵ

0
rθ+β|uϵ|

p∗
dr = Ap∗

∫ϵ

0

ϵsp
∗

(ϵn + rn)
p∗
m

rθ+β dr ⩽ Ap∗
ϵ(s−

n
m )p

∗
∫ϵ

0
rθ+β dr,

e ∫ϵ
1
p

ϵ

rθ+β|uϵ|
p∗
dr = Ap∗

∫ϵ
1
p

ϵ

ϵsp
∗

(ϵn + rn)
p∗
m

rθ+β dr ⩽ Ap∗
ϵsp

∗
∫ϵ

1
p

ϵ

rθ+β− n
mp∗

dr. (5.73)
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Consequentemente,

∫ϵ

0
rθ+β|uϵ|

p∗
dr ⩽ O(ϵβ) e

∫ϵ
1
p

ϵ

rθ+β|uϵ|
p∗
dr ⩽


O(ϵβ| ln ϵ|) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵ
θ+β+1

p ) se β ̸= θ+ 1
p− 1

.

Voltando para (5.72), obtemos

Etϵ(0, ϵ
1
p ) ⩽


O(ϵβ ln(| ln ϵ|)) +O(ϵβ| ln ϵ| ln(| ln ϵ|)) se β =

θ+ 1
p− 1

O(ϵβ ln(| ln ϵ|)) +O(ϵ
θ+β+1

p ln(| ln ϵ|)) se β ̸= θ+ 1
p− 1

.
(5.74)

Adicionalmente, para qualquer r ∈ (ϵ1/p, 1), argumentando como em (5.57) e (5.58),

podemos deduzir que

Etϵ(ϵ
1
p , 1) =

∫ 1

ϵ
1
p

rθ|uϵ|
p∗

|ln (τ+ tϵ|uϵ|)|
rβ
dr−

∫ 1

ϵ
1
p

rθ|uϵ|
p∗
dr = O(ϵ

θ+1
p ). (5.75)

Por fim, combinando (5.74) e (5.75) segue (5.61).

Teorema 11. Dado β > 0. Se (θ,α0,α1,p) satisfaz (5.1), então para qualquer τ > 0

temos:

(i) Fτ,β,θ ⩾ Σp, para qualquer β > 0

(ii) Fτ,β,θ > Σp, se 0 < β < min{(θ+ 1)/p, (α1 − p+ 1)/(p− 1)}

(iii) lim
β→∞Fτ,β,θ = Σp.

Demonstração. Escolhemos Â = S
− θ+1

(θ−α1+p)p em (5.35) e usamos (5.31), (5.33) e (5.34)

para escrever

∥uϵ∥p = 1 +O(ϵsp) e ∥uϵ∥p
∗

L
p∗
θ

= Σp +O(ϵsp
∗
). (5.76)

Utilizamos o Lema 23 com tϵ = 1/(1 +O(ϵsp)) e (5.76) para estimar∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
∣∣∣ ln(τ+ |uϵ|

1 +O(ϵsp)

)∣∣∣rβ dr = Etϵ(0, 1) + ∥uϵ∥p
∗

L
p∗
θ

⩾

Σp +O(ϵ
θ+1
p−1 ) + Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵ

θ+1
p ), se 0 < τ < e

Σp +O(ϵ
θ+1
p−1 ) + Cϵβ ln | ln ϵ|, se e ⩽ τ <∞

(5.77)
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para algum C > 0. Combinamos (5.76) e (5.77) para vermos que

Fτ,β,θ ⩾
∫ 1

0
rθ
( |uϵ|

∥uϵ∥

)p∗∣∣∣ ln(τ+ |uϵ|

∥uϵ∥

)∣∣∣rβ dr
= (1 +O(ϵsp))

∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
∣∣∣ ln(τ+ |uϵ|

1 +O(ϵsp)

)∣∣∣rβ dr
⩾

Σp +O(ϵ
θ+1
p−1 ) + Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵ

θ+1
p ) +O(ϵsp), se 0 < τ < e

Σp +O(ϵ
θ+1
p−1 ) + Cϵβ ln | ln ϵ|+O(ϵsp), se e ⩽ τ <∞

(5.78)

se ϵ > 0 é suficientemente pequeno, para todo τ > 0 e β > 0. Para provar (i), fazemos

ϵ → 0 em (5.78) para obtemos Fτ,β,θ ⩾ Σp para todo τ > 0 e β > 0. Para provar (ii),

usamos (5.78) para rescrever

Fτ,β,θ ⩾


Σp + ϵβ ln | ln ϵ|

[
C+O

(ϵ θ+1
p−1−β

ln | ln ϵ|

)
+O

(ϵθ+1
p −β

ln | ln ϵ|

)
+O

( ϵsp−β

ln | ln ϵ|

)]
, se 0 < τ < e

Σp + ϵβ ln | ln ϵ|
[
C+O

(ϵ θ+1
p−1−β

ln | ln ϵ|

)
+O

( ϵsp−β

ln | ln ϵ|

)]
, se e ⩽ τ <∞,

(5.79)

o que assegura o item (ii), desde que 0 < β < min{(θ + 1)/p, sp}. Finalmente, vamos

provar (iii). Em vista do item (i), para obter (iii), é suficiente mostrar que

lim
β→∞ supFτ,β,θ ⩽ Σp. (5.80)

Por contradição, suponha que exista uma sequência (βj) com βj > 1 satisfazendo

lim
j→∞βj = ∞ e Σp < lim

j→∞Fτ,βj,θ. (5.81)

Para cada j ∈ N, existe uj ∈ X1,p
1 (α0,α1) tal que

∥uj∥ = 1 e Fτ,βj,θ −
1
j
⩽

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
| ln (τ+ |uj|)|

r
βj
dr. (5.82)

Há menos de subsequência, a imersão compacta (1.12) assegura que existe u0 ∈ X1,p
1 (α0,α1)

tal que

uj ⇀ u0 fracamente em X1,p
1 (α0,α1), uj → u0 em Lqθ e uj → u0 q.t.p. em (0, 1),

(5.83)

para qualquer 1 < q < p∗. Seja X1,p
1 ([ρ, 1]) o espaço X1,p

1 (α0,α1) no intervalo [ρ, 1] em vez

de (0, 1]. Pelo Lema 3, segue X1,p
1 ([ρ, 1]) ↪→ Lqθ([ρ, 1]) é uma imersão compacta para todo

q ⩾ p. Usando (5.83) e Lema 2, podemos aplicar o teorema da convergência dominado

de Lebesgue para ver que

lim
j→∞

∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
| ln (τ+ |uj|)|

r
βj
dr =

∫ 1

ρ

rθ|u0|
p∗
dr = lim

j→∞
∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
dr,
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para qualquer ρ ∈ (0, 1) fixado. Então, para τ > 0 vale∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
| ln (τ+ |uj|)|

r
βj
dr =

∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
dr+ oj(1). (5.84)

Argumentando como em (5.87) podemos estimar

| ln (τ+ |uj|)| ⩽ | ln r|
(α1 − p+ 1

p
+

ln(κ
τ
+ r

α1−p+1
p ) + | ln τ|

| ln r|

)
.

Escolhemos C0 = max
{

α1+1
p

, 1
}

e para 0 < ρ < δ0 suficientemente pequeno, segue

| ln (τ+ |uj|)| ⩽ C0| ln r|, ∀ r ∈ (0, ρ).

Usando que βj > 1 e C0 ⩾ 1, também podemos estimar

| ln (τ+ |uj|)|
r
βj

⩽
(
C0| ln r|

)rβj

⩽
(
C0| ln r|

)r, ∀ r ∈ (0, ρ).

Tendo em mente que
(
C0| ln r|

)r → 1 quando r→ 0, então para qualquer ϵ > 0 temos

| ln (τ+ |uj|)|
r
βj
− 1 ⩽

(
C0| ln r|

)r
− 1 < ϵ,

para r próximo de 0. Por isso, para ρ > 0 suficientemente pequeno temos∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
| ln (τ+ |uj|)|

r
βj
dr =

∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
| ln (τ+ |uj|)|

r
βj
− 1
)
dr+

∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
dr

⩽ (ϵ+ 1)
∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
dr.

(5.85)

Combinando (5.82), (5.84) e (5.85) segue

Fτ,βj,θ −
1
j
⩽ (1 + ϵ)Σp + oj(1).

Fazemos j→ ∞ e depois ϵ→ 0, obtemos uma contradição.

Definição 14. Seja (uj) uma sequência em X1,p
R (α0,α1). Dizemos que (uj) é uma sequên-

cia concentrada normalizada na origem, abreviada por NCS, se

∥uj∥ = 1, uj ⇀ 0 fracamente em X1,p
R (α0,α1) e lim

j→∞
∫R

r0

rα1 |u′
j|
p dr = 0, ∀ r0 > 0.

Abaixo, o resultado assegura que Σp definido em (5.25) é um limitante superior para

o nível máximo de concentração do funcional J(u) =
∫1

0 r
θ|u|2

∗
|ln (τ+ |u|)|

rβ
dr, para

u ∈ X1,p
1 (α0,α1).
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Lema 25. Seja M =
{
(uj) ⊂ X1,p

1 (α0,α1) : (uj) é NCS
}

. Então, vale

sup
(uj)∈M

{
lim sup
j→∞

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
dr

}
⩽ Σp, (5.86)

para τ > 0 e β > 0.

Demonstração. Seja (uj) ∈ M. Para provar (5.86), é suficiente mostrar que dado ϵ > 0,

existe ρ = ρ(ϵ) ∈ (0, 1) e j0 ∈ N tal que para qualquer j ⩾ j0

(a)
∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
dr ⩽ Σp + ϵ;

(b)
∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗

|ln (τ+ |uj|)|
rβ
dr ⩽ ϵ.

Item (a) : Usamos o Lema 2 (c.f (5.3)) para obtermos

| ln (τ+ |uj|)| =
∣∣∣ ln τ+ ln

(
1 +

|uj|

τ

)∣∣∣ ⩽ | ln τ|+ ln
(
1 +

|uj|

τ

)
⩽ | ln τ|+ ln

(
1 +

κ

τ
r−

α1−p+1
p

)
= | ln r|

(α1 − p+ 1
p

+
ln(κ

τ
+ r

α1−p+1
p ) + | ln τ|

| ln r|

)
.

(5.87)

Escolhemos η = (α1 + 1)/p e para ρ > 0 suficientemente pequeno, podemos estimar

| ln (τ+ |uj|)| ⩽ η| ln r|, ∀ r ∈ (0, ρ). (5.88)

Relembramos (ex− 1)/x→ 1, quando x→ 0+ e que a função r 7→ rβ ln |η ln r| é crescente

próximo de 0. Assim, para algum δ1 > 0 pequeno e 0 < ρ < δ1, usamos (5.88) para

assegurar∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
− 1
)
dr =

∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
er

β ln |ln (τ+|uj|)| − 1
)
dr

⩽
∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
er

β ln |η ln r| − 1
)
dr

⩽ C
∫ρ

0
rθ+β|uj|

p∗
ln |η ln r|dr

⩽ Cρβ ln |η ln ρ|
∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
dr

⩽ Cρβ ln |η ln ρ|Σp.

(5.89)

Portanto,∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
dr =

∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
dr+

∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
− 1
)
dr

⩽ Σp + Cρβ ln |η ln ρ|Σp

⩽ Σp + ϵ,
(5.90)
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para ρ = ρ(ϵ) ∈ (0, δ1) suficientemente pequeno.

Item (b) : Para qualquer r ∈ (ρ(ϵ), 1), temos

|uj(r)| ⩽
∫ 1

r

|u ′
j(s)|ds =

∫ 1

r

s
α1
p |u ′

j(s)|s
−

α1
p ds

⩽

(∫ 1

ρ

sα1 |u ′
j|
p ds

) 1
p
(∫ 1

r

s
−α1
p−1 ds

)p−1
p

⩽ κjr
−

α1−p+1
p ,

(5.91)

onde κj := C
(∫1

ρ
sα1 |u ′

j|
p ds

) 1
p

, para algum C = C(α1,p). Desde que (uj) é NCS, temos

κj → 0, quando j→ ∞. Usando (5.91), se τ ∈ (0, 1) obtemos

| ln (τ+ |uj|)| ⩽ | ln τ|+ ln
(
1 +

κj

τ
r−

α1−p+1
p

)
⩽ | ln τ|+ ln

(
1 +

κj

τ
ρ−

α1−p+1
p

)
⩽ C1, ∀ r ∈ (ρ, 1)

e, se τ ⩾ 1 temos

| ln (τ+ |uj|)| ⩽ ln
(
τ+ κjρ

−
α1−p+1

p

)
⩽ C2, ∀ r ∈ (ρ, 1)

para j suficientemente grande, onde C1 e C2 dependem apenas de ρ e τ. Escolhemos

C = max{1,C1,C2} ⩾ 1, então∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗

|ln (τ+ |uj|)|
rβ
dr ⩽ C

∫ 1

ρ

rθ(κjr
−

α1−p+1
p )p

∗
dr = Cκp

∗

j

∫ 1

ρ

1
r
dr < ϵ,

para j ∈ N suficientemente grande.

Proposição 10. Sejam τ ⩾ 1 e β > 0. Se Fτ,β,θ não é atingido, então qualquer uma de

suas sequências maximizantes é necessariamente NCS.

Demonstração. Seja (uj) ⊂ X1,p
1 (α0,α1) satisfazendo

∥uj∥ = 1 e Fτ,β,θ = lim
j→∞

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
| ln (τ+ |uj|)|

rβ dr. (5.92)

Há menos de subsequência, existe u ∈ X1,p
1 (α0,α1) tal que uj ⇀ u fracamente em

X1,p
1 (α0,α1), uj → u q.t.p. em (0, 1) e ∥u∥ ⩽ lim inf ∥uj∥ = 1. Agora, analisamos

as seguintes etapas:

Etapa 1: Provaremos que u ≡ 0. De fato, por contradição assumimos que u ̸≡ 0. Seja

vj = uj − u. Por argumento do tipo Brezis-Lieb em [13], obtemos∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
|ln (τ+ |uj|)|

rβ
dr =

∫ 1

0
rθ|vj|

p∗
|ln (τ+ |vj|)|

rβ
dr

+

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
|ln (τ+ |u|)|

rβ
dr+ oj(1), (5.93)
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e

1 =

∫ 1

0
rα1 |u ′

j|
p dr =

∫ 1

0
rα1 |v ′j|

p dr+

∫ 1

0
rα1 |u ′|p dr+ oj(1), (5.94)

onde oj(1) → 0 quando j → ∞. Se ∥u∥ = 1 em (5.94), obtemos uj → u fortemente em

X1,p
1 (α0,α1), ou seja, vj → 0 fortemente em X1,p

1 (α0,α1). Assim, combinando a imersão

contínua no Corolário 12 com (5.93) segue que u é função extremal para Fτ,β,θ, o que

contradiz nossa suposição. Portanto, podemos assumir que 0 < ∥u∥ < 1. Neste caso,

usamos (5.92), (5.93) e (5.94) para ver que

Fτ,β,θ = ∥vj∥p
∗
∫ 1

0
rθ
( |vj|

∥vj∥

)p∗

|ln (τ+ |vj|)|
rβ
dr

+ ∥u∥p∗
∫ 1

0
rθ
( |u|

∥u∥

)p∗

|ln (τ+ |u|)|
rβ
dr+ oj(1)

⩽ ∥vj∥p
∗
∫ 1

0
rθ
( |vj|

∥vj∥

)p∗∣∣∣ ln(τ+ ∣∣∣ vj∥vj∥

∣∣∣)∣∣∣rβ dr
+ ∥u∥p∗

∫ 1

0
rθ
( |u|

∥u∥

)p∗∣∣∣ ln(τ+ ∣∣∣ u∥u∥∣∣∣)∣∣∣rβ dr+ oj(1)
⩽ Fτ,β,θ

(
∥vj∥p

∗
+ ∥u∥p∗)

+ oj(1)

= Fτ,β,θ

(
(1 − ∥u∥p + oj(1))

p∗
p + (∥u∥p)

p∗
p

)
+ oj(1)

< Fτ,β,θ,

o que é uma contradição, desde que (1 − t)
p∗
p + t

p∗
p < 1 para todo t ∈ (0, 1). Concluímos

que u ≡ 0, como desejado.

Etapa 2: Para cada r0 ∈ (0, 1) provaremos que∫ 1

r0

rα1 |u ′
j|
p dr→ 0, quando j→ 0. (5.95)

De fato, usando o Lema 2 temos

C0 = C0(α1,β, τ, r0) = sup
r∈[r0,1]

| ln (τ+ |uj|)|
rβ <∞. (5.96)

Assim, a imersão compacta

X1,p
1 ([r0, 1]) ↪→ Lqθ([r0, 1]), q ⩾ p (5.97)

assegura que∫ 1

r0

rθ|uj|
p∗
| ln (τ+ |uj|)|

rβ dr ⩽ C0

∫ 1

r0

rθ|uj|
p∗
dr→ 0, quando j→ ∞. (5.98)
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Como (uj) é uma sequência maximizante, pelo princípio variacional de Ekeland [48, The-

orem 3.1] existe λj tal que

λj

∫ 1

0
rα1 |u ′

j|
p−2u ′

jφ
′ dr = p∗

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗−2 (ln (τ+ |uj|))
rβ
ujφdr

+

∫ 1

0

rθ+β|uj|
p∗−1ujφ

(τ+ |uj|) (ln (τ+ |uj|))
1−rβ

dr+ ⟨oj(1),φ⟩.
(5.99)

Escolhemos φ = uj em (5.99), então

λj

∫ 1

0
rα1 |u ′

j|
p dr ⩾ p∗

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
(ln (τ+ |uj|))

rβ
dr+ ⟨oj(1),uj⟩.

Fazemos j→ ∞, então lim inf λj ⩾ p∗Fτ,β,θ. Seja η̄ : [0, 1] → [0, 1] uma função suave tal

que η̄ ≡ 0 em [0, r0/2] e η̄ ≡ 1 in [r0, 1]. Observemos que, para qualquer τ ⩾ 1 temos

0 ⩽ |uj| < |uj|+ τ e (ln (τ+ |uj|))
rβ ⩽ C ln (τ+ |uj|).

Isso junto com (5.97) assegura que∫ 1

0

rθ+β|uj|
p∗−1uj(η̄uj)

(τ+ |uj|) (ln (τ+ |uj|))
1−rβ

dr =

∫ 1

r0/2

rθ+β|uj|
p∗+1η̄

(τ+ |uj|) (ln (τ+ |uj|))
1−rβ

dr

⩽
∫ 1

r0/2

rθ|uj|
p∗

(ln (τ+ |uj|))
1−rβ

dr

⩽ C
∫ 1

r0/2
rθ|uj|

p∗
dr→ 0.

(5.100)

Tomamos φ = η̄uj em (5.99), usamos (5.98) e (5.100) para ver que

oj(1) =
∫ 1

r0/2
rα1 |u ′

j|
p−2u ′

j(η̄uj)
′ dr

=

∫ 1

r0/2
rα1 |u ′

j|
pη̄ dr+

∫ 1

r0/2
rα1 |u ′

j|
p−2u ′

jujη̄
′ dr

⩾
∫ 1

r0

rα1 |u ′
j|
p dr− ∥η̄ ′∥∞∥u ′

j∥
p−1
L
p
α1

(∫ 1

r0

rα1 |uj|
p dr

) 1
p

=

∫ 1

r0

rα1 |u ′
j|
p dr+ oj(1)

(5.101)

onde usamos que
∫1
r0
rα1 |uj|

p dr ⩽ C
∫1
r0
rθ|uj|

p dr → 0 as j → ∞. Finalmente, (5.101)

assegura que (5.95) vale.

Das etapas acima, concluímos que (uj) é NSC.

Baseado na abordagem de Carleson-Chang [19], conseguimos provar atingibilidade

para Fτ,β,θ.
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Teorema 12. Se τ ⩾ 1, 0 < β < min{(θ + 1)/p, (α1 − p + 1)/(p − 1)} e (θ,α0,α1,p)

satisfaz (5.1), então existe u0 ∈ X1,p
1 (α0,α1) tal que

Fτ,β,θ =

∫ 1

0
rθ|u0|

p∗
| ln (τ+ |u0|)|

rβ dr com ∥u0∥ = 1.

Demonstração. Por contradição, suponha que Fτ,β,θ não é atingido. Pela Proposição 10,

temos que qualquer sequência maximizante para Fτ,β,θ é necessariamente NCS. Assim, o

Lema 25 implica que Fτ,β,θ ⩽ Σp. Isso contradiz o Teorema 11-(ii).

Chamamos a atenção do leitor que os Teoremas 11 e 12 estendem [37, Theorem 1.4]

para o contexto dos espaços de Sobolev com pesos X1,p
1 (α0,α1). Adicionalmente, resul-

tados desse tipo vêm sendo estudados em outros trabalhos, veja [16, 27, 33, 71] para mais

informações, seja para X1,p
1 (α0,α1) e em outros contextos.

5.3 Uma classe de equações com termo logarítmico su-

percrítico

Dados α1, θ ⩾ 0 e p > 1 são números reais, definimos

Lu
def
= −r−θ(rα1 |u′|p−2u′)′ (5.102)

onde u ∈ C2(0,R), com 0 < R ⩽ ∞. Operador L é uma classe de operadores elípticos

quasilineares em forma radial, e vem sendo estudada por vários autores, veja [22, 30,

40, 40, 49, 55, 59] e referências citadas neles. Esse operador tem uma relação próxima

com operadores clássicos como Laplaciano, p-Laplaciano e k-Hessiano, quando atuam em

funções radialmente simétricas.

A existência de solução fraca para uma classe de equações elípticas com termo loga-

rítmico supercrítico associado a (5.102) é fornecida pelo seguinte resultado:

Teorema 13. Para cada τ ∈ [1,∞), 0 < β < min{(θ + 1)/p, (α1 − p + 1)/(p − 1)} e

(α0,α1, θ, p) satisfaz (5.1), tem-se que o problema Lu = (ln(τ+ |u|))r
β

|u|p
∗−2u em (0, 1)

u = 0 em 1
(5.103)

possui uma solução fraca u ∈ X1,p
1 (α0,α1) não nula.
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Demonstração. Seja I : X1,p
1 (α0,α1) → R dado por

I(u) =
1
p

∫ 1

0
rα1 |u ′|p dr−

1
p∗

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
(ln (τ+ |u|))r

β

dr+

∫ 1

0
rθG(r,u)dr, (5.104)

onde

G(r,u) =
∫u

0
g(r, s)ds e g(r, s) =

rβ|s|p
∗−1s

p∗(τ+ |s|)(ln (τ+ |s|))1−rβ
.

Observemos que g(0,u) = 0. Ainda, para qualquer ϵ > 0 pequeno, existe uma constante

grande Cϵ > 0 tal que

|G(r,u)| ⩽ rβ(ϵ|u|p
∗
+ Cϵ|u|

p) e |G(r,u)| ⩽ rβ(ϵ|u|p + Cϵ|u|
p∗
). (5.105)

O Teorema 10 assegura que o funcional I é bem definido e de classe C1 em X1,p
1 (α0,α1).

Adicionalmente, para todo φ ∈ X1,p
1 (α0,α1) temos

⟨I ′(u),φ⟩ =
∫ 1

0
rα1 |u ′|p−2u ′φ ′ dr−

∫ 1

0
rθ|u|p

∗−1 (ln (τ+ |u|))
rβ
φdr. (5.106)

É claro que os pontos críticos do funcional I são soluções fracas de (5.103). Assim, para

completar a demonstração do Teorema 13, seguimos a mesma estratégia de [46]. Mais

precisamente, aplicaremos uma versão do teorema passo da montanha sem a condição de

Palais-Smale devido a Brezis e Nirenberg, veja Teorema 4, para obter pontos críticos de

I. Portanto, o resultado segue das seguintes etapas:

(A) [Lema 26] O funcional I tem a geometria do passo da montanha.

(B) [Lema 27] O nível do passo da montanha cMP satisfaz

cMP <
( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p .

(C) [Lema 28] Há uma perda de compacidade para o I funcional no nível( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p .

(D) [Lema 29] Existe uma solução fraca não trivial no nível cMP > 0.

Mencionamos que, se o termo logarítmico (ln(τ+ |u|))r
β for trocado por 1 em (5.103),

então o problema não tem solução, veja [59, Theorem 4.1] para mais detalhes. Assim, o

termo logarítmico faz um papel similar ao termo de ordem inferior introduzido por Brezis

e Nirenberg [14] (veja também [59]), permitindo evitar os níveis de perda de compacidade

do funcional associado.
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Lema 26. O funcional I tem a geometria do passo da montanha.

(a) I(0) = 0.

(b) Para cada u ∈ X1,p
1 (α0,α1) \ {0} com u ⩾ 0, temos I(tu) → −∞, se t→ +∞.

(c) Existem δ, ρ > 0 tal que I(u) ⩾ δ, se ∥u∥ = ρ.

Demonstração. É claro que I(0) = 0. Seja u ∈ X1,p
1 (α0,α1) com u ⩾ 0. Para t ⩾ 1 temos

ln(τ+ tu) ⩾ ln(τ+ u) em (0, 1). Então, para cada t ⩾ 1, por (5.105) segue

I(tu) ⩽
tp

p

∫ 1

0
rα1 |u ′|p dr−

tp
∗

p∗

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
(ln (τ+ |u|))r

β

dr

+ ϵtp
∗
∫ 1

0
rθ+β|u|p

∗
dr+ Cϵt

p

∫ 1

0
rθ+β|u|p dr

⩽
tp

p
∥u∥p − tp

∗
[ 1
p∗

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
(ln(τ+ |u|))r

β

dr− ϵ∥u∥p
L
p
θ

]
+ Cϵt

p∥u∥p
L
p
θ
.

(5.107)

Como p∗ > p, escolhemos ϵ > 0 suficientemente pequeno tal que∫ 1

0
rθ|u|p

∗
(ln(τ+ |u|))r

β

dr > ϵp∗∥u∥p
L
p
θ
,

e depois fazemos t → ∞ para obter o item (b). Para provar o item (c), aplicamos o

Teorema 10 em u ∈ X1,p
1 (α0,α1) com 0 < ∥u∥ < 1, para obter

1
∥u∥p∗

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
| ln (τ+ |u|)|r

β

dr ⩽
∫ 1

0
rθ
∣∣∣ u∥u∥∣∣∣p∗ ∣∣∣∣ln(τ+ ∣∣∣ u∥u∥ ∣∣∣

)∣∣∣∣rβ dr ⩽ Fτ,β,θ

o que significa que∫ 1

0
rθ|u|p

∗
| ln (τ+ |u|)|r

β

dr ⩽ Fτ,β,θ∥u∥p
∗
, se ∥u∥ < 1. (5.108)

Combinando a imersão contínua (1.12) e as estimativas (5.105) e (5.108), segue

I(u) ⩾
1
p
∥u∥p −

Fτ,β,θ

p∗
∥u∥p∗

−

∫ 1

0
rθ+β(ϵ|u|p + Cϵ|u|

p∗
)dr

⩾
1
p
∥u∥p −

Fτ,β,θ

p∗
∥u∥p∗

− ϵ∥u∥p
L
p
θ
− Cϵ∥u∥p

∗

L
p∗
θ

⩾
( 1
p
− ϵC1

)
∥u∥p −

Fτ,β,θ + p∗C2Cϵ

p∗
∥u∥p∗

.

(5.109)

Como p∗ > p, escolhemos ρ > 0 suficientemente pequeno e δ > 0 tal que

I(u) ⩾ δ para ∥u∥ = ρ.

Isso prova que (c) é válido.
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Seja uϵ como em (5.35) com Â = 1. O Lema 26 assegura que existe

cMP = inf
γ∈Γ

max
u∈γ

I(u) (5.110)

onde

Γ = {γ : [0, T ] → X1,p
1 (α0,α1) : γ é contínuo, γ(0) = 0 e γ(T) = Tuϵ}

com T > 0 suficientemente grande, de modo que I(Tuϵ) < 0. Ainda, por Lema 26 segue

Γ ̸= ∅ e cMP ⩾ δ > 0.

Lema 27. O nível do passo da montanha cMP satisfaz 0 < cMP <
(

1
p
− 1

p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p .

Demonstração. Para cada ϵ > 0, seja γϵ(t) = tuϵ para t ∈ [0, T ]. Pela definição em

(5.110), existe tϵ > 0 tal que

(I ◦ γϵ)(tϵ) = max
t∈[0,T ]

(I ◦ γϵ)(t) ⩾ cMP. (5.111)

Afirmamos que

tϵ → 1, quando ϵ→ 0. (5.112)

De fato, usamos d
dt
I(γϵ(t))|t=tϵ = 0 para obter

tp−1
ϵ

∫ 1

0
rα1 |u′

ϵ|
p dr = tp

∗−1
ϵ

∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
(ln (τ+ |tϵuϵ|))

rβ
dr. (5.113)

Combinando (5.33), (5.34) e (5.113), segue

S
θ+1

θ−α1+p +O(ϵsp) = tp
∗−p

ϵ

∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
(ln (τ+ |tϵuϵ|))

rβ
dr

= tp
∗−p

ϵ

∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
dr+ tp

∗−p
ϵ Etϵ(0, 1)

= tp
∗−p

ϵ

[
S

θ+1
θ−α1+p +O(ϵsp

∗
) + Etϵ(0, 1)

]
,

(5.114)

onde Etϵ(0, 1) é dado em (5.36). Pela estrutura geométrica do passo da montanha no

Lema 26, existe δ1 > 0 satisfazendo δ1 ⩽ tϵ ⩽ T . Então, podemos assumir que tϵ → t0 >

0 quando ϵ→ 0. Juntando 0 < β < min{(θ+ 1)/p, sp}, Lema 23 e Lema 24 segue

Etϵ(0, 1) = O(ϵβ ln (| ln ϵ|)). (5.115)

Por (5.114) e (5.115), obtemos

1 +O(ϵsp) = tp
∗−p

ϵ (1 +O(ϵ
θ+1
p−1 ) +O(ϵβ ln (| ln ϵ|))). (5.116)
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Fazemos ϵ→ 0 para obtemos que tϵ → 1, como afirmado em (5.112). Utilizamos (5.116)

e 0 < β < min{(θ+ 1)/p, sp} para obtemos

tp
∗−p

ϵ =
1 +O(ϵsp)

1 +O(ϵ
θ+1
p−1 ) +O(ϵβ ln (| ln ϵ|))

= 1 +O(ϵβ ln (| ln ϵ|)).

Agora, para qualquer q > 0, vale

(1 + x)q = 1 + qx+O(x2), quando x→ 0.

Assim, utilizamos a igualdade acima para escrever
tϵ = 1 +O(ϵβ ln (| ln ϵ|))

tpϵ = 1 + pTϵ +O(ϵ2β ln2 (| ln ϵ|))

tp
∗

ϵ = 1 + p∗Tϵ +O(ϵ2β ln2 (| ln ϵ|)),

(5.117)

onde Tϵ = tϵ − 1. Para ϵ > 0 suficientemente pequeno, por (5.35), (5.105), (5.112) temos∣∣∣ ∫ 1

0
rθG(r, tϵuϵ)dr

∣∣∣ ⩽ Cϵsp∗−np∗
m

∫ϵ

0
rθ+β dr+ Cϵsp

∗
∫ 1

ϵ

rθ+β−np∗
m dr

+ Cϵsp−
np
m

∫ϵ

0
rθ+β dr+ Cϵsp

∫ 1

ϵ

rθ+β−np
m dr

⩽ C
(
ϵβ + ϵ

θ+1
p−1

)
+ C

(
ϵβ+θ−α1+p + ϵ

α1−p+1
p−1

)
⩽ C1ϵ

β.

(5.118)

Para τ ⩾ 1 e ϵ > 0 suficientemente pequeno, o Lema 23 assegura que existe C > 0 tal que

Etϵ(0, 1) ⩾ Cϵβ ln | ln ϵ|, se β < (θ+ 1)/p. (5.119)

Estamos em condições de estimar o nível cMP. Por (5.111), é suficiente mostrar que

I(tϵuϵ) <
( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p ,

para ϵ > 0 suficientemente pequeno. De fato, primeiro escrevemos

I(tϵuϵ) =
tpϵ
p

∫ 1

0
rα1 |u ′

ϵ|
p dr−

tp
∗

ϵ

p∗

∫ 1

0
rθ|uϵ|

p∗
(ln (τ+ tϵ|uϵ|))

rβ dr+

∫ 1

0
rθG(r, tϵuϵ)dr

=
tpϵ
p
∥uϵ∥p −

tp
∗

ϵ

p∗

(
∥uϵ∥p

∗

L
p∗
θ

+ Etϵ(0, 1)
)
+

∫ 1

0
rθG(r, tϵuϵ)dr.

(5.120)
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Combinando (5.33), (5.34), (5.115), (5.117), (5.118), (5.119) e (5.120) obtemos

I(tϵuϵ) =
( 1
p
+ Tϵ +O(ϵ2β ln2 (| ln ϵ|))

)(
S

θ+1
θ−α1+p +O(ϵsp)

)
−
( 1
p∗

+ Tϵ +O(ϵ2β ln2 (| ln ϵ|))
)(

S
θ+1

θ−α1+p + Etϵ(0, 1) +O(ϵsp
∗
)
)
+O(ϵβ)

⩽

(
1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p + ϵβ ln | ln ϵ|

[
−
C

p∗
+O

( ϵsp

ϵβ ln | ln ϵ|

)
+O

(
ϵβ ln | ln ϵ|

)]
+ ϵβ ln | ln ϵ|

[
O
( ϵsp

∗

ϵβ ln | ln ϵ|

)
+O

( ϵβ

ϵβ ln | ln ϵ|

)]
<
( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p ,

(5.121)

para ϵ > 0 suficientemente pequeno.

Lema 28. O nível
(

1
p
− 1

p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p é um nível de não compacidade para o funcional I.

Demonstração. Seja (uϵ) definido como em (5.35) com Â = 1. Primeiro, vamos provar

que (uϵ) é uma sequência concentrada na origem r = 0. De fato, para ρ < r0 e r ∈ (0, ρ),

a mudança de variável s = rϵ−1 implica que

lim
ϵ→0

∫ρ

0
rα1 |u ′

ϵ(r)|
p dr = lim

ϵ→0

∫ρϵ−1

0
sα1 |(u∗

1)
′(s)|p ds =

∫∞
0
sα1 |(u∗

1)
′(s)|p ds = S

θ+1
θ−α1+p ,

onde usamos que uϵ(r) = ϵ
−(α1−p+1)/pu∗

1(r/ϵ) e (5.30). Assim, por (5.33) segue∫ 1

ρ

rα1 |u ′
ϵ(r)|

p dr =

∫ 1

0
rα1 |u ′

ϵ(r)|
p dr−

∫ρ

0
rα1 |u ′

ϵ(r)|
p dr = O(ϵsp) → 0, se ϵ→ 0.

Por outro lado, se ρ ∈ [r0, 1), seja ρ̄ ∈ (0, r0). Então,∫ 1

ρ

rα1 |u ′
ϵ(r)|

p dr ⩽
∫ 1

ρ̄

rα1 |u ′
ϵ(r)|

p dr→ 0, se ϵ→ 0.

Portanto, para qualquer 0 < ρ < 1 segue

lim
ϵ→0

∫ 1

ρ

rα1 |u ′
ϵ(r)|

p dr = 0. (5.122)

Além disso, temos∫ 1

0
rθ|uϵ|

p dr ⩽
∫ 1

0
rθ|u∗

ϵ|
p dr = ϵθ−α1+p

∫ϵ−1

0
sθ|u∗

1(s)|
p ds

= ĉpϵθ−α1+p

∫ϵ−1

0

sθ

(1 + sn)
1
m

ds→ 0, se ϵ→ 0

onde m e n são definidos em (5.29), o que assegura que uϵ → 0 fortemente em Lpθ(0, 1).

Assim, a imersão compacta (1.12) implica que uϵ ⇀ 0 fracamente em X1,p
1 (α0,α1), quando



Capítulo 5. Desigualdade do tipo Hardy-Sobolev com termo logarítmico 95

ϵ → 0. Essa convergência fraca junto com (5.122), garante que (uϵ) é uma sequência

concentrada na origem r = 0. Agora, combinamos (5.33), (5.34), (5.115) e (5.118) para

ver que

I(uϵ) =
( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p +O(ϵsp) −O(ϵsp

∗
) +

E1(0, 1)
p∗

+

∫ 1

0
rθG(r,uϵ)dr

→
( 1
p
−

1
p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p , se ϵ→ 0.

Portanto, a sequência (uϵ) não contém uma subsequência convergente fortemente em

X1,p
1 (α0,α1).

Os Lemas 26 e 27 são fundamentais, pois os mesmos nós deixam em posição de aplicar

Teorema 4. Portanto, existe uma sequência Palais-Smale (uj) em X1,p
1 (α0,α1) do funcional

I no nível cMP <
(

1
p
− 1

p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p . Adicionalmente, para qualquer φ ∈ X1,p

1 (α0,α1) temos

I(uj) → cMP e ⟨I ′(uj),φ⟩ → 0, (5.123)

se j→ ∞.

Lema 29. Há menos de uma subsequência, uj ⇀ u0 fracamente em X1,p
1 (α0,α1), se

j→ ∞. Além disso, u0 é uma solução fraca não trivial para (5.103).

Demonstração. Utilizamos (5.123) para ver que

cMP + 1 ⩾ I(uj) −
1
p∗

⟨I ′(uj),uj⟩ =
( 1
p
−

1
p∗

)
∥uj∥p +

∫ 1

0
rθG(r,uj)dr,

o que implica que (uj) é uma sequência limitada em X1,p
1 (α0,α1). Portanto, há menos de

uma subsequência, existe u0 ∈ X1,p
1 (α0,α1) tal que

uj ⇀ u0 frac. em X1,p
1 , uj → u0 em Lqθ (p ⩽ q < p∗) e uj → u0 q.t.p. em (0, 1).

(5.124)

Por um argumento padrão, podemos verificar que u0 resolve a equação (5.103), veja por

exemplo [22, 41] para mais detalhes. Desta forma, é suficiente provar afirmação abaixo.

Afirmação. u0 ̸≡ 0.

Por contradição, assumimos que u0 ≡ 0. Como em (5.98), obtemos∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
(ln (τ+ |uj|))

rβ dr→ 0, se j→ ∞, (5.125)
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para qualquer ρ ∈ (0, 1) fixado. Adicionalmente, usamos a convergência pontual em

(5.124), Lema 2 e o teorema da convergência dominada para ver que∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
dr→ 0, se j→ ∞. (5.126)

Seja η̄ : [0, 1] → [0, 1] uma função suave tal que η̄ ≡ 0 em [0, ρ/2] e η̄ ≡ 1 em [ρ, 1].

Escolhemos φ = η̄uj em (5.123), então∫ 1

ρ
2

rα1 |u′
j|
p−2u ′

j(ηuj)
′ dr =

∫ 1

ρ
2

rθ|u ′
j|
p∗
η̄(ln (τ+ |uj|))

rβ dr+ ⟨oj(1), η̄uj⟩ → 0,

quando j→ ∞, o que implica que∫ 1

ρ

rα1 |u ′
j|
p dr→ 0, para ρ ∈ (0, 1).

Seja

I0(u) :=
1
p

∫ 1

0
rα1 |u ′|p dr−

1
p∗

∫ 1

0
rθ|u|p

∗
dr, u ∈ X1,p

1 .

Afirmamos que

I(uj) = I0(uj) + oj(1). (5.127)

De fato, note que

I(uj) − I0(uj) = −
1
p∗

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr+

∫ 1

0
rθG(r,uj)dr.

Estimaremos cada integral acima para j suficientemente grande. Usando (5.125) e (5.126)

podemos ver∣∣∣ ∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣ ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫ 1

ρ

rθ|uj|
p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣

⩽
∣∣∣ ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣+ oj(1).

(5.128)

Para τ ⩾ e, argumentando como em (5.90) temos∣∣∣ ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣ = ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr ⩽ oρ(1)

(5.129)

onde oρ(1) → 0 quando ρ→ 0 uniformemente em j. Por outro lado, se 1 ⩽ τ < e, usando

que u0 ≡ 0, (5.124) e tomando j suficientemente grande, podemos assumir que |uj| ⩽ e−τ
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em (0, ρ). Portanto∣∣∣ ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
(ln (τ+ |uj|))

rβ − 1
)
dr
∣∣∣ = ∫ρ

0
rθ|uj|

p∗
(
1 − (ln (τ+ |uj|))

rβ
)
dr

⩽ (e− τ)p
∗
∫ρ

0
rθ dr = oρ(1).

(5.130)

Agora, utilizando (5.105) e (5.124) obtemos∫ 1

0
rθ|G(r,uj)|dr ⩽ ϵ

∫ 1

0
rθ|uj|

p∗
dr+ Cϵ

∫ 1

0
rθ|uj|

p dr ⩽ ϵΣp + Cϵoj(1). (5.131)

Combinando (5.128), (5.129), (5.130) e (5.131), obtemos

|I(uj) − I0(uj)| = oρ(1) + oj(1) + oϵ(1)

o que prova (5.127). Analogamente, mostra-se que

⟨I ′(uj),φ⟩ = ⟨I ′0(uj),φ⟩+ ⟨oj(1),φ⟩, ∀ φ ∈ X1,p
1 (α0,α1).

Então, (5.123) assegura que (uj) é também uma sequência Palais-Smale para o funcional

I0 no nível cMP. Ou seja, para qualquer φ ∈ X1,p
1 (α0,α1) temos

I0(uj) → cMP e ⟨I ′0(uj),φ⟩ → 0 quando j→ ∞. (5.132)

Em particular,

∥uj∥p = ∥uj∥p
∗

L
p∗
θ

+ ⟨I′0(uj),uj⟩ (5.133)

e

I0(uj) −
1
p∗

⟨I′0(uj),uj⟩ =
( 1
p
−

1
p∗

)
∥uj∥p, para todo j ∈ N. (5.134)

De (5.133), podemos supor que existe b ⩾ 0 tal que

0 ⩽ b = lim
j→∞ ∥uj∥p = lim

j→∞ ∥uj∥p
∗

L
p∗
θ

.

De (1.12), também temos

∥uj∥p
L
p∗
θ

⩽ S−1∥uj∥p

o que implica

b
p
p∗ ⩽ S−1b. (5.135)

Mas, fazendo j→ ∞ em (5.134), obtemos

cMP =
( 1
p
−

1
p∗

)
b. (5.136)

Combinando a condição cMP <
(

1
p
− 1

p∗

)
S

θ+1
θ−α1+p com (5.135) e (5.136) obtemos b = 0.

Portanto, há menos de uma subsequência, temos uj → 0 fortemente em X1,p
1 (α0,α1), e

assim, I(uj) → 0 o que contradiz I(uj) → cMP > 0.



Capítulo 6

Considerações Finais

Esta tese abordou aspectos inovadores sobre uma classe de espaços de Sobolev, apre-

sentando contribuições teóricas relevantes ao tema. Ao longo dos capítulos, foram esta-

belecidas as seguintes desigualdades: desigualdade do tipo Sobolev para ordem superior

e desigualdades do tipo supercríticas. Através de uma abordagem rigorosa e detalhada,

os resultados aqui apresentados contribuem para uma melhor compreensão de duas clas-

ses distintas de equações elípticas: uma com crescimento crítico e a outra com termo

logarítmico supercrítico.

Recentemente, S. Deng e X. Tian [35,36] usaram uma mudança de variável que permite

mudar a dimensão do espaço e com isso foram capazes de aplicar o Teorema 6 e o Coro-

lário 6 em seus trabalhos. Portanto, a presente tese tem contribuído no desenvolvimento

de novas pesquisas cientificas.

Apesar dos avanços alcançados, falta muitos aspectos a se explorar no futuro. Dentre

eles, mencionamos os seguintes problemas: classificar as soluções positivas e singulares

para a classe geral de equações elípticas com crescimento crítico, melhorá a condição sobre

o parâmetro β nos resultados do capítulo 5 (i.e. substituir 0 < β < min{(θ+ 1)/p, (α1 −

p+1)/(p−1)} por 0 < β < (α1−p+1)/(p−1)), explorar resultados similares aos obtidos

no capítulo 5 para o espaço Xm,2
1 em vez de X1,p

1 e dentre outros.

Em conclusão, esta tese não apenas resolve questões relevantes na área de análise mate-

mática, mas também fornecer novas ferramentas para novas investigações que poderão ter

um impacto significativo na literatura. O estudo feito nesta tese servirá como base sólida

para futuras pesquisas que busquem expandir e refinar os resultados aqui apresentados.
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