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Ana Júlia Girardi Zanetti

Teresina - 2024
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Resumo

Este trabalho é baseado nos artigos “Critical metrics of the functional on three-

dimensional manifolds” de Huyia He, “On critical point equation of compact manifolds

with zero radial Weyl curvature” de Halyson Baltazar e “Remarks on critical metrics of

the scalar curvature and volume functionals on compact manifolds with boundary”, es-

crito por este último com Ernani Ribeiro, e visam estudar os resultados que classificam

as métricas cŕıticas do funcional curvatura escalar total, métricas cŕıticas do funcional

volume e métricas estáticas. Abordaremos essas três métricas cŕıticas quando a curvatura

de Ricci é não-negativa para variedades tridimensionais, e posteriormente, para curvatura

seccional não-negativa em dimensão n ⩾ 3.

Palavras chaves: Métrica Cŕıtica; Curvatura de Ricci; Produto Warped; Variedades

Einstein.
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Abstract

This work is based in the articles “Critical metrics of the functional on three-dimensional

manifolds” of Huyia He, “On critical point equation of compact manifolds with zero ra-

dial Weyl curvature” of Halyson Baltazar and “Remarks on critical metrics of the scalar

curvature and volume functionals on compact manifolds with boundary”, written by the

latter with Ernani Ribeiro, which aim to study results that classify critical metrics of

the total scalar curvature functional, critical metrics of the volume functional and static

metrics. We will explore these three critical metrics when the Ricci curvature is nonne-

gative for three-dimensional manifolds and afterword, for nonnegative sectional curvature

in dimension n ⩾ 3.

Keywords: Critical metrics; Ricci curvature; Warped product; Einstein manifolds.

vi



Sumário

Resumo v

Abstract vi

1 Noções Preliminares 9

1.1 Operadores Diferenciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Tensores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Variedades de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Métricas Conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5 Produto Warped . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Exemplos e propriedades 30
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Introdução

O presente trabalho será embasado nos artigos [2], [4] e [27]. No que segue, for-

neceremos um breve desenvolvimento histórico dos problemas estudados, bem como os

resultados obtidos nos últimos anos.

Um problema fundamental em Geometria Diferencial consiste em determinar métricas

Riemannianas em uma determinada variedade Mn que forneça curvatura escalar cons-

tante. Neste contexto é crucial compreender as métricas cŕıticas dos funcionais Rieman-

nianos, dentre eles, o funcional curvatura escalar total e o funcional volume.

Einstein e Hilbert provaram que os pontos cŕıticos do funcional curvatura escalar total

restrito ao conjunto de métricas Riemannians em Mn de volume unitário são necessari-

amente Einstein, ou seja, o tensor de Ricci é múltiplo da métrica. Veja Teorema 4.21,

[10].

No que segue, (Mn,g) representa uma variedade Riemanniana compacta, conexa,

orientada, de dimensão n ⩾ 3, M o conjunto de estruturas Riemannianas suaves sobre

Mn de volume unitário e C ⊂ M um conjunto de métricas Riemannianas com curvatura

escalar constante.

Dada uma métrica g ∈ M, definimos o funcional de Einstein-Hilbert (ou funcional

curvatura escalar total) R : M −→ R por

R(g) =
∫
M

RgdMg,

onde Rg é a curvatura escalar de Mn.

É importante ressaltar que os pontos cŕıticos desse funcional são precisamente as

métricas Einstein.

Temos que L∗
g é o L2-adjunto formal da linearização do operador curvatura escalar

Lg(h) = −∆g(trgh) + divgdivgh− hRicg,

1



Sumário 2

dado por

L∗
g(f) := −(∆gf)g+Hessgf− fRicg, (1)

onde f é uma função suave em Mn e ∆g,Hessg e Ricg são o Laplaciano, o Hessiano e o

tensor de Ricci de Mn, respectivamente.

Com essas considerações, a equação de Euler-Lagrange de R restrita ao conjunto C

pode ser escrita da seguinte forma

L∗
g(f) = Ricg −

Rg

n
g. (2)

Na mesma terminologia usada em [10], [16], [39], uma métrica CPE (Critical Point Equa-

tion) pode ser definida do seguinte modo.

Definição 0.0.1. Uma métrica CPE é uma tripla (Mn,g, f), (n ⩾ 3), onde (Mn,g)

é uma variedade Riemanniana compacta (sem bordo), orientada, com curvatura escalar

constante e f : Mn → R é uma função suave não constante satisfazendo a equação

−(∆gf)g+Hessgf− fRicg = Ricg −
Rg

n
g. (3)

Tomando o traço na equação acima, obtemos a seguinte fórmula para o laplaciano,

∆f = −
R

n− 1
f. (4)

Por volta dos anos de 80 foi conjecturado que toda métrica CPE é necessariamente Eins-

tein. Essa conjectura foi proposta em [10] e será apresentada abaixo.

Conjectura 1 (Conjectura CPE). Uma métrica CPE é sempre Einstein.

Observe que as métricas CPE são Einstein se f = 0. Ademais, a conjectura CPE com-

binada com o Teorema de Obata [37, Teorema 2], nos permite deduzir que uma métrica

CPE com função potencial não constante é isométrica a uma esfera Sn e f é a função

altura na esfera.

Ao longo das últimas décadas, vários pesquisadores tentaram solucionar essa conjec-

tura, mas somente resultados parciais foram provados. Em 1983, Lafontaine [33] mostrou

a conjectura para uma variedade localmente conformemente plana. Em 2000, Hwang [29]

provou a conjectura assumindo que f ⩾ −1. Em 2010, Chang, Hwang e Yun [14] demons-

traram a validade da conjectura para variedades tridimensionais com grupos de segunda
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homologia nulos tal que KerL∗
g(f) ̸= 0. Em 2013, Qing e Yuan [39] obtiveram respostas

positivas para variedades com tensor de Bach nulo em qualquer dimensão.

Mais tarde, em 2014, Chang, Hwang e Yun ([16], [17]) estabeleceram a conjectura sob

a suposição de curvatura harmônica, que é claramente mais fraca que a condição local-

mente conformemente considerada por Lafontaine. Esses mesmos autores em [15] foram

capazes de resolver a conjectura para uma variedade que satisfaz a condição do tensor

de Ricci paralelo. Em 2014, Barros e Ribeiro Jr [6] mostraram que a conjectura também

é verdadeira para variedades semi conformemente plana de dimensão 4. É importante

evidenciar que esse resultado foi melhorado pelos mesmos autores e Leandro em [7], sob

a harmonicidade da parte autodual do tensor de Weyl.

Destacamos agora que, em 2018, Baltazar [2] mostrou que a conjectura vale para va-

riedades tridimensionais com curvatura seccional não-negativa. Em 2023, Huiya He [27]

generalizou o resultado de Baltazar, provando a validade da conjectura para variedades

tridimensionais com curvatura de Ricci não-negativa. Os dois últimos resultados referidos

serão abordados com maior profundidade nesta dissertação. Mais precisamente, por [27],

temos o seguinte teorema.

Teorema 0.0.2. Seja (M3,g, f) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

conexa com curvatura de Ricci não-negativa. Então, M3 é isométrica a esfera padrão S3.

Posteriormente, também foi dada atenção a um outro tipo de equação do ponto cŕıtico,

a métrica V-estática. Seguindo a terminologia usada por Miao e Tam [35], bem como

Corvino, Eichmair e Miao [22], temos a seguinte definição.

Definição 0.0.3. Uma métrica g é V-estática se existe uma função suave f de Mn e

uma constante κ satisfazendo a equação V-estática

L∗
g(f) = κg. (5)

As métricas V-estáticas são essenciais para compreender a relação entre volume e

curvatura escalar. Deste modo, fica estabelecido o problema de encontrar pontos es-

tacionários para o funcional volume sobre o espaço das métricas com curvatura escalar

constante [22],[35],[36] e [44].

Por outro lado, quando κ = 0 na Equação (5), como em [26] e [32], pode-se definir o

espaço estático no vácuo, por simplicidade, métrica estática.
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Definição 0.0.4. Um espaço estático no vácuo é uma tripla (Mn,g, f), (n ⩾ 3),

onde (Mn,g) é uma variedade Riemanniana compacta, orientada, conexa, com bordo

suave ∂M e f : Mn → R é uma função suave tal que f−1(0) = ∂M satisfazendo

L∗
g(f) = 0. (6)

Agora, iremos recordar um exemplo clássico de tripla estática positiva com bordo

não-vazio.

Exemplo 1. Um exemplo de tripla estática positiva com bordo conexo é obtido escolhendo

(Sn
+(r),g), onde Sn

+(r) é o hemisfério superior aberto de raio r em Rn+1, dotado com a

métrica euclidiana g. Assim, ∂M = Sn−1(r) é o equador, a função altura f sobre Sn
+(r)

é positiva, anula-se precisamente sobre ∂M = Sn−1(r), e satisfaz à Eq. (6).

Em 1984, Boucher, Gibbons e Horowitz [11] propuseram que tal exemplo é a única

tripla estática positiva com bordo conexo e curvatura escalar positiva. Este problema

é em verdade uma reformulação da bem conhecida Cosmic no-Hair Conjecture, a qual

afirma que o único espaço-tempo estático no vácuo, com constante cosmológica positiva

e horizonte de eventos conexo é o espaço de de Sitter de raio r. Destacamos que exis-

tem triplas estáticas positivas com bordo duplo, o que torna a conexidade na fronteira

realmente necessária, a saber, o espaço de Nariai. Aqui, enunciaremos a conjectura da

seguinte forma.

Conjectura 2 (Cosmic no-hair conjecture). O Exemplo (1) é a única tripla estática

positiva com horizonte simples (i.e., bordo conexo) e curvatura escalar positiva.

Em relação à essa conjectura, houveram algumas contribuições parciais objetivando

resolvê-la. Nesse sentido, consulte [1], [4], [5], [28], [31], [33], [39]. Embora todas as

evidências indicassem que a conjectura fosse válida, Gibbons, Hartnoll e Pope [25] cons-

trúıram contraexemplos para a conjectura cosmic no-hair nos casos 4 ⩽ n ⩽ 8, usando

métricas Einstein não homogêneas encontradas por Böhm. Mais tarde, em 2023, Costa,

Diógenes, Pinheiro e Ribeiro Jr. [20], forneceram um novo contraexemplo (simplesmente

conexo) para a conjectura cósmica no-hair para dimensão arbitrária n ⩾ 4.

Sabemos que se (Mn,g) for Einstein, basta aplicar o teorema do tipo Obata devido a

Reilly [41] (ver também [37]) para concluir que a única variedade compacta Einstein que
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satisfaz a Equação (6), é a esfera padrão. Espaços estáticos no vácuo localmente conforme-

mente planos foram classificados em [31] e [33] de forma independente. Outrossim, Qing

e Yuan [39] obtiveram um resultado de classificação para espaços estáticos assumindo a

nulidade do tensor de Bach. Tratando-se do seguinte teorema.

Teorema 0.0.5. (Kobayashi [31], Lafontaine [33], Qing e Yuan [39]) Seja (Mn,g, f)

uma tripla estática positiva com curvatura escalar R = n(n − 1). Suponha que (Mn,g)

possui tensor de Bach nulo, então (Mn,g, f) é dada por uma tripla estática equivalente a

uma das seguintes triplas estáticas:

(i) Um hemisfério padrão

(Sn
+,gSn−1 , f = xn+1).

(ii) Um cilindro padrão sobre Sn−1 com a métrica produto(
M =

[
0,

π√
n

]
× Sn−1,dt2 +

n− 2

n
gSn−1 , f = sen(

√
nt)

)
.

(iii) Para algum m ∈
(
0,

√
(n− 2)n−2

nn

)
, o espaço de Schwarzshild definido por

(
M = [r1, r2]×Sn−1,g =

1

1− 2mt2−n − t2
dt2+ t2gSn−1 , ft =

√
1− 2mt2−n − t2

)
,

onde r1 < r2 são zeros positivos de f.

Observação 0.0.6. Segue diretamente da definição do tensor de Bach que, variedades

conformemente planas possuem tensor de Bach nulo. Desse modo, como as três estruturas

acima são conformemente planas, podemos concluir que para triplas estáticas positivas,

variedades conformementes planas são equivalentes a variedades com tensor de Bach nulo.

Relembremos agora que o funcional volume V : M → R é dado por

Vg =

∫
M

dVg.

Quando κ = 1 na Equação (5), Miao e Tam em [35] estudaram o funcional volume

definido acima, restrito ao espaço das métricas de curvatura escalar constante com métrica

prescrita no bordo e obtiveram uma condição necessária e suficiente para uma métrica ser

um ponto cŕıtico.

Como em [30] e [36], temos a definição a seguir.
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Definição 0.0.7. Uma métrica cŕıtica de Miao-Tam é a tripla (Mn,g, f), (n ⩾ 3),

onde (Mn,g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta, orientada, com bordo

suave ∂M e f : Mn → R é uma função suave tal que f−1(0) = ∂M que satisfaz ao

seguinte sistema de equações

L∗
g(f) = g. (7)

Miao e Tam, em 2011, estudaram as métricas cŕıticas sobre a condição Einstein. Mais

precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 0.0.8. (Miao-Tam [36]) Seja (Mn,g, f) uma métrica cŕıtica Miao-Tam Eins-

tein, conexa, compacta, com bordo suave ∂M, então Mn é isométrica a bola geodésica em

uma forma espacial simplesmente conexa Rn,Hn, ou Sn.

Em [36], Miao e Tam substituiram a hipótese de Einstein por localmente conforme-

mente plana com bordo isométrico a esfera e obtiveram o mesmo resultado para as vari-

edades simplesmente conexas. Baseado no trabalho de Cao-Chen [13], Barros-Diógenes-

Ribeiro [8] provaram que, se uma métrica cŕıtica de Miao-Tam sobre uma variedade

compacta M de dimensão 4, simplesmente conexa, com bordo isométrico à esfera padrão

S3 possui tensor de Bach nulo, então M4 deve ser isométrica à bola geodésica em uma

forma espacial simplesmente conexa R4, H4, ou S4.

Além disso, Baltazar-Ribeiro [4] provaram uma fórmula geral tipo-Bochner para mos-

trar que uma métrica cŕıtica Miao-Tam (M3,g, f) compacta, orientada e conexa, com

bordo suave ∂M e curvatura seccional não-negativa e f não-negativa, é isométrica a uma

bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo R3 ou S3. Veja também [3], [5],

[9] e [43] para mais resultados relacionados.

Com o conteúdo abordado neste trabalho de dissertação, será posśıvel demonstrar o

seguinte teorema para espaços V-estáticos tridimensionais com curvatura de Ricci não-

negativa, o qual foi provado recentemente em [27].

Teorema 0.0.9. Seja (M3,g, f) uma métrica V-estática tridimensional compacta, ori-

entada, conexa com um bordo suave ∂M e curvatura de Ricci não-negativa. Se f e κ

satisfazem uma das seguintes condições:

(i) κ ⩾ 0 e f > 0,

(ii) κ ⩽ 0 e f < 0.
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Então M3 é localmente conformemente plana.

Especificamente, quando κ = 0, vale o seguinte corolário.

Corolário 0.0.10. Seja (M3, f,g) um espaço estático no vácuo tridimensional compacto,

orientado, conexo com bordo suave ∂M, curvatura de Ricci não-negativa e f não-negativa.

Então, (M3,g, f) é dada por um espaço estático equivalente a uma das seguintes coleções:

(i) O hemisfério padrão

(S3
+,gcan, f = x4),

onde gcan é a métrica da esfera unitária padrão.

(ii) O cilindro padrão sobre S2 com a métrica produto([
0,

π

3

]
× S2,gprod = dt2 +

1

3
gcan, f =

1√
3
sen(

√
3t)

)
.

Ademais, quando κ > 0, provaremos o seguinte resultado sob a condição de f ⩾ 0.

Teorema 0.0.11. Seja (M3,g, f) uma métrica V-estática tridimensional compacta, ori-

entada, conexa com bordo suave ∂M e curvatura de Ricci não-negativa. Se κ > 0 e f ⩾ 0,

M3 é uma variedade de Einstein.

Como corolário direto, temos o seguinte resultado.

Corolário 0.0.12. Seja (M3,g, f) uma métrica cŕıtica Miao-Tam tridimensional com-

pacta, orientada, conexa com bordo suave ∂M, curvatura de Ricci não-negativa e f não-

negativa. Então, M3 é isométrica a bola geodésica em um espaço forma simplesmente

conexo R3 ou S3.

Na segunda parte desta dissertação, iremos nos fundamentar em [2] e [4], utilizando

porém uma equação que engloba os três tipos de métricas apresentadas acima. Note que

a equação V-estática engloba também a métrica CPE, para isto basta fazer f = 1 + F e

κ = −
R

n
, onde R é constante. Desse modo, quando nos referirmos à equação V-estática,

estaremos fazendo menção aos três tipos de métricas estudados nesta dissertação. Para

mais informações, veja o Caṕıtulo 2.

No que segue, é importante lembrarmos que uma variedade Riemanniana (Mn,g) tem

curvatura de Weyl radialmente nula quando, para uma função potencial adequada f em

Mn,

W(., ., .,∇f) = 0.
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O próximo teorema unifica os resultados obtidos em [2] e [4], e este será essencial para

entendermos a classificação das métricas V-estáticas para o caso de curvatura seccional

não-negativa.

Teorema 0.0.13. Seja (Mn,g, f) uma métrica satisfazendo a Equação (5). Então, temos

a seguinte fórmula integral

0 =

∫
M

f2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

f2|C|2 dMg +
2nκ

n− 1

∫
M

f|R̊ic|2 dMg

+3

∫
M

f2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg −

n− 2

n− 1

∫
M

fCijkWijkl∇lf dMg

+
3

n− 1

∫
M

f2R|R̊ic|2 dMg. (8)

Assim, obtemos alguns corolários espećıficos para cada uma das métricas cŕıticas es-

tudadas.

• Métricas CPE:

Corolário 0.0.14. A conjectura CPE é verdadeira para variedades n-dimensionais com

curvatura seccional não-negativa satisfazendo a condição de curvatura de Weyl radial-

mente nula.

É conhecido que, o tensor Weyl é identicamente nulo quando n = 3. Então, é fácil

verificar que a métrica CPE com curvatura seccional não-negativa deve ser isométrica a

esfera padrão. Desse modo, fica estabelecido o seguinte

Corolário 0.0.15. A conjectura CPE é verdadeira para variedades 3-dimensional com

curvatura seccional não-negativa.

• Métricas Miao-Tam:

Corolário 0.0.16. Seja (Mn,g, f) uma métrica Miao-Tam, orientada, compacta, conexa

com bordo suave ∂M, curvatura seccional não-negativa e curvatura de Weyl radialmente

nula. Então, Mn é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente

conexo Rn ou Sn.

• Métricas Estáticas:

Corolário 0.0.17. Seja (Mn,g, f) uma tripla estática positiva com curvatura seccional

não-negativa, curvatura de Weyl radialmente nula e curvatura escalar R=n(n-1). Então,

Mn é isométrica ao hemisfério padrão Sn
+ ou ao cilindro padrão sobre Sn−1 com a métrica

produto descrita no Teorema (0.0.5).



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

1.1 Operadores Diferenciais

Nesta seção apresentaremos noções iniciais de operadores diferenciais utilizados no

decorrer deste trabalho.

No que segue, Mn, ou simplesmente M, denotará uma variedade Riemanniana n-

dimensional com métrica g = ⟨·, ·⟩ e conexão de Levi-Civita ∇.

Definição 1.1.1. Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o campo

vetorial suave ∇f, definido sobre M por

⟨∇f,X⟩ = X(f), (1.1)

para todo X ∈ X(M).

Proposição 1.1.2. Seja f : M → R uma função suave e {e1, e2, ..., en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂ M. Então, em U temos que

∇f =

n∑
i=1

ei(f)ei.

Demonstração. Em U podemos escrever ∇f =

n∑
i=1

aiei, desse modo

⟨∇f, ej⟩ =
n∑
i

ai⟨ei, ej⟩ = aj.

Por outro lado, por definição ⟨∇f, ej⟩ = ej(f), logo aj = ej(f), e assim obtemos

∇f =

n∑
i=1

ei(f)ei.

9
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A seguir temos algumas propriedades do gradiente.

Proposição 1.1.3. Se f,g : Mn → R são funções suaves, então

(i) ∇(f+ g) = ∇f+∇g;

(ii) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração. Basta observar que, sendo X um campo suave sobre M, segue diretamente

da definição de gradiente que

⟨∇(f+ g),X⟩ = X(f+ g) = X(f) + X(g)

= ⟨∇f,X⟩+ ⟨∇g,X⟩

= ⟨∇f+∇g,X⟩

e

⟨∇(fg),X⟩ = X(fg) = gX(f) + fX(g)

= ⟨g∇f,X⟩+ ⟨f∇g,X⟩

= ⟨g∇f+ f∇g,X⟩.

Agora definamos o divergente de um campo vetorial.

Definição 1.1.4. Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a

função suave divX : Mn → R, dada para p ∈ M por

(divX)(p) = tr{υ 7→ (∇vX)(p)}, (1.2)

onde υ ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves. Similarmente à

definição anterior, a divergência de um (1, r)-tensor T é definida como sendo o (0, r)-

tensor

(divT)(υ1, ...,υr) = {w 7→ (∇wT)(υ1, ...,υr)}

= gjk∇jTk(υ1, ...,υr).

Em particular, se T é um (0, 2)-tensor, então em coordenadas temos

(divT)i = gjk∇kTij.
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Particularmente, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.1.5. Se X,Y são campos vetoriais suaves em Mn e f : Mn → R é uma

função suave, então

(i) div(X+ Y) = divX+ divY.

(ii) div(fX) = fdivX+ ⟨∇f,X⟩.

Demonstração. Considere X e Y campos suaves definidos em Mn e {e1, ..., en} um refe-

rencial ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂ M. Sendo assim,

div(X+ Y) =

〈 n∑
i=1

∇ei
(X+ Y), ei

〉

=

〈 n∑
i=1

∇ei
X+

n∑
i=1

∇ei
Y, ei

〉

=

〈 n∑
i=1

∇ei
X, ei

〉
+

〈 n∑
i=1

∇ei
Y, ei

〉
= divX+ divY

e

div(fX) =

〈 n∑
i=1

∇ei
(fX), ei

〉

=

〈 n∑
i=1

ei(f)X+

n∑
i=1

f∇ei
X, ei

〉

=

〈 n∑
i=1

ei(f)ei,X

〉
+

〈
f

n∑
i=1

∇ei
X, ei

〉

=

〈 n∑
i=1

ei(f)ei,X

〉
+ f

〈 n∑
i=1

∇ei
X, ei

〉
= ⟨∇f,X⟩+ fdivX.

Nesse contexto, relembremos o Teorema da Divergência.

Teorema 1.1.6 (Teorema da Divergência). Seja Mn uma variedade Riemanniana

compacta orientada e X ∈ X(M). Se o bordo de M é munido com a orientação e a

métrica induzidas pela inclusão j : ∂M → M e υ denota a normal unitária exterior a M

ao longo de ∂M, então ∫
M

(divX)dM =

∫
∂M

⟨X,υ⟩d(∂M).
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Definição 1.1.7. Seja f : Mn → R uma função suave.O Laplaciano de f é a função

∆f : Mn → R dada por

∆f = div(∇f).

Em particular, deduzimos as seguintes propriedades.

Proposição 1.1.8. Dadas f,g : Mn → R funções suaves, temos

∆(fg) = g∆f+ f∆g+ 2⟨∇f,∇g⟩.

Assim,
1

2
∆(f2) = f∆f+ |∇f|2.

Demonstração. Por (1.1.3), (1.1.5) e fazendo uso da Definição (1.1.7), é válido que

∆(fg) = div(∇(fg)) = div(f∇g+ g∇f)

= div(f∇g) + div(g∇f)

= fdiv(∇g) + ⟨∇f,∇g⟩+ gdiv(∇f) + ⟨∇g,∇f⟩

= f∆g+ g∆f+ 2⟨∇f,∇g⟩.

Para o caso particular, basta fazer g = f na equação acima.

Definição 1.1.9. Seja f : Mn → R uma função suave. O Hessiano de f é o campo de

operadores lineares (Hessf)p : TpM → TpM, definido para υ ∈ TpM por

(Hessf)p(υ) = ∇υ∇f.

Proposição 1.1.10. Se f : Mn → R é uma função suave, então

∆f = tr(Hessf).

Demonstração. É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M. Para tanto,

seja U ⊂ M uma vizinhança de p onde esteja definido um referencial {e1, ..., en}. Sendo

assim,

tr(Hessf)p =

〈 n∑
i=1

∇ei
∇f, ei

〉
p

= div(∇f)(p)

= ∆f(p).
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1.2 Tensores

Nesta seção apresentaremos alguns tensores clássicos que serão utilizados neste tra-

balho. Para um maior aprofundamento do que iremos expôr, recomendamos ao leitor as

referências [12] e [23].

Definição 1.2.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e V∗ o espaço dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicação multilinear

T : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s vezes

→ R.

Um r-tensor contravariante é uma aplicação multilinear

T : V∗ × . . .× V∗︸ ︷︷ ︸
r vezes

→ R.

Um tensor do tipo (r, s) é um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplicação

multilinear

T : V∗ × . . .× V∗︸ ︷︷ ︸
r vezes

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s vezes

→ R.

No que segue, (Mn,g) denotará uma variedade Riemanniana de dimensão n com

métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das funções diferenciáveis (ou

de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos diferenciáveis

sobre M será denotado por X(M).

Definição 1.2.2. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade Mn

é um tensor sobre o C∞(M)-módulo X(M). Assim, um (r, s)-tensor A é uma aplicação

A : X(M)r × X(M)s → C∞(M)

multilinear sobre C∞(M). Mais precisamente, A é uma aplicação multilinear sobre C∞(M)

que associa a cada (r+ s)-upla (Y1, ...,Yr,X1, ...,Xs) uma função diferenciável

f = A(Y1, ...,Yr,X1, ...,Xs) : M
n → R.

A posição que Yi ocupa é chamada i-ésima entrada contravariante e a posição que

Xj ocupa é chamada de j-ésima entrada covariante. Desta maneira, os (0, s)-tensores

são ditos covariantes e os (r, 0)-tensores são ditos contravariantes. Denotamos por Tr
s o

módulo de todos os (r, s)-tensores sobre C∞(M).
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Definição 1.2.3. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann é o (1, 3)-tensor

Rm = X(M)× X(M)× X(M) → X(M)

dado por

Rm(X, Y,Z) = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z,

para todo X, Y,Z ∈ X(M).

Em coordenadas,

Rm

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl
.

Ademais, quando necessário, faremos a seguinte convenção
∂

∂xi
= ∂i. Também é posśıvel

interpretar o tensor Rm como um (0, 4)-tensor, definido por

Rm = X(M)× X(M)× X(M)× X(M) → C∞(M),

onde

Rm(X, Y,Z,W) = g(Rm(X, Y)Z,W).

Em coordenadas,

Rm(∂i,∂j,∂k,∂l) = Rijkl.

Proposição 1.2.4. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Rm(X, Y,W,Z) = −Rm(Y,X,W,Z) = Rm(Y,X,Z,W).

(ii) Rm(X, Y,W,Z) = Rm(W,Z,X, Y).

(iii) Primeira Identidade de Bianchi

Rm(X, Y,W,Z) + Rm(Y,W,X,Z) + Rm(W,X, Y,Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0.

(iv) Segunda Identidade de Bianchi

(∇WRm)(X, Y,Z,U) + (∇YRm)(W,X,Z,U) + (∇XRm)(Y,W,Z,U) = 0.

Em coordenadas,

∇lRijks +∇jRliks +∇iRjlks = 0.
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Demonstração. Para as demonstrações dos itens veja [23].

Definição 1.2.5. O tensor curvatura de Ricci é o (0, 2)-tensor

Ric : X(M)× X(M) → C∞(M)

dado pelo traço do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric(X, Y) = tr{Y 7→ Rm(X, Y)Z},

onde X, Y,Z ∈ X(M). Em coordenadas,

(Ric)ik = Rik = gjlRijkl.

Proposição 1.2.6. A curvatura de Ricci é um campo tensorial simétrico, isto é,

Rij = Rji.

Demonstração. De fato, fazendo uso da Proposição (1.2.4),

Rij =

n∑
k,m=1

gkmRikjm =

n∑
k,m=1

gkmRjmik =

n∑
k,m=1

gmkRjmik = Rji.

Definição 1.2.7. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M → R dada

por

R = tr(Ric).

Em coordenadas,

R = gikRik.

Proposição 1.2.8. (Identidade de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana e f : M →

R uma função suave. Para quaisquer campos X, Y,X ∈ X(M), vale a seguinte identidade

(∇XHessf)(Y,Z) − (∇YHessf)(X,Z) = ⟨R(X, Y)Z,∇f⟩.

Em coordenadas,

∇i∇j∇kf−∇j∇i∇kf = Rijkl∇lf.

Demonstração. Para a demonstração veja [18].

Proposição 1.2.9. Em uma variedade Riemanniana (Mn,g) vale
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(i) Identidade de Ricci contráıda uma vez

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks; (1.3)

(ii) Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes

gjk∇jRik =
1

2
∇iR. (1.4)

Demonstração. Para demonstrar o item (i), tome o traço na Segunda Identidade de Bi-

anchi, obtendo

0 = gls∇lRjiks + gls∇jRilks + gls∇iRljks

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) −∇j(g

ls)Rilks +∇i(g
lsRljks) −∇i(g

ls)Rljks

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) +∇i(g

lsRljks)

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) −∇i(g

lsRjlks)

= −gls∇lRijks +∇jRik −∇iRjk.

Desse modo,

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

Para mostrar o item (ii), vamos reescrever a equação acima da seguinte maneira

∇jRik = ∇iRjk + gls∇lRijks. (1.5)

Tomando o traço de (1.5), temos

∇i(g
jkRjk) = gjk∇jRik + gls∇l(g

jkRijsk),

isto é,

∇iR = gjk∇jRik + gls∇lRis.

Portanto,

∇iR = 2gjk∇jRik,

onde foram feitas as trocas convenientes dos ı́ndices s ↔ k e l ↔ j. Assim, conclúımos a

demonstração.

Definição 1.2.10. Dados dois vetores X e Y não nulos e linearmente independentes em

TpM, a curvatura seccional do plano σ gerado pelos vetores X e Y é dada por

K(σ) = K(X, Y) =
R(X, Y,X, Y)

|X|2|Y|2 − g(X, Y)2
.
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Utilizando a curvatura seccional, podemos dar uma interpretação geométrica para a

curvatura de Ricci. De fato, seja X um vetor unitário em TpM e {X,E2, ...,En} uma base

ortonormal de TpM.

Então,

Ric(X,X) = R11 =

n∑
k,m=1

gkmRk11m =

n∑
k,m=1

δkmR(X,Ek,Em,X) =

n∑
k=1

R(X,Ek,Ek,X)

=

n∑
k=2

R(X,Ek,Ek,X) =

n∑
k=2

R(X,Ek,Ek,X)

|X∧ Ek|
, (1.6)

ou seja,

Ric(X,X) =

n∑
k=2

K(X,Ek). (1.7)

Definição 1.2.11. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um

tensor de ordem (r+ 1) dada por

∇T (Y1, . . . , Tr,Z) = Z (T (Y1, . . . ,Yr)) − T (∇ZY1, . . . ,Yr) − . . .− T (Y1, . . . ,Yr−1,∇ZYr) .

Para cada Z ∈ X(M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor de

ordem r dado por

∇ZT (Y1, . . . ,Yr) = ∇T (Y1, . . . ,Yr,Z) .

Proposição 1.2.12. Seja T um (0, 2)-tensor e g a métrica Riemanniana, então

⟨g, T⟩ = tr{T }.

Demonstração. Seja {ei} um referencial ortonormal. Sendo T um (0, 2)-tensor e escrevendo

Tij = T (ei, ej), temos

⟨g, T⟩ =
n∑

i,j=1

gijTij =

n∑
i,j=1

δijTij =
∑
i

Tii = trg{T }.

Portanto, ⟨g, T⟩ = tr{T }.

Para n ⩾ 3, a decomposição ortogonal do tensor de Riemann é dada por

Rm = W +A 7 g (1.8)

onde A é o tensor de Schouten,

A =
1

n− 2

(
Ric−

R

2(n− 1)
g

)
, (1.9)
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W é o tensor de Weyl e 7 é o produto de Kulkarni-Nomizo entre tensores simétricos de

ordem 2 definido por

(T 7 S)ijkl = TikSjl + TjlSik − TilSjk − TjkSil, (1.10)

para quaisquer (0, 2)-tensores T e S. Logo, podemos reescrever (1.8) como

Rijkl = Wijkl +
1

n− 2
(Ric 7 g)ijkl −

R

2(n− 1)(n− 2)
(g 7 g)ijkl

= Wijkl +
1

n− 2
(Rikgjl + Rjlgik − Rilgjk − Rjkgil)

−
R

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk) . (1.11)

Proposição 1.2.13. O tensor de Weyl satisfaz as seguintes propriedades:

(i) W é livre de traços.

(ii) Wijkl = −Wjikl = Wjilk.

(iii) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto é,

Wijkl +Wjkil +Wkijl = 0.

Demonstração. Para o item (i), tome o traço do tensor W em relação a i,k. Assim,∑
i,k

gikWijkl =
∑
i,k

(
gikRijkl −

1

n− 2

(
gikRikgjl + gikRjlgik − gikRilgjk − gikRjkgil

)
+

R

(n− 1)(n− 2)

(
gikgikgjl − gikgilgjk

))
=

∑
i,k

(
Rjl −

1

n− 2
(Rgjl + nRjl − δijRil − δklRjk)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − δklgjk)

)
=

∑
k

(
Rjl −

1

n− 2
(Rgjl + nRjl − Rjl − δklRjk)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − δklgjk)

)
,
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ou seja,∑
i,k

gikWijkl = Rjl −
1

n− 2
(Rgjl + nRjl − Rjl − Rjl)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − gjl)

= Rjl −
1

n− 2
(Rgjl + (n− 2)Rjl) +

R

(n− 1)(n− 2)
(n− 1)gjl

= −
R

n− 2
gjl +

R

n− 2
gjl

= 0.

Analogamente, é posśıvel mostrar que em quaisquer dois ı́ndices o tensor de Weyl é livre

de traços.

Para demonstrar o item (ii), observe que

Wijkl = Rijkl − (A 7 g)ijkl

= −Rjikl − (Aikgjl +Ajlgik −Ailgjk −Ajkgil)

= −Rjikl +Ajkgil +Ailgjk −Ajlgik −Aikgjl

= −(Rjikl − (A 7 g)jikl)

= −Wjikl,

e

−Wjikl = −(Rjikl − (A 7 g)jikl)

= −Rjikl +Ajkgil +Ailgjk −Ajlgik −Aikgjl

= Rjilk − (Ajlgik +Aikgjl −Ajkgil −Ailgjk)

= Rjilk − (A 7 g)jilk

= Wjikl,

o que prova o item (ii).

Substituindo a Equação (1.8) na primeira identidade de Bianchi, temos

0 = Rijkl + Rjkil + Rkijl

= (Wijkl + (A 7 g)ijkl) + (Wjkil + (A 7 g)jkil)

+ (Wkijl + (A 7 g)kijl) .
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Desse modo,

Wijkl +Wjkil +Wkijl = −(A 7 g)ijkl − (A 7 g)jkil − (A 7 g)kijl

= −Aikgjl −Ajlgik +Ailgjk +Ajkgil

−Ajigkl −Aklgji +Ajlgki +Akigjl

−Akjgil −Ailgkj +Aklgij +Aijgkl

= 0,

o que mostra o item (iii).

Observação 1.2.14. Em uma variedade Riemanniana com dimensão n = 3, o tensor de

Weyl se anula. Veja Exerćıcio 1.58 de [18].

Definição 1.2.15. O tensor de Cotton é um (0, 3)-tensor em (M,g) dado por

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
(gjk∇iR− gik∇jR) . (1.12)

Em termos do tensor Schouten (1.9), é válido reescrever o tensor de Cotton como

Cijk = (n− 2)(∇iAjk −∇jAik). (1.13)

Proposição 1.2.16. Para n ⩾ 4, os tensores de Cotton e de Weyl satisfazem a seguinte

relação

Cijk = −
n− 2

n− 3
∇lWijkl. (1.14)

Proposição 1.2.17. (Propriedades do tensor de Cotton)

(i) O tensor de Cotton é antissimétrico nas duas primeiras entradas, isto é, Cijk =

−Cjik, ∀i, j,k;

(ii) O tensor de Cotton é livre de traços, ou seja, gijCijk = gikCijk = 0.

Demonstração. Pela definição do tensor de Cotton,

Cijk = (n− 2)(∇iAjk −∇jAik)

= −(n− 2) (∇jAik −∇iAjk)

= −Cjik,
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o que demonstra o item (i).

Para demonstrar o item (ii), da Equação (1.14), temos

gijCijk = −gijn− 2

n− 3
∇lWijkl = −

n− 2

n− 3
∇lg

ijWijkl = 0,

já que o tensor de Weyl é livre de traços.

Teorema 1.2.18. (Weyl-Schouten) Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de di-

mensão n. Então,

(i) Se n = 2, então (Mn,g) é localmente conformemente plana.

(ii) Se n = 3, então (Mn,g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Cotton é nulo.

(iii) Se n ⩾ 4, então (Mn,g) é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Weyl é nulo.

Demonstração. Vide Proposição 1.62 de [18].

Definição 1.2.19. Em uma variedade Riemanniana (Mn,g), (n ⩾ 4), o tensor de Bach

é definido como

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl. (1.15)

Proposição 1.2.20. O tensor de Bach é livre de traços em dimensão n ⩾ 4, o que pode

ser expresso como tr(B) = 0.

Demonstração. Segue diretamente do fato do Cotton e do Weyl serem tensores livres de

traço.

Para o que se segue, diremos que uma métrica Riemanniana é Bach-flat quando o

tensor de Bach é nulo, isto é, Bij = 0.

Por fim, o tensor sem traço T̊ de um (0, 2)-tensor T arbitrário em uma variedade

Riemanniana (Mn,g) é dado por

T̊ij = Tij −
tr(T)

n
gij.

Outrossim, note que

|̊T |2 = |T −
tr(T)

n
g|2 = |T |2 −

1

n
(tr(T))2.
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1.3 Variedades de Einstein

Agora, falaremos sobre variedades de Einstein, juntamente com algumas de suas pro-

priedades.

Definição 1.3.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um múltiplo da métrica g, ou seja,

Ric(X, Y) = λg(X, Y)

para todo X, Y ∈ X(M) em que λ : M → R é uma função diferenciável. Em coordenadas,

Rij = λgij. (1.16)

Observação 1.3.2. Observe que ao tomar o traço em (1.16), segue que R = λn. Impli-

cando em λ =
R

n
. Logo, M é uma variedade de Einstein se, e somente se,

Ric =
R

n
g. (1.17)

Proposição 1.3.3. (Lema de Schur) Seja (Mn,g) uma variedade de Einstein conexa de

dimensão n ⩾ 3, então λ é constante.

Demonstração. Das equações (1.16) e (1.17), e pela Segunda Identidade de Bianchi con-

tráıda duas vezes (1.4), obtemos

n∇iλ = ∇i(nλ) = ∇iR = 2gjk∇jRik = 2∇kRik = 2∇kλgik = 2∇iλ. (1.18)

Sendo assim,

(n− 2)∇iλ = 0.

Portanto, para n ⩾ 3, como M é conexa, segue que λ é constante.

1.4 Métricas Conformes

O objetivo dessa seção é apresentar algumas relações existentes com respeito a métricas

conformes. Veremos como a conexão de Levi-Civita, o gradiente, o divergente, o laplaciano

e o tensor de Ricci mudam em uma variedade Riemanniana sob uma mudança conforme

da métrica. Tais relações serão essenciais para o entendimento dos exemplos referente à

métrica tripla estática positiva. É válido ainda informar que a maioria das demonstrações

encontram-se em [12].
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Definição 1.4.1. Duas métricas Riemannianas g e g̃ em uma variedade diferenciável M

são ditas conformes se existe uma função positiva suave f : M → R tal que

g̃ = fg.

A função f é denominada o fator de conformidade entre as métricas. O conjunto de

todas as métricas conformes a uma métrica g é chamado de classe conforme e é denotado

por [g], isto é,

[g] := {g̃ = fg; f ∈ C∞(M) é positiva } .

No restante desta seção, (Mn,g) denotará uma variedade Riemanniana n-dimensional

com métrica g, e g̃ = fg é outra métrica em M, conforme a g. Por razões espećıficas,

escreveremos com frequência f = e2h, onde h : M → R é uma função suave.

Proposição 1.4.2. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e g̃ = e2hg, com h ∈

C∞(M). Se f : M → R é uma função suave, então

∇̃f = e−2h∇f. (1.19)

Demonstração. Seja {e1, e2, ..., en} um referencial local em U ∈ M, ortonormal em relação

à métrica g, é imediato verificar que {e−he1, e
−he2, ..., e

−hen} é um referencial ortonormal

em relação à g̃. Dáı, pela Proposição (1.1.2), temos

∇̃f =

n∑
i=1

e−hei(f)e
−hei

= e−2h

n∑
i=1

ei(f)ei

= e−2h∇f.

A seguir, relacionaremos as conexões de Levi-Civita de g̃ e g. Para isso, lembre da

fórmula de Koszul (pg. 45 de [23]): se ⟨, ⟩ é a métrica Riemanniana de M, ∇ a conexão

de Levi-Civita correspondente e X, Y,Z ∈ X(M), então

2⟨Z,∇YX⟩ = X⟨Y,Z⟩+ Y⟨Z,X⟩− Z⟨X, Y⟩− ⟨[X,Z], Y⟩− ⟨[Y,Z],X⟩− ⟨[X, Y],Z⟩. (1.20)

Proposição 1.4.3. Seja Mn uma variedade Riemanniana com métrica g e g̃ = e2hg,

com h : M → R suave. Se ∇ e ∇̃ denotam respectivamente as conexões de Levi-Civita de

g e g̃, então, para todos X, Y ∈ X(M), temos

∇̃XY = ∇XY + X(h)Y + Y(h)X− g(X, Y)∇h, (1.21)
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onde ∇h denota o gradiente de h na métrica g.

Demonstração. Segue da fórmula de Koszul para g̃ (∇XY,Z) que

2e2hg
(
∇̃XY,Z

)
= 2g̃

(
∇̃XY,Z

)
= X(g̃(Y,Z)) + Y(g̃(X,Z)) − Z(g̃(X, Y))

−g̃([X, Y],Z) − g̃([Y,Z],X) + g̃([Z,X], Y)

= X
(
e2hg(Y,Z)

)
+ Y

(
e2hg(X,Z)

)
− Z

(
e2ug(X, Y)

)
−e2hg([X, Y],Z) − e2hg([Y,Z],X) + e2hg([Z,X], Y)

= 2X(h)e2hg(Y,Z) + 2Y(h)e2hg(X,Z) − 2Z(h)e2hg(X, Y)

+e2hX(g(Y,Z)) + e2hY(g(X,Z)) − e2hZ(g(X, Y))

−e2hg([X, Y],Z) − e2hg([Y,Z],X) + e2hg([Z,X], Y).

Cancelando o fator 2e2h e substituindo a fórmula de Koszul para g (∇XY,Z) nas duas

últimas linhas acima, obtemos

g
(
∇̃XY,Z

)
= X(h)g(Y,Z) + Y(h)g(X,Z) − Z(h)g(X, Y) + g (∇XY,Z)

= g (∇XY,Z) + g(X(h)Y + Y(h)X,Z) − g(Z,∇h)g(X, Y)

= g (∇XY + X(h)Y + Y(h)X− g(X, Y)∇h,Z) .

Por fim, como a igualdade acima é válida para todo Z ∈ X(M), segue a relação (1.21).

Iremos analisar agora a mudança do divergente para a métrica conforme.

Proposição 1.4.4. Seja Mn uma variedade Riemanniana com métrica g, e g̃ = e2hg,

com h : M → R suave. Para X ∈ X(M), temos

d̃ivX = divX+ nX(h). (1.22)

Demonstração.

d̃ivX = g̃
(
∇̃ẽi

X, ẽi
)
= g

(
∇̃ei

X, ei
)
.

Segue então de (1.21) que

d̃ivX = g (∇ei
X+ ei(h)X+ X(h)ei − g (ei,X)∇h, ei)

= g (∇ei
X, ei) + ei(h)g (X, ei) + X(h)g (ei, ei) − g (ei,X)g (∇h, ei)

= divX+ nX(h).
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Corolário 1.4.5. Nas notações acima, se f : M → R é uma função suave, então

∆̃f = e−2h(∆f+ (n− 2)g(∇f,∇h)).

Em particular, se n = 2 ou h é constante, então

∆̃f = e−2h∆f.

Demonstração. Segue de (1.19) e (1.22) que

∆̃f = d̃iv(∇̃f) = d̃iv
(
e−2h∇f

)
= div

(
e−2h∇f

)
+ ne−2h∇f(h)

= e−2h div(∇f) + g
(
∇
(
e−2h

)
,∇f

)
+ ne−2h∇f(h)

= e−2h∆f+ g
(
∇
(
e−2h

)
,∇f

)
+ ne−2hg(∇f,∇h).

Ademais, temos ∇
(
e−2h

)
= −2e−2h∇h, de modo que

∆̃f = e−2h∆f− 2e−2hg(∇h,∇f) + ne−2hg(∇f,∇h)

= e−2h(∆f+ (n− 2)g(∇h,∇f)).

Proposição 1.4.6. Se Ric e R̃ic denotam respectivamente as curvaturas de Ricci de M

com respeito às métricas g e g̃ = e2hg, então

R̃ij = Rij − (n− 2)∇i∇jh+ (n− 2)∇ih∇jh− (∆h+ (n− 2)|∇h|2)gij. (1.23)

Demonstração. Vide [40].

Corolário 1.4.7. Seja g̃ = e−2hg, então

R̃ = e−2h(R− 2(n− 1)∆h− (n− 2)(n− 1)|∇h|2). (1.24)

1.5 Produto Warped

Nesta seção, abordaremos os conhecimentos sobre Produtos Warped que serão ne-

cessários para os cálculos desenvolvidos nos exemplos de métricas estáticas. Para tal

exposição, nos baseamos nas informações apresentadas em [21], [24] e [38].

Sejam Nn uma variedade Riemanniana n-dimensional e R×Nn a variedade produto
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(n+ 1)-dimensional.

Defina em R×Nn a métrica Riemanniana

⟨, ⟩ = σ∗(dt)2 + (ϕ ◦ σ)2π∗⟨, ⟩N, (1.25)

onde ϕ : R → R é uma função suave positiva, σ : R ×Nn → R e π : R ×Nn → Nn são

as projeções canônicas de R × Nn em cada fator e ⟨, ⟩N é a métrica em Nn. Podemos

escrever por simplicidade,

⟨, ⟩ = dt2 + ϕ2⟨, ⟩N.

Escreveremos M = R ×ϕ Nn para representar a variedade produto R × Nn munida

com a métrica (1.25) e diremos nesse caso que R×ϕNn é o produto warped de R por Nn

com a função warped ϕ. A variedade R é chamada de base e Nn de fibra do produto

warped R×Nn.

Como σ e π são submersões, temos que, dado q = (t,p) ∈ M, σ−1(t) e π−1(p) são

subvariedade de M com dimensão n e 1, respectivamente.

Por exemplo, a subvariedade σ−1(t) é a variedade {t}×Nn com a métrica

⟨, ⟩ = (ϕ(t))2π∗⟨, ⟩N.

Dizemos que σ−1(t) = {t} ×Nn é uma folha de M e π−1(p) = R × {p} é uma fibra de

M.

Ademais, um vetor tangente a M será chamado de vertical se ele for tangente a

uma fibra e um campo de vetores será vertical se for inteiramente composto por vetores

verticais. Analogamente, um vetor tangente a M e normal a uma fibra será chamado de

vetor horizontal e um campo de vetores será horizontal se for composto somente por

vetores horizontais. Veja que, em cada ponto q = (t,p) ∈ M, vetor horizontal em q é

tangente a folha σ−1(t), e vetor vertical em q é tangente a fibra π−1(p).

Observação 1.5.1. Dado X ∈ X(M), tem-se [X,∂t] = 0. De fato, seja {t, x1, . . . , xn} um

sistema de coordenadas em M = R×ϕ Nn. Assim, se h ∈ C∞(N) e X =
∑

i αi∂i, então

∂t(X(h)) = ∂t

(∑
i

αi∂i(h)

)
=

∑
i

∂t (αi∂i(h))

=
∑
i

{∂t (αi)∂i(h) + αi∂t (∂i(h))} .
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Como αi não depende de t, então ∂t (αi) = 0.

Usando o Teorema de Schwarz do Rn, obtemos

∂t(X(h)) = X (∂t(h)) .

Portanto o colchete [X,∂t] = 0.

Proposição 1.5.2. Sejam M = R×ϕN
n e X ∈ X(M), ou seja, X é um campo horizontal.

Então:

(i) ∇X∂t = ∇∂t
X =

ϕ ′

ϕ
X,

(ii) ∇∂t
∂t = 0.

Demonstração. (i) Devemos notar que ⟨∇X∂t,∂t⟩ = 0. De fato, pela fórmula de Koszul,

temos

2 ⟨∇X∂t,∂t⟩ =X ⟨∂t,∂t⟩+ ∂t ⟨∂t,X⟩− ∂t ⟨X,∂t⟩

− ⟨X, [∂t,∂t]⟩+ ⟨∂t, [∂t,X]⟩+ ⟨∂t, [X,∂t]⟩ .

Com exceção dos termos ⟨∂t, [∂t,X]⟩ e ⟨∂t, [X,∂t]⟩ todos os outros termos são nulos, de

forma que a equação acima reduz-se a

2 ⟨∇X∂t,∂t⟩ = ⟨∂t, [∂t,X]⟩+ ⟨∂t, [X,∂t]⟩ .

Como o colchete de campos é anti-simétrico, ou seja, [X, Y] = −[Y,X],∀X, Y ∈ X(M),

temos ⟨∇X∂t,∂t⟩ = 0. Logo, ∇X∂t é horizontal.

Segue da observação (1.5.1) e da simetria da conexão afim de Mn+1 que ∇∂t
X = ∇X∂t.

Para mostrarmos que ∇X∂t =
ϕ ′

ϕ
X, tome Y um campo horizontal. Desse modo,

2 ⟨∇X∂t, Y⟩ = X ⟨∂t, Y⟩+ ∂t⟨Y,X⟩− Y ⟨X,∂t⟩

− ⟨X, [∂t, Y]⟩+ ⟨∂t, [Y,X]⟩+ ⟨Y, [X,∂t]⟩

= ∂t⟨Y,X⟩+ ⟨∂t, [Y,X]⟩ = ∂t⟨Y,X⟩,

onde usamos a observação (1.5.1) e na última equação que [X, Y] ∈ X(M) é ortogonal a

∂t.

Da definição da métrica de Mn+1, (1.25), segue que
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2 ⟨∇X∂t, Y⟩ = ∂t

(
ϕ2⟨X, Y⟩N

)
,

pois (πR)∗ (X) = 0,∀X ∈ X(N).

Assim, como ∂t (⟨X, Y⟩N) = 0, então

2 ⟨∇X∂t, Y⟩ = ∂t

(
ϕ2
)
⟨X, Y⟩N = 2ϕ∂t(ϕ)⟨X, Y⟩N =

2ϕ′ϕ2

ϕ
⟨X, Y⟩N.

Novamente da definição da métrica, temos ⟨X, Y⟩ = ϕ2⟨X, Y⟩N, assim,

⟨∇X∂t, Y⟩ =
〈
ϕ′

ϕ
X, Y

〉
. (1.26)

Agora generalizaremos para um campo Z ∈ X(M) arbitrário. Como Z = Z∗ + ⟨Z,∂t⟩∂t,

onde Z∗ = (πN)∗ (Z), então

⟨∇X∂t,Z⟩ = ⟨∇X∂t,Z
∗⟩+ ⟨Z,∂t⟩ ⟨∇X∂t,∂t⟩ = ⟨∇X∂t,Z

∗⟩

=

〈
ϕ′

ϕ
X,Z∗

〉
=

〈
ϕ′

ϕ
X,Z

〉
,

onde usamos a Equação (1.26) e ⟨∇X∂t,∂t⟩ = 0. Como Z é arbitrário, segue que ∇X∂t =
ϕ′

ϕ
X.

Agora provaremos o item (ii). Iniciamos mostrando que ⟨∇∂t
∂t,∂t⟩ = 0.

De fato, pela compatibilidade da conexão com a métrica, temos

⟨∇∂t
∂t,∂t⟩ = ∂t (⟨∂t,∂t⟩) − ⟨∇∂t

∂t,∂t⟩ ,

o que implica em

⟨∇∂t
∂t,∂t⟩ =

1

2
∂t(1) = 0. (1.27)

Com o mesmo racioćınio e o item (i) dessa proposição vamos mostrar que ⟨∇∂t
∂t , X⟩ = 0.

De fato,

⟨∇∂t
∂t,X⟩ = ∂t (⟨∂t,X⟩) − ⟨∂t,∇∂t

X⟩ ,

resultando em

⟨∇∂t
∂t,X⟩ = ∂t (⟨∂t,X⟩) +

〈
∂t,

ϕ′

ϕ
X

〉
.

Como ⟨∂t,X⟩ = 0, então
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⟨∇∂t
∂t,X⟩ = 0. (1.28)

Segue de (1.27) e (1.28) que ∇∂t
∂t, é horizontal e vertical. Logo é nulo e isto conclui a

demonstração.

Para finalizar esta seção, forneceremos algumas informações do tensor de Riemann em

relação a vetores horizontais.

Proposição 1.5.3. (O’Neill) Sejam U,V ,W ∈ X(M). Escrevamos então U = U∗ +

⟨U,∂t⟩∂t,V = V∗ + ⟨V ,∂t⟩∂t e W = W∗ + ⟨W,∂t⟩∂t, onde Z∗ = (πN)∗(Z) é a projeção

do campo Z ∈ X(M) sobre a fibra Nn. Então:

(i) R(U∗,V∗)∂t = 0;

(ii) R(U∗,∂t)W
∗ = −R(∂t,U

∗)W∗ = −⟨U∗,W∗⟩ϕ
′′

ϕ
∂t = −(⟨U,W⟩−⟨U,∂t⟩⟨W,∂t⟩)

ϕ ′′

ϕ
∂t;

(iii) R(U∗,∂t)∂t =
ϕ ′′

ϕ
U∗ =

ϕ ′′

ϕ
(U− ⟨U,∂t⟩∂t);

(iv) R(∂t,V
∗)W∗ = ⟨V∗,W∗⟩ϕ

′′

ϕ
∂t = (⟨V ,W⟩− ⟨V ,∂t⟩⟨W,∂t⟩)

ϕ ′′

ϕ
∂t;

(v) R(∂t,V
∗)∂t = −R(V∗,∂t)∂t = −

ϕ ′′

ϕ
V∗ = −

ϕ ′′

ϕ
(V − ⟨V ,∂t⟩∂t);

(vi) R(∂t,∂t) = 0.

Demonstração. Vide 7.42 de [38].
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Exemplos e propriedades

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar alguns exemplos das métricas estudadas nesta

dissertação, bem como expôr relações essenciais para a demonstração dos resultados pos-

teriores.

Iniciaremos relembrando a definição de métricas V-estáticas fazendo a seguinte análise.

Note que as equações (3) e (5) podem ser unificadas desta forma:

Pela definição (0.0.1), segue que a métrica CPE (Mn,g, f̃) satisfaz

−(∆f̃)gij +∇i∇jf̃− f̃Rij = Rij −
R

n
gij,

onde R é uma constante.

Faça f̃ = f− 1. Desse modo,

−(∆f)gij +∇i∇jf− (f− 1)Rij = Rij −
R

n
gij, (2.1)

o que implica em

−(∆f)gij +∇i∇jf− fRij = −
R

n
gij, (2.2)

onde −
R

n
é uma constante. Obviamente, (2.2) é uma equação V-estática. Sendo assim,

resumimos a equação da métrica CPE e a equação da métrica V-estática desse modo:

−(∆f)gij +∇i∇jf− fRij = κgij, (2.3)

onde κ é uma constante. Tomando o traço na fórmula acima,

∆f = −
fR+ nκ

n− 1
. (2.4)

Subtituindo (2.4) em (2.3),

fRij −∇i∇jf−
fR

n− 1
gij =

κ

n− 1
gij. (2.5)

30
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Sendo (Mn,g, f) uma solução não-trivial da Equação (3) Einstein, então aplicando o

Teorema de Obata [37], podemos deduzir que (Mn,g) é isométrica à esfera padrão. Esse

é o único exemplo de métrica CPE que conhecemos até os dias atuais, e essa questão

gerou a conjectura CPE exposta na introdução deste mesmo trabalho.

Exemplo 2. Considere Sn ∈ Rn+1 e f : Sn → R a função altura definida por f(x1, ..., xn+1) =

xn+1. Desse modo, Hessf = −fg, −∆f = nf e Ric = (n − 1)g (ver o apêndice da dis-

sertação [42]), o que implica em

−(∆f)g+Hessf− fRic = nfg− fg− f(n− 1)g = 0,

e por outro lado,

Ric−
R

n
= 0.

Observação 2.0.1. No presente exposto, iremos considerar somente a tripla estática

positiva, isto é, o caso em que R > 0. De fato, tomando o traço em

−(∆f)g+Hessf− fRic = 0,

obtemos

∆f = −
R

n− 1
f. (2.6)

Multiplicando por f em ambos os lados,

f∆f = −
R

n− 1
f2. (2.7)

Porém, div(f∇f) = |∇f|2 + f∆f. Substituindo (2.7) e integrando, vale∫
M

(
|∇f|2 −

R

n− 1
f2
)
dMg = 0.

Supondo R ⩽ 0, temos

|∇f|2 =
R

n− 1
f2,

o que implica em |∇f|2 = 0, e, consequentemente, f = 0 (caso trivial).

Apresentaremos agora alguns exemplos de métricas estáticas.

Exemplo 3. (Espaço de Schwarzschild) Para alguma constante m ∈
(
0,

√
(n− 2)n−2

nn

)
,

consideremos o espaço de Schwarzschild definido por(
M = [r1, r2]× Sn−1,g =

1

1− 2mt2−n − t2
dt2 + t2s, f(t) =

√
1− 2mt2−n − t2

)
,
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onde 0 < r1 < r2 são ráızes de f e s denota a métrica canônica de Sn−1. Neste caso,

trata-se de uma tripla estática positiva conformemente plana que não satisfaz a condição

de Ricci paralelo. De fato, definamos

g̃ = dt2 + ϕ2(t)s,

onde ϕ(t) = t
√
1− 2mt2−n − t2.

Veja que

1

1− 2mt2−n − t2
g̃ =

1

1− 2mt2−n − t2
(dt2 + ϕ2(t)s)

=
1

1− 2mt2−n − t2
dt2 +

1

1− 2mt2−n − t2
t2(1− 2mt2−n − t2)s

=
1

1− 2mt2−n − t2
dt2 + t2s

= g.

Desse modo, g̃ é conforme à métrica g.

Afim de facilitar os cálculos, podemos escrever

e2h = (1− 2mt2−n − t2)−1. (2.8)

Portanto, g̃ = e−2hg.

Para o que segue, seja {ẽ1 = ∂t, ẽ2, ..., ẽn} um referencial ortonormal para (M, g̃) com

{ẽi}i⩾2 tangente à esfera Sn−1. Sendo assim, usando a equação de Gauss e a Proposição

(1.5.2),

RSn−1

ijkl = R̃M
ijkl + (siksjl − silsjk)

= R̃M
ijkl +

(
ϕ ′

ϕ

)2

(g̃ikg̃jl − g̃ilg̃jk). (2.9)

Consequentemente, tomando o traço em jl,

RSn−1

ik =

n∑
j=2

R̃ijkj +
ϕ ′2

ϕ2

(
g̃ik(n− 1) −

n∑
j=2

g̃ijg̃jk

)

=

n∑
j=2

R̃ijkj +
ϕ ′2

ϕ2
(g̃ik(n− 1) − g̃ik)

=

n∑
j=2

R̃ijkj +
ϕ ′2

ϕ2
(n− 2)g̃ik. (2.10)

Observe que

R̃M
ik =

n∑
j=1

R̃ijkj = R̃i1k1 +

n∑
j=2

R̃ijkj,
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ou seja,
n∑

j=2

R̃ijkj = R̃M
ik − R̃i1k1.

Desse modo, substituindo em (2.10),

RSn−1

ik = R̃M
ik − R̃i1k1 +

ϕ ′2

ϕ2
(n− 2)g̃ik,

e, utilizando a Proposição (1.5.3), segue que

R̃M
ik = RSn−1

ik + R̃i1k1 −
ϕ ′2

ϕ2
(n− 2)g̃ik

= RSn−1

ik +

(
−

ϕ ′′

ϕ
g̃ik

)
−

ϕ ′2

ϕ2
(n− 2)g̃ik.

Consequentemente,

R̃M
ik =

n− 2

ϕ2
g̃ik −

ϕ ′′

ϕ
g̃ik −

ϕ ′2

ϕ2
(n− 2)g̃ik

=

[
−
ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃ik, (2.11)

para todo 2 ⩽ i,k ⩽ n.

Vejamos agora que, para todo i ⩾ 2, R̃ic
M
(∂t, ei) = 0 e R̃ic

M
(∂t,∂t) = −

ϕ ′′

ϕ
(n− 1).

De fato,

R̃ic
M
(∂t, ei) =

n∑
j=1

⟨R̃(∂t, ej)ei, ej⟩ = 0. (2.12)

Outrossim,

R̃ic
M
(∂t,∂t) =

n∑
i=1

⟨R̃(∂t, ei)∂t, ei⟩

=

n∑
i=2

⟨R̃(∂t, ei)∂t, ei⟩

=

n∑
i=2

⟨−∇̃∂t∇̃ei
∂t+ ∇̃ei

∇̃∂t∂t+ ∇̃[∂t,ei]∂t, ei⟩.

Fazendo uso da Proposição (1.5.2) e utilizando o fato de ∇̃ ser a conexão de Levi-Civita,

em particular, [∂t, ei] = ∇̃∂tei − ∇̃ei
∂t = 0,

R̃ic
M
(∂t,∂t) =

n∑
i=2

〈
− ∇̃∂t

(
ϕ ′

ϕ
ei

)
, ei

〉
,

em consonância com as propriedades de conexão e a Proposição (1.5.2),

R̃ic
M
(∂t,∂t) =

n∑
i=2

〈
−

(
ϕ ′

ϕ

) ′

ei −
ϕ ′

ϕ
∇̃∂tei, ei

〉
.
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Sendo assim,

R̃ic
M
(∂t,∂t) =

n∑
i=2

[
−

(
ϕ ′′ϕ− ϕ ′2

ϕ2

)
−

(
ϕ ′

ϕ

)2]
⟨ei, ei⟩

=

[
−

ϕ ′′

ϕ
+

(
ϕ ′

ϕ

)2

−

(
ϕ ′

ϕ

)2] n∑
i=2

⟨ei, ei⟩

= −
ϕ ′′

ϕ
(n− 1). (2.13)

Através dessas informações, conseguimos desenvolver os cálculos para obter o tensor de

Ricci. Com efeito,

R̃ic
M
(X, Y) = R̃ic

M
( n∑

i=1

xiẽi,

n∑
j=1

yjẽj

)
=

∑
i,j

xiyjR̃ic
M
(ẽi, ẽj)

=

n∑
i=1

[
xiy1R̃ic

M
(ẽi, ẽ1) +

n∑
j=2

xiyjR̃ic
M
(ẽi, ẽj)

]

= x1y1R̃ic
M
(ẽ1, ẽ1) +

n∑
i=2

xiy1R̃ic
M
(ẽi, ẽ1) +

n∑
j=2

x1yjR̃ic
M
(ẽ1, ẽj)

+

n∑
i,j=2

xiyjR̃ic
M
(ẽi, ẽj).

Utilizando (2.12), temos

R̃ic
M
(X, Y) = x1y1R̃ic

M
(ẽ1, ẽ1) +

n∑
i,j=2

xiyjR̃ic
M
(ẽi, ẽj).

Substituindo (2.13) e (2.11),

R̃ic
M
(X, Y) = x1y1

[
−

ϕ ′′

ϕ
(n− 1)

]
g̃11 +

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)] n∑
i,j=2

xiyjg̃ij.

Façamos µ =

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
afim de reduzir os cálculos. Sendo assim,

R̃ic
M
(X, Y) = −x1y1

(
ϕ ′′

ϕ

)
(n− 1)g̃11 + µg̃

( n∑
i⩾2

xiẽi,

n∑
j⩾2

yjẽj

)
= −x1y1

(
ϕ ′′

ϕ

)
(n− 1)g̃11 + µg̃(X− x1ẽ1, Y − y1ẽ1)

= −x1y1

(
ϕ ′′

ϕ

)
(n− 1)g̃11 + µg̃(X, Y) − µy1g̃(X, ẽ1) − µx1g̃(ẽ1, Y)

+µx1y1g̃(ẽ1, ẽ1).
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Fazendo uso de (2.11), note que

µy1g̃(X, ẽ1) = µy1g̃

( n∑
i=1

xiẽi, ẽi

)
= µy1g̃(x1ẽ1, ẽ1) = µx1y1g̃(ẽ1, ẽ1),

e, analogamente,

µx1g̃(ẽ1, Y) = µx1y1g̃(ẽ1, ẽ1).

Logo,

R̃ic
M
(X, Y) = µg̃(X, Y) +

(
− µ− (n− 1)

ϕ ′′

ϕ

)
x1y1g̃(ẽ1, ẽ1)

= µg̃(X, Y) +

[
ϕ ′′

ϕ
− (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)
− (n− 1)

ϕ ′′

ϕ

]
dt2(X, Y)

= µg̃− (n− 2)

[
ϕ ′′

ϕ
+

1− ϕ ′2

ϕ2

]
dt2.

Portanto,

R̃ic
M
(X, Y) =

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃− (n− 2)

[
ϕ ′′

ϕ
+

1− ϕ ′2

ϕ2

]
dt2. (2.14)

Ademais, através da expressão acima podemos obter a curvatura escalar da métrica g̃.

Note que

Rg̃ = RicMg̃ (∂t,∂t) + RicMg̃ (ẽ2, ẽ2) + ...+ RicMg̃ (ẽn, ẽn)

=

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
− (n− 2)

(
ϕ ′′

ϕ
+

1− ϕ ′2

ϕ2

)
+

n∑
i=2

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃(ẽi, ẽi)

= −
ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

1− ϕ ′2

ϕ2
− (n− 2)

ϕ ′′

ϕ
− (n− 2)

1− ϕ ′2

ϕ2

+

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
(n− 1)

= −2(n− 1)
ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)(n− 1)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)
= (n− 1)

[
− 2

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
.

Desse modo,

Rg̃ = (n− 1)

[
− 2

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
. (2.15)

Agora, desde que as métricas g e g̃ são conformes, por meio da Equação (1.24), vale a

seguinte relação

Rg = e−2h(Rg̃ − 2(n− 1)∆g̃h− (n− 2)(n− 1)|∇g̃h|2). (2.16)
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Calculemos ∆g̃h e ∇g̃h, para assim substituirmos na expressão acima. Note que,

∇g̃h =

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
∂t, (2.17)

então

Hessg̃h(ẽi, ẽj) = ⟨∇g̃
ẽi
∇g̃h, ẽj⟩

=

〈
∇g̃

ẽi

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
∂t, ẽj

〉
=

〈
ẽi

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
∂t+

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
∇g̃

ẽi
∂t, ẽj

〉
= ẽi

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
⟨∂t, ẽj⟩g̃ +

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
⟨∇g̃

ẽi
∂t, ẽj⟩g̃.

Levando em consideração o item (i) de (1.5.2), temos que

Hessg̃h(ẽi, ẽj) =

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
ϕ ′

ϕ
g̃(ẽi, ẽj), (2.18)

para todo i, j ⩾ 2. Logo,

∆g̃h = Hessg̃h(∂t,∂t) +

n∑
i,j=2

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
ϕ ′

ϕ
g̃(ẽi, ẽj)

= Hessg̃h(∂t,∂t) +

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
ϕ ′

ϕ
(n− 1). (2.19)

Como, pelo item (ii) de (1.5.2), ∇g̃
∂t∂t = 0, segue que

Hessg̃h(∂t,∂t) = ∂t

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
⟨∂t,∂t⟩g̃

= −
1

t2
−

ϕ ′′ϕ− ϕ ′ϕ ′

ϕ2

= −
1

t2
−

ϕ ′′

ϕ
+

(
ϕ ′

ϕ

)2

.

Substituindo em (2.19),

∆g̃h = −
1

t2
−

ϕ ′′

ϕ
− (n− 2)

(
ϕ ′

ϕ

)2

+ (n− 1)
ϕ ′

tϕ
. (2.20)

Outrossim, por (2.17), é fácil ver que

|∇g̃h|
2 =

1

t2
−

2ϕ ′

tϕ
+

(
ϕ ′

ϕ

)2

. (2.21)

Por fim, substituindo as expressões (2.20),(2.21) e (2.15) em (2.16), podemos verificar

que

Rg =e−2h

{
(n− 1)

[
− 2

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
− 2(n− 1)

[
−

1

t2
−

ϕ ′′

ϕ
− (n− 2)

(
ϕ ′

ϕ

)2

+ (n− 1)
ϕ ′

tϕ

]
− (n− 1)(n− 2)

[
1

t2
−

2ϕ ′

tϕ
+

(
ϕ ′

ϕ

)2]}
.
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Desenvolvendo a expressão, obtemos

Rg = e−2h

{
(n− 1)(n− 2)

1

ϕ2
+ 2

1

t2
(n− 1)[2− (n− 2)] − (n− 1)[(n− 1) − (n− 2)]

2ϕ ′

tϕ

}
= e−2h

[
(n− 1)(n− 2)

1

ϕ2
−

1

t2
(n− 1)(n− 4) − (n− 1)

2ϕ ′

tϕ

]
= (n− 1)e−2h

[
(n− 2)

ϕ2
−

(n− 4)

t2
−

2ϕ ′

tϕ

]
.

Consequentemente, a curvatura escalar Rg será dada por

Rg = (n− 1)e−2h

[
(n− 2)

ϕ2
−

(n− 4)

t2
−

2ϕ ′

tϕ

]
. (2.22)

que após algumas simplificações temos Rg = n(n− 1).

Através dessas informações estamos prontos para calcular o tensor de Weyl na métrica

g̃. Para isto, considere inicialmente o caso i, j,k, l ∈ {2, ..n} (os demais casos são feitos

de modo análogo). Sendo assim, pela Equação (1.11),

W̃ijkl =
˜RM
ijkl −

1

n− 2
RicMg̃ 7 g̃+

Rg̃

2(n− 1)(n− 2)
g̃ 7 g̃.

Substituindo (2.14), (2.15), e usando novamente a Equação de Gauss (2.9),

W̃ijkl = RSn−1

ijkl −

(
ϕ ′

ϕ

)2(
g̃ 7 g̃

2

)
−

1

n− 2

[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃ 7 g̃

+
1

2(n− 2)

[
− 2

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃ 7 g̃

= RSn−1

ijkl −
1

ϕ2

(
g̃ 7 g̃

2

)
. (2.23)

Note que,

RSn−1

ijkl =
〈
RSn−1

(ẽi, ẽj)ẽk, ẽl

〉
g̃

= ϕ2
〈
RSn−1

(ẽi, ẽj)ẽk, ẽl

〉
s

= ϕ2
(
⟨ẽi, ẽk⟩s⟨ẽj, ẽl⟩s − ⟨ẽi, ẽl⟩s⟨ẽj, ẽk⟩s

)
= ϕ2

(
1

ϕ2
g̃ik

1

ϕ2
g̃jl −

1

ϕ2
g̃il

1

ϕ2
g̃jk

)
=

1

ϕ2
(g̃ikg̃jl − g̃ilg̃jk).

Substituindo em (2.23), conclúımos que

W̃ijkl =
1

ϕ2
(g̃ikg̃jl − g̃ilg̃jk) −

1

ϕ2

(
g̃ 7 g̃

2

)
= 0, (2.24)
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isto é, W̃ijkl = 0, para todo i, j,k, l ∈ {2, ...,n}, e como nos demais casos também obtemos

que o tensor de Weyl na métrica g̃ se anula, segue que W̃ = Wg̃ ≡ 0. Portanto, pelo que

já sabemos, o mesmo ocorre com a métrica g, ou seja, (M,g) é conformemente plana.

Para o que se segue, devemos notar que, se {ẽi} representa um referencial ortonormal para

g̃, então {e1 = e−h∂t, e2 = e−hẽ2, ..., en = e−hẽn} define um referencial ortonormal na

métrica g. Note que, de (2.8) obtemos

e−h = f =
√
1− 2mt2−n − t2. (2.25)

Denotando por ∇gf e ∇g̃f o gradiente de f com respeito as métricas g e g̃ respectivamente,

segue da Proposição (1.4.2) e da Equação (2.25) que

∇gf = e−2h∇g̃f = e−2hm(n− 2)t1−n − t

e−h
∂t = (m(n− 2)t1−n − t)e1. (2.26)

Ademais,

Hessgf(ei, ej) =
〈
∇g

ei
∇gf, ej

〉
=

〈
∇g

ei
(m(n− 2)t1−n − t)e1, ej

〉
g

= ei(m(n− 2)t1−n − t)⟨e1, ej⟩g

+(m(n− 2)t1−n − t)
〈
∇g

ei
e1, ej

〉
g
,

ou seja,

Hessgf(ei, ej) = ei(m(n− 2)t1−n − t)⟨e1, ej⟩g + (m(n− 2)t1−n − t) ⟨∇ẽi
e1, ẽj⟩g̃ .

Fazendo uso da Proposição (1.4.3) e do fato que e1 = e−h∂t = f∂t, obtemos

Hessgf(ei, ej) = ei(m(n− 2)t1−n − t)⟨ei, ej⟩g + (m(n− 2)t1−n − t)

[〈
∇g̃

ẽi
f∂t, ẽj

〉
g̃

+ẽi(h)⟨e1, ẽj⟩g̃ + e1(h)⟨ẽi, ẽj⟩g̃ − fh ′⟨ẽi,∂t⟩g̃⟨∂t, ẽj⟩g̃
]
.

Em particular, para i, j ⩾ 2,

Hessgf(ei, ej) = (m(n− 2)t1−n − t)

[
f
〈
∇g̃

ẽi
∂t, ẽj

〉
g̃
+ e1(h)g̃(ẽi, ẽj)

]
. (2.27)

Pelo item (ii) da Proposição (1.5.2), é válido que

∇g̃
ẽi
∂t =

ϕ ′

ϕ
ẽi, (2.28)
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para todo i, j ⩾ 2. Levando em consideração que e1(h) =

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
f e substituindo esse

fato, juntamente com (2.28) em (2.27), chegamos a uma forma mais simplificada para

Hessgf(ei, ej) com i, j ⩾ 2, a saber,

Hessgf(ei, ej) = (m(n− 2)t−n − 1)fgij. (2.29)

Tomando o traço na expressão acima, obtemos

∆gf = Hessgf(ei, ej) + (m(n− 2)t−n − 1)f(n− 1).

Desenvolvendo Hessgf(ei, ej), observamos que

Hessgf(ei, ej) = e1(m(n−2)t1−n−t)⟨e1, e1⟩g+(m(n−2)t1−n−t)[f ′+fh ′+e1(h)−fh ′],

onde utilizamos o fato que e1 = f∂t e ∇g̃
∂t∂t = 0.

Assim,

∆gf = e1(m(n− 2)t1−n − t)⟨e1, e1⟩g + (m(n− 2)t1−n − t)[f ′ + fh ′ + e1(h) − fh ′]

+(m(n− 2)t−n − 1)f(n− 1)

= e1(m(n− 2)t1−n − t) + (m(n− 2)t1−n − t)[f ′ + e1(h)]

+(m(n− 2)t−n − 1)f(n− 1)

= (m(n− 2)t1−n − t)f+ (m(n− 2)t1−n − t)

[
f ′ +

(
1

ϕ
−

ϕ ′

ϕ

)
f

]
m(n− 2)(n− 1)t−nf− f(n− 1).

Portanto, por meio de cálculos simples, é posśıvel concluir que ∆gf = −nf, o que implica

−(∆gf)gij +Hessgf(ei, ej) = (m(n− 2)t−n + n− 1)fgij. (2.30)

Agora, basta verificar que

Ricg(ei, ej) = (m(n− 2)t−n + n− 1)gij.

Pela Proposição (1.4.6), temos que as curvaturas de Ricci nas métricas g e g̃ se relacionam

da seguinte forma

Ricg (ei, ej) = Ricg̃ (ei, ej) − (n− 2)∇2
g̃h (ei, ej) + (n− 2)∇g̃

ei
h∇g̃

ej
h

−
(
∆g̃h+ (n− 2) |∇g̃h|

2
)
g̃ (ei, ej) .
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Mas, para i, j ⩾ 2, por (2.17), obtemos

Ricg (ei, ej) = Ricg̃ (ei, ej) − (n− 2)∇2
g̃h (ei, ej) −

(
∆g̃h+ (n− 2) |∇g̃h|

2
)
g̃ (ei, ej) .

Como e−2h = f2, podemos reescrever a expressão acima como

Ricg (ei, ej) = f2
{
Ricg̃ (ẽi, ẽj) + (2− n)∇2

g̃h (ẽi, ẽj) +
(
−∆g̃h+ (2− n) |∇g̃h|

2
)
g̃ (ẽi, ẽj)

}
.

(2.31)

Por (2.11),(2.18),(2.19) e (2.21),

Ricg(ei, ej) = f2

{[
−

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
1− ϕ ′2

ϕ2

)]
g̃(ẽi, ẽj) + (2− n)

(
1

t
−

ϕ ′

ϕ

)
ϕ ′

ϕ
g̃(ẽi, ẽj)

+

[(
1

t2
+

ϕ ′′

ϕ
+ (n− 2)

(
ϕ ′

ϕ

)2

− (n− 1)
ϕ ′

tϕ

)
+(2− n)

(
1

t2
+

(
ϕ ′

ϕ

)2

−
2ϕ ′

tϕ

)]
g̃(ẽi, ẽj)

}

= f2
[
(n− 2)

ϕ2
−

ϕ ′

tϕ
−

(n− 3)

t2

]
g̃(ẽi, ẽj),

para todo i, j ⩾ 2. Tendo em vista que ϕ = tf = t
√
1− 2mt2−n − t2, temos

Ricg (ei, ej) =
1

t2

{
n− 2− (n− 3)

(
1− 2mt2−n − t2

)
−

ϕ′ϕ

t

}
g (ei, ej)

=
1

t2

{
n− 2− (n− 2)

(
1− 2mt2−n − t2

)
−
(
m(n− 2)t2−n − t2

)}
g (ei, ej) .

Dáı,

Ricg (ei, ej) = (mt−n(n− 2) + n− 1)g (ei, ej) , (2.32)

como queŕıamos. Finalmente, por (2.30) e (2.32),

−(∆gf)gij +Hessgf(ei, ej) − fRicg(ei, ej) = 0, (2.33)

para todo i, j ⩾ 2.

Destacamos que os demais casos são feitos de modo similar. Além disso, f > 0 em int

M e se anula nas duas componentes do bordo. Portanto, provamos que (M,g, f) é uma

métrica estática positiva.

Por fim, note que ∇Ric ̸= 0, isto é, (M,g) não possui Ricci paralelo. Para ver esse

último fato, basta observar que, para todo i, j ⩾ 2,

∇1Rij = E1(m(n− 2)t−n + (n− 1))gij = −mn(n− 2)t−n−1fgij ̸= 0.
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Exemplo 4. Cilindro sobre Sn−1 com métrica produto([
0,

π√
n

]
× Sn−1,g = dt2 +

n− 2

n
s, f(t) = sen(

√
nt)

)
,

onde s representa a métrica canônica de Sn−1. Tal estrutura define uma tripla estática

positiva não-Einstein, conformemente plana e que satisfaz a condição de Ricci paralelo.

De fato, afim de calcular a curvatura de Ricci de tal variedade, escolha um referencial or-

tonormal {e1, e2, ..., en} para M, onde {ei}i⩾2 representa um referencial ortogonal tangente

a Sn−1. Dáı, pela equação de Gauss,

RSn−1

ijkl = RM
ijkl + (siksjl − silsjk)

= RM
ijkl + 0(̇gikgjl − gilgjk)

= RM
ijkl,

onde usamos na segunda igualdade o item (ii) da Proposição (1.5.2).

Outrossim,

RSn−1

ijkl =
〈
RSn−1

(ei, ej)ek, el

〉
g

=
n− 2

n

〈
RSn−1

(ei, ej)ek, el

〉
s

=
n− 2

n
(siksjl − silsjk)

=
n− 2

n

(
n

n− 2
gik

n

n− 2
gjl −

n

n− 2
gil

n

n− 2
gjk

)
=

n

n− 2
(gikgjl − gilgjk),

para todo 2 ⩽ i, j,k, l ⩽ n. Vejamos ainda que, para todo i ⩾ 2,

RicM(∂t, ei) =

n∑
j=1

⟨R(∂t, ej)ei, ej⟩ = 0,

e,

RicM(∂t,∂t) = 0,

pois ϕ(t) =

√
n− 2

n
= cte.

Dáı, para todo 0 ⩽ i ⩽ n, vemos que a curvatura de Ricci de M tem a seguinte expresssão

Ric = −ndt2 + ng. (2.34)

Isso implica que (M,g) tem Ricci paralelo, entretanto não é uma variedade de Einstein.

Além disso, tome o traço em (2.34) para ver que a curvatura escalar é dada por R =
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n(n − 1). Agora, vejamos que (M,g) é conformemente plana. Com efeito, pela equação

(1.11), temos

Wijkl =
n

n− 2

(
g 7 g

2

)
−

1

n− 2
ng 7 g+

n(n− 1)

2(n− 1)(n− 2)
g 7 g

= 0.

Por fim, verificaremos que a equação fundamental é satisfeita. Para isto, veja que

∇f ◦ πI =
√
ncos(

√
nt)∂t,

e,

Hessf(ei, ej) = ⟨∇ei
∇f, ej⟩

=
√
n⟨∇ei

(cos(
√
nt)∂t), ej⟩

=
√
n⟨−

√
nsen(

√
nt)ei(πI)∂t+ cos(

√
nt)∇ei

∂t, ej⟩

= −nsen(
√
nt)⟨ei,∂t⟩⟨ej,∂t⟩. (2.35)

E, consequentemente,

∆f = −nsen(
√
nt). (2.36)

Assim, deduzimos a seguinte equação

−∆fgij +∇i∇jf− fRij = nsen(
√
nt)gij − nsen(

√
nt)⟨ei,∂t⟩⟨ej,∂t⟩− sen(

√
nt)Rij.

Vamos analisar agora separadamente cada um dos casos:

• Caso 1: 2 ⩽ i, j ⩽ n. Neste caso, Rij = ngij e Hessf(ei, ej) = 0.

Desse modo, fazendo uso de (2.36),

−∆fgij +∇i∇jf− fRij = nsen(
√
nt)gij − sen(

√
nt)gij = 0.

• Caso 2: i = 1 e j ⩾ 2. Neste caso, Rij = 0 = Hessf(ei, ej).

Logo, utilizando (2.36),

−∆fgij +∇i∇jf− fRij = 0.

• Caso 3: i = j = 1. Neste caso, Rij = 0 e Hessf(ei, ej) = −nsen(
√
nt).

Sendo assim,

−∆fgij +∇i∇jf− fRij = +nsen(
√
nt) − nsen(

√
nt) = 0.

Portanto, (M,g, f) é uma métrica estática positiva.



Caṕıtulo 2. Exemplos e propriedades 43

Agora vejamos alguns exemplos de métricas cŕıticas constrúıdos por Miao e Tam [35].

Iniciamos com a bola geodésica do espaço Euclidiano com métrica canônica.

Exemplo 5. (Bola geodésica em Rn) Considere Mn ⊂ Rn uma bola geodésica centrada

na origem de raio R0 e a função f definida por f(x) =
R0

2

2(n− 1)
−

|x|2

2(n− 1)
. Considere

em Rn a métrica canônica g e em M a métrica induzida.

Dessa forma, a função f pode ser escrita como

f(x) =
R0

2

2(n− 1)
−

(x1
2 + x2

2 + ...+ xi
2 + ...+ xn

2)

2(n− 1)
.

Calculando a derivada parcial de f em relação a xi,

∂f

∂xi
=

∂

∂xi

(
R0

2

2(n− 1)
−

x1
2 + x2

2 + ...+ xi
2 + ...+ xn

2

2(n− 1)

)
=

∂

∂xi

(
R0

2

2(n− 1)

)
−

∂

∂xi

(
x1

2 + x2
2 + ...+ xi

2 + ...+ xn
2

2(n− 1)

)
= −

2xi
2(n− 1)

= −
xi

n− 1
.

Agora derivando em relação a xj,

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
=

∂

∂xi

(
−

xj

n− 1

)
= −

1

n− 1

∂

∂xi
(xj) = −

1

n− 1
gij.

Portanto,

Hessf = ∇2f = ∇i∇jf

=
∂2f

∂xi∂xj

= −
1

n− 1
gij.

Tomando o traço em relação a i e j, segue que

∆f = gij∇2f = gij

(
−

1

n− 1
gij

)
= −

1

n− 1
gijgij = −

n

n− 1
.

Tendo em vista que em M temos a métrica restrita do Rn, então Ric = 0.

Logo,

−∆fg+Hessf− fRic =
n

n− 1
g−

n

n− 1
g = g.

Note ainda que f−1(0) = ∂M.De fato, resolvendo a equação f(x) = 0, vemos que

0 = f(x) =
R0

2

2(n− 1)
−

|x|2

2(n− 1)
,

o que implica em R2
0 = |x|2.

Destarte, f−1(0) = ∂M. Sendo assim, conclúımos que (Mn,g, f) é uma métrica cŕıtica

de Miao-Tam.
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Agora segue um exemplo constrúıdo no espaço hiperbólico.

Exemplo 6. (Bola geodésica em Hn) Considere a variedade Ln+1 = (Rn+1,ds2), onde

ds2 = dx21 + ... + dx2n − dt2. Considere Hn = {(x1, ..., xn, t) ∈ Rn+1; x21 + ... + x2n − t2 =

−1, t ⩾ 1} mergulhado em Rn,1, e seja g a métrica induzida. Nessas condições g é uma

métrica Riemanniana.

Agora fixe p = (0, ..., 0, 1) ∈ Hn e considere Mn ⊂ Hn uma bola geodésica centrada

em p de raio R0 e a função f definida por f(x1, ..., xn, t) =
1

n− 1

(
1 −

coshr

coshR0

)
=

1

n− 1

(
1−

t

coshR0

)
, onde r é a distância geodésica de (x1, ..., xn, t) à p. Assim t = coshr

e t é a função altura.

Note que

∇2f = −
1

(n− 1)coshR0

∇2(t)

= −
t

(n− 1)coshR0

g.

Dáı, conclúımos que ∆f é dado por

∆f = (∇2f)ijg
ij

= −
t

(n− 1)coshR0

gijg
ij

= −
nt

(n− 1)coshR0

.

Tendo em vista que Ric = −(n− 1)g no caso do espaço hiperbólico, temos

−∆fg+∇2f− fRic =
nt

(n− 1)coshR0

g−
t

(n− 1)coshR0

g+
1

n− 1

(
1−

t

coshR0

)
(n− 1)g

=
nt− t+ (n− 1)coshR0 − (n− 1)t

(n− 1)coshR0

g

= g.

Além disso,

0 = f(x1, ..., xn, t) =
1

n− 1

(coshR0 − t)

coshR0

,

o que implica em coshr = t = coshR0.

Destarte, f−1(0) = ∂M. É posśıvel assim concluir que (Mn,g, f) é uma métrica cŕıtica

de Miao-Tam.

Por fim, de modo análogo ao caso anterior, afirmamos que a bola geodésica da es-

fera também é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam. Mais precisamente, temos o seguinte

exemplo.
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Exemplo 7. (Bola geodésica em Sn) Considere Sn ⊂ Rn+1 e p = (0, ..., 0, 1) ∈ Sn.

Sejam Mn ⊂ Sn uma bola geodésica centrada em p de raio R0 <
π

2
e f a função definida

por f(x1, ..., xn, t) =
1

n− 1

(
cosr

cosR0

− 1

)
, onde r é a distância geodésica de (x1, ..., xn, t)

ao ponto p. Desse modo, Hessf = −
cosr

(n− 1)cosR0

g e de maneira análoga ao exemplo

anterior vemos que a Equação (6) é satisfeita. Desde que vale f−1(0) = ∂M, segue que

(Mn,g, f) é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam.



Caṕıtulo 3

Métricas V-estáticas com curvatura

de Ricci não-negativa em dimensão

três

Adiante, apresentaremos alguns lemas para que seja posśıvel realizar as demonstrações

dos teoremas principais.

3.1 Lemas chaves

Lema 3.1.1. Seja (Mn,g), (n ⩾ 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma

solução para

−(∆f)gij +∇i∇jf− fRij = κgij. (3.1)

Então, g tem curvatura escalar constante.

Demonstração. Temos que (divT)i = gjk∇kTij. Desse modo, pela identidade de Ricci,

div(Hessf)i = gjk∇k(Hessf)ij

= gjk∇k∇i∇jf

= ∇j∇i∇jf

= ∇i∇j∇jf+ Rjijl∇lf

= ∇i∆f+ Ril∇lf.

46
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Tomando o divergente em (3.1) e aplicando (1.4), segue que

0 = div(κg) = div(−(∆f)g+Hessf− fRic)

= −∇∆f+∇∆f+ Ric(∇f) − f
1

2
∇R− Ric(∇f)

= −f
1

2
∇R.

Dáı, ∇R ≡ 0 em M \ ∂M. Como ∂M tem medida nula, pela continuidade da curvatura

escalar R e pela conexidade de M, conclúımos que R é constante em M.

Lema 3.1.2. Seja (Mn,g), (n ⩾ 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma

solução para (3.1). Então,

fCkij = ∇hfRhjik +
R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) − (∇kfRij −∇ifRkj).

Demonstração. É de conhecimento que

Ckij = ∇kRij −∇iRkj −
1

2(n− 1)
(∇kRgij −∇iRgkj),

mas, como visto no Lema (3.1.1), a curvatura escalar R é constante.

Desse modo,

Ckij = ∇kRij −∇iRkj.

Derivando (3.1) em relação a k e levando em consideração que ∇kgij = 0, obtemos

0 = ∇k[−(∆f)gij +∇i∇jf− fRij]

= −(∇k∆f)gij +∇k∇i∇jf−∇k(fRij),

o que implica,

∇k(fRij) = ∇k∇i∇jf− (∇k∆f)gij.

Entretanto,

∇k(fRij) = ∇kfRij + f∇kRij.

Logo,

∇kfRij + f∇kRij = ∇k∇i∇jf− (∇k∆f)gij. (3.2)

Derivando (2.4) em relação a k e utilizando o Lema (3.1.1), dá-se que

0 = ∇k[(n− 1)∆f+ Rf+ nκ]

= (n− 1)∇k∆f+∇k(Rf) +∇k(nκ)

= (n− 1)∇k∆f+ R∇kf.
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Dessa forma,

∇k∆f = −
R∇kf

n− 1

que substituindo em (3.2) fornece

∇kfRij + f∇kRij = ∇k∇i∇jf+
R

n− 1
∇kfgij,

ou seja,

f∇kRij = −∇kfRij +∇k∇i∇jf+
R

n− 1
∇kfgij. (3.3)

Trocando k por i,

f∇iRkj = −∇ifRkj +∇i∇k∇jf+
R

n− 1
∇ifgkj. (3.4)

Subtraindo (3.3) por (3.4), temos

f∇kRij−f∇iRkj = (∇k∇i∇jf−∇i∇k∇jf)−(∇kfRij−∇ifRkj)+
R

n− 1
(∇kfgij−∇ifgkj).

Entretanto, pela identidade de Ricci, é sabido que

∇k∇i∇jf−∇i∇k∇jf = Rkijh∇hf.

Portanto,

fCkij = ∇hfRkijh +
R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) − (∇kfRij −∇ifRkj),

e, como Rkijh = Rhjik, segue o resultado.

Lema 3.1.3. Seja (Mn,g), (n ⩾ 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma

solução para (3.1). Então

fRij∇kCkij = fRijRjkRki − fRijRhkRikjh −
1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩− 2Rij∇kfCkij +

nκ

n− 1
|R̊ic|2.

(3.5)

Demonstração. Temos que

Rij∇k(fCkij) = Rij∇kfCkij + fRij∇kCkij.

De acordo com o Lema (3.1.2),

fRij∇kCkij = Rij∇k(fCkij) − Rij∇kfCkij

= Rij∇k

[
∇hfRhjik +

R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) − (∇kfRij −∇ifRkj)

]
−Rij∇kfCkij.



Caṕıtulo 3. Métricas V-estáticas com curvatura de Ricci não-negativa em
dimensão três 49

Utilizando (1.4), é notório que

fRij∇kCkij = Rij∇k∇hfRhjik + Rij∇hf∇kRhjik + Rij

R

n− 1
∇k∇kfgij

−Rij

R

n− 1
∇k∇ifgkj − Rij∇k∇kfRij − Rij∇kf∇kRij + Rij∇k∇ifRkj

+Rij∇if∇kRkj − Rij∇kfCkij

= Rij∇k∇hfRhjik + Rij∇hf∇kRhjik +
R

n− 1
Rijgij∇k∇kf

−
R

n− 1
∇j∇ifRij − |Ric|2∆f− Rij∇kf∇kRij + Rij∇k∇ifRkj

−Rij∇kfCkij

= Rij∇k∇hfRhjik + Rij∇hf∇kRhjik +
R2

n− 1
∆f−

R

n− 1
∇i∇jfRij

−∆f|Ric|2 − Rij∇kf∇kRij + Rij∇k∇ifRkj − Rij∇kfCkij.

Por (1.3) e o fato de R ser constante, temos

∇lRlikj = ∇kRij −∇jRik = Ckij.

Desse modo,

∇kRhjik = −∇kRkihj = ∇jRih −∇hRij = Cjhi.

Utilizando a última identidade, (2.3) e (2.5) obtemos

fRij∇kCkij = Rij

(
fRkh −

fR+ κ

n− 1
gkh

)
Rhjik + Rij∇hfCjhi −

R2

n− 1

Rf+ nκ

n− 1

−
R

n− 1

(
fRij −

fR+ κ

n− 1
gij

)
Rij +

fR+ nκ

n− 1
|Ric|2 − Rij∇kf∇kRij

+Rij

(
fRik −

fR+ κ

n− 1
gik

)
Rkj − Rij∇kfCkij

= −fRkhRijRikjh +
fR|Ric|2

n− 1
+

κ

n− 1
|Ric|2 + Rij∇hfCjhi −

R3f

(n− 1)2

−
nκ

(n− 1)2
R2 −

Rf

n− 1
|Ric|2 +

R3f

(n− 1)2
+

R2κ

(n− 1)2
+

fR

n− 1
|Ric|2

+
nκ

n− 1
|Ric|2 −

1

2
⟨∆f,∇|Ric|2⟩+ fRijRjkRki −

fRgikRijRkj

n− 1
−

κgikRijRkj

n− 1

−Rij∇kfCkij

= −fRkhRijRikjh +
κ(n+ 1)

n− 1
|Ric|2 −

R2κ

n− 1
+

Rf

n− 1
|Ric|2 −

1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩

+fRijRjkRki −
fRgikRijRkj

n− 1
−

κgikRijRkj

n− 1
+ Rij∇hfCjhi − Rij∇kfCkij.
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Por uma mudança de ı́ndices

fRij∇kCkij = fRijRjkRki − fRijRhkRikjh −
1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩− Rij∇kfCkij + Rij∇kfCjki

−
R2κ

n− 1
+

nκ

n− 1
|Ric|2

= fRijRjkRki − fRijRhkRikjh −
1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩− 2Rij∇kfCkij +

nκ

n− 1
|Ric|2

−
R2κ

n− 1

= fRijRjkRki − fRijRhkRikjh −
1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩− 2Rij∇kfCkij +

nκ

n− 1
|R̊ic|2.

A última igualdade advém do seguinte fato

|R̊ic|2 = |Rij −
R

n
gij|

2 = (Rij −
R

n
gij)(Rij −

R

n
gij)

= RijRij − 2
R

n
gijRij +

R2

n2
gijgij

= |Ric|2 − 2
R2

n
+

R2

n2
n

= |Ric|2 −
R2

n
.

Lema 3.1.4. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci não-

negativa. Então

6RijRhjRhi − 5R|Ric|2 + R3 ⩾ 0.

Demonstração. Para algum ponto fixo p ∈ M, escolha uma base ortonormal {e1, e2, e3}

em TpM tal que Rij = ρigij e R = ρ1 + ρ2 + ρ3. Sem perda de generalidade, é posśıvel

assumir 0 ⩽ ρ1 ⩽ ρ2 ⩽ ρ3.

Prosseguindo, denote A = 6RijRhjRhi−5R|Ric|2+R3. Dessa forma, A = 6RijRhjRhi−

5R|Ric|2 + R3 = 6
3∑

i=1

ρi
3 − 5

3∑
i=1

ρi

3∑
j=1

ρj
2 + (

3∑
i=1

ρi)
3.

Note que,

(

3∑
i=1

ρi)
3 = (ρ1 + ρ2 + ρ3)

2

3∑
i=1

ρi

= (ρ1
2 + ρ2

2 + ρ3
2 + 2ρ1ρ2 + 2ρ1ρ3 + 2ρ2ρ3)

3∑
i=1

ρi

=

3∑
i=1

ρi

3∑
j=1

ρj
2 + 2(ρ1ρ2 + ρ1ρ3 + ρ2ρ3)

3∑
i=1

ρi.
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Desse modo,

A = 6

3∑
i=1

ρi
3 − 4

3∑
i=1

ρi

3∑
j=1

ρj
2 + 2(ρ1ρ2 + ρ1ρ3 + ρ2ρ3)(ρ1 + ρ2 + ρ3)

= 6

3∑
i=1

ρi
3 − 4(ρ1

3 + ρ1ρ2
2 + ρ1ρ3

2 + ρ2ρ1
2 + ρ2

3 + ρ2ρ3
2 + ρ3ρ1

2 + ρ3ρ2
2 + ρ3

3)

+2(ρ1
2ρ2 + ρ1

2ρ3 + ρ1ρ2ρ3 + ρ1ρ2
2 + ρ1ρ2ρ3 + ρ2

2ρ3 + ρ1ρ2ρ3 + ρ1ρ3
2 + ρ2ρ3

2).

Agrupando os termos repetidos, segue que

A = 2

3∑
i=1

ρi
3 − 2(ρ1ρ2

2 + ρ1
2ρ2 + ρ1ρ3

2 + ρ1
2ρ3 + ρ2

2ρ3 + ρ2ρ3
2) + 6ρ1ρ2ρ3

= 2(ρ1
3 − ρ1

2ρ2 − ρ1
2ρ3 + ρ2

3 − ρ1ρ2
2 − ρ2

2ρ3 + ρ3
3 − ρ1ρ3

2 − ρ2ρ3
2 + 3ρ1ρ2ρ3)

= 2[ρ1(ρ1
2 − ρ1ρ2 − ρ1ρ3) + ρ2(ρ2

2 − ρ1ρ2 − ρ2ρ3) + ρ3(ρ3
2 − ρ1ρ3 − ρ2ρ3) + 3ρ1ρ2ρ3].

Dispondo ρ1ρ2ρ3 em cada um dos parênteses obtemos

A = 2[ρ1(ρ1
2 − ρ1ρ2 − ρ1ρ3 + ρ2ρ3) + ρ2(ρ2

2 − ρ1ρ2 − ρ2ρ3 + ρ1ρ3)

+ρ3(ρ3
2 − ρ1ρ3 − ρ2ρ3 + ρ1ρ2)]

= 2{ρ1[ρ1(ρ1 − ρ2) − ρ3(ρ1 − ρ2)] + ρ2[ρ2(ρ2 − ρ1) − ρ3(ρ2 − ρ1)]

+ρ3[ρ3(ρ3 − ρ1) − ρ2(ρ3 − ρ1)]}

= 2[ρ1(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ1) − ρ2(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ2)

+ρ3(ρ3 − ρ1)(ρ3 − ρ2)].

Pondo (ρ3 − ρ2) em evidência nas duas últimas expressões, temos

A = 2[ρ1(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ1) + (ρ3 − ρ2)(−ρ2
2 + ρ1ρ2 + ρ3

2 − ρ1ρ3)].

Tal expressão pode ser reescrita como

A = 2{ρ1(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ1) + (ρ3 − ρ2)[(ρ3 − ρ2)(ρ3 + ρ2) + ρ1(ρ2 − ρ3)]}

= 2[ρ1(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ1) + (ρ3 − ρ2)
2(ρ2 + ρ3 − ρ1)].

Portanto,

6RijRhjRhi − 5R|Ric|2 + R3 = 2[ρ1(ρ2 − ρ1)(ρ3 − ρ1) + (ρ3 − ρ2)
2(ρ2 + ρ3 − ρ1)] ⩾ 0,

onde i, j,k são distintos um do outro.

Assim, completamos a prova do lema.
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3.2 Teoremas principais: caso tridimensional

Para provar os teoremas principais, faz-se necessária a utilização de uma fórmula para

div(f2∇|Ric|2), a qual será apresentada a seguir.

Seja (Mn,g), (n ⩾ 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, orientada,

conexa e seja f uma solução suave para (3.1). Nesse contexto, temos que

div(f2∇|Ric|2) = 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ f2∆|Ric|2

= 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ f2∆(RijRij).

Desenvolvendo ∆|Ric|2, deduzimos

div(f2∇|Ric|2) = 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 2f2Rij∆Rij + 2f2⟨∇Rij,∇Rij⟩

= 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 2f2Rij∇k∇kRij + 2f2|∇Ric|2

= 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 2f2Rij∇k(∇kRij −∇iRjk +∇iRjk) + 2f2|∇Ric|2.

Aplicando (1.12), segue que

div(f2∇|Ric|2) = 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 2f2Rij∇k(Ckij +∇iRjk) + 2f2|∇Ric|2

= 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 2f2Rij∇kCkij + 2f2Rij∇k∇iRjk + 2f2|∇Ric|2.

Note que, do Lema (3.1.3),

div(f2∇|Ric|2) = 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 4f2Rij∇kCkij − 2f2Rij∇kCkij + 2f2Rij∇k∇iRjk

+2f2|∇Ric|2

= 2f⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ 4f

(
fRijRjkRki − fRijRhkRikjh −

1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩

−2Rij∇kfCkij +
nκ

n− 1
|R̊ic|2

)
− 2f2Rij∇kCkij + 2f2Rij∇k∇iRjk

+2f2|∇Ric|2

= 4f2RijRjkRki − 4f2RijRhkRikjh − 8fRij∇kfCkij +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2

−2f2Rij∇kCkij + 2f2|∇Ric|2 + 2f2Rij∇k∇iRjk.
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Aplicando a Proposição (1.2.8),

div(f2∇|Ric|2) = 4f2RijRjkRki − 4f2RijRhkRikjh − 8fRij∇kfCkij +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2

−2f2Rij∇kCkij + 2f2|∇Ric|2 + 2f2Rij(∇i∇kRjk − RikjhRhk + RikRjk)

= 6f2RijRjkRki − 6f2RijRhkRikjh − 8fRij∇kfCkij +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2

−2f2Rij∇kCkij + 2f2|∇Ric|2 + 2f2Rij∇i∇kRjk. (3.6)

Ademais,

∇k(f
2RijCkij) = 2f∇kfRijCkij + f2∇kRijCkij + f2Rij∇kCkij.

Utilizando (1.3) e (1.12) deduzimos que

div(f2∇|Ric|2) = 6f2RijRjkRki − 6f2RijRhkRikjh − 2(∇k(f
2RijCkij) − f2∇kRijCkij

−f2Rij∇kCkij) +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2 − 2f2Rij∇kCkij + 2f2|∇Ric|2

+2f2Rij∇i∇kRjk − 4fRij∇kfCkij

= 6f2RijRjkRki − 6f2RijRhkRikjh − 4fRij∇kfCkij +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2

+2f2∇kRijCkij − 2∇k(f
2RijCkij) + 2f2|∇Ric|2.

Note que, usando a antissimetria do tensor de Cotton, obtemos

|C|2 = ∇kRijCkij −∇iRkjCkij = 2∇kRijCkij.

Portanto,

div(f2∇|Ric|2) = 6f2RijRjkRki − 6f2RijRhkRikjh − 4fRij∇kfCkij +
4nκf

n− 1
|R̊ic|2 + f2|C|2

−2∇k(f
2RijCkij) + 2f2|∇Ric|2. (3.7)

Observação 3.2.1. Definamos o 3-tensor auxiliar Tkij dado por

Tkij =
n− 1

n− 2
(Rjk∇if−Rij∇kf)−

R

n− 2
(gjk∇if−gij∇kf)+

1

n− 2
(gjkRis∇sf−gijRks∇sf).

Pelo Lema (3.1.2),

fCkij = ∇hfRhjik +
R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) − (∇kfRij −∇ifRkj).
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Agora, utilizando a decomposição do Tensor Curvatura de Riemann (1.11), temos

fCkij = ∇hf

[
Whjik +

1

n− 2
(Rhigjk − Rhkgji + Rjkghi − Rjighk)

−
R

(n− 1)(n− 2)
(ghigjk − ghkgji)

]
+

R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj)

−(∇kfRij −∇ifRij)

= ∇sfWkijs +
1

n− 2
(∇sfRsigjk −∇sfRskgji +∇sfRjkgsi −∇sfRjigsk)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(−∇sfgsigjk +∇sfgskgji) +

R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj)

−∇kfRij +∇ifRij.

Outrossim,
R

(n− 1)(n− 2)
= −

R

n− 1
+

R

n− 2
.

Desse modo,

fCkij = ∇sfWkijs +
1

n− 2
(gjkRis∇sf− gijRks∇sf) +

1

n− 2
(∇sfRjkgsi −∇sfRjigsk)

−
R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) +

R

n− 2
(∇kfgij −∇ifgkj)

+
R

n− 1
(∇kfgij −∇ifgkj) −∇kfRij +∇ifRij

= ∇sfWkijs +
1

n− 2
(∇ifRjk −∇kfRij) −∇kfRij +∇ifRij

−
R

n− 2
(∇ifgkj −∇kfgij) +

1

n− 2
(gjkRis∇sf− gijRks∇sf),

que pode ser reescrito como

fCkij = ∇sfWkijs +
n− 1

n− 2
(Rjk∇if− Rij∇kf) −

R

n− 2
(gjk∇if− gij∇kf)

+
1

n− 2
(gjkRis∇sf− gijRks∇sf)

= Tkij +Wkijs∇sf.

Logo,

fCkij = Tkij +Wkijs∇sf. (3.8)

Como Wkijs = 0 quando n = 3, temos fCkij = Tkij. Da definição de Tkij, por conseguinte

f|C|2 = TkijCkij = −4CkijRij∇kf. (3.9)
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A segunda igualdade é válida, tendo em vista que

TkijCkij = [2(∇ifRjk −∇kfRij) − R(gjk∇if− gij∇kf) + gjkRis∇sf− gijRks∇sf]Ckij

= 2(∇ifRjkCkij −∇kfRijCkij)

= 2(∇kfRijCikj −∇kfRijCkij)

= 2(−∇kfRijCkij −∇kfRijCkij)

= −4CkijRij∇kf.

Dessa forma, quando n = 3, por (1.11),

RijklRikRjl = R|Ric|2 − RilRikRlk + R|Ric|2 − RijRjkRik −
R3

2
+

R

2
RikRilRjlgjk

= 2R|Ric|2 − 2RijRjkRik −
R3

2
+

R

2
RklRkl

=
5

2
R|Ric|2 − 2RijRjkRik −

R3

2

=
5

2
R|Ric|2 − 3RijRjkRik + RijRjkRik −

R3

2
,

o que implica que

RijRjkRik − RijklRikRjl = 3RijRjkRki −
5

2
R|Ric|2 +

R3

2
. (3.10)

Assim, substituindo (3.9) e (3.10) em (3.7) obtemos

div(f2∇|Ric|2) = 6f2
(
3RijRjkRki −

5

2
R|Ric|2 +

R3

2

)
+ f|C|2 + 6nκf|R̊ic|2 + f|C|2

−2∇k(f
2RijCkij) + 2f2|∇Ric|2

= 3f2(6RijRjkRki − 5R|Ric|2 + R3) + 6κf|R̊ic|2 + 2f2|C|2

−2∇k(f
2RijCkij) + 2f2|∇Ric|2. (3.11)

Para provar o Teorema (3.2.3), é necessário fazer uso do seguinte resultados de Hwang

em [29].

Proposição 3.2.2. Seja (Mn,g, f) uma métrica CPE com f não-constante. Então, o

conjunto {x ∈ Mn; f(x) = −1} tem medida n-dimensional nula.

Agora estamos em condições de enunciar e provar nosso primeiro resultado deste

caṕıtulo.

Teorema 3.2.3. Seja (M3,g, f̃) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

conexa com curvatura de Ricci não-negativa. Então, M3 é isométrica a esfera padrão S3.
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Demonstração. Seja (M3,g, f̃) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

conexa com curvatura de Ricci não-negativa. Então, f̃ é uma solução não constante de

−∆f̃g+Hessf̃− f̃Ric = Ric−
R

n
g. (3.12)

Dessa forma, f = 1+ f̃ satisfaz

−∆fg+Hessf− fRic = κg,

com κ = −
R

3
. Pelo Lema (3.1.4),

6RijRhjRhi − 5R|Ric|2 + R3 ⩾ 0.

Aplicando este fato em (3.11), temos que

div((1+f̃)2∇|Ric|2) ⩾ −2R(1+f̃)|R̊ic|2+2(1+f̃)2|C|2−2∇k((1+f̃)2RijCkij)+2(1+f̃)2|∇Ric|2.

(3.13)

Por (3.12) e (4), é válido afirmar que

Rf̃

n− 1
g+Hessf̃ = (1+ f̃)Ric−

R

n
g

= (1+ f̃)Ric−
R

n
g−

Rf̃

n
g+

Rf̃

n
g.

Assim,

(1+ f̃)Ric−
R

n
g(1+ f̃) = Hessf̃−

Rf̃

n
g+

Rf̃

n− 1
g

= Hessf̃+
Rf̃

n(n− 1)
g,

o que implica,

(1+ f̃)

(
Ric−

R

n
g

)
= Hessf̃−

∆f̃

n
g.

Utilizando a definição de tensor sem traço, obtemos

(1+ f̃)R̊ic = ˚
Hessf̃.

Multiplicando R̊ic em ambos os lados, segue que

(1+ f̃)|R̊ic|2 = ( ˚
Hessf̃)R̊ic. (3.14)
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Ademais, fazendo uso da informação de que R é constante e de (1.4), é válido que

∇i(∇jf̃R̊ij) = ∇i∇jf̃R̊ij +∇jf̃∇iR̊ij

= ∇i∇jf̃R̊ij +∇jf̃∇i

(
Rij −

R

n
gij

)
= ∇i∇jf̃R̊ij +∇jf̃∇iRij

= ∇i∇jf̃R̊ij +
1

2
∇jf̃∇jR

= ∇i∇jf̃R̊ij.

Integrando sobre a variedade M3, vemos que∫
M

∇i(∇jfR̊ij)dMg =

∫
M

∇i∇jf̃R̊ij dMg.

Aplicando o Teorema da Divergência e (3.14), resulta em∫
M

(1+ f̃)|R̊ic|2 dMg = 0.

Tomando a integral em (3.13), conclúımos que

0 ⩾ 2

∫
M

(1+ f̃)2|C|2 dMg + 2

∫
M

(1+ f̃)2|∇Ric|2 dMg ⩾ 0.

Pela desigualdade acima e a Proposição (3.2.2), conclúımos que M3 é localmente confor-

memente plana e ∇Ric = 0. Por consequência, através de Chang, Hwang e Yun em ([15],

Teorema 1.1), M3 é isométrica a esfera padrão S3.

Observação 3.2.4. É posśıvel deduzir também que M3 é isométrica a esfera padrão S3

utilizando o Corolário 1.3 em [16].

Teorema 3.2.5. Seja (M3,g, f) uma métrica V-estática tridimensional compacta, orien-

tada, conexa com bordo suave ∂M e curvatura de Ricci não-negativa. Se f e κ satisfazem

uma das seguintes condições:

(i) κ ⩾ 0 e f > 0,

(ii) κ ⩽ 0 e f < 0,

então M3 é localmente conformemente plana.

Demonstração. Integrando (3.11), podemos deduzir que

0 ⩾ 6κ

∫
M3

f|R̊ic|2 dMg + 2

∫
M3

f2|C|2 dMg + 2

∫
M3

f2|∇Ric|2 dMg,

onde utilizamos o Lema (3.1.4) e o Teorema da Divergência.

Então, se κ ⩾ 0, f > 0, ou κ ⩽ 0, f < 0, M3 é localmente conformemente plana.
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Corolário 3.2.6. Seja (M3,g, f) um espaço vácuo estático tridimensional compacto, ori-

entado, conexo, com bordo suave ∂M, curvatura de Ricci não-negativa, e f positiva.

Então, (M3,g, f) é dada por um espaço estático que é equivalente a uma das seguintes

triplas:

(i) O hemisfério padrão

(S3
+,gcan, f = x4),

onde gcan é a métrica da esfera padrão unitária.

(ii) O cilindro padrão sobre S2 com a métrica produto([
0,

π

3

]
× S2,gprod = dt2 +

1

3
gcan, f =

1√
3
sen(

√
3t)

)
.

Teorema 3.2.7. Seja (M3,g, f) métrica V-estática tridimensional compacta, orientada,

conexa com bordo suave ∂M e curvatura de Ricci não-negativa. Se κ > 0 e f ⩾ 0, M3 é

uma variedade Einstein.

Demonstração. Veja que:

1

f
div(f2∇|Ric|2) = ⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ ⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ f∆|Ric|2

= ⟨∇f,∇|Ric|2⟩+ div(f∇|Ric|2).

Sendo assim, fazendo uso do resultado acima, de (3.6) e do Lema (3.1.3), temos

div(f∇|Ric|2) =
1

f
div(f2∇|Ric|2) − ⟨∇f,∇|Ric|2⟩

= 6fRijRjkRki − 6fRijRhkRikjh − 8Rij∇kfCkij +
4nκ

n− 1
|R̊ic|2

−2fRij∇kCkij + 2f|∇Ric|2 − ⟨∇f,∇|Ric|2⟩

= 4fRijRjkRki − 4fRijRhkRikjh − 4Rij∇kfCkij +
2nκ

n− 1
|R̊ic|2 + 2f|∇Ric|2.

(3.15)

Integrando (3.15), utilizando (3.10), o Lema (3.1.4), o Teorema da Divergência e o fato

de que f ⩽ 0 obtemos:

0 ⩾ 3

∫
M3

κ|R̊ic|2 dMg + 2

∫
M3

f(|∇Ric|2 + |C|2)dMg.

Portanto, M3 é uma variedade Einstein quando κ > 0.
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Corolário 3.2.8. Seja (M3,g, f) métrica cŕıtica Miao-Tam tridimensional compacta, ori-

entada, conexa com bordo suave ∂M, curvatura de Ricci não-negativa e f não-negativa.

Então, M3 é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo

R3 ou S3.



Caṕıtulo 4

Métricas V-estáticas com curvatura

seccional não-negativa

Neste caṕıtulo estaremos interessados em obter direções para generalizar o caso tridi-

mensional analisado no caṕıtulo . Tal problema ainda permanece em aberto, mas aqui

estudaremos as ideias desenvolvidas em [2] para concluir o caso muito forte, quando se

considera a curvatua seccional não-negativa.

4.1 Lemas chaves

Lema 4.1.1. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica V-estática. Então, temos

f̃(∇iRjk −∇jRik) = Rijkl∇lf̃+
R

n− 1
(∇if̃gjk −∇jf̃gik) − (∇if̃Rjk −∇jf̃Rik). (4.1)

Demonstração. Partindo de

f̃Rjk + κgjk = ∇j∇kf̃− ∆f̃gjk,

e usando que g é paralelo, é posśıvel derivar a equação acima e obter

(∇if̃)Rjk + f̃∇iRjk = ∇i∇j∇kf̃− (∇i∆f̃)gjk. (4.2)

Além disso, por (2.4), como Mn tem curvatura escalar constante, segue que

∇i∆f̃ = −
R

n− 1
∇if̃.

de modo que, substituindo em (4.2), implica

f̃∇iRjk = −(∇if̃)Rjk +∇i∇j∇kf̃+
R

n− 1
∇if̃gjk, (4.3)

60
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e, organizando os ı́ndices,

f̃∇jRik = −(∇jf̃)Rik +∇j∇i∇kf̃+
R

n− 1
∇jf̃gik. (4.4)

Subtraindo (4.3) e (4.4), e fazendo uso da Identidade de Ricci (1.2.8), segue que

f̃(∇iRjk −∇jRik) = Rijkl∇lf̃+
R

n− 1
(∇if̃gjk −∇jf̃gik) − (∇if̃Rjk −∇jf̃Rik),

como queŕıamos demonstrar.

Lema 4.1.2. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. Então, temos

RijRikRjk − RijklRikRjl =
R

n− 1
|R̊ic|2 +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklRikRjl. (4.5)

Demonstração. Utilizando (1.11), obtemos

RijklRjlRik = WijklRjlRik +
1

n− 2
(RikRjlRikgjl + RjlRjlRikgik − RilRjlRikgjk

−RjkRjlRikgil) −
R

(n− 1)(n− 2)
RjlRik(gjlgik − gilgjk)

= WijklRjlRik +
1

n− 2
(R|Ric|2 + R|Ric|2 − RijRjkRik − RijRjkRik)

−
R3

(n− 1)(n− 2)
+

R

(n− 1)(n− 2)
|Ric|2

= WijklRjlRik +
(2n− 1)

(n− 1)(n− 2)
R|Ric|2 −

2

n− 2
RijRjkRik −

R3

(n− 1)(n− 2)
,

o que implica,

RijRjkRik − RijklRjlRik =
n

n− 2
RijRjkRik −WijklRjlRik −

(2n− 1)

(n− 1)(n− 2)
R|Ric|2

+
R3

(n− 1)(n− 2)
.

Veja que
R3

(n− 1)(n− 2)
=

R3

n

(2n− 1)

(n− 1)(n− 2)
−

R3

n(n− 2)
.

Logo,

RijRjkRik−RijklRjlRik =
n

n− 2
RijRjkRik−WijklRjlRik−

(2n− 1)

(n− 1)(n− 2)
R|R̊ic|2−

R3

n(n− 2)
.

(4.6)
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Por outro lado,

RijRjkRik =

(
R̊ij +

R

n
gij

)(
R̊jk +

R

n
gjk

)(
R̊ik +

R

n
gik

)
=

(
R̊ijR̊jk + 2

R

n
R̊ik +

R2

n2
gik

)(
R̊ik +

R

n
gik

)
= R̊ijR̊jkR̊ik +

R

n
|R̊ic|2 + 2

R

n
|R̊ic|2 +

R3

n2

= R̊ijR̊jkR̊ik + 3
R

n
|R̊ic|2 +

R3

n2
.

Desse modo,

RijRikRjk = R̊ijR̊jkR̊ik + 3
R

n
|R̊ic|2 +

R3

n2
.

Substituindo em (4.6), segue que

RijRjkRik − RijklRjlRik =
n

n− 2

(
tr(R̊ic

3
) +

3

n
R|R̊ic|2 +

R3

n2

)
−WijklRjlRik

−
(2n− 1)

(n− 1)(n− 2)
R|R̊ic|2 −

R3

n(n− 2)

=
R

n− 1
|R̊ic|2 +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklRjlRik.

Completando assim a prova.

Lema 4.1.3. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de dimensão n com curvatura

escalar constante. Seja f : M −→ R uma função suave definida sobre M. Então,

div(f̃∇|Ric|2) = 2f̃|∇Ric|2 − f̃|Cijk|
2 + 2f̃∇i(CijkRjk)

+
2

n− 1
f̃R|R̊ic|2 + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩

+2f̃

(
n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
,

onde R̊ic
3
é o 2-tensor definido por (R̊ic

3
)ij = R̊ikR̊klR̊jl.

Demonstração. Primeiramente, vamos obter uma expressão para o laplaciano do quadrado

da norma do tensor de Ricci. Fazendo uso da definição do tensor de Cotton e do fato de

R ser constante, obtemos

∆|Ric|2 = ∆(RijRij)

= 2Rij∆Rij + 2⟨∇Rij,∇Rij⟩

= 2Rij∇p∇pRij + 2|∇Ric|2

= 2|∇Ric|2 + 2Rij∇p(Cpij +∇iRpj).
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Assim, da Identidade de Ricci (1.2.8) e pela antissimetria do tensor de Cotton, podemos

reescrever a expressão acima do seguinte modo

∆|Ric|2 = 2|∇Ric|2 + 2Rij∇pCpij + 2Rij∇p∇iRpj

= 2|∇Ric|2 + 2∇p(CpijRij) − 2∇pRijCpij + 2Rij∇p∇iRpj

= 2|∇Ric|2 + 2∇p(CpijRij) − |Cijk|
2 + 2Rij∇p∇iRpj

= 2|∇Ric|2 + 2∇p(CpijRij) − |Cijk|
2 + 2(RijRikRjk − RijklRikRjl).

Substituindo (4.5) no resultado acima e fazendo uso do fato queWijklRjlRik = WijklR̊jlR̊ik,

é válido que

∆|Ric|2 = 2|∇Ric|2−|Cijk|
2+2∇p(CpijRij)+

2

n− 1
R|R̊ic|2+

2n

n− 2
tr(R̊ic

3
)−2WijklR̊jlR̊ik.

Para finalizar, basta observar que

div(f̃∇|Ric|2) = f̃∆|Ric|2 + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩

= 2f̃|∇Ric|2 − f̃|Ckij|
2 + 2f̃∇p(CpijRij)

+
2

n− 1
f̃R|R̊ic|2 + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩

+2f̃

(
n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊jlR̊ik

)
.

Lema 4.1.4. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica V-estática. Então, temos

1

2
div(f̃∇|Ric|2) = −f̃|Cijk|

2 + f̃|∇Ric|2 + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩− nκ

n− 1
|R̊ic|2 + 2∇i(f̃CijkRjk).

Demonstração. No que segue, denote por φ a função

φ = ∇i(∇jf̃RikRkj + Rijkl∇lf̃Rjk).

Agora, pelo Lema (4.1.1) e tendo em vista que M tem curvatura escalar constante, obte-

mos

Rijkl∇lf̃Rjk = f̃CijkRjk −
R

n− 1
(∇if̃gjkRjk −∇jf̃gikRjk) + (∇if̃RjkRjk −∇jf̃RikRjk).

Dáı,

∇jf̃RikRjk + Rijkl∇lf̃Rjk = f̃CijkRjk + |Ric|2∇if̃+
R

n− 1
Rij∇jf̃−

R2

n− 1
∇if̃.
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Desse modo,

φ = ∇i

(
f̃CijkRjk + |Ric|2∇if̃+

R

n− 1
Rij∇jf̃−

R2

n− 1
∇if̃

)
.

Fazendo uso da Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes (1.4), a função acima

torna-se

φ = ∇i(f̃CijkRjk) +∇i(|Ric|
2∇if̃) +

R

n− 1
Rij∇i∇jf̃−

R2

n− 1
∆f̃

= ∇i(f̃CijkRjk) + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩+ |Ric|2∆f̃+
R

n− 1
Rij∇i∇jf̃−

R2

n− 1
∆f̃.

Observe agora que substituindo

∇i∇jf̃ = f̃Rij + (∆f̃+ κ)gij.

em

|Ric|2∆f̃+
R

n− 1
Rij∇i∇jf̃−

R2

n− 1
∆f̃,

e utilizando (2.4), é imediato que,

|Ric|2∆f̃+
R

n− 1
Rij∇i∇jf̃−

R2

n− 1
∆f̃ = |Ric|2∆f̃+

R

n− 1
Rij(f̃Rij + (∆f̃+ κ)gij)

−
R2

n− 1
∆f̃

= |Ric|2∆f̃+
R

n− 1
|Ric|2f̃−

R2

n− 1
∆f̃

+
R2

n− 1
∆f̃+

κR2

n− 1

= |Ric|2∆f̃+
R

n− 1
|Ric|2f̃+

κR2

n− 1

= |Ric|2
(
−κn− Rf̃

n− 1

)
+

Rf̃

n− 1
|Ric|2 +

κR2

n− 1

= −
nκ

n− 1
|R̊ic|2.

Logo,

φ = ∇i(f̃CijkRjk) + ⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩− nκ

n− 1
|R̊ic|2. (4.7)

Por outro lado, usando Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes, Equação

(1.4),

φ = ∇i∇jf̃RikRkj +∇jf̃Rik∇iRkj +∇iRijklRjk∇lf̃+ Rijkl∇iRjk∇lf̃+ RijklRjk∇i∇lf̃,
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onde por (1.12), (1.3), juntamente com as propriedades de simetria do tensor de Riemann

podemos deduzir que

φ = ∇i∇jf̃RikRkj +∇jf̃Rik(Ckij +∇jRik) + CkljRjk∇lf̃+
1

2
Rijkl(∇iRjk −∇jRik)∇lf̃

+RijklRjk∇i∇lf̃

= (∇jf̃Rik −∇if̃Rjk)Cijk +
1

2
⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩+ 1

2
RijklCijk∇lf̃+∇i∇jf̃RikRkj

+RijklRjk∇i∇lf̃.

Usando o Lema (4.1.1), temos

1

2
RijklCijk∇lf̃ =

1

2
f̃|Cijk|

2 +
1

2
(∇if̃Rjk −∇jf̃Rik)Cijk.

Sendo assim, substituindo a equação acima e utilizando (2.3),

φ = (∇jf̃Rik −∇if̃Rjk)Cijk +
1

2
⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩+ 1

2
f̃|Cijk|

2 +
1

2
(∇if̃Rjk −∇jf̃Rik)Cijk

+

(
−

κn

n− 1
gij + f̃Rij −

Rf̃

n− 1
gij

)
RikRkj + RijklRjk

(
−

κn

n− 1
gil + f̃Ril −

Rf̃

n− 1
gil

)
.

(4.8)

Desenvolvendo, segue que

φ =
1

2
(∇jf̃Rik −∇if̃Rjk)Cijk +

1

2
⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩+ 1

2
f̃|Cijk|

2 + f̃(RijRikRjk − RijklRikRjl).

(4.9)

Para proceder, note que de (1.12) podemos inferir que

f̃|Cijk|
2 = 2f̃∇iRjkCijk

= 2f̃(|∇Ric|2 −∇iRjk∇jRik)

= 2f̃|∇Ric|2 − 2f̃∇iRjk∇jRik.

Veja que

2∇j(f̃∇iRjkRik) = 2∇iRjk∇jf̃Rik + 2f̃∇j∇iRjkRik + 2f̃∇iRjk∇jRik.

Consequentemente,

f̃|Cijk|
2 = 2f̃|∇Ric|2 − 2∇j(f̃∇iRjkRik) + 2∇iRjk∇jfRik + 2f̃∇j∇iRjkRik,
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o que implica em

1

2
f̃|Cijk|

2 − f̃|∇Ric|2 +∇j(f̃∇iRjkRik) = ∇iRjk∇jfRik + f̃∇j∇iRjkRik

= ∇iRjk∇jf̃Rik + f̃∇j∇iRjkRik

= ∇iRjk∇jf̃Rik + f̃(RijRikRjk − RijklRikRjl)

=
1

2
Cijk(∇jf̃Rik −∇if̃Rjk) +

1

2
⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩

+f̃(RijRikRjk − RijklRikRjl).

Outrossim, combinando a expressão acima com (4.9), é fácil checar que

φ = f̃|Cijk|
2 − f̃|∇Ric|2 +∇j(f̃∇iRjkRik). (4.10)

Note que

∇j(f̃CijkRik) = ∇j(f̃∇iRjkRik) −∇j(f̃∇jRikRik)

= ∇j(f̃∇iRjkRik) −
1

2
⟨∇f,∇|Ric|2⟩ − (1+ f)(∇j∇jRik)Rik − f̃|∇Ric|2

= ∇j(f̃∇iRjkRik) −
1

2
⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩− 1

2
f̃∆|Ric|2

= ∇j(f̃∇iRjkRik) −
1

2
div(f̃∇|Ric|2).

Portanto,

∇j(f̃∇iRjkRik) = ∇j(f̃CijkRik) +
1

2
div(f̃∇|Ric|2).

Desse modo, por (4.10),

φ = f̃|Cijk|
2 − f̃|∇Ric|2 +∇j(f̃CijkRik) +

1

2
div(f̃∇|Ric|2). (4.11)

Destarte, de (4.7) e (4.11), segue o resultado.

Observação 4.1.5. Observe que se (Mn,g, f) for uma métrica CPE, teremos

φ = ∇i((1+ f)CijkRjk) +∇i(|Ric|
2∇if) +

R

n− 1
Rjk∇i∇jf−

R2

n− 1
∆f. (4.12)

Utilizando a Equação (3), temos que

∇i∇jf = R̊ic+ Rijf+ ∆fgij.

Sendo assim, seguindo de modo análogo ao que foi feito no lema acima, é válido que

R

n− 1
Rij∇i∇jf−

R2

n− 1
∆f =

R

n− 1
(1+ f)|R̊ic|2 −

R2

n
∆f.
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Substituindo esse fato em (4.12), conclúımos que

φ = ∇i((1+ f)CijkRjk) +∇i(|Ric|
2∇if) +

R

n− 1
(1+ f)|R̊ic|2 −

R2

n
∆f,

e, integrando, obtemos ∫
M

(1+ f)R|R̊ic|2 dMg = 0. (4.13)

Lema 4.1.6. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica V-estática . Então, temos∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 dMg =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
n− 3

2(n− 1)

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

+
2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg −
n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg

+

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg

+
nκ

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg.

Demonstração. Inicialmente, multiplicamos a equação obtida no Lema (4.1.3) por f̃.

Então, integrando por partes sobre M,∫
M

div(f̃∇|Ric|2)f̃ dMg = 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

+2

∫
M

f̃2∇i(CijkRjk)dMg +
2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg

+

∫
M

f̃⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩dMg

+2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
.

Observe que

div(f̃X) = f̃divX+ ⟨∇f̃,X⟩,

e, como consequência,

f̃div(f̃∇|Ric|2) = div(f̃2∇|Ric|2) − f̃⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩.

Dáı, ∫
M

f̃div(f̃∇|Ric|2)dMg = −

∫
M

f̃⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩.

Além disso, note que∫
M

∇i(f̃
2CijkRjk) =

∫
M

CijkRjk∇if̃
2 dMg +

∫
M

f̃2∇i(CijkRjk)dMg,
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o que implica em ∫
M

f̃2∇i(CijkRjk)dMg = −2

∫
M

CijkRjkf̃∇if̃ dMg.

Destarte,

−2

∫
M

f̃⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩dMg = 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg − 4

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk

+
2

n− 1

∫
M

Rf̃2|R̊ic|2 dMg

+2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
.

Porém,

f̃⟨∇f̃,∇|Ric|2⟩ = 1

2
⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩.

Portanto,

−

∫
M

⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩dMg = 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−4

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk dMg +
2

n− 1

∫
M

Rf̃2|R̊ic|2 dMg

+2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg.

(4.14)

Desde que o tensor Cotton satisfaça

Cijk∇if̃Rjk =
1

2
Cijk(∇if̃Rjk −∇if̃Rik)

= −
n− 2

2(n− 1)
CijkTijk, (4.15)

e, levando em consideração a identidade

f̃Cijk = Tijk +Wijkl∇lf̃, (4.16)

em consonância com o fato que M tem curvatura escalar constante e que

−

∫
M

⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩dMg =

∫
M

|R̊ic|2∆f̃2 dMg,

não é dif́ıcil verificar que (4.14) torna-se∫
M

|R̊ic|2∆f̃2 dMg = 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg − 4

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk dMg

+
2n− 4

n− 1

∫
M

f̃Cijk(f̃Cijk −Wijkl∇lf̃)dMg

+
2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg

+2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg,
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isto é,∫
M

|R̊ic|2∆f̃2 dMg = 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
n− 3

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−
2n− 4

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg + 2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
)

−WijklR̊ikR̊jl

)
dMg +

2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2. (4.17)

Agora, veja que

∆f̃2 = 2f̃∆f̃+ 2⟨∇f̃,∇f̃⟩

= 2f̃∆f̃+ 2|∇f̃|2

= 2f̃

(
−Rf̃− nκ

n− 1

)
+ 2|∇f̃|2. (4.18)

Sendo assim, substituindo em (4.17), segue que∫
M

|R̊ic|22f̃
−R

n− 1
f̃ dMg +

∫
M

|R̊ic|22f̃
−nκ

n− 1
dMg + 2

∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 dMg

= 2

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
n− 3

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg −

2n− 4

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg

+2

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg +

2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg,

o que implica em,∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 dMg =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
n− 3

2(n− 1)

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

+
2

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg +
nκ

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg

−
n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg.

A seguir, iremos proceder de maneira similar ao Lema anterior, utilizando agora o

Lema (4.1.4), para deduzir a fórmula de
∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 dMg.

Lema 4.1.7. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica V-estática. Então,∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 =
1

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg +
nκ

3(n− 1)

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg +
2

3

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg

−
2

3(n− 1)

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg −

2(n− 2)

3(n− 1)

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg.
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Demonstração. Primeiramente, multiplicando o Lema (4.1.4) por f̃ e tomando a integral

sobre M

−
1

4

∫
M

⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩dMg = −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg +

1

2

∫
M

⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩dMg +

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg

−

∫
M

nκf̃

n− 1
|R̊ic|2 dMg + 2

∫
M

f̃∇i(f̃CijkRjk)dMg.

Note que

2

∫
M

f̃∇i(f̃CijkRjk) = −2

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk dMg.

Desse modo,

−
3

4

∫
M

⟨∇f̃2,∇|Ric|2⟩dMg =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−

∫
M

nκ

n− 1
f̃|R̊ic|2 dMg − 2

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk dMg.

Por (4.15) e (4.16), temos

Cijk∇if̃Rjk = −
n− 2

2(n− 1)
Cijk(f̃Cijk −Wijkl∇lf̃)

= −
n− 2

2(n− 1)
f̃|Cijk|

2 +
n− 2

2(n− 1)
CijkWijkl∇lf̃.

Sendo assim,

−2

∫
M

f̃Cijk∇if̃Rjk dMg = −2

∫
M

f̃

[
−

n− 2

2(n− 1)
f̃|Cijk|

2 +
n− 2

2(n− 1)
CijkWijkl∇lf̃

]
dMg

=
n− 2

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg −

n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg.

Logo,

3

4

∫
M

|R̊ic|2∆f̃2 dMg =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −
1

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−

∫
M

nκ

n− 1
f̃|R̊ic|2 dMg −

n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg.

Fazendo uso de (4.18), é visto que

3

4

∫
M

|R̊ic|2
[
2f̃

(
−Rf̃− nκ

n− 1

)
+ 2|∇f̃|2

]
dMg =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −
1

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−
nκ

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

−
n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg,
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resultando em

3

2

∫
M

|R̊ic|2|∇f̃|2 dMg =
3

2(n− 1)

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg +
nκ

2(n− 1)

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg −
1

n− 1

∫
M

f̃2|Cijk|
2 dMg

−
n− 1

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg.

Multiplicando a equação acima por
2

3
, obtemos o resultado.

4.2 Teorema geral

Lembremos inicialmente que os resultados a seguir são anteriores ao que foi visto no

caṕıtulo anterior, tendo em vista que o resultado parcial relacionado à curvatura seccional

é mais fraco que o da curvatura de Ricci.

Teorema 4.2.1. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica V-estática. Então, temos a seguinte fórmula

integral

0 =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

f̃2|C|2 dMg +
2nκ

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+3

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg −

n− 2

n− 1

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg

+
3

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg. (4.19)

Demonstração. Subtraindo os Lemas (4.1.6) e (4.1.7), segue que

0 =
1

3

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

6(n− 1)

∫
M

f̃2|C|2 dMg +
2nκ

3(n− 1)

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl

)
dMg −

n− 2

3(n− 1)

∫
M

f̃CijkWijkl∇lf̃ dMg

+
1

n− 1

∫
M

f̃2R|R̊ic|2 dMg.

Multiplicando a equação acima por 3, obtemos o desejado.

Ademais, assumindo que Mn tem curvatura de Weyl radialmente nula, é fácil ver que

(4.19) é equivalente a

0 =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

f̃2|C|2 dMg +
2nκ

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+3

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl +

1

n− 1
R|R̊ic|2

)
dMg. (4.20)
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Vejamos agora alguns corolários advindos desse resultado para cada uma das métricas.

• Métricas CPE:

Corolário 4.2.2. A conjectura CPE é verdadeira para variedades n-dimensionais com

curvatura seccional não-negativa satisfazendo curvatura de Weyl radialmente nula.

Demonstração. Tratando-se de uma métrica CPE, temos que κ = −
R

n
e, assim utilizamos

(4.13), para obtermos que (4.20) é equivalente a

0 =

∫
M

(1+ f)2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

(1+ f)2|C|2 dMg

+3

∫
M

(1+ f)2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl +

1

n− 1
R|R̊ic|2

)
dMg. (4.21)

Para proceder, precisaremos da seguinte estimativa pontual que é satisfeita em geral para

toda métrica com curvatura seccional não-negativa, nomeadamente,

RijRjkRik ⩾ RijklRikRjl. (4.22)

De fato, seja {ei}
n
i=1 auto-vetores de Ric e seja λi seus auto-valores correspondentes.

Então, temos

RijRjkRik − RijklRikRjl =
∑
i

λ3
i −

∑
i,j

Rijijλiλj

=
∑
i,j

λ2
iRijij −

∑
i,j

Rijijλiλj

=
∑
i,j

(λ2
i − λiλj)Rijij.

Note que ∑
i,j

(λ2
i − λiλj)Rijij =

1

2

∑
i,j

(λi − λj)
2Rijij.

De fato,

1

2

∑
i,j

(λi − λj)
2Rijij =

1

2

∑
i,j

(λ2
i − 2λiλj + λ2

j)Rijij

=
1

2

∑
i,j

λ2
iRijij +

1

2

∑
i,j

λ2
iRijij −

∑
i,j

λiλjRijij

=
∑
i,j

λ2
iRijij −

∑
i,j

λiλjRijij

=
∑
i,j

(λ2
i − λiλj)Rijij.
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Desse modo,

RijRjkRik − RijklRikRjl =
1

2

∑
i,j

(λi − λj)
2Rijij,

ou seja,

RijRjkRik = RijklRikRjl +
1

2

∑
i,j

(λi − λj)
2Kij,

onde Kij é a curvatura seccional definida por dois planos gerados por ei e ej. Portanto,

supondo a métrica com curvatura seccional não-negativa, é válida a desigualdade (4.22).

Por fim, pelo Lema (4.1.2) e por (4.22), é posśıvel deduzir que cada termo de (4.21) deve ser

não-negativo. Em particular, conclúımos, juntamente com a Proposição (3.2.2), que Mn

tem Curvatura de Ricci paralela. Destarte, pelo Teorema 1.1 [15], segue o resultado.

Observação 4.2.3. Observe que (4.21) equivale a (3.10).

É conhecido que, para n = 3, o tensor Weyl é identicamente nulo. Então, quando

n = 3, é fácil verificar que a métrica CPE com curvatura seccional não-negativa deve ser

isométrica a 3-esfera padrão. Desse modo, fica estabelecido o seguinte:

Corolário 4.2.4. A conjectura CPE é verdadeira para variedades 3-dimensional com

curvatura seccional não-negativa.

• Métricas Miao-Tam:

Corolário 4.2.5. Seja (Mn,g, f̃) uma métrica Miao-Tam, orientada, compacta, conexa

com bordo suave ∂M, f não-negativa, curvatura seccional não-negativa e curvatura de

Weyl radialmente nula. Então, Mn é isométrica a uma bola geodésica em um espaço

forma simplesmente conexo Rn ou Sn.

Demonstração. Pelo Teorema (4.2.1), temos

0 =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

f̃2|C|2 dMg +
2n

n− 1

∫
M

f̃|R̊ic|2 dMg

+3

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl +

1

n− 1
R|R̊ic|2

)
dMg

Desse modo, Ricci é paralelo e, consequentemente, Mn é Einstein e podemos aplicar o

Teorema (0.0.8).

• Métricas Estáticas:
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Corolário 4.2.6. Seja (Mn,g, f̃) uma tripla estática positiva com curvatura seccional

não-negativa, curvatura de Weyl radialmente nula e curvatura escalar R=n(n-1). Então,

Mn é isométrica ao hemisfério padrão Sn
+ ou ao cilindro padrão sobre Sn−1 com a métrica

produto descrita no Teorema (0.0.5).

Demonstração. Pelo Teorema (4.2.1),

0 =

∫
M

f̃2|∇Ric|2 dMg +
3n− 5

2(n− 1)

∫
M

f̃2|C|2 dMg

+3

∫
M

f̃2
(

n

n− 2
tr(R̊ic

3
) −WijklR̊ikR̊jl +

1

n− 1
R|R̊ic|2

)
dMg.

Desse modo, o Ricci é paralelo e C = 0.

Analisaremos agora o tensor de Bach. Vejamos que, por definição,

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl.

Multiplicando por (n− 2) e utilizando a Equação (1.14), temos

(n− 2)Bij = ∇kCkij + RklWikjl,

Dáı, usando que C = 0 e multiplicando por f, obtemos

(n− 2)fBij = WikjlfRkl.

Utilizamos agora a Equação (6) e o fato de que o Weyl é livre de traços,

(n− 2)fBij = Wikjl∇i∇jf

= ∇i(Wikjl∇jf) −∇iWikjl∇jf

= 0,

onde na última igualdade utilizamos a hipótese e a Equação (1.14).

Logo, Mn é Bach-flat, e podemos utilizar o Teorema (0.0.5).

Conclúımos assim o que queŕıamos.

Observação 4.2.7. Note que no Corolário acima, retiramos o caso do Espaço Schwarzs-

child, pois o mesmo possui Curvatura Seccional negativa. Podemos observar isso pelo

Teorema (4.2.1).

Se K ⩾ 0, então ∇Ric = 0, o que é uma contradição pelo que vimos no Caṕıtulo 2,

Exemplo (3).
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