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Resumo

Este trabalho é baseado nos artigos “C'ritical metrics of the functional on three-
dimensional manifolds” de Huyia He, “On critical point equation of compact manifolds
with zero radial Weyl curvature” de Halyson Baltazar e “Remarks on critical metrics of
the scalar curvature and volume functionals on compact manifolds with boundary”, es-
crito por este ultimo com Ernani Ribeiro, e visam estudar os resultados que classificam
as métricas criticas do funcional curvatura escalar total, métricas criticas do funcional
volume e métricas estaticas. Abordaremos essas trés métricas criticas quando a curvatura
de Ricci é nao-negativa para variedades tridimensionais, e posteriormente, para curvatura
seccional nao-negativa em dimensao n > 3.

Palavras chaves: Métrica Critica; Curvatura de Ricci; Produto Warped; Variedades

Einstein.



Abstract

This work is based in the articles “Critical metrics of the functional on three-dimensional
manifolds” of Huyia He, “On critical point equation of compact manifolds with zero ra-
dial Weyl curvature” of Halyson Baltazar and “Remarks on critical metrics of the scalar
curvature and volume functionals on compact manifolds with boundary”, written by the
latter with Ernani Ribeiro, which aim to study results that classify critical metrics of
the total scalar curvature functional, critical metrics of the volume functional and static
metrics. We will explore these three critical metrics when the Ricci curvature is nonne-
gative for three-dimensional manifolds and afterword, for nonnegative sectional curvature
in dimension n > 3.

Keywords: Critical metrics; Ricci curvature; Warped product; Einstein manifolds.
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Introducao

O presente trabalho serd embasado nos artigos [2], [4] e [27]. No que segue, for-
neceremos um breve desenvolvimento historico dos problemas estudados, bem como os
resultados obtidos nos ultimos anos.

Um problema fundamental em Geometria Diferencial consiste em determinar métricas
Riemannianas em uma determinada variedade M™ que forneca curvatura escalar cons-
tante. Neste contexto é crucial compreender as métricas criticas dos funcionais Rieman-
nianos, dentre eles, o funcional curvatura escalar total e o funcional volume.

Einstein e Hilbert provaram que os pontos criticos do funcional curvatura escalar total
restrito ao conjunto de métricas Riemannians em M™ de volume unitario sao necessari-
amente Finstein, ou seja, o tensor de Ricci é multiplo da métrica. Veja Teorema 4.21,
[10].

No que segue, (M™, g) representa uma variedade Riemanniana compacta, conexa,
orientada, de dimensao n > 3, M o conjunto de estruturas Riemannianas suaves sobre
M™ de volume unitario e € C M um conjunto de métricas Riemannianas com curvatura
escalar constante.

Dada uma métrica g € M, definimos o funcional de Einstein-Hilbert (ou funcional

curvatura escalar total) R : M — R por
fR(g) = J‘M Rnggv

onde Rgy ¢ a curvatura escalar de M™.
E importante ressaltar que os pontos criticos desse funcional sao precisamente as
métricas Einstein.

Temos que £* é o [2-adjunto formal da linearizacao do operador curvatura escalar
g s

£4(h) = =Ag4(trgh) + divgdivgh — hRicy,
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dado por
£5(f) = —(Aqf)g + Hessyf — fRicy, (1)

onde f é uma funcao suave em M™ e Ay, Hessg e Ricy sao o Laplaciano, o Hessiano e o
tensor de Ricci de M™, respectivamente.
Com essas consideracoes, a equacao de Euler-Lagrange de R restrita ao conjunto €

pode ser escrita da seguinte forma

£5(f) = Ricg — ng. (2)
Na mesma terminologia usada em [10], [16], [39], uma métrica CPE (Critical Point Equa-

tion) pode ser definida do seguinte modo.

Definicao 0.0.1. Uma métrica CPE ¢ uma tripla (M™, g,f), (n > 3), onde (M™, g)
¢ uma variedade Riemanniana compacta (sem bordo), orientada, com curvatura escalar

constante e f: M™ — R € uma funcdao suave nao constante satisfazendo a equag¢ao
. . Ry
—(Agf)g + Hessyf — fRicy = Ricg — o9 (3)

Tomando o traco na equagao acima, obtemos a seguinte formula para o laplaciano,

R
Af = ———f. 4
— (4)

Por volta dos anos de 80 foi conjecturado que toda métrica CPE é necessariamente Eins-

tein. Essa conjectura foi proposta em [10] e serd apresentada abaixo.

Conjectura 1 (Conjectura CPE). Uma métrica CPE é sempre Einstein.

Observe que as métricas CPE sao Einstein se f = 0. Ademais, a conjectura CPE com-
binada com o Teorema de Obata [37, Teorema 2|, nos permite deduzir que uma métrica
CPE com fungao potencial nao constante é isométrica a uma esfera S™ e f é a fungao
altura na esfera.

Ao longo das tltimas décadas, varios pesquisadores tentaram solucionar essa conjec-
tura, mas somente resultados parciais foram provados. Em 1983, Lafontaine [33] mostrou
a conjectura para uma variedade localmente conformemente plana. Em 2000, Hwang [29]
provou a conjectura assumindo que f > —1. Em 2010, Chang, Hwang e Yun [14] demons-

traram a validade da conjectura para variedades tridimensionais com grupos de segunda
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homologia nulos tal que Ker£y(f) # 0. Em 2013, Qing e Yuan [39] obtiveram respostas
positivas para variedades com tensor de Bach nulo em qualquer dimensao.

Mais tarde, em 2014, Chang, Hwang e Yun ([16], [17]) estabeleceram a conjectura sob
a suposicao de curvatura harmoénica, que é claramente mais fraca que a condigao local-
mente conformemente considerada por Lafontaine. Esses mesmos autores em [15] foram
capazes de resolver a conjectura para uma variedade que satisfaz a condi¢ao do tensor
de Ricci paralelo. Em 2014, Barros e Ribeiro Jr [6] mostraram que a conjectura também
¢ verdadeira para variedades semi conformemente plana de dimensao 4. E importante
evidenciar que esse resultado foi melhorado pelos mesmos autores e Leandro em [7], sob
a harmonicidade da parte autodual do tensor de Weyl.

Destacamos agora que, em 2018, Baltazar [2] mostrou que a conjectura vale para va-
riedades tridimensionais com curvatura seccional nao-negativa. Em 2023, Huiya He [27]
generalizou o resultado de Baltazar, provando a validade da conjectura para variedades
tridimensionais com curvatura de Ricci nao-negativa. Os dois tltimos resultados referidos
serao abordados com maior profundidade nesta dissertagao. Mais precisamente, por [27],

temos o seguinte teorema.

Teorema 0.0.2. Seja (M3, g,f) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

coneza com curvatura de Ricci nao-negativa. Entao, M? é isométrica a esfera padrdo S3.

Posteriormente, também foi dada atengao a um outro tipo de equacao do ponto critico,
a métrica V-estdtica. Seguindo a terminologia usada por Miao e Tam [35], bem como

Corvino, Eichmair e Miao [22], temos a seguinte definicao.

Definicao 0.0.3. Uma métrica g é V-estdtica se existe uma funcao suave f de M™ e

uma constante K satisfazendo a equagao V-estatica
£5(f) = xg. (5)

As métricas V-estaticas sao essenciais para compreender a relagao entre volume e
curvatura escalar. Deste modo, fica estabelecido o problema de encontrar pontos es-
tacionarios para o funcional volume sobre o espaco das métricas com curvatura escalar
constante [22],[35],[36] e [44].

Por outro lado, quando k = 0 na Equagao (5), como em [26] e [32], pode-se definir o

espago estatico no vacuo, por simplicidade, métrica estética.
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Definicao 0.0.4. Um espago estdtico no vdcuo ¢é uma tripla (M™, g,f), (n > 3),
onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana compacta, orientada, conexa, com bordo

suave OM e f: M™ — R € uma funcdo suave tal que £~1(0) = OM satisfazendo
£1(f) =0. (6)

Agora, iremos recordar um exemplo classico de tripla estatica positiva com bordo

nao-vazio.

Exemplo 1. Um exemplo de tripla estdtica positiva com bordo conexo é obtido escolhendo
(S™(r), g), onde ST(r) € o hemisfério superior aberto de raio v em R™, dotado com a
métrica euclidiana g. Assim, dM = S™1(r) € o equador, a func¢ao altura f sobre ST (r)

¢ positiva, anula-se precisamente sobre OM = S™ (1), e satisfaz a Eq. (6).

Em 1984, Boucher, Gibbons e Horowitz [11] propuseram que tal exemplo é a tnica
tripla estatica positiva com bordo conexo e curvatura escalar positiva. Este problema
¢ em verdade uma reformulacao da bem conhecida Cosmic no-Hair Conjecture, a qual
afirma que o Unico espago-tempo estatico no vacuo, com constante cosmolégica positiva
e horizonte de eventos conexo é o espaco de de Sitter de raio r. Destacamos que exis-
tem triplas estaticas positivas com bordo duplo, o que torna a conexidade na fronteira
realmente necesséria, a saber, o espaco de Nariai. Aqui, enunciaremos a conjectura da

seguinte forma.

Conjectura 2 (Cosmic no-hair conjecture). O Ezemplo (1) € a unica tripla estdtica

positiva com horizonte simples (i.e., bordo conexo) e curvatura escalar positiva.

Em relagao a essa conjectura, houveram algumas contribuicoes parciais objetivando
resolvé-la. Nesse sentido, consulte [1], [4], [5], [28], [31], [33], [39]. Embora todas as
evidéncias indicassem que a conjectura fosse valida, Gibbons, Hartnoll e Pope [25] cons-
trufram contraexemplos para a conjectura cosmic no-hair nos casos 4 < n < 8, usando
métricas Einstein nao homogéneas encontradas por Bohm. Mais tarde, em 2023, Costa,
Diégenes, Pinheiro e Ribeiro Jr. [20], forneceram um novo contraexemplo (simplesmente
conexo) para a conjectura césmica no-hair para dimensao arbitraria n > 4.

Sabemos que se (M™, g) for Einstein, basta aplicar o teorema do tipo Obata devido a

Reilly [41] (ver também [37]) para concluir que a tnica variedade compacta Einstein que
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satisfaz a Equagao (6), é a esfera padrao. Espacos estéticos no vacuo localmente conforme-
mente planos foram classificados em [31] e [33] de forma independente. Outrossim, Qing
e Yuan [39] obtiveram um resultado de classificacao para espacos estaticos assumindo a

nulidade do tensor de Bach. Tratando-se do seguinte teorema.

Teorema 0.0.5. (Kobayashi [31], Lafontaine [33], Qing e Yuan [39]) Seja (M™,g,f)
uma tripla estdtica positiva com curvatura escalar R = n(n — 1). Suponha que (M™, g)
possui tensor de Bach nulo, entdo (M™, g,f) € dada por uma tripla estatica equivalente a

uma das sequintes triplas estdticas:

(i) Um hemisfério padrao

(Si, gSnfl,f — XT‘L+1)'

(1) Um cilindro padrao sobre S™ ' com a métrica produto

2
(M = {O, %] x St dt? + nn gsn1,f = sen(\/r_tt)).

—92 n—2
(111) Para algum m € (0, %) , 0 espaco de Schwarzshild definido por
1
_ n—-1 2, 42 _ -
(M =[r;,m] xS" g = [ omp _tht +t?ggn 1, fy = V1 — 2mit2 —t2>,

onde 11 < T9 sao zeros positivos de f.

Observacao 0.0.6. Segue diretamente da definicao do tensor de Bach que, variedades
conformemente planas possuem tensor de Bach nulo. Desse modo, como as trés estruturas
acima sao conformemente planas, podemos concluir que para triplas estdticas positivas,

variedades conformementes planas sao equivalentes a variedades com tensor de Bach nulo.

Relembremos agora que o funcional volume V : M — R é dado por
Vq :J dvy.
M

Quando k = 1 na Equacao (5), Miao e Tam em [35] estudaram o funcional volume
definido acima, restrito ao espaco das métricas de curvatura escalar constante com métrica
prescrita no bordo e obtiveram uma condi¢ao necessaria e suficiente para uma métrica ser
um ponto critico.

Como em [30] e [36], temos a defini¢ao a seguir.
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Definigao 0.0.7. Uma métrica critica de Miao-Tam € a tripla (M™, g, f), (n > 3),
onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta, orientada, com bordo
suave OM e f : M™ — R ¢ uma funcdio suave tal que f~1(0) = OM que satisfaz ao

sequinte sistema de equagoes

L) =g (7)

Miao e Tam, em 2011, estudaram as métricas criticas sobre a condi¢ao Einstein. Mais

precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 0.0.8. (Miao-Tam [36]) Seja (M™, g, f) uma métrica critica Miao-Tam FEins-
tein, conexa, compacta, com bordo suave OM, entao M™ € isométrica a bola geodésica em

uma forma espacial simplesmente conexa R™ H™, ou S™.

Em [36], Miao e Tam substituiram a hipdtese de Einstein por localmente conforme-
mente plana com bordo isométrico a esfera e obtiveram o mesmo resultado para as vari-
edades simplesmente conexas. Baseado no trabalho de Cao-Chen [13], Barros-Didgenes-
Ribeiro [8] provaram que, se uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade
compacta M de dimensao 4, simplesmente conexa, com bordo isométrico a esfera padrao
S? possui tensor de Bach nulo, entao M? deve ser isométrica & bola geodésica em uma
forma espacial simplesmente conexa R*, H*, ou S*.

Além disso, Baltazar-Ribeiro [4] provaram uma férmula geral tipo-Bochner para mos-
trar que uma métrica critica Miao-Tam (M3, g, f) compacta, orientada e conexa, com
bordo suave 0M e curvatura seccional nao-negativa e f nao-negativa, é isométrica a uma
bola geodésica em um espago forma simplesmente conexo R? ou S3. Veja também [3], [5],
[9] e [43] para mais resultados relacionados.

Com o conteudo abordado neste trabalho de dissertacao, serd possivel demonstrar o
seguinte teorema para espagos V-estaticos tridimensionais com curvatura de Ricci nao-

negativa, o qual foi provado recentemente em [27].

Teorema 0.0.9. Seja (M3, g, f) uma métrica V-estdtica tridimensional compacta, ori-
entada, conexa com um bordo suave OM e curvatura de Ricci nao-negativa. Se f e K

satisfazem uma das sequintes condigoes:
(i) k=0ef>0,

(i) k<0 ef<O0.
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Entao M3 € localmente conformemente plana.
Especificamente, quando k = 0, vale o seguinte corolario.

Corolario 0.0.10. Seja (M3, f, g) um espaco estdtico no vdcuo tridimensional compacto,
orientado, conexo com bordo suave OM, curvatura de Ricci nao-negativa e f nao-negativa.

Entao, (M3, g,f) € dada por um espaco estdtico equivalente a uma das sequintes cole¢oes:

(i) O hemisfério padrao
(Siu Jcan, f= X4)7

onde gcan € a métrica da esfera unitdria padrao.

(ii) O cilindro padrao sobre S* com a métrica produto

T 1 1
0,=| xS% gproa = dt> + —gean,f = — 3t) .
<|: ) 3:| X 79‘P d =+ 390 \/gsen(\/_ )>

Ademais, quando k > 0, provaremos o seguinte resultado sob a condigao de f > 0.

Teorema 0.0.11. Seja (M3, g, f) uma métrica V-estdtica tridimensional compacta, ori-
entada, conexa com bordo suave OM e curvatura de Ricci ndao-negativa. Se k >0 ef >0,

M3 € uma variedade de Einstein.
Como corolario direto, temos o seguinte resultado.

Corolario 0.0.12. Seja (M3, g,f) uma métrica critica Miao-Tam tridimensional com-
pacta, orientada, conexa com bordo suave OM, curvatura de Ricci nao-negativa e f ndo-
negativa. Entdo, M? € isométrica a bola geodésica em um espaco forma simplesmente

conezxo R® ou S3.

Na segunda parte desta dissertacao, iremos nos fundamentar em [2] e [4], utilizando
porém uma equagao que engloba os trés tipos de métricas apresentadas acima. Note que
a equacao V-estatica engloba também a métrica CPE, para isto basta fazer f =1+ F e
K = — onde R é constante. Desse modo, quando nos referirmos a equagao V-estatica,
estaremos fazendo mencao aos trés tipos de métricas estudados nesta dissertacao. Para
mais informagoes, veja o Capitulo 2.

No que segue, é importante lembrarmos que uma variedade Riemanniana (M™, g) tem
curvatura de Weyl radialmente nula quando, para uma funcao potencial adequada f em
M,

wi(.,.,., Vf)=0.
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O préximo teorema unifica os resultados obtidos em [2] e [4], e este serd essencial para
entendermos a classificacao das métricas V-estaticas para o caso de curvatura seccional
nao-negativa.

Teorema 0.0.13. Seja (M™, g, f) uma métrica satisfazendo a Equagdo (5). Entdo, temos

a sequinte formula integral

3n -5 2
0 = J f2|VRic]? dM + — J s
M M

SRTO L pcPraMm —J fIRic|? dM
=) )y, Mg I | fIRiel dM

n—2

+3 JM f2 (ni 2tT(ROiC3) — WijklRoikRojl> dMg —
3

+—— JM 2R[Ric|? dM,. (8)

E JM fCijkWijkLVLf dMg

Assim, obtemos alguns corolarios especificos para cada uma das métricas criticas es-
tudadas.
e Métricas CPE:

Corolario 0.0.14. A conjectura CPE é verdadeira para variedades n-dimensionais com
curvatura seccional nao-negativa satisfazendo a condicao de curvatura de Weyl radial-

mente nula.

E conhecido que, o tensor Weyl é identicamente nulo quando n = 3. Entao, é facil
verificar que a métrica CPE com curvatura seccional nao-negativa deve ser isométrica a

esfera padrao. Desse modo, fica estabelecido o seguinte

Corolario 0.0.15. A conjectura CPE € verdadeira para variedades 3-dimensional com

curvatura seccional nao-negativa.
e Métricas Miao-Tam:

Corolario 0.0.16. Seja (M™, g, f) uma métrica Miao-Tam, orientada, compacta, conezxa
com bordo suave OM, curvatura seccional nao-negativa e curvatura de Weyl radialmente
nula. Entao, M™ € isométrica a uma bola geodésica em um espago forma simplesmente

conexo R™ ou S™.
o Métricas Estaticas:

Corolario 0.0.17. Seja (M™, g,f) uma tripla estatica positiva com curvatura seccional
nao-negativa, curvatura de Weyl radialmente nula e curvatura escalar R=n(n-1). Entao,
M™ € isométrica ao hemisfério padrao ST ou ao cilindro padrao sobre S™ com a métrica

produto descrita no Teorema (0.0.5).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Operadores Diferenciais

Nesta secao apresentaremos nocoes iniciais de operadores diferenciais utilizados no
decorrer deste trabalho.
No que segue, M™, ou simplesmente M, denotara uma variedade Riemanniana m-

dimensional com métrica g = (-, -) e conexao de Levi-Civita V.

Definicao 1.1.1. Seja f : M™ — R uma func¢ao suave. O gradiente de f é o campo

vetorial suave VT, definido sobre M por
(VF,X) = X(f), (1.1)
para todo X € X(M).

Proposicao 1.1.2. Seja f : M — R wuma funcao suave e {eq, e, ...,en} um referencial

ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. Entao, em U temos que

Vit = i ei(f)ei.
i=1

n

Demonstra¢ao. Em U podemos escrever Vf = Z aiei, desse modo
i=1
n
<Vf, €j> = Z ai(ei, €j> = aj.
i

Por outro lado, por definicao (Vf, ej) = e;j(f), logo a; = e;(f), e assim obtemos

Vit = i ei(f)ei.
i=1
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A seguir temos algumas propriedades do gradiente.
Proposigao 1.1.3. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao
(i) V(f+g)=Vf+Vg;
(ii) V(fg) = gVf+fVg.

Demonstracao. Basta observar que, sendo X um campo suave sobre M, segue diretamente

da definicao de gradiente que

(V(f+9),X) = X(f+g)=X(f)+X(g)
= (Vf,X)+(Vg,X)
= (Vf+Vg,X)

(V(fg),X) = X(fg) = gX(f)+fX(g)
= (gVf,X) + (fVg, X)
= (gVf+1fVg, X).

Agora definamos o divergente de um campo vetorial.

Definicao 1.1.4. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a

funcao suave divX: M™ — R, dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v = (Vi X)(p)}, (1.2)

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves. Similarmente a
definicao anterior, a divergéncia de um (1,7)-tensor T € definida como sendo o (0,7)-

tensor

(divT)(vq,...,vr) = W (V,,T)(vy,...,0.)}

= gjijTk(Ul,...7UT).
Em particular, se T é um (0, 2)-tensor, entdo em coordenadas temos

(dl\)T)l = gjkvaij .
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Particularmente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.5. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M™ — R € uma

funcao suave, entao
(i) div(X+Y) = divX + divY.
(i) div(fX) = fdivX + (VTf, X).

Demonstracao. Considere X e Y campos suaves definidos em M™ e {eq, ..., en} um refe-

rencial ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M. Sendo assim,

div(X+Y) = <i Ve (X+Y), ei>
i=1
— <i VeiX + i VeiY, €i>
i=1 i=1
— <i Ve X, ei> + <i V.Y, ei>
i=1 i=1

= divX + divY

div(fX) =

Z el(f)X + i fVeiX, €i>

1 i=1

Z ei(f)ei, X> + <fi VeiX, €i>
i ei(f)ei, X> + f<i VeiX, €i>

1 i=1

Nesse contexto, relembremos o Teorema da Divergeéncia.

Teorema 1.1.6 (Teorema da Divergéncia). Seja M™ uma variedade Riemanniana
compacta orientada e X € X(M). Se o bordo de M € munido com a orientacdo e a
métrica induzidas pela inclusao j : OM — M e v denota a normal unitdria exterior a M
ao longo de OM, entao

J (divX)dM:J (X,v) d(dM).
M oM
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Definicao 1.1.7. Seja f : M™ — R uma funcao suave.O Laplaciano de f é a funcao
Af : M™ — R dada por
Af = div( V).

Em particular, deduzimos as seguintes propriedades.

Proposicao 1.1.8. Dadas f,g: M™ — R funcoes suaves, temos
A(fg) = gAf + fAg + 2(Vf,Vg).

Assim,

1
5A(fz’) = fAf + |V
Demonstragao. Por (1.1.3), (1.1.5) e fazendo uso da Definigao (1.1.7), é valido que
A(fg) = div(V(fg)) = div(fVg+ gVT)
= div(fVg) + div(gVT)
= fdiv(Vg) + (Vf,Vg) + gdiv(Vf) + (Vg, Vf)
= fAg+ gAf+2(Vf,Vg).
Para o caso particular, basta fazer g = f na equagao acima. O

Definicao 1.1.9. Seja f: M™ — R uma funcdo suave. O Hesstano de f € o campo de

operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M, definido para v € T,M por
(Hessf),(v) = V, VT.
Proposigao 1.1.10. Se f: M™ — R € uma funcdao suave, entao
Af = tr(Hessf).

Demonstracao. E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M. Para tanto,
seja U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial {e, ..., e,}. Sendo

assim,

tr(Hessf), = <Zvein,ei>
i=1 P

= div(Vf)(p)
= Af(p).



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 13

1.2 Tensores

Nesta secao apresentaremos alguns tensores classicos que serao utilizados neste tra-

balho. Para um maior aprofundamento do que iremos expor, recomendamos ao leitor as

referéncias [12] e [23].

Definicao 1.2.1. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e V* o espaco dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicagao multilinear

T:Vx...xV—=R.
~—

S vezes

Um r-tensor contravariante € uma aplicacao multilinear

T:V:x...xV*=R.
—_

T vezes

Um tensor do tipo (v,s) € um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplica¢ao
multilinear

T:V:Xx..xV*xVx...xV—=R.

Vv
T vezes S vezes

No que segue, (M™, g) denotard uma variedade Riemanniana de dimensao n com
métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das fungoes diferencidveis (ou
de classe C®) sobre M serd denotado por C*(M). O espaco dos campos diferencidveis

sobre M sera denotado por X(M).

Definicao 1.2.2. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade M™

¢ um tensor sobre o C®°(M)-mddulo X(M). Assim, um (r,s)-tensor A € uma aplicagcao
A:X(M)" x X(M)® — C®(M)

multilinear sobre C®°(M). Mais precisamente, A € uma aplicacao multilinear sobre C® (M)

que associa a cada (1 + s)-upla (Y, ...,Y", X4, ..., Xs) uma funcdio diferencidvel
f=AYL Y Xy, ., X)) : M™ = R,

A posicio que Y' ocupa é chamada i-ésima entrada contravariante e a posicdo que
Xj ocupa € chamada de j-ésima entrada covariante. Desta maneira, os (0,s)-tensores
sao ditos covariantes e os (v,0)-tensores sao ditos contravariantes. Denotamos por T o

mddulo de todos os (r,s)-tensores sobre C*(M).
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Definigao 1.2.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann ¢ o (1,3)-tensor
Rn=X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dado por
Rm(XJ Y7 Z) - VYVXZ - VXVYZ + V[X,Y]Zu

para todo X,Y,Z € X(M).

Em coordenadas,
0o 0 0 0
Rn|=—,— )]=—~=RL, —.
(ax" 570) oxk Ukoxt

Ademais, quando necessdrio, faremos a sequinte convenc¢ao =7 = 0i. Também € possivel

ox

interpretar o tensor Ry, como um (0,4)-tensor, definido por
R =X(M) x X(M) x X(M) x X(M) = C*(M),

onde

R (X, Y, Z, W) = g(Rn(X,Y)Z, W).

Em coordenadas,

Rm (01, 05, 0k, 01) = Rijiu.
Proposicao 1.2.4. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Rn(X,Y,W,Z) = =R, (Y, X, W, Z) =R, (Y, X, Z,W).
(7i) R (X, Y, W, Z) =R, (W, Z,X,Y).
(111) Primeira Identidade de Bianchi
Rn(X, Y, W, Z) + R (Y, W, X, Z) + R, (W, X,Y, Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijkt + Rjkit + Rijr = 0.
(iv) Segunda Identidade de Bianchi
(VWRTTL)(XJ Y7 Z7 u) + (VYRTTL)(W7 X7 Z7 u) + (VXRm)(Yu W7 Z7 U) =0.

Em coordenadas,

V1Rijks + VjRiiks + ViRjis = 0.
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Demonstragao. Para as demonstracoes dos itens veja [23]. [

Definigao 1.2.5. O tensor curvatura de Ricci ¢ o (0,2)-tensor

Ric: X(M) x X(M) — C*(M)
dado pelo trago do tensor curvatura de Riemann, isto €,

Ric(X,Y) =tr{Y — R (X, Y)Z},
onde X,Y,Z € X(M). Em coordenadas,

(Ric)ik = Rix = gleijkl-
Proposigao 1.2.6. A curvatura de Ricci € um campo tensorial simétrico, isto €,
Rij = Rji.

Demonstracao. De fato, fazendo uso da Proposigao (1.2.4),

Rij = Z gkaikjm: Z gkajmik: Z gmkijik:Rji~

k,m=1 k,m=1 k,m=1

[]

Definicao 1.2.7. A curvatura escalar de uma variedade € a funcao R : M — R dada
por

R = tr(Ric).

Em coordenadas,

R = gikRik.

Proposicao 1.2.8. (Identidade de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana e f: M —

R uma funcdo suave. Para quaisquer campos X, Y, X € X(M), vale a sequinte identidade
(VxHessf)(Y,Z) — (VyHessf)(X, Z) = (R(X,Y)Z, V).

Em coordenadas,

ViV;Vif —V;ViVif = Ry Vit
Demonstragao. Para a demonstragao veja [18]. O

Proposigao 1.2.9. Em uma variedade Riemanniana (M™, g) vale
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(i) Identidade de Ricci contraida uma vez
ijik - ViRjk = glsleijks; (1-3)
(ii) Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes

. 1
g*ViRi = S ViR, (1.4)

Demonstragao. Para demonstrar o item (i), tome o traco na Segunda Identidade de Bi-

anchi, obtendo
0 = ¢g"ViRjixs + 9" VjRitks + 9" ViRujis
= glslejiks + Vj(glsRilks) - vj(gls)RiIks + Vi(glsleks) - Vi(gls)leks
= glslejiks + Vj(glsRiLks) + vi(ngleks)
= g"ViRjiks + V(9" Riwks) — Vi(9" Rjiks)
= —9"ViRijks + VjRix — ViR
Desse modo,
ViRix — ViRjk = ¢ ViRyjks.
Para mostrar o item (ii), vamos reescrever a equagao acima da seguinte maneira
ViRix = ViRjk + 9" ViRyjks. (1.5)
Tomando o traco de (1.5), temos
Vi(g*Rix) = g*V;Rix + 9" Vi(g*Rijen),
isto é,
ViR = ¢*VjRix + ¢ ViRys.
Portanto,
ViR = 2¢'*V, Ry,

onde foram feitas as trocas convenientes dos indices s <> k e 1 <+ j. Assim, concluimos a

demonstracao. O]

Definicao 1.2.10. Dados dois vetores X e Y nao nulos e linearmente independentes em

ToM, a curvatura seccional do plano o gerado pelos vetores X e Y € dada por

R(X,Y.X.Y)
Ko} = KXY = v — g(x V2
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Utilizando a curvatura seccional, podemos dar uma interpretacao geométrica para a
curvatura de Ricci. De fato, seja X um vetor unitdrio em T,M e {X, Eo, ..., Ex} uma base

ortonormal de T, M.

Entao,
Ric(X,X) =Ry = Z 0" Ritim = ) 8™R(X B, Em, X) = > R(X,Ey, Exe, X)
k,m=1 k,m=1 k=1
= = R(X,Ey, By, X)
=Y R(X,Eyx,Ex,X) = : 1.6
kZ_2 (X, Ex, Ex, X) kZ2 XA By (1.6)
ou seja,
Ric(X,X) = > K(X, Ey). (1.7)
k=2

Definigao 1.2.11. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T € um

tensor de ordem (v + 1) dada por
VT(YIJ"'vTT7Z) = Z(T(Yh?YT)) _T(VZYlv--~7YT‘) - ---_T(Ylu"erflavZYT) .

Para cada Z € X(M), a derivada covariante VzT de T em relacio a Z é um tensor de
ordem r dado por

VT (Y1,...,Y:)=VT(Yy,...)Y, Z).

Proposicao 1.2.12. Seja T um (0, 2)-tensor e g a métrica Riemanniana, entao

(g, T) = tx{T}.

Demonstracao. Seja{e;} um referencial ortonormal. Sendo T um (0, 2)-tensor e escrevendo

Ti.j =T (ei, e)-), temos

Z 91] i — Z 61)T1] - ZTll - trg{T}

i,j=1 i,j=1

Portanto, (g, T) = tr{T}. O

Para n > 3, a decomposi¢ao ortogonal do tensor de Riemann ¢ dada por
Rn=W+ADg (1.8)

onde A é o tensor de Schouten,
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W é o tensor de Weyl e ® é o produto de Kulkarni-Nomizo entre tensores simétricos de

ordem 2 definido por
(T® S)ijir = TikSj + TSk — TuSje — T Sir, (1.10)

para quaisquer (0,2)-tensores T e S. Logo, podemos reescrever (1.8) como

1
Ri' = Wi' —(Ri Bkl — i3
jkt )kl+n_2( ic @ gijrt 2(11—1)(11—2)(9@9) jkt

1
= Wik + —" (Rixgjt + Rjigix — Ruugjk — Rjkgit)

R
T m-1)(n-2)

(gixgjr — gurgji) - (1.11)
Proposicao 1.2.13. O tensor de Weyl satisfaz as sequintes propriedades:

(i) W € livre de tragos.

(it) Wijre = —Wjia = Wjik.

(111) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto é,

Wik + Wijkit + Wi = 0.
Demonstragao. Para o item (i), tome o trago do tensor W em relagao a i, k. Assim,

. . 1 ) . . .
Z glkWijkl = Z (glkRi]’kl S (glkRikgjl + glklegik - glkRugjk - glkRjkgu)
ik

- n—2
i,k
+ R (gikgikg'l - gikgugk)
Mm—1)n-2) ] ]
1
= ; (le E— (Rgj1 + nRjy — 045Ri1 — xRy )
+ R (ngj1 — dx19ix)
(m—D(n—g) I Ok

1
= ; (R)'l ) (Rgj1 + nRjy — Rjy — dxiRji)

R
+(n " n—2) (ngj — 5k19jk)> )
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ou seja,

. 1
Zglkwijkl = le—m(R9j1+nle_R11_Ril)
ik

R

+(n STy (mgj1 — gj1)
R
= Ri——— (Rgji + (N —2)Rj1) + m—Dm—2 (n—1)gj
R R
= L9 + n_ o9
= 0.

Analogamente, é possivel mostrar que em quaisquer dois indices o tensor de Weyl é livre
de tracos.

Para demonstrar o item (ii), observe que

Wikt = Ryt — (A @ g)ijr
= —Rjit — (Aigjt + Ajigik — Augix — Ajgit)
= —Rjikt T Aj9ut + Augjx — Ajtgik — Akt
= —(Rjikt — (A ® g)jixt)
= Wik,

—Wjie = — (Rjikt — (A ® g)jixt)
= —Rjikt + Ajk9it + Augix — Aj1gik — Aikgit
= Rjik — (Aj19ik + A it — Ajk it — Augji)
= Rjiik — (A @ g)jux
= Wjin,
0 que prova o item (ii).
Substituindo a Equagao (1.8) na primeira identidade de Bianchi, temos
0 = Rijkt + Rjkit + Ruiju
= (Wi + (A ® g)ijrt) + (Wikit + (A © g)jkin)

+ (Wit + (A ® g)kij) -
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Desse modo,

Wikt + Wikt + Wit = —(A B glijkt — (A © g)jiit — (A O g)xijt
= —Augjt — Ajngix + Augix + Ajkgit
—Ajigkt — Agii  Ajigxi + Axigit
—Ay9it — Augyy + Axgiy + Aqjgit
= 0,

o que mostra o item (iii). O

Observacao 1.2.14. Em uma variedade Riemanniana com dimensao 1 = 3, o tensor de

Weyl se anula. Veja Exercicio 1.58 de [18].

Definicao 1.2.15. O tensor de Cotton ¢ um (0,3)-tensor em (M, g) dado por

1

Cijk = ViRjx — VR — 2m—1)

(gjkViR — giijR) . (1.12)
Em termos do tensor Schouten (1.9), é vélido reescrever o tensor de Cotton como
Cijk = (T‘L—Q)(ViAjk_vink). (113)

Proposigcao 1.2.16. Paran > 4, os tensores de Cotton e de Weyl satisfazem a sequinte

relacao

n—2
Cijk = _mvlwijkl- (1.14)

Proposicao 1.2.17. (Propriedades do tensor de Cotton)

(i) O tensor de Cotton é antissimétrico nas duas primeiras entradas, isto €, Cijx =

_Cjik; VIa j? k';.
(ii) O tensor de Cotton € livre de tragos, ou seja, gijCijk = gikCijk =0.
Demonstracao. Pela definicao do tensor de Cotton,

Ciyjr = (Mm—2)(ViAj — V;Au)
= —(n—2)(VjAix — ViAj)

— _C]'ika
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o que demonstra o item (i).

Para demonstrar o item (ii), da Equagao (1.14), temos

2 n—2 .
3V1Wijk1 = _mvlguwijkl =0,

n—

9" Cijx = —g" —

ja que o tensor de Weyl é livre de tragos. O]

Teorema 1.2.18. (Weyl-Schouten) Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de di-

mensao n. Entao,
(i) Sen =2, entao (M™, g) € localmente conformemente plana.

(ii) Se n = 3, entao (M™,g) ¢é localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Cotton € nulo.

(11i)) Se n > 4, entao (M™,g) € localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Weyl € nulo.
Demonstra¢ao. Vide Proposi¢ao 1.62 de [18]. ]

Definicao 1.2.19. Em uma variedade Riemanniana (M™, g), (n > 4), o tensor de Bach

¢ definido como

1 1
By = —— Wiki Ryt Wikit- 1.15
j n_gvkvl k]l+n_2 kL Wikjl (1.15)

Proposicao 1.2.20. O tensor de Bach € livre de tracos em dimensao n > 4, o que pode

ser expresso como tr(B) = 0.

Demonstracao. Segue diretamente do fato do Cotton e do Weyl serem tensores livres de

traco. O

Para o que se segue, diremos que uma métrica Riemanniana é Bach-flat quando o
tensor de Bach ¢ nulo, isto ¢, By; = 0.
Por fim, o tensor sem trago T de um (0,2)-tensor T arbitrario em uma variedade
Riemanniana (M™, g) é dado por
o tr(T)
Ty =Ty — ——9u.

Outrossim, note que

TP =17~

D g~ re - Lper 2
n n
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1.3 Variedades de Einstein

Agora, falaremos sobre variedades de Einstein, juntamente com algumas de suas pro-

priedades.

Definicao 1.3.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um maltiplo da métrica g, ou seja,
Ric(X,Y) =Ag(X,Y)
para todo X, Y € X(M) em que A : M — R € uma funcdo diferencidvel. Em coordenadas,
Rij = Agy. (1.16)

Observacgao 1.3.2. Observe que ao tomar o trago em (1.16), seque que R = An.. Impli-

R
cando em A = o Logo, M ¢ uma variedade de Finstein se, e somente se,
R
Ric = —g. 1.17
9 (1.17)

Proposicao 1.3.3. (Lema de Schur) Seja (M™, g) uma variedade de Einstein conexa de

dimensao n > 3, entao A € constante.

Demonstrac¢ao. Das equagoes (1.16) e (1.17), e pela Segunda Identidade de Bianchi con-

traida duas vezes (1.4), obtemos
TLVI)\ = VI(TO\) = VIR = 2gjijRik = 2VkRik = QVk}\gik = QVI}\ (118)
Sendo assim,

Portanto, para n > 3, como M ¢ conexa, segue que A é constante. O

1.4 Meétricas Conformes

O objetivo dessa secao é apresentar algumas relagoes existentes com respeito a métricas
conformes. Veremos como a conexao de Levi-Civita, o gradiente, o divergente, o laplaciano
e o tensor de Ricci mudam em uma variedade Riemanniana sob uma mudanca conforme
da métrica. Tais relacoes serao essenciais para o entendimento dos exemplos referente a
métrica tripla estatica positiva. E vélido ainda informar que a maioria das demonstragoes

encontram-se em [12].
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Definicao 1.4.1. Duas métricas Riemannianas g e g em uma variedade diferencidvel M

sao ditas conformes se existe uma funcao positiva suave f: M — R tal que

g = fg.
A funcao f é denominada o fator de conformidade entre as métricas. O conjunto de
todas as métricas conformes a uma métrica g ¢ chamado de classe conforme e é denotado

por [g], isto é,
[g] :={g = fg; f € C*°(M) é positiva }.

No restante desta se¢ao, (M™, g) denotard uma variedade Riemanniana n-dimensional
com métrica g, e g = fg é outra métrica em M, conforme a g. Por razoes especificas,

escreveremos com frequéncia f = e2", onde h: M — R é uma funcao suave.

Proposicao 1.4.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e § = e®g, com h €

C®(M). Se f: M — R ¢ uma funcao suave, entao
Vf = e "Vf. (1.19)

Demonstracao. Seja{eq, e, ..., e, } um referencial local em U € M, ortonormal em relacao

—h

A métrica g, ¢ imediato verificar que {e ey, e ey, ..., e e, } é um referencial ortonormal

em relagdo a g. Dai, pela Proposi¢ao (1.1.2), temos

Vi = Ze_hei(f)e_hei

i=1

O

A seguir, relacionaremos as conexoes de Levi-Civita de g e g. Para isso, lembre da
férmula de Koszul (pg. 45 de [23]): se (,) é a métrica Riemanniana de M, V a conexao

de Levi-Civita correspondente e X,Y,Z € X(M), entao
2(Z,VyX) = XY, Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) — ([X, Z],Y) — ([Y, Z], X) — ([X, Y], Z). (1.20)

Proposigao 1.4.3. Seja M™ uma variedade Riemanniana com métrica g e g = e*"'g,
comh: M — R suave. Se V e V denotam respectivamente as conexdes de Levi-Civita de

g e g, entdo, para todos X,Y € X(M), temos

VxY = VxY + X(h)Y + Y(h)X — g(X,Y)Vh, (1.21)
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onde Vh denota o gradiente de h na métrica g.

Demonstragao. Segue da férmula de Koszul para g (VxY,Z) que

2¢™g (VxY,Z) = 23 (VxY,Z)

= X(g(Y,Z)) +Y(9(X,2)) — Z(g(X,Y))
—g(1X,Y],2) — g(lY, Z],X) + g([Z,X],Y)

= X(e*g(Y,Z)) +Y (e’g(X,Z)) — Z (e**g(X,Y))
—e®g(IX,Y],Z) — e™g([Y, Z],X) + e*"g(Z,X],Y)

= 2X(h)e?g(Y, Z) 4+ 2Y(h)e>g(X, Z) — 2Z(h)e*"g(X,Y)
+e*"X(g(Y, Z2)) + e*Y(g(X, Z)) — e Z(g(X,Y))
—e™g(1X, Y], 2) — e*"g(IY, Z],X) + e*"g(1Z,X], Y).

Cancelando o fator 2e?" e substituindo a férmula de Koszul para g (VxY, Z) nas duas

ultimas linhas acima, obtemos

g (VxY,Z) =X(h)g(Y,Z) + Y(h)g(X,Z) — Z(h)g(X,Y) + g (VxY, Z)
=g(VxY,Z) + g(X(h)Y + Y(h)X, Z) — g(Z, Vh)g(X,Y)
=g(VxY+X(h)Y+Y(h)X—g(X,Y)Vh,Z).

Por fim, como a igualdade acima é valida para todo Z € X(M), segue a relagao (1.21). O
[remos analisar agora a mudanca do divergente para a métrica conforme.

Proposicao 1.4.4. Seja M™ uma variedade Riemanniana com métrica g, e § = e*'g,

com h: M — R suave. Para X € X(M), temos
divX = divX + nX(h). (1.22)
Demonstracao.
divX =g (Ve X, &) = g (Ve X, 1) .
Segue entao de (1.21) que
divX = g (Ve X + e;(h)X + X(h)e; — g (ei, X) Vh, e;)

=g (Ve X, e1) +ei(h)g(X,ei) +X(h)g (ei,ei) —g (e, X) g(Vh,e;)
= divX +nX(h).
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Corolario 1.4.5. Nas notagoes acima, se f: M — R € uma funcao suave, entdo
Af = e (A 4+ (n — 2)g(VFf, Vh)).
Em particular, se n =2 ou h € constante, entao
Af = e "Af.
Demonstracao. Segue de (1.19) e (1.22) que
Af = div(Vf) = div (e 2"VF)
= div (e 7°"Vf) +ne *"Vf(h)

= e M div(Vf) + g (V (e 2"), Vf) + ne *"Vf(h)
= e MAf+ g (V (e7"), V) + ne *"g(VF, Vh).

Ademais, temos V (e 2") = —2e 2"Vh, de modo que
Af = e 2"Af — 2e72"g(Vh, V) + ne 2"g(Vf, Vh)
= e "(Af + (n —2)g(Vh, VT)).

]

Proposicao 1.4.6. Se Ric e Ric denotam respectivamente as curvaturas de Ricci de M

com respeito as métricas g e g = e*"g, entdo

Rij = Ryj — (N —2)ViV;h 4 (n — 2)VihVih — (Ah + (n — 2)|Vh[?)gy;. (1.23)
Demonstracao. Vide [40]. O
Corolério 1.4.7. Seja g = e g, entdo

R=e™R—2(n—1)Ah— (n —2)(n — 1)|Vh]?). (1.24)

1.5 Produto Warped

Nesta secao, abordaremos os conhecimentos sobre Produtos Warped que serao ne-
cessarios para os calculos desenvolvidos nos exemplos de métricas estaticas. Para tal
exposicao, nos baseamos nas informagoes apresentadas em [21], [24] e [38].

Sejam N™ uma variedade Riemanniana n-dimensional e R x N™ a variedade produto
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(n + 1)-dimensional.

Defina em R x N™ a métrica Riemanniana
(,)= G*(d’c)2 + (do G)2Tt*<, NS (1.25)

onde ¢ : R — R é uma funcao suave positiva, 0 : R x N - R e m: R x N — N™ sao
as projegoes canonicas de R x N™ em cada fator e (,)n é a métrica em N™. Podemos

escrever por simplicidade,
<7> = dt2 + cb2<7 >N-

Escreveremos M = R x4 N™ para representar a variedade produto R x N™ munida
com a métrica (1.25) e diremos nesse caso que R x4 N™ é o produto warped de R por N™
com a funcao warped ¢. A variedade R é chamada de base e N™ de fibra do produto
warped R x N™.

Como ¢ e 7 sdo submersoes, temos que, dado q = (t,p) € M, o 1(t) e w(p) sao
subvariedade de M com dimensao n e 1, respectivamente.

Por exemplo, a subvariedade o~ !(t) é a variedade {t} x N™ com a métrica

Dizemos que 0~ !(t) = {t} x N™ é uma folha de M e w!(p) = R x {p} é uma fibra de
M.

Ademais, um vetor tangente a M serd chamado de vertical se ele for tangente a
uma fibra e um campo de vetores serd vertical se for inteiramente composto por vetores
verticais. Analogamente, um vetor tangente a M e normal a uma fibra serd chamado de
vetor horizontal e um campo de vetores sera horizontal se for composto somente por
vetores horizontais. Veja que, em cada ponto q = (t,p) € M, vetor horizontal em q é

tangente a folha 0~1(t), e vetor vertical em q é tangente a fibra 7t 1(p).

Observagao 1.5.1. Dado X € X(M), tem-se [X,0¢] = 0. De fato, seja {t,x1,...,Xn} um

sistema de coordenadas em M =R xg N™. Assim, se h € C*(N) e X = ), a;0;, entdo

0¢(X(h)) = 0¢ (Z ‘xiai(h)) = 3 (idi(h))

= Z{at ((Xi) al(h) + ‘Xiat (al(h))}
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Como o nao depende de t, entdo 0 () = 0.

Usando o Teorema de Schwarz do R™, obtemos

0¢(X(h)) =X(0¢(h)).

Portanto o colchete [X,0¢] = 0.

Proposicao 1.5.2. Sejam M =R x4 N™ e X € X(M), ou seja, X € um campo horizontal.

Entao:

(i) Vx0¢ =V, X = %X,

(ii) Va,0¢ = 0.

Demonstragao. (i) Devemos notar que (Vx0y, 0¢) = 0. De fato, pela férmula de Koszul,

temos

2 (ant, at> :X <at, at> + at <at7 X> - at <X, at>
_ <X7 [at7 at]> + <at7 [at7 X]> + <at7 [X7 at]> .
Com excecao dos termos (04, [0¢, X]) e (0, [X, 0¢]) todos os outros termos sdo nulos, de

forma que a equagao acima reduz-se a

2 <VXat7 at> - <at7 [a’U X]> + <ata [Xa at]> .
Como o colchete de campos é anti-simétrico, ou seja, [X,Y] = —[Y, X][,VX,Y € X(M),

temos (Vx0¢,0¢) = 0. Logo, Vx0; é horizontal.

Segue da observagao (1.5.1) e da simetria da conexao afim de M™*! que V5, X = V0.
/

Para mostrarmos que Vx0; = —X, tome Y um campo horizontal. Desse modo,

¢
2(Vx0:,Y) = X(0,Y)+0(Y,X) —Y(X,04)
- <X> [ataYD + <ata [Y7 X]> + <Y7 [Xa at]>
= at<Y7 X> + <at7 [Y, X]> = at<Y7 X>a

onde usamos a observacao (1.5.1) e na ultima equacao que [X,Y] € X(M) é ortogonal a
O¢.
Da definigao da métrica de M™1 (1.25), segue que
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2 <ant,Y> = 0t (¢2<X7Y>N) )

pois (7r), (X) = 0,VX € X(N).

Assim, como 9 ((X,Y)n) = 0, entao

) 2d)/d)2
2(Vx0:,Y) = 3 (&%) (X, Y)n = 200 () (X, V)N = o (X, V)N
Novamente da definigao da métrica, temos (X,Y) = $2(X,Y)n, assim,
(Vxd Y>—<3/x Y> 1.26
XVUt, - (1) ; . ( . )

Agora generalizaremos para um campo Z € X(M) arbitrario. Como Z = Z* + (Z, 0y) 04,

onde Z* = (min), (Z), entdo

<ant, Z> — (ant, Z*> + <Z7 at> <ant, at> — (ant, Z*>
li I
$°7)
—X,Z")Y=(—X,Z),
(5%7)= (3
onde usamos a Equacao (1.26) e (Vx0¢,0¢) = 0. Como Z é arbitrario, segue que Vx0 =
/
Py
¢

Agora provaremos o item (ii). Iniciamos mostrando que (V5 04, 0¢) = 0.

De fato, pela compatibilidade da conexao com a métrica, temos
<vatat7 at> - at ((ah at)) - <vatat7 at) )

o que implica em

(Vo,01,0r) = %at(l) =0. (1.27)

Com o mesmo raciocinio e o item (i) dessa proposi¢ao vamos mostrar que (V,9¢, X) = 0.

De fato,

(Voa,0¢, X) = 0¢ ((0¢, X)) — (3¢, Vo, X)

resultando em

(V.00 X) = 3¢ (3, X)) + <at, %x> .

Como (9¢, X) = 0, entao
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(Va,0¢,X) =0. (1.28)

Segue de (1.27) e (1.28) que Vp,0+, é horizontal e vertical. Logo é nulo e isto conclui a

demonstracao. O

Para finalizar esta segao, forneceremos algumas informacoes do tensor de Riemann em

relacao a vetores horizontais.

Proposicao 1.5.3. (O’Neill) Sejam U, V,W € X(M). FEscrevamos entio U = U* +
(U,0¢)0¢,V=V*+(V,00)0; e W =W*4+ (W 0,)0¢, onde Z* = (1in)«(Z) € a proje¢ao
do campo Z € X(M) sobre a fibra N™. Entdo:

(i) R(U*, V)3, = 0;

(i) R 00" = —R@UIW* =~ w oo, —(uw)—uagw.o 2o
(iv) R(3, VIW* = (V*, W*>%'at ((V, W) — (V, 3 (W, at>)‘z:at,
('U) at,V* = R(V*,at)at = —%V* = %(V— <V, at>at);

(vi) R(0¢,0¢) =

Demonstragao. Vide 7.42 de [38]. O
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Exemplos e propriedades

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns exemplos das métricas estudadas nesta
dissertagao, bem como expor relagoes essenciais para a demonstracao dos resultados pos-
teriores.

Iniciaremos relembrando a definigao de métricas V-estaticas fazendo a seguinte anélise.
Note que as equagoes (3) e (5) podem ser unificadas desta forma:

Pela definigao (0.0.1), segue que a métrica CPE (M™, g, f) satisfaz
- - - R
—(Af) gy + ViVif — Ry = Ryj — 9

onde R é uma constante.

Faca f = f — 1. Desse modo,

R
—(Af)gij + ViVif — (f = 1)Ry = Ryj — S99 (2.1)
o que implica em
R
—(Af) gij + Vivl'f — fRij = —Egij, (2.2)

onde —— é uma constante. Obviamente, (2.2) é uma equagao V-estatica. Sendo assim,
n

resumimos a equacao da métrica CPE e a equacao da métrica V-estatica desse modo:
—(Af)gij + viv)'f — fRij = Kdij, (23)

onde k é uma constante. Tomando o traco na férmula acima,

_fR+nK

Af = .
n—1

(2.4)
Subtituindo (2.4) em (2.3),
fR K
fRij — viv)'f — ﬁgﬁ = ﬁgij. (25)

30
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Sendo (M™, g, f) uma solugao nao-trivial da Equagao (3) Einstein, entao aplicando o
Teorema de Obata [37], podemos deduzir que (M™, g) é isométrica a esfera padrao. Esse
¢ o unico exemplo de métrica CPE que conhecemos até os dias atuais, e essa questao

gerou a conjectura CPE exposta na introdugao deste mesmo trabalho.

Exemplo 2. Considere S® € R ef: S™ — R a funcdo altura definida por f(X1, ..., Xn11) =
Xni1. Desse modo, Hessf = —fg, —Af = nf e Ric = (n—1)g (ver o apéndice da dis-

sertagao [42]), o que implica em
—(Af)g + Hessf — fRic =nfg — fg—f(n—1)g =0,

e por outro lado,

R
Ric — = =0.
n

Observacao 2.0.1. No presente exposto, iremos considerar somente a tripla estdtica

positiva, isto €, o caso em que R > 0. De fato, tomando o traco em

—(Af)g + Hessf — fRic = 0,

obtemos
Af = R f (2.6)
 on—1" '
Multiplicando por f em ambos os lados,
R
fAf = ———f2. 2.7
— (2.7)

Porém, div(fVf) = |Vf|* + fAf. Substituindo (2.7) e integrando, vale

J (IVfP R f2) dM, = 0.
M n—1

R
IVH? = ——f2,
n—1

Supondo R < 0, temos

o que implica em |Vf|*> =0, e, consequentemente, f =0 (caso trivial).
Apresentaremos agora alguns exemplos de métricas estaticas.

—92 n—2
Exemplo 3. (Espaco de Schwarzschild) Para alguma constante m € (0, %) ,

consideremos o espaco de Schwarzschild definido por

1
(M =[r, o] xS™ g =

ol —2mt2 T — 2 dt® +t%s, f(t) = V1 —2mt2 " — tQ),
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onde 0 < 11 < Ty sdo raizes de f e s denota a métrica canénica de S™'. Neste caso,
trata-se de uma tripla estdtica positiva conformemente plana que nao satisfaz a condi¢do

de Ricci paralelo. De fato, definamos

g = dt’ + $*(t)s,

onde (1) = tv/1 —2mt2" — 2,

Veja que
1 1
g = dt® + ¢°(t
Come g ~ T—amen—pdt TS
1 1
= dt? t?(1 —2mt* "™ —¢?
—ome e T ame et )s
1
= dt® +t°
[ _omen gt TUF
Desse modo, g € conforme a métrica g.
Afim de facilitar os cdlculos, podemos escrever
e’ = (1 —2mt* ™ —t?)" L. (2.8)

Portanto, g = e *"g.

Para o que seque, seja {€; = 0t, €, ..., e} um referencial ortonormal para (M, g) com
i}~ tangente a esfera ST1. Sendo assim, usando a equacio de Gauss e a Proposicdo
i22 g ) quag posi¢

(1.5.2),

Ris;lgll = ]i{\j/lkl + (SikSj1 — SitSjk)
- ¢’ 2 o
= R + (g) (Gixgjt — Gugjk)- (2.9)
Consequentemente, tomando o traco em jl,
Snfl n ~ (]),2 n
Ry = Z Rijj + el <91k(n —1)— Z 9159jk)
j=2 j=2
n B (I),2
- Z Rl)kj + F(glk(n - 1) - glk)
j=2
n 5 d),2
= Z Rijij + F(ﬂ — 2)Gix- (2.10)
j=2
Observe que
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ou seja,
Z Rl]k] - R Rllkl

Desse modo, substituindo em (2.10),

Rf‘fl = RN — Ripa + (13/22 (n —2)gix,
e, utilizando a Proposi¢ao (1.5.3), seque que
RN = RiSEA + Rizr — (13/22 (n —2)gix
= R+ (— %/Qik) - (31))/22 (N —2)gix
Consequentemente,
f@ﬁ = nTZQQik - %/Qm - (31))/22 (n —2)gix
A

para todo 2 < i,k <n

1

Vejamos agora que, para todo i > 2, R{CM(at, e;)=0ce¢ R{CM(at, ot) = —d)—(n —1).

¢
De fato,
Ric" (0t, eq) Z (0t,ej)ei, ej) = 0. (2.12)
j=1
Outrossim,
Ric" (0t,0t) = Y (R(dt,e;)dt, ey)
i=1
= ) (R(dt,e)0t,e:)
i=2
= Z<—@at@eiat + @ei@atat —+ @[atei}at, €i>.
i=2

Fazendo uso da Proposi¢ao (1.5.2) e utilizando o fato de V ser a conexdo de Levi-Civita,

em particular, [Ot, e;] = Vore; — @eiat =0,

R{CM(at, ot) = é < — Vot (%61) ; ei>7

em consonancia com as propriedades de conexao e a Proposicao (1.5.2),

<M n d)/ / (b/ B
Ric (0t,ot) = <— (—) ei — —Votei, ei>.
24\ g) o™
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Sendo assim,

R{CM(at, ot) = i [— (d)nd)T?blz) — (%) }(ei,eﬁ

- " N\ 2 7\ 2
-5 (5) - (§) | g
_ _%/(n—l). (2.13)

Através dessas informacgoes, consequimos desenvolver os cdlculos para obter o tensor de

Ricci. Com efeito,
Ric"' (X Y) = R{cM(ZXiéi,Zyjéj)

~ M . L
= inijlC (€1, €5)
i‘7j
n

= Z |:Xiy1R~iCM(éi, él) + Z Xiij?LCM(éi, é)):|
j=2

i=1

T Mo = T Mo = T Mo
= xyiRic (&,8)+ ) xyiRic (&,&)+ ) xyiRic (&)

i=2 j=2
+ Z Xiy]'R{CM(éi, é])
ij=2
Utilizando (2.12), temos
Ric" (X,Y) = xyiRic (&,&) + Y xyRic (&, &).
ij=2
Substituindo (2.13) e (2.11),
~ M " N "
Ric (X)Y) = xys [— %(n— 1)} g1 + [— % +(n—2) ( )} Z XiY;0ij-

i,j=2

Facamos u = [—%+ (n—2) 1;;1)/2

- 1 911 + HQ(leel,Zy;ej)

i>2 j=2

)} afim de reduzir os cdlculos. Sendo assim,

<

Ric"'(X,Y) = —xlyl(

= —X1y1(
= —X1y1(

el

—1)gn +ng(X—x1€1,Y —y1€)

<

—1)gu +ug(X,Y) — wy19(X, 1) — uxig(e, Y)

el

el“e;
\_/\_/ \_/

R
R
R

£
Ky
c
@
m
@
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Fazendo uso de (2.11), note que

Hy1g(X, ) = HUL@(inéia éi) = uyi1g(xi€r, 1) = ux1yig(er, &),

i=1
e, analogamente,

uxig(er,Y) = uxyig(e, e1).

Logo,

"

R (X.Y) = ug(x,v)+(—u—(n—l)%)xlylg(él,én

B d)// B 1_d)/2 B B (b_// )
= g(XY)—I—[d) (n 2)< s ) (n 1)¢]dt(X,Y)

= ujg—(n—2) {d)” + d)lz] dt>.

¢ ¢?
Portanto,
- M d>// 1_(1)/2 ~ d)” 1_¢/2
Ric (X,Y) = [——+( 2)( —(n—2) + ——|dt% 2.14
P o )7 RS 244
Ademais, através da expressao acima podemos obter a curvatura escalar da métrica g.
Note que
Rg = Ric)!(dt,dt) + Ric}' (&5, &) + ... + Ric}'(én, €n)

cb” 1_(1)/2 d)// d)/Q
- [~ rmen () [ m-a (G )

E[ 4 (5 e

L e .
SIS
= —2n —U%Hn 2)(n 1)(1;3)/2>
- e e (58]
Desse modo, } N
Rgz(n—l)[ 2%+( 2)(1;3) )} (2.15)

Agora, desde que as métricas g e g sao conformes, por meio da Equagdo (1.24), vale a

sequinte relagao

Ry =e *"(Ry —2(n—1)Agh — (n—2)(n —1)|[VIh]). (2.16)
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Calculemos Agh e V9h, para assim substituirmos na expressao acima. Note que,
i 1 &
dh=|-—— |0t 2.1
vin= (1% ot (217)
entao
Hessgh(é, &) = (VI VIh,§)
(1 ¢ 3
= <Vgi <E — E) ot, eJ>
(1 ¢ 1 ¢ G .
= il ——— ot - ——|VZot,¢e;
(-4 o (15 ) vievs)
(1 ¢ . 1 ¢ 5 -
= e ({ — 5 <at, €j>g + (¥ — E) <V§iat, €j>§.
Levando em consideragao o item (i) de (1.5.2), temos que
- - 1 o'\’ ., . .
Hesszh(ei, e;) = (— — —) —qg(ey,e;), 2.18
g j t )b g j ( )
para todo i,j = 2. Logo,
— (1 P\ ..
Agh = Hesth(at, at) + i)_Z_Q <€ - a) Eg(ei, ej)
L ¢\ ¢’
= Hessgh(ot,0t) + <———)—(n—1). 2.19
Como, pelo item (i) de (1.5.2), V3,0t =0, seque que
1 /
Hessgh(dt,0t) = at(z—%><at, ot)s
1 d)//d) . d)/d)/
1 d)// d)/ 2
- e ! <$)
Substituindo em (2.19),
1 Cb” d)/ 2 d)/
Ash=—————M—-2)| — —1)—. 2.20
h=—g -2 -2 (%) + - (2.20)
Outrossim, por (2.17), é facil ver que
1 2¢ "\’
IVghl* = ¢ + (¢L> : (2.21)

2t b

Por fim, substituindo as expressoes (2.20),(2.21) e (2.15) em (2.16), podemos verificar

que

¢ $?

+(n—1)%} —(n—l)(n—?){é—iﬁ) + (%) }}

Rg :eZh{(n—l)[—Qd)—H+(n—2)(1_¢/2)} —2(n—1){—l—¢—//—(n—2)<(ﬂ




Capitulo 2. Exemplos e propriedades 37

Desenvolvendo a expressao, obtemos

Ry = e—%{(n—l)(n—z)i+2ti2(n—1)[2— (m—2)] - (n—Dln—1)— (n—2)]2¢'}

¢? to
_ .2 1 1 20’
= e h{(n—l)(n—Q)@—t—Z(n—l)(n—él)—(n—l)td)}
B on| (M—2) (m—4) 2¢’
= (n—1)e h{ e T —td)].

Consequentemente, a curvatura escalar Rq serd dada por

Mm—2) (n—4) 2¢’
P2 g2 _td)]'

(2.22)

que apds algumas simplificacoes temos Rg =n(n —1).

Através dessas informacaoes estamos prontos para calcular o tensor de Weyl na métrica
g. Para isto, considere inicialmente o caso i,j,k,1 € {2,.n} (os demais casos sao feitos
de modo andlogo). Sendo assim, pela Equagao (1.11),

Rg
2n—1)(n—2

~ v 1
_pM LM .
Wijkl_Rijkl_lecg ®g+ )9@9-

Substituindo (2.14), (2.15), e usando novamente a Equacao de Gauss (2.9),

i N CANEL.Y: 1 ¢ 1—-0") 1.
Wi = RiSjkl_<$) (929>_n_2{—$+(n—2)( P? )]9@

+;){_2¢_H+(n—2)(1_¢12)}§®§

e}

2(n—2 ¢ ¢?
1 1 (gog
= R~ gz <?> (2.23)

Note que,
R = (R @ g)ene).
= o (R (e, ). &)
?((e1, ex)s (€5, e1)s — (€1, 81) (65, €x)s)
1 . 1. 1. 1.
@fﬁk@gﬂ - @gilggik
(

JikJit — Gitgjk)-

¢2

Substituindo em (2.23), concluimos que

~ 1 .. . 1 /gBg
Wi = E(Qikgjl — gutGjk) — - (u> =0, (2.24)
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isto €, Wij1 = 0, para todo i,j,k, 1 €{2,...,n}, e como nos demais casos também obtemos
que o tensor de Weyl na métrica g se anula, seque que W = Wy = 0. Portanto, pelo que
ja sabemos, o mesmo ocorre com a métrica g, ou seja, (M, g) € conformemente plana.
Para o que se seque, devemos notar que, se{€;} representa um referencial ortonormal para
g, entdo {e; = e "0t,e; = e "€y,...,en = e €.} define um referencial ortonormal na

métrica g. Note que, de (2.8) obtemos

e " =f=+v1-2mt2 " —t2, (2.25)

Denotando por VI e VIf o gradiente de f com respeito as métricas g e § respectivamente,
seque da Proposi¢ao (1.4.2) e da Equagdo (2.25) que

opmn—2)t —t

VIf =e "Wif=e ot = (mn—2)t'1 ™ —t)e. (2.26)

eih
Ademais,
Hessgf(ei, e;) = (VIV9f e)
= <Vgl(m(n — Q)tl_n — t)el, ej>g
= ei(mm—2)t"""—t)(e1, ¢)4
+(mn—2)t" ™ —t) (VY ey, e)->g ,
ou seja,

Hessyf(ei, e5) = ei(m(n—2)t' ™ —t)(e1, €5)g + (M(n —2)t' ™ — 1) (Vz,ey, &)g-
Fazendo uso da Proposicao (1.4.3) e do fato que e; = e "0t = fot, obtemos

Hessgf(ei, e;) = ei(mn—2)t'" ™ —t)(ei,ej)g + (MM —2)t" ™ —1) [ <Vgifat, é; > )
g

+éi(h)<€1, éj>g + el(h)(éi, éj)g — ﬂl/<éi, at>§<at, éj>g:| .
Em particular, para i,j = 2,

Hess, f(es, &) = (m(n— 2t — 1) {f (Viote) +elhgle. éj)] o)
¢

Pelo item (ii) da Proposi¢ao (1.5.2), é vdlido que

Vot = %éi, (2.28)
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1 ¢’

para todo i,j = 2. Levando em considerac¢ao que e,(h) = <¥ — E)f e substituindo esse

fato, juntamente com (2.28) em (2.27), chegamos a uma forma mais simplificada para

Hessqf(ei, e5) comi,j > 2, a saber,
Hessgf(eq, ) = (m(n—2)t™™ — 1)fgy;. (2.29)
Tomando o traco na expressio acima, obtemos
Agf = Hessgf(ei, e5) + (m(n—2)t " —1)f(n —1).
Desenvolvendo Hessgf(ei, ej), observamos que
Hessyf(ei, e;) = er(m(n—2)t" ™ —t)(er, e1) g+ (m(n—2)t" ™ —t)[f'+fh'+e, (h)—fh'],

onde utilizamos o fato que e; = ft e V3,9t = 0.
Assim,
Agf = er(mn—2)t" ™ —t)(er, e1)g + (m(n—2)t" ™ —t)[f' + fh' + ey (h) — fh']
+(mmn =2t = f(n—1)
= e (mmn—2)t" " —t) + (mn —2)t" ™ —t)[f + e;(h)]
+mn—-2)t™" - 1)f(n—1)
= (M=)t ™ —t)f+ (mn —2)t" ™ —1) [f’ + <l — (ﬂ) f}

¢ ¢
mnmn—2)(n—1)t " f—f(n—1).

Portanto, por meio de cdlculos simples, € possivel concluir que Agf = —nf, o que implica
—(Agf)gi; + Hessgf(ei, e5) = (m(n —2)t7 " +n —1)fgy. (2.30)
Agora, basta verificar que
Ricg(ei,e5) = (mn —2)t™ " +n —1)gy;.

Pela Proposi¢ao (1.4.6), temos que as curvaturas de Ricci nas métricas g e g se relacionam

da sequinte forma

Ricg (ei,€)) = Ricg (e, e) = (n—2)Vih(ei, )+ (n—2)VIhVIh

- (Agh—i- (Tl - 2) |Vgh|2> g (ei, Cj) .
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Mas, para i,j > 2, por (2.17), obtemos

Rng (ei, e]-) = Rng (ei, e]-) — (TL — 2)V%h(el, e)-) — (Agh—f‘ (TL — 2) |V§h|2> g (ei, e)') .

2h

Como e 2" = 2, podemos reescrever a expressio acima como

Ricg (e:, &) = 2 { Ricg (&1,&) + (2= n)VER (&, &) + (~Agh+ (2= ) [V5hF') § (¢, &) }
Por (2.11),(2.18),(2.19) e (2.21),

Ricy(er, e;) — f2{ {— %/ + (n—2)(1_—¢/2>]§(éi,é]—) 2 G ~ (ﬂ)(ﬂg(éi,éj)

ool (§) 3 oes)
n

para todo i,j = 2. Tendo em vista que ¢ = tf = ty/1 — 2mt2—" — 2, temos

Rng (ei, e)-) =

tlz{n—Q—(n—?)) (1—2mt* "™ —1t%) — (b;d)}g(ei,ej)

= t_12 n—2—-m-2)(1-2mt> " —t%) — (mn—2)t* " —t*) } g (ei, ¢;).
Dat,
Ricg (ei,e5) = (mt "(n—2)+n—1)g (e, ), (2.32)

como queriamos. Finalmente, por (2.30) e (2.32),
—(Agf)gij; + Hessgf(ei, e5) — fRicg(ei, e5) =0, (2.33)

para todo i,j = 2.

Destacamos que os demais casos sao feitos de modo similar. Além disso, f > 0 em int
M e se anula nas duas componentes do bordo. Portanto, provamos que (M, g,f) é uma
métrica estdtica positiva.

Por fim, note que VRic # 0, isto €, (M, g) nao possui Ricci paralelo. Para ver esse

ultimo fato, basta observar que, para todo i,j = 2,

ViR =E(mn—2)t ™" + (n—1))giyj = —mn(n—2)t ""'fgy; # 0.
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Exemplo 4. Cilindro sobre S™1 com métrica produto

<[0, %} % S™L g = dt? +

onde s representa a métrica canénica de S* 1. Tal estrutura define uma tripla estdtica

—2

s, f(t —sen\/_t)

positiva nao-FEinstein, conformemente plana e que satisfaz a condicao de Ricci paralelo.
De fato, afim de calcular a curvatura de Ricci de tal variedade, escolha um referencial or-
tonormal{ey, es, ..., en} para M, onde {ei}i>2 representa um referencial ortogonal tangente

a S™ 1. Dai, pela equacdo de Gauss,

n—1
Risjkl = R{\j/lkl + (5ikSj1 — Si1Sjk)
= Rl)kl + 0(gikgj1 — guLgjk)

Rl) kl»

onde usamos na sequnda igualdade o item (ii) da Proposicao (1.5.2).

Qutrossim,

Snfl Snfl
Rijkl = <R (eiyej)ekael>g
n—2 —1
ST‘L
= —<R (ei,ej)ek,e1>
n s

n—2
= (Siksjl - Silsjk)
n

B n—2 n n n n
T Tn \po 9 9 T T 9u T gk
n

= n_ 2(91k9)l gilgjk)a

para todo 2 < 1,j,k, L <m. Vejamos ainda que, para todo i > 2,

RicM(dt, e;) :Z (0t,ej)ei, e5) =0,

j=1

67
RicM(0t,0t) =0,
n—2
pois G(t) =/ —— = cte.
n
Dai, para todo 0 < 1 < n, vemos que a curvatura de Ricci de M tem a sequinte expresssao

Ric = —mdt* + ng. (2.34)

Isso implica que (M, g) tem Ricci paralelo, entretanto nao é uma variedade de Einstein.

Além disso, tome o trago em (2.34) para ver que a curvatura escalar € dada por R =
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n(n—1). Agora, vejamos que (M, g) é conformemente plana. Com efeito, pela equagdo

(1.11), temos

Wi =

n gog) 1 nn-—1)
n—2( 2 ) n_2M9® 9t s T m—29%9

= 0.

Por fim, verificaremos que a equacgao fundamental € satisfeita. Para isto, veja que

Vfom = v/ncos(y/nt)ot,

Hessf(ei, e)') = <vein7 e)'>
= V/n(Ve,(cos(v/nt)dt), e;)
= Vn(—v/nsen(yv/nt)ei(n)dt + cos(v/nt)Ve,0t, ¢;)
= —nsen(v/nt){e;, dt)(e;, Ot). (2.35)
E, consequentemente,

Af = —nsen(y/nt). (2.36)

Assim, deduzimos a sequinte equacao
—Afgi; + ViV;f — fRy; = nsen(v/nt)gi; — nsen(v/nt)(e;, dt)(e;, 0t) — sen(v/nt)Ry;.

Vamos analisar agora separadamente cada um dos casos:
e Caso 1: 2 <1i,j <n. Neste caso, Rij =ngs; e Hessf(ei, e5) =0.

Desse modo, fazendo uso de (2.36),
—Afgi; + ViV;f — fRy; = nsen(v/nt)gi; — sen(v/nt)gi; = 0.

o Caso 2: i=1 ej > 2. Neste caso, Ry = 0 = Hessf(e;, ¢;).
Logo, utilizando (2.36),
—Afgij + ViV]-f - fRij = 0.

e Caso 3: i=j =1. Neste caso, Rij =0 e Hessf(ei, ;) = —nsen(y/nt).

Sendo assim,
—Afgy; + ViV;f — fRy; = +nsen(y/nt) — nsen(v/nt) = 0.

Portanto, (M, g,f) € uma métrica estdtica positiva.
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Agora vejamos alguns exemplos de métricas criticas construidos por Miao e Tam [35].

Iniciamos com a bola geodésica do espaco Euclidiano com métrica canonica.

Exemplo 5. (Bola geodésica em R™) Considere M™ C R™ uma bola geodésica centrada
R 2 2
na origem de raio Ry e a fungdo f definida por f(x) = 0 — il . Considere
2ln—1) 2(n—1)

em R™ a métrica canonica g e em M a métrica induzida.

Dessa forma, a fungao f pode ser escrita como

fx) = Ro? B e R R .
- 2(n—1) 2(n—1) '
Calculando a derivada parcial de f em relacdo a X,
of 0 Ro? xR X
oxi  ox \2(n—1) 2(n—1)
. 0 R02 o 0 X12+X22+...+Xi2+...+xn2
o \2(n—1) 0X4 2(n—1)
2Xi X1

2(n—1) n—1

Agora derivando em relagao a X,

0f 0 [ of 0 X 1 0 1
= (5 )=3-( - =) = ———gy.
0x;0X; 0xq \ 0%; 0x; n—1 n—10x; n—1

Portanto,

Hessf = V*f = V,V;f

B 0%f
N aXiaX]'
B 1
T T
Tomando o traco em relagcao a i e j, seque que
. . 1 1 iy n
Af = IV =gV — —— i) =——agVgy = ——.
g’V 9( n_lgl) 19 9 —

Tendo em wvista que em M temos a métrica restrita do R™, entao Ric = 0.

Logo,

n n
—Af Hessf — fRic = — =q.
g + Hess 1c n—lg n—lg g

Note ainda que f71(0) = OM. De fato, resolvendo a equacdo f(x) = 0, vemos que

. . Ro2 [x[?
0=f =500 "m0

o que implica em RE = |x|*.
Destarte, f71(0) = OM. Sendo assim, concluimos que (M™,g,f) é uma métrica critica

de Miao-Tam.
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Agora segue um exemplo construido no espaco hiperbdlico.

Exemplo 6. (Bola geodésica em H™) Considere a variedade L™ = (R™"! ds?), onde
ds? = dx? + ... + dx% — dt?®. Considere H™ = {(x1, ..., xn,t) € R"Hx2 + . 4 x% —t2 =
—1,t > 1} mergulhado em R™', e seja g a métrica induzida. Nessas condigdes g é uma
métrica Riemanniana.

Agora fire p = (0,...,0,1) € H™ e considere M™ C H"™ uma bola geodésica centrada

1 h
em p de raio Ry e a fungao f definida por f(xi,...,Xn,t) = — (1 — ci:;;};ﬂ) =

1 t
1— , onder € a distancia geodésica de (X1, ...,Xn,t) a p. Assimt = coshr
n—1 coshRg

et € a funcao altura.
Note que

1
Vi = — V23 (t
(n —1)coshRy (t)

t

(n— 1)coshRog'

Dai, concluimos que Af ¢ dado por

Af = (V*f)ygY
_ t ij
~  (n—1)coshR, 949
nt

(n —1)coshRy’

Tendo em vista que Ric = —(n — 1)g no caso do espago hiperbdlico, temos
nt t 1 t
—Afg + V*f — fRic = — 1— —1
9+ e (n —1)coshR 9 (n —1)coshRy 9+ n—1 ( coshRo) (n—1)g

nt—t+ (n—1)coshRy — (n— 1)t
(n —1)coshRq

Além disso,
1 (coshRy—1t)
O = f > t — )
(1, Xm, ) n—1 coshRy

o que implica em coshr =t = coshRy.
Destarte, 71(0) = OM. E possivel assim concluir que (M™, g,f) € uma métrica critica

de Miao-Tam.

Por fim, de modo analogo ao caso anterior, afirmamos que a bola geodésica da es-
fera também é uma métrica critica de Miao-Tam. Mais precisamente, temos o seguinte

exemplo.



Capitulo 2. Exemplos e propriedades 45

Exemplo 7. (Bola geodésica em S™) Considere S® C R™™! e p = (0,...,0,1) € S™.

Sejam M™ C S™ uma bola geodésica centrada em p de raio Ry < g e f a funcao definida

cosr
cosRg

1
por f(x1,...,xn,t) = —(

; — 1), onde v € a distancia geodésica de (X1, ...,Xn,t)
n J—

cosr
(n —1)cosR
anterior vemos que a Equacao (6) € satisfeita. Desde que vale £71(0) = OM, seque que

ao ponto p. Desse modo, Hessf = — g e de maneira andloga ao exemplo

(M™, g, f) € uma métrica critica de Miao-Tam.



Capitulo 3

Meétricas V-estaticas com curvatura
de Ricci nao-negativa em dimensao

tres

Adiante, apresentaremos alguns lemas para que seja possivel realizar as demonstracoes

dos teoremas principais.

3.1 Lemas chaves

Lema 3.1.1. Seja (M™,g), (n > 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma
solucao para

—(Af)gi; + ViV;f — fRy; = kgyj. (3.1)
Entao, g tem curvatura escalar constante.

Demonstracao. Temos que (divT); = gjkaTij. Desse modo, pela identidade de Ricci,

div(Hessf); = gjkvk(Hessﬂij
= gjkaViij
= V,ViVif
= ViV,Vif + Ry Vi
— VAf+RuVLE

46
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Tomando o divergente em (3.1) e aplicando (1.4), segue que

0 = div(kg) = div(—(Af)g+ Hessf — fRic)
1
= —VAf 4+ VAf + Ric(VTf) — f§VR — Ric(VHT)
1
= —f§VR.

Dai, VR =0 em M \ OM. Como OM tem medida nula, pela continuidade da curvatura

escalar R e pela conexidade de M, concluimos que R é constante em M. O

Lema 3.1.2. Seja (M™, g), (n > 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma

solugao para (3.1). Entao,
R
fCxij = VhfRpjik + H(kagij — Vifgy;) — (VifRy; — VifRy).
Demonstracao. E de conhecimento que

Cxij = VikRyj — ViRyy — (VkRgi; — ViRgyj),

1
2(n—1)
mas, como visto no Lema (3.1.1), a curvatura escalar R é constante.

Desse modo,

Cyxij = VikRyj — ViRy;.

Derivando (3.1) em relagao a k e levando em consideracao que Vi gi; = 0, obtemos

0 = Vi[—(Af)gy + ViV;f — fRy]

= —(ViAf)gy; + Vi ViV;f — Vi (fRy),
o que implica,
Vi (fRyj) = Vi ViV;f — (Vi Af)gyj.
Entretanto,
Vi (fRyj) = Vi fRy; + fVRy;.

Logo,

VifRy + fViRy = Vi ViVif — (Vi Af)gy5. (3.2)

Derivando (2.4) em relagao a k e utilizando o Lema (3.1.1), déd-se que
0 = Villn—1)Af+ Rf +nk]
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Dessa forma,
RV f

ViAf = —
n—1

que substituindo em (3.2) fornece
R
kaRi)' + kaRij = VkViVJ—f + mkagij,
ou seja,
R
kaRij = —kaRij + VkViV]-f + mkagij. (33)
Trocando k por 1,
R
fViRkj = _vikaj + VinV]-f + Evifgkj. (34)
Subtraindo (3.3) por (3.4), temos
R
kaRij —fViRkj = (VkViVJ—f—Vinij) — (kaRij —Vikaj ) + E (kagij _vifgkj )
Entretanto, pela identidade de Ricci, é sabido que
Vkviv)'f — VinV]-f = Rkijhvhf.
Portanto,
R
fCxij = VrfRyijn + m(kagﬁ — Vifgyj) — (VifRy; — VifRy),
e, como Ryijn = Rpjik, segue o resultado. O

Lema 3.1.3. Seja (M™, g), (n > 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional e f uma
solugao para (3.1). Entao

nkK 9
IRic|?.
n—1

(3.5)

1
fRi; Vi Ciij = fRijRjkRii — fRi;RniRikjn — 5<Vf, VIRic|*) — 2Ri; Vi fCyij +

Demonstracao. Temos que
Rij Vi (fCyij) = Ry Vief Creyy + fRy; Vi Ciyj.
De acordo com o Lema (3.1.2),
fRjViCrij = Ry Vi(fCuiyj) — Ry VicfCuyj

R
= Rij Vi | VifRyjik + m(kagij — Vifgy;) — (VifRy — VifRy;)
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Utilizando (1.4), é notério que

R
fRjViCii; = RijVieVifRujik + Ry VafViRujik + Ryj Evkkagij

R
—Rij ——=ViVifgi; — Rij Vi ViefRy; — Ry Vief ViRy5 + Ry Vi Vi Ry
n—1
R
= Rij Vththﬁk + RithkaRh]—ik + HRijgiijka

R

————V;VifRij — [RicPAf — Ri; VifViRij + Ri; Vi VifRy
n—1

—Riijkaij

R2

—1

—Af[Ric|* — Rij VifVRy; + Ry Vi VifRy; — Rij Vief Cij.-

R
= Rij ViVifRujik + Ry VR fViRyjik + o Af — — 1Vivijij

Por (1.3) e o fato de R ser constante, temos
ViRiij = ViRij — VjRix = Ciyj.

Desse modo,

ViRnjik = —ViRxinj = VjRin — ViR = Cyni.

Utilizando a dltima identidade, (2.3) e (2.5) obtemos

fR+ k R? Rf+nk
fRi;VikCryy = Ry (kah R gkh) Rujik + Ri; Vi fCini — R
R fR + « fR+nk _.
o1 (fRii ThC1 gij) Ry + — Ric|* — Ri; Vi FViRy;
fR 4+ k
+Rj; (fRik ] gik) Ry — Ryj Vi fCyyy
fRIRic[? K o R3f
—  fRunRyRig Ricl? + Ry VifCing — ———
KhRij Rikjh + —1 +n—1| icl” + Ry VrfCjn m—1)2
nk Rf R3f RZk fR
_ R2— Ri 2 Ri 2
CE i L Bl e s e s — L
1 fRguRuRE:  KgucRi Ry
+ " |Ric — Z(AF, VIRicl?) + fRi;Rjy Ry — — ot Btk B
n—1 2 n—1 n—1
—Ryj Vi fCuyj
1 R? Rf 1
— ReRRegn S Y i R R e Lior viRiep)
n—1 n—1 n-—1 2

fRi; Ri Ryi —
TRy RjicRk n—1 n—1
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Por uma mudanca de indices

1
fRijkakij = fRij R)’kRki — fRij thRikjh — §<Vf, V|R1C|2> — Riijkaﬁ + Rijkacjki

R2k nK

— Ricl?

no1 o

1 .2 K s 12

= le) Rijki — leJ thRikjh — §<Vf, V|R1C| > — QRU kaCki]‘ + 1 |R1C|
R2k

n—1

1 . 12 nK o o

= fRinijki — fRij thRikjh — §<Vf, V|R1C’ > — 2Riijkaij + 1 |R1C| .
A 1ltima igualdade advém do seguinte fato
e R R R
Ric* = Rij — T—Lgij|2 = (Ryj — T—Lgij)(Rij - Egu)
R R?
RijRy —2— gURU + 291191]
R2 R?
= |Ricl* — 2— +—=n
n
R2
= |Ric]> — —.
n
L]

Lema 3.1.4. Seja (M3, q) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-
negativa. Entao

6Ri)' Rh]' Rhi — 5R’RIC|2 + R3 = 0.

Demonstrag¢ao. Para algum ponto fixo p € M, escolha uma base ortonormal {e;, es, e3}
em T,M tal que Ri; = pigi; ¢ R = p; + p2 + p3. Sem perda de generalidade, é possivel
assumir 0 < p1 < P2 < Ps.

Prosseguindo, denote A= 6R1) RhJ Rpi— 5R|Rlc|2 +R?. Dessa forma, A = 6R;jRnjRni —
5RIR1c|2+R3—6Z P —5Z pIZ p;° + ( Z pi)?

i=1 i=1 j=1 i=1
Note que,

3 3
> ) = (p+p2tps)’) pi
i—1 i—1
3
= (p1®+ p2® + p3® + 2p1p2 + 2p103 + 2p2p3) Z Pi
i=1
3

- Z piZ 0;” + 2(p1p2 + P1P3 + P2P3) Z Pi.

i=1  j=1 i=1
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Desse modo,

3 3 3
A = 6) pi®—4) pi) p;”+2(p1p2+ p1ps + p2ps) (P + 2 + P3)
i=1 i=1  j=1
3
= 6Z i’ —4(p1” 4 p1P2” + P1ps” + p201” + P2° + P2ps” + p3p1” + P3p2” + ps’)
i=1
+2(p1%p2 + P1°P3 + P1P203 + P1P2° + P1P2Ps + P2°Ps3 + P1P203 + P1ps” + P2p3°).

Agrupando os termos repetidos, segue que

3
A =2 Z pi® = 2(p1pa” + p1’pa + P1ps” + P1’ps + P2°P3 + P2ps”) 4 6p1P2ps
i=1

= 2(p1® — p1®p2 — P12P3 + P2° — Pipa” — P2°P3 + P3° — P1P3” — P2p3> + 3p1P2P3)

= 2[p1(p1? — p1p2 — P1P3) + P2(P2> — P1P2 — P2p3) + P3(P3> — P1P3 — P2p3) + 3P1P2p3).

Dispondo p;p2p3 em cada um dos parénteses obtemos

A = 2[pi(p1? — p1p2 — P1Ps + P2P3) + P2(P2° — P1P2 — P203 + P1P3)
+p3(p3° — P1P3 — P2P3 + P1P2)]
= 2{pilp1(p1 — p2) — p3lp1 — p2)] + p2lp2(p2 — p1) — p3(p2 — p1)]
+p3lpa(ps — p1) — p2(p3 — p1)1}
= 2[pi(p2 — p1)(p3 — p1) — P2(p2 — P1)(p3 — P2)

+p3(ps — p1)(pP3 — pP2)].
Pondo (p3 — p2) em evidéncia nas duas tltimas expressoes, temos
A = 2[p1(p2 — p1)(ps — p1) + (Ps — p2)(—P2° + p1p2 + P3° — P1p3)].

Tal expressao pode ser reescrita como

A = 2pi(p2— p1)(ps —p1) + (p3 — pP2)[(P3 — pP2) (p3 + P2) + p1(p2 — p3)1}

= 2[p1(p2 — p1)(ps — p1) + (p3 — P2)* (P2 + p3 — p1)].
Portanto,
6R¢;RnjRni — 5RIRic)” + R® = 2[p1(p2 — p1)(p3 — p1) + (p3 — p2)*(p2 + p3 — p1)] = 0,

onde 1, j, k sao distintos um do outro.

Assim, completamos a prova do lema. O
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3.2 'leoremas principais: caso tridimensional

Para provar os teoremas principais, faz-se necessaria a utilizagao de uma férmula para

div(f2V|Ricl?), a qual serd apresentada a seguir.

Seja (M™, g), (n > 3), uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, orientada,

conexa e seja f uma solugao suave para (3.1). Nesse contexto, temos que

div(f*V[Ric|’) = 2f(Vf, V|Ric[*) + f>ARic|?

= 2f(Vf, VI[Ric) + f°A(Ri;Ry;).

Desenvolvendo A|Ric|?, deduzimos

div(f?*V[Ric[*)

2f(Vf, VIRic|?) + 2f?R;ARy; + 2f2(VRy;, VRy;)
2f(Vf, V[Ricl?) + 2f*Ri; Vi Vi Ryj + 2% VRic/?

2f(Vf, VIRic|?) + 2f°Ri; Vi (VikRi; — ViRjk + ViRji) + 2f*|VRic].

Aplicando (1.12), segue que

div(f2V|Ric?)

2f(Vf, VIRicl’) + 2f*Ri; Vi (Ciij + ViRjk) + 2f*|VRicl

2f(Vf, VIRic|*) + 2f°Ri; Vi Cyij + 2f*Ri; Vi ViRjk + 2f*|VRic].

Note que, do Lema (3.1.3),

div(f?*V[Ric[*)

2f<Vf, V’R1C|2> + 4f2RiijCkij — 2f2Ri]’Vka1j + 2f2RiijViRjk
+2f?|VRic|?

1
2f<Vf, V|R1C|2> + 4f <fRi)‘ Rijki — fRi]' thRikjh — §<Vf, V|R1€|2>

—2Ry; Vi fCyij + ne |RC{C|2) — 2f°Ri; Vi Cuij + 2f°Ri; Vi ViR
n—1
+2f2|VRic|?
Ankf .
AFRyRjiRuc — 4F Ry RiiRuin — 8TRy Vicf iy -+~ [Ricl

—2f2Rijkakij + 2f2|VRiC|2 + 2f2RijkaiRjk.
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Aplicando a Proposigao (1.2.8),

Inkf

div(f2V[Ricl) = 4f*R;Rji R — 4f2Ri;RniRign — 8fR; Vi fCri + — Ric|?
—2f*Ryj Vi Ciij + 2f2[VRic + 2f°Ri; (Vi ViRjk — RujnRik + RixRjx)

= 6f*Ri;RjkRii — 6f°RijRnkRikjn — 8fRi; Vief Cij + i“_'(‘; Ric|
—2f°Ry; Vi Ciij + 2f*|VRicl” + 2f*Ri; Vi ViRjx. (3.6)

Ademais,
Vi(f?Rij Crij) = 2fVifRy; Cryj + F2ViRy; Cuyj + FRi5 Vi Cuyj -
Utilizando (1.3) e (1.12) deduzimos que

div(f°V[Ric[?) = 6f°Ri;RjkRii — 6f*RijRnkRikjn — 2(Vi (F*RijCiij) — F2ViRij Cuij
Inkf
n—1
+2f?Ri; Vi ViRjk — 4fRy; Vi FCyij

—f2Ry; Vi Cij) + Ric?> — 2f2Ry; Vi Ciyj + 2f%| VRic|

dnkf .
= 6FRyRjkRic — 6FRyjRnkRujn — 4Ry Vief Ciyj + ———[Ric”

+2f2ViRi; Ciij — 2V (f°Ry5 Ciyy) + 2f°|VRicl.
Note que, usando a antissimetria do tensor de Cotton, obtemos
ICI* = ViR Crij — ViRyj Criy = 2ViRyj Creyy.

Portanto,

Ankf
n—1
—2V i (f*Rij Cyij) + 2f%[VRic. (3.7)

div(f2V[Ricl) = 6f*Ri;Rji R — 6f2Ry;RniRign — 4fRi; Vi fCri + Ric|? + f2|C|?

Observacao 3.2.1. Definamos o 3-tensor auxiliar Tyi; dado por

n—1

R
Ty = — (RjkVif—Ry; Vi f) 5 (g5 Vif—gi; Vi 1) (gjkRis Vs f—gijRis V).

+n—2

Pelo Lema (3.1.2),

R
kai)' = Vthh]’ik + H(kagij — Vifgkj) — (kaRij — Vikaj).
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Agora, utilizando a decomposi¢ao do Tensor Curvatura de Riemann (1.11), temos

1
fCxij = Vnf|Whyjiu + E(Rhigjk — RnxGji + Rjxgni — Rjignk)
B R
Mm—1)(n—2)
—(VifRy — VifRy;)

R
(9nigji — gniegji) | + ——7 (Vifgij — Vifgu)

1
= VWi + (V fRs1gjx — VsfRskgji + VTR gsi — Vs TRjig61)

R

Mm—1)(n—2)

+

R
(—Vsfgsigjk + Vsfgskgii) + E(kagu — Vifgy;)

Outrossim,

Desse modo,

1 1
fCyij = VWi —l- 2(9]lesV sF — gijRis V) + m(vsﬂzjkgsi — VfRjigsk)
R R
—E(kagij — Vifgy) + m(kagij — Vifgy;)
R
+E(kagij — Vifgkj) — kaRij + VifRi]‘
1
=V fWkl]s + (V fR]k kaRi]’) — kaRij + VifRij
R 1
—E(Vifgk]‘ — Vi fgy) + E(gijisvsf — i Rs Vi),
que pode ser reescrito como

n—1 R
fCxyy = VfWigys + E(Rjkvif — Ry Vi f) — m(g]’kvif — g5 Vi f)

1
+m(9ijisst — g4jRks Vf)
= Tiij + Whijs Vsf.

Logo,
fCxij = Ty + Whijs Vo f. (3.8)

Como Wyijs = 0 quando n = 3, temos fCyyj = Tyyj. Da definicao de Tyyj, por conseguinte

f|ICI* = TyijCxij = —4CxijRy; Vit (3.9)
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A segunda igualdade é vélida, tendo em vista que

TiijCrij = 2(VifRjx — VifRy) — R(gjx Vif — 95 Vif) + gjkRis Vs — gijRis Vs flCii
= 2(VifRjxCxij — ViR Cxij)
= 2(VifRi;Cixj — VifRy; Cyij)
= 2(—=VifRyCyyj — VifRy Ciyj)
= —4Cy;;Ry; Vi f.

Dessa forma, quando n = 3, por (1.11),

. . R® R
RijklRikle = R|R1C|2 — RilRilek + R|R1C|2 — Rinijik - ? + §RikRi1legjk

. 2 R® R
= 2R’R1C| — QRij Rijik — 7 + §Rk1Rk1
D i R3
= §R’R1C|2 — 2Rij Rijik — 7

5. R?
= §R’R1C’ — 3Rij Rijik —+ Rij Rijik - ?7
o que implica que
3

D i R
Rij Rijik — RijklRikle = 3R1) Rijki — §R|R1C|2 + ? (310)

Assim, substituindo (3.9) e (3.10) em (3.7) obtemos

5 R? .
div(f?V[Ric|*) = 6f* (3Ri)- RjkRii — §R|Ric|2 + 7) + f|CI* 4 6nkf[Ric|* + f|CI

—2V (f2Ryj Ciij) + 2% VRic/?
= 3f%(6RyR;kRki — 5RIRic]® 4 R®) + 6kfIRic|? + 2f%|CJ?
—2V i (f*Ri;Cyij) + 2f2|VRicl. (3.11)

Para provar o Teorema (3.2.3), é necessario fazer uso do seguinte resultados de Hwang

em [29].

Proposigao 3.2.2. Seja (M™, g, f) uma métrica CPE com f nao-constante. Entao, o

conjunto {x € M™; f(x) = —1} tem medida n-dimensional nula.

Agora estamos em condi¢oes de enunciar e provar nosso primeiro resultado deste

capitulo.

Teorema 3.2.3. Seja (M3, g,f) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

conexa com curvatura de Ricci ndo-negativa. Entdo, M? € isométrica a esfera padrdo S3.
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Demonstragao. Seja (M3, g, f) uma métrica CPE tridimensional compacta, orientada,

conexa com curvatura de Ricci nao-negativa. Entao, f 6 uma solucao nao constante de

= . . R

—Afg + Hessf — fRic = Ric — -9 (3.12)

Dessa forma, f = 1 + f satisfaz

—Afg 4+ Hessf — fRic = kg,

R
com K = —2. Pelo Lema (3.1.4),
6Ri)’Rh]‘ Rhi — 5R|R1C|2 + R3 > 0.

Aplicando este fato em (3.11), temos que

div((146)2V[Ricl?) = —2R(14)[Ricl4+2(14F)2|CP—2V . ((14F)?Ry; Cris ) +2(1+)? VRic[?.
(3.13)
Por (3.12) e (4), é vélido afirmar que

Rf . . R
:9 + Hessf = (1 + f)RiC — T_Lg

. R Rf Rf
— (1+f)Ric——-g— —qg+ —a.
(1+f)Ric S99t 9

Assim,

- R . . Rf Rf

1+ f)Ric——g(1+f) = Hessf— — —
(14 f)Ric ng(+) essf——g+_—g
. Rf
= Hessf + ——
ess +n(n—1)g’

o que implica, R
~ R - Af
(14f) (Ric — —g) = Hessf — —g.
n n
Utilizando a definicao de tensor sem traco, obtemos
(14 f)Roic = Hessf.
Multiplicando Ric em ambos os lados, segue que

(1+ f)[Ric]> = (Hessf)Ric. (3.14)
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Ademais, fazendo uso da informacao de que R é constante e de (1.4), é valido que
Vi(VifRy) = ViV;fRy + VifViRy
. . R
= Vivijﬁ + ijVi (Rij — Egi]')
= V.V;fRy + V;fViRy
.1
= ViV;fRy + §V]~fV]~R
— Vlv]fROU
Integrando sobre a variedade M3, vemos que
J Vi(V;fRy) dM, = J ViV;fRi; dMy.
M M
Aplicando o Teorema da Divergéncia e (3.14), resulta em
J (1 + f)[RicP dM,, = 0.
M
Tomando a integral em (3.13), concluimos que

0> QJ (1+)%CP*dM, + ZJ (1+f)?VRicl>* dM, > 0.
M M

Pela desigualdade acima e a Proposicio (3.2.2), concluimos que M3 é localmente confor-
memente plana e VRic = 0. Por consequéncia, através de Chang, Hwang e Yun em ([15],

Teorema 1.1), M3 é isométrica a esfera padrao S3. O

Observacao 3.2.4. E possivel deduzir também que M3 € isométrica a esfera padrao S*

utilizando o Coroldrio 1.3 em [16].

Teorema 3.2.5. Seja (M3, g, f) uma métrica V-estdtica tridimensional compacta, orien-
tada, conexa com bordo suave OM e curvatura de Ricci nao-negativa. Se f e K satisfazem

uma das sequintes condicoes:

(i) k=20ef>0,

(i) k <0 ef<O,
entdo M3 € localmente conformemente plana.
Demonstragao. Integrando (3.11), podemos deduzir que

0> GKJ flRic? dM,, + 2J 2|CI2 dM, + 2J f2|VRic? dM,,
M3 M3

M3
onde utilizamos o Lema (3.1.4) e o Teorema da Divergéncia.

Entao, se k > 0, f >0, ou k < 0, f <0, M3 é localmente conformemente plana. O
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Corolario 3.2.6. Seja (M3, g, f) um espago vdcuo estdtico tridimensional compacto, ori-
entado, conexo, com bordo suave OM, curvatura de Ricci nao-negativa, e f positiva.
Entao, (M3,g,f) é dada por um espaco estdtico que € equivalente a uma das sequintes

triplas:
(i) O hemisfério padrao
(Si, Jcan, f= X4),

onde gean € a métrica da esfera padrao unitdria.

(11) O cilindro padrdo sobre S* com a métrica produto

Tt 1 1

3 3 sen(\/gt)) )

Teorema 3.2.7. Seja (M3, g, f) métrica V-estdtica tridimensional compacta, orientada,
coneza com bordo suave OM e curvatura de Ricci nio-negativa. Se k >0 ef >0, M3 €

uma variedade Einstein.

Demonstragao. Veja que:

1
¥div(f2V|Ric|2) = (Vf,V[Ric|*) + (Vf, V|Ric[*) + fA[Ric|?
= (Vf, V|Ric|*) + div(fV|Ric|?).

Sendo assim, fazendo uso do resultado acima, de (3.6) e do Lema (3.1.3), temos

div(fV[Ric]*) = %div(fQWRicP) — (Vf, V[Ricl?)

4 o
= 6RyjRjkRis — 6FRijRikRujh — SRy Vi Ciiy + ———[Ricf
—2fRi; Vi Cyij + 2f[VRic]> — (VF, V[Ric|*)
2 °
= 4fR1j Rijki — 4fR1j thRikjh — 4R1ijka1j + nTlKl |R1..C’2 + 2f|VRiC’2.

(3.15)

Integrando (3.15), utilizando (3.10), o Lema (3.1.4), o Teorema da Divergéncia e o fato

de que f < 0 obtemos:

0>3J

kIRicl* dM, + QJ
M3

f(|VRicl® +|C]*) dM,.
M3

Portanto, M? ¢ uma variedade Einstein quando k > 0. O
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Corolario 3.2.8. Seja (M3, g, f) métrica critica Miao-Tam tridimensional compacta, ori-

entada, conexa com bordo suave OM, curvatura de Ricci nao-negativa e f nao-negativa.

Entao, M3 € isométrica a uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo

R3 ou S3.



Capitulo 4

Meétricas V-estaticas com curvatura

seccional nao-negativa

Neste capitulo estaremos interessados em obter direcoes para generalizar o caso tridi-
mensional analisado no capitulo . Tal problema ainda permanece em aberto, mas aqui
estudaremos as ideias desenvolvidas em [2] para concluir o caso muito forte, quando se

considera a curvatua seccional nao-negativa.

4.1 Lemas chaves

Lema 4.1.1. Seja (M", g, f) uma métrica V-estdatica. Entao, temos
f(ViRj — ViRux) = Rijia Vif + %(Vﬁgjk — Vifgu) — (VifRj — V;fRiy).  (4.1)
Demonstracao. Partindo de
Ry + Kgji = V;Vif — Afgju,
e usando que g é paralelo, é possivel derivar a equacao acima e obter
(Vif)Rjk + fViRj = ViV Vi f — (Vi Af) gji. (4.2)
Além disso, por (2.4), como M™ tem curvatura escalar constante, segue que
ViAf = —%vif.
de modo que, substituindo em (4.2), implica
fViRjk = —(Vif)Rjk + ViV Vif + %vﬁgjk, (4.3)

60
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e, organizando os indices,
_ By _ R _
fV]' Rik = —(V]’f)Rik + VjVinf + mv)'fgik. (44)
Subtraindo (4.3) e (4.4), e fazendo uso da Identidade de Ricci (1.2.8), segue que
. . R _ . ~ .
f(ViRjx — V5Rix) = Ryjia Vif + H(Vifgjk — Vjfgix) — (VifRj — V;fRiy),
como queriamos demonstrar. O
Lema 4.1.2. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Entdo, temos

o n
Ric|?
n—l’ | +n—2

s 3
Rij RikRjk — Ri]’klRikle = tT’(RlC ) — WijklRikRjL (45)

Demonstragao. Utilizando (1.11), obtemos

1
RijkiRjiRik = WiaRjiRix + E(RikRJ’lRikgjl + Rj1Rj1Rikgix — RutRj1Rik gy
R
Mm—1)(n—2)

—RjkRj1Rik gi1) — Rj1Rik(9519ik — 91 gjx)

1 . .
= WijkLleRik + E(R|R1C|2 + RlRlC’2 — Rij Rijik — Rinijik)

R + R |Ric|?
MmM—1(n—-2) M—1)(n—2)
(2n_1) .12 2 R3
— WiuRiR: RIRicl2 — —~Ry;RcRex — ,
e M CE ) Riel” = =5 RiRicRu (m—1)(n—2)
o que implica,
n 2n—1) )
RijRjkRik — RijriRjiRix = mRinijik_WijklelRik_(n_l)(n_2)R|R1d2
R3
TmoDm—2)
Veja que
R3 R (2n—1) R
MmM—1)n—2) nnh—-1)n—-2) nnh-2)
Logo,
n (2n—1) - R3
RiiRikRik—RiikiRiRik = — — Ris Rk Rix— Wit Rt Rik— RIRic)—— >
i RjIRik JRUS LR = 775 R Rk Rik SLALSTASES m—1)(n—2) IRic] n(n—2)

(4.6)
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Por outro lado,

. R o R o R
RijRjxRix = ([ Ry + =94y | | Rjx + =gjx ) | Rik + =91
j Rk Rik ( )+n91)(1k+n91k>( k+n9k>

o R - R2 o R

= (Rij Rji + QERik + Egik) (Rik + T_Lgik)
s« o R . R . R3

= RyRjkRix + —[Ricf +2=[Ric/ + =
n n n

. e . R . R3

— Rij Rijik + 3—|R1C|2 -+ -

n n

Desse modo,
3

o o ° R - R
RijRikRjk = RijRjkRu + 3= [Ric* + —.
n n

Substituindo em (4.6), segue que

n 9 3 3 % 192 R3
Ri]‘ Rijik — RijklelRik = — tT(RlC ) + —R|R1C| + — | — WijklelRik
n—2 n n2
n—1 Q R3
__ ol g R
m—1)(n—2) nn-—2)
R o o
= |R1C|2 + n tT’(Rng) — WijklelRik~

n—1 n—2

Completando assim a prova. O]

Lema 4.1.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com curvatura

escalar constante. Seja f: M — R uma funcao suave definida sobre M. Entao,
div(fV[Ric]?) = 2f|[VRic|* — f|Cijil* + 2fVi(CijxRji)

2 . . -
+mfR|Ric|2 + (Vf, V|Ric|?)

~ n 9 3 o o
+2f( — 2tT’(R1C ) — WijklRikle) s
onde Roic3 ¢ o 2-tensor definido por (Roics)ij = RszLIROjl.

Demonstracao. Primeiramente, vamos obter uma expressao para o laplaciano do quadrado
da norma do tensor de Ricci. Fazendo uso da definicao do tensor de Cotton e do fato de

R ser constante, obtemos
ARicl?* = A(R45R;;5)
= 2RyjARy; + 2(VRy, VRyj)
= 2RV, V,Ry5 + 2|VRic]?

= 2|VRic|* 4 2Ri;V (Cpij + ViRp;).
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Assim, da Identidade de Ricci (1.2.8) e pela antissimetria do tensor de Cotton, podemos

reescrever a expressao acima do seguinte modo

ARicl* = 2|VRic] + 2Ri;V,Cpij + 2Ri; V), ViRy;
= 2|VRic]> 4+ 2V, (Cpi;Rij) — 2V, Ri;Cpij + 2RV ViR
= 2|VRic + 2V, (CpijRij) — ICijkl* + 2Ri;V, ViRy;
= 2|VRicl* + 2V, (CpijRi5) — ICijkl* + 2(RijRixRjx — RijiaRixRj1)-
Substituindo (4.5) no resultado acima e fazendo uso do fato que Wi Rj1Rix = Wijkch}lek,
é valido que

n

2 o 0 o o
AlRic] = 2|VRicl—|Cyji*+2Vp (CpijRij) + ——RIRic/* + tr(Ric’)—2Wija R Rix.
n—1 —2

Para finalizar, basta observar que

div(fV[Ric]?) = fARic|* + (Vf, V|Ric|?)
= 2f|VRic] — f|Cyy;* + 2fV, (CpijRyj)

2 . . 3
+mfR|Ricl2 + (Vf, VIRic|*)

+2]E< n QtT(R?LCS) — Wi)'klRolezk> .

Lema 4.1.4. Seja (M", g, f) uma métrica V-estdatica. Entao, temos
%div(fVlRile) — —f|Cyjil? + fIVRic]® + (VF, VIRic?) — %ﬂzc{d? + 2V (fCijicRji).
Demonstracao. No que segue, denote por ¢ a funcao
@ = Vi(V;fRiRy; + Rijia VifRjk).

Agora, pelo Lema (4.1.1) e tendo em vista que M tem curvatura escalar constante, obte-

mos
~ ~ R ~ ~ ~ ~
Rijklvlijk = fCiijjk — E(Vifgijjk — ijgikRjk) + (ViijkRjk — vijikRjk)-

Dali,

2

~ ~ ~ ~ R
V]‘fRikRjk + RijkLVLijk = fciijjk + |RiC|2vif + mRij ij - 1 Vif.
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Desse modo,

- . R - R? -
p = Vi fCiijjk + |RiC|2Vif + —Rijv)'f — Vif .
n—1 n—1

Fazendo uso da Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes (1.4), a fun¢ao acima

torna-se

" . R - R
¢ = Vi(fciijjk) + Vi(|RiC|2vif) + ERijViv)‘f— TlAf
~ ~ . 12 . 1247 R - R2 PY
= Vi(fCyxRji) + (VTf, VIRic") + [Ric[*Af + " 1RijViVJ—f T 1Af'

Observe agora que substituindo
viVj'F: 'FRij + (A'F—f— K)gij~

em
. R M
|R1C‘2Af + —RijViV]-f — —Af,
n—1 1

e utilizando (2.4), é imediato que,

... R . R ... R . .
|R1C|2Af + ERijViV]—f— HA]‘: = |R1C’2Af+ HRij(fRij + (Af+ K)gij)
RZ
Af

n—1
- - R?
= |Ric’Af + [Ric|*f — Af
n—1 n—1
RZ . R2
o Af S
n—1 n—1

. R By
= |Ric]*’Af + — 1|Ric|2f-|-

n n—1
—kn — Rf Rf R2
— [Ric [ X n Ricl? + —
n—1 n—1 n
nK °
= — Ricl*.
1| ic|

Logo,
nK

— 11R°icy2. (4.7)

@ = Vi(fCijRii) + (VF, V|Ric?) —

Por outro lado, usando Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes, Equacao

(1.4),

@ = ViV;fRuRy; + Vi fRu ViR + ViRijia Rk Vif + Rijia ViR Vif + Rijia R Vi Vi f,
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onde por (1.12), (1.3), juntamente com as propriedades de simetria do tensor de Riemann

podemos deduzir que

. _ | .
@ = ViV;fRiRyy + VfRi(Cyij + V5Rik) 4+ Ciyj Ry Vif + §Rijkl(viRjk — VjRix) Vi f
+R1jk1RjkViVUE
. . 1 - 1 . .
= (V;fRix — VifRji) Ciji + §(Vf, V|Ric[?) + SR CiVif + ViV fRuRyg

+Rijk1RjkViV1f.

Usando o Lema (4.1.1), temos

1 ~ 1~ 1 ~ -
§Ri]’klcijkvlf = §f|ci)‘k|2 + §(Viijk — V;fRix) Cijx.

Sendo assim, substituindo a equagao acima e utilizando (2.3),

. . I 1. 1 .
o = (ijRik — Viijk)Cijk + §<Vf, V|R1€|2> + §f|Ci]’k|2 + E(Viijk — vijik)Cijk
KM < Rf KT < Rf

+< %t fRy; — Egij) RixRyj + RijuaRjx ( -t fRiy — Egu) :

(4.8)

Desenvolvendo, segue que

1 - i 1 1. "
P = §(vijik — VifRj ) Ciji + §<Vf, VIRicl*) + §f|Cijk|2 + f(RijRixRjx — RijriRikRj1).

(4.9)
Para proceder, note que de (1.12) podemos inferir que

1E|Cijk’2 = 2fViRjkCijk
= 2?(|VR1C|2 — ViRjij Rik)

= 2f|VRic]® — 2fV;R; V;Ryy.
Veja que
2V; (fViRjkRix) = 2ViR;i V;fRi + 2fV; ViR Rix + 2fViR;i V; Rixe.
Consequentemente,

f|Cijic? = 2f|VRic]> — 2V;(fViRjkRix) + 2ViRj VR + 2fV; ViR Ry,
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o que implica em
1 -~ - - -
iﬂciij - ﬂVRlC’z + v]' (fViRijik) = ViRjkV]-fRik + ijViR]-kRik
= ViRjV;fRix + fV; ViR Rix
= ViR VifRux + f(RyRucRjk — RijiaRikRy1)

1 . . 1, -
= §Cijk(vijik — Viijk) + §<Vf, V|R1C|2>

‘HE(Rij RikRjx — RijiRikRji).
Outrossim, combinando a expressao acima com (4.9), é facil checar que
@ = fICijil* — fIVRic|* + V;(fViR;kRix ). (4.10)
Note que
Vi(fCykRi) = V;(fViRikRu) — V;(fV;RuRu)

= V;(fViRjxRix) — %(Vf, VRicl?) — (1+ f)(V;V;Ri)Rix — fI[VRic/?

= V;(fViRjxRi) — %(v?, V[Ricl?) — %fAIRiCIQ

= V;(fViRjxRu) — %div(fVlRile).

Portanto,
V;(fViRjRix) = V;(fCijiRix) + %div(fV!RicP).
Desse modo, por (4.10),
¢ = fICij P — fIVRICS + V; (fCijkRu) + %div(fV!Rile). (4.11)
Destarte, de (4.7) e (4.11), segue o resultado. O

Observagao 4.1.5. Observe que se (M™, g, f) for uma métrica CPE, teremos

2

R
¢ = Vi((1+ f)CijkRix) + Vi(IRiclVif) + — R ViV — TAf. (4.12)

Utilizando a Equagdo (3), temos que
ViV;f = Ric + Ryjf + Afgy;.

Sendo assim, sequindo de modo andlogo ao que foi feito no lema acima, é vdlido que

R R? R : R?
——Ry;ViV;f — Af = ——(1 + f)[Ric]> — —Af.
n—1 n—1 n—1 n
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Substituindo esse fato em (4.12), concluimos que
. 12 R S 2 R2
P = Vl((l + f)Ciijjk) + Vi(|RlC| Vlf) + E(l + f)|RlC| — FAf,

e, integrando, obtemos

JM(1 + f)RIRic]? dM, = 0. (4.13)

Lema 4.1.6. Seja (M™, g,]g) uma métrica V-estdtica . Entao, temos

n—3
2(n—1)

2 ~ o —92 ~ ~
+m JM f2R|R1C|2 dMg — % J'M fCijkWijuVlf dMg

J Ric|Vf2dM, = J f2|VRic]> dM, + J 2Cijl? dM
M M M

+JM f~‘2 ( n 2tT(R?LC3) — Wijklechﬁ) dMg

n_

nK
+

J flRic? dM,.
LIm

Demonstragao. Inicialmente, multiplicamos a equagao obtida no Lema (4.1.3) por f.

Entao, integrando por partes sobre M,
J div(fVIRic)fdM, = 2J f2|VRic? dM, —J f2|Cyjil? dM
M M M
. 2 Y
+2J Vi (CijxRjx) dMg + —J f*R[Ric|* dM,
M n—1

M
+ J f(V£, V|IRic|*) dM,
M

+2J 'FQ( thT(Roicg)—WijklR;kRoﬂ).
M

Observe que

div(fX) = fdivX + (Vf, X),
e, cOmMo consequencia,
fdiv(fV|Ric[?) = div(f>V|Ric|?) — f(Vf, V|Ric[?).

Dali,
J fdiv(fVlRile)dMg:—J f(VF, V[Ric]?).
M M

Além disso, note que

J vi(?QcﬁkRjk):J cijkkjkviPdMngJ 2V (CijiRik) dMy,
M M M



Capitulo 4. Métricas V-estaticas com curvatura seccional nao-negativa 68

o que implica em
J 2V (CijiRjx) dM, = —2J CijiRjifVif dM.
M M
Destarte,
—QJ f(Vf, VIRic]?) dM, = QJ 2| VRic|* dM, —J f2Cijl* dM, —4J fCiji VifRk
M M M M

2 ~ o
+—J Rf?|Ricl* dM,
n—1Jm

+2 JM 'FQ (ni 2tT(ROiC3) - Wi)'klRikROﬂ) .
Porém,
cITf -2 L o - 12
f(Vf, VIRic|") = §(Vf , VIRic|*).
Portanto,
—J (V% VIRic]?) dMy = 2J f2|VRic dM, —J 2|Cijil* dM
M

2 o
J fCijx VifRj dM +—1J Rf?[Ricl* dM,
M

+2J %2(

tT R'LC ) —WijklRZkRojl> dMg

(4.14)
Desde que o tensor Cotton satisfaca
Ciji VifRje = %Ci)’k(viﬁzjk — VifRix)
— 21) O, (4.15)
e, levando em consideracao a identidade
fCiji = Tijk + Wijia Vit (4.16)

em consonancia com o fato que M tem curvatura escalar constante e que
—J (VF2, VIRic]) dM, :J Ric[?Af2 dM,
M M
nao ¢ dificil verificar que (4.14) torna-se
J RicPAf2dM, = 2J f2[VRic]> dM, —J f2ICij1> dAMy — 4J fCiji VifRjx dM,
M M M M

n—4

+ : J fCijk(FCijk — Wi Vif) dMg
M

n_

2 ~ °
+—J f*R[Ric> dM,
Lm

+2 JM 'F2 (n]i 2tT(ROiC3) — WijklekRE;l) dMg,
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isto é,
S 2 A2 52 .12 n—3 2 2
J |R1C| Af dMg = QJ f |VR1C| dMg‘f‘—J f |Cijk| dMg
M M n—1Jm
n—4 ~ ~ ~ .
— n J fCijkadVlf dMg + 2J f2 n tT(RiCS)
n—1 Jm M n—2
o o 2 -~ o
— ijklRikRj1> dMg + —J f2R|R1C|2 (417)
n—1Jm
Agora, veja que
Af? = 2fAf +2(VF, V)
= 2fAf + 2V
[ —Rf — .
_ 2f(—m<) + 2V, (4.18)
n—1

Sendo assim, substituindo em (4.17), segue que

. . . _R - . . y
J RicP2f——f dM, + J Ricl22f— = dM, + 2J RicP| V2 dM,
M n—1 M n—1 M

n—4

n—3 ~ ~ -
— J f2|C1jk’2 dMg e J fCijkWﬁkLVlf dMg
n—1Ju 1 Jm

= 2J f2|VRic* dM, +
M

- o o o 2 ~ o
+2 JM f2 (nr_‘ Qtr(Ric3) -~ WijklRikle) Mg+ —— JM f2RIRic2 dM,,

o que implica em,

n—3

Rick V2 dM, = J f2|VRicP dMy + ————
JM|w| Vit aM, = | PIVRicP M, + 5

JiPmmFM%
M

2 ~ o -
+—J f*R|Ric|? dMg+&J f|Ric|* dM,
n M n—1Jm

+ JM f2 (nT_L 2tr(ROics) — WijklRikRojl) dM,4

—— J fCijiWijia Vif dM,.
M
O

A seguir, iremos proceder de maneira similar ao Lema anterior, utilizando agora o

Lema (4.1.4), para deduzir a férmula de [, IRic?| V|2 dM,.

Lema 4.1.7. Seja (M", g, ) wma métrica V-estdtica. Entao,

o ~ 1 ~ o
J Ric[Vf] = —J f*R|Ric|* dMg +
M M

nK ~ o 2 -
—— | f|RicfdM,+ = | f}VRic*dM
3(n—1)JM [Ric|*d g+3JM |[VRic|" dM,4
2 ~ 2(n —2) - .
——= | fCuxlPdaM ——J fCiik Wi fdM,.
3m—nJM' il Mo = 30y ], FCo W Vi dMy
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Demonstra¢ao. Primeiramente, multiplicando o Lema (4.1.4) por f e tomando a integral

sobre M

1 - - 1 - .
——J (VF*, VIRic*) dMy = —J f2|cijk|2dMg+—J (VF*, V[Ricl*) dMg+J 2|VRic|* dM,
4 M M ~ 2 M M
f . ..
—JM n“f IRicl? dMg +2 JM V4 (FCijiRix) dM.
Note que

2J fVi(fCijkRjk) :—2J fCijx VifRj dM.
M M

Desse modo,
3

——J (V2 VRic/*) dM, = J
4 Im

2| VRic|* dM, —J f2|Cijl* dM,
M M

—J ™ _fiRic dM, — 2J fCiji Vi Ry M.
n—1
M M

Por (4.15) e (4.16), temos

; n—2 ~ -
CijkViijk _m Cijk(fci)—k — Wijklvlf)
n—2 - n—2 .
- _—fC1 2 —Ci' Wi' f.
2(n—1)| il +2(n—1) WiV
Sendo assim,
£ e Py n_2 P 2 T1—2 ~
—2 MfciikvifRideg = = Mf —mﬂCile ‘I‘—Q(n_l)CijkWijklvlf dM,g
n-—2( - n—-2( - N
- 2 Mf2|Cijk|2dMg—EJMfCijkWijklvlfdMg.

Logo,

3 o - . 1 -
—J Ric”’Af*dM, = J f?|VRic]> dM4 — —J 2|Cijil* dM
4 M M n—1 M

_ —92 [ . .
—J nKlflRicF dM, — —= J fCip Wi Vif dM.
M n—1Jm

Fazendo uso de (4.18), é visto que

: - —Rf — . - 1 .
§J IRiCIQ{Qf(—nK>+2IVfI2} M, = J f2|VRic|2dMg——J f2[Cijil* dM
4 Im n—1 M n—1Ju

nkKk

J flRic? dM,
_ 1 M
-9 - N
L J FCi Wi Vif dM,
n—1Ju
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resultando em

3 S 2 12 3 po) S 2
2 = — RIR
5 JM [Ric|*|Vf|]" dM, 1) JMf [Ric[*dMg +

nK

e
—Q(n— a JM f|Ric]” dMy

- 1 ~
+J f?[VRicl” dM4 — —J 2|Cijl” dM,
M n—1Jm

n—1 ~ ~
I — J fCijkWijklvlf dMg
n—1Jm
1 . . 2
Multiplicando a equagao acima por 3 obtemos o resultado. O

4.2 'Teorema geral

Lembremos inicialmente que os resultados a seguir sao anteriores ao que foi visto no
capitulo anterior, tendo em vista que o resultado parcial relacionado a curvatura seccional

¢ mais fraco que o da curvatura de Ricci.

Teorema 4.2.1. Seja (M™, g, f) uma métrica V-estdtica. Entdo, temos a sequinte formula

integral
~ 3n—>5 ~ 2nk ~ o
0 = fJ|[VRicPdM, + —- | fIC?dM —J f[Ric|* dM
J, PIvRicr am, + oo | P am R | ARican,
= n s 3 o o n—2 ~ ~

+3 f tT‘(RlC ) — WijklRikle dMg —— fCijkWinVlf dMg
3 e

+—J 2RIRic> dM. (4.19)

n—1Jm

Demonstragao. Subtraindo os Lemas (4.1.6) e (4.1.7), segue que

I 3n—5 . onk .
0 = - fQVR- 2dM —J fZCQdM —J fR' 2dM

5| ProRican, + SRR iR amy o 2 iRick am

P n s 3 o o n—2 R R
+ v f — 2tT’(RlC ) — WijiaRikRj1 | dMg — 5=y, fCi Wi Vif dM,
1 - .

+—J *R[Ric|> dM.

Multiplicando a equacao acima por 3, obtemos o desejado. ]

Ademais, assumindo que M™ tem curvatura de Weyl radialmente nula, é facil ver que
(4.19) é equivalente a

3n—5
2(n—1)

2 ~ o
e J flRicl? dM,
Llm

0 = J f2IVRic]> dM, + —
M n-—

J f2ICI* dM, +
M

- o o o 1 o
+3 JM f2 (ni 2tr(Ric3) — WijiaRiRy + Emmcy?) dM,. (4.20)



Capitulo 4. Métricas V-estaticas com curvatura seccional nao-negativa 72

Vejamos agora alguns corolarios advindos desse resultado para cada uma das métricas.

e Métricas CPE:

Corolario 4.2.2. A conjectura CPE ¢é verdadeira para variedades n-dimensionais com

curvatura seccional nao-negativa satisfazendo curvatura de Weyl radialmente nula.

R
Demonstracao. Tratando-se de uma métrica CPE, temos que k = - e, assim utilizamos
(4.13), para obtermos que (4.20) é equivalente a

n—>5

o 2 s 12
0 = JM(1+f) |VRic| dM9+—2(n—1)

JM(I + £)’|CI* dM,

: . 1 ,
+3J (1+ )2 ——tr(Ric’) — WijRixR;L + ——R[Ricl? ) dM,. (4.21)
M n—2 n—1

Para proceder, precisaremos da seguinte estimativa pontual que é satisfeita em geral para

toda métrica com curvatura seccional nao-negativa, nomeadamente,
RijRjkRix = RijiRikRji- (4.22)

De fato, seja {e;};_, auto-vetores de Ric e seja A; seus auto-valores correspondentes.

Entao, temos
RijRjkRik — RijiaRikRj1 = Z AL — Z RijijAiA
i 1]
= > ANRyy— ) Ryl
] ]

i,j

Note que
1
§ (}\% - 7\1}\])R1)l) = 5 E ()\1 — Aj)zRijij-

) )

De fato,

1 1
B Z(N —A)Ryy = 3 ZU\% — 2MA) + ARy
ij
1 1
) i,j )
= > ANRyy— ) ANRyy
Lj Lj

= > (AT = NN)Ryy.

i,j
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Desse modo,

1
RijRjkRix — RijiaRikRj1 = B ;(7\1 - 7\j)2Rijij,
ou seja,

1
RijRjxRix = RijiaRixRj1 + 3 Z(Ai —Aj)%Ky,
4J
onde Ky é a curvatura seccional definida por dois planos gerados por e; e ej. Portanto,
supondo a métrica com curvatura seccional nao-negativa, ¢ valida a desigualdade (4.22).
Por fim, pelo Lema (4.1.2) e por (4.22), é possivel deduzir que cada termo de (4.21) deve ser

nao-negativo. Em particular, concluimos, juntamente com a Proposicao (3.2.2), que M™

tem Curvatura de Ricci paralela. Destarte, pelo Teorema 1.1 [15], segue o resultado. [
Observacao 4.2.3. Observe que (4.21) equivale a (3.10).

E conhecido que, para n = 3, o tensor Weyl é identicamente nulo. Entao, quando
n = 3, é facil verificar que a métrica CPE com curvatura seccional nao-negativa deve ser

isométrica a 3-esfera padrao. Desse modo, fica estabelecido o seguinte:

Corolario 4.2.4. A conjectura CPE ¢ verdadeira para variedades 3-dimensional com

curvatura seccional nao-negativa.
e Métricas Miao-Tam:

Corolario 4.2.5. Seja (M™, g, f) uma métrica Miao-Tam, orientada, compacta, conezxa
com bordo suave OM, f nao-negativa, curvatura seccional nao-negativa e curvatura de
Weyl radialmente nula. Entao, M™ € isométrica a uma bola geodésica em um espago

forma simplesmente conexo R™ ou S™.

Demonstragao. Pelo Teorema (4.2.1), temos

3n—5
2(n—1)

- N 2 -
0 = J f2|[VRic]> dMq + J f2|C|2dMg+—nJ flRic]> dM,
M M n—1Jm

~ o o o 1 o
+3 JM 2 <n1i 2tr(Ric3) — WiaRuRy + Emmcy?) dM,

Desse modo, Ricci é paralelo e, consequentemente, M™ é Einstein e podemos aplicar o

Teorema (0.0.8). O

e Métricas Estaticas:
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Corolério 4.2.6. Seja (M™, g, f) uma tripla estdtica positiva com curvatura seccional
nao-negativa, curvatura de Weyl radialmente nula e curvatura escalar R=n(n-1). Entao,
M™ € isométrica ao hemisfério padrio ST ou ao cilindro padrao sobre S™* com a métrica

produto descrita no Teorema (0.0.5).

Demonstragao. Pelo Teorema (4.2.1),

Nn—5

0 = f2|[VRicfdM, + ——
JM' Ty

J f2IC)* dM,,
M

- o o o 1 o
+3J 2( —tr(Ric’) — WijaRucR; + ——RRicl? ) dM.
Desse modo, o Ricci é paralelo e C = 0.

Analisaremos agora o tensor de Bach. Vejamos que, por definigao,

1
n—2

1
Byj = ——= Vi ViWig 1 +

RitWiseit.
n_3 k1 Wikijt

Multiplicando por (n — 2) e utilizando a Equacao (1.14), temos
(n —2)By; = Vi Cyij + RiaWiki,
Dai, usando que C = 0 e multiplicando por f, obtemos
(n —2)fBij; = WikjifRir.
Utilizamos agora a Equagao (6) e o fato de que o Weyl é livre de tragos,
(M —2)fBy; = Wiy ViV;f

= Vi(Wi1Vjf) = ViWi Vs f

= 0,

onde na tultima igualdade utilizamos a hipétese e a Equacao (1.14).
Logo, M™ é Bach-flat, e podemos utilizar o Teorema (0.0.5).

Concluimos assim o que queriamos. O]

Observagao 4.2.7. Note que no Coroldrio acima, retiramos o caso do Espaco Schwarzs-
child, pois o mesmo possui Curvatura Seccional negativa. Podemos observar isso pelo
Teorema (4.2.1).

Se K > 0, entao VRic = 0, o que € uma contradi¢do pelo que vimos no Capitulo 2,

Ezemplo (3).
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