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“A persisténcia € o caminho do éxito”.

Charles Chaplin.



Resumo

Estudamos um teorema do tipo Liouville, o resultado diz que toda solugao suave para
a equacao de graficos minimos definida em uma variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci nao negativa e cuja parte negativa possui crescimento sublinear deve
ser constante. Para isto, apresentamos estimativas gradiente e estimativas integrais para
poténcias da funcao volume para graficos minimos via uma modificacao do método de

iteracao De Giorgi-Nash-Moser.

Palavras-chave: Graficos minimos, teorema de Liouville, estimativa gradiente.
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Abstract

We studied a Liouville-type theorem that states that every smooth solution to the mini-
mal graph equation defined on a complete Riemannian manifold with non-negative Ricci
curvature, and whose negative part has sublinear growth, must be constant. To this end,
we present gradient estimates and integral estimates for the powers of the volume function

of minimal graphs via a modification of the De Giorgi-Nash-Moser iteration method.

Key-Words: Minimal graphs, Liouville theorem, gradient estimate.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos um teorema do tipo Liouville para fungoes que definem um
grafico minimo sobre uma variedade Riemanniana completa nao compacta X. Sejam D e
div s a conexao Levi-Civita e o operador divergéncia (em termos da métrica Riemanniana

de X), respectivamente. Estudamos a equagao da hipersuperficie minima em X

) Du B
div b (m) =0 (1)

que é uma equagcao diferencial parcial nao linear que descreve o grafico minimo
M={(x,u(x)) eZxR:xe X} (2)

sobre X. A solucao suave u para é a funcao altura do grafico minimo M em X x R.
O estudo de superficies minimas gerou grande interesse da pesquisa, proporcionando
inimeros trabalhos pelo mundo afora. Em 1915, uma contribuicao de grande relevancia

nessa diregao nos foi fornecida por Bernstein (ver [1I, 111 [19] 32]), como segue

Teorema 0.1 (Bernstein). Se uma superficie minima em R? é um grdfico inteiro de uma
io f: R? R entao ela é l ' ini lugoes intes
fungao f : — R entao ela é um plano, ou seja, as unicas solugoes inteiras para a

equagao de superficie minima
(142 frx — 2f i Fyfay + (14 F2)fyy =0
sao as fungoes afins f(x,y) = ax+by+c com a,b,c € R

Este resultado, por sua vez, despertou interesse de estudos sobre os casos com ambi-
ente diferente de R3. Em 1969, E. Bombieri, E. De Giorgi e M. Miranda [3] provaram
estimativas de gradiente interior para solugoes da equacao de hipersuperficie minima em
R™, o caso bidimensional j4 havia sido obtido por R. Finn [I7] em 1954. Como corolério,

eles obtiveram imediatamente o seguinte



Teorema 0.2. Se uma funcdao u que difine um grdfico minimo sobre R™ satisfaz o cres-

cimento sublinear para sua parte negativa, ou seja,

lim sup max{—(x), 0} =0 (3)

X—00 x|

entao u € uma constante.

A necessidade da condicao é imediata, pois qualquer funcao afim define um grafico
minimo em R™ e, por exemplo, a fun¢ao u(x) = (e;,x) + b, onde e; = (1,0,...,0) € R™
e b € R, satisfaz

max {—u(x), 0} 1

lim sup
X—00 ’X’

Quando a fungao u que define um grafico minimo sobre R™ tem o gradiente uniforme-
mente limitado, Moser [27] provou que u é afim usando as desigualdades de Harnack para
equagoes uniformemente elipticas . A estimativa do gradiente de u em R™ também pode
ser obtida pelo principio do méximo (ver [24, 33] por exemplo). Em 1968, Simons [32]
obteve que qualquer funcao que define um grafico minimo sobre R™ é afim para n < 7.
O contra-exemplo pro caso n > 8 pode ser encontrado em [2].

Teoremas do tipo Liouville para fungoes graficos minimos nao negativas também foram
estudados em variedades. Em 1980, Fischer-Colbrie e Schoen [I8], obtiveram que qualquer
funcao positiva que define um grafico minimo sobre uma superficie de Riemann X~ de
curvatura nao negativa é constante (ver Rosenberg [30] para o caso de superficies minimas
em LxR). Jd em 2013, H. Rosenberg, F. Schulze e J. Spruck [31] provaram que toda fungao
nao negativa que define um grafico minimo em uma variedade completa de curvatura de
Ricci nao negativa e com curvatura seccional uniformemente limitada inferiomente, é
constante.

Em 2020, J.-B. Casteras, E. Heinonen e I. Holopainen [6] mostraram um resultado
semelhante trocando a hipdétese de curvatura seccional uniformemente limitada inferio-
mente por curvatura seccional assintoticamente nao negativa e acrescentando a hipotese
que a fungao tenha no méximo crescimento linear. Ja em 2021, Q. Ding [12], provou que
toda fungao nao negativa que define um grafico minimo sobre uma variedade completa de
curvatura de Ricci nao negativa é constante, o que também foi obtido por G. Colombo,
M. Magliaro, L. Mari e M. Rigoli [9] independentemente.

Ainda no trabalho de 2013, Rosenberg, Schulze e Spruck [31] provaram um teorema

tipo Liouville para gréficos minimos sobre variedades completas de curvatura seccional
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nao negativa. Ja Ding, Jost e Xin [16], em 2016, provaram o resultado para graficos
minimos sobre variedades completas de curvatura de Ricci nao negativa, crescimento de
volume euclidiano e decaimento de curvatura quadrédtica. Em 2021, Ding [I3] provou
isso sem a condic¢ao de decaimento da curvatura quadratica acima, que ¢ um subproduto
da desigualdade de Poincaré em graficos minimos (ver [4] para o caso da desigualdade
euclidiana).

Em [§], G. Colombo, E. Gama, L. Mari e M. Rigoli provaram o teorema de Liouville
forte para graficos minimos sobre variedades completas de curvatura de Ricci nao negativa
e que a (n — 2)-ésima curvatura de Ricci na direcao radial a partir de uma origem fixa
tem um limite inferior que decai quadraticamente até zero. Mais recentemente, em 2023,

G. Colombo, L. Mari e M. Rigoli [10] obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 0.3. Seja X uma variedade Riemanniana nao compacta, completa e com cur-

vatura de Ricci nao negativa. Se w: £ — R define um grdfico minimo sobre ¥ e satisfaz

1
limn sup 28 404 P)

i sup = ) max{—u(x),0} < co (4)

para algum p € X, entao u é constante.

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar de forma detalhada o resultado provado

por Q. Ding [I5] que generaliza o resultado obtido em [10} 12].

Teorema 0.4. Seja X uma variedade Riemanniana L nao compacta, completa e com
curvatura de Ricci nao negativa. Se w: X — R define um grdfico minimo sobre L e para

algum p € L wvale
max{—u(x), 0}

=0, (5)

lim su
Tosm  d(xp)

entao u € constante.

Observacao 1. Note que a condicao implica na condicao . De fato, se a condi¢do

em fosse positiva, entao necessariamente teriamos que a condigao (4)) seria ilimitada.

A prova do Teorema perpassa pela seguinte estimativa gradiente uniforme para

funcoes que sao solucoes da equagoes dos graficos minimos.

Teorema 0.5. FExiste uma constante 3, > 0 dependendo apenas de n tal que se uma

funcao w que define um grdfico minimo sobre L satisfaz

lim sup —Iu(x)l
X—00 d(X, p)

3

< Bn (6)



para algum p € L, entdo existe uma constante ¢ > 0 dependendo apenas de n tal que

sup |Du(x) < climsup u()l )
xeX X—00 d(X,p)

(7)

A ideia chave na prova do Teorema ¢ obter uma estimativa integral de v* nas
bolas geodésicas em X para uma grande constante k via método de iteragao (em £) de
uma integral de (logv)*v, onde v é a funcao de volume do grifico minimo definido pela
funcao u.

No Capitulo [I] apresentaremos os resultados tedricos ja pré-estabelecidos na Anélise
Geométrica tais como o teorema de comparacao de Bishop-Gromov, desigualdades de
Sobolev, a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Harnack, incluindo versoes para
o caso em que Ric > 0. Esta condicao é muito importante pois nos permite estendermos
resultados locais para versoes globais de teoremas como o de comparacao de Bishop-
Gromov, o que ¢ essencial para as demonstracoes dos resultados do capitulo seguinte.

No Capitulo [2| estabeleceremos as estimativas integrais da funcao volume com as quais,
através da desigualdade de Sobolev em L, aplicaremos uma modificagao do método de
iteracao de Giorgi-Nash-Moser nas bolas geodésicas de X para concluir a estimativa gradi-
ente necessaria para a prova do resultado principal que é apresentada na Conclusao desta

Dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes, notagoes e resultados relevantes que serao
utilizados nos capitulos seguintes. Nao demonstraremos todos os resultados, mas deixa-
remos as devidas referéncias. Para a leitura do texto espera-se que o leitor possua nogoes

bésicas de geometria diferencial, que podem ser encontradas em [5], 25, 2§].

1.1 Teorema de comparacao de volume

O principal resultado que apresentaremos nesta secao nos permite comparar o volume
de bolas de raio r > 0 em uma variedade Riemanniana X com o volume de bolas de
mesmo raio contidas em uma variedade modelo X cuja curvatura de Ricci é menor que
a curvatura de Ricci de £. Assim, primeiramente introduziremos a classe das variedades
modelo que sao as variedades com simetria rotacional e posteriormente apresentaremos o
resultado.

Seja gij o tensor métrico Riemanniano em X e g = det[gi;]. Entdo o elemento de

volume Riemanniano du é definido por

dp = /gdx;dxs - - - dxq (1.1)

onde (X1, Xa,...,Xq) sao as coordenadas em X. Ainda, denotamos por du’ o elemento de
volume Riemanniano na subvariedade definida pela fronteira de um subconjunto aberto
de X.

Seguindo [22], iremos fixar um ponto o € L e denotar por cut(o) o cut locus de o.
Longe de cut*(o) = cut(o) U{o}, pode-se definir coordenadas polares com o pélo 0. Ou

seja, para qualquer ponto x € X \ cut*(o) corresponde um raio polar p = dist(x,0) e
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um angulo polar 8 € S47! tal que as geodésicas minimizantes entre o e x tem origem
em o e vetor velocidade inicial © € T,X. Podemos identificar T,Z com R¢ para que 0
possa ser considerado como um ponto em S¢~!. Em particular, £ \ cut*(o) é difeomorfo
a uma regidao semelhante a uma estrela em R, x S41 (as demonstracoes dos fatos aqui
mencionados podem ser encontradas em [23] 21]).

A métrica Riemanniana em X \ cut*(o) tem nas coordenadas polares a forma
ds® = dp® + Ay;(p, 0)d0;do; (1.2)

onde (01,0s,...,04_1) sao coordenadas em S ! e [Ai;(p,0)] é uma matriz positiva de-
finida. Na verdade, Ajj(p,.) é o tensor métrico Riemanniano na esfera geodésica S, =
9B(0, p) \ cut(o). Denotamos A = det [Ay;]. Entao temos, por (L.1)), que o elemento de
area em S,

dw'ls, = VAdO,d0,...d04 1. (1.3)

Em particular

M,(Sp) = / \/Kdeldez...de_l, (14)
gd—1

assumindo que 01,0, ..., 04_1 estdo definidos em quase todo S¢~1.

Dizemos que X é uma variedade com pélo se L possui um ponto o com cut locus cut(o)
vazio. O ponto o é chamado de pélo de X, e as coordenadas polares sao definidas em X\ o.
Se, além disso, X é geodesicamente completa, entdao L é difeomorfa a R,

Uma variedade X com um pélo o é chamada de variedade esfericamente simétrica ou

modelo se a métrica Riemanniana em S, for dada por
Aij(p,e)deidej = (72(p)d92, (15)

onde d0? é a métrica euclidiana padrao S¢~! e o(p) ¢ uma funcao positiva suave de p.
Em outras palavras, a métrica Riemanniana em S, é obtida escalonando a de S¢~! pelo
fator o2.

Dada uma funcao positiva suave o(p) em (0,Rp), a condicido necessaria e suficiente

para que tal variedade exista é
o(0)=0, o’/(0)=1 e o (0)=0. (1.6)
A condicao garante que a métrica no cone (0,Ry) x S4~! definida por
ds? = dp® + 0*(p)de? (1.7)

6



pode ser estendido suavemente até a origem p = 0 (ver [21]). Assumimos na sequéncia
que o satisfaz e denotamos por Zy o cone (0,Ry) x S4~! unido com a origem.
Claramente, a variedade modelo £y é difeomorfa a uma bola aberta em R¢ de raio
Ry (ou todo R% se Ry = 0o). A métrica em qualquer esfera geodésica 0B(o, 1) em L, é
obtida a partir de S4~! escalonando-a pelo fator o(r).
Desde que VA = 0971, vemos de que a area da esfera geodésica 0B(o,1) é
calculada por

S(r) = wac® (1), (1.8)

onde wy é a drea da esfera unitdria em R%. O volume V(1) da bola B(o, 1) ¢é dado por

V(r) = /(:S(E)ds = wd/or o4 (e)de. (1.9)

Exemplo 1. Se Ry =00 ¢

o(r) =r,
entio Ly € isométrico a RY. A drea da fronteira é dada por

S(r) = wgrd L.

Exemplo 2. Definamos

o(r) =sinr.

Entio Ly € a esfera S (assumindo que Ry assume o valor mdzimo possivel T e que o
ponto mdximo p = 7 € adicionado a Ly). Se d =2 entdo r se torna a medida latitude a

partir do polo, e 0 ¢ a longitude. A drea da fronteira serd

S(r) = wqgsin?tr.

Exemplo 3. Definamos
o(r) = sinhr.

Entdo Ly é o espaco hiperbélico HY - variedade d-dimensional completa simplesmente
conexa com curvatura seccional constante —1 (assumindo Ry = o0). Assim, a drea da

fronteira do espaco hiperbdlico d-dimensional H® € igual a

S(r) = wqsinhd ' r.



Em geral, se G ¢ uma funcao positiva C! em [0, +00], podemos considerar o problema

de valor inicial

o' —Go=0 em [0, +00),
(1.10)

0(0)=0, o(0)=1

e calcular a curvatura seccional radial da varidade modelo associada £, como

O_l/

Sectraa(x) = ——(p(x)) = —G(p(x)).

A curvatura média das esferas geodésicas S, ¢ dada por

Exemplo 4. Se G(r) = B2, B > 0, entdo a solugdo do problema (1.10) € dada por
o(r) = B~ !sinh(Br) e, a curvatura seccional radial e a curvatura média das esferas sao

dadas respectivamente por
Sectrqa(x) = —B? e H = coth(Bp).

O seguinte resultado é um dos mais importantes da teoria de comparacao e pode ser

encontrado em [29, Teorema 2.4].

Teorema 1.1 (Teorema de comparagao do Laplaciano). Seja L uma variedade Rieman-

niana d-dimensional completa satisfazendo
Ric (x) > —(d—1)G(r(x)) em X

para alguma funcao ndao negativa G € C°([0,+00)), onde v(x) = d(x,0) € a distancia de

zaocX. Sejao(t)e C3[0,+00)) a solucdo ndo negativa do problema

(1.11)

Entao, a desigualdade

(1.12)

vale pontualmente em L\ ({o} U cut(o)) e fracamente em toda a X. Em particular, se

G(t) = B% com B > 0, entdo h(r) = B~!sinh(Br) satisfaz (1.11]) e obtemos
Ar < (d —1)Bcoth(Br) fracamente em X

e pontualmente em L\ ({o} U cut(o)).



Demonstracao. Seja [0,19) C [0, +00) o intervalo méximo onde o é positivo. Observe que
comparando o com a solucao da equacao diferencial associada a e notando que G
¢ nao negativo, entao r, = +00.

Seja D, = L\ cut(o) o dominio maximo estrelado das coordenadas normais em o.
Fixado qualquer x € D, N (B, (0) \ {0}), seja v : [0,1] — £ a geodésica minimizadora de

0 a x parametrizada pelo comprimento do arco. Defina
@(s) = (Ar) oy(s), s € (0,11.
Afirmamos que ¢ satisfaz

e(s) = ds’l +o0(1), quando s — 0*

(1.13)
i) + 59> < (d—1)G, em (0,1].
Na verdade ([1.13)) i) decorre do fato bem conhecido de que

Cd-1
r

Ar +0(1), quando T — 0.

De [29, Theorem 2.3], temos

%(HGSS(Y) (V)(Y,Y)) 4 (Hess(r)(y)(Y), Hess(v) (v)(Y)) = —Sect, (Y A\y)

entao, quanto a (|1.13)) ii), deduzimos que

d
E(AT ov) + |Hessr*(y) = —Ric(Vr, V1) (y).

Usando a desigualdade elementar

(Ar)?
d—1

< |Hess 1%,
que por sua vez decorre facilmente da desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduzimos que

E(Aroy) n (Aroy)?

< —Ri .
T i1 S Ric(Vr, Vr)(y)

A desigualdade ([1.13]) ii) decorre da suposicao de Ric. Assim, ([1.19)) vale pontualmente
em Dy 1 (Br, (0) \ {o}).
Observe agora que um calculo em coordenadas geodésicas polares mostra que

1 9yg(t,0)

Arevlt =i e




onde ® =v'(0) e g(r,0) é o determinante da métrica em coordenadas polares geodésicas.

Assim ((1.19) pode ser reescrito na forma

1 0+/9(t,0) -1

g(t,0) ot

(t)

Dai, integrando e usando o comportamento assintético de o e /g quando t — 07, temos

o' (1)
o

que para cada unitario 0 € Ty Z,

Vg(t,0) < o(t) Vt<min{rg,c(0)},

onde c(0) denota a distancia entre o e cut(o) ao longo da geodésica yg. Desde que
g(t,0) > 0 se (t,0) pertence ao dominio das coordenadas polares geodésicas, enquanto,
se T, < 400, entao o(r,) = 0, deduzimos que para todo 0, temos ¢(0) < 1, e portanto
D, C B (o).

Assim, (1.19)) vale pontualmente em X\ ({0} U cut(o)), e resta provar que a desigual-

dade se aplica fracamente em toda L. Isto é garantido pelo seguinte lema. O

Lema 1.1. Defina D, = £\ cut(o) e suponha que
Ar < «(r) pontualmente em Q \ {o}

para algum o € CY(0,4+00). Sejav € C3(R) ndo negativo e defina w(x) = v(r(x)) em L.
Suponha que

! !’

v <0 ou i)y =0. (1.14)

Entao temos respectivamente

" /

DAU SV (1) +a(r)V (1) ou W)AuU<VY (1) + «(r)v (1) (1.15)
fracamente em X.

Demonstracao. Seja E, o dominio maximal estrelado no qual exp, é um difeomorfismo
com sua imagem, de modo que D, = exp(E,) e temos cut(o) = 9(expo(E,)). Como E,
¢ um dominio estrelado, podemos cobrir E, por uma familia {E'} de dominios compactos

estrelados com limites suaves. Definamos Q,, = exp,(EJ) entao temos que
Q" cartle | Jar =D,
n

O fato de cada EJ ser estrelado implica

0
é >0, em 0Q" (1.16)
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onde v, denota o normal unitario exterior a 0Q™. Agora, assumimos a validade de (|1.14)

i). Como 1 € C*(Q™ {o}), temos

"

Au >V (r)+ a(r)v' (r)  pontualmente em Q™ \ {o}. (1.17)
Seja 0 < @ € CP(X). Afirmamos que, Vy,

/ WAg > / v 4+ &V )@ + £,

com &, — 0 quando n — 4o00. Como X = Q U cut(o) e cut(o) tem medida nula, a
desigualdade (1.15]) i) permanece quando n — +4oco0. Para provar a afirmacao fixamos

§ > 0 pequeno e aplicamos a segunda férmula de Green em Q' \ Bs(0) para obter

ou o
uAp = / cpAu—/ ((p— — u—) 1.18
/Q“\Bs(oJ Q™\B;(0) 00O"UdB;(0) 0vn 0Vn ( )

onde v, é o normal exterior unitario a 9Q™ U 0Bs(0). Note que, combinando (|1.14) e

(1.16)), obtemos

o :\)/(T)i <0em 0Q),,.
0Vn 0vy

Usando isso, ([1.17)) e (1.18)), obtemos
/ uAe > / V' + otV +en + s

com

" ’ a(p au
I :/ WA — (v + «(r)v )] —/ [u— — —] )
’ Bs(o) dBs(0) or or

Note que, Is — 0 quando & — 0*. Por outro lado, como ¢ € C¥(X) e cut(o) tem medida

nula, usando os teoremas da divergencia e de Lebesgue vemos que, quando n — +o0,

sn:/ndiv (uVeo) —>/Qdiv (uVeo) :/Zdiv (uVe) =0.

Isto prova a afirmagcao e a validade de (1.15)) i).
O caso de (1.14) ii) e (1.15) ii) segue de forma anéloga. O

A condicao Ric > 0 nos permite estendermos este resultado local para uma versao
global, como vemos a seguir, essencial para as demonstragoes do préoximo capitulo. O

mesmo vale para o teorema de comparacao de volume apresentado em sequéncia.
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Corolario 1. Seja X uma variedade Riemanniana d-dimensional completa satisfazendo
Ric > 0. Entao, a desigualdade

o' (r(x))
o(r(x))

vale pontualmente em X\ ({o}U cut(o)) e fracamente em toda a Z.

Ar(x) < (d—1) (1.19)

Passaremos entao ao resultado principal desta secao denominado Teorema de com-
paragao de volume ou Teorema de Comparagao de Bishop-Gromov. Seguiremos como

referéncia o texto em [29, Theorem 2.14).

Teorema 1.2 (Bishop-Gromov). Seja £ uma variedade Riemanniana d-dimensional com-

pleta satisfazendo

Ric (x) > —(d—1)G(r(x)) em X

para alguma funcdo nao negativa G € C°([0, +00)), onde r(x) = d(x,0) € a distancia de

dex ao € X. Seja o(t) € C%([0,+00)) a solucdo ndo negativa do problema

Entao, para quase todo R > 1, a func¢ao

v0l(0Br(0))

R
— o(R)d-1

€ nao crescente e

v0l(0Bg(0)) < cqo(R)4,

onde cq € o volume da esfera unitdria em RE. Além disso,

vol(Bg(0))
[Fo(t)d—tat

0

R —

¢ uma func¢ao nao crescente em (0, +00).

Demonstracao. No caso de o ser um pélo de X basta integrar o campo vetorial radial
X = o(r(x))" 4vr

em bolas concéntricas Bg(0), e utilizar os teoremas da divergéncia e da comparacao do
laplaciano. No entanto, em geral, os objetos nao sao suaves, logo, temos que tomar alguns

cuidados extras.
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O teorema da comparacao laplaciano afirma que

!/

o (r(x))
o(r(x))

pontualmente no conjunto aberto, estrelado e mensuravel £ C cut(o) e fracamente em

Ar(x) < (d—1)

todo L. Assim, para cada 0 < @ € Lip.(X),

—/(Vr,V(p) < (d—l)/ Z((:((;‘))))cp. (1.20)

Para qualquer € > 0, considere a fungao cut-off radial

onde p, é a funcao linear por partes

0 setel0,r),

T
!

seter,r+e),

Pe =1 sete[r+¢eR—e),
Rt sete[R—¢,R),
0 se t € [R, 00).

Note que

V(Ps _ {_XR—E,R + Xrr+e (d o 1) Gl(r(x)) pg} O'(T(X))idJrlvr,
€ € o(r(x))

para quase todo x € X onde X+ ¢ a funcao caracteristica do anel B¢(0)\ Bs(o). Portanto,
usando @, em ([1.20]) e simplificando, obtemos

1 1
! / o(r(x)) -1 < L / o(r(x)) "4+,
€ JBr(0)\Bg_¢(0) € JB,1c(0)\B:(0)

Usando a formula da co-area deduzimos que

1 [® —d+1 1 [rre —d+1
| voldBy(o)alt) - voldB, (0)o(t)
R—e T

N

e, tomando € \ 0,
voloBg(0) . voloB, (o)

G(R)d% = O—(r)dfl

para quase todo 0 < v < R. Tomando r — 0, e relembrando que o(r) ~ r e voloB, ~

(1.21)

CoyrTd !

quando v — 0, concluimos que, para quase todo R > 0
voldBg(0) < cmo(R)4!, g.t.R > 0.
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Para provar a segunda afirmagao, notamos que foi observado por M. Gromov, (ver [7]),

que para fungoes gerais de valor real f(t) > 0, g(t) > 0,

t

f(t
set — (—)) esta decrescendo, entao t — 2

gt fo 9

Na verdade, como f/g esté decrescendo, se 0 < v < R,

Felomfosfs = o

estd decrescendo.

[of s
[
J

WV

WV

s
|

T T T R
e[ o) s
0 0 T
T T T R
f/g+/g/f
0 0 T
T R
g/f.

Em particular, aplicando esta observacao a (1.21)) e utilizando a férmula de co-drea nds

R
f,

donde

r  prR
L] -
0o Jr

I \V;
S— S

deduzimos que
volB. (o)

T o aiar
J, o(t)d-tdt
concluindo a prova. O

esta decrescendo,

Como consequéncia obtemos o seguinte

Corolario 2. Seja X uma variedade Riemanniana d-dimensional completa satisfazendo
Ric (x) >0 em Z. Seja o(t) € C*([0,+00)) a solu¢do nio negativa do problema (1.11)).
Entao, para quase todo R > 1, a fungao

vol(0Bg(0))

R — RaT

€ nao crescente, e

vol(0Bg(0)) < cgRY 1,

onde cq € o volume da esfera unitdria em RY. Além disso,

volBg(0)

R~ Rd

¢ uma fung¢ao nao crescente em (0, +00).
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Demonstragao. Note que a solugao do sistema ((1.11])) é dada por o(t) =t e o resultado
segue aplicando o Teorema [1.2] O

Uma outra consequéncia simples do Teorema de comparacao de volume e que serd 1til

no Capitulo [2| é a seguinte.

Lema 1.2. Seja £ uma variedade Riemanniana n-dimensional completa satisfazendo
Ric (x) > 0 em L e Br(p) a bola geodésica em L centrada em p € L com raio R > 0.

Entao, para todo 0 < s <7

%TI“%”I (0B (p)) < v "H™ (Br(p)) < s H™ (Bs(p)), (1.22)

onde H™ a medida de Hausdorff n-dimensional.

Demonstracao. Note que

%“(Br(p)):/Br(p)lz/or/ast(p)ldt - /OT:H“(aBt(p))dt

T g_cnfl
T-TL—].

WV

0

T n—1
= 3" (0B.(p))

donde segue a primeira desigualdade. Agora note que, pelo Corolario

H"(Br(p))

R —
Rn

¢ uma funcao nao crescente em (0, +00), logo para 0 < s <

H™ (B+(p)) C (Bs(p))
m h sn ’

donde segue a segunda desigualdade. O

Lema 1.3. Seja £ uma variedade Riemanniana n-dimensional completa satisfazendo
Ric (x) > 0 em L e Br(p) a bola geodésica em L centrada em p € L com raio R > 0.
Entao,

H™ (B (p)) < 2"H™ (B;(p)),

r
2

Demonstragao. E suficiente tomar s = 3 1o Lema O
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1.2 Desigualdades de Sobolev

Nesta secao apresentaremos as desigualdades de Sobolev que serao essenciais para dedugao
das estimativas integrais no préximo capitulo.

De agora em diante fixemos a notagao Bgr(p) para bola geodésica em X centrada em
p € X com raio R > 0. Além disso, fixemos tambem, para cada inteiro n > 0, H™ sendo
a medida de Hausdorff n-dimensional. Agora, para cada funcao f nao negativa em L e

cada constante q > 0, denotamos

1 1/4
ovim=1 omgamen [ e e la=(f )
" Je H(B+(p)) Jo,(p) ‘ By (p)

O teorema a seguir, conhecido na literatura como “Desigualdade de Poincaré-Sobolev”
(ver [28, Theorem 7.1.13]), representa uma versao geral do resultado que iremos utilizar,

seguido assim, da versao da desigualdade para Ric > 0 que utilizaremos.

Teorema 1.3 (Poincaré-Sobolev). Seja L uma variedade Riemanniana completa, n-

dimensional e com curvatura Ric > (n— 1)k, k < 0. Para toda ¢ : L — [0,400)

suave e vV € [1, ﬁ] vale

I — @8, (p)llv.r < c(n, kd*)r|[Dells.r,
onder < d ed € um limite superior para o diametro da B, (p).

Demonstra¢ao. Usamos a estimativa obtida em [28, Theorem 7.1.15] para provar o resul-
tado. Primeiro precisamos de mais dois fatos elementares. Observe que para qualquer

ceR:

o — (PBr(p)”p < le— (PBr(p)”p + [l — C”p = H(PBr(pJ - CHP + [l — CHP <2l — CHP

inf o —cllp < llo = @5,p) llp-

Portanto é suficiente estimar || — c||, para um c adequado.

Para ¢ : £ — R devemos encontrar m tal que vol{g > m} > VOlZ evol{e > m} < V°21Z.
Em seguida, dividir ¢ em duas funcées v = max{¢ — m,0} e v- = max{m — ¢, 0}.
Observe que ambos satisfazem vol{v* = 0} > VOIZ

Embora v* nio seja suave, podemos definir |dv*| = 0 em todos os pontos onde v*

desaparece. Assim, basta mostrar que
V|| o < C(n,kD?) D |[|dvF|]x
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quando

lollzy < Vo llay + IV Iz, e ldvTl+1dvT] < [del.

n—1
Primeiro afirmamos que v = vt satisfaz
t
vol{v > t} < 2{|v—c| > 5}

Para ver isso observe que quando % < ¢ temos {c —v > %} C {v = 0}, enquanto quando
L>ctemos {v>c+i}c{v>th
Para 0 < a < b considere a funcao truncada

(

b—a se v(x) > b,
vo(x) = v(x)—a sea<v(x)<b,
0 sev(x) <a

e observe que a desigualdade fraca de Poincaré vale para vg se usarmos (|dvl, X{a<v<b})

como um gradiente superior. O [28, Theorem 7.1.15] agora pode ser usado:

vl [V > ) < zt&igfvol{\vg_cpg}

= 2a1tl G) o irclfvol{|v?1 —c|> %}
g [\ t
< gt (5) Vol{\vg_(vg)zy > 5}

< CDwi2wn1tlyolL ||<|dv|,x{a<\,<b})||f%1.

Obtemos entao a estimativa desejada da seguinte forma:

o0

/vnnlvol < Z 2Kn T vol {Zkfl <v< 2k}
k=—00
< Z 2K 1 yol {v > 2k*1}

k
< Y 2 vel {vAT, > 21— 22
k

n k—1
= Z 2kﬁV01 {ngfz > 2k_2} s
k

17



donde segue que
/vnnlvol < 25THICD R TvolL Y H<ydvy,x{2k_2<vgzk_l}>||;%l
k

n—1
< 25TICD R vOlL (| Y (ldv], Kok 2 cveon 1))
k

1

= PETICDRTvolL |||dvl|F T .

Assim, para v =1 e k = 0 temos

Corolario 3. Se uma variedade Riemanniana completa ¥ satisfaz Ric > 0, entao para

toda @ : X — [0, +00) suave e para todo v > 0

e — @B, (p)ll1r < c(M)T||[Del]]11,

ou seja,
| 1e-enmi<cnr [ Dol (1.23)
B:(p) B+ (p)
onde c(n) € uma constante dependendo de n.
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema [1.3] O]

Outra resultado importante que apresentamos nesta secao é conhecida como Desi-
gualdade de Poincaré [26, Teorema 5.9] o qual terd grande utilidade para estabelecer a

estimativa gradiente no proximo capitulo.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Sejam L uma variedade completa de dimensdo
nep € X um ponto fizado tal que Bop(p) N OZ = 0 para 2p < d. Suponha que Ric >
(n—1)k em Bap(p) para alguma constante k < 0. Para o« > 1, existem constantes c1(ot),
co(n, o) > 0, tal que para qualquer fungdo f com suporte compacto em B,(p) a sequinte
desigualdade € satisfeita

/ ] < crp~" exp (—ea(1 + TvVK) / DA
BP(P)

Bp(P)

Demonstracao. Seja q € 0By, (p). Pela desigualdade triangular B, (p) C (Bsp(q)\Bp(q)).
De [26, Theorem 4.1], temos que

Aw < (n—1)v—kcoth (wv—k)
< m—Dw'+v=k)
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para w(x) =w(q,x). Para s > n — 2, temos
A = —sw STAw+s(s+ 1w 2
> —sm—Dw S 1w+ vV—k)+s(s+ 1w 52

= sw Hk+2—n)w = (n—1)v—k

WV

sw s k+2—n)(3p) ' — (n—1)V—k
em B,(p). Escolhendo s =n — 1 + 3(n — 1)py/—k obtemos
Aw™ > sw 5 1(3p)7!
> s(3p) 777 (1.24)

em B, (p).
Seja f uma fungao nao negativa com suporte em B, (p). Multiplicando (1.24) com f e

/ fAr—?

BD(PJ

z/ (Df,Dr™*)
Bo(p)

< s/ IDffw 1
Bo(p)

< 3951/ DA,
BP(P)

integrando sobre B, (p) obtemos

s(3p)32/ ( )f
By (p

N\

implicando

/ f <cip texp(—ca(l+1V—K) / |DA|.
Bo(p) B

o(P)

Quando Ric > 0 obtemos o seguinte

Corolario 4. Seja ¥ uma variedade completa de dimensdo n. Seja p € X um ponto
fizado tal que Bor(p) NOL = 0 para 2r < d. Suponha que Ric > 0 em Bo,(p). FExistem

constantes c1, co(n) > 0, tal que para qualquer funcdao f com suporte compacto em B.(p)

/ 1) < crr " exp (—cs) / DF
B.(p) B+ (p)
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Demonstracao. Segue diretamente do Teorema, |1.4] O]

Aplicando o Corolédrio [, juntamente com a Desigualdade de Poincaré-Sobolev, Teo-

rema [1.3], obtemos o seguinte resultado

Teorema 1.5 (Desigualdade de Sobolev). Se uma variedade Riemanniana completa X sa-

tisfaz Ric >0, entao para toda funcdao Lipschitz @ : £ — [0, +00) com suporte compacto

(30 (B, (p)) ( ) ol b Lo
r AMJ@ h AmJ(m =

onde © ¢ uma constante dependendo de n.

em B.(p), temos

Demonstracao. Note que

[ellr v < [[@ =@l r T OBep) 2

ﬁ o
- H(p—chR(p)Il;w*(][ (][ (p) )
Br(p) \JBr(p)
m n
= llo— el + ][ (/ (p> |
Br(p) \JBr(p)

donde segue que

ol 2r < [l@ — @pep) |2, v + H™(Br(p f
Br(p
= |l — @ae(p)llz, v + [H*(Br(p /
Br(p
Assim,
(3¢ (By ()] _ T (B (p))IF 1
T o, < TP o~ 0ol 4 [

Combinando com o Teorema [I.3| para v = 2= e o Coroldrio E|, obtemos

[H™ (B, (p))]»
EEBI ) <ctm) [ Dol +aiepie) [ Dol
B.(p) B:(p)
e entao . -
H"(B, = S\ T
SERAIE ([ o) " <o [ ol (1.26)
T Br[‘p) Br(p)
onde © = c(n) + ¢y exp (—ca). H
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Seja @ uma fungao Lipschitz em B, s(p), s € (0,r] e ¢ uma fungao Lipschitz nao
negativa tal que ¢ = 1 em B, (p), ¢ = 0 fora de em B, s(p) e |D{| < % Entao da

desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

/ ID(®2%C) =/ 20DD + O?D(
B+ (p) B:(p)

< 2/ |®|c|D<D|+/ oD,
+(P) B:(p)

Como |D(| < %, temos

1
/ |D(<D%)|<2/ |<1>|C|D®|+—/ 2
B:(p) B:(p) S JB.(p)

() 1
- / (zmu) (41 / 2
B (p) T S JB.(p)

1 1
/ ID(Q?0)| gr/ |D®|2C+—/ ®ZC+—/ D2,
B+(p) B+ (p) T JB.(p) S JB:(p)
Da desigualdade de Sobolev (1.25) segue que

e dafl

1 on n 20
(H™(Br(p)))» (/ |®|n1) < ®r2/ DO+ =2 o? (1.27)
B+ (p) B+ (p) S JBris(p)

1.3 Graficos Minimos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados para fungoes que definem um grafico minimo
sobre a variedade Riemanniana nao compacta completa X. Para isto, sejam D e div 5 a
conexao Levi-Civita e o operador divergéncia (em termos da métrica Riemanniana de X),

respectivamente. A equacao da hipersuperficie minima em X

di Du 0 (1.28)
1v —_— = .
“\ /I+Dup

¢ uma equacao diferencial parcial do tipo nao linear que descreve o grafico minimo
M ={(x,u(x)) e ZxR|x € X}

acima de X. A solugdo suave u para (1.28) é a funcao altura do grafico minimo M em
> xR. Portanto, chamamos u de fungao grafico minimo em X. Seja M um grafico minimo
sobre X com a fungao grafico u em X, onde M tem a métrica induzida de £ x R equipada

com a métrica de produto padrao.
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Seja V e A a conexao Levi-Civita e Laplaciano de M, respectivamente. Também
podemos ver u como uma fungdo em M por projecao M — X, ou seja, w(x, u(x)) = u(x)
para qualquer x € X. Entao a equacao é equivalente a u ser harmonica em M, ou
seja,

Au = 0. (1.29)
Seja
v= /T DuP
a fungdo volume de M (como mencionado acima), e vemos v como uma fun¢ao em M
identificando v(x, u(x)) = v(x).

O seguinte resultado nos permite concluir que M minimiza area em X x R.

Lema 1.4. Seja u uma solugao da equagao (1.28|) de hipersuperficie minima em I e
seja S C Graf, um dominio conexo com bordo suave. Entao, para todo dominio conexo

QO C X xR tal que 0Q = 93§, wvale
Area(S) < Area(Q). (1.30)

Demonstra¢ao. Daremos uma ideia da prova. Considere X(t) uma variagao normal de S,

isto é, uma aplicagao X: (—¢, &) x S = X x R tal que X(0) =S, X(t),, = 0S. Como S ¢
grafico, sem perda de generalidade podemos assumir que Q = X(ty) para algum to > 0.
Seja & o campo variacional desta variacdo e que satisfaz &(0) =mn, com 1 sendo o campo
normal de S. Como a curvatura de Ricci do ambiente é nao negativa e S é minima,
entao a curvatura média de X(t) serd maior ou igual a zero. Dai, denotando por A a
regiao compreendida entre S e (), e por v seu campo normal exterior, pelo Teorema da

Divergencia, temos

0 < /div £ = (&, V)
A SUQ

= /S—<n,n>+/a<&,V>

< —Area(S) + Area(Q).
Isto conclui a prova. O

Em coordenadas locais (x') em X, a métrica o de L e a métrica g do gréafico sao escritas
como

c=o0ydx'®d¥, g=gydx'®dd, du=uwdx',
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e gij = 0y + wiuy. Tomando oV e gY como as componentes das matrizes inversas de

(0ij), (gij) respectivamente, vale

onde u' = oyuy. Além disso, escrevemos os gradientes de uma fungao ¢ € C'(X) nas

métricas o e g, em notacao local, como

do = @idx!, Do = @0y, = 07¢;0x, Vo =gp;0.

Diferenciando o vetor normal unitério apontando para ciman = v—'(9;—u'e;), a segunda

forma fundamental II na direcao de n tem componentes

ui)-
Iy = —3,
v

onde uy; sao as componentes do Hessiano D?*u na métrica 0. Seja H = gYhy; a curvatura

média, que assumimos como nula. Usando a relagao

Uiy

k k _
B —vy=—3

entre os coeficientes de Christoffel Fg; de ge y]fj de o, para cada ¢ : L — R o Operador
Laplace-Beltrami A4 de g ¢ escrito como
- H -
Ag(P = 9”(011 - (Pkuk; = gl](Pija

onde usamos a minimalidade de M. Além disso, Ay tem a seguinte expressao local:

Agp = —=0y <\/§91)(pi) = ~div (Vg ](piaxi)

Vgl v
onde |g| é o determinante de (gi;). Para cada campo de Killing X definido em £ x R, a

funcdo angulo @x = (n, X) resolve a equacio de Jacobi
AgOx + (III + Ric (n,n))Ox =0
onde Ric ¢ a curvatura de Ricci de £ x R. E o caso, por exemplo, da fungao angulo

@5, = (n,0¢) =v !

1

associada ao campo de Killing 0;. Como consequéncia, v~ satisfaz

Av!' = —(II* + Ric (n,n))v 1. (1.31)
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Por outro lado, como n =v~1(9; —u'e;) vale que

v?Ric (n,n) = Ric (9¢,0¢) —2Ric (3¢, Du) + Ric (Du, Du).
Como a métrica é dada pelo produto, sabemos que
2Ric (at, Du) = Ric (a-h at) = 0,

e, portanto,

Ric (n,n) =v ?Ric (Du,Du).

Substituindo esta igualdade em ((1.31])) obtemos
Avt = —(|I1] + v 2Ric(Du, Du))v! (1.32)

De ([1.32]) segue que

—1
Alogv™! = div (Vv ) = vAV 14+ (Vv, Vv 1)

v—1

= —(JAP 4 v 2Ric(Du,Du)) —v 3V

Logo,
Alogv = |A” + v 2Ric (Du,Du) + |V logv|* > [V 1logv[*. (1.33)

Para uma funcao f de classe C' em um conjunto aberto de X, podemos ver f como uma
funcao em M deixando f(x,u(x)) = f(x). Entao

IDul?

1 1
V> = Dff* — — (D, Df)[* > [Df? — 7|Df|2 = \§|Df|2. (1.34)

1.4 Desigualdade de Harnack

Seja p = (p,u(p)), denote por B, (p) a bola geodésica em L x R com raio r e centro p.
O préxmo resultado, conhecido como Desigualdade de Harnack (ver [26, Corollary 6.2]),

¢ crucial para a conclusao do resultado principal.

Teorema 1.6. Seja L uma variedade completa com curvatura de Ricci nao negativa. Se u
€ uma fungdo positiva definida na bola geodésica Boy(p) C X satisfazendo Au = 0. Entdo

existe uma constante ¢ > 0 dependendo de n tal que
u(x) < cufy) (1.35)

para todo x,y € By ,(p).
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Demonstragao. Sejay a menor curva em B, (p) unindo y a x, claramente o comprimento

de v é no méaximo 2p. Integrando a |V logu| ao longo de y obtemos

logu(x) —logu(y) < / |V log u. (1.36)

v

Por outro lado, aplicando a estimativa do gradiente do [26], Theorem 6.1], obtemos

/|V10gu| < /(C((1+€—1)p_g))1/2

< / Cip™!
v
2c

<

~

com ¢ > 0. Combinando esta desigualdade com ([1.36]), obtemos o resultado. n

1.5 Desigualdade Caccioppoli

Apresentaremos agora nosso ultimo resultado deste capitulo, conhecido na literatura como
Desigualdade Caccioppoli (ver [20, Theorem 4.1]) que serd utilizado na demonstragao do

lema que precede o resultado principal deste trabalho.

Lema 1.5 (Desigualdade Caccioppoli). Seja w € WH2(Q) uma solugdo de Au = 0, ou

seja
/ D, uDgpdx =0 Vo € W?(Q). (1.37)
Q
Entao para cada xg € Q, 0 < p < R < dist(xg, 0Q) temos
c
IDul?dx < —/ lu — A2dx (1.38)
/Bp(on (R=0)2 JBrixo)\By(x0)

VA € R e c uma constante universal.
Demonstrac¢ao. Defina uma funcdo ”cut-oft” n € C*(Q) tal que
L. 0sn<
2. n=1lem By(xg) e m=0em Br(xo)\ Bp(xo);
2

3. Dnl< o—.
[Dn| R o

Escolhendo como funcao de teste ¢ = (u—A)n? em ([1.37)) obtemos

/!Du!Znde—i-/ D u(u—A)2nDmdx =0,
Q Q
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portanto, usando a desigualdade de Holder, temos

/ Duln?dx </ IDuliu — Al2n/Dnldx
Br(xo0) Br(xo0)

3 3
< (/ |Du|2n2dx> (/ 4lu — ?\IIDnIde> :
Br(x0) Br(xo0)

1
(/ |Du|2n2dx>
Br(xo)

e considerando as propriedades de n, temos

/ Dufdx < / Duf*n2dx
By (xo) Br(x0)

16
< —2/ lu — AJ*dx.
(R—p)2 JBr(x0)\B,(x0)

Dividindo por
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Capitulo 2

Teorema de Liouville para graficos

minimos

Neste capitulo, apresentamos estimativas gradiente e estimativas integrais para a fungao
volume e fungoes que definem graficos minimos em X via uma modificacao do método de

iteracao de Giorgi-Nash-Moser, donde concluiremos o resultado principal.

2.1 Estimativas integrais de volume

Nesta secao, apresentamos estimativas integrais para a funcao volume. Primeiramente
introduzimos um lema que fornece uma estimativa para a integral do produto envolvendo

uma funcao Lipschitz e a funcao logv sobre a variedade X.

Lema 2.1. Seja & uma funcao Lipschitz em L com suporte compacto. Para quaisquer

constantes 1 > 1 e q,0 > 0 temos

/ ID(logv)'| £9%" < ler/(logv)llleEI2 + L/(logv)llvézq. (2.1)
b b Or Jx

Demonstracao. Vejamos & como uma funcdo em M, tomando &(x,u(x)) = &(x). De

(1.33), para cada 1" > 0, temos

/(1ogv)1/£2|V10gv!2</ (logv)l/QAlogv. (2.2)
M M

27



Como & tem suporte compacto, pela primeira identidade de Green, temos
| togv)ealogy = — [ (Villogv)'e), Viog)
M M

= —/ 1 (logv)"' ' [V log v|* 52—2/ (logv)l,E(VE,Vlogv)
M M

< —2/ (logv)l/ﬂv&,VIogv), pois 1 > 0.
M

De (2.2)), e da Desigualdade de Cauchy-Shwarz temos que

/(logv)l,E,QIVIOgvl2 < —2/ (logv)lIE<VE,,Vlogv>
M M

< 2/ (1ogv)1'a|v10ngIV£l.
M

Por outro lado,

1'26 IV log v|
2

, 2|71 2
< 2/ (logv)* (—E [Vlog vl +|V£|2),
M

2 / (logv)' &V log V| [VE] = 2 / (logv) Ve |
M M

4

e entao

! 1 ! !
/ (log) &9 logvi® < / (log )" £2 |V log v + 2 / (logv)!' V&
M M M

Logo,
/(1ogv)1'|v1ogv|252<4/ (log )\ [VE). (2.3)
M M
Agora note que
/\V(logv)l|aq+1 = /1(1ogv)1—1|v1ogv|aq+1
M M

|V log V| E,g

= logv)' 12 :
1or /M( ogv) 5 or

Além disso, temos que

1 q 1 2 q\ 2
191‘/ (logv)l_12ma_ < ler/ (logv)\! [Vlogvl& n &9
M 2 or M 2 or
= = (logv)' "IV log vI* & + L/ (logv)1e%,
4 Jm or Jm

e assim

10 1
/ V(logv)!| 9+ < T / (logv)"" [V log 7 £2 + —— / (logv)" 129,
M 4 Im or /m
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De ([2.3) temos

/ V(logv)! €971 < lor / (logv)!' [V&f? + — / (logv) 1629,
M M or M

que combinando com (|1.34]) nos fornece

/ [D(logv)'[ €9+ < 1or / (logv)! IVEP + — / (logv)' 1€
z M or Jm

/ 1
< ler/(logv)lv!DE|2+—/(logv)l_l\uEQq.
s s

or
[
Dadas duas constantes (3,19 > 0 , assumimos
lu(x)| < B max{ry,d(x,p)} paracadax € X, (2.4)
onde d(x,p) é a funcao distancia em X. Para cada r > 1¢, é claro que
lu(x)| < B max{r,d(x,p)} paracadax € X. (2.5)

Fixamos o ponto p e denotamos p(x) = d(x,p) para cada x € L. Do ultimo resultado
podemos estimar a integral média de poténcias da fungao logv sobre bolas geodésicas na

variedade, como segue.

Lema 2.2. Dada uma constante ©® € (0,1] e uma constante 0 < & < 1, para cada

constante 1 > 1 temos

1 n+1
][ (logv)'v < (1+5)Bl¢][ (logv)t v
B.(p) 0 B(ito)r(p)

(1
+M7[ (log V)", (2.6)
0 Bito)r(p)

onde cs > 1 € uma constante dependendo somente de n, 9.

Demonstracdao. Seja 6 uma constante positiva suficientemente pequena, e & uma funcao

Lipschitz em £ com suppé C B(110)r(p), & =1 em B,(p) e

or
E(x) = (2.7)

cos (6/4) p(x) —T
1—06/4 <1— or para x € B(1+9)T(p)\B(1+6e/4)T(P).

X)—X
cos (&) para X S B(1+59/4)r(p) \ Br(p)a
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Assim,

’—sm ("("e)r_r) 2 (p("e)j ")' para x € B(iss0/4)r(p) \ B+ (p),

IDE| =
cos (6/4) 0

Agora note que

cos (8/4) 3. (1_M)‘
1—05/4 0x or

0 p(x)—T\ 10 5_ 1
&(1_ )_Wm_er.

para X € B(i10)+(P) \ Briyse a)r(P)-

1

or
Dali,
p(x)—1\ 1
n{ =5 )g; Parax€Buise/ar(p)\B:(p),
D&l (x) = (5/4) 1
cos
1_—5/4§ para X € B1410)+(P) \ B(i+s0/4)r(p)
e entao,
X)—r
n (p( gr ) para x € B(14s0/4)r(P) \ B+(p),
Or|DE| (x) = (5/4)
cos
T_o/4 para x € B(110)r(P) \ B11+s0,4)r(P),
donde segue que
) X)—1
sin? (%) para x € B(1150/4)r(p) \ B+ (p),
02r2|DEJ* (x) = (2.8)
M arax € B (p)\ B (p)
(1—5/4) p (1+0)r (P (1+80/4)r\P)-
i 4
Seja q = g5 > 1 tal que cos9(6/4) = M Assim,
1—08/4
in” (5/4)
24(5/4) — sin” (

o que implica que

cos?9 (8/4)

B sin? (8/4)

(1 —d/4)2d

Dessa forma, é facil ver que

cos?d (—p(xe)r_ X)

#a9=4
sin® (6/4)

- (1— 6/4)2q+2'

para X € B(11s0,/4)r(p) \ B+(p),

(1—5/4)2a+2

p(x) — 1\
(1 —— ) para X € B110)r(P) \ Bai+so,4)+(P)-

(2.9)
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Logo, de (2.8) e (2.9), obtemos
01 IDES (x) + £%9(x) =

(e = (x) —x
sin2 <T> + cos2d (%) para x € B(1+59/4]r(p) \ Br(P)

cos® (8/4) sin? (8/4) ) p(x)—r
(1—58/4)2 " (1—38/4)2a+2 ( ~ or

2q
) para x € B(110)r(P) \ B(1ys0/4)r(P)

Como 0 < § < 1 temos que —8 + 76 — &% < 0. Dai, temos
(—16+8)8 + (8 —1)8* —8° +16 — 16 < 0

donde segue que
16

e assim

(1—-6/4)2<1+5. (2.10)

Note que se x € B(1450,/4)r(P) \ Br(p), temos

r<p(x) < 1+@ r—r+@
p 4 - 47
e
p(x)—r b
0 —.
< Or <4
Logo,

Dali, temos que

cos? <—p(xgr—1’) < cos?97? <p(xgr—r) < ... < cos? (p(xe)r—r) <1

e as seguintes desigualdades se verificam

sin (p(xe)r_ r) + cos?d (—p(xe)r_ X) < sin® (p(xe)r_ r) + cos® (—p(xe)r_ X)

<1+456. (2.11)

Agora note que se x € B110)r(P) \ Bi1s0/4)r(P), temos que

(1+%) r<px)<(1+0)r
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donde

p(x)—r 5
0<1— 1—-
< or 4
Entao,
2q 2q
p(x)—r >
1— 1—-
Assim,

(1—8/4)> (1 —238/4)2a+2 or (1—8/4)2 ' (1—58/4)2a+2 \" 4

(:082(6/4)+ sin? (5/4) (1_p(x)—r)2q _ (3052(23/4)+ sin? (5/4) <1 i)2q

= (1—05/4)2. (2.12)

Logo, de (2.11)) e (2.12)) combinado com ({2.10f), obtemos
0212 DEf(x) + E29(x) < 1+6 em . (2.13)

Para cada 1 > 0, de ((1.28) e Teorema da Divergéncia temos

0 / di Du
b3 1+ |Duf?

-/ <D—“,D(u(1ogvﬂaq“)>
s\ v

D
= / <Tu, Du(logv)'E9™ + u&9 M D(logv)t + u(logv)lDE,q“> ,
3

donde
Du/? D D
0:/' u (1ogv)laq“+/uaq“<—“,D(1ogv)l>+/u(1ogv)l<—u,Daq“>.
r Vv b v b v
(2.14)
Da desigualdade de Cauchy-Schwars, temos
D D
ugd"! <T“,D(10gv)‘> > —ul g9 7“‘ [D(logv)'|,
donde segue que
D D
/ uET (=2, D(logv)") > / ~fulga*t T“‘ [D(logv)'|. (2.15)
b b

Por outro lado, também vale

D
u(logv)* <Tu7 D£q+1> > —[ul (logv)*

2 jpess,
AY]
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e portanto

/u(logv)l<D—u,Daq+l> ;/ lul (logv)* ‘|Daq+1| (2.16)
b v px
De ([2.14)), (2.15) e (2.16) temos
’Dul Equl / |‘LL’ £q+1 ' ‘D IOgV) |
+ / —Jul (logv)! (2.17)
b

Note que como supp & C B(149)r(p) temos que &(x) =0 para x € Z\ B(140)r(p). Assim,

D
/—!u! gatt —u‘ ID(logv)!| =/ —uf g9+
z v Biye)r(P)

Dessa forma, para cada x € L\ B(110):(p) e para cada v > ¢ com (2.5, temos

Dv_u' ‘D(logv”.

lu(x)| < p max{r, d(x,p)} < B(1+ 0)r para cada x € B(140):(p). (2.18)
Dali,
D D
/ —~ul g9+ —“‘ D(logv)!| > / —B(1+6)rEd"! —“‘ D(logv)'|
px v b v

— —(1+0)pr [ &1

D_“' ID(log ).
-

Agora veja que como IDul* < 1+ |Dul?, temos — |%| > —1. Dessa forma,

—(1+9)[3r/zéq“

[1—“‘ ID(logv)'| > —(1 +e)f5r/zaq“ ID(logv)'|,

e entao

Tu‘ ID(logv)'| > —(1+G)Br/zéq“ ID(logv)'|. (2.19)

/ puga+ |2
>

Além disso, novamente como supp & C B(jie)-(p) temos que §(x) = 0 para x € L\

B(110):(p), e vale

/ ~Jul (log v)!
>

Por ([2.18)), temos

/ — hul (logv)!
Biye)r(P)

= / — [uf (log v)*
B11e)r(P)

2oz [ Spin+oiony)!
Bi+e)r(p

2 jpesy.
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Novamente como — ’@{ > —1, segue que

/ —B (14 0)r(logv)*
B(110)r(P)

' |D5q+1| / (p)—ﬁ(l—k@)r(logv)l ’D£q+1’
(1+0)

— _(5(1+9)r/ (logv)'|DEIM|.
B(14+0)r(P)

E entao temos

—B(1+ G)r/ (logv)' [DEIT| > —ﬁ/ (logv)* (2.20)
B(i10)r(P) 0 Bitey(p

com cs > 0 dependendo apenas de (1, q) = qs. Assim de (2.17)), (2.19) e (2.20), temos

/ D

(1+e)ﬁr/ £9°1|D(logv)'|
>
_csp

(logv)*. (2.21)
0 Bive)r(P)
Comov>1ev?=1+|Dul? temosv = leu‘ + 4 2 lDu‘ + 1. Dai,

/(logv)lvéq+1 </ ('D\l}l' )(logv)léq“.
z z

Por outro lado, de ([2.21]), temos

2
/ <’D“’ ) (logv)'EI+! < (1+6)Br/ £97 D (logv)!| +@/ (logv)*
b v z 6 B(140)r(P)

+ / (logv)'& 9+
>

entao

1+csp

/(logv)‘vaq“ < (1+9)f3r/ £971 D (logv)'| + / (logv)'.  (2.22)
z z Biyo)r(P)

Para cada 1 > 1, de ({2.1)) obtemos

l
/ [Dlogv)'| £971 < - / (0°r° IDEP + £24) (log ).
px or Jz
Como supp & C B(110)r(p), € vale (2.13), temos entdo que
1+9)1
/ ID(logv)'| £97" < u/ (logv)‘ v (2.23)

b Or B11e)r(P)

Substituindo (2.23) em ([2.22]), obtemos
(140)1

/ (log ) VeI < (140 / (logv)* v
z B(i1e)r(P)

1
+ +C66/ (logv)*.
0 B(14+0)r(P)
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Como B, (p) C Z e & =1 em B,(p), temos

/ (logv)'v < /(logv)lvcic'le
B+ (p) z

e dal
14+ 9)1
/ (10gv)1v<(1+9)[3( +9) / (logv)‘ v
B, (p) O JBuion(p)
1
+ +9C5[3 (logv)". (2.24)

Biye)(P)

Por definicao,
1

(logv)'v = —/ (logv)'v,
fBT(p) H™(B+(p)) JB,(p)
o que combinado com ([2.24)), fornece

L 1 (1+0)1 -1
]ir(p](logv) v < —U-C“(Br(p)) ((1 +0)p 5 /B(Hmr(p)(logv) v)

+ (logv)".
}C“(Br(p)) 0 B(110)r(P)

Segue entao por Bishop-Gromov (|1.22) que

(1+0)1 1 -
1 1 < 0 1 1-1
f (el s (0B H“(Br(p))/mm(og") Y

1+csp 1 / t
4 (logv)
0 %“(Br(P)) B(140)r(P) ®

1 n+1
< ][ (logv)'v < (14 6)[31—( +9) ][ (logv)" v
B:(p Bito)r(

| 0
P)
2™ (1
Bito)rp)
]
Agora assumiremos que < 1. Denotamos ys = (14+8)n (1 + %)nﬂ. Ao tomar
0 =1/nem (2.6, para cadal > 1 (e c¢5 > 1), temos
][ (logv)lv < Vs Bl][ (logv)l_1 v+cs ][ (logv)l . (2.25)
B:(p) B (nt1)r (P) B (nt1)r (P)

Como, pelo Lema [I.4, M minimiza a drea em I X R, temos

[ v a0 (Blp) x R) < 3OE D+ [l
By (p) o8+ (p)
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De ([2.4) temos

I (B, (p)) + /aB B {p) + BrIC (2B ().
r\P

Por outro lado, ainda de Bishop-Gromov temos
H™(Br(p)) + BrdH™ (0B (p)) < (14 np)IH"(B:(p)).

Assim, obtemos entao
[ v<anpe e (226)
B+ (p)
Vamos iterar a estimativa (2.25)) em 1. Para tanto necessitaremos do seguinte.

Lema 2.3. Seja cs a constante em (2.25) com 0 < & < 1 fizado. Para cada inteiroj > 0

vale que

TZ>To

sup ][ (logv)'v < §WLB (™) (1 + np), (2.27)
B (p)

onde m = [;3—56] +1 € N depende den, 8,8, e (™) = (m5)!

jlm! -

Demonstra¢ao. Vamos provar por inducao. Para j = 0 temos

sup][ v< (14+nB),
B+ (p)

T2T0

que se verifica por (2.26)). De (2.25)) e logv < v, para cada j > 1 temos

sup f (logv)'v < vsBj sup ][ (logv) ~'v + cs sup f (logv)~'v.  (2.28)
B (p) B:(p) B:(p)

T>T0 =270 T2T0
Seja m = [y?ﬁ] + 1 € N dependendo de n, 8, 3, e {a;}jen uma sequéncia definida por
aj = sup][ (logv)'v. (2.29)
210 J B (P)

De ([2.28)), para cada inteiro j > 1 tem-se
. . Cs
a; <vsBjaj_1 +csaj—1 =vsP <] + —> aj_1,
Vs
donde
a; <ysB+m—1)aj_1 <vsBG +m)aj

aj—1 <YsB+m—2)aj_2 < vsBG+m—1)aj_»

a; <ysBG+m—jlag < vsB(m+1)a.
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Por iteracao

a; < Y},B]Tao =jlviB (™) ao. (2.30)
Note que
1
aQp = sup][ v = —/ V.
2710 J By (p) j{nBr(p) B+ (p)
De (2.26)), ap < 1+ nf. Isto completa a prova ]

Agora de posse da estimativa integral da funcao (logv))v por uma constante, estima-

mos a integral de poténcias da funcao volume v, como segue.

Teorema 2.1. Seja entdo w uma fungao cujo grdfico é minimo em L xR satisfazendo ([2.5))
para alguma constante B € (0,1]. Entao existe uma constante c(n,d, ) > 0 dependendo

somente de n, 0, 3 tal que para cada constante A € (O, ﬁ) temos

sup f WM< el B)L-Avsp) ™! (2.31)
B+ (p)

T>To
Demonstracdo. Seja A uma constante positiva tal que A < ﬁ Da expansao de Taylor,

temos
X Aj

V= ety = 3 j—!(logv)j. (2.32)
j=0
Assim,

T>To T>To : r>r0

sup][ AVARRIES sup][ = Z — sup][ (logv)v, (2.33)
B.(p) B+ (p) +(p)

e combinando com ([2.27)) obtemos

(e¢]

N
sup ][ AL Z vz B’ (™) (1+np)
Br(p) ]':0 ]

T>To

= (1+np) Z?\y5[3 (™).
j=0

Note que
- ormy g oy mEDL 1y m+3'tmt)
S (emyu=y ity Ly )
j=0 j=0 j=0
1 1 o« (m+j) o
j=0
Logo,
= . 1 dam * 1 4dam tm
)J+m ) )+m __
Z(’“ Jv = ml dtm ve= ml dtm (1—t) (2:34)
j=0 j=0
para cada t € (0,1), isso completa a prova. O
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2.2 Desigualdade do Valor Médio e Estimativa Gra-
diente

Nesta secao, apresentamos estimativas gradiente onde usaremos fortemente as desigual-
dades de Sobolev apresentadas na segao donde concluimos, através da iteracao de
Giorgi-Nash-Moser, o resultado principal. Relembramos que para cada funcao f nao ne-

gativa em X e cada constante q > 0, denotamos

1/q
||ﬂ|q,r=<][ fq) |
B+ (p)

Lema 2.4. Para cada constante k > n e o € (0,1), existe uma constante coi > 0
dependendo somente de n,o0,k, de tal modo que

n

Vloo,or < CopellVllae )" (2.35)

para qualquer v > 0.

Demonsthdo. Seja 1 uma funcao Lipschitz em X com suporte compacto. Denotamos
n(x) =n(x, . De (|1.33]) temos Av > 0 em M. Assim, para qualquer constante { >

temos
o</ v Ay,
M

que integrando por partes nos fornece

Og/ VQET]QAV:—QQ/ V2 (Vv — / Vi (Vv, V).
M M M

Assim, pela desigualdade de Cachy-Schwarz

0 > 2€/ VvIn? vy +2/ v (Vv, V)
M M

_— / 20102 |7y / V2 [V [V
M M

£
\V4
_ ze/ 20102 17y 2 - /2\#\”%1%
M M

1
0 > 2€/ 20—1 2|VV| / 20—1 QIVV’ /v2€+1!Vn!2
M M e M

_ e/ v2€ 1 2|vv| / v22—|—1 |Vn|2
M e M
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que fornece
62/ e var g/ Naann vl (2.36)
M M

De ((1.34) temos

2 2
JE S
ba M
— €2/ |Vv|2v2(’,71n27
M
que combinando com ([2.36)) nos d&

/!Dve’2n2 </ v2H1|Vn|2 </V2H2|Dn|2. (2.37)
b M bx

Para cada v > T > 0, seja n definido por 1 = 1 em B, 1(p), n = %(r +T—p) em
By <(p) \ Briz(p) en =0 fora de By, -(p). Entdo [Dn| < 2/7. Por definigao

n—1 n—1
n o 1 n o
W= (£ )" = (Gammy L)
e B, (p) H™(B+(p)) JB,(p)

n—1

1 1 2n o
V0 = ooy OO B o0 ([ v ) T
1 50 (B, (p)) P U
Por outro lado, combinando com desigualdade de Sobolev ((1.27)), temos

1 20
W n . < e <@r2/ DV + _r/ v”)
nt %n(Br(P)) B.(p) S Bris(p)

1 2r 1
- 0 —rQ/ IDve|2+——/ v%),
(%“(Br(P)) B, (p) s H™(B+(p)) JB,..(p)

tomando s = 7 e combinando com Bishop-Gromov ([1.22), obtemos

1 4r 1
Ve, < © rQ—/ |Dve|2+__/ o
3 (Br(p)) Jo,(p) T I (B () Jo, 5 p)

e assim,

1 4r 1
< 0 / IDv[* + / v
H(Bryz(p)) Jo,, 1 (p) FH(Briz(P)) Je, ()
1 4r
) T2—/ |DV€|2T]2_|__ V2€ T
j‘fn(BH_%(P)) Br+%(p) T H HL +3

desde quen = 1 em B,z (p). Agora, note que combinando ainda o Lema ([1.3) com ({2.37)
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e usando do fato de |Dn| < %, obtemos

4r

], <0 ([t + 2 L)
4r

<0 (5 Iyt 00 )

2
T T 20+2
CTZ Hv2e+2| ‘1,1‘—0—'( - CTQ HVH2€+2,T+T (238)

N

onde ¢ = 80 ¢ uma constante dependendo somente de n. Dada uma constante k > n,

obtemos
nk—1)
= m > 1. (239)
Para £+ 1 > k, temos
2{n 2{nk (204+2)n(k—1)
— — (2042 = —
g B 2e = o/ (n— 1k
2n
e entao
2¢
(20 +2)o < —-.
n—1
Da desigualdade de Holder e (2.38) tem-se
£+1
Vllzer2yar < V2 < cTTTTEWllyE o e (2.40)
v < IVl , < 2

Para qualquer o € (0,1) e qualquer inteiro i > —1, defina m; = 2ka!, 1 = my/2 — 1,
T, =20 (1 —0o)rerip =Ti — Ty com r_, =1. Entdo
i+1

Tig] =T— E Tj =0T+ Tif1 < T,
j=0

e lim;_,,, 1y = or. Iterando (2.40)), para cada i > 0 obtemos

1 €i+1
[

Ty Wllehirs (2.41)

1
”V”amnl,rl < Cin

Defina &; = log|[V||xm, r, para cada ineiroi > —1 e by = (1_06)2. Observe que /1y >

2041 —0), e i > kot —1 > (k — 1)o* para cada i > 0. Entdo

e 1 1 Z+l
&i — log”\}“cxmi,ri < log ((;2@1 ril T B “VHocm1 1,Ti 1)

= loget Lloglty 811
oo BT % T

1 9 T
= —log(bo(l—0)%) + 1

TR



Como Ti/1; = 2~V (1 — 5), temos

Lo 1 1
g% S B\ o1 — o)

141 1
= (+l)log2——log(1—0).
b a
Logo,
1 141 1 1
& < T log (b (1—0)2)+( :l) log2 — o-log(1 —0) +efi&i
1 (1+1) .
= 2€ —lo b0'+ 0 1g2+e &io1-

Além disso, como {; > (k — 1)t temos

1 141 « 1
i < oo logbe =T jogoqett i1 2.42
S S S ot 080 T Ty 082 T e i (242)
Para todo 0 < iy < 1, assegura-se

_ 1 i 11.0
||ek7_em2j=10 <ek1fx1)

j=1o

Portanto, para cada 1 > 1

£ < logb, L (141) log'2 ot log by ilog2 olt
2(k — 1)t (k—1)ot 2(k

: log by 145 L e L
< . -~ log 2 k—1 . k—1
2 (Q(k—l)oa TkC D ® >;H ertrealle

=j+1 j=0
.« [ logby 1 log21+j R
< e®DET - . TDEDE_
¢ j_ZO(Q(k—l)ocJ+k—1 ocl)+e &1
Desde que
—j+1 ol
i—0
temos
logb o log2 o o
& < e<k71>1(oc—1> (2(kg—i) a1 + kf 1{x— 1)2) + e D@D E . (2.44)
Dex—1= (T1<:11)k e 9= n]ik; , obtemos

(2.45)

n (nlogbs nZ?klog?2 n
i < k—n k—mg¢ .
e (2(k—n) " (k—n)?)+e b
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Concluimos que

. [mlogbs nZ%klog?2 o
||V||omli,‘r-l < exp (ek“ ( & + & ))(||V||Qk7r) b . (246)

2(k—m)  (k—mn)?
Fazendo 1 — o0, segue-se que

n [mlogbs, n%klog?2 .
< k—n e .
||v||oo,crr X €Xp <€ (Q(k— TL) + (k— TL)2 (||V||2k,r)

Isso completa a prova. O

Observacao 2. O fator ex = em vem de (2.37)), que transforma uma estimativa em
M para outra estimativa em L com uma pequena “perda” mas substancial. Na verdade, o
fator poderia serd menor se escolhermos um fator maior que x em para £ grande.
Contudo, nao podemos reduzir a constante k para uma constante menor ou igual n, pois
precisamos de & > 1 em . Portanto, ao contrdrio da iteracdao cldassica De Giorgi-
Nash-Moser, aqui nao podemos obter supg, )V limitado por um mailtiplo de uma integral
de v¥ com vy < 2n em Bar(p).

Seja X
1 1\ "
Pn = ey pE— (1 + E) (2.47)

Provaremos agora o Teorema |0.5| enunciado na Introdugao.

Teorema 2.2. Seja u uma funcao que define um grdfico minimo sobre L que satisfaz

: [u(x)
lim su < Pn 2.48
X—>00p d(xap) B ( )
para algum p € L. Entao existe uma constante ¢ > 0 dependendo somente de n tal que
sup |Du/(x) < climsup ulx)I (2.49)
xeX X—00 d(X,p)
Demonstragao. De ([2.48]), existe uma constante 3 € (0, 3,,) tal que
: [u(x)]
lim su < f3. 2.50
P dhep) <P (250
Entao existe uma constante rg > 0 tal que
lu(x)| < p max{rg, d(x,p)} para cada x € L. (2.51)

Fixamos uma constante positiva & = () < 1 satisfazendo (1 + 8) < Bn. Seja ys =
(14+d)n (1 + %)nﬂ. Do Teorema existe uma constante Ag = (1 + %) (n —
1/2) 4+ 1 tal que

][ v)\ﬁ < C(TL,S, B)
B, (p) T (1= (Ag = 1)ysB)mrt
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para todo v > rg. Note que

c(n,d,B) _ c(n,d,B)
(1—(Apg —1)ysp)m+? (1 _ <1 n B(§16)> (n— %).},55>m“
c(n,s,B)

(B(148)+Bn)(2n—1) md
(1= (et ) vsb)

Como vs = (1 +8)n (1 + %>n+1
C(Tl,,67[?)) - C(Tl,&,[?))
(1—(Ag —1)ysB)m™+t (B(14+8)+Bn)(2n—1) TR
' 5 (1 N ( +2BT1+5) ) (14+8)n(1+3) [3)
— c(n,d,B)
(B(1+8)+Bn)(2n—1) (n1)n+1 m+17
)
e dai )
c(n, o, 2B, m
§ m(lﬁ)mﬂzdm&m( b ) |
~Th — ysB) B (11008
Do Lema [2.4] obtemos
sup v = [[Vllsor/2 < €, 2 (IVlIagr) <W(n, ), (252)
B:/2(p) 2072

onde P = P(n, ) é uma funcdo positiva dependendo somente de n e p < B, satisfa-
zendo limg_,p, W(n, ) = 0o, que pode mudar de linha para linha. Em outras palavras,
concluimos que v é uniformemente limitado em X. A seguir, vamos dar uma estimativa

melhor para v do que (2.52)).

Seja p = (p, u(p)), denote por B, (p) a bola geodésica em X x R com raio 1 e centro
p. De [14, 3.5], Bishop-Gromov (1.22)) e (2.26)), obtemos

290" (B,(p)) > I MO (B (p)) > -9 (B o(p)) > -9 (By(p))  (29)

para cada r > 0, onde ¢ > 1 é uma constante dependendo somente de n, que pode mudar
de linha para linha. Combinando a desigualdade de Sobolev ([1.25)) e (2.52)) (por projegao

de £ x R em X) garantimos a desigualdade de Sobolev em M, i.e.,

n—1

(][ |¢|n"1> < mpr][ DYl (2.54)
MN(B.(p)) MN(B+(p))

vale para qualquer fungao Lipschitz 1p em M N (B, (p)) com suporte compacto em M N
(B+(p)). Combinando (1.23) e (2.52) garantimos a desigualdade de Neumann-Poincaré

no interior das bolas geodésicas de M, i.e.,

/ [ — @prl < xpr/ Do (2.55)
MN(B.(p)) MN(B+(p))
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para qualquer funcao Lipschitz @ em M N (B.(p)) com @, = fMﬂ(Br(fJ)) ¢@. Da iteracao
De Giorgi-Nash-Moser, as desigualdades de valor médio se mantém em M para funcoes
sub(super)-harmonicas em M. Denote [Dulg = sups |[Du|. Desde que |Du| é subharmo-
nica em M, de , concluimos que |Dujy — |[Duf? é superharmonica nao negativa em
M, entao (ver pagina 42 em [I3], ou Lema 3.5 em [16])

IDulg = sup IDu| = lim Dul?. (2.56)

T JMN (B (p))

Seja 11 uma funcdo Lipschitz em X com suppmn C Bor(p), N = 1 em B, (p) e |D7| < %

Vemos também 7 como uma fungdo em M, deixando 7j(x, u(x)) =1(x). De (1.29), temos

:/ <Vu,V(uﬁ2>:/ |Vu|2ﬁ2+2/ uf (Vu, Vi) .
M M M

Como (Vu, V(7)) > —[(Vu, Vn)|, temos

0> [ 1vuPit~2 [ wil(Vu Vi)
M M

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

0 > [ wupi -2 [ vl
_ /quy2ﬁ2—2/ VY9
M M 2
252
> /!Vu!2ﬁ2—2/ (’W’ il +u2lvﬁ|2>,
M M 4

/ [Vul*R? ——/ Vul? 2—2/ u?|val,
M
/ IVul*7i? < 4/ u?|val?. (2.57)
M M

Combinando isto com Bishop-Gromov ([1.22)), obtemos

/ Vuly < / Vw2 < 4 / it <168 [ v
B.(p) M M Bar(p)

que combinado com ([2.26)), nos fornece

e entao

donde

/ IVul>v < 16B%(1 +np)FH™(Ba(p)).
B+ (p)
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Porém, ainda de Bishop-Gromov (|1.22)), temos (2r) "H™(Ba.(p)) < v "H™(B,(p)) e

entao,
|9 < 16014 )2 (B () (2.58)
By (p)
Desde que M N (B, (p)) C (B(p) x R, de (2.56)), temos

IDuf3 o ][ |Du/?
——2 _ L limsup :
1+ Dulf = S Smamp)y VP

combinando com ([1.34)), obtemos

Dul?
’—|02 < lim sup][ IVul?
1+ [Dulg ro0 JMN(B,(p))

IVul?

= limsup

T A
roo0 FY M N (Br(P)) Smns. )

1
< limsu - / [Vulv.
el FHMA (Br (D)) s, 0

Combinado com ([2.53)) obtemos

Duf? : 1 / 2
——— < limsupc———— Vul*v
1+ ’Du’% T—00 :H:n(Br(p)) B.(p))

T—00

= climsup ][ IVul?v,
+(p))

e entdo, utilizando ([2.58) concluimos

IDul3 )
—— < cp”. 2.59
1+ [Duf? P (2:59)
Tomando 3 — limsup,_, LL(LLX; l), deduzimos (2.49)), que completa a prova. O
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Conclusao

A partir da estimativa gradiente do Teorema [2.2] apresentada no Capitulo [2| concluimos o
principal resultado deste trabalho. O resultado seguira de uma aplicacao da desigualdade

de Harnack e do seguinte resultado (ver [10, Lema 8]).

Lema 2.5. Seja X uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci nao

negativa. Se w € uma funcdao que define um grdfico minimo sobre L e que satisfaz

max{—u(x), 0} _

(1) sup|/Du|/< oo e (i) limsup 0

Io3x—00 d(X, p)

entdo u € constante.

Demonstra¢ao. Uma maneira de ver isso é usar [8, Teorema 8| e sua prova, segundo a
qual, se u nao é constante, qualquer blowdown us : £ — R de u correspondendo ao
cone tangente L, = Ny X R satisfaz us(y,t) = ||Duf|t. Em particular, u tem um
crescimento exatamente linear tanto de cima como de baixo. Fornecemos um argumento

mais direto. Sem perda de generalidade podemos assumir que u(o) = 0, de modo que

inf u<o0 VR > 0.
Br(p)

Da hipétese (i), o operador L = vA4 é um operador uniformemente eliptico na forma de
divergéncia na variedade completa X com curvatura de Ricci nao negativa. Como Lu = 0,
para cada R > 0 a funcao

Ug =u— inf u
Bar(p)

satisfaz Lug = 0 em X, ug > 0 em Bog(p) €

inf ug = inf u— inf u<<— inf ug.
Bar(p) Br(p) Bar(p) Bar(p)

Como ug é nao negativa em Bog(p), da desigualdade de Harnack, temos

sup ug < C inf ug < —C inf u
Br(p) Br(p) Bar(p)
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com C > 0 constante independente de R, e assim
sup u= sup u— inf u<—(14+C) inf u=0(R) quando R — co.
Br(p) Br(p) Bar(p) Bar(p)

u(x)|

|
d(x, p)
podemos concluir que u é constante (ver [8, Teorema 11]).

A partir disso e (ii) obtemos que = 0 quando x — oo, e como |[Du| € L*®(X)
De fato, como Lu = 0 e L é uniformemente eliptico, temos uma desigualdade de
Caccioppoli
/1])2|Du|2dv < C/ wDY|*dv VA € Lip.(X)
ba ba
com C > 0 uma constante fixa. Fixe ¢ > 0. J4 que [u| = o(r), existe Ry > 0 suficiente-
mente grande para que u? < ¢R? em Bag para todo R > Ry. Aplicando a desigualdade de

Caccioppoli com o fungao cut-off

1 em Bg(p),
Ur = { 28T em Bor(p) \ Br(p),
0 em X\ Br(p)

obtemos

/ |DU|2dV < CEVOI(BQR(p) VR > Ro,
Br(p)

onde usamos a desigualdade de Bishop-Gromov [1.3] Tomando R — oo (com ¢ > 0 fixado)
obtemos

1
lim —/ IDu/?dv < 2"Ce. 2.60
R—o0 VOl(BR(p)) Br(p) ( )

A funcao |Du/? é limitado e satisfaz
LIDul> =vAgv* > v?Agv > (||III))* + Rics(n,n))v? > 0

devido a equacao de Jacobi e a condicao Ric > 0. Novamente, como L é operador
uniformemente eliptico na forma de divergéncia em uma variedade com Ric > 0, apli-
camos [8, Proposi¢ao 22] para a fun¢do L-superharmonica ndo negativa e limitada f =

sups |Duf? — [Duf? obtemos a férmula do valor médio do tipo Li

1
sup |Du/* = lim —/ |Dul*dv. 2.61
! A Vol (B (p)) Jouir) (260

Combinando ([2.60)) e (2.61]), obtemos
sup |Dul? < 2"Ce
b
isto ¢, Du= 0 em X. Isso conclui a prova. O
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Teorema 2.3. Seja X uma variedade Riemanniana L nao compacta, completa e com
curvatura de Ricci ndo negativa. Se w: L — R define um grdfico minimo em L e para

algum p € X vale
max {—u(x), 0}

lim sup =0, (2.62)

IO9x—00 d(’%P)

entao u € constante.

Demonstracao. Suponha que u é ndo constante. Para qualquer r > 0eXx = (x,ty) € xR,
definamos

Diﬂ’ = (975) € 2 x R|d(y7x) + |S _tX| < T}7

e Br(x) = M N Dg,. Para cada s < infg,,(p)u, denote ps = (p,u(p) —s). A partir do
principio do méximo para ((1.28), w—s > 0 em Byg. Da desigualdade de Harnack |1.35]
temos

sup (u—s)<d inf (u—s) (2.63)
Bor (Ps) Bor(Ps)

para alguma constante ¥ > 2 dependendo somente de n.

Suponhamos que existe uma constante positiva ., < —22— com By, definida como em

4(9—1)
(2.47) tal que
. ou(x)
lim inf > —p,
s amp) 7P
para algum p € X. Seja € = m — % > 0. Existe uma constante r. > 0 tal que

u(x) = —(1+ €)B.max{d(x,p),rc}

para todo x € X. Para cada R > 1, seja g = u+4(14+€)p.Repr = (p,Ur(p)) € LxR,
entdao 1t > 0 em B4gr(p), segue de (2.63)) que

sup Ug <O inf Ug < Hg(p). (2.64)
Bar (Pr) Bar (Pr)

Note que

(O —Dir(p) = O —1)(ulp)+4(1+€)B.R)

= (O—=1Dulp) + (Bn +4(®—-1)B.)7,

N | A

donde segue

(¥ —1Dir(p) < BnR
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para todo R > r. suficientemente grande. Observe que Bg(p) x (—R+1Ugr(p), R+Ug(p)) C
Dpe.2r- De (2.64)), concluimos que

sup Ug < BnR (2.65)
Br(p)

para todo R > r. suficientemente grande. Assim, de (2.65) e da defini¢ao de lig, segue
que

sup u < sup Ugr —4pf.R < (Bn —4p+)R.
Br(p) Br(p)

Logo, para x € X tal que d(x,p) = R temos que

u(x)
e p) ~ P
donde segue que
[u(x)]
n—4PB..
dbxp) <P

Assim, do Teorema [2.2] temos que existe uma constante ¢ > 0 dependendo somente

de n tal que

sup Dul(x) < climsup 1oL < ¢(p, —4p.).
x€X X—+00 d(X,P)
O resultado segue entao do Lema [2.5] O]
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