
Universidade Federal do Piaúı
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Resumo

No presente trabalho, estudamos a controlabilidade nula para equação não linear do

calor com termo de memória em um domı́nio limitado do Rn com condições de contorno

de Dirichlet. Inicialmente, resolvemos o problema de controlabilidade para o sistema

linearizado. O resultado é obtido por meio do método HUM onde provamos uma desi-

gualdade de observabilidade para o sistema adjunto que, por sua vez, é consequência de

uma desigualdade de Carleman para o mesmo. A prova do problema não linear é obtida

através do teorema do ponto fixo de Kakutani.

Palavras-chave: Controle Nulo, Equação do Calor Não Linear, Termo de Memória,

Desigualdade de Carleman, Desigualdade de Observabilidade, Ponto Fixo de Kakutani.
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Abstract

In this work, we study the null controllability for a nonlinear heat equation with

memory term in a bounded domain of Rn with Dirichlet boundary conditions. Initially,

we solve the controllability problem for the linearized system. The result is obtained

through the HUM method where we prove an observability inequality for the adjoint

system, which in turn is a consequence of a Carleman inequality for the same. The proof

of the nonlinear problem is obtained through Kakutani’s fixed point theorem.

Keywords: Null Controllability, Nonlinear Heat Equation, Memory Term, Carleman

Inequality, Observability Inequality, Kakutani Fixed Point Theorem.

vi



Sumário

Resumo v

Abstract vi

Introdução 15

1 Preliminares 19
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3.0.3 Etapa 3: Retorno às Variáveis Originais . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.0.4 Etapa 4: Conclusão do Teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Desigualdade de Observabilidade 110

5 Controle Aproximado: Sistema Linear 118

6 Controle Nulo: Sistema Linear 124

7 Controle Nulo: Sistema Não Linear 141

Referências Bibliográficas 153
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto:

• Ω ⊂ Rn denota um subconjunto aberto, limitado e conexo do Rn;

• Γ denota a fronteira de Ω de classe C2;

• ω ⊂ Ω denota um subconjunto aberto não-vazio;

• χω denota a função caracteŕıstica de ω;

• Q = (0, T)×Ω ⊂ Rn+1, onde T > 0, denota o cilindro em Rn+1;

• Qω = (0, T)×ω ⊂ Rn+1, onde T > 0, denota o cilindro Q restrito a ω;

• Σ = (0, T)× Γ , onde T > 0, denota a fronteira do cilindro Q;

• (t, x) denota os pontos de Q, onde t ∈ (0, T) e x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, xi ∈ R,

para i = 1, 2, ...,n;

• ∆u = ux1x1 + ux2x2 + · · ·+ uxnxn denota o laplaciano da função u;

• ∇u =
(
ux1 ,ux2 , · · · ,uxn

)
denota o gradiente da função u;

• div denota o operador divergente;

• ut denota a derivada parcial da função u = u(t, x) com respeito à variável t;

• β ′ denota a derivada ordinária da função β = β(t);

• | · | denota a norma em Rn,

• ⟨·, ·⟩ denota o produto interno em Rn;

• η denota o vetor normal unitário exterior a Γ ;

• ⊥ denota complemento ortogonal;

• dim denota dimensão;
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• Gr(u) denota o gráfico da função u;

• q.s. denota ”quase sempre”;

• → denota convergência forte;

• ⇀ denota convergência fraca;

• ↪→ denota imersão cont́ınua;

•
c
↪→ denota imersão compacta.



Introdução

Ao longo dos tempos, o homem tem feito tentativas de controlar o comportamento

de fenômenos naturais, tecnológicos ou de qualquer outra natureza, o que em geral nos

traz a seguinte reflexão: conhecendo como um determinado sistema se comporta, como é

posśıvel atuar sobre ele para que se comporte de um modo desejado? Com o propósito de

entender a essas questões é que surge a Teoria do Controle, que é uma teoria matemática

que estuda a existência, ou não-existência, de atuadores para um determinado sistema

dinâmico com a finalidade de governá-lo de maneira desejada ao longo do tempo.

Por exemplo, um médico pode fazer a reconstrução da geometria de um tumor pela

simples observação de uma parte dele, um economista pode agir no equiĺıbrio financeiro

por meio de alterações de taxas, um engenheiro pode estar interessado em controlar um

sistema mecânico por meio de aplicação de forças, etc.

A teoria do controle moderna teve ińıcio a partir do século XVIII durante a revolução

industrial, onde a resolução de problemas de controle em certos mecanismos permitiu um

enorme crescimento da produção (veja [11]).

Dado um sistema de controle, isto é, um sistema dinâmico sobre o qual queremos

atuar, o objetivo é encontrar um controle de tal modo que o estado associado se comporte

de maneira apropriada em um tempo final dado. Este é o chamado problema de controla-

bilidade. Neste sentido, podemos estabelecer várias noções diferentes de controlabilidade.

Mais precisamente, um sistema de controle é uma equação de evolução (EDO ou EDP)

que depende de um parâmetro y, descrito pela expressão:

y ′ = f(t,y,u), (1)

onde t ∈ [0, T ] representa a variável temporal, y : [0, T ] → X é a função estado e u :

[0, T ] → Y é um controle. Nesse modelo, X e Y são espaços de funções adequados, T > 0

é um valor real fixado e y ′ representa a derivada de y em relação ao tempo t.

15
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Em seguida, destacamos algumas das principais definições de controlabilidade presen-

tes na literatura.

Definição 0.0.1. (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e y0,y1 ∈ X dois estados do

sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável se existe u : [0, T ] → Y tal

que;

y ′ = f(t,y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = y1.

Definição 0.0.2. (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um número real e

y0,y1 dois posśıveis estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aproximadamente

controlável se, para todo ϵ > 0 dado, existir uϵ : [0, T ] → Y tal que;

y ′ = f(t,y,uϵ) em [0, T ],

y(0) = y0, ∥y(T) − y1∥ ⩽ ϵ.

Definição 0.0.3. (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um número real dado e y0 ∈ X

um estado arbitrário do sistema (1). Dizemos que tal sistema é nulamente controlável se

existe u : [0, T ] → Y tal que;

y ′ = f(t,y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = 0.

Definição 0.0.4. (Controlabilidade exata às trajetórias) Sejam T > 0 um número

real dado, y0 ∈ X um estado e y uma trajetória (isto é, uma solução arbitrária do sistema

(1) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável às trajetórias se existe

u : [0, T ] → Y tal que;

y ′ = f(t,y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = y(T).

Em problemas lineares, as definições de controle nulo e exato às trajetórias são equi-

valentes.

Devido aos trabalhos de matemáticos como R. Bellman, H. Fattorini, R. Kalman, J.

-L. Lions, L. S. Potryagin, D. Russell e muitos outros, a Teoria do Controle tornou-se

uma rica área da matemática, com aplicações em outras áreas do conhecimento, como

Biologia, Economia, Medicina e Engenharia (veja [11, 30]). Um grande marco para o

desenvolvimento da teoria matemática do controle foi devido ao matemático francês J.



17

-L. Lions no final do anos 80 (veja [24, 25]), quando o mesmo introduziu o Método de

Unicidade de Hilbert (HUM) para resolução de problemas lineares de controlabilidade.

Vários modelos f́ısicos relevantes, como os da viscoelasticidade, dinâmica populacio-

nal ou do fluxo de calor em condutores, são modelados por equações diferenciais que são

influenciadas pelo valor de suas variáveis no passado (veja [7,17]), por isso eles são deno-

minados sistemas com memória. A principal dificuldade encontrada quando analisamos a

controlabilidade para sistemas desse tipo deve-se ao seu caráter não local, devido ao termo

de memória, que impede a aplicação de alguns métodos clássicos da Teoria do Controle

não possam ser aplicados de maneira imediata.

Com respeito à equação do calor com memória, alguns avanços já foram obtidos ao

longo dos anos. Em relação a esse tema, faremos uma breve revisão histórica: em 1999,

no contexto de controle aproximado para uma equação do calor, temos o trabalho de E.

Zuazua [32], onde o autor mostrou a controlabilidade aproximada para equação semilinear

do calor usando técnicas de minimização para um dado funcional. Vale ressaltar que nesse

trabalho o autor não incluiu o termo de memória na equação do calor. Em 2000, usando

técnicas mais avançadas, V. Barbu e M. Iannelli [2] estabeleceram a controlabilidade apro-

ximada para uma equação do calor, dessa vez incluindo um termo de memória na equação

a ser estudada. Aqui eles provaram um resultado de continuação única, essencial para

obter o resultado desejado. Em 2013, S. Guerrero e O. Y. Imanuvilov [16] mostram que as

equações parabólicas com memória não são controláveis quando o controle está aplicado

numa região fixa do domı́nio. Posteriormente, em 2017, Chaves-Silva et al. [8] provaram

que se o controle age numa região móvel do domı́nio é posśıvel obter controlabilidade nula

para uma EDP parabólica com memória. Em 2021, Jesus et al. [19], estabeleceram a con-

trolabilidade aproximada para a equação do calor com um termo de memória utilizando

as técnicas desenvolvidas em [32]. Esse é o trabalho mais recente que conhecemos sobre

esse tema.

Este trabalho é baseado no artigo devido a R. Lavanya e K. Balachandran [20] e, em

resumo, está dividido da seguinte forma:

No caṕıtulo 1 apresentaremos algumas definições e resultados que serão importantes

para o desenvolvimento do trabalho.

No caṕıtulo 2 formularemos o problema a ser discutido e definiremos as soluções para

o mesmo.
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No caṕıtulo 3 obteremos uma desigualdade de Carleman para o problema em questão

seguindo o método de Fursikov-Imanuvilov [14].

No caṕıtulo 4 apresentaremos uma desigualdade de observabilidade para o problema

proposto, onde a mesma será obtida através da desigualdade de Carleman provada no

caṕıtulo anterior.

No caṕıtulo 5 provaremos a controlabilidade aproximada do problema linearizado como

uma aplicação da desigualdade de Carleman provada no caṕıtulo 3.

Além disso, no caṕıtulo 6 mostraremos a controlabilidade nula para o sistema linea-

rizado que será feita por meio do Método da Unicidade de Hilbert (HUM) aplicando a

desigualdade de observabilidade provada no caṕıtulo 4.

Finalmente, no caṕıtulo 7 provaremos a controlabilidade nula para o problema não

linear como consequência da controlabilidade nula do sistema linear associado através do

teorema do ponto fixo de Kakutani.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e os principais resultados que serão

necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Não apresentaremos as demonstrações

de tais resultados, mas citaremos as referências onde as mesmas podem ser encontradas.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

A análise funcional é um ramo da matemática que estuda espaços vetoriais de dimensão

infinita e as transformações lineares entre eles. Essa teoria possui aplicações em diversas

áreas, como equações diferenciais, f́ısica quântica, teoria dos operadores, otimização, teoria

do controle e muito mais.

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados essenciais para nossos

objetivos. Para mais detalhes consulte [3].

1.1.1 Espaços de Banach

Definição 1.1.1. (Métrica) Seja M um conjunto não-vazio. Uma função

d : M×M→ R

(x,y) 7→ d(x,y)

é uma métrica se para todo x,y, z ∈M:

(i) d(x,y) ⩾ 0;

(ii) d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;
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(iii) d(x,y) = d(y, x);

(iv) d(x, z) ⩽ d(x,y) + d(y, z).

O par
(
M,d

)
, onde M é um espaço e d é uma métrica é chamado de espaço métrico.

Definição 1.1.2. (Sequência de Cauchy) Uma sequência
{
xm

}
m

num espaço métrico

é chamada sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0 dado, existe m0 ∈ N tal que,

para m,k ⩾ m0 temos que

d(xm, xk) ⩽ ε.

Definição 1.1.3. (Espaço Métrico Completo) Dizemos que um espaço métrico M é

completo quando toda sequência de Cauchy em M é convergente.

Definição 1.1.4. (Norma) Seja E um espaço vetorial sobre K = R ou C. Uma função

|| · || : E→ K

x 7→ ||x||

é uma norma se para todo x,y ∈ E e λ ∈ K:

(i) ||x|| ⩾ 0;

(ii) ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0;

(iii) ||λx|| = |λ|||x||;

(iv) ||x+ y|| ⩽ ||x||+ ||y||.

O par
(
E, || · ||

)
, onde E é um espaço vetorial e || · || é uma norma, é chamado de espaço

vetorial normado, ou simplesmente espaço normado.

Observação 1.1.1. Todo espaço normado é um espaço métrico com a métrica dada por

d(x,y) = ||x− y||.

Nesse caso, dizemos que a métrica d é induzida pela norma || · ||.

Definição 1.1.5. (Espaço de Banach) Um espaço normado E é chamado de espaço

de Banach quando for um espaço métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definição 1.1.6. (Dual) O dual topológico de E ou simplesmente dual de E, denotado

por E ′, é o conjunto de todos os funcionais lineares e cont́ınuos de E em K.

Definição 1.1.7. (Bidual) O bidual de E, denotado por E ′′, é o conjunto de todos os

funcionais lineares e cont́ınuos de E ′ em K.
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1.1.2 Espaços com Produto Interno

Definição 1.1.8. (Espaço com Produto Interno) Seja E um espaço vetorial sobre o

corpo K = R ou C. Um produto interno em E é uma aplicação

⟨·, ·⟩ : E× E→ K

(x,y) 7→ ⟨x,y⟩

tal que para quaisquer x,y, z ∈ E e λ ∈ K:

(i) ⟨x, x⟩ ⩾ 0;

(ii) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x,y⟩+ ⟨x, z⟩;

(iii) ⟨λx,y⟩ = λ⟨x,y⟩;

(iv) ⟨x,y⟩ = ⟨y, x⟩.

O par
(
E, ⟨·, ·⟩

)
, onde E é um espaço vetorial e ⟨·, ·⟩ é um produto interno, é chamado

de espaço com produto interno.

Observação 1.1.2. Todo espaço com produto interno é um espaço normado com a norma

dada por

||x|| =
√

⟨x, x⟩.

Nesse caso dizemos que a norma || · || é induzida pelo produto interno ⟨·, ·⟩.

Definição 1.1.9. (Espaço de Hilbert) Um espaço com produto interno que é completo

em relação a norma induzida pelo produto interno é chamado de espaço de Hilbert.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espaço vetorial

com produto interno. Então

|⟨x,y⟩| ⩽ ||x|||y||

para quaisquer x,y ∈ E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores x,y

são linearmente dependentes.

Demonstração: Ver [18].
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1.1.3 Topologia Fraca e Espaços Reflexivos

Definição 1.1.10. (Topologia Fraca) Seja E um espaço normado. A topologia fraca

sobre E, denotado por σ(E,E ′), é a topologia gerada pelos funcionais lineares cont́ınuos

de E ′. Quando uma sequência
{
xm

}
m

⊂ E converge para x ∈ E na topologia fraca,

escrevemos

xm ⇀ x.

Proposição 1.1.1. Seja E um espaço normado e
{
xm

}
m

⊂ E uma sequência. Então:

(i) xm ⇀ x se, e somente se, f(xm) → f(x), para todo f ∈ E ′;

(ii) Se xm → x, então xm ⇀ x.

Demonstração: Ver [3].

Proposição 1.1.2. Para todo espaço normado E, o operador linear

JE : E→ E ′′

x 7→ JE(x)(f) = f(x), ∀ x ∈ E e f ∈ E ′

é uma isometria linear, chamado mergulho canônico de E em E ′′.

Demonstração: Ver [3].

Definição 1.1.11. (Espaço Reflexivo) Um espaço normado E é dito reflexivo se o

mergulho canônico JE for sobrejetivo, ou seja, JE(E) = E
′′.

Proposição 1.1.3. Todo espaço normado reflexivo é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver [3].

Teorema 1.1.2. (Kakutani) Em um espaço reflexivo, toda sequência limitada possui

subsequência fracamente convergente.

Demonstração: Ver [3].

1.1.4 Convexidade e Otimização

Definição 1.1.12. (Conjunto Convexo) Sejam E um espaço de Banach. Dizemos que

um conjunto C de E é convexo se para todo x,y ∈ C e γ ∈ [0, 1] tivermos (1−γ)x+γy ∈ C.
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Definição 1.1.13. (Função Convexa) Sejam E um espaço de Banach, C um subcon-

junto convexo de E e f : E → R uma função. Dizemos que f é uma função convexa se

para todo x,y ∈ C e γ ∈ [0, 1], vale a seguinte desigualdade:

f((1− γ)x+ γy) ⩽ (1− γ)f(x) + γf(y).

Teorema 1.1.3. Sejam E um espaço de Banach reflexivo, C um subconjunto convexo do

espaço E, fechado, não-vazio e uma função f : C→ (−∞,+∞] tal que:

(i) f é convexa;

(ii) f é semicont́ınua inferiormente, isto é, ∀a ∈ R, f−1(a,+∞) é aberto em E;

(iii) f é coerciva, ou seja, para todo x ∈ C, lim
||x||→∞ f(x) = +∞.

Então f atinge seu mı́nimo em C, isto é, existe x0 ∈ C tal que f(x0) = min
x∈C

f(x).

Demonstração: Ver [4].

1.2 Espaços de Lebesgue Lp(Ω)

Os espaços de Lebesgue Lp(Ω) são uma classe fundamental de espaços funcionais

na análise matemática. Ao generalizar a noção de integral de Riemann e introduzir

uma estrutura de espaço vetorial normado eles permitem um estudo mais profundo e

abrangente de fenômenos cont́ınuos e discretos.

Nesta seção, serão dadas algumas definições e propriedades dos espaços Lp(Ω). As

definições e mais alguns detalhes sobre esses espaços podem ser encontrados em [13].

Definição 1.2.1. Sejam Ω ⊆ Rn um aberto e p ∈ R, com 1 ⩽ p < ∞. Definimos

o espaço de Lebesgue, denotado por Lp(Ω), o espaço vetorial das (classes de ) funções

mensuráveis u : Ω→ R tais que |u|p é integrável à Lebesgue em Ω.

O espaço Lp(Ω), com 1 ⩽ p <∞, torna-se um espaço de Banach quando munido com

a norma

|u|Lp(Ω) =

( ∫
Ω

|u(x)|p dx

) 1
p

.

Definição 1.2.2. Seja Ω ⊆ Rn um aberto. Definimos por L∞(Ω) o espaço vetorial das

(classes de) funções mensuráveis u : Ω→ R que são limitadas quase sempre em Ω.
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O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

|u|L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u(x)| = inf{C > 0; |u(x)| ⩽ C q.s. em Ω}.

No caso p = 2, o espaço L2(Ω) munido com o produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

é um espaço de Hilbert. A sua norma induzida pelo produto interno é:

|u|2L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)2 dx.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades relacionadas ao espaços Lp(Ω).

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Young) Sejam a e b números reais não negativos

e 1 < p,q <∞ tais que 1
p
+ 1
q
= 1. Então,

ab ⩽
ap

p
+
bq

q
.

Demonstração: Ver [4].

Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Young com ε) Sejam a e b números reais não

negativos e 1 < p,q <∞ tais que 1
p
+ 1
q
= 1 e ε > 0. Então,

ab ⩽ εap + (εp)
−q
p q−1bq.

No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

ab ⩽ εa2 +
1

4ε
b2.

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.2.3. (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), com as

condições 1 ⩽ p ⩽ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e

|uv|L1(Ω) ⩽ |u|Lp(Ω)|v|Lq(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Teorema 1.2.4. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 ⩽ p <∞ e u, v ∈ Lp(Ω), então

temos u+ v ∈ Lp(Ω) e

|u+ v|Lp(Ω) ⩽ |u|Lp(Ω) + |v|Lp(Ω).

Demonstração: Ver [13].
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1.3 Teoria das Distribuições Escalares

A teoria das distribuições é um ramo da análise matemática que generaliza o conceito

de função, permitindo trabalhar com objetos mais abstratos e flex́ıveis. Essa teoria é

fundamental para o estudo de equações diferenciais parciais, análise funcional e f́ısica

matemática.

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados importantes sobre esse

assunto. Para mais detalhes veja [27].

1.3.1 Espaços das Funções Testes

Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e α = (α1,α2, · · · ,αn) uma n-upla de inteiros não

negativos. Considere

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn

e

α! = α1!α2! · · ·αn!.

Denotaremos o operador derivação em Rn por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · ·∂xαnn

.

Definição 1.3.1. (Suporte) Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e limitado e considere

a função cont́ınua f : Ω→ Rn. Definimos o suporte de f, denotado por supp(f), o fecho

em Ω do conjunto dos pontos x ∈ Ω tais que f(x) ̸= 0. Simbolicamente,

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) ̸= 0}.

Se esse conjunto for compacto em Rn, então dizemos que f possui suporte compacto.

Definição 1.3.2. Denotamos por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial das funções cont́ınuas infini-

tamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω.

A seguir, definiremos uma noção de convergência em C∞
0 (Ω) que o tornará um espaço

vetorial topológico.

Definição 1.3.3. Seja Ω ∈ Rn um aberto limitado. Uma sequência
{
φm

}
m

⊂ C∞
0 (Ω)

converge para φ ∈ C∞
0 (Ω), quando existe um compacto K ⊂ Ω tal que:
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(i) supp(φm) ⊂ K, ∀m ∈ N;

(ii) Dαφm → Dαφ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) munido com a noção de convergência acima é chamado de

Espaço das Funções Testes sobre Ω e é denotado por D(Ω).

1.3.2 Distribuições Escalares

Definição 1.3.4. (Distribuição) Denominamos distribuição escalar sobre um

aberto Ω ⊂ Rn a toda forma linear T : D(Ω) → R e cont́ınua no sentido da convergência

em D(Ω), isto é,

(i) T(aφ+ bψ) = aT(φ) + bT(ψ), ∀a,b ∈ R e ∀φ,ψ ∈ D(Ω);

(ii) Se φm → φ em D(Ω), então T(φm) → T(φ) em R.

Observação 1.3.1. O valor da distribuição T em φ é representado por ⟨T ,φ⟩.

Definição 1.3.5. Considere o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω. Dizemos

que a sequência
{
Tm

}
m

converge para T , quando a sequência
{
⟨Tm,φ⟩

}
m

converge

para ⟨T ,φ⟩ em R, para toda φ ∈ D(Ω).

O espaço das distribuições sobre Ω, com a noção de convergência, é denotado

por D ′(Ω).

As distribuições que aparecem com mais frequência são aquelas definidas a partir de

funções localmente integráveis, que definiremos a seguir.

Definição 1.3.6. Dizemos que uma função u : Ω → R é localmente integrável em Ω,

quando |u| é integrável à Lebesgue sobre cada compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções

localmente integráveis é denotado por L1loc(Ω).

Exemplo 1.3.1. Seja u ∈ L1loc(Ω). O funcional Tu : D(Ω) → R, definido por

⟨Tu,φ⟩ =
∫
Ω

u(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(Ω)

é uma distribuição sobre Ω.
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De fato, claramente Tu é linear pois segue da linearidade da integral. Enquanto a

continuidade, seja
{
φm

}
m

⊂ D(Ω) uma sequência de funções testes convergindo

para φ ∈ D(Ω). Então

|⟨Tu,φm⟩− ⟨Tu,φ⟩| = |⟨Tu, (φm −φ)⟩|

=

∣∣∣∣ ∫
Ω

u(x)(φm −φ)(x)dx

∣∣∣∣
⩽

∫
Ω

|u(x)||(φm −φ)(x)|dx

⩽ sup
x∈Ω

|φm −φ|

∫
Ω

|u(x)|dx→ 0,

pois φn → φ uniformemente. Portanto, Tu é uma distribuição sobre Ω.

Lema 1.3.1. (Du Bois-Raymond) Seja u ∈ L1loc(Ω). Então, para toda φ ∈ D(Ω),∫
Ω

u(x)φ(x)dx = 0 se, e somente se, u = 0 q.s. em Ω.

Demonstração: Ver [28].

Observação 1.3.2. Usando o Lema de Du Bois-Raymond acima, obtemos Tu univoca-

mente determinado por u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v q.s.

no conjunto Ω. Desse modo, dizemos que o funcional Tu é gerado pela função u e as-

sim identificamos u com a distribuição Tu e o espaço L1loc(Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D ′(Ω).

Definição 1.3.7. (Derivada Distribucional) Dadas uma distribuição T em D ′(Ω) e

um multi-́ındice α, definimos a derivada distribucional de ordem α de T como sendo a

forma linear e cont́ınua DαT : D(Ω) → R dada por

⟨DαT ,φ⟩ = (−1)|α|⟨T ,Dαφ⟩ ∀φ ∈ D(Ω).

Segue da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Assim, as funções de L1loc(Ω) possuem derivadas de todas as ordem no sentido

das distribuições.

Note que a aplicação

Dα : D ′(Ω) → D ′(Ω)

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D ′(Ω). Isso significa que

se lim
v→∞ Tv = T em D ′(Ω), então lim

v→∞DαTv = DαT em D ′(Ω).
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Observação 1.3.3. Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1loc(Ω)

não é, em geral, uma função L1loc(Ω).

Tal fato motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach conhe-

cido como Espaço de Sobolev.

1.4 Espaços de Sobolev Wm,p(Ω)

Os espaços de Sobolev são uma generalização dos espaços de Lebesgue, introduzindo

a noção de derivada fraca para funções. Essa ferramenta é fundamental para o estudo de

equações diferenciais parciais, análise funcional e diversas outras áreas da matemática.

Como vimos anteriormente, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são funções em Lp(Ω).

Nesta seção definiremos Espaço de Sobolev e apresentaremos algumas de suas princi-

pais propriedades. Mais informações podem ser encontradas em [28].

Definição 1.4.1. (Espaços de Sobolev) Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, 1 ⩽ p ⩽ ∞
e considere m ∈ N. O espaço de Sobolev de ordem m, denotado por Wm,p(Ω), é o

espaço vetorial das (classes de) funções u ∈ Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo

multi-́ındice α, com |α| ⩽ m, sendo Dαu a derivada de u no sentido das distribuições.

Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω) ∀α com |α| ⩽ m}.

O espaço Wm,p(Ω) torna-se um espaço de Banach quando munido com a norma

|u|Wm,p(Ω) =

( ∑
|α|⩽m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

) 1
p

, 1 ⩽ p <∞.

Também, o espaço Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

|u|Wm,∞(Ω) =
∑

|α|⩽m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,2(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|⩽m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx
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e norma induzida

|u|Hm(Ω) =

( ∑
|α|⩽m

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx

) 1
2

.

Observe que, embora o espaço das funções testes D(Ω) seja denso em Lp(Ω), para

cada 1 ⩽ p <∞, em geral ele não é denso emWm,p(Ω). Isso acontece porque a norma do

espaço Wm,p(Ω) é ”bem maior”que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω) possui

menos sequências convergentes. Esse fato motiva a seguinte definição:

Definição 1.4.2. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho do conjunto D(Ω)

em Wm,p(Ω).

Quando p = 2, escrevemos Hm0 (Ω) em vez de Wm,2
0 (Ω).

Definição 1.4.3. Seja Γ a fronteira de Ω. Para m ∈ N, definimos

Hm0 (Ω) = {u ∈ Hm(Ω); u(x) = 0 ∀ x ∈ Γ .}

Em particular, H1
0(Ω) é um espaço de Hilbert quando munido com o produto interno

(u, v)H1
0(Ω) =

∫
Ω

∇u∇v dx

e a norma induzida

|u|H1
0(Ω) =

( ∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

.

Definição 1.4.4. Sejam 1 ⩽ p < ∞ e 1 < q ⩽ ∞ tal que 1
p
+ 1
q
= 1. Representamos o

dual topológico de Wm,p
0 (Ω) por W−m,q(Ω). Quando p = 2, o dual topológico de Hm0 (Ω)

é denotado por H−m(Ω).

Definição 1.4.5. Sejam X e Y espaços de Banach, com X ⊂ Y. A injeção

i : X→ Y

x 7→ i(x) = x
(1.1)

é chamada de imersão de X em Y.

Definição 1.4.6. (Imersão Cont́ınua) Dizemos que a aplicação i definida em (1.1)

é uma imersão cont́ınua de X em Y, e denotamos X ↪→ Y, quando existe uma constante

positiva C tal que

|x|Y ⩽ C|x|X ∀ x ∈ X.
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Definição 1.4.7. (Imersão Compacta) Dizemos que a aplicação i definida em (1.1) é

uma imersão compacta de X em Y, e denotamos X
c
↪→ Y, quando é uma imersão cont́ınua

e toda sequência limitada em X possui subsequência convergente em Y.

Teorema 1.4.1. (Imersão de Sobolev) Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn de

classe C1 com fronteira limitada Γ e 1 ⩽ p ⩽ ∞. Então:

(i) Se p < n, então W1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω), onde

1

p∗
=

1

p
−

1

n
;

(ii) Se p = n, então W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞);

(iii) Se p > n, então W1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Além disso, se p > n, temos para todo u ∈W1,p(Ω), temos

|u(x) − u(y)| ⩽ C|u|W1,p(Ω)|x− y|
γ, q.s. x,y ∈ Ω,

onde γ = 1−
n

p
e C depende apenas de Ω,p e n.

Em particular, temos W1,p ↪→ C(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Teorema 1.4.2. (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω um subconjunto limitado do Rn de

classe C1 com fronteira Γ regular. Então:

(i) Se p < n, então W1,p(Ω)
c
↪→ Lp

∗
(Ω) ∀q ∈ [1,p∗) com

1

p∗
=

1

p
−

1

n
;

(ii) Se p = n, então W1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞);

(iii) Se p > n, então W1,p(Ω)
c
↪→ C(Ω).

Em particular, temos W1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω).

Demonstração: Ver [4].

1.5 Espaços Lp(0, T ;X)

Nesta seção apresentaremos alguns outros tipos de espaços, esses compreendendo o

tempo de mapeamento de funções no espaço de Banach. Esses espaços são essenciais nas

construções de soluções fracas de equações diferenciais parabólicas e hiperbólicas, sendo

elas lineares ou não lineares.



1.5. Espaços Lp(0, T ;X) 31

No que segue, consideramos
(
X, | · |X

)
um espaço de Banach e T > 0. As definições e

mais detalhes podem ser encontrados em [10].

Definição 1.5.1. Definimos o espaço Lp(0, T ;X), para 1 ⩽ p < ∞, como sendo espaço

vetorial das (classes de) funções fortemente mensuráveis u : (0, T) → X tal que a função

que leva t 7→ |u(t)|pX é integrável à Lebesgue em (0, T).

O espaço Lp(0, T ;X), com 1 ⩽ p <∞, torna-se um espaço de Banach quando munido

com a norma

|u|Lp(0,T ;X) =

( ∫T
0

|u(t)|pX dx

) 1
p

.

Definição 1.5.2. Definimos o espaço L∞(0, T ;X) como sendo espaço vetorial das (classes

de) funções fortemente mensuráveis u : (0, T) → X tal que a função t 7→ |u(t)|X pertence

ao espaço L∞(0, T).
O espaço L∞(0, T ;X) é um espaço de Banach com a norma

|u|L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T)

ess |u(t)|X = inf{C > 0; |u(x)|X ⩽ C q.s. em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) torna-se

um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫T
0

(
u(t), v(t)

)
X
dt.

Definição 1.5.3. O espaço de Banach das funções cont́ınuas u : [0, T ] → X munido com

a norma da convergência uniforme

|u|C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

|u(t)|X

é definido por C([0, T ];X).

Teorema 1.5.1. Sejam X, Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e para 1 ⩽ p <∞, temos

que u ∈ Lp(0, T ;X) e u ′ ∈ Lp(0, T ; Y). Então, u ∈ C([0, T ]; Y).

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.5.2. Suponha que u ∈ L2
(
0, T ;H1

0(X)
)
com u ′ ∈ L2

(
0, T ;H−1(X)

)
. Então

u ∈ C
(
[0, T ];L2(X)

)
.

Demonstração: Ver [10].
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1.6 Alguns Resultados Importantes

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados importantes que serão

úteis para o problema de controlabilidade.

Para os próximos quatro teoremas, consideremos Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto

limitado com fronteira Γ ∈ C1.

Teorema 1.6.1. (Gauss-Green) Suponha que u ∈ C1
(
Ω
)
. Então∫

Ω

uxi dx =

∫
Γ

uηi dΓ (i = 1, 2, · · · ,n).

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.6.2. (Divergência) Suponha que u ∈ C1
(
Ω
)
. Então∫

Ω

div(u)dx =

∫
Γ

⟨u,η⟩dΓ .

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.6.3. (Fórmula de Integração por Partes) Sejam u, v ∈ C1
(
Ω
)
. Então∫

Ω

uxiv dx = −

∫
Ω

uvxi dx+

∫
Γ

uvηi dΓ (i = 1, 2, · · · ,n).

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.6.4. (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2
(
Ω
)
. Então

(1)

∫
Ω

∆udx =

∫
Γ

uη dΓ ;

(2)

∫
Ω

u∆vdx = −

∫
Ω

⟨∇u,∇v⟩dx+
∫
Γ

uvη dΓ ;

(3)

∫
Ω

(
u∆v− v∆u

)
dx =

∫
Γ

(
uvη − vuη

)
dΓ .

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.6.5. (Aubin-Lions) Sejam X, Y,Z espaços de Banach, com X
c
↪→ Y ↪→ Z

e X reflexivo. Suponha que
{
um

}
m

⊂ Lp(0, T ;X) seja uma sequência uniformemente

limitada em Lp(0, T ;X) tal que
{(
um

)
t

}
m

⊂ Lp(0, T ;Z) seja limitada em Lp(0, T ;Z) para

cada p > 1. Então, existe uma subsequência de
{
um

}
m

que converge fortemente no

espaço Lp(0, T ; Y).
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Demonstração: Ver [6].

Lema 1.6.1. (Lions) Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e
{
gm

}
m

⊂ Lp(Ω) uma

sequência, com 1 < p <∞. Suponha que exista uma constante C > 0 tal que

|gm|Lp(Ω) ⩽ C

para todo m ∈ N e g ∈ Lp(Ω) tal que

gm → g q.s. em Ω.

Então,

gm ⇀ g em Lp(Ω).

Demonstração: Ver [23].

Teorema 1.6.6. (Desigualdade de Gronwall) Sejam z,w : [a,b] → R funções

cont́ınuas não negativas e seja γ ⩾ 0. Se

z(t) ⩽ γ+

∫ t
γ

z(s)w(s)ds,

então,

z(t) ⩽ γe
∫t
γw(s)ds ∀ t ∈ [a,b].

Demonstração: Ver [10].

Teorema 1.6.7. (Regra de Leibniz) Dado U ⊂ Rn, aberto, seja f : U × [a,b] → R

uma função com as seguintes propriedades:

(i) Para todo x ∈ U, a função t 7→ f(x, t) é integrável em a ⩽ t ⩽ b;

(ii) Para cada (x, t) ∈ U× [a,b], a i-ésima derivada parcial fxi : U× [a,b] → R existe

e é cont́ınua.

Então, a função g : U→ R, dada por g(x) =

∫b
a

f(x, t)dt, possui i-ésima derivada parcial

em cada ponto x ∈ U, sendo

gxi(x) =

∫b
a

fxi(x, t)dt.

Demonstração: Ver [21].
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Definição 1.6.1. (Derivada de Gateaux) Seja U um subconjunto aberto do espaço

de Banach E e f : U → R uma funcional. Dizemos que o funcional f tem uma derivada

de Gateaux g ∈ E ′ em u ∈ U se, para todo k ∈ E,

lim
t→0

f(u+ tk) − f(u) − ⟨g, tk⟩
t

= 0.

Para mais detalhes veja [31].

Agora, apresentaremos um teorema que generaliza o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer para um função multivaluada

Ψ : X→ P(X)

x 7→ Ψ(x),

onde Ψ(x) é um conjunto não vazio.

Denotaremos

2X = {A; A é um subconjunto não vazio de X} = P(X) \ {∅}.

Definição 1.6.2. (Espaços Localmente Convexos) Seja X um espaço vetorial to-

pológico não vazio. Dizemos que X é localmente convexo se X admite uma base de vizi-

nhanças formada por conjuntos convexos.

Definição 1.6.3. (Ponto Fixo) Sejam X um conjunto não vazio e f : X → X uma

função. Dizemos que x ∈ X é um ponto fixo de f se f(x) = x.

Teorema 1.6.8. (Ponto Fixo de Kakutani) Sejam X um espaço vetorial topológico

localmente convexo, B ⊂ X um subconjunto não vazio, convexo e compacto e uma aplicação

multivaluada

Ψ : B→ 2B

p 7→ Ψ(p)

tal que para cada p ∈ B o conjunto Ψ(p) seja não vazio, convexo, compacto e Ψ tenha

gráfico fechado. Então o conjunto dos pontos fixos de Ψ é não vazio, isto é,

∃p ∈ B tal que p ∈ Ψ(p).

Demonstração: Ver [15].
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Formulação do Problema

Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira Γ ∈ C2 e ω ⊂ Ω

um subconjunto aberto não-vazio. Para um número real T > 0, considereQ = (0, T)×Ω ⊂

Rn+1, Qω = (0, T)×ω ⊂ Rn+1 e Σ = (0, T)× Γ .

Representamos os pontos de Q por (t, x), onde t ∈ (0, T) e x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

xi ∈ R, para i = 1, 2, ...,n.

Considere o seguinte sistema parabólico não-linear com memória:

pt(t, x) − ∆p(t, x) + g(p(t, x)) +

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω.

(2.1)

No sistema (2.1):

• p : Q→ R e u : Q→ R são, respectivamente, as funções temperatura e controle;

• χω : Ω→ R é a função caracteŕıstica de ω;

• p0(x) representa o dado inicial do problema;

• pt representa a derivada da função p com respeito à variável t;

• ∆p representa o laplaciano da função p;

• g : R → R é uma função de classe C1 e globalmente Lipschitz cont́ınua em relação à

p, isto é, existe uma constanteM > 0 tal que |g(p1)−g(p2)| ⩽M|p1−p2|,∀p1,p2 ∈

R e g(0) = 0;

35
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• h : (0, T)×(0, T) → R é a função núcleo de memória, suficientemente suave e satisfaz

a seguinte condição:

h(t, τ) = 0
∣∣
τ=0,T

. (2.2)

A seguir, daremos a definição formal de solução forte e fraca para o problema (2.1).

Mais precisamente, temos que:

2.1 Solução Forte

Sejam X e Y espaços de Hilbert. Suponhamos que X ↪→ Y. Definimos o espaço vetorial

W(0, T ;X; Y) := {p ∈ L2(0, T ;X);pt ∈ L2(0, T ; Y)},

onde pt é a derivada de p no sentido das distribuições com relação ao tempo t. Temos

que W é um espaço de Hilbert e assim podemos o munir com a norma

|p|2W(0,T ;X;Y) = |p|2L2(0,T ;X) + |pt|
2
L2(0,T ;Y),

e ainda é imerso continuamente no espaço C0([0, T ]; Y). Assim, se p ∈W(0, T ;X; Y), então

faz sentido falar em p(0) e p(T).

Definição 2.1.1. Dizemos que p : Q→ R é solução forte de (2.1) quando

p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω) ∩H2(Ω);L2(Ω)
)

e

pt − ∆p+ g(p) +H
t
0 ∗ p = χωu q.s. em Q,

com p(0) = p0, onde no sistema (2.1) denotamos Ht0 ∗p =

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ e omitimos

a dependência das variáveis (t, x).

2.2 Solução Fraca

Nosso objetivo nesta seção é considerar o problema (2.1) com dados iniciais menos

regulares. A solução obtida com este grau de regularidade é chamado de solução fraca.

Mais precisamente, temos:
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Definição 2.2.1. Dizemos que p : Q→ R é solução fraca para o prblema (2.1) quando

p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
,

satisfaz a condição inicial p(0) = p0 e satisfaz a identidade

−

∫
Q

pξt dxdt+

∫
Q

∇p∇ξdxdt+
∫
Q

g(p)ξdxdt+

∫
Q

(Ht0 ∗ p)ξdxdt =
∫
Q

χωuξdxdt,

para todo ξ ∈ W
(
0, T ;H1

0(Ω);L2(Ω)
)
tal que ξ(0) = ξ(T) = 0, onde no sistema (2.1)

denotamos Ht0 ∗ p =

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ e omitimos a dependência das variáveis (t, x).

Observação 2.2.1. No presente trabalho, não apresentaremos a demonstração da existência

e unicidade de soluções para o problema dado em (2.1). De fato, existência de soluções

pode ser obtida pelo Método de Faedo - Galerkin e Método do Ponto Fixo. A unicidade

é obtida pelo método padrão, ou seja, supomos que existem duas soluções e aplicamos

estimativas de energia para concluir que a diferença é a função identicamente nula. Para

maiores detalhes, veja [22].

O problema de controlabilidade para o sistema (2.1) pode ser formulado como segue:

Definição 2.2.2. (Controlabilidade Nula) Dizemos que o sistema (2.1) é nulamente

controlável em L2(Ω) se, dado T > 0, para todo p0(x) ∈ L2(Ω), existe um controle

u ∈ L2(Q) tal que a correspondente solução p de (2.1) satisfaz

p(T , x) = 0 em Ω.

Definição 2.2.3. (Controlabilidade Aproximada) Dizemos que o sistema (2.1) é

aproximadamente controlável em L2(Ω) se, dado T > 0, para todo p0(x),pT (x) ∈ L2(Ω) e

ε > 0, existe um controle u ∈ L2(Q) tal que a correspondente solução p de (2.1) satisfaz

|p(T , x) − pT (x)|L2(Ω) ⩽ ε em Ω.

Neste momento, nosso propósito é linearizar o sistema (2.1). Para isso, seja f : R → R

uma função dada por:

f(p) :=


g(p)

p
, se |p| > 0;

g ′(0), se p = 0.

(2.3)
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Note que f é uniformemente limitada. De fato, como g(0) = 0, então

|f(p)| =

∣∣∣∣g(p)p
∣∣∣∣ = |g(p) − 0|

|p|
=

|g(p) − g(0)|

|p|
,

e como g é globalmente Lipschitz, segue que:

|f(p)| ⩽M

(
|p− 0|

|p|

)
=M

|p|

|p|
=M. (2.4)

Com o aux́ılio da função f dada em (2.3), obtemos o seguinte sistema linear associado

ao sistema (2.1):

pt(t, x) − ∆p(t, x) + f(p(t, x))p(t, x) +

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω,

(2.5)

onde p pertence ao espaço L2(Q) que introduziremos no caṕıtulo 7.

O problema de controlabilidade para o sistema (2.5) pode ser formulado como segue:

Definição 2.2.4. (Controlabilidade Nula) Dizemos que o sistema (2.5) é nulamente

controlável em L2(Ω) se, dado T > 0, para todo p0(x) ∈ L2(Ω), existe um controle

u ∈ L2(Qω) tal que a correspondente solução p de (2.5) satisfaz

p(T , x) = 0 em Ω.

Definição 2.2.5. (Controlabilidade Aproximada) Dizemos que o sistema (2.5) é

aproximadamente controlável em L2(Ω) se, dado T > 0, para todo p0(x),pT (x) ∈ L2(Ω) e

ε > 0, existe um controle u ∈ L2(Qω) tal que a correspondente solução p de (2.5) satisfaz

|p(T , x) − pT (x)|L2(Ω) ⩽ ε em Ω.

Definamos a(t, x) := f(p(t, x)) e assuma que o termo a(t, x) seja limitado, isto é,

existe uma constante M > 0 tal que:

|a(t, x)| ⩽M. (2.6)
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Dessa forma, o sistema (2.5) torna-se:

pt(t, x) − ∆p(t, x) + a(t, x)p(t, x) +

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω.

(2.7)

2.3 O Adjunto do Sistema Linearizado

Para o nosso propósito precisamos do sistema adjunto de (2.7) para a partir dele

obtermos uma estimativa do tipo Carleman. Para isto, considere w a variável de estado

adjunta.

Multiplicando por −w(t, x) em ambos os lados da equação em (2.7) e após isso inte-

grando em Q, obtemos:

−

∫
Q

ptwdxdt+

∫
Q

∆pwdxdt−

∫
Q

a(t, x)pwdxdt

−

∫
Q

[ ∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ

]
w(t, x)dxdt = −

∫
Q

χωuwdxdt,

(2.8)

onde acima omitimos a dependência das variáveis (t, x).

• Análise dos termos de (2.8).

Usando integração por partes e como p(0, x) = p0(x) em Ω, segue que:

−

∫
Q

ptwdxdt = −

∫
Ω

[ ∫T
0

ptwdt

]
dx

= −

∫
Ω

[
pw

∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

pwt dt

]
dx

= −

∫
Ω

[
p(T)w(T) − p(0)w(0) −

∫T
0

pwt dt

]
dx

= −

∫
Ω

p(T)w(T)dx+

∫
Ω

p(0)w(0)dx+

∫
Q

pwt dxdt

= −

∫
Ω

p(T)w(T)dx+

∫
Ω

p0(x)w(0)dx+

∫
Q

pwt dxdt

= −
(
p(T),w(T)

)
L2(Ω)

+
(
p0(x),w(0)

)
L2(Ω)

+

∫
Q

pwt dxdt,
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ou seja,

−

∫
Q

ptwdxdt = −
(
p(T),w(T)

)
L2(Ω)

+
(
p0(x),w(0)

)
L2(Ω)

+

∫
Q

pwt dxdt. (2.9)

Também, pela Fórmula de Green e sabendo que p = 0 sobre Σ, encontramos que:∫
Q

∆pwdxdt =

∫T
0

[ ∫
Ω

∆pwdx

]
dt

=

∫T
0

[
−

∫
Ω

∇p∇wdx+
∫
Γ

wpη dΓ

]
dt

=

∫T
0

[( ∫
Ω

p∆wdxdt−

∫
Γ

pwη dΓ

)
+

∫
Γ

wpη dΓ

]
dt

=

∫
Q

p∆wdxdt−

∫
Σ

pwη dΣ+

∫
Σ

wpη dΣ

=

∫
Q

p∆wdxdt+

∫
Σ

wpη dΣ,

isto é, ∫
Q

∆pwdxdt =

∫
Q

p∆wdxdt+

∫
Σ

wpη dΣ. (2.10)

Agora, como w não depende de τ, segue que:

−

∫
Q

[ ∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ

]
w(t, x)dxdt = −

∫
Ω

[ ∫T
0

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)w(t, x)dτdt

]
dx.

(2.11)

Dáı, por uma mudança de variável, temos que:

−

∫
Ω

[ ∫T
0

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)w(t, x)dτdt

]
dx

= −

∫
Ω

[ ∫T
0

∫T
τ

h(t, τ)p(τ, x)w(t, x)dtdτ

]
dx

= −

∫
Ω

[ ∫T
0

∫T
t

h(τ, t)p(t, x)w(τ, x)dτdt

]
dx,

e como p não depende de τ, obtemos:

−

∫
Ω

[ ∫T
0

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)w(t, x)dτdt

]
dx

= −

∫
Ω

∫T
0

[ ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

]
p(t, x)dtdx,

ou seja,

−

∫
Ω

[ ∫T
0

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)w(t, x)dτdt

]
dx = −

∫
Q

[ ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

]
p(t, x)dxdt.

(2.12)
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Assim, de (2.11) e (2.12), resulta que:

−

∫
Q

[ ∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ

]
w(t, x)dxdt = −

∫
Q

[ ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

]
p(t, x)dxdt.

(2.13)

Por conseguinte, substituindo (2.9), (2.10) e (2.13) em (2.8), segue que:

−
(
p(T),w(T)

)
L2(Ω)

+
(
p0(x),w(0)

)
L2(Ω)

+

∫
Q

pwt dxdt+

∫
Q

p∆wdxdt

+

∫
Σ

wpη dΣ−

∫
Q

a(t, x)pwdxdt−

∫
Q

( ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

)
p(t, x)dxdt

= −

∫
Q

χωuwdxdt.

Portanto,

−
(
p(T),w(T)

)
L2(Ω)

+
(
p0(x),w(0)

)
L2(Ω)

+

∫
Q

(
wt + ∆w− a(t, x)w−

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

)
pdxdt+

∫
Σ

wpη dΣ

= −

∫
Q

χωuwdxdt.

(2.14)

Motivados por (2.14) definimos o sistema adjunto associado ao sistema (2.7) como

sendo:

wt(t, x) + ∆w(t, x) − a(t, x)w(t, x) −

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ = f1(t, x) em Q;

w(t, x) = 0 sobre Σ;

w(T , x) = wT (x) em Ω,

(2.15)

onde wT ∈ L2(Ω) e f1 ∈ L2(Q).
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Desigualdade de Carleman

As desigualdades de Carleman são estimativas com peso inicialmente introduzida pelo

matemático Torsten Carleman (veja [5]) para provar a continuação única de um sistema de

Equações Diferenciais Parciais. O uso dessas desigualdades em problemas de controlabi-

lidade ganhou importante destaque após os trabalhos de Fursikov-Imanuvilov (veja [14]).

Embora esta seja uma ferramenta técnica de cálculos extensos que dependem da natureza

de cada problema, a mesma fornece informações sobre o comportamento da solução a

partir de dados referentes a uma pequena parte desse domı́nio. Desse modo, podemos

encontrar uma desigualdade de observabilidade e, como consequência, devido ao Método

da Unicidade de Hilbert (veja [29]), garantir a controlabilidade para o sistema.

Neste caṕıtulo iremos provar a desigualdade de Carleman para o sistema adjunto

(2.15). O seguinte resultado é de extrema importância para o desenvolvimento deste

trabalho, pois ele nos possibilitará definir funções peso que nos auxiliarão na prova da

desigualdade de Carleman.

Lema 3.0.1. (Fursikov-Imanuvilov) Seja ω0 ⊂ ω ⊂ Ω um subconjunto aberto não-

vazio. Então, existe uma função ψ ∈ C2(Ω), tal que

ψ(x) > 0 ∀ x ∈ Ω;

ψ(x) = 0 ∀ x ∈ Γ ;

|∇ψ(x)| > 0 ∀ x ∈ Ω \ω0.

Demonstração: Vide [14].

Usando a função ψ do Lema 3.0.1, introduzimos as funções ϕ,α : Q→ R como segue:

42
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ϕ(t, x) =
eλψ(x)

β(t)
e α(t, x) =

eλψ(x) − e2λ∥ψ∥

β(t)
, (3.1)

onde β(t) = t(T − t), 0 < t < T , λ > 0 uma constante apropriada e ∥ψ∥ = max
x∈Ω

|ψ(x)|.

Note que:

ϕxi = λψxi
eλψ(x)

β(t)
e αxi = λψxi

eλψ(x)

β(t)
,

e assim,

∇ϕ = ∇α = λ

(
eλψ(x)

β(t)

)
∇ψ = λϕ∇ψ. (3.2)

Teorema 3.0.1. (Desigualdade de Carleman) Sejam ϕ e α as funções definidas em

(3.1) e suponha que o núcleo de memória satisfaça (2.2). Então, existem constantes λ0 =

λ0(Ω,ω), s0 = s0(Ω,ω) e C̃ = C̃(Ω,ω) tais que, para qualquer λ > λ0 e s > s0(T + T 2)

a solução do sistema adjunto (2.15) satisfaz:∫
Q

e2sα
[
(sϕ)−1

(
|wt|

2 + |∆w|2 + |HTt ∗w|2
)
+ sλ2ϕ|∇w|2 + s3λ4ϕ3|w|2

]
dxdt

⩽ C̃

(∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
,

(3.3)

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ.

Demonstração:

A prova consiste em quatro etapas elencadas como segue:

1. Etapa 1: Mudança de variáveis;

2. Etapa 2: Análise de certos termos que aparecem na etapa 1;

3. Etapa 3: Retorno às variáveis originais;

4. Etapa 4: Conclusão do teorema.

3.0.1 Etapa 1: Mudança de Variáveis

Considere a mudança de variável

w(t, x) = e−sα(t,x)p(t, x). (3.4)

Derivando (3.4) com respeito à variável t, obtemos:

wt = −sαte
−sαp+ e−sαpt,
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isto é,

wt =
(
− sαtp+ pt

)
e−sα. (3.5)

Por outro lado, derivando (3.4) com respeito à variável xi, encontramos que:

wxi = −sαxie
−sαp+ e−sαpxi . (3.6)

Derivando novamente (3.6) com respeito à variável xi, obtemos:

wxixi =
[
− sαxixi(e

−sαp) − sαxi
(
− sαxie

−sαp+ e−sαpxi
)]

+
[
− sαxie

−sαpxi + e
−sαpxixi

]
= −sαxixie

−sαp+ s2
(
αxi

)2
e−sαp− 2sαxie

−sαpxi + e
−sαpxixi ,

desse modo,

∆w = −s∆αe−sαp+ s2|∇α|2e−sαp− 2se−sα⟨∇α,∇p⟩+ e−sα∆p. (3.7)

Agora, de (3.2), segue que:

∆α = div(∇α)

= div(λϕ∇ψ)

= λ⟨∇ϕ,∇ψ⟩+ λϕdiv(∇ψ)

= λ⟨λϕ∇ψ,∇ψ⟩+ λϕdiv(∇ψ),

ou seja,

∆α = λ2ϕ|∇ψ|2 + λϕ∆ψ. (3.8)

Usando novamente (3.2), vale que:

|∇α|2 = |λϕ∇ψ|2,

e portanto,

|∇α|2 = λ2ϕ2|∇ψ|2. (3.9)

Dessa forma, substituindo (3.8) e (3.9) em (3.7) e usando (3.2) obtemos:

∆w = − s
(
λ2ϕ|∇ψ|2 + λϕ∆ψ

)
e−sαp+ s2

(
λ2ϕ2|∇ψ|2

)
e−sαp

− 2se−sα⟨λϕ∇ψ,∇p⟩+ e−sα∆p,
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isto é,

∆w =
(
− sλ2ϕ|∇ψ|2p− sλϕ∆ψp+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p

− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩+ ∆p
)
e−sα.

(3.10)

Portanto, como w = e−sαp, de (3.5) e (3.10) podemos reescrever a equação em (2.15)

como sendo:

(
− sαtp+ pt

)
e−sα +

(
− sλ2ϕ|∇ψ|2p− sλϕ∆ψp+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p

− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩+ ∆p
)
e−sα − a(t, x)pe−sα −HTt ∗

(
e−sαp

)
= f1,

e como

−sλ2ϕ|∇ψ|2p = −2sλ2ϕ|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p,

então resulta que:

(
− sαtp+ pt

)
e−sα +

[(
− 2sλ2ϕ|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p

)
− sλϕ∆ψp+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p

− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩+ ∆p
]
e−sα − a(t, x)pe−sα −HTt ∗

(
e−sαp

)
= f1.

(3.11)

Multiplicando ambos os lados de (3.11) por esα, obtemos:

(
− sαtp+ pt

)
+
(
− 2sλ2ϕ|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p− sλϕ∆ψp+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p

− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩+ ∆p
)
− a(t, x)p−

(
HTt ∗

(
e−sαp

))
esα = f1e

sα,

ou seja,

pt +
(
− 2sλ2ϕ|∇ψ|2p− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩

)
+
(
∆p+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p

− sαtp
)
= f1e

sα +
(
sλϕ∆ψp+ a(t, x)p+

(
HTt ∗

(
e−sαp

))
esα

)
.

(3.12)

Agora, mostraremos o seguinte resultado:

Afirmação 3.0.1. p(0, x) = p(T , x) = 0 em Ω.

De fato, pelo Lema de Fursikov-Imanuvilov (Lema 3.0.1), temos que ψ(x) > 0,

para todo x ∈ Ω. Assim, para λ > 0

λψ(x) < 2λ||ψ||,
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então,

eλψ − e2λ||ψ|| < 0.

Como β(t) = t(T − t) > 0, para t ∈ (0, T), então

α(t, x) =
eλψ − e2λ||ψ||

β(t)
< 0,

ademais,

lim
t→0

α(t, x) = −∞.

Logo, como p = esαw é cont́ınua e w é limitada, encontramos que:

p(0, x) = lim
t→0

p(t, x) = lim
t→0

esα(t,x)w(t, x) = 0.

Analogamente, obtemos:

p(T , x) = 0.

Portanto,

p(0, x) = p(T , x) = 0 em Ω,

e assim conclúımos a prova da Afirmação 3.0.1 .

Desse modo, usando (3.12) e o resultado da Afirmação 3.0.1, segue que p = esαw é

solução do seguinte sistema:

pt +
(
− 2sλ2ϕ|∇ψ|2p− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩

)
+
(
∆p+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p

− sαtp
)
= f1e

sα +
(
sλϕ∆ψp+ a(t, x)p+

[
HTt ∗

(
e−sαp

)]
esα

)
em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p(T , x) = 0 em Ω.

(3.13)

Agora, considere:

U(t)p = − 2sλ2ϕ|∇ψ|2p− 2sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩,

V(t)p = −
(
∆p+ s2λ2ϕ2|∇ψ|2p+ sλ2ϕ|∇ψ|2p− sαtp

)
,

Z(t)p = sλϕ∆ψp+ a(t, x)p+
[
HTt ∗

(
e−sαp

)]
esα.

(3.14)

Então, podemos reescrever a equação em (3.13) como sendo:

pt +U(t)p− V(t)p = esαf1 + Z(t)p,
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isto é,

pt = e
sαf1 + Z(t)p+ V(t)p−U(t)p. (3.15)

Observe que:

{[
V(t)p

]
p
}
t

=
[
V(t)p

]
t
p+

[
V(t)p

]
pt

=
[
Vt(t)p+ V(t)pt

]
p+

[
V(t)p

]
pt,

ou seja, {[
V(t)p

]
p
}
t

=
[
Vt(t)p

]
p+

[
V(t)pt

]
p+

[
V(t)p

]
pt. (3.16)

Integrando (3.16) em Ω, obtemos:∫
Ω

{[
V(t)p

]
p
}
t
dx =

∫
Ω

[
Vt(t)p

]
pdx+

∫
Ω

[
V(t)pt

]
pdx+

∫
Ω

[
V(t)p

]
pt dx.

(3.17)

O seguinte resultado é válido:

Afirmação 3.0.2.

∫
Ω

[
V(t)pt

]
pdx =

∫
Ω

[
V(t)p

]
pt dx.

Com efeito, por um lado temos que:

[
V(t)p

]
t
p =

[
Vt(t)p

]
p+

[
V(t)pt

]
p,

e por outro lado, de (3.14), segue que:

[
V(t)p

]
t
p =

(
− ∆p− s2λ2ϕ2|∇ψ|2p− sλ2ϕ|∇ψ|2p+ sαtp

)
t
p

=
[
−
(
∆p

)
t
− s2λ2|∇ψ|2

(
ϕ2p

)
t
− sλ2|∇ψ|2

(
ϕp

)
t
+ s

(
αtp

)
t

]
p

=
[
− ∆pt − s

2λ2|∇ψ|2
(
2ϕϕtp+ ϕ

2pt
)
− sλ2|∇ψ|2

(
ϕtp+ ϕpt

)
+ s

(
αttp+ αtpt

)]
p

=
(
− 2s2λ2ϕϕt|∇ψ|2p− sλ2ϕt|∇ψ|2p+ sαttp

)
p

+
(
− ∆pt − s

2λ2ϕ2|∇ψ|2pt − sλ2ϕ|∇ψ|2pt + sαtpt
)
p

=
[
Vt(t)p

]
p+

[
V(t)pt

]
p,

onde [
Vt(t)p

]
p =

(
− 2s2λ2ϕϕt|∇ψ|2p− sλ2ϕt|∇ψ|2p+ sαttp

)
p (3.18)
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e [
V(t)pt

]
p =

(
− ∆pt − s

2λ2ϕ2|∇ψ|2pt − sλ2ϕ|∇ψ|2pt + sαtpt
)
p. (3.19)

Note que, para (t, x) sobre Σ, vale que:

pt(t, x) = lim
h→0

p(t+ h, x) − p(t, x)

h
= lim
h→0

0− 0

h
= 0,

ou seja,

pt = 0 sobre Σ. (3.20)

Portanto, pela Fórmula de Green e sabendo de (3.13) e (3.20), temos que:

−

∫
Ω

∆ptpdx =

∫
Ω

∇p∇pt dx−
∫
Σ

p
(
pt
)
η
dΣ

=

∫
Ω

∇p∇pt dx

=

∫
Ω

∇p∇pt dx−
∫
Σ

ptpη dΣ

= −

∫
Ω

∆ppt dx,

isto é,

−

∫
Ω

∆ptpdx = −

∫
Ω

∆ppt dx. (3.21)

Por conseguinte, de (3.19) e (3.21), deduzimos que:

∫
Ω

[
V(t)pt

]
pdx

=

∫
Ω

(
− ∆pt − s

2λ2ϕ2|∇ψ|2pt − sλ2ϕ|∇ψ|2pt + sαtpt
)
pdx

= −

∫
Ω

∆ptpdx+

∫
Ω

(
− s2λ2ϕ2|∇ψ|2ptp− sλ2ϕ|∇ψ|2ptp+ sαtptp

)
dx

= −

∫
Ω

∆ppt dx+

∫
Ω

(
− s2λ2ϕ2|∇ψ|2ptp− sλ2ϕ|∇ψ|2ptp+ sαtptp

)
dx

=

∫
Ω

(
− ∆p− s2λ2ϕ2|∇ψ|2p− sλ2ϕ|∇ψ|2p+ sαtp

)
pt dx

=

∫
Ω

[
V(t)p

]
pt dx,

isto é, ∫
Ω

[
V(t)pt

]
pdx =

∫
Ω

[
V(t)p

]
pt dx, (3.22)

e assim conclúımos a prova da Afirmação 3.0.2.
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Agora, de (3.15), (3.17) e pela Afirmação 3.0.2 resulta que:∫
Ω

{[
V(t)p

]
p
}
t
dx

=

∫
Ω

[
Vt(t)p

]
pdx+

∫
Ω

2
[
V(t)p

]
pt dx

=

∫
Ω

[
Vt(t)p

]
pdx+

∫
Ω

2
[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p+ V(t)p−U(t)p

]
dx,

ou seja,∫
Ω

{[
V(t)p

]
p
}
t
dx =

∫
Ω

[
Vt(t)p

]
pdx+ 2

∫
Ω

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dx

+ 2

∫
Ω

∣∣V(t)p∣∣2 dx− 2

∫
Ω

[
V(t)p

][
U(t)p

]
dx.

(3.23)

Então, integrando (3.23) de 0 a T , obtemos:∫T
0

∫
Ω

{[
V(t)p

]
p
}
t
dxdt =

∫
Q

[
Vt(t)p

]
pdxdt+ 2

∫
Q

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dxdt

+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt+ 2

{
−

∫
Q

[
V(t)p

][
U(t)p

]
dxdt

}
,

e como∫T
0

∫
Ω

{[
V(t)p

]
p
}
t
dxdt =

∫
Ω

{∫T
0

{[
V(t)p

]
p
}
t
dt

}
dx =

∫
Ω

{[
V(t)p

]
p

∣∣∣∣T
0

}
dx = 0,

pois p(0, x) = p(T , x) = 0 em Ω (veja a Afirmação 3.0.1), encontramos:

0 =

∫
Q

[
Vt(t)p

]
pdxdt+ 2

∫
Q

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dxdt+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt
+ 2

{
−

∫
Q

[
V(t)p

][
U(t)p

]
dxdt

}
,

isto é,

2

{
−

∫
Q

[
V(t)p

][
U(t)p

]
dxdt

}
+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt
= −

∫
Q

[
Vt(t)p

]
pdxdt− 2

∫
Q

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dxdt.

(3.24)

Considere:

X = −

∫
Q

[
V(t)p

][
U(t)p

]
dxdt,

X1 =

∣∣∣∣ ∫
Q

[
Vt(t)p

]
pdxdt

∣∣∣∣,
X2 =

∣∣∣∣2 ∫
Q

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dxdt

∣∣∣∣.
(3.25)
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Logo, de (3.24) segue a desigualdade:

2X+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt ⩽ X1 + X2. (3.26)

Vamos analisar os termos X1 e X2 em (3.25).

• Análise dos Termos X1 e X2

Inicialmente, note que, como ψ(x) > 0 para todo x ∈ Ω (Lema 3.0.1), então:

||ψ||−ψ(x) < ||ψ||,

implicando em

2λ||ψ||− 2λψ(x) < 2λ||ψ||,

donde

e2λ||ψ||−2λψ(x) < e2λ||ψ||. (3.27)

Note também que, como

β(t) = t(T − t),

então

β ′(t) = T − 2t. (3.28)

Para obtermos as próximas estimativas, considere:

C0 = max
{
|T − 2t|, |T − 2t||1+ e2λ||ψ|||,

(
2|β(t)|+ 2|T − 2t|2

)(
1+ e2λ||ψ||

)}
.

Agora, pela definição de ϕ e usando (3.28), resulta que:

|ϕt| =

∣∣∣∣( eλψβ(t)
)
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−eλψβ ′(t)

β(t)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−eλψ(T − 2t)

β(t)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−eλψ(T − 2t)

β(t)2
eλψ

eλψ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−(T − 2t)

eλψ

(
eλψ

β(t)

)2∣∣∣∣
=

|T − 2t|

eλψ
ϕ2

⩽ |T − 2t|ϕ2

⩽ C0ϕ
2.
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Assim,

|ϕt| ⩽ C0ϕ
2. (3.29)

Também, pela definição de α e usando (3.27) e (3.28), segue que:

|αt| =

∣∣∣∣(eλψ − e2λ||ψ||

β(t)

)
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
β ′(t)

β(t)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
(T − 2t)

β(t)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
(T − 2t)

β(t)2
e2λψ

e2λψ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
(T − 2t)

e2λψ

(
eλψ

β(t)

)2∣∣∣∣
= |T − 2t|

∣∣∣∣ 1

eλψ
− e2λ||ψ||−2λψ

∣∣∣∣ϕ2

⩽ |T − 2t|

∣∣∣∣ 1

eλψ
+ e2λ||ψ||−2λψ

∣∣∣∣ϕ2

⩽ |T − 2t||1+ e2λ||ψ|||ϕ2

⩽ C0ϕ
2,

ou seja,

|αt| ⩽ C0ϕ
2. (3.30)

Além disso, pela definição de ϕ e usando (3.27) e (3.28), obtemos:

|αtt| =
∣∣(αt)t∣∣

=

∣∣∣∣(−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
β ′(t)

β(t)2

)
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−
(
eλψ − e2λ||ψ||

)
β ′′(t)β(t)2 +

(
eλψ − e2λ||ψ||

)
2β(t)β ′(t)2

β(t)4

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−β ′′(t)β(t)2 + 2β(t)β ′(t)2

β(t)4
(
eλψ − e2λ||ψ||

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−β ′′(t)β(t) + 2β ′(t)2

β(t)3
(
eλψ − e2λ||ψ||

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−β ′′(t)β(t) + 2(T − 2t)2

β(t)3
(
eλψ − e2λ||ψ||

)∣∣∣∣,
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e como −β ′′(t)β(t) ⩽ 2β(t), segue que:

|αtt| ⩽

∣∣∣∣2β(t) + 2(T − 2t)2

β(t)3
(
eλψ − e2λ||ψ||

)∣∣∣∣,
=

∣∣∣∣2β(t) + 2(T − 2t)2

β(t)3
(
eλψ − e2λ||ψ||

)e3λψ
e3λψ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2β(t) + 2(T − 2t)2

eλψ
eλψ − e2λ||ψ||

e2λψ

(
eλψ

β(t)

)3∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2β(t) + 2|T − 2t|2

eλψ

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||

e2λψ

∣∣∣∣ϕ3

⩽
(
2|β(t)|+ 2|T − 2t|2

)∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||

e2λψ

∣∣∣∣ϕ3

⩽
(
2|β(t)|+ 2|T − 2t|2

)(
1+ e2λ||ψ||

)
ϕ3

⩽ C0ϕ
3,

isto é,

|αtt| ⩽ C0ϕ
3. (3.31)

Portanto, temos:

|ϕt| ⩽ C0ϕ
2, |αt| ⩽ C0ϕ

2 e |αtt| ⩽ C0ϕ
3, (3.32)

onde C0 = max
{
|T − 2t|, |T − 2t||1+ e2λ||ψ|||,

(
2|β(t)|+ 2|T − 2t|2

)(
1+ e2λ||ψ||

)}
, ou seja,

C0 = C0(Ω,ω, T , λ).

Observe que, como ψ ∈ C2(Ω), com Ω limitado, então existe uma constante C0 > 0

tal que

|∇ψ|2 ⩽ C0. (3.33)

Assim, de (3.18), (3.32) e (3.33), e usando a Desigualdade de Minkowski (Teorema 1.2.4),

encontramos que:

X1 =

∣∣∣∣ ∫
Q

[
Vt(t)p

]
pdxdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Q

(
− 2s2λ2ϕϕt|∇ψ|2p2 − sλ2ϕt|∇ψ|2p2 + sαttp2

)
dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Q

2s2λ2ϕ|ϕt||∇ψ|2p2 dxdt+
∫
Q

sλ2|ϕt||∇ψ|2p2 dxdt +
∫
Q

s|αtt|p
2 dxdt

⩽
∫
Q

2s2λ2ϕ(C0ϕ
2C0)p

2 dxdt+

∫
Q

sλ2(C0ϕ
2C0)p

2 dxdt +

∫
Q

s(C0ϕ
3)p2 dxdt,
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isto é,

X1 ⩽ 2C0C0

∫
Q

s2λ2ϕ3p2 dxdt+ C0C0

∫
Q

sλ2ϕ2p2 dxdt + C0

∫
Q

sϕ3p2 dxdt.

Tomando C1 = C1(Ω,ω, T , λ) = max
{
2C0C0,C0C0,C0

}
na última expressão, segue que:

X1 ⩽ C1

( ∫
Q

s2λ2ϕ3p2 dxdt+

∫
Q

sλ2ϕ2p2 dxdt +

∫
Q

sϕ3p2 dxdt

)
,

ou seja,

X1 ⩽ C1

∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3

)
p2dxdt. (3.34)

Agora, usando as Desigualdades de Minkowski e de Young (Teorema 1.2.1), obtemos:

X2 =

∣∣∣∣2 ∫
Q

[
V(t)p

][
esαf1 + Z(t)p

]
dxdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2 ∫
Q

[
V(t)p

]
esαf1 dxdt+ 2

∫
Q

[
V(t)p

]
Z(t)pdxdt

∣∣∣∣
⩽ 2

∫
Q

(∣∣V(t)p∣∣)(esα∣∣f1∣∣)dxdt+ 2

∫
Q

(∣∣V(t)p∣∣)(∣∣Z(t)p∣∣)dxdt
⩽ 2

∫
Q

1

2

(∣∣V(t)p∣∣)2 dxdt+ 2

∫
Q

1

2

(
esα

∣∣f1∣∣)2 dxdt
+ 2

∫
Q

1

2

(∣∣V(t)p∣∣)2 dxdt+ 2

∫
Q

1

2

(∣∣Z(t)p∣∣)2 dxdt
=

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt+ ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2 dxdt+ ∫

Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt+ ∫
Q

∣∣Z(t)p∣∣2 dxdt,
isto é,

X2 ⩽ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt+ ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2 dxdt+ ∫

Q

∣∣Z(t)p∣∣2 dxdt. (3.35)

Observe que, como ψ ∈ C2(Ω), com Ω limitado, então existe uma constante positiva

C1 = C1(Ω,ω) tal que

|∆ψ|2 ⩽ C1. (3.36)

Assim, de (2.6), (3.14) e (3.36), e usando as Desigualdades de Minkowski e de Young,
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segue que:∫
Q

∣∣Z(t)p∣∣2dxdt
=

∫
Q

∣∣sλϕ∆ψp+ a(t, x)p+ [
HTt ∗

(
e−sαp

)]
esα

∣∣2dxdt
⩽

∫
Q

(∣∣sλϕ∆ψp+ a(t, x)p∣∣+ ∣∣[HTt ∗ (e−sαp)]esα∣∣)2

dxdt

⩽ 2

∫
Q

∣∣sλϕ∆ψp+ a(t, x)p∣∣2dxdt+ 2

∫
Q

∣∣[HTt ∗ (e−sαp)]esα∣∣2dxdt
⩽ 4

∫
Q

∣∣sλϕ∆ψp∣∣2dxdt+ 4

∫
Q

∣∣a(t, x)p∣∣2dxdt+ 2

∫
Q

∣∣[HTt ∗ (e−sαp)]esα∣∣2dxdt
= 4

∫
Q

s2λ2ϕ2
∣∣∆ψ∣∣2p2dxdt+ 4

∫
Q

∣∣a(t, x)∣∣2p2dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt,

ou seja,∫
Q

∣∣Z(t)p∣∣2dxdt
⩽ 4C1

∫
Q

s2λ2ϕ2p2dxdt+ 4M2

∫
Q

p2dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt.

Tomando C2 = C2(Ω,ω) = max
{
4C1, 4M

2, 2
}
na última expressão, temos que:∫

Q

∣∣Z(t)p∣∣2dxdt ⩽ C2

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt). (3.37)

Agora, substituindo (3.37) em (3.35), obtemos:

X2 ⩽ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2 dxdt+ ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2 dxdt

+C2

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt).

(3.38)

Dessa forma, de (3.26), (3.34) e (3.38), resulta que:

2X+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2dxdt
⩽ C1

∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3

)
p2dxdt+ 2

∫
Q

∣∣V(t)p∣∣2dxdt+ ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt

+C2

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt),

isto é,

2X ⩽ C1

∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt

+C2

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt),
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e assim,

X ⩽
C1

2

∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3

)
p2dxdt+

1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt

+
C2

2

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt).

Portanto, tomando C3 = C3(Ω,ω, T , λ) = max

{
C1

2
,
C2

2

}
na última estimativa, con-

clúımos que:

X ⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C3

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3 + s2λ2ϕ2 + 1

)
p2dxdt

+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt).

(3.39)

3.0.2 Etapa 2: Análise dos Termos de X

De (3.25) e (3.14) temos que:

X = −2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2p∆pdxdt− 2

∫
Q

sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩∆pdxdt

− 2

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt

− 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt

+ 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λϕαt⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt

=

(
− 2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2p∆pdxdt
)
+

(
− 2

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt

− 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt
)
+

(
− 2

∫
Q

sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩∆pdxdt
)

+

(
− 2

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt− 2

∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt
)

+

(
2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λϕαt⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt
)
.
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Considere:

M1 = −2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2p∆pdxdt;

M2 = −2

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt;

M3 = −2

∫
Q

sλϕ⟨∇ψ,∇p⟩∆pdxdt;

M4 = −2

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt− 2

∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt;

M5 = 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λϕαt⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt.

Dessa maneira, podemos escrever

X =M1 +M2 +M3 +M4 +M5. (3.40)

Vamos analisar cada termo Mi, para i = 1, 2, 3, 4, 5.

• ANÁLISE DE M1

Pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo que p = 0 sobre Σ, obtemos:

M1 = −2

∫
Q

sλ2
(
ϕ|∇ψ|2p

)(
∆p

)
dxdt

= 2

∫
Q

sλ2
〈
∇
(
ϕ|∇ψ|2p

)
,∇p

〉
dxdt− 2

∫
Σ

sλ2ϕ|∇ψ|2ppη dΣ

= 2

∫
Q

sλ2
〈
∇
(
ϕ|∇ψ|2p

)
,∇p

〉
dxdt,

e como

∇
(
ϕ|∇ψ|2p

)
= ∇ϕ

(
|∇ψ|2p

)
+ ϕ∇

(
|∇ψ|2p

)
= ∇ϕ|∇ψ|2p+ ϕ∇

(
|∇ψ|2

)
p+ ϕ|∇ψ|2∇p,

segue de (3.2) que:

M1 = 2

∫
Q

sλ2
〈(
∇ϕ|∇ψ|2p+ ϕ∇

(
|∇ψ|2

)
p+ ϕ|∇ψ|2∇p

)
,∇p

〉
dxdt

= 2

∫
Q

sλ2
〈
∇ϕ|∇ψ|2p,∇p

〉
dxdt+ 2

∫
Q

sλ2
〈
ϕ∇

(
|∇ψ|2

)
p,∇p

〉
dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2
〈
ϕ|∇ψ|2∇p,∇p

〉
dxdt

= 2

∫
Q

sλ2
〈(
λϕ∇ψ

)
|∇ψ|2p,∇p

〉
dxdt+ 2

∫
Q

sλ2
〈
ϕ∇

(
|∇ψ|2

)
p,∇p

〉
dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2
〈
ϕ|∇ψ|2∇p,∇p

〉
dxdt,
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ou seja,

M1 = 2

∫
Q

sλ3ϕ|∇ψ|2
〈
∇ψ,∇p

〉
pdxdt+ 2

∫
Q

sλ2ϕ
〈
∇
(
|∇ψ|2

)
,∇p

〉
pdxdt

+ 2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt.
(3.41)

Note que, como ψ ∈ C2(Ω), com Ω limitado, então existe uma constante C2 =

C2(Ω,ω) > 0 tal que

|∇ψ|4 ⩽ C2. (3.42)

Assim, de (3.42) e pelas Desigualdades de Minkowski (Teorema 1.2.4), Cauchy-Schwarz

(Teorema 1.1.1) e de Young (Teorema 1.2.1), obtemos:∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ3ϕ|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt
∣∣∣∣

⩽ 2

∫
Q

sλ3ϕ|∇ψ|2|∇ψ||∇p||p|dxdt

= 2

∫
Q

sϕ
(
2λ2|∇ψ|2|p|

)(λ
2
|∇ψ||∇p|

)
dxdt

⩽ 2

∫
Q

sϕ
1

2

(
2λ2|∇ψ|2|p|

)2
dxdt+ 2

∫
Q

sϕ
1

2

(
λ

2
|∇ψ||∇p|

)2

dxdt,

isto é, ∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ3ϕ|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt
∣∣∣∣ ⩽ 4C2

∫
Q

sλ4ϕ|p|2 dxdt

+
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt

e assim,

2

∫
Q

sλ3ϕ|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt ⩾ −4C2

∫
Q

sλ4ϕ|p|2 dxdt

−
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt.
(3.43)

Além disso, veja que:

∇
(
|∇ψ|2

)
= ∇

(
|∇ψ||∇ψ|

)
= ∇

(
|∇ψ|

)
|∇ψ|+ |∇ψ|∇

(
|∇ψ|

)
,

ou seja,

∇
(
|∇ψ|2

)
= 2|∇ψ|∇

(
|∇ψ|

)
. (3.44)
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Posto isso, como ψ ∈ C2(Ω), com Ω limitado, então existe uma constante C3 =

C3(Ω,ω) > 0 tal que
∣∣∇(

|∇ψ|
)∣∣ ⩽ C3 e pelas Desigualdades de Minkowski, Cauchy-

Schwarz e de Young, vale que:∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ2ϕ
〈
∇
(
|∇ψ|2

)
,∇p

〉
pdxdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ2ϕ
〈
2|∇ψ|∇

(
|∇ψ|

)
,∇p

〉
pdxdt

∣∣∣∣
⩽ 2

∫
Q

sλ2ϕ2|∇ψ|
∣∣∇(

|∇ψ|
)∣∣|∇p||p|dxdt

= 2

∫
Q

sλ2ϕ

(
4
∣∣∇(

|∇ψ|
)∣∣|p|)(1

2
|∇ψ||∇p|

)
dxdt

⩽ 2

∫
Q

sλ2ϕ
1

2

(
4
∣∣∇(

|∇ψ|
)∣∣|p|)2

dxdt+ 2

∫
Q

sλ2ϕ
1

2

(
1

2
|∇ψ||∇p|

)2

dxdt,

isto é, ∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ2ϕ
〈
∇
(
|∇ψ|2

)
,∇p

〉
pdxdt

∣∣∣∣ ⩽ 16C3

∫
Q

sλ2ϕ|p|2 dxdt

+
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt,

e assim,

2

∫
Q

sλ2ϕ
〈
∇
(
|∇ψ|2

)
,∇p

〉
pdxdt ⩾ −16C3

∫
Q

sλ2ϕ|p|2 dxdt

−
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt.
(3.45)

Agora, de (3.41), (3.43) e (3.45), deduzimos que:

M1 ⩾

(
− 4C2

∫
Q

sλ4ϕ|p|2 dxdt−
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt
)

+

(
− 16C3

∫
Q

sλ2ϕ|p|2 dxdt−
1

4

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt
)

+ 2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt,

logo,

M1 ⩾ −4C2

∫
Q

sλ4ϕ|p|2 dxdt− 16C3

∫
Q

sλ2ϕ|p|2 dxdt+
3

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt.

Portanto, tomando C4 = C4(Ω,ω) = max
{
4C2, 16C3

}
, segue que:

M1 ⩾
3

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− C4

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt. (3.46)



Desigualdade de Carleman 59

• ANÁLISE DE M3

Pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4), encontramos:

M3 = −2

∫
Q

sλ
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
∆pdxdt

= 2

∫
Q

sλ
〈
∇
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
,∇p

〉
dxdt− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉
pη dΣ,

agora como

pη =
〈
∇p,η

〉
,

podemos escrever:

M3 = 2

∫
Q

sλ
〈
∇
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
,∇p

〉
dxdt− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ. (3.47)

Veja que, como

∇
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
= ∇ϕ

〈
∇ψ,∇p⟩+ ϕ∇

(
⟨∇ψ,∇p⟩

)
=

(
λϕ∇ψ

)〈
∇ψ,∇p⟩+ ϕ∇

(
⟨∇ψ,∇p⟩

)
= λϕ

〈
∇ψ,∇p⟩∇ψ+ ϕ∇

( n∑
i=1

ψxipxi

)
= λϕ

〈
∇ψ,∇p⟩∇ψ+ ϕξ,

onde ξ = (ξ1, ..., ξn), com

ξj =

( n∑
i=1

ψxipxi

)
xj

=

n∑
i=1

ψxixjpxi +

n∑
i=1

ψxipxixj , j = 1, ...,n,

(3.48)

então 〈
∇
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
,∇p

〉
=

〈
λϕ

〈
∇ψ,∇p

〉
∇ψ+ ϕξ,∇p

〉
= λϕ

〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇ψ,∇p

〉
+ ϕ

〈
ξ,∇p

〉
,

isto é, 〈
∇
(
ϕ
〈
∇ψ,∇p

〉)
,∇p

〉
= λϕ

〈
∇ψ,∇p

〉2
+ ϕ

〈
ξ,∇p

〉
. (3.49)
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Assim, substituindo (3.49) em (3.47), obtemos:

M3 = 2

∫
Q

sλ
(
λϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 + ϕ⟨ξ,∇p⟩

)
dxdt− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ

= 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

∫
Q

sλϕ⟨ξ,∇p⟩dxdt

− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ

= 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
j=1

∫
Q

sλϕξjpxj dxdt

− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ,

e assim de (3.48) segue que:

M3 = 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt

+ 2

n∑
j=1

∫
Q

sλϕ

( n∑
i=1

ψxixjpxi +

n∑
i=1

ψxipxixj

)
pxj dxdt

− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ

= 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxipxixjpxj dxdt− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ,

ou seja,

M3 = 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxipxixjpxj dxdt− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ.

(3.50)

Considere:

Nij = 2

∫
Q

sλϕψxipxixjpxj dxdt.

Como

pxixjpxj =
1

2

((
pxj

)2)
xi
,

então podemos reescrever

Nij =

∫
Q

sλϕψxi

((
pxj

)2)
xi
dxdt.
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Observe que, por um lado, pelo Teorema de Gauss-Green (Teorema 1.6.1), obtemos:

∫
Q

(
sλϕψxi

(
pxj

)2)
xi

dxdt =

∫
Σ

sλϕψxi
(
pxj

)2
ηi dΣ (3.51)

e por outro lado, vale que:∫
Q

(
sλϕψxi

(
pxj

)2)
xi

dxdt

=

∫
Q

sλϕxi

(
ψxi

(
pxj

)2)
dxdt+

∫
Q

sλϕ
(
ψxi

(
pxj

)2)
xi
dxdt

=

∫
Q

sλϕxiψxi
(
pxj

)2
dxdt+

∫
Q

sλϕψxixi
(
pxj

)2
dxdt+

∫
Q

sλϕψxi

((
pxj

)2)
xi
dxdt,

isto é,∫
Q

(
sλϕψxi

(
pxj

)2)
xi

dxdt =

∫
Q

sλϕxiψxi
(
pxj

)2
dxdt+

∫
Q

sλϕψxixi
(
pxj

)2
dxdt

+Nij.

(3.52)

Combinando (3.51) e (3.52), resulta que:

∫
Σ

sλϕψxi
(
pxj

)2
ηi dΣ =

∫
Q

sλϕxiψxi
(
pxj

)2
dxdt+

∫
Q

sλϕψxixi
(
pxj

)2
dxdt+Nij,

ou seja,

Nij = −

∫
Q

sλϕxiψxi
(
pxj

)2
dxdt−

∫
Q

sλϕψxixi
(
pxj

)2
dxdt+

∫
Σ

sλϕψxi
(
pxj

)2
ηi dΣ.

(3.53)

De (3.2) segue que:

ϕxi = λϕψxi ,

e assim,

sλϕxiψxi = sλ
2ϕ

(
ψxi

)2
. (3.54)

Dáı, substituindo (3.54) em (3.53), encontramos que:

Nij = −

∫
Q

sλ2ϕ
(
ψxi

)2(
pxj

)2
dxdt−

∫
Q

sλϕψxixi
(
pxj

)2
dxdt

+

∫
Σ

sλϕψxi
(
pxj

)2
ηi dΣ,
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donde
n∑
i,j=1

Nij = −

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−
∫
Q

sλϕ∆ψ|∇p|2 dxdt

+

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ.

(3.55)

Substituindo (3.55) em (3.50), obtemos:

M3 = 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

−

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−
∫
Q

sλϕ∆ψ|∇p|2 dxdt

+

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ− 2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ.

(3.56)

Agora, mostraremos o seguinte resultado:

Afirmação 3.0.3.

−2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ = −2

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ. (3.57)

Com efeito, como Γ é a fronteira de Ω ⊂ Rn de classe C2, então Γ é uma superf́ıcie

de dimensão n − 1 e assim, para x ∈ Γ , o espaço tangente Tx(Γ) tem dimensão n − 1, e

portanto:

dim
{(
Tx(Γ)

)⊥}
= 1.

Dáı, podemos concluir que (Tx(Γ)
)⊥

é o espaço gerado pelo vetor η(x). Agora, fixando

t ∈ (0, T) e considerando p(x) = p(t, x), segue pelas definições das funções ψ e p que:

ψ|Γ = 0 e p|Γ = 0,

e assim,

⟨∇ψ(x), v⟩ = 0 e ⟨∇p(x), v⟩ = 0 ∀ v ∈ Tx(Γ) e ∀ x ∈ Γ .

Dessa forma, obtemos que ∇ψ(x),∇p(x) ∈
(
Tx(Γ)

)⊥
e como |η(x)| = 1, resulta que:

∇ψ = η⟨∇ψ,η⟩ em Γ ;

∇p = η⟨∇p,η⟩ em Γ ,

donde 
∇ψ = η⟨∇ψ,η⟩ em Γ ;

⟨∇p,η⟩2 = |∇p|2 em Γ .

(3.58)
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De (3.58) vale que:

⟨∇ψ,∇p⟩⟨∇p,η⟩ = ⟨η⟨∇ψ,η⟩,∇p⟩⟨∇p,η⟩

= ⟨∇ψ,η⟩⟨η,∇p⟩⟨∇p,η⟩

= ⟨∇ψ,η⟩⟨∇p,η⟩2

= ⟨∇ψ,η⟩|∇p|2,

e consequentemente,

−2

∫
Σ

sλϕ
〈
∇ψ,∇p

〉〈
∇p,η

〉
dΣ = −2

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ,

concluindo a prova da Afirmação 3.0.3.

Substituindo (3.57) em (3.56), encontramos que:

M3 = 2

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

−

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−
∫
Q

sλϕ∆ψ|∇p|2 dxdt

−

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ,

isto é,

M3 =

∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

+

∫
Q

sλ2ϕ
(
⟨∇ψ,∇p⟩2 − |∇ψ|2|∇p|2

)
dxdt−

∫
Q

sλϕ∆ψ|∇p|2 dxdt

−

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ.

Considere:

N = −

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ,

vamos verificar que N é positivo.

De fato, como η é o vetor normal exterior a Γ , então dado x ∈ Γ e h < 0, com h

suficientemente pequeno, temos que x + hη ∈ Ω. Contudo, por definição, ψ(x) > 0 para
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todo x ∈ Ω, em particular ψ(x+hη) > 0. Posto isso, dado x ∈ Γ , como ψ(x) = 0 obtemos:

⟨∇ψ,η⟩ = ψη(x)

= lim
h→0−

ψ(x+ hη) −ψ(x)

h

= lim
h→0−

ψ(x+ hη)

h

< 0,

e portanto,

N = −

∫
Σ

sλϕ|∇p|2⟨∇ψ,η⟩dΣ > 0. (3.59)

Além disso, como ψ ∈ C2(Ω), com Ω limitado, então existem constantes C4 =

C4(Ω,ω) > 0 e C5 = C5(Ω,ω) > 0 tais que

|ψxixj | ⩽ C4 e |∆ψ| ⩽ C5. (3.60)

Assim, de (3.59), (3.60) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

obtemos:

|M3 −N| =

∣∣∣∣ ∫
Q

sλ2ϕ⟨∇ψ,∇p⟩2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕψxixjpxipxj dxdt

+

∫
Q

sλ2ϕ
(
⟨∇ψ,∇p⟩2 − |∇ψ|2|∇p|2

)
dxdt−

∫
Q

sλϕ∆ψ|∇p|2 dxdt
∣∣∣∣

⩽
∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+ 2

n∑
i,j=1

∫
Q

sλϕ|ψxixj ||pxi ||pxj |dxdt

+

∫
Q

sλ2ϕ
(
|∇ψ|2|∇p|2 − |∇ψ|2|∇p|2

)
dxdt+

∫
Q

sλϕ|∆ψ||∇p|2 dxdt

⩽
∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+ 2n2C4

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

+C5

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

⩽
∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
(
2n2C4 + C5

) ∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt,

ou seja,

|M3 −N| ⩽
∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+ Ĉ0

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt,

onde Ĉ0 = Ĉ0(Ω,ω) = 2n2C4 + C5, e assim

M3 −N ⩾ −

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− Ĉ0

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt,



Desigualdade de Carleman 65

e como N > 0, então

M3 ⩾ −

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− Ĉ0

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt. (3.61)

Por conseguinte, somando (3.46) com (3.61), encontramos que:

M1 +M3 ⩾
3

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− C4

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt

−

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− Ĉ0

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

e tomando C5 = C5(Ω,ω) = max
{
C4, Ĉ0

}
, conclúımos que:

M1 +M3 ⩾
1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− C5

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt

−C5

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt.
(3.62)

• ANÁLISE DE M4

Inicialmente, vamos mostrar que a afirmação seguinte é verdadeira:

Afirmação 3.0.4. 2∇pp = ∇p2.

De fato, como p = esαw, então p2 = e2sαw2. Assim, temos que:

pxi = sαxie
sαw+ esαwxi = sαxip+ e

sαwxi ,

e portanto,

∇p = s∇αp+ esα∇w.

Também, temos que:

(
p2
)
xi

= 2sαxie
2sαw2 + 2e2sαwwxi

= 2sαxi
(
esαw

)2
+ 2esαwxi

(
esαw

)
= 2sαxip

2 + 2esαwxip,

e então,

∇p2 = 2s∇αp2 + 2esα∇wp = 2
(
s∇αp+ 2esα∇w

)
p = 2∇pp,
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ou seja,

2∇pp = ∇p2,

e assim conclúımos a prova da Afirmação 3.0.4.

Além disso, observe que, como

ϕ2 =
e2λψ

β(t)2
e ϕ3 =

e3λψ

β(t)3
,

então, (
ϕ2

)
xi

= 2λψxi
e2λψ

β(t)2
= 2λψxiϕ

2,

e de forma análoga conclúımos que:

(
ϕ3

)
xi

= 3λψxiϕ
3.

Portanto,

∇ϕ2 = 2λϕ2∇ψ e ∇ϕ3 = 3λϕ3∇ψ. (3.63)

Posto isso, passamos para a análise de M4. Temos que:

M4 = −2

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt− 2

∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt

= −

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ, 2∇pp⟩dxdt−
∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ, 2∇pp⟩dxdt

e pela Afirmação 3.0.4, segue que:

M4 = −

∫
Q

s3λ3ϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p2⟩dxdt−
∫
Q

s2λ3ϕ2|∇ψ|2⟨∇ψ,∇p2⟩dxdt

= s3λ3
(
−

∫
Q

⟨ϕ3|∇ψ|2∇ψ,∇p2⟩dxdt
)
+ s2λ3

(
−

∫
Q

⟨ϕ2|∇ψ|2∇ψ,∇p2⟩dxdt
)
.

Dáı, considere:

A = −

∫
Q

⟨ϕ3|∇ψ|2∇ψ,∇p2⟩dxdt

e

B = −

∫
Q

⟨ϕ2|∇ψ|2∇ψ,∇p2⟩dxdt.
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Agora, usando (3.63), obtemos que:

div
(
p2
(
ϕ3|∇ψ|2∇ψ

))
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ p2div

(
ϕ3|∇ψ|2∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ p2⟨∇ϕ3, |∇ψ|2∇ψ⟩

+p2ϕ3div
(
|∇ψ|2∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ p2⟨∇ϕ3, |∇ψ|2∇ψ⟩

+p2ϕ3⟨∇
(
|∇ψ|2

)
,∇ψ⟩+ p2ϕ3|∇ψ|2div

(
∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ p2⟨3λϕ3∇ψ, |∇ψ|2∇ψ⟩

+p2ϕ3⟨∇
(
|∇ψ|2

)
,∇ψ⟩+ p2ϕ3|∇ψ|2div

(
∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ 3λϕ3|∇ψ|2⟨∇ψ,∇ψ⟩p2

+p2ϕ3⟨∇
(
|∇ψ|2

)
,∇ψ⟩+ p2ϕ3|∇ψ|2div

(
∇ψ

)
,

ou seja,

div
(
p2ϕ3|∇ψ|2∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩+ 3λϕ3|∇ψ|4p2 + p2ϕ3F,

onde F = ⟨∇
(
|∇ψ|2

)
,∇ψ⟩+ p2ϕ3|∇ψ|2∆ψ.

Dessa forma, por um lado, temos que:∫
Q

div
(
p2ϕ3|∇ψ|2∇ψ

)
dxdt =

∫
Q

⟨∇p2,ϕ3|∇ψ|2∇ψ⟩dxdt+
∫
Q

3λϕ3|∇ψ|4p2 dxdt

+

∫
Q

p2ϕ3F dxdt

= −A+ 3λ

∫
Q

ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt+
∫
Q

p2ϕ3F dxdt,

e por outro lado, pelo Teorema da Divergência (Teorema 1.6.2) e sabendo que p = 0 sobre

Σ, deduzimos que:∫
Q

div
(
p2ϕ3|∇ψ|2∇ψ

)
dxdt =

∫
Σ

⟨p2ϕ3|∇ψ|2∇ψ,η⟩dΣ = 0,

e assim podemos concluir que:

A = 3λ

∫
Q

ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt+
∫
Q

p2ϕ3F dxdt. (3.64)
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Também, pelos mesmos argumentos usados para obtermos (3.64), encontramos que:

B = 2λ

∫
Q

ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt+
∫
Q

p2ϕ2F dxdt. (3.65)

Por conseguinte, de (3.64) e (3.65), segue que:

M4 = s3λ3A+ s2λ3B

= s3λ3
(
3λ

∫
Q

ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt+
∫
Q

p2ϕ3F dxdt

)
+ s2λ3

(
2λ

∫
Q

ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt+
∫
Q

p2ϕ2F dxdt

)
=

∫
Q

λ4
(
3s3ϕ3 + 2s2ϕ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt+

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2F dxdt,

ou seja,

M4 −

∫
Q

λ4
(
3s3ϕ3 + 2s2ϕ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt =

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2F dxdt,

donde∣∣∣∣M4 −

∫
Q

λ4
(
3s3ϕ3 + 2s2ϕ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2F dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2|F|dxdt.

Como ψ ∈ C2
(
Ω
)
, com Ω limitado, então existe uma constante C6 = C6(Ω,ω) > 0 tal

que

|F| ⩽ C6,

e portanto,∣∣∣∣M4 −

∫
Q

λ4
(
3s3ϕ3 + 2s2ϕ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt

∣∣∣∣ ⩽ C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2 dxdt,

e assim,

M4 −

∫
Q

λ4
(
3s3ϕ3 + 2s2ϕ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt ⩾ −C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2 dxdt,

isto é,

M4 ⩾ 3

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt

−C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2 dxdt.

(3.66)
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Então, somando

M2 = −2

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt

com (3.66), obtemos:

M2 +M4 ⩾

(
− 2

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt
)

+

(
3

∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λ4ϕ2|∇ψ|4p2 dxdt

−C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
p2 dxdt

)
,

e portanto,

M2 +M4 ⩾
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt− C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
|p|2 dxdt, (3.67)

onde C6 = C6(Ω,ω).

• ANÁLISE DE M5

Procedendo agora com a análise deM5. De acordo com a Afirmação 3.0.4, segue que:

M5 = 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λϕαt⟨∇ψ,∇p⟩pdxdt

= 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+
∫
Q

s2λ⟨ϕαt∇ψ, 2∇pp⟩dxdt

= 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ s2λ
∫
Q

⟨ϕαt∇ψ,∇p2⟩dxdt.

Considere:

D =

∫
Q

⟨ϕαt∇ψ,∇p2⟩dxdt.

Então,

M5 = 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ s2λD. (3.68)
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Note que:

div
(
p2
(
ϕαt∇ψ

))
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2div

(
ϕ
(
αt∇ψ

))
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2⟨∇ϕ,αt∇ψ⟩+ p2ϕdiv

(
αt∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2⟨∇ϕ,αt∇ψ⟩+ p2ϕ⟨∇αt,∇ψ⟩

+p2ϕαtdiv
(
∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2⟨∇ϕ,αt∇ψ⟩+ p2ϕ⟨

(
∇α

)
t
,∇ψ⟩

+p2ϕαtdiv
(
∇ψ

)
,

e como ∇ϕ = λϕ∇ψ e
(
∇α

)
t
= λϕt∇ψ, resulta que:

div
(
p2ϕαt∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2⟨λϕ∇ψ,αt∇ψ⟩+ p2ϕ⟨λϕt∇ψ,∇ψ⟩

+p2ϕαtdiv
(
∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ p2λϕαt⟨∇ψ,∇ψ⟩+ p2λϕϕt⟨∇ψ,∇ψ⟩

+p2ϕαtdiv
(
∇ψ

)
,

isto é,

div
(
p2ϕαt∇ψ

)
= ⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩+ λϕαt|∇ψ|2p2 + λϕϕt|∇ψ|2p2 + ϕαt∆ψp2.

Dáı, por um lado, encontramos que:∫
Q

div
(
p2ϕαt∇ψ

)
dxdt =

∫
Q

⟨∇p2,ϕαt∇ψ⟩dxdt+
∫
Q

λϕαt|∇ψ|2p2 dxdt

+

∫
Q

λϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt+
∫
Q

ϕαt∆ψp
2 dxdt

= D+

∫
Q

λϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+
∫
Q

λϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt

+

∫
Q

ϕαt∆ψp
2 dxdt,

e por outro lado, pelo Teorema da Divergência (Teorema 1.6.2), obtemos que:∫
Q

div
(
p2ϕαt∇ψ

)
dxdt =

∫
Σ

⟨p2ϕαt∇ψ,η⟩dΣ = 0,
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e assim conclúımos que:

D = −

∫
Q

λϕαt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

λϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

ϕαt∆ψp
2 dxdt. (3.69)

Substituindo (3.69) em (3.68), obtemos:

M5 = 2

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt+ s2λ
(
−

∫
Q

λϕαt|∇ψ|2p2 dxdt

−

∫
Q

λϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

ϕαt∆ψp
2 dxdt

)
,

ou seja,

M5 =

∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ2ϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λϕαt∆ψp
2 dxdt.

Assim, de (3.32), (3.33),(3.60) e pela Desigualdade de Minkowski (Teorema 1.2.4), resulta

que:

|M5| =

∣∣∣∣ ∫
Q

s2λ2ϕαt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ2ϕϕt|∇ψ|2p2 dxdt

−

∫
Q

s2λϕαt∆ψp
2 dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Q

s2λ2ϕ|αt||∇ψ|2|p|2 dxdt+
∫
Q

s2λ2ϕ|ϕt||∇ψ|2|p|2 dxdt

+

∫
Q

s2λϕ|αt||∆ψ||p|
2 dxdt

⩽
∫
Q

s2λ2ϕ
(
C0ϕ

2C0

)
|p|2 dxdt+

∫
Q

s2λ2ϕ
(
C0ϕ

2C0

)
|p|2 dxdt

+

∫
Q

s2λϕ
(
C0ϕ

2C5

)
|p|2 dxdt,

isto é,

|M5| ⩽ 2C0C0

∫
Q

s2λ2ϕ3|p|2 dxdt+ C0C5

∫
Q

s2λϕ3|p|2 dxdt.

Tomando C6 = C6(Ω,ω, T , λ) = max
{
2C0C0,C0C5

}
na última expressão, conclúımos

que:

M5 ⩾ −C6

∫
Q

s2
(
λ2 + λ

)
ϕ3|p|2 dxdt. (3.70)
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• Conclusão da Análise dos Termos de X

Agora, de (3.40), (3.62), (3.67) e (3.70), segue que:

X ⩾
1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt− C5

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt

−C5

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

−C6

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
|p|2 dxdt− C6

∫
Q

s2
(
λ2 + λ

)
ϕ3|p|2 dxdt.

Dáı, tomando C7 = C7(Ω,ω, T , λ) = max
{
C5,C6,C6,C3

}
na estimativa acima, encon-

tramos que:

X ⩾
1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

−C7

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt− C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

−C7

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
|p|2 dxdt− C7

∫
Q

s2
(
λ2 + λ

)
ϕ3|p|2 dxdt.

(3.71)

Por outro lado, de (3.39), e como C7 = max
{
C5,C6,C6,C3

}
, obtemos:

X ⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3 + s2λ2ϕ2 + 1

)
|p|2dxdt

+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt).

(3.72)

Portanto, de (3.71) e (3.72), conclúımos que:

1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

−C7

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt− C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

−C7

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
|p|2 dxdt− C7

∫
Q

s2
(
λ2 + λ

)
ϕ3|p|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

( ∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3 + s2λ2ϕ2 + 1

)
|p|2dxdt

+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt),
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ou seja,

1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

+C7

∫
Q

sϕ
(
λ4 + λ2

)
|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

s2
(
λ2 + λ

)
ϕ3|p|2 dxdt

+C7

∫
Q

(
s3λ3ϕ3 + s2λ3ϕ2

)
|p|2 dxdt

+C7

∫
Q

(
s2λ2ϕ3 + sλ2ϕ2 + sϕ3 + s2λ2ϕ2 + 1

)
|p|2dxdt.

Agora, pela definição da função ϕ, temos que:

ϕ =
eλψ(x)

β(t)
⩾

1

β(t)
⩾

1

T 2
,

isto é, existe uma constante k > 0 tal que
k ⩽ ϕ;

k ⩽ ϕ2.

(3.73)
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Dessa forma, para s ⩾ λ ⩾ 1, de (3.73), podemos deduzir que:

1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

+
C7

k

∫
Q

ksϕ
(
λ4 + λ4

)
|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

s2
(
λ4 + λ4

)
ϕ3|p|2 dxdt

+C7

∫
Q

s3λ3ϕ3|p|2 dxdt+
C7

k

∫
Q

ks2λ3ϕ2|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

s2λ2ϕ3|p|2 dxdt

+
C7

k

∫
Q

ksλ2ϕ2|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

sϕ3|p|2 dxdt+
C7

k

∫
Q

ks2λ2ϕ2|p|2 dxdt

+
C7

k3

∫
Q

k3|p|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

+
2C7

k

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt+ 2C7

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt

+C7

∫
Q

s3λ3ϕ3|p|2 dxdt+
C7

k

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt

+
C7

k

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt+ C7

∫
Q

s3λ3ϕ3|p|2 dxdt+
C7

k

∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt

+
C7

k3

∫
Q

ϕ3|p|2 dxdt,

isto é,

1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt+ C7

∫
Q

sλϕ|∇p|2 dxdt

+

(
5C7

k
+ 3C7

) ∫
Q

s2λ4ϕ3|p|2 dxdt+ 2C7

∫
Q

s3λ3ϕ3|p|2 dxdt+
C7

k3

∫
Q

ϕ3|p|2 dxdt.

Tomando C8 = C8(Ω,ω, T , λ) = max

{
1

2
,C7,

5C7

k
+ 3C7, 2C7,

C7

k3

}
na desigualdade

acima, encontramos que:

1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽ C8

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 +

(
s2λ4ϕ3 + s3λ3ϕ3 + ϕ3

)
|p|2

)
dxdt

)
.

(3.74)
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Agora, como ψ satisfaz |∇ψ| > 0 para todo x ∈ Ω \ω0 e ψ = 0 sobre Γ , então |∇ψ|

possui limite inferior em Ω \ ω0, e assim em Q \ Qω0
. Portanto, existe uma constante

γ > 0 tal que

0 < γ ⩽ |∇ψ| em Q \Qω0
. (3.75)

Tomando C9 = min
{
γ2,γ4

}
, então temos que:

C9 ⩽ |∇ψ|2;

C9 ⩽ |∇ψ|4,

e portanto, obtemos que:

C9

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽
∫
Q\Qω0

sλ2ϕγ2|∇p|2 dxdt+
∫
Q\Qω0

s3λ4ϕ3γ4|p|2 dxdt

⩽
∫
Q\Qω0

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q\Qω0

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽
∫
Q\Qω0

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+ 2

∫
Q\Qω0

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt

⩽ 2

(
1

2

∫
Q\Qω0

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q\Qω0

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt
)

⩽ 2

(
1

2

∫
Q

sλ2ϕ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+
∫
Q

s3λ4ϕ3|∇ψ|4|p|2 dxdt
)
,

e de (3.74) resulta que:

C9

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ 2C8

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 +

(
s2λ4ϕ3 + s3λ3ϕ3 + ϕ3

)
|p|2

)
dxdt

)
.

Dáı, tomando Ĉ1 =
2C8

C9

, s ⩾ λ, como λ ⩾ max
{
2C10, λ0

}
⩾ 1, onde λ0 é suficientemente
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grande e C10 = max
{
Ĉ1, 3Ĉ1

}
, segue que s2λ4 ⩽ s3λ3, 1 ⩽ s3λ3 e assim:∫

Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ Ĉ1

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 +

(
s2λ4ϕ3 + s3λ3ϕ3 + ϕ3

)
|p|2

)
dxdt

)
⩽ Ĉ1

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 +

(
s3λ3ϕ3 + s3λ3ϕ3 + s3λ3ϕ3

)
|p|2

)
dxdt

)
= Ĉ1

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 + 3s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

)
⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Q

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

)
,

visto que C10 = max
{
Ĉ1, 3Ĉ1

}
. Como∫

Q

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt =

∫
Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

+

∫
Q\Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt,

então ∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

)
+C10

∫
Q\Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt.

Note que, como 1 ⩽ max
{
2C10, λ0

}
⩽ λ, segue que:

2C10

∫
Q\Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽
∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,
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implicando em

C10

∫
Q\Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽
1

2

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,

e portanto conclúımos que:∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

)
+

1

2

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,

isto é,

1

2

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλϕ|∇p|2 + s3λ3ϕ3|p|2

)
dxdt

)
.

Por conseguinte, como λ ⩾ max
{
2C10, λ0

}
⩾ 1, então λ ⩽

λ2

2C10

, λ3 ⩽
λ4

2C10

e assim:

1

2

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
s
λ2

2C10

ϕ|∇p|2 + s3 λ
4

2C10

ϕ3|p|2
)
dxdt

)
⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt)

+
1

2

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,

e dáı, como

1

2

∫
Q\Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt =

1

2

∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

−
1

2

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,
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segue que:

1

2

∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt−

1

2

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt)

+
1

2

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,

implicando em∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt−

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ 2C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt)

+

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt,

isto é, ∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ 2C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt)

+ 2

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt.

Portanto, tomando C11 = C11(Ω,ω, T , λ) = max
{
2C10, 2

}
na última expressão, obte-

mos que: ∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C11

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

)
.

(3.76)

3.0.3 Etapa 3: Retorno às Variáveis Originais

Como p = esαw, então:

pxi = sαxi
(
esαw

)
+ esαwxi = sαxip+ e

sαwxi ,
(3.77)

e assim,

∇p = s∇αp+ esα∇w,
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e dáı, segue que:

|∇p|2 = |s∇αp+ esα∇w|2 = s2|∇α|2|p|2 + 2esαs⟨∇α,∇w⟩p+ e2sα|∇w|2,

ou seja,

|∇p|2 = s2|∇α|2|p|2 + e2sα|∇w|2 + 2esαs⟨∇α,∇w⟩p. (3.78)

Por outro lado, de (3.77), também temos que:

|∇p| = esαs∇αw+ esα∇w,

e dessa forma, como

|∇α|2 = |λϕ∇ψ|2 = λ2ϕ2|∇ψ|2, (3.79)

então, de (3.33) e pela Desigualdade de Young (Teorema 1.2.1), obtemos que:

|∇p|2 = |esαs∇αw+ esα∇w|2

⩽ 2e2sαs2|∇α|2|w|2 + 2e2sα|∇w|2

= 2e2sαs2λ2ϕ2|∇ψ|2|w|2 + 2e2sα|∇w|2

⩽ 2C0e
2sαs2λ2ϕ2|w|2 + 2e2sα|∇w|2

⩽ C12e
2sα

(
s2λ2ϕ2|w|2 + |∇w|2

)
,

ou seja,

|∇p|2 ⩽ C12e
2sα

(
s2λ2ϕ2|w|2 + |∇w|2

)
, (3.80)

onde C12 = max
{
2C0, 2

}
.

Substituindo (3.78) no primeiro membro de (3.76) e (3.80) no segundo membro de



Desigualdade de Carleman 80

(3.76), e sabendo que |p|2 = e2sα|w|2 e e−sαp = w, segue que:

∫
Q

(
sλ2ϕ

(
s2|∇α|2|p|2 + e2sα|∇w|2 + 2esαs⟨∇α,∇w⟩p

)
+ e2sαs3λ4ϕ3|w|2

)
dxdt

⩽ C11

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλ2ϕ

(
C12e

2sα
(
s2λ2ϕ2|w|2 + |∇w|2

))
+ e2sαs3λ4ϕ3|w|2

)
dxdt

)
= C11

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+C12

∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+ C12

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ||∇w|2 dxdt

+

∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
= C11

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+
(
C12 + 1

) ∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+ C12

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ||∇w|2 dxdt
)
,

ou seja,∫
Q

(
sλ2ϕ

(
s2|∇α|2|p|2 + e2sα|∇w|2 + 2esαs⟨∇α,∇w⟩p

)
+ e2sαs3λ4ϕ3|w|2

)
dxdt

⩽ C13

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ||∇w|2

)
dxdt

)
,

(3.81)

onde C13 = max
{
C11,C11

(
C12 + 1

)
,C11C12

}
.

Reescrevendo a equação (3.81) de uma forma conveniente, encontramos que:

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+
∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt

+2

∫
Q

esαs2λ2ϕ⟨∇α,∇w⟩pdxdt ⩽ N3,

(3.82)

onde

N3 = C13

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ||∇w|2

)
dxdt

)
.

(3.83)



Desigualdade de Carleman 81

Agora, usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema 1.2.4), Cauchy-Schwarz (Te-

orema 1.1.1) e de Young (Teorema 1.2.1), obtemos:∣∣∣∣2 ∫
Q

esαs2λ2ϕ⟨∇α,∇w⟩pdxdt
∣∣∣∣

⩽ 2

∫
Q

esαs2λ2ϕ|∇α||∇w||p|dxdt

=

∫
Q

2sλ2ϕ

(√
2s|∇α||p|

)(
esα|∇w|√

2

)
dxdt

⩽
∫
Q

2sλ2ϕ
1

2

(√
2s|∇α||p|

)2

dxdt+

∫
Q

2sλ2ϕ
1

2

(
esα|∇w|√

2

)2

dxdt

= 2

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

ou seja,

2

∫
Q

esαs2λ2ϕ⟨∇α,∇w⟩pdxdt

⩾ −2

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt− 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

= −

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt−
∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt− 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

isto é,

−

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt− 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

⩽
∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 2

∫
Q

esαs2λ2ϕ⟨∇α,∇w⟩pdxdt.
(3.84)
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De (3.84) e (3.82), segue que:

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

=

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

+

(
−

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt− 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt
)

+

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

⩽

( ∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

+

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 2

∫
Q

esαs2λ2ϕ⟨∇α,∇w⟩pdxdt
)

+

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

⩽ N3 +

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

então, ∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ N3 +

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

logo,∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt ⩽ N3 +

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt.

(3.85)

Observe que, substituindo (3.80) no segundo membro de (3.76) e sabendo que |p|2 =

e2sα|w|2 e e−sαp = w, de maneira análoga como feito para obtermos (3.81), conclúımos

que: ∫
Q

s3λ4ϕ3|p|2 dxdt

⩽
∫
Q

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

⩽ C11

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗ (e−sαp)∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
sλ2ϕ|∇p|2 + s3λ4ϕ3|p|2

)
dxdt

)
,
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implicando em ∫
Q

s3λ4ϕ3|p|2 dxdt

⩽ C13

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ||∇w|2

)
dxdt

)
= N3,

ou seja, ∫
Q

s3λ4ϕ3|p|2 dxdt ⩽ N3. (3.86)

Assim, de (3.79) e (3.33), segue que

|∇α|2 ⩽ λ2ϕ2C0,

desse modo, ∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt ⩽ C0

∫
Q

s3λ4ϕ3|p|2 dxdt

e de (3.86) deduzimos que:

∫
Q

s3λ2ϕ|∇α|2|p|2 dxdt ⩽ C0N3. (3.87)

Por conseguinte, substituindo (3.87) em (3.85), obtemos:

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt ⩽

(
1+ C0

)
N3,

assim, ∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
∫
Q

(
2e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

= 2

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ 2
(
1+ C0

)
N3.
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Portanto, de (3.83) e tomando Ĉ2 = Ĉ2(Ω,ω, T , λ) = 2
(
1+ C0

)
C13, conclúımos que:

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ2

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

(3.88)

Para estimarmos a integral de memória do lado direita da equação (3.88), precisamos

do seguinte resultado:

Lema 3.0.2. (Termo de Memória) Suponhamos que a função núcleo de memória

h : (0, T)× (0, T) → R, suficientemente suave, satisfaz

h(t, τ) = 0
∣∣
τ=0,T

.

Então, existe uma constante C̃0 > 0 tal que∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt ⩽ C̃0

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt,

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ.

Demonstração: Considere α̃(τ) = inf
x∈Ω

α(τ, x). Pela Desigualdade de Hölder

(Teorema 1.2.3), encontramos que:

∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt

=

∫
Q

e2sα
∣∣∣∣ ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

∣∣∣∣2 dxdt
=

∫
Q

e2sα
∣∣∣∣ ∫T
t

(
e−sα(τ,x)h(τ, t)

)(
esα(τ,x)w(τ, x)

)
dτ

∣∣∣∣2 dxdt
⩽

∫
Q

e2sα
[( ∫T

t

e−2sα(τ,x)|h(τ, t)|2 dτ

)( ∫T
t

e2sα(τ,x)|w(τ, x)|2 dτ

)]
dxdt

⩽
∫
Q

e2sα
[( ∫T

t

e−2sα̃(τ)|h(τ, t)|2 dτ

)( ∫T
t

e2sα̃(τ)|w(τ, x)|2 dτ

)]
dxdt.

Agora, como h é suficientemente suave e satisfaz

h(t, τ) = 0
∣∣
τ=0,T

,
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então podemos assumir que existe uma constante C8 > 0 tal que∫T
t

e−2sα̃(τ)|h(τ, t)|2 dτ ⩽ C8.

Dáı, segue que:∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt ⩽ C8

∫
Q

e2sα
( ∫T

t

e2sα̃(τ)|w(τ, x)|2 dτ

)
dxdt

⩽ C8

∫
Q

e2sα
( ∫T

0

e2sα̃(τ)|w(τ, x)|2 dτ

)
dxdt

⩽ C8

( ∫
Q

e2sα|w(τ, x)|2 dxdt

)( ∫T
0

e2sα̃(τ) dτ

)
.

Finalmente, sabendo pela definição de ϕ que existe uma constante C9 > 0 tal que

1 ⩽ C9ϕ
3 e considerando s ⩾ 1, então tomando

C̃0 = C8C9

( ∫T
0

e2sα̃(τ) dτ

)
,

conclúımos que: ∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt ⩽ C̃0

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt.

■

Por conseguinte, pelo Lema 3.0.2 e considerando 2C̃0 ⩽ λ4, então 1 ⩽
λ4

2C̃0

e assim,

∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt ⩽ C̃0

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

⩽
1

2

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt,

ou seja, ∫
Q

e2sα|HTt ∗w|2 dxdt ⩽
1

2

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt. (3.89)

De (3.88) e (3.89), deduzimos que:

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ2

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
,
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isto é, ∫
Q

(1
2
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ2

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

Finalmente, temos que:∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + 2e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

= 2

∫
Q

(1
2
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ 2Ĉ2

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

Portanto, tomando C10 = C10(Ω,ω, T , λ) = 2Ĉ2, conclúımos que:

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt+ ∫

Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

(3.90)

3.0.4 Etapa 4: Conclusão do Teorema

Considere a equação em (2.15):

wt + ∆w−HTt ∗w = f1 + a(t, x)w,

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ. Elevando ao quadrado em ambos os membros dessa

última expressão, obtemos:

(
wt + ∆w−HTt ∗w

)2
=

(
wt + ∆w

)2
− 2

(
wt + ∆w

)(
HTt ∗w

)
+
∣∣HTt ∗w∣∣2

= |wt|
2 + 2wt∆w+ |∆w|2 − 2

(
wt + ∆w

)(
HTt ∗w

)
+
∣∣HTt ∗w∣∣2,

e (
f1 + a(t, x)w

)2
= |f1|

2 + 2f1a(t, x)w+ |a(t, x)|2|w|2.
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Assim, segue que:

|wt|
2 + |∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2
= |f1|

2 + |a(t, x)|2|w|2 + 2f1a(t, x)w− 2wt∆w+ 2
(
wt + ∆w

)(
HTt ∗w

)
,

e multiplicando ambos os membros dessa última expressão por (sϕ)−1e2sα e integrando

em Q, obtemos:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

=

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|f1|
2 dxdt+

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|a(t, x)|2|w|2 dxdt

+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1f1a(t, x)wdxdt− 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1wt∆wdxdt

+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1∆w
(
HTt ∗w

)
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1wt
(
HTt ∗w

)
dxdt.

(3.91)

Dessa forma, temos que:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt = J1 + J2 + J3 − J4 + J5 + J6, (3.92)

onde:

J1 =

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|f1|
2 dxdt;

J2 =

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|a(t, x)|2|w|2 dxdt;

J3 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1f1a(t, x)wdxdt;

J4 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1wt∆wdxdt;

J5 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1∆w
(
HTt ∗w

)
dxdt;

J6 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1wt
(
HTt ∗w

)
dxdt.

Vamos analisar cada termo Ji, para i = 1, ..., 6.

• Análise dos Termos de (3.91)

Observe inicialmente que, como

ϕ(t, x) =
eλψ(x)

β(t)
⩾

4

T 2
,
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então considerando s ⩾ T 2, segue que sϕ ⩾ 1 e assim,

(sϕ)−1 ⩽ 1 e (sϕ)−1 ⩽ s3ϕ3. (3.93)

De (3.93), obtemos que:

|J1| =

∣∣∣∣ ∫
Q

e2sα(sϕ)−1|f1|
2 dxdt

∣∣∣∣ ⩽ ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt,

ou seja,

J1 ⩽
∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt. (3.94)

Agora, de (3.93) e (2.6), encontramos que:

|J2| =

∣∣∣∣ ∫
Q

e2sα(sϕ)−1|a(t, x)|2|w|2 dxdt

∣∣∣∣ ⩽M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt,

e assim,

J2 ⩽M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.95)

Também, de (3.93), (2.6) e usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema 1.2.4) e

de Young (Teorema 1.2.1), obtemos:

|J3| =

∣∣∣∣2 ∫
Q

e2sα(sϕ)−1f1a(t, x)wdxdt

∣∣∣∣
⩽ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|f1|

)(
|a(t, x)||w|

)
dxdt

⩽ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−11

2

(
|f1|

)2
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−11

2

(
|a(t, x)||w|

)2
dxdt

⩽
∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt,

isto é,

J3 ⩽
∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.96)

Além disso, note que, como

(
e2sα

)
xi

= 2sαxie
2sα = 2s

(
λϕψxi

)
e2sα

e (
ϕ−1

)
xi

= −ϕ−2ϕxi = −ϕ−2λϕψxi ,
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então 
∇e2sα = 2e2sαsλϕ∇ψ;

∇ϕ−1 = −ϕ−2λϕ∇ψ.
(3.97)

Ademais, como

α(t, x) =
eλψ(x) − e2λ||ψ||

β(t)
< 0,

com β(t) = t(T − t), então

α(0) = α(T) → −∞
e portanto,

e2sα(0) = e2sα(T) → 0. (3.98)

Posto isso, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo que wt = 0 sobre Σ,

segue que:

J4 = 2

∫
Q

(
e2sα(sϕ)−1wt

)
∆wdxdt

= −2

∫
Q

〈
∇
(
e2sα(sϕ)−1wt

)
,∇w

〉
dxdt+ 2

∫
Σ

e2sα(sϕ)−1wtwη dΣ

= −2

∫
Q

〈
∇
(
e2sα(sϕ)−1wt

)
,∇w

〉
dxdt.

De (3.97), como

∇
((
e2sα(sϕ)−1

)
wt

)
= ∇

(
e2sα(sϕ)−1

)
wt + e

2sα(sϕ)−1∇wt

=
(
∇e2sα(sϕ)−1 + e2sα∇(sϕ)−1

)
wt + e

2sα(sϕ)−1∇wt

= ∇e2sα(sϕ)−1wt + s
−1e2sα∇ϕ−1wt + e

2sα(sϕ)−1∇wt

=
(
2e2sαsλϕ∇ψ

)
(sϕ)−1wt + s

−1e2sα
(
− ϕ−2λϕ∇ψ

)
wt + e

2sα(sϕ)−1∇wt

= 2e2sαλwt∇ψ− e2sα
(
sϕ

)−1
λwt∇ψ+ e2sα(sϕ)−1∇wt

e 〈
∇wt,∇w

〉
=

1

2

(
|∇w|2

)
t
,
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podemos concluir que:

J4 = −2

∫
Q

〈(
2e2sαλwt∇ψ− e2sα

(
sϕ

)−1
λwt∇ψ+ e2sα(sϕ)−1∇wt

)
,∇w

〉
dxdt

= −4

∫
Q

e2sαλwt
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
(
sϕ

)−1
λwt

〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt

− 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
〈
∇wt,∇w

〉
dxdt,

ou seja,

J4 = −4

∫
Q

e2sαλwt
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
(
sϕ

)−1
λwt

〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt

−

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|∇w|2

)
t
dxdt.

Usando integração por partes nesta última integral e sabendo de (3.98), resulta que:

−

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|∇w|2

)
t
dxdt

= −

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1
(
|∇w|2

)
t
dt

]
dx

= −

∫
Ω

[(
e2sα(sϕ)−1|∇w|2

)∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

(
e2sα(sϕ)−1

)
t
|∇w|2 dt

]
dx

= −

∫
Ω

[(
e2sα(T)(sϕ)−1|∇w|2

)
−
(
e2sα(0)(sϕ)−1|∇w|2

)
−

∫T
0

(
e2sα(sϕ)−1

)
t
|∇w|2 dt

]
dx

=

∫
Q

(
e2sα(sϕ)−1

)
t
|∇w|2 dxdt,

e como (
e2sα(sϕ)−1

)
t

= 2sαte
2sα(sϕ)−1 − e2sαs−1ϕ−2ϕt

= 2e2sαϕ−1αt − e
2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕt,

segue que:

J4 = −4

∫
Q

e2sαλwt
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
(
sϕ

)−1
λwt

〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt

+ 2

∫
Q

e2sαϕ−1αt|∇w|2 dxdt−
∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕt|∇w|2 dxdt.

Desse modo, de (3.32) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Cauchy-Schwarz
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(Teorema 1.1.1), obtemos:

|J4| =

∣∣∣∣− 4

∫
Q

e2sαλwt
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1λwt
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt

+ 2

∫
Q

e2sαϕ−1αt|∇w|2 dxdt−
∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕt|∇w|2 dxdt
∣∣∣∣

⩽ 4

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1λ|wt||∇ψ||∇w|dxdt

+ 2

∫
Q

e2sαϕ−1|αt||∇w|2 dxdt+
∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1|ϕt||∇w|2 dxdt

⩽ 4

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1λ|wt||∇ψ||∇w|dxdt

+ 2

∫
Q

e2sαϕ−1C0ϕ
2|∇w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1C0ϕ
2|∇w|2 dxdt,

e usando (3.93), segue que:

|J4| ⩽ 4

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+ 2

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt

+ 2C0

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt+ C0

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt,

ou seja,

|J4| ⩽ 6

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+ 3C0

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt.

Tomando C14 = max
{
6, 3C0

}
na expressão acima, conclúımos que:

|J4| ⩽ C14

( ∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+
∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt
)
.

Agora, usando a Desigualdade de Young, encontramos que:

|J4| ⩽ C14

( ∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w|dxdt+
∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt
)

=

∫
Q

e2sα
(
C14

√
2sϕλ|∇ψ||∇w|

)(
1√
2sϕ

|wt|

)
dxdt+ C14

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt

⩽
∫
Q

e2sα
(
C14

√
2sϕλ|∇ψ||∇w|

)2

dxdt+

∫
Q

e2sα
(

1√
2sϕ

|wt|

)2

dxdt

+C14

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt

= 2C2
14

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇ψ|2|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|wt|
2 dxdt

+C14

∫
Q

e2sαϕ|∇w|2 dxdt,
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e considerando 1 ⩽ sλ2, e sabendo de (3.33), segue que:

|J4| ⩽ 2C2
14C0

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|wt|
2 dxdt

+C14

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

=
(
2C2

14C0 + C14

) ∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|wt|
2 dxdt.

Portanto, tomando Ĉ3 = 2C2
14C0 + C14, obtemos:

|J4| ⩽ Ĉ3

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|wt|
2 dxdt. (3.99)

Vamos para a análise de J5. Com efeito, usando (3.93) e as Desigualdades de Minkowski

e de Young, encontramos que:

|J5| =

∣∣∣∣2 ∫
Q

e2sα(sϕ)−1∆w
(
HTt ∗w

)
dxdt

∣∣∣∣
⩽ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|
∣∣HTt ∗w∣∣dxdt

=

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|∆w|

)(
2
∣∣HTt ∗w∣∣)dxdt

⩽
∫
Q

e2sα(sϕ)−11

2

(
|∆w|

)2

dxdt+

∫
Q

e2sα(sϕ)−11

2

(
2
∣∣HTt ∗w∣∣)2

dxdt

=
1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|2 dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

=
1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|2 dxdt+ 2

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt,

e pelo Lema 3.0.2, conclúımos que:

|J5| ⩽
1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|2 dxdt+ 2C̃0

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt.

Portanto, tomando Ĉ4 = 2C̃0, segue que:

J5 ⩽
1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|2 dxdt+ Ĉ4

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.100)

Finalmente, vamos para a análise de J6. Assim, usando integração por partes e sabendo
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de (3.98), obtemos:

J6 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1wt
(
HTt ∗w

)
dxdt

=

∫
Ω

[ ∫T
0

(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

))
wt dt

]
dx

=

∫
Ω

[(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

)
w
)∣∣∣∣T

0

−

∫T
0

(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

))
t
wdt

]
dx

=

∫
Ω

[(
2e2sα(T)(sϕ)−1

(
HTt ∗w

)
w
)
−
(
2e2sα(0)(sϕ)−1

(
HTt ∗w

)
w
)

−

∫T
0

(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

))
t
wdt

]
dx

= −

∫
Q

(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

))
t
wdxdt,

e como(
2e2sα(sϕ)−1

(
HTt ∗w

))
t

=
(
2e2sα(sϕ)−1

)
t

(
HTt ∗w

)
+ 2e2sα(sϕ)−1

((
HTt ∗w

))
t

= 2
(
2e2sαϕ−1αt − e

2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕt
)(
HTt ∗w

)
+ 2e2sα(sϕ)−1

((
HTt ∗w

))
t

= 4e2sαϕ−1αt
(
HTt ∗w

)
− 2e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕt

(
HTt ∗w

)
+ 2e2sα(sϕ)−1

((
HTt ∗w

))
t
,

segue que,

J6 = −4

∫
Q

e2sαϕ−1αtw
(
HTt ∗w

)
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕtw
(
HTt ∗w

)
dxdt

− 2

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1w
((
HTt ∗w

))
t
dt

]
dx.

Dáı, pela Regra de Leibniz (Teorema 1.6.7), como

−2

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1w
((
HTt ∗w

))
t
dt

]
dx

= −2

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1w

( ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

)
t

dt

]
dx

e ( ∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ

)
t

= h(T , t)w(T , x)
(
T
)
t
− h(t, t)w(t, x)

(
t
)
t

+

∫T
t

(
h(τ, t)w(τ, x)

)
t
dτ

= 0− h(t, t)w(t, x) +

∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ,
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então obtemos:

−2

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1w
((
HTt ∗w

))
t
dt

]
dx

= −2

∫
Ω

[ ∫T
0

e2sα(sϕ)−1w

(
− h(t, t)w(t, x) +

∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

)
dt

]
dx

= 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1h(t, t)w2 dxdt− 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1w

( ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

)
dxdt,

logo,

J6 = −4

∫
Q

e2sαϕ−1αtw
(
HTt ∗w

)
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕtw
(
HTt ∗w

)
dxdt

+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1h(t, t)|w|2 dxdt

− 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1w

( ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

)
dxdt.

Agora, considere:

L1 = −4

∫
Q

e2sαϕ−1αtw
(
HTt ∗w

)
dxdt+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕtw
(
HTt ∗w

)
dxdt;

L2 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1h(t, t)|w|2 dxdt;

L3 = −2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1w

( ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

)
dxdt.

Dessa maneira, temos:

J6 = L1 + L2 + L3. (3.101)

Vamos analisar cada termo Li, para i = 1, 2, 3.

Com efeito, pelas Desigualdades de Minkowski e de Young, encontramos que:

|L1| =

∣∣∣∣− 4

∫
Q

e2sαϕ−1αtw
(
HTt ∗w

)
dxdt

+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ−1ϕtw
(
HTt ∗w

)
dxdt

∣∣∣∣
⩽ 4

∫
Q

e2sα|αt|
(
|w|

)(
ϕ−1

∣∣HTt ∗w∣∣)dxdt
+ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|ϕt|
(
|w|

)(
ϕ−1

∣∣HTt ∗w∣∣)dxdt
⩽ 2

∫
Q

e2sα|αt||w|
2 dxdt+ 2

∫
Q

e2sα|αt|ϕ
−2
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

+

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|ϕt||w|
2 dxdt+

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|ϕt|ϕ
−2
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt,
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e de (3.93) e (3.32), segue que:

|L1| ⩽ 2C0

∫
Q

e2sαϕ2|w|2 dxdt+ 2C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

+C0

∫
Q

e2sα(sϕ)−1ϕ2|w|2 dxdt+ C0

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

⩽ 2C0

∫
Q

e2sαϕ2|w|2 dxdt+ 2C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

+C0

∫
Q

e2sαϕ2|w|2 dxdt+ C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt,

e como existe uma constante C11 > 0 tal que 1 ⩽ C11s
3ϕ2, pela definição de ϕ, obtemos:

|L1| ⩽ 2C0C11

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ 2C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

+C0C11

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

= 3C0C11

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ 3C0

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt.

Portanto, pelo Lema 3.0.2 e tomando Ĉ5 =
(
3C0C11 + 3C0C̃0

)
, conclúımos que:

L1 ⩽ Ĉ5

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.102)

Agora, como h é uma função cont́ınua em (0, T)× (0, T), então h ∈ L∞((0, T)× (0, T))

e de (3.93) obtemos:

L2 = 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1h(t, t)|w|2 dxdt

⩽ 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|h|L∞ |w|2 dxdt

⩽ 2|h|L∞
∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt.

Assim, tomando Ĉ6 = 2|h|L∞ , temos que:

L2 ⩽ Ĉ6

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.103)
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Também, de (3.93) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Young, obtemos:

|L3| =

∣∣∣∣− 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1w

( ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

)
dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Q

2e2sα(sϕ)−1
(
|w|

)(∣∣∣∣ ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

∣∣∣∣)dxdt
⩽

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα(sϕ)−1

∣∣∣∣ ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

∣∣∣∣2 dxdt
⩽

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sαs3ϕ3

∣∣∣∣ ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

∣∣∣∣2 dxdt,
pela Desigualdade de Hölder (Teorema 1.2.3), temos

∫
Q

e2sαs3ϕ3

∣∣∣∣ ∫T
t

ht(τ, t)w(τ, x)dτ

∣∣∣∣2 dxdt ⩽ Ĉ7|ht|L∞
∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt,

desse modo,

|L3| ⩽
∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ7|ht|L∞
∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

=
(
1+ Ĉ7|ht|L∞

) ∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt.

Assim, tomando Ĉ8 =
(
1+ Ĉ7|ht|L∞

)
, segue que:

L3 ⩽ Ĉ8

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.104)

Portanto, de (3.101) - (3.104), deduzimos que:

J6 ⩽ Ĉ5

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ6

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ8

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

=
(
Ĉ5 + Ĉ6 + Ĉ8

) ∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt.

Dáı, tomando Ĉ9 =
(
Ĉ5 + Ĉ6 + Ĉ8

)
, conclúımos que:

J6 ⩽ Ĉ9

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt. (3.105)
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Substituindo (3.94), (3.95), (3.96), (3.99), (3.100) e (3.105) em (3.92) resulta que:

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

⩽

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

)
+

(
M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

)
+

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+M2

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

)
+

(
Ĉ3

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|wt|
2 dxdt

)
+

(
1

2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1|∆w|2 dxdt+ Ĉ4

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

)
+

(
Ĉ9

∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

)
= 2

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

(
2M2 + Ĉ4 + Ĉ9

) ∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

+ Ĉ3

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt+
( ∫

Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2

)
dxdt

)
,

isto é, ∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt
⩽ 2

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

(
2M2 + Ĉ4 + Ĉ9

) ∫
Q

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt

+ Ĉ3

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

⩽ 2

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

(
2M2 + Ĉ4 + Ĉ9

) ∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

+ Ĉ3

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt.

Tomando C15 = max
{(

2M2 + Ĉ4 + Ĉ9

)
, Ĉ3

}
na última expressão, encontramos que:

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt
⩽ 2

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+ C15

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt,
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e assim de (3.90), podemos concluir que:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt
⩽ 2

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+ C15C10

( ∫
Q

e2sα
∣∣f1∣∣2dxdt

+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
⩽

(
2+ C15C10

) ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

+C15C10

( ∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

Seja C16 = max
{(

2+ C15C10

)
,C15C10

}
, então da última estimativa, obtemos:∫

Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt
⩽ C16

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
,

logo, ∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

⩽
∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 + 2
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

= 2

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(1
2
|wt|

2 +
1

2
|∆w|2 +

∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt
⩽ 2C16

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

Portanto, tomando Ĉ10 = Ĉ10(Ω,ω, T , λ) = 2C16, conclúımos que:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

⩽ Ĉ10

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
.

(3.106)

Agora, considere a função χ ∈ C∞
0 (Ω), χ : Ω→ R tal que

χ(x) =


1, se x ∈ ω0,

0, se x ∈ Ω \ω,
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onde ω0 ⊆ ω0 ⊆ ω. Multiplicando a equação (2.15) do sistema adjunto por e2sαχsϕw e

integrando em Q, obtemos:∫
Q

e2sαχsϕwwt dxdt+

∫
Q

e2sαχsϕw∆wdxdt−

∫
Q

e2sαχsϕ|w|2a(t, x)dxdt

−

∫
Q

e2sαχsϕw
(
HTt ∗w

)
dxdt =

∫
Q

e2sαχsϕwf1 dxdt,

ou seja,

−

∫
Q

e2sαχsϕw∆wdxdt =

∫
Q

e2sαχsϕwwt dxdt−

∫
Q

e2sαχsϕ|w|2a(t, x)dxdt

−

∫
Q

e2sαχsϕwf1 dxdt−

∫
Q

e2sαχsϕw
(
HTt ∗w

)
dxdt.

(3.107)

Pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e de (2.15) temos que:

∫
Q

(
e2sαχsϕw

)(
∆w

)
dxdt

= −

∫
Q

〈
∇
(
e2sαχsϕw

)
,∇w

〉
dxdt+

∫
Σ

e2sαχsϕwwη dΣ

= −

∫
Q

s
〈
∇
(
e2sαχϕw

)
,∇w

〉
dxdt

= −

∫
Q

s
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
w+ e2sαχϕ∇w

)
,∇w

〉
dxdt

= −

∫
Q

sw
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
,∇w

〉
dxdt−

∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt,

isto é,∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt = −

∫
Q

e2sαχsϕw∆wdxdt−

∫
Q

sw
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
,∇w

〉
dxdt.

Então, usando (3.107), segue que:

∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt =

∫
Q

e2sαχsϕwwt dxdt−

∫
Q

e2sαχsϕ|w|2a(t, x)dxdt

−

∫
Q

e2sαχsϕwf1 dxdt−

∫
Q

e2sαχsϕw
(
HTt ∗w

)
dxdt

−

∫
Q

sw
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
,∇w

〉
dxdt.

(3.108)
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Considere:

K1 =

∫
Q

e2sαχsϕwwt dxdt;

K2 =

∫
Q

e2sαχsϕ|w|2a(t, x)dxdt;

K3 =

∫
Q

e2sαχsϕwf1 dxdt;

K4 =

∫
Q

e2sαχsϕw
(
HTt ∗w

)
dxdt;

K5 =

∫
Q

sw
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
,∇w

〉
dxdt.

Dessa forma, temos que:∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt ⩽ |K1|+ |K2|+ |K3|+ |K4|+ |K5|. (3.109)

Vamos analisar cada termo Ki, para i = 1, 2, 3, 4, 5.

• Análise dos Termos de (3.108)

Inicialmente, veja que, pela definição de ϕ, temos que:

1 ⩽ T 2ϕ, (3.110)

e analogamente, deduzimos que:

1 ⩽ T 4ϕ2. (3.111)

Agora, usando integração por partes e sabendo de (3.98) e que wwt =
1

2

(
|w|2

)
t
,

encontramos que:

K1 =

∫
Q

e2sαχsϕwwt dxdt

=
1

2

∫
Qω

e2sαχsϕ
(
|w|2

)
t
dxdt

=
1

2

∫
ω

[ ∫T
0

(
e2sαχsϕ

)(
|w|2

)
t
dt

]
dx

=
1

2

∫
ω

[(
e2sαχsϕ|w|2

)∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

(
e2sαχsϕ

)
t
|w|2 dt

]
dx

=
1

2

∫
ω

[(
e2sα(T)χsϕ|w|2

)
−
(
e2sα(0)χsϕ|w|2

)
−

∫T
0

(
e2sαχsϕ

)
t
|w|2 dt

]
dx

= −
1

2

∫
Qω

(
e2sαχsϕ

)
t
|w|2 dxdt,



Desigualdade de Carleman 101

e como (
e2sαχsϕ

)
t

= χs
(
e2sα

)
t
ϕ+ χse2sα

(
ϕ
)
t

= 2e2sαχs2ϕαt + e
2sαχsϕt,

então

K1 = −
1

2

∫
Qω

(
2e2sαχs2ϕαt + e

2sαχsϕt
)
|w|2 dxdt,

ou seja,

K1 = −

∫
Qω

e2sαχs2ϕαt|w|
2 dxdt−

1

2

∫
Qω

e2sαχsϕt|w|
2 dxdt.

Dáı, considerando s, λ ⩾ 1, de (3.110), (3.73) e sabendo que |χ| ⩽ 1, obtemos:

|K1| =

∣∣∣∣− ∫
Qω

e2sαχs2ϕαt|w|
2 dxdt−

1

2

∫
Qω

e2sαχsϕt|w|
2 dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Qω

e2sα
∣∣χ∣∣s2ϕ|αt||w|2 dxdt+ 1

2

∫
Qω

e2sα
∣∣χ∣∣s|ϕt||w|2 dxdt

⩽
∫
Qω

e2sαs2ϕ
(
C0ϕ

2
)
|w|2 dxdt+

1

2

∫
Qω

e2sαs
(
C0ϕ

2
)
|w|2 dxdt

= C0

∫
Qω

e2sαs2ϕ3|w|2 dxdt+
C0

2

∫
Qω

e2sαsϕ2|w|2 dxdt

⩽ C0

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+
C0T

2

2

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

=

(
C0 +

C0T
2

2

) ∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt.

Assim, tomando Ĉ11 =

(
C0 +

C0T
2

2

)
, segue que:

|K1| ⩽ Ĉ11

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt. (3.112)

Também, de (2.6) e (3.111), obtemos:

|K2| =

∣∣∣∣ ∫
Q

e2sαχsϕ|w|2a(t, x)dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Qω

e2sαsϕ|w|2|a(t, x)|dxdt

⩽M
∫
Qω

e2sαsϕ|w|2 dxdt

⩽MT 4
∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt,
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isto é,

|K2| ⩽MT 4
∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt. (3.113)

Além disso, pela Desigualdade de Young (Teorema 1.2.1) e sabendo (3.111), resulta

que:

|K3| =

∣∣∣∣ ∫
Q

e2sαχsϕwf1 dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Qω

e2sαsϕ|w||f1|dxdt

=

∫
Qω

e2sα
(
λsϕ|w|

)(1
λ
|f1|

)
dxdt

⩽
∫
Qω

e2sαs2λ2ϕ2|w|2 dxdt+

∫
Qω

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt

⩽ T 2
∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+

∫
Qω

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt,

ou seja,

|K3| ⩽
∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt+ T 2
∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt. (3.114)

Agora, considerando uma constante µ > 0, pelas Desigualdades de Minkowski (Teo-

rema 1.2.4) e de Young, segue que:

|K4| =

∣∣∣∣ ∫
Q

e2sαχsϕw
(
HTt ∗w

)
dxdt

∣∣∣∣
⩽

∫
Qω

e2sαsϕ|w|
∣∣HTt ∗w∣∣dxdt

=

∫
Qω

e2sα
(

1√
µ(sϕ)−1

sϕ|w|

)(√
µ(sϕ)−1

∣∣HTt ∗w∣∣)dxdt
⩽

1

µ

∫
Qω

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ µ

∫
Qω

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt,

isto é,

|K4| ⩽
1

µ

∫
Qω

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ µ

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt. (3.115)

Observe que, de (3.106) encontramos que:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

⩽
∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

⩽ Ĉ10

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω0

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
,
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portanto,

µ

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt

⩽ Ĉ10

(
µ

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+ µ

∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

+µ

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt
)
,

substituindo em (3.115), obtemos:

|K4| ⩽
1

µ

∫
Qω

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+

[
Ĉ10

(
µ

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

+µ

∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+ µ

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt
)]

,

e consequentemente,

|K4| ⩽
1

µ

∫
Qω

e2sαs3ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ10

(
µ

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

+µ

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt+ µ

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt
)
.

Dáı, considerando uma constante ζ > 0 tal que µ =
ζ

2λ2
,

|K4| ⩽
2

ζ

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ10

(
ζ

2

∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt

+
ζ

2

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+
ζ

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt
)

=

(
2

ζ
+
ζ

2

) ∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ10

(
ζ

2

∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt

+
ζ

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt
)
.

Tomando C17 = max

{(
2

ζ
+
ζ

2

)
, Ĉ10

}
na última expressão, conclúımos que:

|K4| ⩽ C17

(
ζ

2

∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

+
ζ

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt
)
.

(3.116)
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Finalmente, sabendo de (3.97) e (3.2), obtemos que:

∇
(
e2sαχϕ

)
= ∇e2sα

(
χϕ

)
+ e2sα∇

(
χϕ

)
= ∇e2sα

(
χϕ

)
+ e2sα∇χϕ+ e2sαχ∇ϕ

=
(
2e2sαsλϕ∇ψ

)(
χϕ

)
+ e2sα∇χϕ+ e2sαχ

(
λϕ∇ψ

)
= 2e2sαχsλϕ2∇ψ+ e2sαϕ∇χ+ e2sαχλϕ∇ψ,

e assim,

K5 =

∫
Q

sw
〈
∇
(
e2sαχϕ

)
,∇w

〉
dxdt

=

∫
Q

sw
〈(
2e2sαχsλϕ2∇ψ+ e2sαϕ∇χ+ e2sαχλϕ∇ψ

)
,∇w

〉
dxdt,

ou seja,

K5 = 2

∫
Qω

e2sαχs2λϕ2w
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+

∫
Qω

e2sαsϕw
〈
∇χ,∇w

〉
dxdt

+

∫
Qω

e2sαχsλϕw
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt.

Usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema 1.2.4) e de Cauchy-Schwarz (Teorema

1.1.1) e sabendo que existem constantes positivas C12,C13 tais que |∇ψ| ⩽ C12 e |∇χ| ⩽

C13, segue que:

|K5| =

∣∣∣∣2 ∫
Qω

e2sαχs2λϕ2w
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt+

∫
Qω

e2sαsϕw
〈
∇χ,∇w

〉
dxdt

+

∫
Qω

e2sαχsλϕw
〈
∇ψ,∇w

〉
dxdt

∣∣∣∣
⩽ 2

∫
Qω

e2sα
∣∣χ∣∣s2λϕ2|w||∇ψ||∇w|dxdt+

∫
Qω

e2sαsϕ|w||∇χ||∇w|dxdt

+

∫
Qω

e2sα
∣∣χ∣∣sλϕ|w||∇ψ||∇w|dxdt

⩽ 2C12

∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt+ C13

∫
Qω

e2sαsϕ|w||∇w|dxdt

+C12

∫
Qω

e2sαsλϕ|w||∇w|dxdt,
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e de (3.110) resulta que:

|K5| ⩽ 2C12

∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt+ C13T
2

∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt

+C12T
2

∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt

=
(
2C12 + C13T

2 + C12T
2
) ∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt,

e tomando Ĉ12 =
(
2C12 + C13T

2 + C12T
2
)
, obtemos que:

|K5| ⩽ Ĉ12

∫
Qω

e2sαs2λϕ2|w||∇w|dxdt.

Agora, pela Desigualdade de Young (Teorema 1.2.1), temos que:

|K5| ⩽ Ĉ12

∫
Qω

e2sα
(
(sϕ)3\2λ

1
√
ρ
|w|

)(
(sϕ)1\2

√
ρ|∇w|

)
dxdt,

isto é,

|K5| ⩽
Ĉ12

ρ

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt. (3.117)

Substituindo (3.112), (3.113),(3.114),(3.116) e (3.117) em (3.109), conclúımos que:∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt

⩽

(
Ĉ11

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

)
+

(
MT 4

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

)
+

( ∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt+ T 2
∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

)
+

(
C17

(
ζ

2

∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

+
ζ

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt
))

+

(
Ĉ12

ρ

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt
)

=

(
1+

ζC17

2

) ∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt

+

(
Ĉ11 +MT

4 + T 2 + C17 +
Ĉ12

ρ

) ∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt+ ζC17

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt,
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e tomando C18 = max

{(
1+

ζC17

2

)
,

(
Ĉ11 +MT

4 + T 2 + C17 +
Ĉ12

ρ

)}
, temos que:

∫
Q

e2sαχsϕ|∇w|2 dxdt ⩽ C18

( ∫
Q

e2sα
1

λ2
|f1|

2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ2ϕ3|w|2 dxdt

)
+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt

+
ζC17

2

∫
Qω0

e2sαsϕ|∇w|2 dxdt.

Dáı, multiplicando ambos os lados por λ2, obtemos:∫
Q

e2sαχsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽ C18

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

+
ζC17

2

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt.

Note que, como∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽
∫
Q

e2sαχsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

então∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽ C18

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

+
ζC17

2

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

e tomando ζ suficientemente pequeno de modo que
ζC17

2
⩽

1

2
, segue que:∫

Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽ C18

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

+
1

2

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

implicando em

1

2

∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽ C18

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ Ĉ12ρ

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt.
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Tomando Ĉ13 = 2C18 e Ĉ14 = 2Ĉ12, conclúımos que:∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt ⩽ Ĉ13

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ ρĈ14

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt.

(3.118)

Então, somando (3.90) com (3.106), podemos deduzir que:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
(
Ĉ10 + C10

)( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+
(
Ĉ10 + C10

) ∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt

⩽
(
Ĉ10 + C10

)( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+
(
Ĉ10 + C10

) ∫
Qω0

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

e usando (3.118), obtemos:∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
(
Ĉ10 + C10

)( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+
(
Ĉ10 + C10

)
Ĉ13

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ ρĈ14

(
Ĉ10 + C10

) ∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

ou seja,∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
((
Ĉ10 + C10

)
+
(
Ĉ10 + C10

)
Ĉ13

)( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ ρĈ14

(
Ĉ10 + C10

) ∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,
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e tomando Ĉ15 =
((
Ĉ10 + C10

)
+
(
Ĉ10 + C10

)
Ĉ13

)
e C14 = Ĉ14

(
Ĉ10 + C10

)
, temos que:

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ15

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+ ρC14

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt.

Agora, considerando ρ suficientemente pequeno de modo que ρC14 ⩽
1

2
, segue que:

∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ15

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
+

1

2

∫
Q

e2sαsλ2ϕ|∇w|2 dxdt,

isto é, ∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽ Ĉ15

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
,
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assim, ∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

⩽
∫
Q

2e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
2e2sαs3λ4ϕ3|w|2 + e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

= 2

( ∫
Q

e2sα(sϕ)−1
(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)dxdt

+

∫
Q

(
e2sαs3λ4ϕ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2ϕ|∇w|2

)
dxdt

)
⩽ 2Ĉ15

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
.

Portanto, definindo C̃ = C̃(Ω,ω, T , λ) = 2Ĉ15, obtemos:

∫
Q

e2sα
[
(sϕ)−1

(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)+ s3λ4ϕ3|w|2 + sλ2ϕ|∇w|2

]
dxdt

⩽ C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
e assim conclúımos a demonstração do Teorema 3.0.1.

■



Caṕıtulo 4

Desigualdade de Observabilidade

A desigualdade de observabilidade é um elemento fundamental na teoria do controle,

intimamente ligado à observabilidade de um sistema. A observabilidade, por sua vez, se

refere à capacidade de determinar o estado interno de um sistema a partir da medida de

suas sáıdas (veja [12]).

Imagine um sistema como uma caixa preta. Você pode inserir entradas (controles)

e medir as sáıdas (resultados), mas não pode ver diretamente o que acontece dentro da

caixa. A observabilidade nos diz se é posśıvel, a partir das sáıdas medidas, inferir o que

está acontecendo dentro do sistema, ou seja, qual é o seu estado interno.

Neste caṕıtulo iremos provar a desigualdade de observabilidade para soluções fracas

do sistema adjunto (2.15). Essa desigualdade é uma consequência da desigualdade de

Carleman (Teorema 3.0.1) provada no caṕıtulo anterior.

Associado ao sistema não linear (2.1), considere o sistema adjunto (2.15):

wt(t, x) + ∆w(t, x) − a(t, x)w(t, x) −H
T
t ∗w = f1(t, x) em Q;

w(t, x) = 0 sobre Σ;

w(T , x) = wT (x) em Ω,

(4.1)

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ, wT ∈ L2(Ω) e f1 ∈ L2(Q).

Teorema 4.0.1. (Desigualdade de Observabilidade) Sejam ϕ e α as funções defini-

das em (3.1). Então, para λ0 > 0, s ⩾ s0(λ), existe uma constante C̃1 = C̃1(T ,Ω,ω) > 0

110
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tal que vale a seguinte estimativa:∫
Ω

|w(0, x)|2 dx ⩽ C̃1

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
,

onde w é a solução do sistema adjunto (2.15).

Demonstração: Multiplicando por w a equação do sistema adjunto em (4.1) e inte-

grando em Ω, obtemos:∫
Ω

wwt dx+

∫
Ω

w∆wdx =

∫
Ω

wf1 dx+

∫
Ω

w
(
HTt ∗w

)
dx+

∫
Ω

w2a(t, x)dx. (4.2)

Note que: ∫
Ω

wwt dx =

∫
Ω

1

2

(
|w|2

)
t
dx =

1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

,

ou seja, ∫
Ω

wwt dx =
1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

. (4.3)

Note também que, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo que w = 0 sobre

Σ, encontramos que:∫
Ω

w∆wdx = −

∫
Ω

〈
∇w,∇w

〉
dx+

∫
Σ

wwη dΣ = −

∫
Ω

|∇w|2 dx,

isto é, ∫
Ω

w∆wdx = −

∫
Ω

|∇w|2 dx. (4.4)

Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2) segue que:

1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

−

∫
Ω

|∇w|2 dx =
∫
Ω

wf1 dx+

∫
Ω

w
(
HTt ∗w

)
dx+

∫
Ω

w2a(t, x)dx.

Agora, multiplicando ambos lados dessa última expressão por 2e2(M+2)t, onde M é tal

que |a(t, x)| ⩽M, obtemos:

2e2(M+2)t

[
1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

−

∫
Ω

|∇w|2 dx

]

= 2e2(M+2)t

( ∫
Ω

wf1 dx+

∫
Ω

w
(
HTt ∗w

)
dx+

∫
Ω

w2a(t, x)dx

)
.

(4.5)
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Agora, observe que:

−

(
e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

)
t

= −2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx− e2(M+2)t

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

= 2e2(M+2)t

[
− (M+ 2)

∫
Ω

|w|2 dx−
1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

]

⩽ 2e2(M+2)t

[
− (M+ 2)

∫
Ω

|w|2 dx−
1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

]
+ 2e2(M+2)t

∫
Ω

|∇w|2 dx

= −

(
2e2(M+2)t

[
1

2

( ∫
Ω

|w|2 dx

)
t

−

∫
Ω

|∇w|2 dx
])

− 2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx,

e usando (4.5), deduzimos que:

−

(
e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

)
t

⩽ −

(
2e2(M+2)t

( ∫
Ω

wf1 dx+

∫
Ω

w
(
HTt ∗w

)
dx+

∫
Ω

w2a(t, x)dx

))
− 2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

= 2e2(M+2)t

[ ∫
Ω

(
−
√
2w

)( 1√
2
f1

)
dx+

∫
Ω

(
−
√
2w

)( 1√
2

(
HTt ∗w

))
dx

+

∫
Ω

|w|2
(
− a(t, x)

)
dx

]
− 2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx,

e pela Desigualdade de Young (Teorema 1.2.1) e sabendo de (2.6), segue que:

−

(
e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

)
t

⩽ 2e2(M+2)t

[ ∫
Ω

|w|2 dx+

∫
Ω

1

4
|f1|

2 dx+

∫
Ω

|w|2 dx+

∫
Ω

1

4

∣∣HTt ∗w∣∣2 dx
+M

∫
Ω

|w|2 dx

]
− 2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

= 2e2(M+2)t

[(
M+ 2

) ∫
Ω

|w|2 dx+

∫
Ω

1

4
|f1|

2 dx+

∫
Ω

1

4

∣∣HTt ∗w∣∣2 dx]
− 2(M+ 2)e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

=
1

2
e2(M+2)t

[ ∫
Ω

|f1|
2 dx+

∫
Ω

∣∣HTt ∗w∣∣2 dx],
ou seja,

−

(
e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx

)
t

⩽ e2(M+2)t

( ∫
Ω

|f1|
2 dx+

∫
Ω

∣∣HTt ∗w∣∣2 dx).
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Agora, integrando em ambos os lados dessa última expressão de 0 à t, obtemos:∫ t
0

[
−

(
e2(M+2)y

∫
Ω

|w|2 dx

)
y

]
dy

⩽
∫ t
0

[
e2(M+2)y

( ∫
Ω

|f1|
2 dx+

∫
Ω

∣∣HTy ∗w∣∣2 dx)]dy.
(4.6)

Veja que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, segue que:∫ t
0

[
−

(
e2(M+2)y

∫
Ω

|w|2 dx

)
y

]
dy

= −e2(M+2)t

∫
Ω

|w(t, x)|2 dx+

∫
Ω

|w(0, x)|2 dx,

isto é,∫ t
0

[
−

(
e2(M+2)y

∫
Ω

|w|2 dx

)
y

]
dy = −e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx+ |w(0, x)|2L2(Ω)

e substituindo em (4.6) nos conduz a estimativa:

−e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx+ |w(0, x)|2L2(Ω)

⩽
∫ t
0

[
e2(M+2)y

( ∫
Ω

|f1|
2 dx+

∫
Ω

∣∣HTy ∗w∣∣2 dx)]dy,
ou seja,

|w(0, x)|2L2(Ω)

⩽ e2(M+2)t

∫
Ω

|w|2 dx+

∫ t
0

[
e2(M+2)y

∫
Ω

(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dx]dy. (4.7)

Agora, defina a função σ da seguinte forma:

σ : (0, T) → R

t 7−→ σ(t) = sup
x∈Ω

e−2sα(t,x).

Note que, como e2λ||ψ|| − eλψ ⩽ e2λ||ψ||, então

−α = −

(
eλψ − e2λ||ψ||

β(t)

)
=
e2λ||ψ|| − eλψ

β(t)
⩽
e2λ||ψ||

β(t)
,

isto é,

−2sα ⩽
2se2λ||ψ||

β(t)
,
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implicando em

e−2sα ⩽ e

2se2λ||ψ||

β(t) .

Como essa última expressão vale para todo x ∈ Ω, então

σ(t) ⩽ e

2se2λ||ψ||

β(t) ,

donde

e
−
2se2λ||ψ||

β(t) ⩽
1

σ(t)
.

(4.8)

Também, pela definição de supremo, temos que e−2sα(t,x) ⩽ σ(t) e portanto,

1 ⩽ e2sα(t,x)σ(t). (4.9)

Além disso, para t ∈ (0, T), temos que t ⩽ T e então

2(M+ 2)t ⩽ 2(M+ 2)T ,

implicando em

e2(M+2)t ⩽ e2(M+2)T .

Tomando Ĉ17 = e
2(M+2)T , segue que:

e2(M+2)t ⩽ Ĉ17, ∀ t ∈ (0, T). (4.10)

Por conseguinte, substituindo (4.9) e (4.10) em (4.7) resulta que:

|w(0, x)|2L2(Ω)

⩽ Ĉ17

∫
Ω

e2sασ(t)|w|2 dx+ Ĉ17

∫ t
0

∫
Ω

e2sασ(t)
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy

= Ĉ17σ(t)

∫
Ω

e2sα|w|2 dx+ Ĉ17σ(t)

∫ t
0

∫
Ω

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy,

ou seja,

1

σ(t)
|w(0, x)|2L2(Ω)

⩽ Ĉ17

∫
Ω

e2sα|w|2 dx+ Ĉ17

∫ t
0

∫
Ω

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy,
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e de (4.8) segue que:

|w(0, x)|2L2(Ω)e
−
2se2λ||ψ||

β(t)

⩽ Ĉ17

∫
Ω

e2sα|w|2 dx+ Ĉ17

∫ t
0

∫
Ω

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy.

Agora, fixando t1, t2 ∈ (0, T), t1 < t2 e integrando ambos os lados dessa última expressão

de t1 à t2, obtemos:

|w(0, x)|2L2(Ω)

∫ t2
t1

e
−
2se2λ||ψ||

β(t) dt

⩽ Ĉ17

∫ t2
t1

∫
Ω

e2sα|w|2 dxdt+ Ĉ17

∫ t2
t1

( ∫ t
0

∫
Ω

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy)dt

⩽ Ĉ17

∫T
0

∫
Ω

e2sα|w|2 dxdt+ Ĉ17

∫T
0

( ∫T
0

∫
Ω

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy)dt

= Ĉ17

∫
Q

e2sα|w|2 dxdt+ Ĉ17

∫T
0

( ∫
Q

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy)dt

= Ĉ17

∫
Q

e2sα|w|2 dxdt+ Ĉ17

( ∫T
0

1dt

)( ∫
Q

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy)

= Ĉ17

∫
Q

e2sα|w|2 dxdt+ Ĉ17T

∫
Q

e2sα
(
|f1|

2 +
∣∣HTy ∗w∣∣2)dxdy,

isto é,

|w(0, x)|2L2(Ω)

∫ t2
t1

e
−
2se2λ||ψ||

β(t) dt

⩽ C19

( ∫
Q

e2sα|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt),

(4.11)

onde C19 = max
{
Ĉ17, Ĉ17T

}
. Por outro lado, tomando t1 =

T

4
e t2 =

3T

4
, segue que:

−2se2λ||ψ||

T 2
⩽

−2se2λ||ψ||

β(t)
, ∀ T

4
⩽ t ⩽

3T

4
,

então ∫ 3T
4

T
4

e

−2se2λ||ψ||

T 2 dt ⩽
∫ t2
t1

e

−2se2λ||ψ||

β(t) dt,

e assim,

T

2
e

−2se2λ||ψ||

T 2 ⩽
∫ t2
t1

e

−2se2λ||ψ||

β(t) dt.
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Tomando C15 = C15(T , λ) =
T

2
e

2se2λ||ψ||

T 2 , então em (4.11) resulta que:

C15|w(0, x)|
2
L2(Ω)

⩽ C19

( ∫
Q

e2sα|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Q

e2sα
∣∣HTt ∗w∣∣2 dxdt),

e pelo Lema 3.0.2, obtemos que:

C15|w(0, x)|
2
L2(Ω)

⩽ C19

(
C9

∫
Q

e2sαϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+ C̃0

∫
Q

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
,

donde

C15|w(0, x)|
2
L2(Ω)

⩽ C19

((
C9 + C̃0

) ∫
Q

e2sαϕ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

)
.

(4.12)

Agora, pela Desigualdade de Carleman (Teorema 3.0.1), temos:

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

⩽
∫
Q

e2sα
[
(sϕ)−1

(
|wt|

2 + |∆w|2 +
∣∣HTt ∗w∣∣2)+ s3λ4ϕ3|w|2 + sλ2ϕ|∇w|2

]
dxdt

⩽ C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
,

ou seja, ∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

⩽ C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

)
⩽ s3λ4C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
,

implicando em ∫
Q

e2sαϕ3|w|2 dxdt

⩽ C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
.

(4.13)
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Finalmente, substituindo 4.13 em (4.12), resulta que:

C15|w(0, x)|
2
L2(Ω)

⩽ C19

((
C9 + C̃0

)
C̃

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
+

∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

)
= C19

((
C9 + C̃0

)
C̃+ 1

) ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt

+C19

(
C9 + C̃0

)
C̃

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt.

Portanto, tomando C̃1 = max

{
C19

((
C9 + C̃0

)
C̃+ 1

)
C15

,
C19

(
C9 + C̃0

)
C̃

C15

}
na última

expressão, segue que:

|w(0, x)|2L2(Ω) ⩽ C̃1

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
,

ou seja, ∫
Ω

|w(0, x)|2 dx ⩽ C̃1

( ∫
Q

e2sα|f1|
2 dxdt+

∫
Qω

e2sαϕ3|w|2 dxdt

)
.

■



Caṕıtulo 5

Controle Aproximado: Sistema

Linear

Em sistemas dinâmicos, a controlabilidade aproximada se refere à capacidade de levar

o estado de um sistema a uma vizinhança arbitrariamente pequena de qualquer estado

desejado, utilizando uma entrada (controle) adequada. Em outras palavras, não é ne-

cessário atingir o estado desejado exatamente, mas sim aproximá-lo o máximo posśıvel

(veja [9, 26]).

Associado ao sistema principal não linear (2.1), considere a sistema linear (2.7):

pt(t, x) − ∆p(t, x) + a(t, x)p(t, x) +H
t
0 ∗ p = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω,

(5.1)

onde Ht0 ∗ p =

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ,a(t, x) = f(p(t, x)), com |a(t, x)| ⩽ M,u ∈ L2(Q) e

p0 ∈ L2(Ω).

Lembre que o sistema adjunto associado é dado por

wt(t, x) + ∆w(t, x) − a(t, x)w(t, x) −H
T
t ∗w = f1(t, x) em Q;

w(t, x) = 0 sobre Σ;

w(T , x) = wT (x) em Ω,

(5.2)

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ, f1 ∈ L2(Q) e wT ∈ L2(Ω).
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Definição 5.0.1. Dizemos que o sistema (5.1) é aproximadamente controlável em L2(Ω)

se, dado T > 0, para todo p0(x),pT (x) ∈ L2(Ω) e ε > 0, existe um controle u ∈ L2(Qω)

tal que a solução correspondente p de (5.1) satisfaz

|p(T , x) − pT (x)|L2(Ω) ⩽ ε em Ω.

Nesta caṕıtulo, iremos provar a controlabilidade aproximada do sistema (5.1) como

uma aplicação da Desigualdade de Carleman (Teorema 3.0.1).

Teorema 5.0.1. Fixe T > 0. Então, dado p0(x),pT (x) ∈ L2(Ω) e ε > 0, existe um

controle u ∈ L2(Qω) tal que a solução correspondente p de (5.1) satisfaz

|p(T , x) − pT (x)|L2(Ω) ⩽ ε em Ω.

Demonstração: Com efeito, pela linearidade do sistema (5.1), é suficiente provar-

mos a controlabilidade aproximada para tal sistema considerando p0(x) = 0, ou seja, é

suficiente considerarmos o sistema:

pt − ∆p+ a(t, x)p+H
t
0 ∗ p = χωu em Q;

p = 0 sobre Σ;

p(0) = p0 = 0 em Ω.

(5.3)

De fato, suponha que o Teorema 5.0.1 seja válido para o sistema (5.3), onde p0 = 0,u ∈

L2(Qω) e p é a solução correspondente do sistema (5.3). Assim, dado p0 ∈ L2(Ω), existe

um controle u ≡ 0 e uma solução correspondente p̂ de (5.1)(isso é posśıvel pois o sistema

(5.1) possui solução para qualquer valor do lado direito), isto é, p̂ satisfaz:

p̂t − ∆p̂+ a(t, x)p̂+H
t
0 ∗ p̂ = 0 em Q;

p̂ = 0 sobre Σ;

p̂(0) = p0 em Ω.

(5.4)

Como o sistema é linear, então pelo prinćıpio da superposição de soluções, p̃ = p − p̂ é
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também solução do sistema (5.1), com p̃(0) = 0, ou seja, p̃ satisfaz:

p̃t − ∆p̃+ a(t, x)p̃+H
t
0 ∗ p̃ = χωu em Q;

p̃ = 0 sobre Σ;

p̃(0) = 0 em Ω,

(5.5)

isto é, 

(p− p̂)t − ∆(p− p̂) + a(t, x)(p− p̂) +H
t
0 ∗ (p− p̂) = χωu em Q;

p− p̂ = 0 sobre Σ;

(p− p̂)(0) = 0 em Ω,

que é equivalente ao sistema:

pt − ∆p+ a(t, x)p+H
t
0 ∗ p−

(
p̂t − ∆p̂+ a(t, x)p̂+H

t
0 ∗ p̂

)
= χωu em Q;

p = p̂ sobre Σ;

p(0) = p̂(0) em Ω.

Assim, do sistema (5.4), conclúımos que p satisfaz:

pt − ∆p+ a(t, x)p+H
t
0 ∗ p = χωu em Q;

p = 0 sobre Σ;

p(0) = p0 em Ω.

Portanto, é suficiente considerarmos o sistema (5.3).

Dessa forma, definamos o seguinte conjunto:

AL(T) :=
{
p(T , x); p é solução de (5.3), com u ∈ L2(Qω)

}
.

AL(T) é chamado de conjunto dos estados admisśıveis para o problema linear. Assim,

para provarmos a controlabilidade aproximada é suficiente provarmos que AL(T) é denso

em L2(Ω), isto é, que AL(T) = L
2(Ω).

De fato, suponha por absurdo que AL(T) não seja denso em L2(Ω). Então, existe uma

função wT (x) não identicamente nula pertencente ao complemento ortogonal de AL(T)
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em L2(Ω). Dessa maneira, com wT (x), consideremos o sistema adjunto (5.2) com f1 = 0

(isso é posśıvel pois tal sistema possui solução para qualquer valor do lado direito):

wt(t, x) + ∆w(t, x) − a(t, x)w(t, x) −H
T
t ∗w = 0 em Q;

w(t, x) = 0 sobre Σ;

w(T , x) = wT (x) em Ω,

(5.6)

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ.

Agora, multiplicando por p a equação em (5.6), solução do sistema (5.3), e integrando

em Q, obtemos:∫
Q

wtpdxdt+

∫
Q

∆wpdxdt−

∫
Q

a(t, x)wpdxdt−

∫
Q

(
HTt ∗w

)
pdxdt = 0. (5.7)

Observe que, usando integração por partes, resulta que:∫
Q

wtpdxdt =

∫
Ω

[ ∫T
0

wtpdt

]
dx

=

∫
Ω

[
(wp

)∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

wpt dt

]
dx

=

∫
Ω

[
w(T)p(T) −w(0)p(0) −

∫T
0

wpt dt

]
dx

=

∫
Ω

[
wTp(T) −w(0)p0 −

∫T
0

wpt dt

]
dx,

ou seja, ∫
Q

wtpdxdt =

∫
Ω

wTp(T)dx−

∫
Ω

w(0)p0 dx−

∫
Q

wpt dxdt. (5.8)

Como sabemos de (5.3) que p0 = 0 em Ω e que wT pertence ao complemento ortogonal

de AL(T), então wT ⊥ p(T) e assim temos que:∫
Ω

wTp(T)dx =

∫
Ω

w(0)p0 dx = 0. (5.9)

Substituindo (5.9) em (5.8), resulta que:

∫
Q

wtpdxdt = −

∫
Q

ptwdxdt. (5.10)
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Também, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo de (5.3) e (5.6) que

p = w = 0 sobre Σ, obtemos:∫
Q

∆wpdxdt = −

∫
Q

⟨∇w,∇p⟩dxdt+
∫
Σ

pwη dΣ

= −

∫
Q

⟨∇w,∇p⟩dxdt+ 0

= −

∫
Q

⟨∇w,∇p⟩dxdt+
∫
Σ

wpη dΣ

=

∫
Q

∆pwdxdt,

isto é, ∫
Q

∆wpdxdt =

∫
Q

∆pwdxdt. (5.11)

Finalmente, dos cálculos feitos para obtermos o sistema adjunto (2.15), segue que:

∫
Q

(
HTt ∗w

)
pdxdt =

∫
Q

(
Ht0 ∗ p

)
wdxdt. (5.12)

Portanto, substituindo (5.10), (5.11) e (5.12) em (5.7), obtemos:

−

∫
Q

ptwdxdt+

∫
Q

∆pwdxdt−

∫
Q

a(t, x)wpdxdt−

∫
Q

(
Ht0 ∗ p

)
wdxdt = 0,

ou seja,

−

∫
Q

(
pt − ∆p+ a(t, x)p+H

t
0 ∗ p

)
wdxdt = 0,

e como p satisfaz (5.3), resulta que:

−

∫
Q

χωuwdxdt = 0 ∀u ∈ L2(Qω).

Dáı, como

−

∫
Q

χωuwdxdt = −

∫
Qω

χωuwdxdt−

∫
Q\Qω

χωuwdxdt

= −

∫
Qω

uwdxdt,

já que χω = 0 em Q \Qω, então

−

∫
Qω

uwdxdt = 0 ∀u ∈ L2(Qω),
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e pelo Lema de Du Bois-Raymond (Lema 1.3.1), conclúımos que:

w(t, x) = 0 q.s. em Qω. (5.13)

Por outro lado, pela Desigualdade de Carleman (Teorema 3.0.1), considerando f1 = 0,

encontramos que:∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt

⩽
∫
Q

[
(sϕ)−1

(
|wt|

2 + |∆w|2 + |HTt ∗w|2
)
+ sλ2ϕ|∇w|2 + s3λ4ϕ3|w|2

]
e2sα dxdt

⩽ C̃
∫
Qω

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt,

e por (5.13), segue que:

∫
Q

e2sαs3λ4ϕ3|w|2 dxdt ⩽ 0 q.s. em Qω,

ou seja,

w(t, x) = 0 q.s. em Q,

o que é um absurdo já que supomos wT (x) não identicamente nula. Portanto, AL(T) é

denso em L2(Ω) e assim o sistema (5.1) é aproximadamente controlável.

■



Caṕıtulo 6

Controle Nulo: Sistema Linear

A controlabilidade nula é um conceito fundamental na teoria do controle que se refere

à capacidade de levar o estado de um sistema a um estado espećıfico, no caso, o estado

nulo (origem), em um tempo finito, utilizando uma entrada (controle) adequada. Em

outras palavras, é a habilidade de ”parar”completamente o sistema a partir de qualquer

condição inicial (veja [12]).

Neste caṕıtulo vamos provar a controlabilidade nula para o sistema linear (2.7) asso-

ciado ao sistema principal não linear (2.1).

Considere o sistema linear (2.7):

pt(t, x) − ∆p(t, x) + a(t, x)p(t, x) +H
t
0 ∗ p = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω,

(6.1)

onde Ht0 ∗ p =

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ,a(t, x) = f(p(t, x)), com |a(t, x)| ⩽ M,u ∈ L2(Q) e

p0 ∈ L2(Ω). Considere também o sistema adjunto associado:

wt(t, x) + ∆w(t, x) − a(t, x)w(t, x) −H
T
t ∗w = f1(t, x) em Q;

w(t, x) = 0 sobre Σ;

w(T , x) = wT (x) em Ω,

(6.2)

onde HTt ∗w =

∫T
t

h(τ, t)w(τ, x)dτ, f1 ∈ L2(Q) e wT ∈ L2(Ω).
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Dessa forma, para mostrar que o sistema (6.1) é nulamente controlável, com p0 ∈

L2(Ω), precisamos provar o seguinte teorema:

Teorema 6.0.1. Dado p0 ∈ L2(Ω) e T > 0, existe um controle u ∈ L2(Q) tal que a

correspondente solução fraca p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
para o sistema (6.1) satisfaz

p(T , x) = 0 q.s. em Ω.

Além disso, o controle u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) satisfaz∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt ⩽ C̃4

∫
Ω

|p0|
2 dx,

onde C̃4 é uma constante positiva.

Demonstração: A prova do Teorema 6.0.1 será feita através de um método va-

riacional aplicando a Desigualdade de Observabilidade (Teorema 4.0.1). Inicialmente,

mostraremos o seguinte resultado:

Afirmação 6.0.1. Para s ⩾ s0 e λ ⩾ λ0 suficientemente grandes, existe uma constante

C̃2 = C̃2(λ) > 0 tal que

e−2sαϕ−3 ⩾ C̃2.

Com efeito, suponhamos que λ ⩾ λ0 suficientemente grande de modo que 2 ⩽ eλ||ψ||.

Assim, como eλψ ⩽ eλ||ψ||, temos que:

eλψ + eλ||ψ|| ⩽ eλ||ψ|| + eλ||ψ|| = 2eλ||ψ|| ⩽ eλ||ψ||eλ||ψ|| = e2λ||ψ||,

ou seja,

eλ||ψ|| ⩽ e2λ||ψ|| − eλψ = −

(
eλψ − e2λ||ψ||

β(t)

)
β(t) = −αβ(t),

implicando em

−α ⩾
eλ||ψ||

β(t)
,

donde resulta que:

−2sα ⩾ 2s
eλ||ψ||

β(t)
⩾

1

β(t)
,

ou seja,

e−2sα ⩾ e

1

β(t) .
(6.3)
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Também, temos que:

ϕ =
eλψ

β(t)
⩽
eλ||ψ||

β(t)
,

implicando em

ϕ−3 ⩾
β(t)3

e3λ||ψ||
. (6.4)

Portanto, de (6.3) e (6.4), segue que:

e−2sαϕ−3 ⩾ e

1

β(t) β(t)
3

e3λ||ψ||
.

(6.5)

Dáı, sabendo que

lim
x→∞

ex

x3
= ∞ e lim

t→0+

1

β(t)
= ∞,

então vale que:

lim
t→0+

e

1

β(t)β(t)3 = lim
t→0+

e

1

β(t)(
1

β(t)

)3 = ∞.

Assim, existe T1 > 0 tal que

e

1

β(t)β(t)3 ⩾ 1, 0 < t < T1 < T .

Analogamente, como

lim
x→∞

ex

x3
= ∞ e lim

t→T−

1

β(t)
= ∞,

então

lim
t→T−

e

1

β(t)β(t)3 = ∞.

Assim, existe T2 > 0, T2 > T1, tal que

e

1

β(t)β(t)3 ⩾ 1, 0 < T1 < T2 < t < T .

Agora, consideremos o conjunto compacto [T1, T2]. Dessa forma, como a função t 7−→

e

1

β(t)β(t)3 é cont́ınua em [T1, T2], segue que existe uma constante C20 > 0 tal que

e

1

β(t)β(t)3 ⩾ C20 ∀ t ∈ [T1, T2].
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Tomando C21 = max
{
1,C20

}
, então

e

1

β(t)β(t)3 ⩾ C21 ∀ t ∈ [0, T ]. (6.6)

Portanto, substituindo (6.6) em (6.5) e tomando C̃2 =
C21

e3λ||ψ||
, conclúımos que:

e−2sαϕ−3 ⩾ C̃2,

e assim a Afirmação 6.0.1 está provada.

Agora, para cada s, λ, definimos o espaço:

L2(Q, e−2sαϕ−3) :=
{
u : Q→ R;

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt <∞}
.

Além disso, para cada ε > 0, definimos o funcional:

Nε(u,p) :=

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(T , x)2 dx,

onde u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3), p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
é a correspondente solução fraca

para o sistema linear (6.1) e p0 ∈ L2(Ω). Posto isso, provemos a seguinte resultado:

Afirmação 6.0.2. O funcional Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, estritamente convexo

e coercivo em L2(Q) e portanto, existe um único controle uε ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) e p ∈

W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
a correspondente solução fraca para o sistema linear (6.1) tal

que

Nε(uε,pε) = min
{
Nε(u,p),u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3)

}
.

Com efeito, inicialmente, temos que:

• Nε é estritamente convexo.

Inicialmente, seja X um espaço com produto interno qualquer e | · |X uma norma em X.

Então, dados a,b ∈ X com |a|X ̸= |b|X e γ ∈ [0, 1], pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Teorema 1.1.1), temos que:

|(1− γ)a− γb|2X ⩽
[
(1− γ)|a|X + γ|b|X

]2
=

〈(√
1− γ,

√
γ
)
,
(√

1− γ|a|X,
√
γ|b|X

)〉2

⩽
∣∣∣(√1− γ,

√
γ
)∣∣∣2∣∣∣(√1− γ|a|X,

√
γ|b|X

)∣∣∣2,
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isto é,

|(1− γ)a− γb|2X < (1− γ)|a|2X + γ|b|2X.
(6.7)

Assim, dados os controles u1,u2 ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3), com u1 ̸= u2 e

p1,p2 ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)

suas respectivas soluções fracas para o sistema (6.1), consideremos u = (1 − γ)u1 + γu2

e p = (1− γ)p1 + γp2, onde γ ∈ [0, 1]. Dessa forma, segue que:

Nε
(
u,p

)
=

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(T)2 dx

=

∫
Q

(
e−sαϕ

−3
2 u

)2
dxdt+

1

ε

∫
Ω

p(T)2 dx

=
∣∣e−sαϕ−3

2 u
∣∣2
L2(Q)

+
1

ε

∣∣p(T)∣∣2
L2(Ω)

=
∣∣e−sαϕ−3

2

(
(1− γ)u1 + γu2

)∣∣2
L2(Q)

+
1

ε

∣∣((1− γ)p1 + γp2)(T)∣∣2L2(Ω)

=
∣∣(1− γ)e−sαϕ−3

2 u1 + γe
−sαϕ

−3
2 u2

∣∣2
L2(Q)

+
1

ε

∣∣(1− γ)p1(T) + γp2(T)∣∣2L2(Ω)
,

e de (6.7), resulta que:

Nε
(
u,p

)
< (1− γ)

∣∣e−sαϕ−3
2 u1

∣∣2
L2(Q)

+ γ
∣∣e−sαϕ−3

2 u2

∣∣2
L2(Q)

+
1

ε
(1− γ)

∣∣p1(T)∣∣2L2(Ω)
+

1

ε
γ
∣∣p2(T)∣∣2L2(Ω)

= (1− γ)
(∣∣e−sαϕ−3

2 u1

∣∣2
L2(Q)

+
1

ε

∣∣p1(T)∣∣2L2(Ω)

)
+γ

(∣∣e−sαϕ−3
2 u2

∣∣2
L2(Q)

+
1

ε

∣∣p2(T)∣∣2L2(Ω)

)
= (1− γ)

( ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
1 dxdt+

1

ε

∫
Ω

p1(T)
2 dx

)
+γ

( ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
2 dxdt+

1

ε

∫
Ω

p2(T)
2 dx

)
= (1− γ)Nε(u1,p1) + γNε(u2,p2),

ou seja,

Nε
(
(1− γ)u1 + γu2, (1− γ)p1 + γp2

)
< (1− γ)Nε(u1,p1) + γNε(u2,p2),

e assim conclúımos que Nε é estritamente convexo.
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• Nε é coercivo.

Usando a Afirmação 6.0.1, resulta que:

Nε(u,p) =

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(T)2 dx

⩾ C̃2

∫
Q

u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(T)2 dx

⩾ C̃2

∫
Q

u2 dxdt

= C̃2

∣∣u∣∣2
L2(Q)

,

isto é,

Nε(u,p) ⩾ C̃2

∣∣u∣∣2
L2(Q)

,

e assim Nε(u,p) é coercivo.

• Nε é semi-cont́ınuo inferiormente.

Sejam
{
um

}
m

⊂ L2(Q, e−2sαϕ−3) uma sequência tal que um → u em

L2(Q, e−2sαϕ−3) e seja
{
pm

}
m

⊂ L2(Q) a sequência das correspondentes soluções fracas

para o sistema linear (6.1). Dáı, como o sistema (6.1) está bem-posto, segue que pm → p

em L2(Q). Portanto, ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
m dxdt→

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt,

e
1

ε

∫
Ω

pm(T)
2 dx→ 1

ε

∫
Ω

p(T)2 dx,

e assim,

Nε(um, ,pm) → Nε(u,p).

Assim, como Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo, segue

que existe um único controle uε ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) e pε ∈ W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
a

correspondente solução fraca para o sistema linear (6.1) tal que

Nε(uε,pε) = min
{
Nε(u,p),u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3)

}
.

Agora, provaremos o seguinte resultado:
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Afirmação 6.0.3. Seja uε ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) o mı́nimo do funcional Nε. Dessa forma,

temos

uε = χωe
2sαϕ3wε q.s. em Q,

com wε ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
solução fraca para o sistema adjunto

(wε)t + ∆wε − a(t, x)wε −H
T
t ∗wε = 0 em Q;

wε = 0 sobre Σ;

wε(T) = −
1

ε
pε(T) em Ω,

(6.8)

onde pε é a solução fraca associada ao controle uε para o sistema linear (6.1), isto é, pε

satisfaz 

(pε)t − ∆pε + a(t, x)pε +H
t
0 ∗ pε = χωuε em Q;

pε = 0 sobre Σ;

pε(0) = p0 em Ω.

(6.9)

Com efeito, como o sistema (6.1) é linear, então dado um controle

u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3),

podemos escrever a correspondente solução fraca p para o sistema (6.1) da forma p = p̂+p̃,

onde p̂ é a solução fraca para o sistema:

p̂t − ∆p̂+ a(t, x)p̂+H
t
0 ∗ p̂ = 0 em Q;

p̂ = 0 sobre Σ;

p̂(0) = p0 em Ω

(6.10)

e p̃ é a solução fraca para o sistema:

p̃t − ∆p̃+ a(t, x)p̃+H
t
0 ∗ p̃ = χωu em Q;

p̃ = 0 sobre Σ;

p̃(0) = 0 em Ω.

(6.11)
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Observe que p̂ não depende do controle u e escrevemos

pu = p̂+ p̃u, ∀u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) (6.12)

para indicar tal independência.

Observe também que, dado um controle u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3), existe uma única

solução p̃u para o sistema (6.11) e assim, definimos a seguinte função:

L : L2(Q, e−2sαϕ−3) −→ L2(Ω)

u 7−→ Lu(t, x) = p̃u(T , x).

Note que L é linear. De fato, dados os controles u, v ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) e γ ∈ R, então:

L(γu+ v) = p̃(γu+v)(T)

=
(
γp̃u + p̃v

)
(T)

= γp̃u(T) + p̃v(T)

= γLu+ Lv.

Dessa maneira, em (6.12) encontramos que:

pu = p̂+ Lu ∀u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3). (6.13)

Posto isso, podemos reescrever Nε(u,p) = Jε(u), onde

Jε(u) =

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(
p̂(T) + Lu

)2
dx.

Dáı, como

Jε(uε) = min
{
Jε(u); u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3)

}
,

então a derivada de Gateaux de Jε em uε é nula em todas as direções ν ∈ L2(Q), ou seja,

lim
h→0

Jε(uε + hν) − Jε(uε)

h
= 0 ∀ν ∈ L2(Q). (6.14)
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Por outro lado, note que:

Jε(uε + hν)

=

∫
Q

e−2sαϕ−3
(
uε + hν

)2
dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
p̂(T) + L(uε + hν)

)2
dx

=

∫
Q

e−2sαϕ−3
(
uε + hν

)2
dxdt+

1

ε

∫
Ω

((
pε(T) − Luε

)
+ L(uε + hν)

)2
dx

=

∫
Q

e−2sαϕ−3
(
uε + hν

)2
dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T) − Luε + Luε + hLν

)2
dx

=

∫
Q

e−2sαϕ−3
(
uε + hν

)2
dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T) + hLν

)2
dx,

e então:

Jε(uε + hν)

=

∫
Q

e−2sαϕ−3
(
u2
ε + 2huεν+ h2ν2

)
dxdt

+
1

ε

∫
Ω

((
pε(T)

)2
+ 2h

(
pε(T)

)
Lν+ h2

(
Lν

)2)
dx

=

( ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
ε dxdt+ 2h

∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+ h
2

∫
Q

e−2sαϕ−3ν2 dxdt

)
+

(
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx+ 2h

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx+ h21

ε

∫
Ω

(
Lν

)2
dx

)
=

( ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx

)
+ 2h

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
+h2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3ν2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(
Lν

)2
dx

)
,

e como
(
pε(T)

)2
=

(
p̂(T) + Luε

)2
, segue que:

Jε(uε + hν) =

( ∫
Q

e−2sαϕ−3u2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
p̂(T) + Luε

)2
dx

)
+ 2h

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
+h2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3ν2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(
Lν

)2
dx

)
,
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ou seja,

Jε(uε + hν) = Jε(uε) + 2h

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
+h2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3ν2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(
Lν

)2
dx

)
,

donde encontramos que:

Jε(uε + hν) − Jε(uε)

h
= 2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
+h

( ∫
Q

e−2sαϕ−3ν2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(
Lν

)2
dx

)
,

e assim fazendo h→ 0, obtemos que:

lim
h→0

Jε(uε + hν) − Jε(uε)

h

= 2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
∀ν ∈ L2(Q).

(6.15)

Portanto, de (6.14) e (6.15), conclúımos que:

2

( ∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt+
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx

)
= 0 ∀ν ∈ L2(Q),

isto é,

−
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
Lνdx =

∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt ∀ν ∈ L2(Q).

Dessa forma, como Lν = p̃ν(T), denotando z(T) = p̃ν(T), temos que:

−
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)
z(T)dx =

∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt ∀ν ∈ L2(Q), (6.16)

onde z é a solução fraca para o sistema (6.11), ou seja, z satisfaz:

zt − ∆z+ a(t, x)z+H
t
0 ∗ z = χων em Q;

z = 0 sobre Σ;

z(0) = 0 em Ω.

(6.17)

Agora, multiplicando por wε a equação em (6.17), solução fraca do sistema (6.8), e

integrando em Q, obtemos:∫
Q

ztwε dxdt−

∫
Q

(
∆z

)
wε dxdt+

∫
Q

a(t, x)zwε dxdt+

∫
Q

(
Ht0 ∗ z

)
wε dxdt

=

∫
Q

χωνwε dxdt.

(6.18)
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Analisemos os termos de (6.18).

Por integração por partes e sabendo de (6.8) e (6.17) que wε(T) = −
1

ε
pε(T) e z(0) = 0

em Ω, encontramos que:∫
Q

ztwε dxdt =

∫
Ω

[ ∫T
0

ztwε dt

]
dx

=

∫
Ω

[(
zwε

)∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

z
(
wε

)
t
dt

]
dx

=

∫
Ω

[
z(T)wε(T) − z(0)wε(0) −

∫T
0

z
(
wε

)
t
dt

]
dx

=

∫
Ω

[
−

1

ε
z(T)pε(T) −

∫T
0

z
(
wε

)
t
dt

]
dx,

isto é, ∫
Q

ztwε dxdt = −
1

ε

∫
Ω

pε(T)z(T)dx−

∫
Q

(
wε

)
t
z dxdt. (6.19)

Também, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo de (6.8) e (6.17) que

z = wε = 0 sobre Σ, obtemos que:

−

∫
Q

(
∆z

)
wε dxdt =

∫
Q

⟨∇z,∇wε⟩dxdt−
∫
Σ

wεzη dΣ

=

∫
Q

⟨∇z,∇wε⟩dxdt

=

∫
Q

⟨∇z,∇wε⟩dxdt−
∫
Σ

z(wε)η dΣ

= −

∫
Q

(
∆wε

)
z dxdt,

ou seja,

−

∫
Q

(
∆z

)
wε dxdt = −

∫
Q

(
∆wε

)
z dxdt. (6.20)

Além disso, dos cálculos feitos para obtermos o sistema adjunto (2.15), segue que:

∫
Q

(
Ht0 ∗ z

)
wε dxdt =

∫
Q

(
HTt ∗wε

)
z dxdt. (6.21)

Assim, substituindo (6.19), (6.20) e (6.21) em (6.18), reulta que:(
−

1

ε

∫
Ω

pε(T)z(T)dx−

∫
Q

(
wε

)
t
z dxdt

)
−

∫
Q

(
∆wε

)
z dxdt+

∫
Q

a(t, x)wεz dxdt

+

∫
Q

(
HTt ∗wε

)
z dxdt =

∫
Q

χωνwε dxdt,
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isto é,

−
1

ε

∫
Ω

pε(T)z(T)dx−

∫
Q

((
wε

)
t
+ ∆wε − a(t, x)wε −H

T
t ∗wε

)
z dxdt

=

∫
Q

χωνwε dxdt,

e como
(
wε

)
t
+ ∆wε − a(t, x)wε −H

T
t ∗wε = 0, pelo sistema (6.8), segue que:

−
1

ε

∫
Ω

pε(T)z(T)dx =

∫
Q

χωνwε dxdt ∀ν ∈ L2(Q).

Finalmente, de (6.16), conclúımos que:∫
Q

e−2sαϕ−3uενdxdt =

∫
Q

χωνwε dxdt ∀ν ∈ L2(Q),

isto é, ∫
Q

(
e−2sαϕ−3uε − χωwε

)
νdxdt = 0 ∀ν ∈ L2(Q).

Dáı, pelo Lema de Du Bois-Raymond (Lema 1.3.1), segue que:

e−2sαϕ−3uε − χωwε = 0 q.s. em Q,

ou seja,

e−2sαϕ−3uε = χωwε q.s. em Q,

e portanto,

uε = χωe
2sαϕ3wε q.s. em Q,

concluindo a prova da Afirmação 6.0.3.

Agora, considerando o sistema (6.8):

(wε)t + ∆wε − a(t, x)wε −H
T
t ∗wε = 0 em Q;

wε = 0 sobre Σ;

wε(T) = −
1

ε
pε(T) em Ω

e usando o resultado da Afirmação 6.0.3 e sabendo que χ2ω = χω, o sistema (6.9) torna-se:

(pε)t − ∆pε + a(t, x)pε +H
t
0 ∗ pε = χωe2sαϕ3wε em Q;

pε = 0 sobre Σ;

pε(0) = p0 em Ω.

(6.22)
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Multiplicando por pε a equação em (6.8) e integrando em Q, obtemos:

∫
Q

(
wε

)
t
pε dxdt+

∫
Q

(
∆wε

)
pε dxdt−

∫
Q

a(t, x)wεpε dxdt−

∫
Q

(
HTt ∗wε

)
pε dxdt

= 0.

(6.23)

Analisemos os termos de (6.23).

De (6.8) e (6.9) e usando integração por partes, encontramos que:

∫
Q

(
wε

)
t
pε dxdt =

∫
Ω

[ ∫T
0

(
wε

)
t
pε dt

]
dx

=

∫
Ω

[(
wεpε

)∣∣∣∣T
0

−

∫T
0

wε
(
pε

)
t
dt

]
dx

=

∫
Ω

[
wε(T)pε(T) −wε(0)pε(0) −

∫T
0

wε
(
pε

)
t
dt

]
dx

=

∫
Ω

[
−

1

ε

(
pε(T)

)2
−wε(0)p0 −

∫T
0

wε
(
pε

)
t
dt

]
dx,

ou seja,∫
Q

(
wε

)
t
pε dxdt = −

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx−

∫
Ω

wε(0)p0 dx−

∫
Q

wε
(
pε

)
t
dxdt. (6.24)

Também, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e de (6.8) e (6.9), obtemos que:

∫
Q

(
∆wε

)
pε dxdt = −

∫
Q

⟨∇wε,∇pε⟩dxdt+
∫
Σ

pε
(
wε

)
η
dΣ

= −

∫
Q

⟨∇wε,∇pε⟩dxdt

= −

∫
Q

⟨∇wε,∇pε⟩dxdt+
∫
Σ

wε
(
pε

)
η
dΣ

=

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt,

isto é, ∫
Q

(
∆wε

)
pε dxdt =

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt. (6.25)

Além disso, temos que:∫
Q

(
HTt ∗wε

)
pε dxdt =

∫
Q

(
Ht0 ∗ pε

)
wε dxdt. (6.26)
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Agora, substituindo (6.24), (6.25) e (6.26) em (6.23), segue que:(
−

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx−

∫
Ω

wε(0)p0 dx−

∫
Q

wε
(
pε

)
t
dxdt

)
+

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt−

∫
Q

a(t, x)wεpε dxdt−

∫
Q

(
Ht0 ∗ pε

)
wε dxdt = 0,

ou seja,∫
Q

(
pε

)
t
wε dxdt−

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt+

∫
Q

a(t, x)wεpε dxdt+

∫
Q

(
Ht0 ∗ pε

)
wε dxdt

= −
1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx−

∫
Ω

wε(0)p0 dx.

(6.27)

Por outro lado, multiplicando porwε a equação em (6.22) e integrando emQ, obtemos:∫
Q

(
pε

)
t
wε dxdt−

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt+

∫
Q

a(t, x)pεwε dxdt+

∫
Q

(
Ht0 ∗ pε

)
wε dxdt

=

∫
Q

χωe
2sαϕ3w2

ε dxdt

=

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt,

ou seja,∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt

=

∫
Q

(
pε

)
t
wε dxdt−

∫
Q

(
∆pε

)
wε dxdt+

∫
Q

a(t, x)pεwε dxdt+

∫
Q

(
Ht0 ∗ pε

)
wε dxdt.

Substituindo (6.27) na última expressão, resulta que:∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt = −

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx−

∫
Ω

wε(0)p0 dx,

isto é, ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx = −

∫
Ω

wε(0)p0 dx,

e assim, ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx =

∣∣∣∣ ∫
Ω

wε(0)p0 dx

∣∣∣∣. (6.28)

Agora, pela Desigualdade de Hölder (Teorema 1.2.3), temos que:∣∣∣∣ ∫
Ω

wε(0)p0 dx

∣∣∣∣ ⩽ ( ∫
Ω

wε(0)
2 dx

) 1
2
( ∫

Ω

p20 dx

) 1
2

. (6.29)
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Usando a Desigualdade de Observabilidade (Teorema 4.0.1) comw = wε e f1 = 0 obtemos

que: ∫
Ω

wε(0)
2 dx ⩽ C̃1

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt,

então, ∫
Ω

wε(0)
2 dx ⩽ C̃1

( ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx

)
. (6.30)

Substituindo (6.30) em (6.29), resulta que:∣∣∣∣ ∫
Ω

wε(0)p0 dx

∣∣∣∣
⩽

(
C̃1

( ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx

)) 1
2
( ∫

Ω

p20 dx

) 1
2

=

( ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx

) 1
2
(
C̃1

∫
Ω

p20 dx

) 1
2

,

e pela Desigualdade de Young (Teorema 1.2.1), segue que:∣∣∣∣ ∫
Ω

wε(0)p0 dx

∣∣∣∣
⩽

1

2

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

2ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx+

C̃1

2

∫
Ω

p20 dx.

(6.31)

Por conseguinte, substituindo (6.31) em (6.28), encontramos que:∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx

⩽
1

2

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

2ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx+

C̃1

2

∫
Ω

p20 dx,

e assim, ∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽ C̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
, (6.32)

donde

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽ C̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
,

implicando em ∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽ εC̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
∀ ε > 0,

que é equivalente à

pε(T) → 0 em L2(Ω), quando ε→ 0
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e assim existe uma subsequência de
{
pε

}
ε
, que ainda denotaremos por

{
pε

}
ε
, tal que

pε(T) → 0 q.s. em Ω, quando ε→ 0. (6.33)

Agora, pelas Afirmações 6.0.1 e 6.0.3, podemos deduzir que:

u2
ε =

(
χωe

2sαϕ3wε
)(
χωe

2sαϕ3wε
)

=
(
e2sαϕ3

)(
χ2ωe

2sαϕ3w2
ε

)
⩽

1

C̃2

(
χωe

2sαϕ3w2
ε

)
,

(6.34)

donde ∫
Q

u2
ε dxdt ⩽

1

C̃2

∫
Q

χωe
2sαϕ3w2

ε dxdt =
1

C̃2

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt,

e como sabemos de (6.32) que∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt ⩽

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽ C̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
,

então temos que: ∫
Q

u2
ε dxdt ⩽

1

C̃2

C̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
,

que é equivalente à

∣∣uε∣∣2L2(Q)
⩽
C̃1

C̃2

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
, (constante)

ou seja, a sequência
{
uε

}
ε
⊂ L2(Q) é limitada em L2(Q). Como L2(Q) é um espaço de

Banach reflexivo, então pelo Teorema de Kakutani (Teorema 1.1.2) a sequência
{
uε

}
ε

possui uma subsequência, que ainda denotaremos por
{
uε

}
ε
, que converge fracamente

para um certo u ∈ L2(Q), ou seja,

uε ⇀ u em L2(Q), quando ε→ 0. (6.35)

Dessa forma, consideremos o sistema em (6.9). Como
{
pε

}
ε
⊂W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
⊂

L2(Q) é uma sequência limitada em L2(Q), então, pelos mesmos argumentos usados para

obtermos (6.35), existe uma subsequência de
{
pε

}
ε
, que ainda denotaremos por

{
pε

}
ε
,

que converge fracamente para um certo p ∈ L2(Q). Mas, como o sistema (6.9) está bem-

posto, então p é a correspondente solução do sistema (6.9) associada ao controle u, limite

fraco da sequência
{
uε

}
ε
. Assim, temos:

pε ⇀ p em L2(Q), quando ε→ 0.
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Dáı, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.6.5), existe uma subsequência de
{
pε

}
ε
,

que também denotaremos por
{
pε

}
ε
, que converge fortemente para p em

C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
⊂ L2(Q), ou seja, temos:

pε → p em L2(Q), quando ε→ 0. (6.36)

Finalmente, conclúımos que:

pε(t) → p(t) q.s. em Ω ∀ t ∈ [0, T ], quando ε→ 0,

em particular, temos que:

pε(T) → p(T) q.s. em Ω, quando ε→ 0, (6.37)

donde de (6.33) e pela unicidade do limite, segue que:

p(T , x) = 0 q.s. em Ω.

Além disso, de (6.34), segue que:

e−2sαϕ−3u2
ε ⩽ u

2
ε ⩽

1

C̃2

(
χωe

2sαϕ3w2
ε

)
,

implicando em

C̃2

∫
Q

e−2sαϕ−3u2
ε dxdt ⩽

∫
Qω

e2sαϕ3w2
ε dxdt, (6.38)

e de (6.32), deduzimos que:

C̃2

∫
Q

e−2sαϕ−3u2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(
pε(T)

)2
dx ⩽ C̃1

∣∣p0∣∣2L2(Ω)
,

donde fazendo ε→ 0 nessa última expressão e usando (6.35), obtemos que:

∫
Q

e−2sαϕ−3u2 dxdt ⩽ C̃4

∫
Ω

|p0|
2 dx,

onde C̃4 =
C̃1

C̃2

e assim conclúımos a demonstração de Teorema 6.0.1.

■



Caṕıtulo 7

Controle Nulo: Sistema Não Linear

Neste caṕıtulo, iremos provar a controlabilidade nula para o sistema principal não linear

(2.1) como consequência da controlabilidade nula do sistema linear associado (Teorema

6.0.1) através do teorema do ponto fixo de Kakutani (Teorema 1.6.8).

Investigaremos a controlabilidade nula para o sistema parabólico não linear commemória:

pt(t, x) − ∆p(t, x) + g(p(t, x)) +

∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ = χωu(t, x) em Q;

p(t, x) = 0 sobre Σ;

p(0, x) = p0(x) em Ω,

(7.1)

onde u ∈ L2(Q), p0 ∈ L2(Ω), g é globalmente Lipschitz, com g(0) = 0 e h suficientemente

suave, com h = 0
∣∣
τ=0,T

.

Teorema 7.0.1. Assuma que g é globalmente Lipschitz, com g(0) = 0. Então, para cada

p0 ∈ L2(Ω) e T > 0, existe um controle u ∈ L2(Q) tal que a correspondente solução fraca

p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
para o sistema (7.1) satisfaz

p(T , x) = 0 q.s. em Ω.

Demonstração: Inicialmente, notemos que se

p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
,

então

p ∈ L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)

e pt ∈ L2
(
0, T ;H−1(Ω)

)
.

141
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Por conveniência, vamos denotar W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
= G. Dessa forma, segue

que:

| · |
W

(
0,T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
) = | · |G.

Consideremos o conjunto:

B :=

{
p ∈W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
;
∣∣p(t)∣∣

G
⩽M q.s., t ∈ (0, T)

}
,

onde M > 0 é uma constante.

Afirmação 7.0.1. B é um conjunto convexo e compacto em L2(Q).

• B é convexo.

De fato, dados p1,p2 ∈ B e γ ∈ [0, 1], temos que:

∣∣(1− γ)p1 + p2∣∣G ⩽ (1− γ)
∣∣p1∣∣G + γ

∣∣p2∣∣G
⩽ (1− γ)M+ γM

=M,

e assim B é convexo.

• B é compacto em L2(Q).

Seja
{
pm

}
m

⊂ B uma sequência de pontos em B. Vamos mostrar que
{
pm

}
m

admite

uma subsequência convergente em L2(Q). Com efeito, pela definição do conjunto B, para

todo m ∈ N, temos que:

|pm
∣∣
G
⩽M,

e assim, 
∣∣pm∣∣

L2
(
0,T ;H1

0(Ω)
) ⩽M

∣∣(pm)t∣∣L2(0,T ;H−1(Ω)
) ⩽M,

ou seja, a sequência
{
pm

}
m

é limitada em L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)
e a sequência

{(
pm

)
t

}
m

é

limitada em e L2
(
0, T ;H−1(Ω)

)
. Dáı, como

L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
) c
↪→ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
↪→ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
,
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com L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)
reflexivo, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.6.5) existem uma

subsequência de
{
pm

}
m
, que ainda denotaremos por

{
pm

}
m
, e p ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
⊂

L2(Q) tal que

pm → p em L2(Q), quando m→ ∞.

Assim, segue que B é compacto em L2(Q) e conclúımos a prova da Afirmação 7.0.1.

Posto isso, para cada p ∈ B, p0 ∈ L2(Ω) e u ∈ L2
(
e−2sαϕ−3

)
, considere o sistema

linear: 

pt − ∆p+ f(p)p+H
t
0 ∗ p = χωu em Q;

p = 0 sobre Σ;

p(0) = p0 em Ω,

(7.2)

onde

f(p) =


g(p)

p
, se |p| > 0;

g ′(0), se p = 0.

Observe que o sistema (7.2) é a linearização do sistema não linear (7.1) já que, para p ∈ B,

f(p) = a(t, x) é uniformemente limitada. Dessa forma, para provarmos o Teorema 7.0.1,

precisamos do seguinte resultado:

Proposição 7.0.1. Para cada p0 ∈ L2(Ω) e u ∈ L2(Qω), a correspondente solução p

para o sistema linear (7.2) satisfaz

|p|2R ⩽ C̃5

(
|p0|

2
L2(Ω) + |u|2L2(Qω)

)
,

onde R = C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
e C̃5 > 0 é uma constante.

Demonstração: Ver [1].

Defina a função de múltiplos valores Ψ : B→ 2B, onde para cada p ∈ B, temos:

Ψ(p) :=


p ∈W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
; para p0 ∈ L2(Ω) e u ∈ L2

(
Q; e−2sαϕ−3

)
,

p é solução fraca de (7.2) e p(T , x) = 0 q.s. em Ω.


(7.3)

Note que, para p0 ∈ L2(Ω),u ∈ L2
(
Q; e−2sαϕ−3

)
, existe p ∈ W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)

solução fraca para o sistema (7.2) conforme o Teorema 6.0.1. Portanto, Ψ(p) ̸= ∅ para todo

p ∈ B, e assim a função Ψ está bem-definida.



Controle Nulo: Sistema Não Linear 144

Agora, faremos a seguinte afirmação que será útil para o próximo resultado:

Afirmação 7.0.2. Suponha que p0 ∈ L2(Ω) e

p ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
.

Então,

|p(t)|2H1
0(Ω)+

∫
Q

(
|pt|

2+ |∆p|2+
∣∣Ht0 ∗p∣∣2)dxdt ⩽ C̃6

(
|p0|

2
H1

0(Ω)+ |p0|
2
L2(Ω)

)
∀ t ∈ [0, T ],

onde C̃6 é uma constante positiva.

Com efeito, multiplicando por pt−∆p a equação em (7.2) e integrando emΩ, obtemos:

∫
Ω

pt
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

∆p
(
pt − ∆p

)
dx+

∫
Ω

f(p)p
(
pt − ∆p

)
dx

+

∫
Ω

(
Ht0 ∗ p

)(
pt − ∆p

)
dx =

∫
Ω

χωu
(
pt − ∆p

)
dx,

ou seja,

−2

∫
Ω

pt∆pdx+

∫
Ω

|pt|
2 dx+

∫
Ω

|∆p|2 dx

=

∫
Ω

χωu
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

f(p)p
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

(
Ht0 ∗ p

)(
pt − ∆p

)
dx.

Note que, pela Fórmula de Green (Teorema 1.6.4) e sabendo de (7.2) que p = 0 sobre

Σ, segue que:

−2

∫
Ω

pt∆pdx =
(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t

e assim,

(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx

=

∫
Ω

χωu
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

f(p)p
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

(
Ht0 ∗ p

)(
pt − ∆p

)
dx.

(7.4)

Agora, usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema 1.2.4) e de Young com ε
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(Teorema 1.2.2) e sabendo que
∣∣χω∣∣ ⩽ 1 e |f(p)| ⩽M, encontramos que:∣∣∣∣ ∫

Ω

χωu
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

f(p)p
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

(
Ht0 ∗ p

)(
pt − ∆p

)
dx

∣∣∣∣
⩽

∫
Ω

|u||pt − ∆p|dx+M

∫
Ω

|p||pt − ∆p|dx+

∫
Ω

∣∣Ht0 ∗ p∣∣|pt − ∆p|dx
⩽

1

4ε

∫
Ω

|u|2 dx+ ε

∫
Ω

|pt − ∆p|
2 dx+

M

4ε

∫
Ω

|p|2 dx+ εM

∫
Ω

|pt − ∆p|
2 dx

+
1

4ε

∫
Ω

∣∣Ht0 ∗ p∣∣2 dx+ ε ∫
Ω

|pt − ∆p|
2 dx

=
1

4ε

∫
Ω

(
|u|2 +M|p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx+ ε(M+ 2)

∫
Ω

|pt − ∆p|
2 dx,

e como pela desigualdade de Young (Teorema 1.2.1) temos que:∫
Ω

|pt − ∆p|
2 dx ⩽

∫
Ω

(
|pt|

2 + 2|pt||∆p|+ |∆p|2
)
dx

⩽
∫
Ω

(
|pt|

2 + |pt|
2 + |∆p|2 + |∆p|2

)
dx

= 2

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx,

então∣∣∣∣ ∫
Ω

χωu
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

f(p)p
(
pt − ∆p

)
dx−

∫
Ω

(
Ht0 ∗ p

)(
pt − ∆p

)
dx

∣∣∣∣
⩽

1

4ε

∫
Ω

(
|u|2 +M|p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx+ 2ε(M+ 2)

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx.

(7.5)

Substituindo (7.5) em (7.4), resulta que:(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx

⩽
1

4ε

∫
Ω

(
|u|2 +M|p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx+ 2ε(M+ 2)

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx.

Tomando ε de modo que 2ε(M + 2) ⩽
1

2
e tomando C22 = max

{
1

4ε
,
M

4ε

}
, obtemos da

última expressão acima que:(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx

⩽ C22

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx+ 1

2

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx,

ou seja,(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

1

2

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx ⩽ C22

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx,
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donde(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx ⩽ 2

(
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx

= 2

((
|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

1

2

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx

)
⩽ 2C22

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx,
isto é,(

|p|2
H1

0(Ω)

)
t
+

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dx ⩽ C23

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dx, (7.6)

onde C23 = 2C22.

Agora, integrando ambos os lados de (7.6) de 0 à t, t ⩽ T , conclúımos que:∫ t
0

(
|p|2H1

0(Ω)

)
t
dt+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt

⩽ C23

∫ t
0

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dxdt,
ou seja, (

|p(t)|2
H1

0(Ω)
− |p(0)|2

H1
0(Ω)

)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt

⩽ C23

∫ t
0

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dxdt
⩽ C23

∫T
0

∫
Ω

(
|u|2 + |p|2 + |Ht0 ∗ p

∣∣2)dxdt,
e assim,

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt

⩽ |p0|
2
H1

0(Ω)
+ C23

(
|u|2L2(Q) + |p|2L2(Q) + |Ht0 ∗ p

∣∣2
L2(Q)

)
.

(7.7)

Agora, pela Afirmação 6.0.1 temos que:

C̃2|u|
2
L2(Ω) = C̃2

∫
Q

|u|2 dxdt

⩽
∫
Q

e−2sαϕ−3|u|2 dxdt

⩽ C̃3

∫
Ω

|p0|
2 dx,

ou seja, tomando C16 =
C̃3

C̃2

, segue que:

|u|2L2(Q) ⩽ C16|p0|
2
L2(Ω). (7.8)
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Observe também que:

|Ht0 ∗ p
∣∣2
L2(Q)

=

∫
Q

∣∣∣∣ ∫ t
0

h(t, τ)p(τ, x)dτ

∣∣∣∣2 dxdt
⩽

∫
Q

( ∫ t
0

|h(t, τ)||p(τ, x)|dτ

)2

dxdt

⩽ |h|2L∞(0,T)

∫
Q

( ∫T
0

|p(τ, x)|dτ

)2

dxdt,

e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.1.1) existe uma constante C24 > 0

tal que

|Ht0 ∗ p
∣∣2
L2(Q)

⩽ C24|h|
2
L∞(0,T)

∫
Q

∫T
0

|p(τ, x)|2 dτdxdt

= C24|h|
2
L∞(0,T)

∫
Ω

∫T
0

∫T
0

|p(τ, x)|2 dτdtdx

= C24|h|
2
L∞(0,T)

( ∫T
0

dt

)( ∫
Q

|p(τ, x)|2 dxdτ

)
= C24T |h|

2
L∞(0,T)

( ∫
Q

|p(τ, x)|2 dxdτ

)
,

e tomando C25 = C24T |h|
2
L∞(0,T), obtemos que:

|Ht0 ∗ p
∣∣2
L2(Q)

⩽ C25|p|
2
L2(Q).

(7.9)

Substituindo (7.8) e (7.9) em (7.7), resulta que:

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt

⩽ |p0|
2
H1

0(Ω)
+ C23

(
C16|p0|

2
L2(Ω) + |p|2L2(Q) + C25|p|

2
L2(Q)

)
= |p0|

2
H1

0(Ω)
+ C23C16|p0|

2
L2(Ω) + C23

(
1+ C25

)
|p|2L2(Q)

⩽ |p0|
2
H1

0(Ω)
+ C23C16|p0|

2
L2(Ω) + C23

(
1+ C25

)
|p|2R,

onde R = C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
e assim,

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt ⩽ C26

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω) + |p|2R

)
,

onde C26 = max
{
1,C23C16,C23

(
1+ C25

)}
.
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Dáı, pela Proposição 7.0.1 e por (7.8), como

|p|2R ⩽ C̃5

(
|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω)
+ |u|2L2(Qω)

)
⩽ C̃5

(
|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω)
+ C16|p0|

2
L2(Ω)

)
= C̃5

(
1+ C16

)
|p0|

2
L2(Ω) + C̃5|p0|

2
H1

0(Ω)
,

segue que,

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt

⩽ C26

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω) + C̃5

(
1+ C16

)
|p0|

2
L2(Ω) + C̃5|p0|

2
H1

0(Ω)

)
⩽ C26

((
1+ C̃5

)
|p0|

2
H1

0(Ω)
+
(
1+ C̃5

(
1+ C16

))
|p0|

2
L2(Ω)

)
,

e tomando C27 = max
{
C26

(
1+ C̃5

)
,C26

(
1+ C̃5

(
1+ C16

))}
, obtemos que:

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt ⩽ C27

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω)

)
.

Agora, como vale:∫ t
0

∫
Ω

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt ⩽ C27

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω)

)
,

para todo t ⩽ T , então, em particular, para t = T , encontramos que:∫
Q

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt ⩽ C27

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω)

)
. (7.10)

Analogamente, temos que:

|p(t)|2
H1

0(Ω)
⩽ C27

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω)

)
∀ t ∈ [0, T ]. (7.11)

Somando (7.11) e (7.11), deduzimos que:

|p(t)|2
H1

0(Ω)
+

∫
Q

(
|pt|

2 + |∆p|2
)
dxdt ⩽ C28

(
|p0|

2
H1

0(Ω)
+ |p0|

2
L2(Ω)

)
∀ t ∈ [0, T ],

(7.12)

onde C28 = 2C27.

Finalmente, sabendo de (7.9) e usando os mesmos argumentos para obtermos (7.12),

podemos concluir que existe uma constante C29 > 0 tal que∫
Q

|Ht0 ∗ p
∣∣2 dxdt ⩽ C29

(
|p0|

2
H1

0(Ω) + |p0|
2
L2(Ω)

)
,
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e somando essa última expressão com (7.12), segue que:

|p(t)|2H1
0(Ω)+

∫
Q

(
|pt|

2+ |∆p|2+
∣∣Ht0 ∗p∣∣2)dxdt ⩽ C̃6

(
|p0|

2
H1

0(Ω)+ |p0|
2
L2(Ω)

)
∀ t ∈ [0, T ],

onde C̃6 = C28 + C29.

Agora, usaremos a Afirmação 7.0.2 para provar o resultado a seguir:

Afirmação 7.0.3. Considere a função Ψ : B → 2B dada em (7.3). Então, dado p ∈ B,

temos:

(i) Ψ(B) ⊂ B;

(ii) Ψ(p) é convexo;

(iii) Ψ(p) é compacto em L2(Q);

(iv) Ψ(p) tem gráfico fechado em L2(Q)× L2(Q).

De fato,

• Ψ(B) ⊂ B.

Dado p ∈ B, seja p ∈ Ψ(p). Pela Proposição 7.0.1, temos que:

|p|2R ⩽ C̃5

(
|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω) + |u|2L2(Qω)

)
,

onde R = C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩W

(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
. Dáı, como

R ↪→W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
= G,

então

|p|2G ⩽ |p|2R ⩽ C̃5

(
|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω)
+ |u|2L2(Qω)

)
,

e como |u|2L2(Qω) ⩽ C16|p0|
2
L2(Ω), segue que:

|p|2G ⩽ C̃5

(
(1+ C16)|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω)

)
.

TomandoM ⩾ C̃5

(
(1+C16)|p0|

2
L2(Ω) + |p0|

2
H1

0(Ω)

)
, temos que |p|2G ⩽M, ou seja, p ∈ B e

conclúımos que Ψ(B) ⊂ B.

• Ψ(p) é convexo.
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Com efeito, dados p1,p2 ∈ Ψ(p) e γ ∈ [0, 1], então pelo prinćıpio da superposição de

solução para o sistema linear, temos que:

(1− γ)p1 + γp2 ∈ Ψ(p),

e portanto Ψ(p) é convexo.

• Ψ(p) é compacto em L2(Q).

Observe que é suficiente mostrarmos que Ψ(p) é fechado em L2(Q) pois como Ψ(B) ⊂ B

pelo item (i) e B é compacto pela Afirmação 7.0.1, segue que Ψ(p) é compacto. De fato,

seja
{
pm

}
m

⊂ Ψ(p) uma sequência tal que

pm → p em L2(Q), quando m→ ∞.

Vamos mostrar que p ∈ Ψ(p). Como pm ∈ Ψ(p) para todo m ∈ N, então pm é solução

fraca para o sistema linear (7.2), isto é, pm satisfaz:

(
pm

)
t
− ∆pm + f(p)pm +Ht0 ∗ pm = χωum em Q;

pm = 0 sobre Σ;

pm(0) = p0 em Ω,

(7.13)

onde p0 ∈ L2(Ω) e um ∈ L2
(
e−2sαϕ−3

)
.

Dáı, usando a Afirmação 7.0.2, para cada pm ∈ Ψ(p), segue que as sequências{(
pm

)
t

}
m
,
{
∆pm

}
m

e
{
Ht0 ∗ pm

}
m

são limitadas em L2(Q). Também, como |u|2L2(Q) ⩽

C16|p0|
2
L2(Ω), podemos concluir que a sequência

{
um

}
m

também é limitada em L2(Q).

Portanto, como L2(Q) é um espaço reflexivo, pelo Teorema de Kakutani (Teorema 1.1.2),

existem subsequências de
{(
pm

)
t

}
m
,
{
∆pm

}
m
,
{
Ht0 ∗pm

}
m

e
{
um

}
m
, que também de-

notaremos por
{(
pm

)
t

}
m
,
{
∆pm

}
m
,
{
Ht0 ∗pm

}
m

e
{
um

}
m

e pontos pt,∆p,H
t
0 ∗p,u ∈

L2(Q) tais que, quando m→ ∞, nos leva as seguintes convergências:

(
pm

)
t
⇀ pt em L2(Q);

∆pm ⇀ ∆p em L2(Q);

Ht0 ∗ pm ⇀ Ht0 ∗ p em L2(Q);

um ⇀ u em L2(Q).
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Além disso, como por hipótese temos que:

pm → p em L2(Q), quando m→ ∞,

então

pm ⇀ p em L2(Q), quando m→ ∞,

e assim

f(p)pm ⇀ f(p)p em L2(Q), quando m→ ∞.

Portanto, quando m→ ∞, obtemos:

(
pm

)
t
⇀ pt em L2(Q);

∆pm ⇀ ∆p em L2(Q);

Ht0 ∗ pm ⇀ Ht0 ∗ p em L2(Q);

um ⇀ u em L2(Q);

f(p)pm ⇀ f(p)p em L2(Q);

pm → p em L2(Q).

(7.14)

Por conseguinte, passando ao limite em (7.13), quando m → ∞ obtemos por (7.14)

que: 

pt − ∆p+ f(p)p+H
t
0 ∗ p = χωu em Q;

p = 0 sobre Σ;

p(0) = p0 em Ω,

onde p0 ∈ L2(Ω) e u ∈ L2
(
e−2sαϕ−3

)
. Portanto, p ∈ Ψ(p) e conclúımos que Ψ(p) é

compacto em L2(Q).

• Ψ(p) tem gráfico fechado em L2(Q)× L2(Q).

Sejam
{
pm

}
m

⊂ B e
{
pm

}
m

⊂ Ψ(pm) sequências tais que
pm → p em L2(Q),

pm → p em L2(Q).

(7.15)
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Consideremos a sequência
{(
pm,pm

)}
m

⊂ Gr(Ψ) tal que

(
pm,pm

)
→

(
p,p

)
em L2(Q)× L2(Q).

Vamos mostrar que
(
p,p

)
∈ Gr(Ψ), ou seja, que p ∈ Ψ(p).

De fato, como pm ∈ Ψ(pm), para todom ∈ N, então pm é solução fraca para o sistema

linear (7.2), isto é, pm satisfaz

(
pm

)
t
− ∆pm + f(pm)pm +Ht0 ∗ pm = χωum em Q;

pm = 0 sobre Σ;

pm(0) = p0 em Ω,

(7.16)

onde p0 ∈ L2(Ω) e um ∈ L2
(
e−2sαϕ−3

)
. Pelos mesmos argumentos usados para obtermos

(7.14), segue que: 

(
pm

)
t
⇀ pt em L2(Q);

∆pm ⇀ ∆p em L2(Q);

Ht0 ∗ pm ⇀ Ht0 ∗ p em L2(Q);

um ⇀ u em L2(Q);

pm → p em L2(Q).

(7.17)

Resta mostrarmos que f(pm)pm ⇀ f(p)p em L2(Q). Com efeito, de (7.15), obtemos:
pm → p q.s. em Q,

pm → p q.s. em Q.

(7.18)

Pela continuidade da função f, segue de (7.18) que:

f(pm) → f(p) q.s. em Q. (7.19)

Agora, de (7.18) e (7.19) ganhamos que:

f(pm)pm → f(p)p q.s. em Q. (7.20)
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Dáı, como
∣∣f(pm)∣∣ = |a(t, x)| ⩽M, então vale que:

∣∣f(pm)pm∣∣2L2(Q)
=

∫
Q

∣∣f(pm)pm∣∣2 dxdt
=

∫
Q

∣∣f(pm)∣∣2∣∣pm∣∣2 dxdt
⩽M2

∫
Q

∣∣pm∣∣2 dxdt
=M2

∣∣pm∣∣2L2(Q)
,

ou seja, ∣∣f(pm)pm∣∣2L2(Q)
⩽ C, (constante) (7.21)

visto que
{
pm

}
m

é uma sequência convergente, e portanto limitada.

Assim, de (7.21) e (7.20), segue pelo Lema de Lions (Lema 1.6.1) que:

f(pm)pm ⇀ f(p)p em L2(Q). (7.22)

Dessa forma, passando ao limite em (7.16), quando m → ∞, de (7.17) e (7.22) obtemos

que: 

pt − ∆p+ f(p)p+H
t
0 ∗ p = χωu em Q;

p = 0 sobre Σ;

p(0) = p0 em Ω,

onde p0 ∈ L2(Ω) e u ∈ L2
(
e−2sαϕ−3

)
. Assim, p ∈ Ψ(p) e com maior razão Ψ(p) tem

gráfico fechado em L2(Q)× L2(Q) concluindo dessa forma a prova da Afirmação 7.0.3.

Portanto, pelos resultados obtidos nas Afirmações 7.0.1 e 7.0.3, estamos aptos a invocar

o Teorema do Ponto Fixo de Kakutani (Teorema 1.6.8), garantindo que existe um ponto

p ∈ B tal que p ∈ Ψ(p). Consequentemente, pela definição da função Ψ, isso implica que,

dados p0 ∈ L2(Ω) e T > 0, existe um controle u ∈ L2(Q, e−2sαϕ−3) tal que a corresponde

solução fraca p ∈W
(
0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)
)
para o sistema (7.1) satisfaz

p(T , x) = 0 q.s. em Ω.

■
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tribués. tome 1. contrôlabilité exacte. Rech. Math. Appl 8 (1988).

[25] Lions, J. L. Exact controllability, stabilization and perturbations for distributed

systems. SIAM review 30, 1 (1988), 1–68.

[26] Lions, J. L. Remarks sur la Controlabilite Approchee. Jornadas Hispano-Francesas

sobre Controle de Sistemas Distribúıdos, Octubre, 1990.
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