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Resumo

No presente trabalho, estudamos a controlabilidade nula para equacao nao linear do
calor com termo de memoria em um dominio limitado do R™ com condic¢oes de contorno
de Dirichlet. Inicialmente, resolvemos o problema de controlabilidade para o sistema
linearizado. O resultado é obtido por meio do método HUM onde provamos uma desi-
gualdade de observabilidade para o sistema adjunto que, por sua vez, é consequéncia de
uma desigualdade de Carleman para o mesmo. A prova do problema nao linear é obtida
através do teorema do ponto fixo de Kakutani.

Palavras-chave: Controle Nulo, Equagao do Calor Nao Linear, Termo de Memodria,

Desigualdade de Carleman, Desigualdade de Observabilidade, Ponto Fixo de Kakutani.



Abstract

In this work, we study the null controllability for a nonlinear heat equation with
memory term in a bounded domain of R™ with Dirichlet boundary conditions. Initially,
we solve the controllability problem for the linearized system. The result is obtained
through the HUM method where we prove an observability inequality for the adjoint
system, which in turn is a consequence of a Carleman inequality for the same. The proof
of the nonlinear problem is obtained through Kakutani’s fixed point theorem.

Keywords: Null Controllability, Nonlinear Heat Equation, Memory Term, Carleman
Inequality, Observability Inequality, Kakutani Fixed Point Theorem.
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As

Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto:

Q) C R™ denota um subconjunto aberto, limitado e conexo do R™;

I" denota a fronteira de Q de classe C?;

w C Q denota um subconjunto aberto nao-vazio;

Xw denota a funcao caracteristica de w;

Q=1(0,T) x Q Cc R™"! onde T > 0, denota o cilindro em R™**;

Qw =(0,T) x w C R™! onde T > 0, denota o cilindro Q restrito a w;
L =(0,T) xT,onde T > 0, denota a fronteira do cilindro Q;

(t,x) denota os pontos de Q, onde t € (0,T) e x = (X1,X2,...,Xn) € R™, x; € R,

parai=1,2,...,n;

AU = Uy x, + Uy, + - + Uy, x,, denota o laplaciano da funcao u;

Vu = (ux17u><27 e ,uxn) denota o gradiente da funcao u;

div denota o operador divergente;

u; denota a derivada parcial da funcao u = u(t,x) com respeito a varidvel t;
B’ denota a derivada ordindaria da funcao p = pB(t);

| - | denota a norma em R™,

(-,-) denota o produto interno em R™;

1 denota o vetor normal unitario exterior a I’

L denota complemento ortogonal;

dim denota dimensao;
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Gr(u) denota o grafico da funcao u;
q.s. denota "quase sempre”;

— denota convergéncia forte;

— denota convergéncia fraca;

< denota imersao continua;

C . ~
— denota imersao compacta.



Introducao

Ao longo dos tempos, o homem tem feito tentativas de controlar o comportamento
de fendmenos naturais, tecnologicos ou de qualquer outra natureza, o que em geral nos
traz a seguinte reflexao: conhecendo como um determinado sistema se comporta, como é
possivel atuar sobre ele para que se comporte de um modo desejado? Com o propdsito de
entender a essas questoes é que surge a Teoria do Controle, que é uma teoria matematica
que estuda a existéncia, ou nao-existéncia, de atuadores para um determinado sistema
dinamico com a finalidade de governéa-lo de maneira desejada ao longo do tempo.

Por exemplo, um médico pode fazer a reconstrucao da geometria de um tumor pela
simples observagao de uma parte dele, um economista pode agir no equilibrio financeiro
por meio de alteracoes de taxas, um engenheiro pode estar interessado em controlar um
sistema mecanico por meio de aplicacao de forgas, etc.

A teoria do controle moderna teve inicio a partir do século XVIII durante a revolugao
industrial, onde a resolugao de problemas de controle em certos mecanismos permitiu um
enorme crescimento da produgao (veja [11]).

Dado um sistema de controle, isto é, um sistema dinamico sobre o qual queremos
atuar, o objetivo é encontrar um controle de tal modo que o estado associado se comporte
de maneira apropriada em um tempo final dado. Este é o chamado problema de controla-
bilidade. Neste sentido, podemos estabelecer varias noc¢oes diferentes de controlabilidade.

Mais precisamente, um sistema de controle é uma equagao de evolugao (EDO ou EDP)

que depende de um parametro y, descrito pela expressao:

y/:f(t7y7u)7 (1)

onde t € [0, T] representa a variavel temporal, y : [0,T] — X é a fungao estado e u :
[0, T] — Y é um controle. Nesse modelo, X e Y s@o espacos de func¢oes adequados, T > 0

¢ um valor real fixado e y’ representa a derivada de y em relagdo ao tempo t.

15
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Em seguida, destacamos algumas das principais definigoes de controlabilidade presen-

tes na literatura.

Defini¢ao 0.0.1. (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,y; € X dois estados do
sistema . Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel se existe w: [0, T] — Y tal
que;

y’' = f(t,y,u) em [0, T],

y(0) =yo, y(T) =y
Defini¢ao 0.0.2. (Controlabilidade aproxrimada) Sejam T > 0 um nimero real e
Yo, Y1 dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € aproximadamente

controlavel se, para todo € > 0 dado, existir we : [0, T] = Y tal que;

y' =1f(t,y,ue) em [0, T],
y(0) =yo, [[y(T) =yl <e.

Definigao 0.0.3. (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yy € X
um estado arbitrdrio do sistema . Dizemos que tal sistema € nulamente controlavel se

existe w: [0, T] =Y tal que;

y’ =f(t,y,u) em [0, T],
y(0) =yo, y(T)=0.

Definigao 0.0.4. (Controlabilidade exata as trajetérias) Sejam T > 0 um nimero
real dado, yo € X um estado ey uma trajetoria (isto €, uma solugdo arbitrdria do sistema
(1)) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controldvel as trajetdrias se existe
u:[0,T] =Y tal que;

y' =f(t,y,u) em [0, T],

y(0) =yo, y(T) =y(T).

Em problemas lineares, as definicoes de controle nulo e exato as trajetérias sao equi-
valentes.

Devido aos trabalhos de mateméticos como R. Bellman, H. Fattorini, R. Kalman, J.
-L. Lions, L. S. Potryagin, D. Russell e muitos outros, a Teoria do Controle tornou-se
uma rica area da matematica, com aplicagoes em outras areas do conhecimento, como
Biologia, Economia, Medicina e Engenharia (veja [11,30]). Um grande marco para o

desenvolvimento da teoria mateméatica do controle foi devido ao matematico francés J.
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-L. Lions no final do anos 80 (veja [24,25]), quando o mesmo introduziu o Método de
Unicidade de Hilbert (HUM) para resolugao de problemas lineares de controlabilidade.

Varios modelos fisicos relevantes, como os da viscoelasticidade, dinamica populacio-
nal ou do fluxo de calor em condutores, sao modelados por equagoes diferenciais que sao
influenciadas pelo valor de suas varidveis no passado (veja [7,/17]), por isso eles sdo deno-
minados sistemas com memdoria. A principal dificuldade encontrada quando analisamos a
controlabilidade para sistemas desse tipo deve-se ao seu carater nao local, devido ao termo
de memoria, que impede a aplicacao de alguns métodos cléssicos da Teoria do Controle
nao possam ser aplicados de maneira imediata.

Com respeito a equacao do calor com memdéria, alguns avancos ja foram obtidos ao
longo dos anos. Em relacao a esse tema, faremos uma breve revisao histérica: em 1999,
no contexto de controle aproximado para uma equacao do calor, temos o trabalho de E.
Zuazua [32], onde o autor mostrou a controlabilidade aproximada para equagao semilinear
do calor usando técnicas de minimizacao para um dado funcional. Vale ressaltar que nesse
trabalho o autor nao incluiu o termo de meméria na equacao do calor. Em 2000, usando
técnicas mais avangadas, V. Barbu e M. Iannelli [2] estabeleceram a controlabilidade apro-
ximada para uma equacao do calor, dessa vez incluindo um termo de meméria na equagao
a ser estudada. Aqui eles provaram um resultado de continuagao unica, essencial para
obter o resultado desejado. Em 2013, S. Guerrero e O. Y. Imanuvilov [16] mostram que as
equacoes parabdlicas com meméria nao sao controlaveis quando o controle esta aplicado
numa regiao fixa do dominio. Posteriormente, em 2017, Chaves-Silva et al. [8] provaram
que se o controle age numa regiao movel do dominio é possivel obter controlabilidade nula
para uma EDP parabdlica com memoéria. Em 2021, Jesus et al. |19], estabeleceram a con-
trolabilidade aproximada para a equacao do calor com um termo de memoria utilizando
as técnicas desenvolvidas em [32]. Esse ¢ o trabalho mais recente que conhecemos sobre
esse tema.

Este trabalho é baseado no artigo devido a R. Lavanya e K. Balachandran [20] e, em
resumo, esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao importantes
para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 formularemos o problema a ser discutido e definiremos as solugoes para

O Imesmo.
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No capitulo 3 obteremos uma desigualdade de Carleman para o problema em questao
seguindo o método de Fursikov-Imanuvilov [14].

No capitulo 4 apresentaremos uma desigualdade de observabilidade para o problema
proposto, onde a mesma sera obtida através da desigualdade de Carleman provada no
capitulo anterior.

No capitulo 5 provaremos a controlabilidade aproximada do problema linearizado como
uma aplicacao da desigualdade de Carleman provada no capitulo 3.

Além disso, no capitulo 6 mostraremos a controlabilidade nula para o sistema linea-
rizado que serd feita por meio do Método da Unicidade de Hilbert (HUM) aplicando a
desigualdade de observabilidade provada no capitulo 4.

Finalmente, no capitulo 7 provaremos a controlabilidade nula para o problema nao
linear como consequéncia da controlabilidade nula do sistema linear associado através do

teorema do ponto fixo de Kakutani.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e os principais resultados que serao
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Nao apresentaremos as demonstragoes

de tais resultados, mas citaremos as referéncias onde as mesmas podem ser encontradas.

1.1 Topicos de Analise Funcional

A anélise funcional é um ramo da matematica que estuda espacos vetoriais de dimensao
infinita e as transformacoes lineares entre eles. Essa teoria possui aplicagoes em diversas
areas, como equacoes diferenciais, fisica quantica, teoria dos operadores, otimizacao, teoria
do controle e muito mais.

Nesta secao apresentaremos algumas definicdes e resultados essenciais para nossos

objetivos. Para mais detalhes consulte [3].

1.1.1 Espacos de Banach

Defini¢ao 1.1.1. (Métrica) Seja M um conjunto nao-vazio. Uma fun¢ao

d: MxM—=R
(x,y) = d(x,y)

€ uma métrica se para todo x,y,z € M:
(i) d(x,y) = 0;

(i7) d(x,y) =0 se, e somente se, x =Y;

19
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(Z”’) d(X,U) = d(yax);
(iv) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z).
O par (M, d), onde M é um espaco e d é uma métrica é chamado de espaco métrico.

Definigao 1.1.2. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia {xm}m num espaco métrico
¢ chamada sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe my € N tal que,
para m, K = my temos que

d(x‘nh Xk) g €.

Defini¢ao 1.1.3. (Espago Métrico Completo) Dizemos que um espago métrico M é

completo quando toda sequéncia de Cauchy em M € convergente.
Defini¢ao 1.1.4. (Norma) Seja E um espago vetorial sobre K =R ou C. Uma fung¢do

I|-l: E—=K
x = ||x]]

€ uma norma se para todo x,y € £ e A € K:
(i) IIxll = 0;

(i) ||Ix|| =0 se, e somente se, x = 0;

(iti) [ = [A[[IX]];

(i) lIx +yll < [l + lyll.

O par (E, |- II), onde E é um espaco vetorial e || - || ¢ uma norma, é chamado de espaco

vetorial normado, ou simplesmente espaco normado.

Observacao 1.1.1. Todo espaco normado € um espaco métrico com a métrica dada por

d(x,y) =[x —yll.
Nesse caso, dizemos que a métrica d € induzida pela norma || - ||.

Defini¢ao 1.1.5. (Espago de Banach) Um espago normado E € chamado de espago

de Banach quando for um espagco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definigao 1.1.6. (Dwual) O dual topolégico de E ou simplesmente dual de E, denotado

por E’, € o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos de E em K.

Defini¢ao 1.1.7. (Bidual) O bidual de E, denotado por E”, é o conjunto de todos os

funcionais lineares e continuos de E' em K.
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1.1.2 Espacos com Produto Interno

Defini¢ao 1.1.8. (Espaco com Produto Interno) Seja E um espago vetorial sobre o

corpo K =R ou C. Um produto interno em E € uma aplicagao

(w): ExXE—=K
(x,y) = (x,y)
tal que para quaisquer x,y,z € E e A € K:
(1) (%) = 0;
(1) {(x +y,2) = (x,y) + (x,2);
(i) (Ax,y) = AMx,y);

() (%, y) = (y,x).

O par (E7 (-, )), onde E é um espago vetorial e (-, -) é um produto interno, é chamado

de espaco com produto interno.

Observagao 1.1.2. Todo espago com produto interno € um espaco normado com a norma

dada por
[IxIl = v/ (x, x).
Nesse caso dizemos que a norma || - || € induzida pelo produto interno (-,-).

Defini¢ao 1.1.9. (Espaco de Hilbert) Um espaco com produto interno que é completo

em relacao a norma induzida pelo produto interno € chamado de espaco de Hilbert.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja B um espago vetorial

com produto interno. Entao
|, y) | < Iyl

para quaisquer x,y € E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, 0s vetores x,y

sao linearmente dependentes.

Demonstracao: Ver [18].
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1.1.3 Topologia Fraca e Espacos Reflexivos

Defini¢ao 1.1.10. (Topologia Fraca) Seja E um espago normado. A topologia fraca
sobre E, denotado por o(E,E’), € a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos
de E'. Quando uma sequéncia {xm}m C E converge para x € E na topologia fraca,
escrevemos

Xm — X.
Proposicao 1.1.1. Seja E um espaco normado e {xm}m C E uma sequéncia. Entao:
(i) Xm — X se, e somente se, f(xy) — f(x), para todo f € E/;
(ii) Se Xm — X, entdo Xy — X.
Demonstragao: Ver [3].

Proposicao 1.1.2. Para todo espago normado E, o operador linear

Je: E—=E”
x = Je(x)(f) =f(x), Vxebefekl’

¢ uma isometria linear, chamado mergulho candnico de E em E”.

Demonstracao: Ver [3].

Definigao 1.1.11. (Espaco Reflexivo) Um espa¢o normado E € dito reflexivo se o

mergulho canodnico Jg for sobrejetivo, ou seja, Je(E) = E”.
Proposicao 1.1.3. Todo espaco normado reflexivo € um espaco de Banach.
Demonstragao: Ver [3].

Teorema 1.1.2. (Kakutani) Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada possui

subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao: Ver [3].

1.1.4 Convexidade e Otimizacao

Definigao 1.1.12. (Conjunto Convexo) Sejam E um espago de Banach. Dizemos que

um conjunto C de E € convexo se para todo x,y € C ey € [0, 1] tivermos (1—y)x+vyy € C.
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Definigao 1.1.13. (Fun¢ao Convexa) Sejam E um espago de Banach, C um subcon-
gunto convero de E e f : E — R wma funcao. Dizemos que f € uma fungao convexra se

para todo x,y € C ey € [0, 1], vale a sequinte desigualdade:

f((1—v)x+vy) < (1 —v)f(x) +vfly).

Teorema 1.1.3. Sejam E um espago de Banach reflexivo, C um subconjunto convezxo do

espaco E, fechado, nao-vazio e uma funcgao f: C — (—oo, +00] tal que:
(i) f € conveza;
(11) f é semicontinua inferiormente, isto é, Va € R, f~!(a,+oo) € aberto em E;

(111) f é coerciva, ou seja, para todo x € C, | l‘i‘m f(x) = +o0.
X||—00

Entao f atinge seu minimo em C, isto €, existe xg € C tal que f(xq) = mi(r:1 f(x).
xXe

Demonstracao: Ver [4].

1.2 Espacos de Lebesgue [P(Q)

Os espacos de Lebesgue LP(Q) sdo uma classe fundamental de espagos funcionais
na andlise matematica. Ao generalizar a nocao de integral de Riemann e introduzir
uma estrutura de espaco vetorial normado eles permitem um estudo mais profundo e
abrangente de fendmenos continuos e discretos.

Nesta secao, serao dadas algumas defini¢oes e propriedades dos espacos LP(Q). As

definigoes e mais alguns detalhes sobre esses espagos podem ser encontrados em [13].

Defini¢ao 1.2.1. Sejam Q C R™ um aberto e p € R, com 1 < p < oo. Definimos
o espago de Lebesgue, denotado por LP(Q), o espago vetorial das (classes de ) fungoes

mensurdveis w: Q — R tais que [ulP € integravel a Lebesque em Q.

O espaco LP(Q)), com 1 < p < 00, torna-se um espago de Banach quando munido com

o) = (L P dx) ’

Definigao 1.2.2. Seja Q C R™ um aberto. Definimos por L®(Q) o espaco vetorial das

a norma

(classes de) fungoes mensurdveis w: Q — R que sdo limitadas quase sempre em Q.
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O espaco L*°(Q) é um espaco de Banach com a norma
[ulre(q) = sup ess [u(x)| = inf{C > 0; u(x)| < C q.s. em Q}.
xeQ

No caso p = 2, 0 espaco L?(Q) munido com o produto interno
(w,V)iz(0) = J u(x)v(x) dx
Q
é um espaco de Hilbert. A sua norma induzida pelo produto interno é:
’u|?_2(Q) = J u(X)2 dx.
Q
Apresentaremos a seguir algumas propriedades relacionadas ao espacos LP (Q).

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Young) Sejam a e b nimeros reais nao negativos

el<p,q<ootaz'sque%+%:1. Entao,

Demonstracao: Ver [4].
Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Young com ¢) Sejam a e b nimeros reais nao
negatiwos e 1 < p, q < oo tais que %—l— % =1e¢e>0. Entao,
ab < ea? + (ep) 7 q 'bY.

No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

1
ab < ea? + —b2.
4e
Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.2.3. (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) ev € L9(Q), com as

1 1
condigoes 1 <p < oo e 1; + a =1. Entaouv € L'(Q) e
w1y < Ul o)Viaa).
Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.2.4. (Desigualdade de Minkowski) Se1 < p < oo euw,v € LP(Q), entao

temosu+v e LP(Q) e
w4+ vl a) < Ura) + Vi a)-

Demonstragao: Ver [13].
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1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

A teoria das distribuicoes é um ramo da andlise matematica que generaliza o conceito
de fungao, permitindo trabalhar com objetos mais abstratos e flexiveis. Essa teoria é
fundamental para o estudo de equacoes diferenciais parciais, andlise funcional e fisica
matematica.

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados importantes sobre esse

assunto. Para mais detalhes veja [27].

1.3.1 Espacos das Funcoes Testes

Sejam X = (X1,X2, " ,Xn) € R e & = (&1, xg, -+, ®) uma n-upla de inteiros nao
negativos. Considere

|OC|2061+062+"'+OCTL

! = oqlog! ol

Denotaremos o operador derivacao em R™ por

ol«l

D> =
- [ 4 [P
axllaXQZ ct aXnn

Definigao 1.3.1. (Suporte) Seja Q C R™ um subconjunto aberto e limitado e considere
a funcao continua f: Q — R™. Definimos o suporte de f, denotado por supp(f), o fecho

em Q do conjunto dos pontos x € Q tais que f(x) # 0. Simbolicamente,

supp(f) = {x € Q;f(x) # 0}.
Se esse conjunto for compacto em R™, entao dizemos que f possui suporte compacto.

Defini¢ao 1.3.2. Denotamos por CF(Q) o espago vetorial das fungoes continuas infini-

tamente diferencidveis com suporte compacto em Q.

A seguir, definiremos uma nocao de convergencia em C(Q) que o tornard um espago

vetorial topoldgico.

Definicao 1.3.3. Seja Q € R™ um aberto limitado. Uma sequéncia {(pm}m C Cr(Q)

converge para @ € CP(Q), quando eziste um compacto K C Q tal que:
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(i) supp(@m) C K, Vm e N;
(ii) D*@m — D*@ uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C(Q) munido com a nogao de convergéncia acima é chamado de

Espaco das Fungoes Testes sobre Q e é denotado por D(Q).

1.3.2 Distribuicoes Escalares

Defini¢ao 1.3.4. (Distribuicao) Denominamos distribuicao escalar sobre um
aberto QO C R™ a toda forma linear T : ©(Q) — R e continua no sentido da convergéncia

em D(Q), isto é,
(i) Tlap + b)) =aT(@) +bT(P), Va,beReVe,eDQ);
(ii) Se @m — @ em D(Q), entdo T(@m) — T(@) em R.
Observacao 1.3.1. O walor da distribuicao T em @ € representado por (T, @).

Definicao 1.3.5. Considere o espago vetorial de todas as distribuicoes sobre Q. Dizemos
que a sequéncia {Tm}m converge para T, quando a sequéncia {(Tm, (p)}m converge

para (T, @) em R, para toda @ € D(Q).

O espaco das distribuicoes sobre Q, com a nogao de convergéncia, é denotado
por ©'(Q).
As distribuigoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis, que definiremos a seguir.

Definicao 1.3.6. Dizemos que uma funcao w : Q — R € localmente integrdvel em Q,
quando [u| € integravel a Lebesgue sobre cada compacto K C Q. O espaco das fungoes

localmente integrdveis é denotado por Li,.(Q).

Exemplo 1.3.1. Sejau c Li_.(Q). O funcional T,, : ®(Q) — R, definido por

loc

(Te @) = JQ wel) dx, Ve €D(Q)

€ uma distribuicao sobre Q).
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De fato, claramente T,, é linear pois segue da linearidade da integral. Enquanto a
continuidade, seja {(pm}m C ®(Q) uma sequéncia de funcoes testes convergindo

para @ € ©(Q). Entao

|<Tu7 (pm> - <Tu7 (P>| = ’<Tua (Qm — (P)>’

zujmmwm—mumX
Q

<J )l @m — @) ()] dx
Q

<mmwm—@qlwﬂww%a
xeQ Q

pois @, — @ uniformemente. Portanto, T,, é uma distribuicao sobre Q.

Lema 1.3.1. (Du Bois-Raymond) Sejau € Ll (Q). Entdo, para toda @ € D(Q),

loc

J u(x)e(x)dx =0 se, e somente se, u =20 ¢.s. em Q.
Q
Demonstragao: Ver [28].

Observacao 1.3.2. Usando o Lema de Du Bois-Raymond acima, obtemos T, univoca-
mente determinado por u, no sequinte sentido: T, = T, se, e somente se, w = Vv ¢.s.

no conjunto Q. Desse modo, dizemos que o funcional T, € gerado pela fun¢ao w e as-

1

loc(Q) das fungoes localmente

sim identificamos w com a distribuicao Ty e o espaco L

integrdveis pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D'(Q).

Defini¢ao 1.3.7. (Derivada Distribucional) Dadas uma distribuicao T em D'(Q) e
um multi-indice «, definimos a derivada distribucional de ordem « de T como sendo a

forma linear e continua D*T : ©(Q) — R dada por
(DT, @) = (=1)*T,D%p) Vo € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao T sobre () possui derivadas de todas

1

loc (Q) possuem derivadas de todas as ordem no sentido

as ordens. Assim, as funcoes de L
das distribuigoes.
Note que a aplicacao
D*:D'(Q) - D'(Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em ®’(Q). Isso significa que

se lim T, =T em ®'(Q), entdo lim D*T, = D*T em D'(Q).

vV—00 vV—00
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Observagao 1.3.3. Outro resultado interessante € que a derivada de uma funcao L, (Q)

nao €, em geral, uma funcao Li,.(Q).

Tal fato motivara a definicao de uma classe significativa de espagos de Banach conhe-

cido como Espacgo de Sobolev.

1.4 Espacos de Sobolev W™P(Q))

Os espacos de Sobolev sao uma generalizacao dos espacos de Lebesgue, introduzindo
a nogao de derivada fraca para funcoes. Essa ferramenta é fundamental para o estudo de
equacoes diferenciais parciais, andlise funcional e diversas outras areas da matematica.

Como vimos anteriormente, toda funcao uw € LP(Q) possui derivadas distribucionais
de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao fungoes em LP(Q).

Nesta segao definiremos Espaco de Sobolev e apresentaremos algumas de suas princi-

pais propriedades. Mais informagdes podem ser encontradas em [2§].

Definicao 1.4.1. (Espagos de Sobolev) Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < o0
e considere m € N. O espagco de Sobolev de ordem m, denotado por W™P(Q), € o
espago vetorial das (classes de) fungoes u € LP(Q) tais que D*u € LP(Q), para todo
multi-indice «, com |x| < m, sendo D*u a derivada de w no sentido das distribuicoes.

Simbolicamente,
WmP(Q)={uelP(Q); D*uecP(Q)Vx com |of < m}.

O espaco W™P(Q)) torna-se um espaco de Banach quando munido com a norma

[ulwmr(a) = ( > J

lof<m V€2

1
|D*u(x)|? dx> p, 1<p<oo.

Também, o espaco W™ (Q) é um espaco de Banach com a norma

Wlwmeo(o) = Y sup ess [D¥u(x)|.

IalngEQ

No caso p = 2, o espaco W™2(Q) sera representado por H™(Q) que é um espaco de
Hilbert com o produto interno

(U, V)um(g) = Z J D%u(x)D%v(x) dx

lo|<m Q
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e norma induzida .

ID*u(x)? dx) g

’u\Hm(Q) = ( Z J

Ja<m 7€

Observe que, embora o espaco das funcoes testes D (Q) seja denso em LP(Q), para
cada 1 < p < oo, em geral ele nao é denso em W™P(Q). Isso acontece porque a norma do
espaco W™P(Q) é "bem maior”que a norma de LP(Q) e é por isso que W™P(Q) possui

menos sequéncias convergentes. Esse fato motiva a seguinte definicao:

Definigao 1.4.2. Definimos o espagco WiP(Q) como sendo o fecho do conjunto D(Q)
em W™P(Q).

Quando p = 2, escrevemos HJ'(Q) em vez de Wf)“’z(Q).
Definicao 1.4.3. Seja I' a fronteira de Q. Para m € N, definimos
H' (Q) ={ue H™(Q); u(x) =0 VxeTll}
Em particular, H}(Q) ¢ um espago de Hilbert quando munido com o produto interno

(W, V)ni(a) :J VuVv dx
Q

1
Ul o) = (J [V dX) :
Q

Definicao 1.4.4. Sejam 1 < p < oo e 1 < q < oo tal que %)%— ﬁ = 1. Representamos o
dual topoldgico de Wy P (Q) por W—™9(Q). Quando p = 2, o dual topoldgico de HT*(Q)
¢ denotado por H-™(Q).

e a norma induzida

Definigao 1.4.5. Sejam X e Y espagos de Banach, com X C Y. A injecao

i: X—=Y
(1.1)

X —1i(x) =x

é chamada de imersao de X em Y.

Definicao 1.4.6. (Imersao Continua) Dizemos que a aplicagao i definida em ([1.1))
€ uma imersao continua de X em Y, e denotamos X — Y, quando existe uma constante
positiva C tal que

Ixly < Clx]lx VxeX.
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Definigao 1.4.7. (Imersao Compacta) Dizemos que a aplicagdo i definida em ) é
uma imersao compacta de X em Y, e denotamos X < Y, quando é uma tmersao continua

e toda sequéncia limitada em X possui subsequéncia convergente em Y.

Teorema 1.4.1. (Imersao de Sobolev) Sejam Q um subconjunto aberto do R™ de

classe Ct com fronteira limitada T e 1 < p < co. Entao:

. 1 1 1
(i) Sep <mn, entio W'P(Q) — LP (Q), onde — = = — —;
p p n
(ii) Sep =mn, entdio W'P(Q) — LI(Q) Vq € [p,+o0);
(iii) Se p >mn, entao WP (Q) — L*(Q).
Além disso, se p > 1, temos para todo uw € W'P(Q), temos

|u(X) _u(y)| < C|u|W1’p(Q)|X_y|y7 q.5s- X,y € Q7

ondey =1— % e C depende apenas de QQ,p e n.
Em particular, temos WP — C(Q).

Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.4.2. (Rellich-Kondrachov) Sejam Q um subconjunto limitado do R™ de

classe Ct com fronteira T reqular. Entdo:
(i) Sep <mn, entio WHP(Q) < [P (Q) Vqecll,p*) com % =———
(i) Sep =mn, entido W'P(Q) <> LI(Q) Vq € [p,+o0);
(iii) Se p >mn, entdo WP (Q) < C(QQ).
c

Em particular, temos WYP(Q) < LP(Q).

Demonstracao: Ver [4].

1.5 Espacos LP(0, T; X)

Nesta se¢ao apresentaremos alguns outros tipos de espagos, esses compreendendo o
tempo de mapeamento de fungoes no espaco de Banach. Esses espacos sao essenciais nas

construcoes de solucoes fracas de equacgoes diferenciais parabdlicas e hiperbdlicas, sendo

elas lineares ou nao lineares.
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No que segue, consideramos (X,I . IX) um espaco de Banach e T > 0. As definigoes e

mais detalhes podem ser encontrados em [10].

Definigao 1.5.1. Definimos o espago LP(0,T;X), para 1 < p < oo, como sendo espago
vetorial das (classes de) fungoes fortemente mensurdveis w: (0, T) — X tal que a fungao

que leva t — |u(t)|% € integrdvel a Lebesgue em (0, T).

O espago LP(0, T; X), com 1 < p < 00, torna-se um espaco de Banach quando munido

T 5
ulie0,1:x) = (J ()} dX)

0

COIm a norma

Definigao 1.5.2. Definimos o espago L°(0, T; X) como sendo espago vetorial das (classes
de) fungoes fortemente mensurdveis w: (0, T) — X tal que a fung¢ao t — u(t)|x pertence

ao espaco L°(0,T).
O espaco L*°(0, T; X) é um espaco de Banach com a norma

[ulreo,x) = sup ess u(t)lx =inf{C > 0; [u(x)|x < C g.s. em Q}.
te(0,T)

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L2(0, T; X) torna-se

um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

T

(W, V)20 mx) = L (u(t),v(t))x dt.

Definigao 1.5.3. O espaco de Banach das funcgoes continuas w: [0, T] = X munido com

a norma da convergéncia uniforme

[ulc(o,m:x) = max [u(t)lx
te[0,T]

¢ definido por C([0,T]; X).

Teorema 1.5.1. Sejam X,Y espacos de Hilbert tal que X — Y e para 1 < p < oo, temos
que u € LP(0,T; X) euw € LP(0,T;Y). Entao, uwe C([0,T];Y).

Demonstragao: Ver [10].
Teorema 1.5.2. Suponha que u € L*(0, T; H{(X)) com u’ € L2(0, T; H™'(X)). Entdo
u e C([0, TI; L*(X)).

Demonstragao: Ver [10].
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1.6 Alguns Resultados Importantes

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e resultados importantes que serao
luteis para o problema de controlabilidade.
Para os préximos quatro teoremas, consideremos O C R™ um subconjunto aberto

limitado com fronteira T € C!.

Teorema 1.6.1. (Gauss-Green) Suponha que u € C*(Q). Entdo

J uxidx:JunidF i=1,2,---,n).
0! r
Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.6.2. (Divergéncia) Suponha que w € Cl(ﬁ). Entao

J div(u) dx = J (u,n) dr.
o) r
Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.6.3. (Foérmula de Integragcdo por Partes) Sejam u,v € Cl(ﬁ). Entao
J uxivdx:—J uvxidx—i—J uvn; dI’ i=1,2,---,n).
o Q r

Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.6.4. (Férmulas de Green) Sejam u,v € C2(Q). Entdo

(1) Audx:J u, dl;
r

JQ

(2) ~ uAvdx:—J

JQ Q

(Vu, Vv) dx + Jr uv, dr;

(3) ~ (uAV —vAU) dx = J (uvy —vu,) dr.
Jo r

Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.6.5. (Aubin-Lions) Sejam X,Y,Z espagos de Banach, com X SY oz
e X reflexivo. Suponha que {um}m C LP(0,T;X) seja uma sequéncia uniformemente
limitada em LP (0, T; X) tal que {(um)t}m C LP(0,T; Z) seja limitada em LP(0,T; Z) para
cada p > 1. Entao, existe uma subsequéncia de {um}m que converge fortemente no

espaco LP(0,T;Y).
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Demonstracao: Ver [6].

Lema 1.6.1. (Lions) Sejam Q C R™ um aberto limitado e {gm}m C LP(Q) uma

sequéncia, com 1 < p < 0o. Suponha que exista uma constante C > 0 tal que
Igmlir0) < C
para todo m € N e g € LP(Q) tal que
gm — g ¢.s. em Q.

Entao,

gm — g em LP(Q).
Demonstragao: Ver [23].

Teorema 1.6.6. (Desigualdade de Gronwall) Sejam z,w : [a,b] — R fun¢oes

continuas nao negativas e sejay = 0. Se

entao,

z(t) < yeﬁ“’(s)ds Vte [a,b].
Demonstragao: Ver [10].

Teorema 1.6.7. (Regra de Leibniz) Dado U C R™, aberto, seja f: U x [a,b] - R

uma fungdao com as sequintes propriedades:
(i) Para todo x € U, a fung¢do t — f(x,t) € integravel em a <t < b;

(i) Para cada (x,t) € U X [a,b], a i-ésima derivada parcial fy, : U x [a,b] — R existe

e € continua.

b

Entao, a funcio g : U — R, dada por g(x) = J f(x,t) dt, possui i-ésima derivada parcial
a

em cada ponto x € U, sendo

Demonstracao: Ver [21].
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Definigao 1.6.1. (Derivada de Gateaur) Seja U um subconjunto aberto do espago
de Banach E e f: U — R uma funcional. Dizemos que o funcional f tem uma derivada
de Gateaur g € E' em uw € U se, para todo k € E,

iy Qe k) — () — (g, tk)

t—0 t

=0.

Para mais detalhes veja [31].
Agora, apresentaremos um teorema que generaliza o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer para um fun¢ao multivaluada

Y. X o P(X)

x — Y(x),

onde ¥(x) é um conjunto nao vazio.

Denotaremos
2% ={A; A é um subconjunto nao vazio de X} = P(X) \ {0}.

Defini¢ao 1.6.2. (Espacos Localmente Convexos) Seja X um espaco vetorial to-
pologico nao vazio. Dizemos que X € localmente convexo se X admite uma base de vizi-

nhancas formada por conjuntos converos.

Defini¢ao 1.6.3. (Ponto Fixo) Sejam X um conjunto nao vazio e f : X — X uma

funcao. Dizemos que x € X € um ponto fizo de f se f(x) = x.

Teorema 1.6.8. (Ponto Fixo de Kakutani) Sejam X um espaco vetorial topoldgico
localmente convexo, B C X um subconjunto nao vazio, convero e compacto e uma aplicacao

multivaluada
Y. B—2B

P> W(p)
tal que para cada p € B o conjunto W(p) seja nao vazio, convero, compacto e ¥ tenha
grafico fechado. Entao o conjunto dos pontos fizos de ¥ € nao vazio, isto €,

3p € B tal que p € ¥Y(p).

Demonstracao: Ver [15].



Capitulo 2

Formulacao do Problema

Seja QQ C R™ um conjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira '€ C2 e w C Q
um subconjunto aberto ndo-vazio. Para um nimero real T > 0, considere Q = (0, T)xQ C
R Qu=0,T) xwCcR"™eX=(0,T)xT.

Representamos os pontos de Q por (t,x), onde t € (0,T) e x = (x1,X2,...,Xn) € R™,
xi € R, parai=1,2,...,n.

Considere o seguinte sistema parabdlico nao-linear com meméria:

,
t

pe(tx) — Ap(t,x) + g(plt.x) + L R(t, (T, %) dT = xeoul(tx) em  Q;

p(t,x) =0 sobre X; (2.1)

p(0,x) =po(x) em Q.

\

No sistema ([2.1):

e p:Q —Reu:Q — R sao, respectivamente, as fungoes temperatura e controle;

Xw : Q — R ¢é a funcao caracteristica de w;
e Po(x) representa o dado inicial do problema;
e p: representa a derivada da funcao p com respeito a variavel t;

e Ap representa o laplaciano da fungao p;

g:R — R é uma funcao de classe C! e globalmente Lipschitz continua em relagao a
p, isto é, existe uma constante M > 0 tal que |g(p1) —g(p2)| < Mlp1—pal,Vp1,p2 €
Re g(0) =0;

35
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e h:(0,T)x(0,T) — R é a funcao nicleo de meméria, suficientemente suave e satisfaz
a seguinte condicao:

h(t,T) = 0] (2.2)

T=0,T"

A seguir, daremos a definigao formal de solugao forte e fraca para o problema (2.1]).

Mais precisamente, temos que:

2.1 Solucgao Forte
Sejam X e Y espacos de Hilbert. Suponhamos que X < Y. Definimos o espacgo vetorial
W(0,T;X;Y) = {p € L*(0,T; X); pr € L*(0, T; Y)},

onde p; € a derivada de p no sentido das distribuigoes com relagao ao tempo t. Temos

que W é um espaco de Hilbert e assim podemos o munir com a norma

2 2 2
PRvioT.xv) = P20 T Pliz01v))

e ainda é imerso continuamente no espacgo C°([0, T];Y). Assim, se p € W(0, T; X;Y), entao

faz sentido falar em p(0) e p(T).

Definigao 2.1.1. Dizemos que p: Q — R € solugao forte de (2.1]) quando

p € W(0,T; Hy(Q) N H*(Q); L*(Q))

Pt —Ap+g(p) +Ho*p=xou @s emQ,

t

com p(0) = po, onde no sistema () denotamos Hi xp = J h(t,T)p(T,x) dT e omitimos
0

a dependéncia das varidveis (t,x).

2.2 Solucao Fraca

Nosso objetivo nesta secao é considerar o problema ([2.1)) com dados iniciais menos
regulares. A solucao obtida com este grau de regularidade é chamado de solucao fraca.

Mais precisamente, temos:
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Definicao 2.2.1. Dizemos que p : Q — R € solugao fraca para o prblema (2.1) quando
p e W(0,T; Hg(Q); HH(Q)),
satisfaz a condi¢ao inicial p(0) = po e satisfaz a identidade

—J P& dxdt + J VpVEdxdt + J g(p)& dxdt + J (Hg * p)& dxdt = J XwU& dxdt,
Q Q Q

Q Q

para todo & € W(O,T; Hé(Q);LQ(Q)) tal que &(0) = &(T) = 0, onde no sistema ()

t
denotamos Hf xp = J h(t, T)p(T,x) dt e omitimos a dependéncia das varidveis (t,x).

0
Observacgao 2.2.1. No presente trabalho, nao apresentaremos a demonstracao da existéncia
e unicidade de solucoes para o problema dado em (2.1)). De fato, existéncia de solucoes
pode ser obtida pelo Método de Faedo - Galerkin e Método do Ponto Fizo. A unicidade
¢ obtida pelo método padrao, ou seja, supomos que existem duas solugcoes e aplicamos

estimativas de energia para concluir que a diferenca € a funcao identicamente nula. Para

maiores detalhes, veja [22).
O problema de controlabilidade para o sistema (m) pode ser formulado como segue:

Definicao 2.2.2. (Controlabilidade Nula) Dizemos que o sistema (2.1) € nulamente
controldvel em 12(Q) se, dado T > 0, para todo po(x) € L3(Q), ewiste um controle
u € L2(Q) tal que a correspondente solucio p de () satisfaz

p(T,x)=0 em Q.

Definicao 2.2.3. (Controlabilidade Aproximada) Dizemos que o sistema (2.1]) é
aprozimadamente controldvel em 12(Q) se, dado T > 0, para todo po(x), pt(x) € [2(Q) e

e > 0, existe um controle w € L2(Q) tal que a correspondente solugao p de (2.1)) satisfaz
p(T,x) —pr(X)li20) <& em Q.

Neste momento, nosso proposito é linearizar o sistema (|2.1]). Para isso, seja f : R — R

uma func¢ao dada por:

9P s 0
fp)={ P 2.3)

g'(0), se p=0.
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Note que f é uniformemente limitada. De fato, como g(0) = 0, entéao

Y

1f(p)] = ‘g(p)‘ _ lg(p) — O _ lg(p) — g(0)]

P [pl [Pl
e como g ¢é globalmente Lipschitz, segue que:
—0
f(p)] < M(M) _ MM — M. (2.4)
[Pl [Pl
Com o auxilio da fun¢ao f dada em ([2.3), obtemos o seguinte sistema linear associado

ao sistema (2.1)):

pe(t,x) — Ap(t,x) + f(p(t, x))p(t,x) + L h(t, T)p(T,x) dT = xou(t,x) em Q;

p(t,x) =0 sobre ZI;

p(0,x) =po(x) em Q,

(2.5)
onde P pertence ao espaco L2(Q) que introduziremos no capitulo 7.

O problema de controlabilidade para o sistema ([2.5) pode ser formulado como segue:

Defini¢ao 2.2.4. (Controlabilidade Nula) Dizemos que o sistema (2.5)) € nulamente
controldvel em 12(Q) se, dado T > 0, para todo po(x) € L%(Q), existe um controle

u € 1%(Qu) tal que a correspondente solugao p de (2.5) satisfaz
p(T,x)=0 em Q.

Defini¢ao 2.2.5. (Controlabilidade Aproxrimada) Dizemos que o sistema ) é
aprozimadamente controldvel em 12(Q) se, dado T > 0, para todo po(x), p1(x) € L2(Q) e

¢ > 0, existe um controle w € 1*(Q,,) tal que a correspondente solugio p de ([2.5)) satisfaz
|P(T>X) —PT(X)|L2(Q) <e em Q.

Definamos a(t,x) = f(p(t,x)) e assuma que o termo a(t,x) seja limitado, isto é,

existe uma constante M > 0 tal que:

laft, x)| < M. (2.6)
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Dessa forma, o sistema ([2.5) torna-se:

p
t

pe(t,x) — Ap(t,x) + a(t,x)p(t,x) + Jo h(t,T)p(T,x) dT = Xou(t,x) em Q;

p(t,x) =0 sobre ZI;

p(0,x) =po(x) em Q.

\

2.3 O Adjunto do Sistema Linearizado

Para o nosso propésito precisamos do sistema adjunto de ([2.7) para a partir dele
obtermos uma estimativa do tipo Carleman. Para isto, considere w a variavel de estado
adjunta.

Multiplicando por —w(t,x) em ambos os lados da equacao em e apos isso inte-

grando em Q, obtemos:

Apw dxdt — J a(t, x)pw dxdt
Q (2.8)

—J Ht h(t, t)p(T,x) d’c}w(t, x) dxdt = —J Xouw dxdt,
QLJo Q

—J PeW dxdt+J
Q Q

onde acima omitimos a dependéncia das varidaveis (t,x).
e Anadlise dos termos de (2.8).

Usando integragao por partes e como p(0,x) = po(x) em Q, segue que:

N

reT
—J powdxdt =— J ptwdt}dx
Q

JOQ LJO

T T
= — pw| — J PWy dt} dx
o Jo

— [ fpmwm = poyw(o) —J

PWy dt} dx
0

p(0)w(0) dx + J pw, dxdt
Q

Po(x)w(0) dx + J pw dxdt
Q

= (T WT) 12y + (PO, W(0)) s g + jQ pw, dxdt,
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ou seja,

_ JQ powdx dt = —(p(T),w(T))LQ(Q) + (po(x),w(O))Lg(Q) + JQ pwedxdt.  (2.9)

Também, pela Formula de Green e sabendo que p = 0 sobre X, encontramos que:

rTr

J Apwdxdt = J Apw dx} dt
Q LJa

= —J VpVw dx+J Wpn dF} dt
L Ja r

= (J PAW dxdt—J Wy dr) +J Wpn, dl“} dt
Jo L\Jo r r

r

= | pAwdxdt — J pwy dX + J wp,, dX
Q ba pa

r

= | pAwdxdt+ J wp, di,
JQ z

isto é,
J Apw dxdt = J pPAw dx dt +J wpy, dZ. (2.10)
Q Q z

Agora, como w nao depende de T, segue que:

t T ot
—J H h(t,t)p(T,x) d’t}w(t, x) dxdt = —J U J h(t,T)p(T,x)w(t,x) dtdt| dx.
Q LJo a LJo Jo
(2.11)
Dai, por uma mudanca de variavel, temos que:

_ JQ UT Jt h(t, Tp(T, x)w(t, x) d’cdt] dx

0 Jo

__ Ll HT J (Wt x) dth} dx

0Jt

= — JQ “T JT h(t, t)p(t, x)w(T,x) d’tdt] dx,

0 Jt

e como p nao depende de T, obtemos:

_ JQ “T Jt h(t, t)p(T,x)W(t,x) det] dx

0 JO

JT h(T, t)w(T,x) d’c}p(t, x) dtdx,

ou seja,

_J UT Jt h(t, T)p(T, x)w(t,x) det] dx = —J “T h(T,t)w(t,x) dT} p(t,x) dxdt.
T : (2.12)
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Assim, de (2.11)) e (2.12]), resulta que:

—J Ht h(t, T)p(T,x) dt|w(t,x) dxdt = —J HT h(t, t)w(T,x) d’t}p(t7 x) dxdt.
Q LJo Q LJt

(2.13)
Por conseguinte, substituindo (2.9)), (2.10) e (2.13) em (22.8]), segue que:

(T (T) ) + (Pl W(0) g + |

pw dx dt + J pAw dxdt
Q

. Q
—|—J wp,, dX — J a(t,x)pwdxdt — J <J h(t,t)w(t,x) d’t)p[t, x) dxdt
b2 Q Q

t

= —J Xouw dxdt.
Q

Portanto,

—(P(M),W(T)) 20y + (Po(X), W(0)) 12,

+J (Wt +Aw —a(t,x)w — JT h(T, t)w(T,x) dT)p dxdt + J wp, dX (2.14)
Q b2

t

= —J Xouw dxdt.
Q

Motivados por ([2.14) definimos o sistema adjunto associado ao sistema ((2.7) como

sendo:

p
T

we(t, x) + Aw(t, x) — a(t, x)w(t, x) —J h(T, t)w(t,x) dt = fi(t,x) em Q;

w(t,x) =0 sobre ZX;

w(T,x) =wr(x) em Q,
\

(2.15)
onde wt € L2(Q) e f; € L2(Q).



Capitulo 3

Desigualdade de Carleman

As desigualdades de Carleman sao estimativas com peso inicialmente introduzida pelo
matematico Torsten Carleman (veja [5]) para provar a continuagao tnica de um sistema de
Equacgoes Diferenciais Parciais. O uso dessas desigualdades em problemas de controlabi-
lidade ganhou importante destaque apds os trabalhos de Fursikov-Imanuvilov (veja [14]).
Embora esta seja uma ferramenta técnica de célculos extensos que dependem da natureza
de cada problema, a mesma fornece informacoes sobre o comportamento da solucao a
partir de dados referentes a uma pequena parte desse dominio. Desse modo, podemos
encontrar uma desigualdade de observabilidade e, como consequéncia, devido ao Método
da Unicidade de Hilbert (veja [29]), garantir a controlabilidade para o sistema.

Neste capitulo iremos provar a desigualdade de Carleman para o sistema adjunto
(2.15). O seguinte resultado é de extrema importancia para o desenvolvimento deste
trabalho, pois ele nos possibilitara definir fungoes peso que nos auxiliarao na prova da

desigualdade de Carleman.

Lema 3.0.1. (Fursikov-Imanuvilov) Seja wy C w C Q um subconjunto aberto nao-
vazio. Entdo, existe uma funcio \p € C2(Q), tal que

(

P(x) >0 VxeQ;

P(x)=0 VxeT;

IVU(x)] >0 VxeQ\ w,.

Demonstracao: Vide [14].

Usando a fungao 1 do Lema[3.0.1] introduzimos as fungoes ¢, & : Q — R como segue:

42
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M (x) M (x) _ o2l

o(t,x) = B (L) e oft,x) = B , (3.1)
onde B(t) =t(T—1t), 0 <t < T, A > 0 uma constante apropriada e |[\{|| = max [Pp(x)].
xeQ
Note que:
_a eMb (%) _ }\1|) e M (%)
d)xi— ll)xi B(t) € Ny, = Xi B(t) 5
e assim,
Vo =V A(emmd)vw AGVY (3.2)
=V« = = . .
¢ B(1)

Teorema 3.0.1. (Desigualdade de Carleman) Sejam ¢ e « as fungoes definidas em
e suponha que o nicleo de memoria satisfaca . Entao, existem constantes g =
Ao(Q, w),so=s0(Q,w) e C = E(Q, w) tais que, para qualquer A > Ay e s > so(T + T?)
a solugao do sistema adjunto ) satisfaz:

J e [(sd) " (Iwel* + AW + [H{ x WI?) + sA?¢IVwI* + s*A' G [wl?] dxdt
Q

(3.3)
<€([&wmﬁma+J 8W§M&mFma),
Q w
T
onde H] xw = Jt h(t,t)w(T,x) dT.
Demonstragao:
A prova consiste em quatro etapas elencadas como segue:
1. Etapa 1: Mudanca de variaveis;
2. Etapa 2: Analise de certos termos que aparecem na etapa 1;
3. Etapa 3: Retorno as variaveis originais;
4. Etapa 4: Conclusao do teorema.
3.0.1 Etapa 1: Mudanca de Variaveis
Considere a mudanca de variavel
w(t,x) = e *tX¥p(t, x). (3.4)

Derivando ({3.4)) com respeito a variavel t, obtemos:

Wy = —soe SOp+e Sy,
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isto é,
we = (—sop +pe)e % (3.5)
Por outro lado, derivando ([3.4)) com respeito a varidvel x;, encontramos que:
Wy, = =80, € **p+e *py,. (3.6)
Derivando novamente ) com respeito a variavel x;, obtemos:
Wxixi = [_ S(x"ixi(eisap) - SO(Xi( - S(xxieis(xp + eisapxi)]
+ |:_ So(Xie—sochi + e—sochiXi:|
= =500 €SP + 57 (00 ) €O — 250, € Py + €S NP,
desse modo,
Aw = —sAcxe **p + s*|Val?e 5%p — 2se **(Va, Vp) + e *Ap. (3.7)
Agora, de (j3.2), segue que:
Ax = div(Va)
= div(Ad V)
— A(Veb, Vi) + Apdiv( V)
— AAGVY, Vi) + Addiv(Vip),
ou seja,
Ax = N OV |2 + ApAY. (3.8)
Usando novamente ([3.2)), vale que:
Vo> =AdVP,
e portanto,
Vol = N2 V2. (3.9)

Dessa forma, substituindo ((3.8]) e em (3.7 e usando (3.2)) obtemos:
Aw = —s(NOIVYP +AbAY)e **p + s (NP [V ) e 5p

—2se ¥ APV, Vp) + e S*Ap,
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isto é,
Aw = (— SN[V — SAGABP + A2 Vbl2p
(3.10)
—2sAd(V, Vp) + Ap)e %,

Portanto, como w = e **p, de (3.5 e (3.10) podemos reescrever a equagao em ([2.15))

como sendo:

(—soup +pe)e ™+ (= sA2GIVU[*p — sAdAYp + s2A2 %[V h[*p

—2sAG(Vp, Vp) + Ap)e s> — a(t, x)pe 5* — Hf * (e *%p) = fy,
e como
—sA G|V Pp = —2sA$|V[’p + sA’$[V[*p,
entao resulta que:
(—soup +pe)e ™+ [(— 2sA2G[VYI*p + sA2G|V[’p) — sApAYp + s*A2P*V[*p
—2sAd(V, Vp) + Aple s> — a(t,x)pe ** — H] x (e 5*p) = fi.
(3.11)
Multiplicando ambos os lados de (3.11]) por e**, obtemos:
(= sxep +pe) + (= 25NV + sA2[VPp — sAGAPp + s*A° G2V [*p
—2sAG(V, Vp) + Ap) — a(t, x)p — (H{ * (e7%p))es™ = fres™,

ou seja,

Pt + (= 2sA20[VUPPp — 2sAb(V, Vp)) + (Ap + s*A?H2[VI*p + sA2¢[ Vi *p

—soup) = f1e5% + (sAGAYP + alt, x)p + (H] = (e7**p))es™).
(3.12)

Agora, mostraremos o seguinte resultado:
Afirmacao 3.0.1. p(0,x) =p(T,x) =0 em Q.

De fato, pelo Lema de Fursikov-Imanuvilov (Lema 3.0.1)), temos que {(x) > 0,

para todo x € Q. Assim, para A > 0

A (x) < 2l ]I,
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entao,

M _ 2Nl )

Como B(t) =t(T—1t) > 0,para t € (0,T), entao
e _ p2Alb]l

p(t)

a(t,x) = <0,

ademais,

lim x(t,x) = —oo0.
t—0

Logo, como p = e**w é continua e w é limitada, encontramos que:

p(0,x) = lim p(t,x) = lim e5**w(t, x) = 0.
t—0 t—0

Analogamente, obtemos:

p(T,x) =0.

Portanto,

p(0,x) =p(T,x) =0 em Q,

e assim concluimos a prova da Afirmacao [3.0.1] .
Desse modo, usando ({3.12) e o resultado da Afirmagao m, segue que p = e**w ¢é

solugao do seguinte sistema:

/

P+ (= 2520V Pp — 2sAp(Vb, Vp)) + (Ap + "N’ d?[VUIPp + sA2 bV *p
—soup) = fre® + (sAGAYp + a(t, x)p + [H{ = (e7**p)]e*®) em Q;
p(t,x) =0 sobre ZI;

r(0,x) =p(T,x) =0 em Q.

(3.13)
Agora, considere:
Ultlp = —25N2bIVabp — 25A¢(Vb, V),
V(t)p = —(Ap + A2V Pp + sA?|V2p — sauep), (3.14)

Z(t)p = sAGAYP + a(t,x)p + [H] * (e *¥p)]es*.
Entao, podemos reescrever a equagao em (|3.13]) como sendo:

pe + U(t)p — V(t)p = e**f; + Z(t)p,
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isto é,
pe = e**f1 + Z(t)p + V(t)p — U(t)p. (3.15)

Observe que:

{[V(t)p]p}t = [V(t)p]p + [V(t)p]p:
= [Ve(t)p + V(t)pe)p + [V(t)p]ps,
ou seja,
{[Vplp} = Vi®@plp+ VPP + [V(tIp]pe. (3.16)

Integrando (3.16)) em Q, obtemos:

J;) { [V(t)p]p}t dx = L) [Ve(t)p]p dx + Lz [V(t)pe]pdx+ JQ [V(t)p]p: dx.
(3.17)

O seguinte resultado é valido:

Afirmacao 3.0.2. J

[V(tpi]pdx = J [V(t)p]pe dx.
Q

Q

Com efeito, por um lado temos que:

[V(t)p],p = [Ve(®)p]p + [V(t)pe]p,

e por outro lado, de (3.14)), segue que:

[Vtp],p = (—Ap — s>A2P* VU *p — sA2¢|VP*p + soup)  p
= [ (4p), = NIV (¢°p), — sNIVYP (bp), + s(oup) ] P
= [~ Ap. — S*NIVP(20dp + &*p) — sAIVUP (dip + dpe)
+s(xup + oxpe) Jp
= (= 28N 0| VPPp — sA i VII’p + saeep)p
+ (= Ape — PN G VPP — SN OV Ppe + saupy)p

= [Vi(t)p]p + [V(t)pe]p,

onde

[Ve(t)p]p = (—28°A*dd([VUIPp — sA? b [ VUI*p + saip)p (3.18)
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e
[V(O)pe]p = (— Ape — NP>V Ppe — sA? GV PPpe + sape ) p. (3.19)
Note que, para (t,x) sobre X, vale que:
o plt+hx)—pt,x) .. 0-0
pelt) = m h B T
ou seja,
p+ = 0 sobre L. (3.20)
Portanto, pela Férmula de Green e sabendo de (3.13]) e ([3.20)), temos que:
_J Apipdx = | VpVpydx — J p(pt)n dz
0 Ja b
=| VpVpidx
Ja
=| VpVpidx— J Pipn dX
Ja b
= _J Appt dX7
0
isto é,
—J Apipdx = —J App: dx. (3.21)
o} o}
Por conseguinte, de (3.19) e (3.21]), deduzimos que:
| vioppax
e}
= | (=8P ENQATYPPL— NGIVUPPL+ scip)p dx
0
— —J App dx + J (= "N’ VU pep — sA*GIVpep + sopep) dx
0 0
= —J Appy dx + J (= A2V Ppep — sA’OIVUIPpep + saupep) dx
0 0
= | (= ap = 207U - NGIVYLD + sctp)p dx
0
= J [V(t)p]p: dx,
0
isto é,
J [V(tipepdx = J [V(t)p]p. dx, (3.22)
o} o)

e assim concluimos a prova da Afirmacao [3.0.2
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Agora, de (3.15)), (3.17) e pela Afirmagao resulta que:
J { [V(t)p}p} dx
Q t

J [Ve(t)p]pdx + J 2[V(t)p]pe dx
Q Q

L [Ve(t)p]p dx + L 2[V(t)p] [e**f1 + Z(t)p + V(t)p — U(t)p] dx,

ou seja,

J {[V(t)p]p} dx = J [Ve(t)p]p dx + ZJ [V(t)p][e**f1 + Z(t)p] dx
Q t Q Q (3.23)

+2J ‘V(t)p‘de—QJ [V(t)p] [U(t)p] dx.
Q Q

Entéao, integrando (3.23)) de 0 a T, obtemos:

.
J J { [V(t)P}P}t dxdt = J [Vi(t)p]p dxdt + 2J [V(t)p] [e3*f; + Z(t)p] dxdt
0 Jo 9 o

+2JQ }V(t)p‘2 dxdt + 2{ —J

L [vivp] ucwp) dxdt},

T
}dx =0,
0

[V(t)p] [e**f1 + Z(t)p] dxdt + 2 JQ |V(t)p|2 dxdt

€ como

[ v} [ [ (e, o=, (v

pois p(0,x) =p(T,x) =0 em Q (veja a Afirmagao [3.0.1)), encontramos:

0 = JQ [Ve(t)p]p dxdt + 2 JQ

+2{ _ JQ Vit)p] [U®p) dxdt},

isto 6,
2{ - JQ [V(t)p] [U(t)p] dxdt} +2 JQ V(t)p|” dxdt .
== JQ [Ve(t)p]p dxdt — 2 JQ [V(t)p] [e3*f1 + Z(t)p] dxdt.
Considere:
X = _JQ V(0)p] [U(t)p] dxdt,
X = H [Vi(t)p]p dxdt|, (3.25)
o[ |

(t)p]
V(t)p} [es“fl - Z(t)p} dxdt‘.

2JQ
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Logo, de (]3.24)) segue a desigualdade:

2X + 2J V(t)p|* dxdt < X; + Xo. (3.26)
Q
Vamos analisar os termos X; e Xy em ([3.25]).
e Analise dos Termos X; e Xs

Inicialmente, note que, como P (x) > 0 para todo x € Q (Lema [3.0.1)), entao:

DIl = (x) < [hpll,

implicando em

2N =22 (x) < 2A[[bl],

donde
e2MIWII=2A0 (%) - S2A[IWI] (3‘27)
Note também que, como
p(t) =t(T—1t),
entao
B/(t) =T -2t (3.28)

Para obtermos as proximas estimativas, considere:
Co = max {[T — 2t), [T — 2t][1 + eIV (2] (t)] -+ 2IT — 2t) (1 + eI} }.

Agora, pela definicao de ¢ e usando (3.28)), resulta que:

e
1o = (m)

_ —e“’ﬁ’(t)'
B(t)2
—eM (T —2t)
B(t)?
—eM (T —2t) MV
B(t)? et

(T —2t) (e
e (B(t))

T—2t ,
= ¢

< T — 2t|¢p?

< Cod?.
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Assim,

bel < Codp®. (3.29)

Também, pela definicao de « e usando (3.27)) e (3.28]), segue que:

M o2l
o] = <W)
_ _(e?\lb _ e”\\lll)ll) R'(t) ‘
- B(t)?
_ — (M — eI (T — 2t)
- B(t)2
B _(e)\lb _ eQMIlbll) (T — 2t) 2
N B(1)? N
_(emb _ eQMIwII) (T _ 2t) PN 2
B e (B(t))
T — 2t e%} _ AII-2n | 2
< T — 2t e%’ 4+ e2AbllI=2A0 (]32

< T — 2|1 + 2Nl ¢y2
< C0¢27

ou seja,

loce| < Codp?. (3.30)

Além disso, pela definicao de ¢ e usando ([3.27)) e (3.28]), obtemos:

locee| = ‘((Xt)tl

_(ehb _ e”‘”“’”) B'(t)
N ( B(t)? )
_(eM) _ e2AII¢II)B//(t)B(t)2 4 (e“’ _ 627‘”‘1)”)2[5(’[)[3’(’[)2
B(t)
—B”(t)ﬁ(t);(;r) BB oty
_ —B”(t)BB(H; 2B’ (1)2 (X0 — el
_ “5"(”3(2(332“ =28 (e _ g2y

b
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e como —pB"(t)R(t) < 2B(t), segue que:

2B() +2(T—26% 4 ol
< J—
loee] < Bt)? (e e ) ’
_[2B(1) +2(T—2t)° (&N — eIl eI
B(t)? o3
C|2B(t) + 2(T —2t)% &M — Ml £ ehd N
= e M e2Ab B(t)
L |2B(t) 2T — 2t || e — eI
a et e2A ¢
oM — eI
< (2AB(O) + 2T = 207) |4

< (2AB(L)] + 21T — 2t2) (1 + eIl g3
< Cod?,
isto €,
o] < Cod®. (3.31)

Portanto, temos:

el < Cod?, ol < Cod® e ol < Cod?, (3.32)

onde Co = max {|T — 2t[, [T — 2t[|1 + eI (2IB (1) + 2T — 2t2) (1 + e*** )} ou seja,
Co=Co(Q,w, T,A).
Observe que, como P € C%(Q), com Q limitado, entdo existe uma constante Cy > 0
tal que
IVY|* < Co. (3.33)

Assim, de (3.18)]), (3.32) e (3.33)), e usando a Desigualdade de Minkowski (Teorema|1.2.4)),

encontramos que:

X, = ‘ J [Ve(t)p]p dxdt‘
Q
= ‘ J (=28’ A0 VU p® — sA’d[VUI*p? + st p?) dxdt‘
Q

< J 25 A2 ||| VU [*p? dxdt+J SA%|d ][V [*p? dxdt +J slocee[p? dxdt
Q Q Q

< J 25°A?P(Codp?Co)p? dxdt + J
Q

sAZ(Cop?Co)p? dxdt +J s(Cop?)p? dxdt,
Q

Q
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isto é,

X; < 2C0C_0J A2 pPp? dxdt + COC_OJ sA2p?p? dxdt + COJ sdpp? dxdt.

Q Q Q

Tomando C; = C1(Q, w, T,A) = max {2C0C_0, CoCo, CO} na ultima expressao, segue que:

X; <G (J sIA%P3p? dxdt +J sA?p?p? dxdt +J sd’p? dxdt),
Q Q

Q
ou seja,

X; < clj (s*A*¢® + sA*d” + sd?)p*dxdt. (3.34)
Q

Agora, usando as Desigualdades de Minkowski e de Young (Teorema |1.2.1]), obtemos:
X, = ‘2J [V(t)p] [e**f1 + Z(t)p] dxdt‘
Q

= ‘2 JQ [V(t)p]e**f; dxdt + 2J

[V(t)p]Z(t)p dxdt‘
Q

< QJQ (IV©)p|) (e [f:) dxat + 2JQ (IV©p]) (|Z(t)p]) dxdt
1 2 1 s 2
<2JQ§(|V(t)p|) dxdt+2JQ§(e |f1])” dxdt
1 1
+2JQ5(’V(t)p|)2dxdt+2J'Q§(|Z(t)p})2dxdt
:J \V(t)p|2dxdt+J 625“}f1|2dxdt+J ’V(t)p|2dxdt+J |Z(t)p|” dxat,
Q Q Q Q
isto é,
x2<2J \V(t)p\zdxdwj 625“|f1|2dxdt+J |Z(t)p|” dxdt. (3.35)
Q Q Q

Observe que, como P € C2(Q), com Q limitado, entdo existe uma constante positiva
C; = C1(Q, w) tal que
AP < T, (3.36)

Assim, de ), (3.14) e ([3.36), e usando as Desigualdades de Minkowski e de Young,
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segue que:

J |Z(t)p|*dxdt
Q
— J |sSAGAYP + a(t,x)p + [H{ * (e >*p)] es“}dedt
Q
2
< J (‘s?\chll)p + a(t,x)p| + | [H{ = (es‘"p)}es“‘) dxdt
Q
<2 |sAGAYP + alt, x)p| dxdt + QJ I[HT * (e7>*p)]e*|”dxat
JQ Q

<4 P ‘s?\d)A1bp‘2dxdt+4J |a(t,x)p|2dxdt+2j |[H{ = (e’s“p)]es“fdxdt
JQ Q Q

r

— 4 S2A2¢2‘A1b|2p2dxdt+4J' |a(t,x)‘2p2dxdt+2j 625“‘HI*(6’S“p)|2dxdt,
JQ Q Q

ou seja,

‘Z(t)p ]2dxdt
Q

<4C_1J

—

A% p?p?dxdt + 4M? J
Q Q
Tomando Cy = Co(Q, w) = max {4C_1, 4M?2, 2} na ultima expressao, temos que:

p’dxdt + 2J e”*[H{ * (e >*p) ‘dedt.
Q

J ‘Z(t)pfdxdté@(] (52A2¢2+1)p2dxdt+J
Q Q

Agora, substituindo (3.37]) em ([3.35]), obtemos:

e®*[H{ x (e75%p) \dedt). (3.37)
Q

X gzj }V(t)p\dedt+J e®*|f)|” dxdt
Q Q (3.38)

+Cy (J (s°A$* + 1)p*dxdt + J e”*|H{ (e >*p) |2dxdt> .
Q Q

Dessa forma, de (3.26]), (3.34) e (3.38)), resulta que:

2X + QJ [V(t)p|*dxdt
Q
< Cy J (s2A2% + sA%¢? + sd®)p2dxdt + QJ [V(t)p|dxdt + J e *|f,"dxdt
Q Q Q

+C2<J (s> + 1)p2dxdt+J e [Hy = (eS“p)fdxdt),
Q

Q
isto é,

2X <G J (52?\2(1)3 + sA2p? + sd)3)p2dxdt + J 625"‘|f1‘2dxdt
Q Q

+ CQ(J (s°A’$” + 1)p*dxdt + J e H{ = (e7>*p) }2dxdt),
Q Q
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e assim,

1
X < % J (s°A%P° + sA?d” + sdp?®)p*dxdt + 3 J e?=|f,|”dxdt
Q Q

_|__

C; (J (s*A*¢p* + 1)p2dxdt+J e ™| H{ * (es"‘p)fdxdt).
Q Q

C G _ o
—= » na ultima estimativa, con-

Portanto, tomando C3 = C3(Q,w, T,A) = max{;, 5

cluimos que:

1
X <§J e2s“|f1|2dxdt+C3(J (S2AZ4° + sAZ% + sp® + s2A202 + 1) pdxdt
Q Q

+J e H{ = (e7>*p) ‘dedt).
Q
(3.39)

3.0.2 Etapa 2: Analise dos Termos de X

De (3.25) e (3.14) temos que:
-

X = —2J sA2G| VU *pAp dxdt — 2
Q JQ

r

SAG(V, Vp)Ap dxdt

—2| APV Pprdxdt — 2| sPA3GP VU (VY, Vp)p dxdt
JQ JQ

—2| $A*PHVU[*p? dxdt — 2
JQ J
+2| s?A2do| V| *p? dxdt + 2J
JQ

( — QJ SA2P| VU *pAp dxdt) + ( — 2J A3 V| p? dxdt
Q Q

—2 J s*ATD? |V |'p? dxdt) + ( — 2J sAG (VY Vp)Ap dxdt>
Q Q

+ ( — 2J SN O3V (V, Vp)p dxdt — QJ
Q Q

s* Ao (VU, Vp)p dxdt) :

SN VHP(V, Vp)p dxdt
Q

s*Ad o (V, Vp)p dxdt
Q

SNV (V, Vp)p dth)

+ <2J A2 P o |V *p? dxdt + QJ
Q Q
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Considere:
M, =—2| sA|VU[*pAp dxdt;
JQ

My =—2| sA*¢?|V|*p? dxdt — QJ AP V[ *p? dxdt;
JQ Q

M;=—2| sA¢(Vp, Vp)Ap dxdt;
JQ

Moo= 2| SNQIVOR (V. Vp)p drdt — 2| SNGITHE (T, Tp)p ded
JQ Q

A2 h o [V *p? dxdt + 2J s*Ab o (V, Vp)p dxdt.
Q

M5 — QJ
Q
Dessa maneira, podemos escrever

X=M; + My + M3z + My + Ms. (3.40)
Vamos analisar cada termo My, parai=1,2,3,4,5.
e ANALISE DE M,

Pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4]) e sabendo que p = 0 sobre X, obtemos:
M, =-2 J sA*(¢IVp) (Ap) dxdt
Q
= QJ sA(V(¢IVYI*p), Vp) dxdt — 2J sA’¢|VU[*pp, A
Q 3

= QJ sA*(V($|VUl*p), Vp) dxdt,
Q
€ COoImMo

V(6IVUPp) =Vo(IVUPp) + oV (IVFp)

= VoIVYPp + oV (IVIP)p + ¢ VP Vp,
segue de (3.2)) que:

M, =2 JQ SN2 ((VHIVPp + 4V (VHP)p + GIVHLTp), Vp) dxdt
=2 JQ sA*(VoIVPp, Vp) dxdt + 2 JQ sA OV (IVUI*)p, Vp) dxdt
+2 JQ sA2($|VY|*Vp, Vp) dxdt
=2 JQ A ((AGVY) [V [p, Vp) dxdt + 2 JQ sA GV (IVUI*)p, Vp) dxdt

+ 2J sA* (V) [PVp, Vp) dxdt,
Q
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ou seja,

M, = 2J SN2 @IV (V, Vp)p dxdt + 2J sNO(V(IVU[?), Vp)p dxdt
Q Q (3.41)

+ 2J sA2p| V2| Vp[? dxdt.
Q

Note que, como P € C2(Q), com Q limitado, entdo existe uma constante C, =

Ca(Q, w) > 0 tal que
IVY|* < Cs. (3.42)

Assim, de (3.42) e pelas Desigualdades de Minkowski (Teorema [1.2.4)), Cauchy-Schwarz
(Teorema |1.1.1)) e de Young (Teorema [1.2.1]), obtemos:

H sA3¢IV1bl2<V¢,Vp>dedt‘
Q
<2 sNOIVUPIVY|Vpllpl dxdt
JQ
( A
—2 | so(nuPip) (570Ivpl) axar
JQ
R P 1/A ?
<2| so=(2NIVYPlpl) dxdt+2 | sd=( =IVYIIVpl) dxdt,
isto é,
H s7\3d)!V1M2<V1b,Vp>pdxdt’ <4C_QJ sAYdlp|? dxdt
Q Q
1
+ZJ sA2p| VU ? | Vp[? dxdt
Q
e assim,

ZJ sA OV * (VU Vp)p dxdt 2—4C_2J sAYplpl? dxdt
Q Q (3.43)

_ i J A2Vl dxdt.
Q
Além disso, veja que:
V(IVOP) = V(ITHIIV) = V() IVl + VIV (),

ou seja,

V(VYPR) = 2/Ve|V (V). (3.44)
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Posto isso, como {J € Cz(ﬁ), com Q limitado, entdo existe uma constante C; =
C3(Q,w) > 0 tal que }V(!VLM)} < Cj e pelas Desigualdades de Minkowski, Cauchy-

Schwarz e de Young, vale que:
'QJQ SN O(V(IVUYP), Vp)p dxdt'
= ‘2 JQ sNO2[VYIV(IVY]), Vp)p dxdt‘
<2 PQ SA2G2|V IV (|7 [Vplip] dxdt

=2 | w0 (4v(v|pl) (57 ivpl ) axac

JQ
2

N 2
<2 sx2¢%(4}v(yv¢y)\ypy) dxdt—|—2J SA2¢%(%|V¢HVP|> dxdt,

JQ Q

isto é,
‘QJ sAO(V(IVWP), Vp)p dxdt’ < 16C_3J sA*¢lpl* dxdt
Q Q
1
+ 1 J sA2p|VU|?| Vp[? dxdt,
Q

e assim,

QJ sAO(V(IVYI?), Vp)p dxdt 2—16C_3J sA2olp|? dxdt
Q Q (3.45)
1

—= J SA2P| V2| Vp)? dxdt.
4lq

Agora, de (3.41)), (3.43) e (3.45), deduzimos que:

M, > ( —4C,y JQ sAYplp? dxdt — }1 JQ sA2p| V2| Vp[? dxdt)
+ ( —16Cs JQ sAdlpl? dxdt — 411 JQ sA2| V2 Vp|? dxdt)
+2 JQ sA2p|VU|?| Vp[? dxdt,
logo,
M, > —4C_2JQ sA*dlp|? dxdt — 16C_3JQ sA2Pp|p[? dxdt + ;JQ sA2 | VU2 Vpl? dxdt.

Portanto, tomando C4; = C4(Q, w) = max {4C_2, 16C_3}, segue que:

3
M, > EJ sA2 | VU2Vl dxdt — C4J sd (AT + A% pf* dxdt. (3.46)
Q Q
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e ANALISE DE M,

Pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4]), encontramos:

M, =2 JQ A(6(V), Vp))Ap dxdt

= QJ SAV($(V, Vp)), Vp) dxdt — 2J sAG(VY, Vp)py, dZ,
Q bx
agora como
Py = (Vp,1),
podemos escrever:

M :2[ s?\<V(d)<V1|),Vp>),Vp>dxdt—QJ SAG(VY, Vp)(Vp,n)dL. (347
Q T

Veja que, como
V($(V,Vp)) =V(V, Vp)+ ¢V ((V, Vp))
= (AGVY)(V, Vp) + ¢V ((V, Vp))
= Ap(V, Vp) V1 + d)V(le)xmm)
i=1

= AO(V, VP)V + b,

onde & = (El; "'75»11)7 com

& = <Z¢Xipm)
i=1

"i (3.48)

= le)xixjpxi + Zlbxipxiwa ) = 1a wa M,
i=1 i=1
entao
(V(6(T), Vp)). Vp) = (AD(V, Vp)Vih + bE, Vp)
= AG(Vih, Vp)(Vih, Vp) + (£, Tp),
isto é,

(V($(V, Vp)),Vp) =Ad(V, Vp)’ + b (&, Vp). (3.49)
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Assim, substituindo (3.49)) em (3.47)), obtemos:

My =2 JQ SAAG(VY, Vp)? + (&, Vp)) dxdt — 2 L SAG(V, Vp)(Vp,n) dL

:2J s?\zcb(Vll),Vp)dedt—FZJ sAG (&, Vp) dxdt
Q Q

— 2L SAG(VY, Vp)(Vp,n) dE

= QJ sA2p(V, Vp)? dxdt + 2 Z J SADE;py, dxdt
Q = Ja

~2| AG(V. Vp)(Vpm) dx.

e assim de (3.48)) segue que:
M; = 2J sSA2H(V, Vp)? dxdt
Q

+ 2 Z J S)\Cb ( Z 1‘1)?(11)(]'1)7{‘l + Z ll)xipXin ) pXj dth
j=1 Q i=1 i=1
—2 L SAG(V, Vp)(Vp,n) dE
= 2J sSA2H(V, Vp)? dxdt + 2 Z J SADW,x; Px; Px; dxdt
Q i,j=1

+2 Z J SAPUy, P, Pr; dxdt — 2J SAG(V, Vp)(Vp,n) dz,
Q b3

i7j:1

ou seja,

M; = QJ sA2H(V, Vp)? dxdt + 2 Z J SADWx,x, Px; Px; dxdt
° Bj=17Q (3.50)
+2 ) J SADW x P Px; dxdt — QJ sAG(Vp, Vp)(Vp,n) dz.
Q >

i,j=1
Considere:
Ny =2 JQ S}\d)ll)xipxixjpxj dxdt.
Como
Prix Py = %((pxj)Q)Xi,

entao podemos reescrever

Ny = JQ SAdy, ((pxj)2>m dxdt.
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Observe que, por um lado, pelo Teorema de Gauss-Green (Teorema [1.6.1)), obtemos:

J (smxbxi(pxjf) dxdt :J APy, (px,) i dZ (3.51)
Q Xi z

1

e por outro lado, vale que:

J (s?\dnl)xi (pxj)2> dxdt
Q X4

1

JQ AOx, (s, (pyy)) dxdt + J 20 (s, (pxj)2)Xi dxdt

Q
- J SAds i, (Px, ) dxdt + J SAbWyx, (Py,)” dxdt + J Ay, ((pyy)?) dxat,
Q Q Q Xi

isto é,

J (S?\d)lbxi(pxj)Q) dxdt :J s)\d)xill)xi(pxjydxdt—k‘[ SAPWix, () dxdt
Q x Q Q

(3.52)

Combinando (3.51)) e (3.52), resulta que:

L SADUy, (pxj)zni dr = JQ SADx Wy, (pxj)2 dxdt + JQ SAGUy x, (pxj)z dxdt + Nyj,

ou seja,

Ny =-— JQ A Wy, (Pr,)” dxdt — J SADUx, (Px;) dxdt + JZ SAGUy, (P, ) i AZ.

° (3.53)
De segue que:
Gx = APy,
e assim,
Ay, = SN (by)”. (3.54)

Dal, substituindo ([3.54) em ([3.53), encontramos que:

Ny = —J A% (W) (px, ) dxdt —J AP v, (Py)” dxdt
Q Q

+| My s,
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donde

D> Ny = —J SN’ G|V’ Vpl? dxdt—J SAGAY|Vp[? dxdt
R N Q (3.55)

+ | IV ar.
b3
Substituindo (3.55)) em ([3.50]), obtemos:

M; = QJ sSA2H(V, Vp)? dxdt + 2 Z J SAPWPx x; Px Px; dxdt
Q

ij=1

- J SN2 IV’ [Vpl® dxdt —J SAGAY|Vp[? dxdt (3.56)
Q Q

+ | MIVPE(T) dE -2 | AG(VY. Vp)(Vpm) dr.
b X
Agora, mostraremos o seguinte resultado:

Afirmacao 3.0.3.

—2 L SAG(V, Vp)(Vp,n) dL = -2 JZ SAG|Vp[*(V,m) dZ. (3.57)

Com efeito, como T é a fronteira de O C R™ de classe C2, entdao I' é uma superficie
de dimensao n — 1 e assim, para x € I', o espaco tangente T, (I') tem dimensao n — 1, e
portanto:

dim{(T,(N)"} =1.
Dai, podemos concluir que (TX(F))L é o espaco gerado pelo vetor n(x). Agora, fixando
t € (0,T) e considerando p(x) = p(t, x), segue pelas definigdes das fungoes P e p que:
¢|F =0 € P’F = 07

e assim,

(VP(x),v) =0 e (Vpx),v)=0 VveT,(MNeVxerl.

Dessa forma, obtemos que Vi (x), Vp(x) € (Tx(r))L e como [n(x)| = 1, resulta que:

Vi =n(V,n) em T;

Vp =n(Vp,m) em T,
donde

Vi =n(V,m) em T;
(3.58)

(Vp,m)2 =|Vpl* em T.
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De (3.58) vale que:

(V, Vp)(Vp,m) = (n(V,n), Vp)(Vp,n)
= (Vi,n)(n, Vp)(Vp,n)
= (Vb n)(Vp.n)*
= (Vi,n)[VpP,
e consequentemente,
~2| AG(V Vp)(Vpm) 4 = =2 | \GIVF (V) dE,

concluindo a prova da Afirmagao [3.0.3

Substituindo (3.57) em (3.56]), encontramos que:

M; = QJ sA2H(V, Vp)? dxdt + 2 Z ,[ SAPWx x; Px Px; dxdt
Q

i,j=1

— J sAZH| VU | Vp[? dxdt —J SAGAY|Vp|? dxdt
Q Q

- L SAGIVPE (T, n) dE.

isto é,

M; = J s7\2¢(V11), Vp>2 dxdt + 2 Z J S7\d>1bxixjpxipxj dxdt
Q 1,j=1"Q

+J A ((V, Vp)? — [V IVpP) dxdt—J SAGAY|Vp[? dxdt
Q Q

- L AP (Vi) dE.

Considere:
N == | SAoIVpE(Tm) dr,
z

vamos verificar que N é positivo.
De fato, como n é o vetor normal exterior a I') entao dado x € I' e h < 0, com h

suficientemente pequeno, temos que x + hn € Q. Contudo, por defini¢ao, P(x) > 0 para
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todo x € Q, em particular P (x+hn) > 0. Posto isso, dado x € T', como P (x) = 0 obtemos:

(V,m) =Py (x)
P(x +hn) —b(x)

e portanto,

N = —J sAG|VpA(V,n) dZ > 0. (3.59)
x

Além disso, como P € C23(Q), com Q limitado, entdo existem constantes Cq =

C4(Q,w)>0e Cs=C;5(Q,w) >0 tais que

Assim, de ([3.59)), (3.60) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

obtemos:

My — N| = U SNO(V, Vp) dxdt +2 ) J SAPW i, P, Py dxdt
Q

i,j:1

+J NG ((V, Vp)? — VO IVpl) dxdt—J SAGAY| V[ dxdt
Q Q

< | HITHEITPE dxdt -2 3 | Abby | dxdt
Q i,j=17Q

4| NOIVUPIVPE - [FHFITPE) drde + | sAOIABITPE dudt
Q Q

< J sA2P| VP Vpl? dxdt + 2n2C_4J SAD|Vp|?* dxdt
Q Q

+C_5J sAG|Vp|? dxdt
Q

<J SAZH| VU2 Vp)? dxdt+(2n2C_4+C_5)J SAG|Vp/? dxdt,
Q Q

ou seja,

M3 — N| < J sA2P|V* | Vpl? dxdt + aJ sAG|Vp[? dxdt,
Q Q

onde 6\0 = a(O_, w) = 2n’C, + Cs, e assim

M; — N >—J s7x2d>|V1b|2|Vp|2dxdt—6\0J SAG|Vpl? dxdt,
Q Q
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e como N > 0, entao

M >—J SAZH| VU2 Vp)? dxdt—E\OJ sAd|Vp|? dxdt. (3.61)
Q Q

Por conseguinte, somando ([3.46) com ({3.61]), encontramos que:

M;+M; > gJ sA2P| VA Vpl? dxdt — C4J s (A" +A%)|pf* dxdt
Q Q

—J s?\QdJIVll)FIVpIdedt—E\OJ SAG|Vp[? dxdt
Q Q

e tomando Cs = C5(Q, w) = max {C4, 6\0}, concluimos que:

1
M +M; > §J sA2P| VU * | Vpl? dxdt — C5J s (A" +A%)[pf* dxdt
Q Q (3.62)

—C5J sAG|Vp[* dxdt.
Q
e ANALISE DE M,

Inicialmente, vamos mostrar que a afirmacao seguinte é verdadeira:

Afirmagao 3.0.4. 2Vpp = Vp?.

2sx

De fato, como p = e5*w, entao p? = e***w?. Assim, temos que:

Px; = S0, %W + e3%w, = so, . p + eSF Wy,

e portanto,
Vp =sVap + e**Vw.

Também, temos que:

(][)2)Xi = 250, €25 %W? + 2e?5%ww,,
— 2500, (€5%W)” + 2%y, (e5%W)

= 250, p* + 25wy P,

e entao,

Vp? = 2sVap? + 2e5*Vwp = 2(sVap + 2e5*Vw)p = 2Vpp,
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ou seja,

2Vpp = Vp?,

e assim concluimos a prova da Afirmacao [3.0.4

Além disso, observe que, como

. o2 . e
Y=pr ¢ Y TR
entao,
2 — ﬂ — 2
(97),, = Pbaggs = b,

e de forma andloga concluimos que:

(¢7), = N

Portanto,

Vd? = 200>V e Vd? = 3Ap* V. (3.63)
Posto isso, passamos para a analise de M. Temos que:
My = —2J SN G’V (V, Vp)p dxdt — 2J SN G VYV, Vp)p dxdt
Q Q
—— | SNQUITVIR (V. 29pp) dxdt - | SENGATHRT. 27pp) dxc
Q

Q
e pela Afirmacao [3.0.4] segue que:

Mo == | NPTV, Tp?) dxdt— | SNGITHE(T, Vp?) dudt
Q Q

= s3)\3 ( —J (O VPPV, Vp?) dxdt) + 523 ( —J (VPP V, Vp?) dxdt).
Q Q

Dai, considere:

A= —J (¢* VOV, Vp?) dxdt
Q

B=— | (@VePvY, 75 axat
Q
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Agora, usando (m), obtemos que:

div(p* (¢*IVHPVY)) = (VP2 *IVYPVY) + p*div(* VP Vi)

= (Vp2, &’ VYY) + p2(Vd?, [V VA)
+ P2 div([VHVY)

= (Vp%, ¢*IVYPVY) + p2(V 2, [V V)
+P%0%(V(IVIIP), Vib) + p*$* V[P div(Vap)

= (Vp%, ¢’IVOIPVY) + p>(BAP° V), [V [P Vi)
+POHV (VUP), Vib) + p2¢* Vi 2div(Vip)

= (Vp?, *IVY V) + 3AG? IV (V, Vib)p?
+P2ON(V(IVUP), Vi) +p*° VP div(Vi),

ou seja,
div(P2PIVHPVY) = (VP2 &IVHLEVY) + A Vb['p? + p2¢°F,

onde F = (V(IVY[?), V) + p?d* |V PA.

Dessa forma, por um lado, temos que:

(Vp?, &3V PV) dxdt + J 3AG?| V| *p? dxdt

J div(p*¢° V[P V) dxdt :J
Q Q

Q
+ J P >F dxdt
Q
=—A+ 3>\J 3|V *p? dxdt + J P2 d3F dxdt,
Q Q

e por outro lado, pelo Teorema da Divergéncia (Teorema|l.6.2) e sabendo que p = 0 sobre

2, deduzimos que:

| (e Ivervy) axde = | (p¢VoPVYm) az =0,
Q b2

e assim podemos concluir que:

A= 3>\J O3 V|*p? dxdt + J p?d3F dxdt. (3.64)
Q Q
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Também, pelos mesmos argumentos usados para obtermos ([3.64)), encontramos que:

B= 27\J G2 VY|'p? dxdt + J p’$?F dxdt. (3.65)
Q Q

Por conseguinte, de (3.64) e (3.65]), segue que:
M, =s3A3A + s2A%B
= s3)\3 (37\J &3V *p? dxdt + J P H°F dxdt)
Q Q
+ 8223 (27\ J G2 V|*p? dxdt+J P H°F dxdt)
Q Q
= J A (3s°¢” + 25°9?)[V[*p? dxdt + J (s°A%d? + s*A’¢?) p°F dxdt,
Q Q
ou seja,
M, — J A (3sd? + 25°9%) [V|*p® dxdt = J (s°Ad? + s*A%¢p?)p°F dxdt,
Q Q
donde

‘M4— J 7\4(3s3cb3+232<1>2)|V11)I4p2dxdt' :H (s°N3¢® + s°A°p?) p°F dxdt
Q Q

< J (s°A%P® + s*A%P?) p?|F| dxdt.
Q

Como \ € C? (ﬁ), com Q limitado, entdo existe uma constante Cq = Cg(Q, w) > 0 tal

que

IF| < Cs,

e portanto,

'M4—J N (3s30P + 25%02) [V 'p? dxdt' < C_GJ (sA3? + s2A%?) p? dxdt,
Q Q

e assim,

M, —J A (389 + 28%9%)[Vp[*p? dxdt > —C_GJ (s°A°9° + s*A%¢p?) p? dxdt,
Q Q
isto é,
M, > 3J SSAYDRV|tp? dxdt + 2J AP V[ *p? dxdt
Q Q (3.66)
—C_6J (s°A°9° + s?A*¢p?) p* dxdt.
Q
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Entao, somando

M, = —2 J A3V |*p? dxdt — 2J s*ATPZ VP |*p? dxdt
Q Q

com ([3.66)), obtemos:

My +My > ( — QJ SPAY PPV *p? dxdt — ZJ sZAY D2 V| *p? dxdt)
Q

Q

+ <3J AR V| *p? dxdt + 2J AP V[ *p? dxdt
Q Q

—C_GJ (s°A%P? + s*A%Pp?)p? dxdt) ,
Q

e portanto,

M, + My >J S3A4¢3|V¢I4Ip|2dxdt—C_6J (s*A%)% + s2A%P?) p* dxdt,  (3.67)
Q Q

onde Cq = C4(Q, w).
e ANALISE DE M;

Procedendo agora com a andlise de M. De acordo com a Afirmagao [3.0.4] segue que:

r

Ms =2| s*A?¢poy|VU[*p? dxdt + QJ s*Ab o (Vp, Vp)p dxdt

JQ Q
=2| s\ 2ha|VU|*p? dxdt + J s*A(p o VI, 2Vpp) dxdt
JQ Q
=2 s*A?’Ppoy| VU *p? dxdt + SQAJ (bo VU, Vp?) dxdt.
JQ Q
Considere:
D= J (po VU, Vp?) dxdt.
Q
Entao,

M; = 2J A% po | VU [*p? dxdt + s*AD. (3.68)
Q
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Note que:

div(p?(dx V) = (Vp?, b V) + p2div(d (o Vi)
= (Vp2, oo V) + p2(V b, o V) + p2Ppdiv (o V)
= (VP2, po V) + p2(V b, o VD) 4+ p2p(Vxy, V)
+p’badiv(V)
= (Vp?, o VI) + p*(Vd, . V) + p* (V) , Vb)
+pldodiv(V),

e como VP =AdVY e (Voc)t = Ad V1, resulta que:

div(pzd)octVd)) = (Vp%, b V) + p* AV, x V) + p2d AV, Vi)
+p?dadiv(Vip)
= (Vp%, po V) + P2 Ao (Vip, Vi) + pAd e (Vi, Vi)

+p?oadiv(Vip),

isto é,

div(p?dx V) = (Vp% ¢ V) + Ad o[V [Pp? + A d| Vip[*p? + dor App?.

Dali, por um lado, encontramos que:

(Vp?, do V) dxdt + J Ab o | VU[*p? dxdt

Q

J o div(p*¢px V) dxdt = JQ

+J AP | V[P p? dxdt + J po App? dxdt
Q Q
=D+ J Ad o | Vp[*p? dxdt + J AP DV *p? dxdt
Q Q
+J po APp? dxdt,
Q

e por outro lado, pelo Teorema da Divergéncia (Teorema [1.6.2)), obtemos que:

J div(p*¢p o V) dxdt = J P2V, m) dZ =0,
Q z
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e assim concluimos que:

D :—J Ad o | Vp[*p? dxdt—J AP DV *p? dxdt—J b APpp? dxdt.  (3.69)
Q Q Q

Substituindo (3.69) em ([3.68]), obtemos:

M; = QJ A2 o |V *p? dxdt + 327\( — J Ad o | V[*p? dxdt
Q Q
—J A D Vp[p® dxdt — J o App? dxdt) :
Q Q

ou seja,

M; = J sSEA2d o | V|*p? dxdt — J A2 | VU [*p? dxdt — J sPAd o APpp? dxdt.
Q Q Q

Assim, de ((3.32)), (3.33)),(3.60) e pela Desigualdade de Minkowski (Teorema|1.2.4)), resulta

que:
M| = H N IVUP dxdt— | SN0V drat
Q Q
—J s2Ad o App? dxdt'
Q
< J A2 plocel VPl dxdt +J A2l VPPl dxdt
Q Q
4| endloavlp? axa
Q
<J SN2 (Coh?Ty)Ipl? dxdt+J SN2 (Cob?Cy)pl? dxdt
Q Q
+ | sha(cod’h)p axet.
Q
isto é,
M| < 2C0C_0J SEA2P3p|? dxdt + COC_5J SPAP3p|* dxdt.
Q Q
Tomando Cg = C4(Q,w, T,A) = maX{QCOC_O, COC_5} na ultima expressao, concluimos
que:

M; > —CGJ s*(A + A) °lpl® dxdt. (3.70)
Q
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e Conclusao da Andlise dos Termos de X

Agora, de ([3.40), (3.62)), (3.67) e (3.70)), segue que:

1
X >§J SN2 G|V T dxdt_gj sO(A!+ %) Ipl dxdt
Q Q

—Cs J SAG|Vp|? dxdt + J SPAL PP V| pl* dxdt
Q Q

—C_GJ (s°A°9° + $*A%¢?) Ip* dxdt — C6J s*(A* 4+ A) ¢*lpl* dxdt.
Q Q

Dai, tomando C; = C7(Q,w,T,A) = maX{C5,C_6, Cs, Cg} na estimativa acima, encon-

tramos que:

1
X >§J S7\2¢|Vll)|2|vp|2dxdt+J SAGI VI pP dxdt
Q Q

— C7J sd(A* +A?)p[* dxdt — C7J sAG|Vpl® dxdt (3.71)
Q Q

— C7J (s°A°9° + $*A%¢?) [p* dxdt — C7J s*(A* 4+ A) ¢®lpl* dxdt.
Q Q

Por outro lado, de ), e como C; = max {C5,C_6, Ce, Cg}, obtemos:

1
§J eroc’fldedt + C7(J (32}\2(1)3 + sA2d2 + sp® + s2AZd? + 1)|p|2dxdt
Q Q

+J e *|H{ * (e_s“p)|2dxdt>.
Q

X

N

(3.72)
Portanto, de (3.71) e (3.72), concluimos que:

1
3 J sA2P| VA Vpl? dxdt + J SN V[ p[* dxdt
Q Q

— C7J s (AT +2?)[pl* dxdt — C7J sAG|Vpl* dxdt
Q Q

— C7J (s°A°¢® + s*A°d?) Ip[* dxdt — C7J s*(A* 4+ A) $°lpl* dxdt
Q Q

1
<3 J e25“\f1|2dxdt + C7<J (s*A%¢% 4+ sA*p* + s¢® + s°A*P* + 1) [p[ dxdt
Q Q

+J e |H{ « (e °*p) ‘dedt),
Q
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ou seja,

J sA* G|V P [Vpl? dxdt+J $SSAYDP V| pl? dxdt
Q Q

1 J 623“‘f1‘2dxdt + C7J e H{ = (e >*p) }zdxdt + C7J sSAD|Vp|? dxdt
Q Q Q

N | —

N

2

+Cr | sd(A*+2A?)[pl* dxdt + C7J s*(A° + A)$°lpl* dxdt
JQ Q

+Cr | (*A°9° + s*A°¢?) Ip[* dxdt

JQ

+Cr | (AP + sA?d* + sd® + s*A*¢p* + 1) [pl*dxdt.

JQ

Agora, pela definicao da fungao ¢, temos que:

M ] 1

B ~ B~ T

<
|
WV

isto é, existe uma constante k > 0 tal que

k < ¢;
(3.73)

k < $2.
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Dessa forma, para s > A > 1, de (3.73)), podemos deduzir que:
1
5[ SA2H| VU2 Vp)? dxdt+J s*ATP3| VU pl? dxdt
Q Q
1
< _J e |f|*dxdt + C7J e [HT % (e—**p) [*dxdt + C7J sAG|Vp|® dxdt
Q Q Q

Q

+ %J ksd (A* + A1) p[* dxdt + C?J s?(A + A1) d°Ipl* dxdt
Q
| o

s*A*¢3pl* dxdt + %J ks?A3 P2 p|? dxdt + C7J s*A2P?|p[* dxdt
Q

C
ksA2Pp2[pl? dxdt + C; | sdPlpl? dxdt + — | ksA2p2lp)? dxdt
P % o

| :
+ J K3lpl? dxdt
1
< —J e *|f | dxdt + C7J e |HT « (e7*%p) [*dxdt + C7J sAG|Vp|? dxdt
2Jq Q Q
2C
+ 77 J S2AYP3Ipl? dxdt + 2C7J $2AYP3[pl? dxdt
Q Q

s*AYP3pl* dxdt + C7J s*AYP3[pl* dxdt

C
+Cs J A H3[p)? dxdt + — J
Q k Q

Q

Q

- &J AP p|? dxdt + C7J sSA3P3[pl? dxdt + % J sSZAY PP p|? dxdt
Q Q
|, ol axat,

isto é,
J sA2p| VA Vpl? dxdt + J sSA 3 VY p ? dxdt
Q Q

%J eQS“\f1|2dxdt+C7J e25“|HI*(e‘”p)]zdxdt+C7J SAGIVp[? dxdt
Q Q Q

C C
+ (% + 3C7) J S2AYP3Ip[? dxdt + 2C7J $SA3PPIp[? dxdt + k_;J $?Ip|? dxdt.
Q Q Q

N | —

N

5C

1 C
Tomando Cg = Cg(Q,w,T,A) = maX{E,C%T? + 3C7,2C7,k—37} na desigualdade

acima, encontramos que:

1
3 J SA2P| V| Vpl? dxdt + J SN VU [p[? dxdt
Q

Q
< C8(J e *|f,"dxdt +J e?*[H] % (e=**p) [ dxdt (3.74)
Q Q

+ J (SAQIVPE + (2107 + 'A% + ) pl?) dxdt).
Q
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Agora, como 1 satisfaz V| > 0 para todo x € Q \ wg e P = 0 sobre T, entéo |Vp|
possui limite inferior em Q \ wy, e assim em Q \ Q,. Portanto, existe uma constante

v > 0 tal que
0<vy <IVP em Q\ Quy. (3.75)

Tomando Co = min {y?,y*}, entao temos que:
Co < VU
Co < [VUI,

e portanto, obtemos que:

CQJ (s7x2c|>|vp|2 + 837\4(|)3|p|2> dxdt

Q\Quwyq

< sA2 YA Vpl? dxdt + J SSAYD3yp)? dxdt
JQ\Qu, Q\Quwy

< sA2P| V2 Vp|? dxdt + J sPATP3 VY| pl? dxdt
JQ\Quy Q\Quy

< sA2P| VP Vpl? dxdt + 2J SSAY D VU p[* dxdt
JO\Quw, Q\Quy

5 s*AD? V[ p[? dxdt)

1
< 2(—J sA2 | VU2 Vpl? dxdt+J
Q\Qu, Q\Qu,

< 2(1J sA2P| VP Vpl? dxdt + J
Q

SN Vil dxdt),
2 Q

e de (3.74]) resulta que:
cgj (37\2¢yvpy2 + 337\4cb3!p!2> dxdt
Q\Qu,
< 2C8<J e *|f,|"dxdt +J e®*|[H{ x (e7**p)[*dxat
Q Q
+ J (SAQIVPE + (sA10° + °A0° + &) pl?) dxdt).
Q

—~ 2C
Dai, tomando C; = C—S, s > A, como A > max {2C10, ?\0} > 1, onde A ¢ suficientemente
9
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grande e Cip = max {a, SCAl}, segue que s?A* < s3A3, 1 < s3A? e assim:
J <s7\2c|)|Vp|2 + 337\4(|)3|p|2> dxdt
Q\Quw,
< CT(J e *|f, | dxdt +J e?*[H{ % (e7**p)[*dxat
Q Q
+ J (SAOIVDE + (sA10° + 'A% + ) pl?) dxdt)
Q
< G(J e |f, | dxdt +J e?*[HT % (e7**p) [*dxdt
Q Q
+ J (s?\cl)IVp!2 + (A% + "N p° + 337\3d>3)|p|2> dxdt)
Q
_ a(J = Paxdt+ | eI (e7*p) Paxat
Q Q
+ J (sA¢|vp|2 + 3837\3(1)3|p|2> dxdt)
Q
< CIO(J 625“|f1|2dxdt+J e [H{ = (e’s“p)|2dxdt
Q Q
+ J (s?xd)leF + 537\3433|p|2) dxdt),
Q

visto que Cjp = max {6\1, 36\1} Como

J (s?\d)IVpl2 + 537\3d)3|p|2) dxdt J <s?\d)|Vp|2 + 33?\3(1)3|p|2) dxdt
Q Qug

+ J (sM)!VpIQ + 837\3¢3lp|2> dxdt,
Q\Quy
entao

J <s7\2q>|Vp|2 + 337\4d)3|p|2> dxdt
Q\Quwy
< Cm(J 623“}f1|2dxdt+J e [H] % (e—**p)[*dxat
Q Q
+ J <s7\d)|Vp|2 + s3>\3¢3ypy2) dxdt)
Qup

+ CmJ SAG|Vp[* + 53?\3cb3|p|2) dxdt.

Q\Qw0<
Note que, como 1 < max {2C10,7\0} < A, segue que:

zcmj <s7\q>yvp|2 + 537\34)311)12) dxdt
Q\Quy

< J (sNIVPP + s\l dxat.
Q\Quy
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implicando em
cloj (SA¢|Vp|2 v 537\3¢3Ipl2) dxdt
Q\Qu,

1 ,
< §J (37\2<1>|vp|2 + s37\4q>3|p|2) dxdt,
Q\Quwyq

e portanto concluimos que:
J (qu)prF + s3>\4q>3|p|2> dxdt
Q\Quyq
< Cm(J e *|f, " dxdt + J e [H] % (e—**p)[*dxat
Q Q

- J <s7\d)!Vp|2 + 837\3(1)3]1)]2) dxdt)
Quy

1
+ = J (s?\chIVpIQ + s3>\4¢3|p|2> dxdt,
2 JQ\Quyp
isto é,

1

—J (57\2¢|Vp|2 + s3>\4¢3|p|2> dxdt
2JQ\Qu
0

<C10(J 625“}f1|2dth+J' e2so¢‘H;l'*(efsoc_p)}2dth
Q Q

+ J <s?\d)|Vp|2 + 537\3d)3|p|2> dxdt).
Qug

2 4
e assim:

Por conseguinte, como A > max {2C10, ?\0} > 1, entao A < , AL

1
—J (s?\chIVpIQ + 537\4d)3|p|2> dxdt
2JQ\Qu

0

< Cm(J 625“\f1}2dxdt+J e?*|[H] * (e7**p) [*dxdt
Q Q

A? 2 3 N g
+J <S2C10¢|Vp| +s fwd) Ip| ) dxdt)
Qug

< Cyo <J e |f, | dxdt + J e”*|H{ (e >*p) ‘dedt)
Q Q
- 1 J <s7\2c|)|Vp|2 + 337\4d)3|p|2> dxdt,
2JQu,

e dai, como

1 1
—J <s7\2cb|Vp!2 + 837\4d)3|p|2> dxdt = —J <5A2¢|Vp!2 + 837\4d)3|p|2> dxdt
2JQ\Quy, 2Jq

1
—— J (s?\2<1)|V1)|2 + 53?\4d)3|p|2> dxdt,
2 Quy
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segue que:

1 1
—J <s7\2d>|Vp|2 + 337\4d)3|p|2> dxdt — 3 J
Q

(3.7\2<I)|Vp|2 + 33?\4¢3lpl2> dxdt
2 Qw()

< CIO(J 625a|f1‘2dxdt+J e2soc‘H‘tl" " (escxp)|2dxdt>
Q Q

1
+= J <s7\2<1>|Vp|2 + 537\4cb3|p|2) dxdt,
2 Quy

implicando em

J (s>\2q>|vp|2 + 33>\4¢3|p|2> dxdt —J (s>\2q>|vp|2 + 337\4d)3|p|2> dxdt
Q

Quwg

< 2C10(J 625“|f1’2dth + J
Q

e”**|H{ (e **p) |2dxdt>
Q

- J (57\2¢|Vp|2+s37\4q>3|p|2> dxdt,
Qug
isto é,
J (57\2¢|Vpl2 + 337\4¢3lpl2) dxdt
Q
< 2C10(J e25°‘\f1|2dxdt+J e?*|H] « (e—mp)fdxdt)
Q Q
+2 J <s7\2d)!Vp|2 v 337\4d)3|p|2> dxdt.
Quyg

Portanto, tomando Cy; = C11(Q, w, T,A) = max {2C10, 2} na ultima expressao, obte-

mos que:
J (s>\2q>|Vp|2 + 53?\4d)3!p!2) dxdt
Q
< Cp (J e *|f, " dxdt +J X [H] % (e7**p)[*dxat (3.76)
Q Q
+ J <s7\2c])!Vp|2 + 837\4(])3|p|2> dxdt>.
Qug
3.0.3 Etapa 3: Retorno as Variaveis Originais
Como p = e**w, entao:

Pxi = S0 (€5%W) + e5%Wy = sot p + €Wy, (3.77)

e assim,

Vp =sVap + e**Vw,
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e dal, segue que:

VP2 = [sVap + es*Vw|? = $2[Val[p|? + 2e5*s(Va, VWw)p + e % Vw2,

ou seja,

IVpl? = s* Vol [pl* + e ¥ Vw[* + 2e5%s(V, Vw)p. (3.78)
Por outro lado, de (3.77)), também temos que:
Vp| = e**sVaw + e**Vw,

e dessa forma, como

Vo2 = AV = 242V, (3.79)
entao, de ([3.33)) e pela Desigualdade de Young (Teorema , obtemos que:
IVpl? =les*sVaw + es*Vw|?
< 2e®5%82 [V a2 w? 4 2e25%|Vw)|?
= 2252 A2 2| VP [w]? + 2e25%|Vw)|?
< 2Ce2*s2A2 b2 w2 + 2e25%|Vw|?
< Croe®*(s2A 2wl + [Vwl?),

ou seja,

[VpI* < Crae** ("N *wl” + [Vw]), (3.80)

onde C;5 = max {ZC_O, 2}.
Substituindo (3.78]) no primeiro membro de (3.76) e (3.80) no segundo membro de
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(3.76)), e sabendo que [p|* = e***w|? e e 5*p = w, segue que:
J <5A2¢(32!Val2!p!2 + 2% Twl + 2e5%s(Vax, Vw)p) + 623“337\4d)3|w!2> dxdt
Q
< C11<J e axde | e T e wlaxat
Q Q

a

:cn(J s faxde | T el axat
Q Q

Q

an

:cn(J s axdu | e el axat
Q Q

<s7\2¢(C12625°‘(527\2¢2|W|2 +|Vwl)) + 6250‘537\4d)3|w|2> dxdt)

@wo

e?5*s3A1p3w|? dxdt + Cio ,[ e25%sA2d||Vw|? dxdt
Quy

@wo

e25%s3Ap3lw? dxdt)

@wo

+(C12+1)J

e?5s3A1 3wl dxdt + Cis J
Quy

e?$*sA2 || Vw|? dxdt) ,
Quy

ou seja,
J (s?\2<1>(52|Voc|2|]o|2 + VWl +2e5*s(Va, Vw)p) + 625“53?\4d>3|w|2) dxdt
Q
< C13<J e“"‘\flfdxdwj e[ H/ +w| dxdt
Q Q

an

<e25“337\4d)3|w|2 n e28“3A2q>y|va2) dxdt),

@wo

(3.81)
onde C13 = Imax {C11; C11 (C12 + 1), C11C12}.
Reescrevendo a equagao (3.81)) de uma forma conveniente, encontramos que:
J e25 %A 3w dxdt + J e?5%sA?¢p|Vw|? dxdt + J S*A20|Val?pl? dxdt
Q Q Q (3.82)
+2J eS*s’A?Pp(Va, Vw)p dxdt < N,
Q
onde
Ny = cm(J e*|f, | dxdt +J e®*|H{ x|’ dxdt
Q Q (3.83)

an

<625“337\4¢3lwl2 + eQS“sAQd)IIVWIQ) dxdt).

@wo
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Agora, usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema|1.2.4)), Cauchy-Schwarz (Te-
orema [1.1.1)) e de Young (Teorema |1.2.1]), obtemos:

‘2J eS*s*A2p(Va, Vw)p dxdt‘
Q
< QJ e5s2\2 |V o [Vwlp| dxdt
Q

— 25A2¢(\/§s|Vocllpl) (e dxdt

). %

1 2 1 [ es*|Vw| 2

2sA 2= [ V25|V ) dxdt—l—J 25A\? —( ) dxdt

J, 2003 (Vasvalp T

1
= QJ SSA2p|V ol Ipl?* dxdt + 3 J e25%sA?p|Vw|? dxdt,
Q Q

N

ou seja,
2J eS*s*A2p(Va, Vw)p dxdt
Q

1
> —QJ P A2 PV al?lpl? dxdt — 3 J eZ*sA?Pp|Vw|? dxdt
Q Q

] 1
S*A2H|Vo?lpl* dxdt — 3 J e?5*sA?¢p|Vw|? dxdt,

— —J P APV o’ |p|* dxdt — J
Q Q

Q
isto é,
1
—J s*A?P|Val?lp)? dxdt — 3 J e *sA?Pp|Vwl|? dxdt
Q Q (3.84)

< J s*A?P|Vo?[p)? dxdt + 2J eS*s?A2p(Va, Vw)p dxdt.
Q Q
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De (3.84]) e (3.82), segue que:

J <e25°‘337\4d)3|w|2 n e25“s7\2¢va|2> dxdt
Q

= | e*s*Ap3w|? dxdt+J e?5*sA2p|Vw|? dxdt
Q

1
+ ( — J s°A?P|Vol’lpl? dxdt — 3 J e25%sA2p|Vw|? dxdt)
Q Q

1
s*A%P|Vol’lpl* dxdt + 3 J e *sA?p|Vw|? dxdt

Q Q

+
< (J e2s %A 3w dxdt+J e *sA2p|Vw|? dxdt
Q Q
+ J SN2|V o2Ip |2 dxdt + QJ
Q

eS*s*A2p(Va, Vw)p dxdt)
Q

1
+ J P APVl p|? dxdt + §J eZ*sA?Pp|Vw|? dxdt
Q Q

1
< Nj + J S*A2p|Vo?pl* dxdt + 3 J e?5*sA?¢p|Vw|? dxdt,
Q Q
entao,
J <625“337\4d)3\w|2 n e25“s7\2¢yvm2> dxdt
Q
1
< Ns + J S*A20|V o lpl* dxdt + 5[ e *sA?Pp|Vw|? dxdt,
Q Q
logo,

JQ <e25“537\4¢3!w!2 n %eQS“sA2¢!Vw!2> dxdt < Ng+ JQ A2V o?pl? dxdt.
(3.85)
Observe que, substituindo (3.80)) no segundo membro de (3.76]) e sabendo que |p|? =
e?s*w|? e e 5%p = w, de maneira andloga como feito para obtermos (, concluimos

que:
J SSA D3 pl? dxdt
Q
< J (sx2¢|vp|2 + s3A4¢3|p|2> dxdt
Q
< Cll (J 625“}f1|2dth+J eZSa‘HI " (efsoc_p) }2dth
Q Q

+ J <s7\2d>!Vp|2 + 537\4d>3|p|2> dxdt),
Quwg
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implicando em
J AP Ip|? dxdt
Q
< Cig (J e |f, | dxdt + J e?*|H] x wl|”dxdt
Q Q
+ J <625“337\4¢3lwl2 + eQS“sAZ(bIIVwI?) dxdt)
Qus
- N37

ou seja,
J SNl dxdt < N, (3.86)
Q
Assim, de (3.79) e (3.33]), segue que
Vo> < A$*Co,
desse modo,
J SSA2PIV o Ipl?* dxdt < C_OJ SSAYPPp)? dxdt
Q

Q
e de ([3.86]) deduzimos que:

J SA2GIValpl? dxdt < CoNs. (3.87)
Q
Por conseguinte, substituindo (3.87) em ([3.85]), obtemos:
1 —
J (e 5Nt 9P wi? + 5e28‘>‘s>\2q>|vW|2) dxdt < (14 Co)Ns,
Q

assim,

J <625“537\4¢3lwl2 T e2S°‘sA2¢|vW|2> dxdt
Q
< J (2625“537\4d)3|w|2 + e23°‘s>\2q>|vW|2) dxdt
Q
(2s<x3432 I osx 2 2
— 2| (e Wl + = e A2V >dxdt
o 2

< 2(1 4 Co)Ns.
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Portanto, de ( e tomando 6\2 = E\Q(Q, w, T,A) = 2(1 —|—C_0)C13, concluimos que:
J (625“337\4d)3!w|2 n e2s"‘s7\2cb|Vw!2> dxdt
Q
< @(J e25“\f1\2dxdt+J e |HT » w| dxdt (3.88)
Q Q
+ J (625"‘537\4cl)3|w|2 + ezs“sAQd)IVwIQ) dxdt).
Quy

Para estimarmos a integral de memoria do lado direita da equagao ({3.88)), precisamos

do seguinte resultado:

Lema 3.0.2. (Termo de Memdria) Suponhamos que a fungdo nicleo de memoria

h:(0,T) x (0,T) — R, suficientemente suave, satisfaz

h(t,t) = 0|

T=0,T"

Entao, existe uma constante 66 > 0 tal que

J e H! x w|? dxdt < GBJ e?5%s33w|? dxdt,
Q Q

.
onde H] *w = J h(T,t)w(T,x) dr.

t
Demonstracao: Considere &(t) = inf o(t,x). Pela Desigualdade de Holder

xeQ
(Teorema [1.2.3)), encontramos que:

J eZH/ * w|* dxdt
Q

2
dxdt

- T
= | e*« J h(t, t)w(T,x) dt
JQ

t

2

dxdt

— e2soc

JQ
. T T

< e2se [(J 6*28““”‘)\}1(1, t)[? dT) <J eQm(T”‘)!W(T, x)? d’t)] dxdt
JQ t t

. T T
< eQS“[(J e 2%, ) dT)(J e * (W (, x) dT)} dxdt.
JQ t t

Agora, como h é suficientemente suave e satisfaz

JT (e‘s"‘(T’X)h(T, t)) (e””””w(nx)) dt

t

h(t7 T) - O‘T:O,T’
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entao podemos assumir que existe uma constante C_g > 0 tal que
T QE—
J —2sx( WK (1, 1)]? dt < Cs.
t

Dai, segue que:

t

T
J e2soc(J eZS(X(T)lw(T’ X)|2 d’f) dxdt
Q 0

-
<To( [ ettt asas) ]| et ac).
Q 0

Finalmente, sabendo pela definicdo de ¢ que existe uma constante Co > 0 tal que

.
J e H! xw|? dxdt < _8J 625“(J e2s* Wy (T, x)[2 dT) dxdt
Q Q

<

~

gl

@)
®

1 < Cyd? e considerando s > 1, entdao tomando

T
CO = CgCg(J 625“ dT)
0

concluimos que:

J e?S*H/ * wl? dxdt<cNoJ e25% g3 h3w|? dxdt.
Q Q

[ |
N 4
Por conseguinte, pelo Lema [3.0.2| e considerando 2Cy < A%, entao 1 < f e assim,
0
J e HT « wi? dxdt < CNOJ %3 w[? dxdt
Q Q
1
< —J e %3\ p3w|? dxdt,
2Jq
ou seja,
1
J ePH! « w2 dxdt < §J 2 %53\t lw|? dxdt. (3.89)
Q Q

De (13.88) e (|3.89), deduzimos que:
J (em AW + e25*sA2h| Vw2 ) dxdt
Q
1
C2<J 25“\f1\2dxdt+§J e s A% lw|* dxdt
Q

n J <625°‘s37\4cb3|w|2 " 625“5A2¢|VWI2> dxdt),
Quy
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isto é,
1
J (§e25“s37\4¢3|w|2 n e2$“s7\2¢|vW|2) dxdt
Q
< CAQ( J e *|f, | dxdt + J (e25“53>\4¢3|w|2 + eQS“sA%WwF) dxdt).
Q

@wo

Finalmente, temos que:
JQ <625°‘s37\4¢3!w!2 n e25“3A2¢|vW|2) dxdt
< JQ <e25“s37\4d)3|w|2 + 2625“5?\2¢IVW|2) dxdt
_o JQ (%e25“s37\4¢3|w|2 v eQS“sA%WwF) dxdt

<2GC, (J e”*|f; \dedt + J <e25“337\4d)3|w|2 + e25“s>\2¢|w?> dxdt).
Q wg
Portanto, tomando Cyo = C1o(Q, w, T,A\) = 26\2, concluimos que:
J <625“s37\4d)3!w!2 n 625“87\2(1)|VW|2> dxdt
Q (3.90)
< CTOU e *|f, | dxdt + J <e2s°‘s37\4d)3!w!2 + e2s“s7x2d>|Vw|2> dxdt> :
Q

wo
3.0.4 Etapa 4: Conclusao do Teorema
Considere a equagao em ([2.15)):
Wi+ Aw — H! s w = + a(t, x)w,

T

onde H] xw = J h(t, t)w(T,x) dt. Elevando ao quadrado em ambos os membros dessa
t
ultima expressao, obtemos:

(we + Aw — H{ *w)2
= (wy +Aw)2 —2(we + Aw) (H] *w) + [H{ *w|2

= [wel* + 2w Aw + [Aw — 2(wy + Aw) (H] * w) + [H] * W}Q,

(f1 + a(t, x)w)” = [ + 2f1a(t, x)w + |a(t, x) 2wl
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Assim, segue que:
wil2 4 |Aw] + [HT +w|*

= [f1]> + [a(t, x) Pwl* + 2f1a(t, x)w — 2w Aw + 2(wy + Aw) (H] *w),

1 250(

e multiplicando ambos os membros dessa tltima expressao por (s¢)~ e integrando

em Q, obtemos:
J ezs"‘(scb)‘l(lwtl2 +1Aw® + [H{ *wf) dxdt
Q

= J e?5%(sdp) Hfy)? dxdt + J e *(sdp) alt, x)*lw|* dxdt
Q Q (3.91)

+2J 625"‘(3(1))lfla(t,x)wdxdt—2j e % (sdp) 'wAw dxdt
Q Q

+2J 625“(s¢)_1Aw(HI * w) dxdt + 2J e % (sdp) 1wy, (HI * w) dxdt.
Q Q

Dessa forma, temos que:

J e (sdp) ! <!wt!2 + [AW]? + [H{ * w}2> dxdt =Ji+Jo+Js—Ja+ s +Js (3:92)
Q

onde:

J Zsx(gdp) 7 fy ] dxdt;

e®*(sd) a(t, x)Iwl* dxdt;

I |
%

Js=2| e*%(sd) 'fia(t, x)w dxdt;

dQ

Jo=21 e*%(sdp) 'wiAw dxdt;
JQ

Js =2 625“(3(1))_1AW(HI * w) dxdt;
JQ

Jo=2| € %(sd) 'we(H{ xw) dxdt.
JQ
Vamos analisar cada termo J;, parai=1,...,6.

e Andlise dos Termos de ([3.91))
Observe inicialmente que, como

d(t,x) =
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entao considerando s > T2, segue que s¢ > 1 e assim,
(sp) <1 e (sd) ' <sPp (3.93)
De (3.93]), obtemos que:

J1l = H e?5%(s) Hfy)? dxdt‘ gJ e2s%|f, 2 dxdt,
Q Q

ou seja,

Ji < J e”**|f,[* dxdt. (3.94)
Q

Agora, de (3.93)) e (12.6]), encontramos que:

|12|=H ezm(sm—wa(t,xn%wﬁdxdt'<M2j 2553wl dxdt,
Q Q

e assim,

Jo < MQJ e %s3p*w? dxdt. (3.95)
Q

Também, de ([3.93), (2.6) e usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema [1.2.4]) e
de Young (Teorema [1.2.1]), obtemos:

1]l :‘QJ 625“(s¢)_1f1a(t,x)wdxdt‘
Q

< 2JQ &% (5¢) " (Ifu]) (lalt, ) [w) dxdt

() ™3 (lalt, x)hwi)” dxat

| —

<2J e?5%(s¢p) 7t (!f1|)2dxdt+2j
Q

Q

< J e25%|f,|? dxdt + MQJ e?5%s3 3 wl? dxdt,
Q Q

isto é,

Js < J e?S|f, | dxdt + MQJ e?5*s3dp3wl* dxdt. (3.96)
Q Q

Além disso, note que, como

(ezs“)x = QSOCXiQQS“ =2s (}\d)ll)xi)ezs“

1

(cl)il)xi - _d)iQ(bxi - _4)72}\(‘)11’&7
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entao

VeZs® = 2% AV

(3.97)
Ademais, como
(t.%) M (x) _ 22l
X 't’X _= < 0,
B(t)
com B(t) =t(T —1t), entao
x(0) = x(T) = —c0
e portanto,
e2sa(0) _ p2s5(T) _y ) (3.98)

Posto isso, pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4) e sabendo que wy = 0 sobre I,

segue que:

Ja = QJQ (e***(sd) 'wy) Aw dxdt
(V(e**(sd)'wy), Vw) dxdt + 2J e (sdp) 'wyw, dX
x

(V(e**(sd)'wy), Vw) dxdt.
De (33.97), como

P((es (51w
= V(€ (56))wi + € (s) T,

= (Ve (sdp) " + &>V (sd) " )wi + e**(sd) ' Vwy

= VeX*(sdp) 'wy + 571XV wy + e2%(sp) T Vwy

— (26T APTP) (s9) Iwy + 516 (— GNPV wy + 2% (s¢) IV,

— 2620w V1 — 2% (sp) T Aw V1 + e25%(sd) L Vwy

(Vwy, Vw) = % (IVWI2>

)
t
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podemos concluir que:

Ji = —ZJ ((2e***AwW VI — 625“(5(1))_17\th11) +e*%(sdp) ' Vwy), Vw) dxdt
Q
— —4J e Aw(Vp, Vw) dxdt + 2J 623"‘(sd>)71?\wt<V1|), Vw) dxdt
Q Q
- 2J e”**(s¢p){(Vwy, Vw) dxdt,
Q
ou seja,
Jo = —4J e Aw(Vh, Vw) dxdt + QJ 625“(S¢)71AWt<V1|), Vw) dxdt
Q Q
- J e25%(sch) (vayz) dxdt.
Q t

Usando integracao por partes nesta tltima integral e sabendo de (3.98]), resulta que:

- JQ e25%(sch) ! (WWP) dxdt

- T
=—] Jo e (sdh)” IVWI ) } dx
_ _:Q (em )W) : _ LT (e*(s4) 1) VP dt} dx
== | (= msortvwe) - (00 w?)

— JT <625°‘(sd))’1)t|Vw|2 dt} dx

0
— J (ezs“(scb)’l> |Vw|? dxdt,
Q t

€ como

(eQSa(sd))fl)t — QscxteQScx(s(b)fl _ eQSocsflq)de)t

_ 2e2soccb—1oCt _ eroc(Scb)—ld)—ld)t7

segue que:

Ji = —4J e Aw (Vh, Vw) dxdt + QJ e25“(sd>)_17\wt<V1b, Vw) dxdt
Q Q

+2J eQS“cbloct!VwIdedt—J e % (sdp) 1 d L VW] dxdt.
Q Q

Desse modo, de (3.32) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Cauchy-Schwarz
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(Teorema [I.1.1]), obtemos:
Ja = ‘ —4J e A (Vh, Vw) dxdt—i-QJ e***(sd) A (Vp, Vw) dxdt
Q Q

+ ZJ e?5%p Loy [VW]? dxdt — J e (sh) 1 d | VW] dxdt
Q Q

<4J 25 A w| V|| Vw| dxdt—I—QJ e25%(sd) AW || V|| Vw| dxdt
Q Q

+2J e25%d oy |[Vw|? dxdt+J e %(sdp) T b |[VW]? dxdt
Q Q

<4 J 25N lw [V [ VW] dxdt+2J e25%(s) " Alw || V][ Vw] dxdt
Q Q

+ QJ e?5%d1Cud?VwW|? dxdt + ,[ e?5%(sdh) b 1Cod? VW] dxdt,
Q Q

e usando (j3.93]), segue que:

174l <4J e2SAw ||V || VW] dxdt+2j e2S A w || V|| Vw| dxdt
Q Q

e?*p|Vwl® dxdt + COJ e25%dp|Vwl? dxdt,

—I—QCOJ
Q

Q

ou seja,

T4 < 6J e2S A w|| VY| |[Vw]| dxdt + 3C0J e?5%p|Vw|? dxdt.
Q Q

Tomando C;4 = max {6, 3C0} na expressao acima, concluimos que:

T4l < Cuy <J e?SAwy || V|| Vw| dxdt + J e?5%Pp|Vw)? dxdt) .
Q

Q

Agora, usando a Desigualdade de Young, encontramos que:

T4 < CM(J e2SAwy || V|| Vw| dxdt —|—J e?5%Pp|Vw? dxdt>
Q

Q

1
— JQ e2se (C14\/28¢7\|V11)||VW|) (¢2—s_d>|wt|> dxdt + C14J e?5%h|Vw|? dxdt

Q

2 2
1
< 25 Cran/2sDA dxdt R — dxdt
JQe (14\/ 5P mnw) . +J e (mw) .

Q

- C14J e?5*b|Vw|? dxdt
Q

1
e25%sA2 |V 2 Vw|? dxdt + 3 J e?5%(sd) Hwy|? dxdt

Q

Q

+Cu J e % p|Vwl|? dxdt,
Q
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e considerando 1 < sA?, e sabendo de ([3.33)), segue que:

_ 1
Ja < 2C%4C0J e?5*sA?¢p|Vw|? dxdt + §J e?5%(sd) Hwy)? dxdt
Q Q

+ CMJ e?5%sA2b|Vw|? dxdt
Q

_ 1
= (2C%,Co + Ci4) J e25%sA2p|Vw|? dxdt + 3 J e?5%(sd) " Hwy|? dxdt.
Q

Q

Portanto, tomando Cs = 2C2,Cy + Cy4, obtemos:

— 1
T4 < C3J e *sA?dp|Vw|? dxdt + 3 J e %(sdp) twy|? dxdt. (3.99)
Q Q

Vamos para a andlise de J5. Com efeito, usando ((3.93)) e as Desigualdades de Minkowski

e de Young, encontramos que:
il = 2| e (51 (T ) anat
Q
< 2J e (sd) M AW[|H{ * w| dxdt

JQ e?5%(sh) |AW|) (2‘HI s w!) dxdt

I,

J e (s) 1!Aw|2dxdt+2j e25“(s¢)’1‘HI*w‘2dxdt
Q Q

o

2% (5h) - (|Aw|> dxdt+J e (sp)~ (Q\HT*w\) dxdt
Q

N | —

J e25%(sdp) HAw|? dxdt+2J e2s“|HI*w|2dxdt,
Q

DN | —

e pelo Lema (3.0.2, concluimos que:

1 —~
75| <§J eQS“(sq>)—1|Aw|2dxdt+2C0J e *s3d3wl? dxdt.
Q Q

Portanto, tomando 6\4 = 266, segue que:

1 -
Js < 3 J e **(sd) HAw|* dxdt + C4J e?5%s3p3w|? dxdt. (3.100)
Q Q

Finalmente, vamos para a andlise de Jg. Assim, usando integracao por partes e sabendo
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de ([3.98)), obtemos:

Je = QJ e *(sdp) 'wy (H{ * w) dxdt
Q

r T
— J (2625“ S(I)
JQ 0

HT
2625"‘ (sd) ' (H{ *w w)
HT * )

* w))wt dt}

J (2625“ sd)” (HI *w))tw dt} dx

whw ) (2620 () (HY * w)w)
( HT*W)) wdt] dx

JQ (2623“ s) 1 (HT *w))tw dxdt,
(225 (s) ! (HT +w)),
_ (Zem(sq))—l)t(Hz xw) + 2e%%(sdp) T ((H] = w)),

=2(2e*%p oy — e *(sdh) T d by ) (HY *w) +2e2*(sdp) T ((H] *w)),

= 4e¥%d o (H + w) —2e**(sd) b by (H +w) +2e**(sdp) ' ((H{ xw)),,

segue que,

Jo = —4J e ¢ ayw(H{ * w) dxdt + 2J e (sdp) 'p 'pew(H{ * w) dxdt
Q Q

—QJ “T e *(sd)'w((H{ *w)), dt] dx.
allJo

Dai, pela Regra de Leibniz (Teorema [1.6.7)), como
T
—ZJ H e”**(sd) 'w((H{ xw)), dt] dx
a Lo

T T
_ 2sx —1
= ZJQ Ho e**(s) W<L h(T, t)w(T,x) d’f)t dt} dx

(JT h(T, t)w(T,x) dT> = h(T, t)w(T,x)(T), — h(t, thw(t,x)(t),
+ JT (h(T, t)w(t, x))t dt

:
=0—h(t,t)w(t,x) + J he(T, t)w(T, x) dT,

t
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entao obtemos:

2 [[ et (o)), at] an

0

., JQ “T 625“(s¢)lw( —h(t,t)w(t,x) +J

0 t

! he(T, t)w(T, x) dT) dt} dx

.
= QJ e**(sdp)Th(t, t)w? dxdt — ZJ 625“(s¢)1w<J he(T, t)w(T, %) dT> dxdt,
Q

t

Q
logo,

Js = —4J e ¢ Toew(H{ * w) dxdt + 2J e *(sd) "o pew(H{ xw) dxdt
Q Q

+ QJ e?5%(sd) " th(t, t)lw|? dxdt
Q

.
—QJ 625“(s¢)_1w(J he(T, t)w(T, x) d’t) dxdt.
Q

t

Agora, considere:

L = —4J e”*“pTogw(H{ * w) dxdt + QJ e (sdp) ' d ' pew(H{ * w) dxdt;
Q Q

L, = 2J e25%(sd) "Lh(t, t)w]? dxdt;
Q

.
L3 =—2 JQ ezs“(sd))lw(J he(T, t)w(T, x) dT) dxdt.

t

Dessa maneira, temos:

16 - Ll + L2 + L3. (3101)

Vamos analisar cada termo L;, para i =1, 2, 3.

Com efeito, pelas Desigualdades de Minkowski e de Young, encontramos que:
L = ' — 4JQ e ¢ oyw(H{ * w) dxdt
+2 JQ e”*(sdp) 'd ' dew(H{ xw) dxdt’
< 4JQ e25%| ot (le) (d)_l‘HI *w{) dxdt
+2JQ 625“(s¢)’1!¢t|<!w!> (qu\HI x w\) dxdt
<2 JQ e25% oty [[w)? dxdt + 2 JQ e”*“oce|p?[Hy * w‘2 dxdt

+J e28“(s¢)—1l¢t||w|2dxdt+J ¥ (sd) 'bid 2| HT * w|” dxdt,
Q Q
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e de (3.93]) e (3.32), segue que:

L < 2COJ

e P lwf* dxdt + 2C0J e [HT *wl|® dxdt
Q Q

+ COJ e % (sdp) A w|? dxdt + COJ e”**(sp) ' [H{ = w|2 dxdt
Q Q

< 2C0J

e *p*wf* dxdt + 2C0J e?*[H x wl|” dxdt
Q Q

+ COJ e25%dp2lw|? dxdt + COJ e |H{ * w|2 dxdt,
Q Q
e como existe uma constante Cq; > 0 tal que 1 < Cq15°$2, pela definicdo de ¢, obtemos:
Ll < QCOC_HJ
Q

+c0c—HJ
Q

e?5*s3dp3wl* dxdt + 2C, J e [H{ = W‘2 dxdt
Q

e?5*s3 3 wl* dxdt + COJ e |H{ * W}Q dxdt
Q

_3c,Con J

e s’ [wl* dxdt + 3Co J e [HT +w|® dxat.
Q Q

Portanto, pelo Lema m e tomando 6\5 = (SCOC_H + 3C0/Cv0), concluimos que:

L < @J e”**s? % lw|* dxadt. (3.102)
Q

Agora, como h é uma funcao continua em (0, T) x (0, T), entdo h € L ((0,T) x (0,T))
e de ([3.93]) obtemos:

L, = QJ e?**(sdp)Th(t, t)w]* dxdt
Q
< zj 2% (sp) !y Iwl? dxdt
Q
< 2L, J e?5%s3 3 w|? dxdt.

Q

Assim, tomando a = 2|h|L_,, temos que:

L, <G J 2533 w2 dxdt. (3.103)
Q
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Também, de (3.93) e usando as Desigualdades de Minkowski e de Young, obtemos:

.
Ly = ‘ — 2JQ ezs“(sd))lw(J he(T, t)w(T, %) dT) dxdt’

t
) dxdt

-
J he(T, t)w(T,x) dt

t

JT he(T, t)w(T,x) dt

t

<| 2e25“(s¢)1(|w|)(
JQ

" 2
< | % (sd)tw? dxdt + J e?s%(s¢h) ! dxdt

JQ Q

< e2soc83q)3lw|2 dth+J eZsocSSd)S
JQ Q

2

dxdt,

-
J he(T, t)w(T,x) dt

t

pela Desigualdade de Holder (Teorema |1.2.3), temos

2

.
J he(T, t)w(T,x) dt

t

J e2soc53(b3
Q

dxdt galhtleJ e25%s3 3 w|? dxdt,
Q

desse modo,

Ly < J e?5%s3 3 wl? dxdt + alht!Lm J e?5%s3dp3wl* dxdt
Q Q

— (1 + alhtle) J e25%s33w|? dxdt.
Q

Assim, tomando 6\8 = (1 + alhtle), segue que:

Ly <Cs J e?5%s% 3w dxdt. (3.104)
Q

Portanto, de (3.101]) - (3.104)), deduzimos que:

e?5*s3d3wl* dxdt + aj e?5%s3 3 w|? dxdt

Je <6\5J
Q

e2s%s3 3 w|? dxdt + Cg J

Q Q

= (6\5 +Co+ 6\8) J e25%s3d3wl? dxdt.
Q

Dai, tomando 6\9 = (6\5 + 6\6 + @), concluimos que:

Jo < 6\9J e?5%s3dp3wl* dxdt. (3.105)
Q
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Substituindo (3.94)), (3.95), (3.96), (3.99)), (3.100) e (3.105) em ([3.92)) resulta que:

J, e tsr (e 14 4 Y« wf”) e

< e2s%|f, |? dxdt) + (M2J e?5%s3 3wl dxdt)
Q

_I_

(J e?s|f, > dxdt + MQJ e?5%s3 3wl dxdt)
Q Q
1
- (ng e25%sA2p|Vw|? dxdt + = J e %(sh) wy|? dxdt)
Q 2JqQ

]_ —

+ (5 e?5%(sdp) HAW? dxdt + C4J e?5*s3 3wl dxdt)
Q

250c 3(1)3|W|2 dth)

=2 J e25°‘|f1|2 dxdt + (2M? + Cy + Co) J e %53 b lw|? dxdt
Q Q

_ 1 |
+ CSJ 25X A2V w|? dxdt + (J e25%(sch) 1 <§thl2 n 5|Aw|2) dxdt),
Q

Q
isto é,
25 (1 o 1 2 T 2
e%(s9) " (S Iwal? + 1AW + [HT w[*) dxdt
o P 2
< QJ eZ%|f, 2 dxdt + (2M? + Cy + Cy) J e25%s3 3w dxdt
Q Q
+€3J 2% A2 |V w|? dxdt
Q
< 2J e %|f1|* dxdt + (2M* + Cit CAg) J e?s SN 3 w|? dxdt
Q Q

+Cs J e25%sA2p|Vw|? dxdt.
Q

Tomando Ci5 = max { (2M2 + a + 6\9), 6\3} na ultima expressao, encontramos que:
25 —1 1 2 1 2 T 2
e ()" (Gwil? + 1AW + [HT + ) dxdt
Q

< QJ e25*|f, |2 dxdt + ij (625"‘537\4433|w|2 + eQS“sAQd)IVwIQ) dxdt,
Q

Q
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e assim de ((3.90)), podemos concluir que:
2s 0 (] 2 1 2 T 2
e (s) " (Gwil? + SIAWE + [HT + wl*) dxdt
Q
< 2J e”*¥|f;[* dxdt + C15C_10<J e |f,|"dxdt
Q Q
+ J (N1 I + e * A2 Vw?) dxdt>
Quwg
< (2 + C15C_10) J 625“‘f1’2 dxdt
Q

4 Cmc_m(J
Q

Seja Cig = max { (2 + C15C_10), C15C_10}, entao da ultima estimativa, obtemos:

(eQS"‘537\4<1>3|v\)|2 + 625“57\2¢|le2> dxdt).

@wo

1 1
|| enis)t (Giwe + Jlaw + [HT ew|”) axat
Q

< C16 (J e2s“|f1|2 dxdt + J
Q

<625“33?\4¢3lwl2 + 625“5A2¢|VWI2) dxdt),
Quwyg

logo,
J 625“(scb)_1<|wt|2 + AW + [H{ *w|2> dxdt
Q
< J 623“(sd))’1<lwt\2 + [AW]* + 2[H{ * w|2> dxdt
Q
1 1
= QJ e?%(sp) ! <§|Wt|2 + §|AW|2 + |HI * w}2> dxdt
Q

< 2Cq6 (J e2s%|f, | dxdt + J
Q

(eQS"‘837\4<1>3|w|2 + eQS“sAQdDIVwIQ) dxdt).
Quy

Portanto, tomando 61\0 = El\o(ﬂ, w, T,A) = 2Cy4, concluimos que:
[ €500 (el +lawl + [T ) axa
Q

< EE(J e25%|f, |2 dxdt + J
Q

(625"‘3,37\4c[)‘°’|w|2 + 625"‘37\2d>|Vw|2) dxdt).
Quyg

(3.106)
Agora, considere a fungao x € CF(Q), x : Q — R tal que

1, se x & Wy,
X(x) =
0, se xe€Q\w,
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onde wy C Wy C w. Multiplicando a equagao (2.15) do sistema adjunto por e***xsdw e

integrando em Q, obtemos:

e?$%yspwAw dxdt — J e?5%yshplwl’a(t, x) dxdt

J e *ysdpww, dxdt + J
Q Q

Q

—J e”**xsdw(H{ * w) dxdt = J e?s%yspwf; dxdt,
Q Q

ou seja,

—J e %y shpwAw dxdt = J e*S*xshpww, dxdt —J e *xshlwl’a(t, x) dxdt
Q

Q Q

— J e?s%ysdpwf; dxdt —J e***xsdpw(H{ * w) dxdt.
Q Q
(3.107)
Pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4) e de ([2.15)) temos que:

J (eoxsdw) (Aw) dxdt
Q

=— v V(e*%spw), Vw) dxdt + | e***xsdpww, dZ
(V( s
Jo ba

=—| s(V(e**xdw), Vw) dxdt
Ja

=—| s(V(e**d)w+ e**xdVw), Vw) dxdt
JQ

= _ P sw<V(eQS°‘xd)),Vw> dxdt — J e?$%ysdp|Vw|? dxdt,
JQ Q

isto é,
J e %sp|Vw> dxdt = —J e?5%yspwAw dxdt — J sw(V (e***x¢), Vw) dxdt.
Q Q Q
Entéo, usando ([3.107)), segue que:

J e %sp|Vw2 dxdt = J e?$%yspww, dxdt —J e?s%ysdlwl’a(t, x) dxdt
Q Q Q
— J e %yspwf; dxdt —J e”**xsdw(H{ *w) dxdt
Q Q
— J SW<V(625"‘X¢), Vw> dxdt.
Q
(3.108)
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Considere:

Ki=| e**spww, dxdt;
JQ

Ko = | e**%*xsdw|?a(t,x) dxdt;
JQ

Ky = | e**%xsopwf; dxdt;
JQ

Ki=| e**xsdpw(H{ xw) dxdt;
JQ

Ks = J sw(V (e**xd), Vw) dxdt.
Q
Dessa forma, temos que:
J ey spIVWI dxdt < Ky + Kol + [Ksl + Ky + K. (3.109)
Q
Vamos analisar cada termo K;, parai=1,2,3,4,5.
e Andlise dos Termos de (3.108])

Inicialmente, veja que, pela definicao de ¢, temos que:
1< T, (3.110)

e analogamente, deduzimos que:

1< T2 (3.111)

1
Agora, usando integracao por partes e sabendo de (3.98|) e que ww; = §<|W|2> ,
t

encontramos que:

Ky :J e?**ysdpww, dxdt
Q

e2s“xsd><|w|2> dxdt
T
J (25“)(5(1) |w|2>tdt]dx

T T
—J ( 2S"‘)(S(I)) lw|? dt] dx

0 0

(em xsinl?) - (= Oxsoh?) - |

0

“Qw

NI~ NI~ N~ N
(& (&
€

(ezs“xscblvaQ)

T

( 25"‘)(5(1)) lwl? dt} dx

Jw

1
= —§J <e25"‘xsd)> lw|? dxdt,
Quw t
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e como
2 _ 2 2
(e 5"‘)(5(1))t = xs(e®*), b + xse**(d),
= 2e¥%xs* by + e**xsdy,
entao
1
K, = —§J (2e**xs*dory + e**“xsdy ) wl* dxdt,
Qu
ou seja,
1
Ky = —J e?5%ys o [wf? dxdt — EJ e?5%ysd|w|? dxdt.
Qu w

Dai, considerando s, A > 1, de (3.110)), (3.73) e sabendo que [x| < 1, obtemos:

1
Ky =1|— e?s%ys o [w? dxdt — = e?5%y s w|? dxdt
2
Qu Qu

/N
—

1
e”*%|x|s*dloce|lwl* dxdt + 3 J e”*%|x|sld/lwl* dxdt
Qu Qu

1
25552 (Codp?) WP dxdt + §J €575 (Cop?) P dxdt
Quw

N

Quw

C
=C, J e?5%s2 3w dxdt + 70 J e2s%sp?w|? dxdt
Qu Quw

CoT?

N

COJ e25*s3A2p3w|? dxdt + J e?5*s3AN2p3wl? dxdt

CoT?
=(Co+ 02 ) J e "N d°lwl* dxdt.
_— 2
Assim, tomando Cy; = (CO + C02T >, segue que:
Kyl < EIJ 2323 w|? dxdt. (3.112)
Qu

Também, de ([2.6) e (3.111]), obtemos:

Kyl = H e?s%yshwl|?a(t,x) dxdt
Q
<[ emsohilatnlaxa
Quw
< MJ e?5%sd|wl|* dxdt

< MT4J e25%s3A2p3lw|? dxdt,

w
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isto é,

Ko <MT4J e *sA? P w|* dxdt. (3.113)

w

Além disso, pela Desigualdade de Young (Teorema [1.2.1) e sabendo ([3.111)), resulta

que:

IKs| :H e?$ %y spwf, dxdt'
Q

r

N

e?5*s|w||f;| dxdt
JQuw

r

- Jo. e25“<>\sq>ywr) (%!ﬁl) dxdt

[ 1
< e25%s2A2p2[w|? dxdt + J 62‘““"—2|f1|2 dxdt
JQu Qu A

1
< TQJ e25%s3A2p3w|? dxdt + J 623"‘—2|fl|2 dxdt,
Qu Q A
ou seja,

1

K] <J eQS“ﬁlle dxdt+T2J eZ5 %5323 w|? dxdt. (3.114)
Q Qu

Agora, considerando uma constante n > 0, pelas Desigualdades de Minkowski (Teo-

rema [1.2.4) e de Young, segue que:
Ky = ‘ J S xsdw(H{ *w) dxdt‘

J e “sdwl[H{ = w| dxdt

J ( i(b) sd)!w!) (\/u(sd))l‘HI *w‘) dxdt

1
;J e s’ w|” dxdt + uJ e>*(sd) ' |HT * w|” dxdt,
isto é,
1
Kyl < —J e3P wl® dxdt + “J e®*(sdp) "'|H! * w|” dxdt. (3.115)
a8 Quw Q

Observe que, de (3.106) encontramos que:
J e *(sdp) [ H{ * w}z dxdt
Q
< J e?s%(s¢p) ! (h/vtl2 + [Aw + [H{ = w‘2> dxdt
Q

< CTO(J e25%|f, 2 dxdt + J <625“33?\4¢3lwl2 n eQS“s)\Qq)WwF) dxdt),
Q Q

@wo
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portanto,

uJ eQSa(sd))*l‘HI * w’z dxdt
Q

< El\O(HJ e2s%|f, | dxdt + uJ e25*s3A p3w|? dxdt
Q Quy

+ uJ e *sA2p|Vw|? dxdt) ,
Quy
substituindo em ([3.115]), obtemos:

1 —_—
Ky < EJ e *s3p3wl* dxdt + [Cm(uJ e?S*|f, % dxdt

w Q

+u J e25sSN 3 w|? dxdt + ”J e *sA%Pp|Vw)? dxdt)] ,
Quy

Quwy

e consequentemente,

1 —_—
Ky < m J e?5*s3 3wl dxdt + Cyg (uJ e?5¥|f, | dxdt
w Q

- ”J e %3\ 3 w|? dxdt + “J e25%sA2h| Vw)? dxdt) .
w Qwo
Dai, considerando uma constante ¢ > 0 tal que p = o
2 250 322 4 3[a4,2 (¢ 2sa 1 2
Ky <= e“** AP’ w|  dxdt + Cip| = | e***—=|f1|° dxdt
Claoy, 2o A2
W& J e?*s* A2’ lwl* dxdt + e J e*%sp|Vwl* dxdt
2Jqu 2 JQu,

2 C s ~—(C s 1
_ (Z + 5) JQw 62 “53A2¢3’W’2 dxdt + CIO (5 J'Q 82 aﬁ’f1’2 dxdt

+ ¢ J e?5%sh|Vwl|? dxdt) .
2Jq
wo
2 0\ =— - < ,
Tomando C;7 = max z + 5 ) Cy0 ¢ na tultima expressao, concluimos que:
1
|K4| < C17 (g J e2so‘ﬁ|f1|2 dxdt + J 625“33}\2¢3’W|2 dxdt
Q

Qu (3.116)
+5J e?5%sp|Vwl|? dxdt).
2 Jau,
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Finalmente, sabendo de (3.97) e (3.2)), obtemos que:

V(e xd) =Ver(xd) + eV (xd)
= Ve (xd) + e=*Vxd + e (Vb
= (2e%sAp V) (xb) + e2“Vxd + e***x (AdV))
= 2eX%sAG? VA + eX*PVy + eXXAP VP,

e assim,

Ks :J sw(V(e**xd), Vw) dxdt
Q

J sw((2e*°xsAP* Vi + e *PVx + e *XAG V), Vw) dxdt,
Q

ou seja,

Ky = QJ 625“x52k¢2w<V1|), Vw> dxdt + J ezs"‘sd)w<Vx, Vw> dxdt
Quw

w

+ J e”**xsAdw(Vp, Vw) dxdt.

Usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema [1.2.4]) e de Cauchy-Schwarz (Teorema
) e sabendo que existem constantes positivas Cyz, C13 tais que V| < Cqz e [Vx| <

Cy3, segue que:

|Ks| :’2 J ezso‘xsz)\d>2w<V1|),Vw>dxdt+J e***sdpw(Vx, Vw) dxdt
Quw

w

+ J e>**xsApw(Vp, Vw) dxdt‘
Qw

<2J e25°‘lx‘s2?\d)2|w||VII)IIVw!dxdt—l—J e?5%sd|w|| Vx| Vw| dxdt
Qu Quw

+ J e”* x| sAGIw|[ V][ Vw] dxdt

w

< 2c—12j
Qu

+ C_HJ e?S*sAdw||Vw]| dxdt,
Quw

e25 %2 A2 |w||Vw| dxdt + C_L;J e *sdlw||Vw| dxdt
Quw
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e de (|3.110)) resulta que:

IKs| <2C_12J e?5*s2 A% w|| V| dxdt+C_13T2J e?5*s2 A% w|| Vw| dxdt

Quw Quw

+CyoT? J e25%s2Adp?|w||Vw| dxdt

w

= (2C12 + Ci3T? + C12T?) J e s’ AP w[Vw| dxdt,

w

e tomando Cyp = (2C12 4+ Ci13T? + C12T?), obtemos que:

K5 <6BJ' e25%s2A b2 w||Vw| dxdt.
Qu

Agora, pela Desigualdade de Young (Teorema |1.2.1)), temos que:

s < @L em((sw’)\%%m) ((sw\?mw) axdt,

isto é,

Ks| < — J e *s* A2 % [w|* dxdt + @pj e25%sb|Vw|? dxdt. (3.117)
w Q

Substituindo (3.112]), (3.113)),(3.114)),(3.116) e (3.117) em ([3.109), concluimos que:

J e?$%sdp|Vwl? dxdt
Q

< (EIJ e25%53\2 3|2 dxdt) + (MT4J e25%s3\2 3|2 dxdt)
Quw

Quw

1
+<J eQS“ﬁlfﬂQ dxdt+T2J e25%s3A2p3 w2 dxdt)
Q

1
- (C17 (g J eQS“ﬁ!ﬁIQ dxdt + J e?5*s3A2p3w|? dxdt
Q Quw

Quw

+ ¢ J e?5%sh|Vw? dxdt))
2 Qup

Co _
+ (% J e25 %323 w2 dxdt + Clng
w Q

C 1
_ (1 + C 17) J ercx_zhc1|2 dxdt
Q A

e25%sh|Vwl|? dxdt)

2

C12

+ (6; +MT 4+ T2 4 Cpp + T) J 2553 A2 w|? dxdt
Quw

— C
+C12PJ e?5%sh|Vwl? dxdt—l—c 17

J e?5%sp|Vwl|? dxdt,
Q 2 JQuy,
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CCy7
2

—_— 6\
e tomando Cig = max { (1 + ), (C11 + MT*+ T2+ Cy7 + 712) }, temos que:

1
J e?%%ysd| Vw2 dxdt < Cis (J eQS“ﬁlfﬂQ dxdt + J e?5*s3A2 3 lw? dxdt)
Q

Q w
+Crap J e?$%sp|Vw|? dxdt
Q
CCy7
2

+ J e?5%sh|Vw|? dxdt.
Quwg

Dai, multiplicando ambos os lados por A%, obtemos:

J e***xsA\>|Vw|* dxdt <C18(J e25°‘|f1|2dxdt+J e®**s* A’ wl’ dxdt)
Q Q w

1+ Crap J e25%sA2h| Vw|? dxdt
Q
¢Cq7

M

J e?5*sA?p|Vw|? dxdt.
Quy
Note que, como

J e?5*sA2p|Vw|? dxdt < J e?$%ysA%p|Vw|? dxdt,
Qug Q

entao

J e25%sA2p|Vw|? dxdt <C18(J e25“|f1|2dxdt+J 625“33?\4d)3|w|2dxdt)
Qug Q w

+Cuap J e25%sA2| Vw2 dxdt
Q
¢Ci7
L

,[ e?$*sA2p|Vw|? dxdt,
Quwy

¢Cy7

e tomando ( suficientemente pequeno de modo que < =, segue que:

1
2

J e?5%sA2p|Vw|? dxdt <C18(J e2s“lf1|2dxdt+J e25“537\4¢3|w|2dxdt>
Qug Q w

+Cuap J 2% sA2| Vw2 dxdt
Q

1
+3 J e?$%sA2p|Vw|? dxdt,
Qug

implicando em

1

§J e?5%sA2p|Vw|? dxdt < Cig (J e?s%|f; > dxdt + J e?5%s3A1 3w dxdt)
Quwg

Q Quw

+€1\2pj e2%sA2p|Vw? dxdt.
Q
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Tomando Ci3 = 2Ci5 e Cy4 = 2Cy5, concluimos que:

J e25%sA2p|Vw? dxdt g@(J eQS“IﬁIdedt—i-J e25“s37\4¢3lwl2dxdt>
Quy Q w

+ prJ 254 A2 | Vw|? dxdt.
Q
(3.118)

Entéao, somando (3.90) com ([3.106)), podemos deduzir que:
J e (sp) ! <!wt!2 + [Aw + [H{ = w|2> dxdt
Q
+ J <e2s“s3?\4d)3!w!2 + eQS“sAQq)WwF) dxdt
Q

< (Cio+C) ( J e25%£, 12 dxdt + J

e25%s3Ap3|w? dxdt)
Quwg

e?5%sA?p|Vw|? dxdt
Quy

ClO + Cyo

CIO + C10

w

Cuo)
ClO + C10)

J e?s|f, |2 dxdt + J e25%s3At 3 lw? dxdt>
Q
J e *sA?p|Vw|? dxdt,

Qug
e usando (]3.118]), obtemos:

[, €150 (i + 14w + [HT <) dxa
Q
- J <625"‘537\4¢3lwl2 + eQS“sAQd)IVwIQ) dxdt
Q
< (Cyo + Cuo) (J

+ (55+C_m)65( J e2%/f, 2 dxdt + j
Q

e25¥|f,|? dxdt + J e %3\ 3w dxdt)
Q w

e?5%*s3A1p3|w? dxdt)
Quw

4 0Ca(Cio + Cro) J 5%\ 2p V] dxdt,
Q

ou seja,
J er"‘(sclﬂ‘l(lwtl2 + 1AW + [H{ *wf) dxdt
Q
+ J <625“33?\4d>3|w|2 + e25“s>\2q>va|2> dxdt
Q
< (€0 +Tio) + (Cro + Cro) T3 <J

+0C14(Cio + Cuo) J e?*sA2h|Vw|® dxdt,
Q

e?5|f, |2 dxdt + J e?5%s3A1p3w? dxdt)

Q Qu
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e tomando 61\5 = ((61\0 —I—C_m) + (61\0 +C_10)61\3) e C_14 = E;(El\o —|—C_10), temos que:

[, et (wuf  lawp + [T s w]?) axar
Q
+ J <625“837\4d>3|w|2 + 625“87\2¢|le2> dxdt
Q

< Q(J e?S¥|fy|* dxdt + J e *s3A1 3w dxdt)
Q Quw

+ pC—mJ e25%sA2p|Vw|? dxdt.
Q

, segue que:

N | —

Agora, considerando p suficientemente pequeno de modo que pCry <

[| et (wil+ 1A [HT ) axat
Q

+ J (625“337\4¢3lw|2 + eQS“sAQd)IVwIz) dxdt
Q

—

< C15<J e25°‘!f1|2dxdt+J 625“337\4d)3lw!2dxdt)
Q Qu

+ ,[ e?5*sA2p|Vw|? dxdt,
Q

1
2
isto é,

J eQ“"(scb)‘l(lwtl2 + AW + [H{ *wf) dxdt
Q

1
+ J (e25“s37\4d>3|w|2 n 5e?S‘Xs)\?q)mvP) dxdt
Q

w

< CAm(J e2s“lf1|2dxdt+J e25%s3A p3 w2 dxdt),
Q
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assim,

JQ e2%(s)" (Iwel? 4 AwP + [HT w|) dxat
+ JQ (625"‘53’7\4(133|1/v|2 + 625“87\2¢|le2> dxdt

< JQ 2e25%(sch) ! (!wt|2 + 1AW + [HT # wf) dxdt
+ JQ (2e25“s3)\4¢3|w|2 n 625“3A2¢|Vw!2) dxdt

= Q(JQ e?s%(s¢h)t (thl2 + |Aw? + }HtT * w‘2> dxdt
+ JQ <623“337\4d>3|w|2 + %e2s“sAQ¢Ile2> dxdt)

< 26;(J e?s%|f,[* dxdt + J e2s %A 3w dxdt) .
Q

w

Portanto, definindo C= G(Q, w, T,A) = 26;, obtemos:
J e25% [(sqn*l (!wt|2 + AW + [HT # wf) AP + 87\2¢|VW|2] dxdt
Q

< 6<J e25%|f,|? dxdt+J e?5%s3A1p3w? dxdt)
Q

Quw

e assim concluimos a demonstragao do Teorema (3.0.1



Capitulo 4

Desigualdade de Observabilidade

A desigualdade de observabilidade é um elemento fundamental na teoria do controle,
intimamente ligado & observabilidade de um sistema. A observabilidade, por sua vez, se
refere a capacidade de determinar o estado interno de um sistema a partir da medida de
suas saidas (veja [12]).

Imagine um sistema como uma caixa preta. Vocé pode inserir entradas (controles)
e medir as saidas (resultados), mas nao pode ver diretamente o que acontece dentro da
caixa. A observabilidade nos diz se é possivel, a partir das saidas medidas, inferir o que
esta acontecendo dentro do sistema, ou seja, qual é o seu estado interno.

Neste capitulo iremos provar a desigualdade de observabilidade para solugoes fracas
do sistema adjunto (2.15)). Essa desigualdade é uma consequéncia da desigualdade de
Carleman (Teorema provada no capitulo anterior.

Associado ao sistema nao linear , considere o sistema adjunto (|2.15)):

)
wi(t,x) + Aw(t, x) — a(t,x)w(t,x) —H] s w=f;(t,x) em Q;

w(t,x) =0 sobre ZX; (4.1)

w(T,x) =wr(x) em Q,

N
onde HI xw = J h(t, t)w(t,x) dt, wr € L2(Q) e f; € L(Q).
t

Teorema 4.0.1. (Desigualdade de Observabilidade) Sejam ¢ e « as fungoes defini-
das em ) Entao, para Ay > 0,s > sqg(A), existe uma constante a = CNl(T, Q,w)>0

110
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tal que vale a sequinte estimativa:
J w(0,x)|? dx < G(J e2s%|f, 2 dxdt + J e25%dp3|w|? dxdt),
Q Q Quw

onde w ¢ a solucao do sistema adjunto ([2.15).

Demonstragao: Multiplicando por w a equagao do sistema adjunto em (4.1)) e inte-

grando em (), obtemos:

J ww, dx + J WAW dx = J wf; dx +J w(H{ *w) dx +J w2a(t,x)dx. (4.2)
Q Q Q Q Q
Note que:
1 2 1 2
ww dx = —(le ) dx = - lwl“dx | ,
Q o) 2 t 2 Q t
ou seja,

JQ wwy dx = % (L w? dx) . (4.3)

Note também que, pela Férmula de Green (Teorema|1.6.4)) e sabendo que w = 0 sobre

2, encontramos que:

J wAwdx:—J (Vw, Vw) dx+J
Q Q

ww, dE = —J IVw|? dx,
>

o)
isto é,
J wAW dx = —J IVwl|? dx. (4.4)
Q

Q

Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2)) segue que:

1
= (J lwl? dx) — J IVw|? dx = J wf; dx + J w(H{ *w) dx + J w?a(t,x) dx.
2\Ja ¢ Jao Q o) o)

Agora, multiplicando ambos lados dessa tltima expressao por 2e2M+21t onde M é tal

que |a(t, x)] < M, obtemos:

1
2e2(M+2)t [— (J lwl? dx) — J IVw|? dx]
2 Q t Q

— 9e2(M+2)t (J wf; dx+J w(HI *w) dx+J
Q Q

(4.5)

w?a(t, x) dx).
Q
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Agora, observe que:

_<e (M+2)t J |w|2dx)
Q t

—2(M + 2)e2(M+2)t J lw)? dx — e2(M+2)t (J lwl? dx)
~ Q Q _ t
1
= 2e2(M+2)t| (M+2)J w2 dx — —<J lw? dx)
Q 2 Q t ]

1
< gerner | o+ 2) | !w!2dx——<J de) 422 | vt ax
Q 2 Q t Q

1
(Ze (M+2)t [ (J lw? dx) — J IVw|? dx] > — 2(M + 2)e2(M+2)t J lw|? dx,

2\Ja ¢ Jo Q

e usando ([4.5)), deduzimos que:

_(62(M+2)tJ |W|2 dX)
Q t
(26 (M+2)t (J wf; dx +J w(H{ *w) dx + J w?a(t,x) dx))
Q Q Q

—2(M + 2)e2M+2)t J lw|? dx
Q

— ge2(M2)t HQ (- vaw) (Eﬁ) dx+L (- vaw) (ﬁ(HT *w)) dx
+ L wi*(— alt,x)) dx} —2(M + 2)e? M2t L wl? dx,

e pela Desigualdade de Young (Teorema [1.2.1)) e sabendo de ([2.6)), segue que:

_ <62(M+2)tJ |W|2 dX)
Q t

1 1
< 2exMi2)t “ lezdx+J —!f1l2dx+J |w|2dx+J L w]
+MJ lw? dx] —2(M + 2)e?M+2)t J lw|? dx
Q Q

= 2¢2(M+2)t l(M+2)J

lw|? dx + J
Q

1 1
—|f,[? dx+J ZIHT s« wl|? dx}
o4 o4

—2(M + 2)e? MH)J lw|? dx
Q

1
= —e?(MF2)t J 1] dx+J IH{ *W}Z dx|,
2 0 o

ou seja,

_(62(M+2)tJ w2 dx> < 62(M+2)t(J I, ]2 dx +J IHT w|” dx).
Q t Q Q
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Agora, integrando em ambos os lados dessa ultima expressao de 0 a t, obtemos:

(o) Ja as

t
gj {eQ(MHJy(J If,? dx+J ‘Hz*wfdxﬂdy.
0 Q Q

Veja que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, segue que:

t
J |:_ <e2(M+2)yJ |W|2 dX) 1(19
0 e} y

_ _62(M+2)tJ

w(t, x)2 dx+j (0, %) dx,
Q

Q

isto é,

t
J |i_ (62(M+2Jy J |W|2 dX) :| dy — _62(M+2)t1[ |W|2 dx + |W(0,X) %Q(Q)
0 ol y o)

e substituindo em ([4.6)) nos conduz a estimativa:

e M|l dx (0,0
(0]

t
<J {62(M+2)H(J If1? dx+J ‘Hg*wfdx)}dy,
0 o o)

ou seja,

w(0,x) %_2((1)
(47)

t
< eQ(M+2]tJ

lw|? dx + J
Q

{62(M+2)y J <|f1|2 + ‘HE * w’z) dx] dy.
0 Q

Agora, defina a fungao o da seguinte forma:

0:(0,T)—R

t — o(t) = sup e 28x(tx),

xeQ

Note que, como e*MWI— gAMb < e2AIWIl " antgo

(em _ ezxnw) 2l _ oA _ e2A IVl
—X = — =
B(t) B(t) SR
isto é,
2ge2AVll

B(t)

—2s¢ <
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implicando em
92Nl

e—QSoc <e B(t)
Como essa ultima expressao vale para todo x € Q, entao
eIl
o(t) <e B

donde
952l

. B 1 (4.8)
T oo(t)

Também, pela definicio de supremo, temos que e~ 25*(tX) < ¢(t) e portanto,

1 < esx(t¥)g(t), (4.9)
Além disso, para t € (0,T), temos que t < T e entao
2(M +2)t < 2(M + 2)T,

implicando em

2AMAE < G2AMF2)T

e
Tomando 61\7 = e2(M+2)T segue que:
e2(M+2)t 61\7’ vt e (0,T). (4.10)

Por conseguinte, substituindo (4.9) e (4.10) em resulta que:

lw(0,x) %_2(_()_)

< C17J
o)

t

e25% g (t) w2 dx+61\7j J e (1) (1 + [H] + w|*) dxdy
0JQ

t

~Croto) |

e?5%|lw|? dx + 61\70‘(’() J
o}

J 625"‘<|f1|2 + ‘H; *wf) dxdy,
0Ja

ou seja,

1
——[w(0, X)’%Z(Q]

o(t)
< @J

[0}

t
e2s%w|? dx + C17J J 625"‘<|fl|2 + ‘Hg *W‘Q) dxdy,
0Jo
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e de (4.8)) segue que:

9ge2MIbll
B st
w(0,x) %Q(Q)e B(t)
t
<C17J e2S“IW|2dx+C17J J e (16,2 + [H + w|*) dxay.
Q 0JO

Agora, fixando t;,ty € (0,T),t; < ty e integrando ambos os lados dessa ultima expressao
de t; a ty, obtemos:

92g5e2AlIb Il

w(0,x)[2, Q)Jtze Bt) g4t

<n| J e**w|? dxdt + Ci7 J ( e25% If |2+\HT*w\ )dxdy)dt
Q t1 0

Jtg

< Cir J e *[w|? dxdt + C7J <J J 2se If |2+|HT*w\ )dxdy)dt
JO JQ 0

=Cir| €*%wl>dxdt+ Cyr J (J e If |2+|HT*W| >dxdy)dt
Q

JQ
—Cpn "Q 252 dxdt+C17( 1dt)( e |f |2+|HT*W\ )dxdy>
—Crn "Q 252 dxdt+C17TJ eQS“(|f1|2+ IH] *w) )dxdy,
isto é,
95e2AIIWl]
L, L2
w(0, %)) Ll e P a (4.11)

< Clg(J e2s%w|? dxdt + J e?s%|f; > dxdt + J e *|H{ * w‘z dxdt) ,
Q Q Q

CoCu T 3T
onde Cyg = max {Cy7, C17T }. Por outro lado, tomando t; = 7° ty = = segue que:
—9ge2Mll - —9ge2AlMbll VT e 3T
™ T B T 4T 4
entao
3T _25627\”11)” —2862)\“‘4)”
g ty ———
e T dt<J e B 4t
1 t
e assim,

952Nl —2seMWll

- to —m———
L <J e B 4t
2 t
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95e2MIbll

Tomando Ci5 = Cy5(T,A) = € T2 | entdo em (4.11) resulta que:

C_15|W(OJ X)‘%Z(Q_)
< Cyg (J e *w|? dxdt + J e2s%|f, > dxdt + J 625°‘|HI * W}Q dxdt> ,
Q Q Q

e pelo Lema (3.0.2], obtemos que:

C_w’W(Oax) %Q(Q)

< Cyg (C_QJ e %P3 w|? dxdt + J e?5¥|f,|? dxdt + CNOJ
Q

e2s*dp3w|? dxdt) ,
Q

Q
donde

(4.12)

< Cyg ((C_g + 66) J 6250‘(|)3|W|2 dxdt + J
Q Q

Agora, pela Desigualdade de Carleman (Teorema [3.0.1)), temos:

e*s¥|f,[? dxdt).

J 2s 3}\4(1) ’W’2 dxdt
J e[ (s¢) ! (Iwif? + 1AW + [T+ w[*) + X'l + Al Vi | dxat
Q
C(J e?5¥|f, |2dxdt+J 625“337\4d>3|w|2dxdt>,
Quw

ou seja,

J e25%s3Atp3lw|? dxdt
Q

< G(J eS|, | dxdt + J e25 %A 3w dxdt)
Q w

< s3A4C (J e?s%|f; 2 dxdt + J e?5*p3wl? dxdt> ,
Q Quw

implicando em

J e?s*p3w|? dxdt
Q (4.13)

<C (J e25%|f,|? dxdt + J e?s*p3w? dxdt) .
Q Quw
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Finalmente, substituindo em (4.12)), resulta que:

Crotw(0,%)[2 0

<C19((C_9+CNO)6(J

+ J e25%|f,|? dxdt)
Q

eS| f, > dxdt +J

Q Quw

= C19<(C_9+ Co)C + 1) J e ¥|f,[* dxdt
Q

+Cyg (C_g + CNO) GJ e?s*p3lwl* dxdt.
Quw

Portanto, tomando C; = max

b )

C15

_ {clg((c_Q+cNo)€+1) C1s(Cy + Co)C

expressao, segue que:

w000y <ol [ eeinPaxa |
Q Qu

ou seja,

J w(0,x)?dx < a(J e2s%|f,|? dxdt —|—J
o] Q Qu

e?s*h3wl|? dxdt>

} na ultima

e2s*p3lwl? dxdt) ,

e2s*p3w? dxdt) )



Capitulo 5

Controle Aproximado: Sistema

Linear

Em sistemas dinamicos, a controlabilidade aproximada se refere a capacidade de levar
o estado de um sistema a uma vizinhanca arbitrariamente pequena de qualquer estado
desejado, utilizando uma entrada (controle) adequada. Em outras palavras, ndo é ne-
cessario atingir o estado desejado exatamente, mas sim aproximéa-lo o maximo possivel
(veja [9426]).

Associado ao sistema principal nao linear , considere a sistema linear (2.7)):

;

pelt,x) — Ap(t,x) + a(t, x)p(t,x) + H§ * p = Xou(t,x) em Q;

p(t,x) =0 sobre ZI; (5.1)

p(0,x) = po(x) em O

\

t

onde Hf * p = J h(t, T)p(T,x) dT, a(t,x) = f(p(t,x)), com |a(t,x)] < M,u € L2(Q) e
0
Po € L2(Q)

Lembre que o sistema adjunto associado é dado por

p

wi(t,x) + Aw(t,x) —alt,x)w(t,x) —HIl s w =1, (t,x) em Q;

w(t,x) =0 sobre ZX; (5.2)

w(T,x) =wr(x) em Q,
\

N
onde H xw :J h(t, t)w(t,x) dT, f; € L2(Q) e wt € L2(Q).

t

118
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Definigao 5.0.1. Dizemos que o sistema (5.1) € aprozimadamente controldvel em L2(Q)
se, dado T > 0, para todo po(x),pr(x) € L2(Q) e ¢ > 0, existe um controle u € 12(Q)

tal que a solugdo correspondente p de ((5.1|) satisfaz

Ip(T,x) —pr(X)|i2(0) <€ em Q.

Nesta capitulo, iremos provar a controlabilidade aproximada do sistema ([5.1) como

uma aplicagao da Desigualdade de Carleman (Teorema (3.0.1)).

Teorema 5.0.1. Fize T > 0. Entdo, dado po(x),pr(x) € L2(Q) e ¢ > 0, existe um

controle u € 12(Q) tal que a solugdo correspondente p de (5.1)) satisfaz
Ip(T,x) —pr(X)i2(0) <€ em Q.

Demonstragao: Com efeito, pela linearidade do sistema ([5.1]), é suficiente provar-
mos a controlabilidade aproximada para tal sistema considerando pg(x) = 0, ou seja, é

suficiente considerarmos o sistema:

;

Pt —Ap+alt,x)p+Hi*p=%Xou em Q;

p =0 sobre ZX; (5.3)

P(0)=pe=0 em Q.

De fato, suponha que o Teorema seja valido para o sistema ([5.3]), onde po = 0,u €
[2(Quw) e p ¢ a solugao correspondente do sistema . Assim, dado py € L?(Q), existe
um controle u = 0 e uma solugao correspondente p de (/5.1))(isso é possivel pois o sistema
possui solugao para qualquer valor do lado direito), isto é, p satisfaz:
(
Pe—Ap+alt,x)p+Hi*p=0 em Q;
p=0 sobre ZX; (5.4)

p(0)=po em Q.

\

Como o sistema é linear, entao pelo principio da superposigao de solugoes, p =p —p ¢
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também solugao do sistema (5.1), com p(0) = 0, ou seja, p satisfaz:
(

Pt—Ap+alt,x)p+Hi*p=%xou em Q;

p=0 sobre X; (5.5)

P(0)=0 em Q,
isto é,
(p—Ple—Alp—p) +alt,x)(p—P) +Hi*(p—P) =Xou em Q;

p—p=0 sobre I;

(P—p)0)=0 em Q,

\
que é equivalente ao sistema:

(

pe—Ap+alt,x)p+Hi*p— (P — AP+ a(t,x)p+ Hi*P) =xou em Q;

p=p sobre IX;

p(0) =p(0) em Q.

\

Assim, do sistema (|5.4]), concluimos que p satisfaz:

;

Pt —Ap+alt,x)p+Hi*p=Xou em Q;

p =0 sobre X;

p(0) =po em Q.

\
Portanto, é suficiente considerarmos o sistema (}5.3)).

Dessa forma, definamos o seguinte conjunto:

AL (T) == {p(T,x); p é solucdo de ), com u € [*(Qu)}-

AL(T) é chamado de conjunto dos estados admissiveis para o problema linear. Assim,

para provarmos a controlabilidade aproximada é suficiente provarmos que Ay (T) é denso

em L2(Q), isto ¢, que A (T) = L2(Q).
De fato, suponha por absurdo que A; (T) nao seja denso em L2(Q)). Entao, existe uma

funcao w(x) nao identicamente nula pertencente ao complemento ortogonal de Ay (T)
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em [%(Q). Dessa maneira, com wr(x), consideremos o sistema adjunto (5.2)) com f; =0
(isso é possivel pois tal sistema possui solugao para qualquer valor do lado direito):

p

we(t,x) + Aw(t,x) —alt,x)w(t,x) —Hl +w=0 em Q;
w(t,x) =0 sobre ZX; (5.6)

w(T,x) =wr(x) em Q,

\

N
onde HI x+w = J h(T,t)w(T, x) dr.

t
Agora, multiplicando por p a equagao em ([5.6]), solugao do sistema ([5.3)), e integrando

em Q, obtemos:

Awp dxdt — J

a(t,x)wp dxdt — J (H{ *w)pdxdt =0. (5.7)
Q

J wyp dxdt + J
Q Q

Q

Observe que, usando integracao por partes, resulta que:

cor T
J wip dxdt = J Wp dt} dx
Q Ja LJo
FoT T T
— (wp)| — J Wpy dt} dx
JO L 0 0
N T
= [ [wripim) —wiop) - [ wpe at] ax
Ja L 0
FT T
= | |wrp(T) —w(0)po — J Wpy dt} dx,
Ja L 0
ou seja,
J wip dxdt = J wrp(T) dx —J w(0)po dx — J wp dxdt. (5.8)
Q Q Q Q

Como sabemos de ((5.3) que pp = 0 em Q e que Wt pertence ao complemento ortogonal

de AL (T), entdo wr L p(T) e assim temos que:

J wrp(T) dx = J w(0)po dx = 0. (5.9)
Q Q

Substituindo (5.9) em (5.§), resulta que:

J wyp dxdt :—J prw dxdt. (5.10)
Q Q
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Também, pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4) e sabendo de (5.3) e (5.6) que

p =w = 0 sobre X, obtemos:

J Awp dxdt =—| (Vw,Vp)dxdt+ J pwy, dX
Q JQ z
=—| (Vw,Vp)dxdt+0
JQ
=—| (Vw, Vp) dxdt + J wp, dZ
JQ ba
= J Apw dxdt,
Q
isto é,
J Awp dxdt = J Apw dxdt. (5.11)
Q Q

Finalmente, dos cdlculos feitos para obtermos o sistema adjunto (2.15]), segue que:

Hl «+w)pdxdt = | (H*p)wdxdt. (5.12)
t 0
Q Q

Portanto, substituindo (5.10), (5.11)) e (5.12) em (5.7, obtemos:

Apw dxdt — J a(t,x)wp dxdt — J (H * p)w dxdt = 0,

—J p+w dxdt —l—J
Q Q

Q Q

ou seja,
—J (pt — Ap + a(t,x)p + Hg * p)w dxdt =0,
Q

e como P satisfaz ([5.3]), resulta que:

_J Xouwdxdt =0 Vu € L*(Qu).
Q

Dai, como
— J Xouwdxdt = — J XoUuw dxdt — J Xouw dxdt
Q Quw Q\Quw
= —J uw dxdt,
Qu
jad que X, =0 em Q \ Q, entao

—J uwdxdt =0 Vu e L*(Qy),
Qu



Controle Aproximado: Sistema Linear 123

e pelo Lema de Du Bois-Raymond (Lema [1.3.1)), concluimos que:

w(t,x) =0 q.s. em Q. (5.13)

Por outro lado, pela Desigualdade de Carleman (Teorema [3.0.1]), considerando f; = 0,

encontramos que:

J e *s* A1’ Iwl* dxdt

Q
< J [(sd) 7" (Iwel* + 1AWP + [H{ «wl*) + sA?¢|Vwl* + s*Ad?[wl*] e dxdt
Q

< éj e %3N b3 lw|? dxdt,

e por (5.13), segue que:
J e %S AP W dxdt <0 q.s. em Q,
Q

ou seja,
w(t,x) =0 q.s. em Q,

o que é um absurdo ja que supomos wt(x) nao identicamente nula. Portanto, Ay (T) é

denso em [2(Q) e assim o sistema (/5.1)) é aproximadamente controlavel.



Capitulo 6

Controle Nulo: Sistema Linear

A controlabilidade nula é um conceito fundamental na teoria do controle que se refere
a capacidade de levar o estado de um sistema a um estado especifico, no caso, o estado
nulo (origem), em um tempo finito, utilizando uma entrada (controle) adequada. Em
outras palavras, é a habilidade de ”parar”completamente o sistema a partir de qualquer
condi¢ao inicial (veja [12]).

Neste capitulo vamos provar a controlabilidade nula para o sistema linear asso-
ciado ao sistema principal nao linear .

Considere o sistema linear ([2.7):

;

pe(t,x) — Ap(t,x) + a(t,x)p(t,x) + Hf* p = Xou(t,x) em Q;
p(t,x) =0 sobre ZI; (6.1)

p(O,X) = pO(X) em Qa

\

t

onde H{ xp = J h(t, T)p(T,x) dT, a(t,x) = f(p(t,x)), com |a(t,x)] < M,u € L3(Q) e
0

Po € L2(Q). Considere também o sistema adjunto associado:

(

we(t,x) + Aw(t,x) — alt,x)w(t,x) —Hl sw=f,(t,x) em Q;
w(t,x) =0 sobre ZX; (6.2)

w(T,x) =wr(x) em Q,

\

N
onde H xw :J h(t, t)w(T,x) dT, f; € L2(Q) e wt € L2(Q).

t

124
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Dessa forma, para mostrar que o sistema (6.1) é nulamente controlavel, com pg €

L2(Q), precisamos provar o seguinte teorema:

Teorema 6.0.1. Dado pg € L2(Q) e T > 0, existe um controle w € L*(Q) tal que a
correspondente solu¢ao fraca p € W(O,T; H(Q); H_l(Q)) para o sistema ) satisfaz

p(T,x) =0 ¢.s. em Q.
Além disso, o controle u € 12(Q, e 2*¢p—3) satisfaz

J e 2%¢p3u? dxdt < E;J pol? dx,
Q Q

onde C4 € uma constante positiva.

Demonstragao: A prova do Teorema [6.0.1] sera feita através de um método va-
riacional aplicando a Desigualdade de Observabilidade (Teorema [4.0.1)). Inicialmente,

mostraremos o seguinte resultado:

Afirmacgao 6.0.1. Para s > sy e A = Ag suficientemente grandes, existe uma constante
Cy = a(A) > 0 tal que

e—250cd)—3 2 CZ'

Com efeito, suponhamos que A > Ay suficientemente grande de modo que 2 < e MW,

Assim, como e < MV temos que:

e L MBI A Al — MBI APl AIbIT — o2MIIblI

ou seja,
h B B(t) - ’

implicando em

Al

—x > ,

B(t)

donde resulta que:
Alwll g
—2sx = 2s > —,
(t) ~ B(t)

ou seja,

(6.3)
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Também, temos que:
e eMIwll

=80 S B

N

implicando em

o > Bt (6.4)

Portanto, de () e (6.4), segue que:

1
— 3
e > e T
Dai, sabendo que
| er ) r
cheexd 00 B(t)
entao vale que:
1
1 .
FYes) B(t)
B(t) g(1)? = ¢ —
tlgghe B(t) tg& ( 1 )3 oo
B(t)

Analogamente, como

Jim 5= e lim gy = oo,
entao
1
lim ePB(t) B(t)? = oo.
t—T-

Assim, existe T, > 0, Ty > Ty, tal que

1

ePUBEP>1, 0<T <T<t<T.

Agora, consideremos o conjunto compacto [Ty, Ts]. Dessa forma, como a funcao t —

1

eB(t) B(t)? é continua em [Ty, To], segue que existe uma constante Coo > 0 tal que

1

ePUB(1)3 > Cy Ve [T, Tl
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Tomando Cy; = max {1, Cgo}, entao

ePUp)3 > Cy Vtelo T (6.6)

~ C
Portanto, substituindo ) em e tomando Cy = eSTQ\in’ concluimos que:

e*QSocd)f?) 2 C27

e assim a Afirmacao [6.0.1] esta provada.

Agora, para cada s, A, definimos o espaco:
L*(Q.e % %) ={u:Q— R;J e *¢p*u* dxdt < oo}.
Q
Além disso, para cada ¢ > 0, definimos o funcional:
—2s f,—3,,2 1 2
Ne(w,p)=1| e ¢ utdxdt+ - | p(T,x)"dx,
Q €Jo

ondeu € L2(Q,e 25*p3), p € W(O, T; H(Q); Hfl(_Q)) é a correspondente solucao fraca

para o sistema linear ( e po € L2(Q). Posto isso, provemos a seguinte resultado:

Afirmagao 6.0.2. O funcional N, € semi-continuo inferiormente, estritamente convexo
e coercivo em L2(Q) e portanto, existe um tinico controle u, € L*(Q,e 2%p™3) ep €
W(O,T; H(l)(Q);H*I(Q)) a correspondente solugcao fraca para o sistema linear ( tal
que

N, (e, pe) = min {N¢(u,p),u € L*(Q, e **¢ %) }.
Com efeito, inicialmente, temos que:

e N, é estritamente convexo.

Inicialmente, seja X um espaco com produto interno qualquer e |-|x uma norma em X.
Entao, dados a,b € X com |alx # [blx e y € [0, 1], pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz
(Teorema (1.1.1)), temos que:

(1 —y)a—vyblk < [(1—v)lalx +v/blx]”
= ((VT=7. ). (VT ¥lal. y7iblx) )
2
< \(F =, ﬁ)\ |(VT=lalx, v¥Iblx)

Y
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isto é,
(1—vy)a—vyb < (1—v)lalk+vIb. (6.7)
Assim, dados os controles wy,u; € L2(Q, e 25%¢p3), com u; # uy e
P1, P2 € W(07T; Hp (Q); Hfl(Q))
suas respectivas solucoes fracas para o sistema , consideremos U = (1 —y)u; + yus

ep = (1—vy)p1+vYp2 ondey € [0,1]. Dessa forma, segue que:

N. (T, p)

1
J e 5%p 3% dxdt + — J P(T)? dx
Q €Jao

3 1
J (e’s"‘d)Tﬁ)2 dxdt + —J P(T)? dx
Q €Jo

1

—S 2 1 2
= |e ¢ 3 ((1 —Y)w +YU2) ‘Lz(Q) + E‘ ((1 —Y)p1 +YP2)(T)|L2(Q)
N1 =1 2 1 2
:|(1_‘Y)€ d)2u1 +ve d)2u2|L2(Q)+Z|(1_‘Y)p1(T)+‘Yp2(T)}L2(_Q)7
e de (|6.7), resulta que:
1 N —Sx =3 2 —Sx =3 2
Ne(uap) <(1—'}/)}€ ¢2u1‘L2(Q)+‘Y‘e d)2u2|L2(Q)
1 T2 1 T2
+E(1_Y)’pl( )lLQ(Q)+EY|p2( )‘LQ(Q)
a1 2 1 2
:(1—‘}/)<‘€ d)2u1|LQ(Q)+E’P1(T)}L2(Q)>
o3 |2 1 2
+‘}/(|€ (xcb 2 uQ‘Lz(Q) + E‘pQ(T”LQ(Q])
1
— (1—y)(J e S %pud dxdt+—J p1(T)? dx)
Q €Jo
1
+v(J e X% *u3 dxdt + —J pa(T)? dx)
Q €Jo

= (1 —vy)Ne(ug,p1) +vNe(uz, p2),

ou seja,

Ne((l —vy)ur +yu, (1 —v)py +YP2) < (1 —=7v)N¢(w, pr) +¥Ne(ug, p2),

e assim concluimos que N é estritamente convexo.
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e N, é coercivo.

Usando a Afirmacao [6.0.1, resulta que:

1
N:(u,p) = J e B%p3u? dxdt + — J p(T)? dx
Q €Jo

— 1
>C2J u2dxdt—|——J p(T)?dx
Q ¢Ja
>§J u? dxdt
Q
-~ 2
= Colu|iz(q)

isto é,
e 2
Ne(w,p) = Colufls g

e assim N¢(u,p) é coercivo.

e N, ¢é semi-continuo inferiormente.

Sejam {um}m C L?(Q, e 2*¢$3) uma sequéncia tal que W, — u em
L2(Q,e **d?) e seja {pm},, C L*(Q) a sequéncia das correspondentes solugdes fracas
para o sistema linear (6.1]). Daf, como o sistema ([6.1)) estd bem-posto, segue que pm — p

em [%(Q). Portanto,

J e %p3u? dxdt — J e 2% 3u? dxdt,
Q

Q
(§]
[ pmmrax— 2| pm2ax
Q €la
e assim,

Ne(Um,, pm) = Ne(u,p).

Assim, como N, é semi-continuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo, segue
que existe um tnico controle u, € L?(Q,e 2**¢ %) e p. € W(0, T; H}(Q); H1(Q)) a

correspondente solugao fraca para o sistema linear (6.1 tal que

Ne (e, pe) = min {Ne(u,p),u € L*(Q, e %) }.

Agora, provaremos o seguinte resultado:
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Afirmagao 6.0.3. Seja u, € L2(Q, e 2%b3) o minimo do funcional N. Dessa forma,

temos

Ue = X0l %P> W, ¢.5. em Q,

com wg € W(O,T; H(Q); Hfl(Q)) solucao fraca para o sistema adjunto

(We)e + Awe — alt,x)we —H{ xw, =0 em Q;

w, =0 sobre X;

1

we(T) = —-p(T) em Q.

(6.8)

onde pe € a solucao fraca associada ao controle w. para o sistema linear (6.1)), isto €, pe

satisfaz

(ps)t - Aps + a(t,x)pg + HB *Pe = XawlUe €M Q;
P =0 sobre X;

ps(o) =po em Q.

Com efeito, como o sistema (ﬂ) ¢ linear, entao dado um controle

uc LQ(Q, 6_25“([)_3),

(6.9)

podemos escrever a correspondente solucao fraca p para o sistema (ﬂ) da forma p = p+p,

onde P é a solugao fraca para o sistema:

/

Pt—Ap+alt,x)p+Hi*p=0 em Q;
p=0 sobre X;

p(0)=po em Q

e p é a solucao fraca para o sistema:

;

Pt —Ap+alt,x)p+Hi*p=Xxou em Q;

p=0 sobre X;

50)=0 em Q.

\

(6.10)

(6.11)
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Observe que p nao depende do controle u e escrevemos
Pu=P+Pu, VYuel’(Q,e > (6.12)

para indicar tal independéncia.
Observe também que, dado um controle u € [2(Q,e 25*¢p~3), existe uma tnica

solugao p,, para o sistema (6.11]) e assim, definimos a seguinte fungao:

L: [2(Q,e %% — 1%(Q)
u — Lu(t,x) = pu(T, x).

Note que L é linear. De fato, dados os controles u,v € L?(Q, e 2%¢p3) e y € R, entdo:

Lvu4v) =prun(T)
= (YPu +Pv)(T)
=YPu(T) +pu(T)
=vLu+ Lv.
Dessa maneira, em ([6.12)) encontramos que:
Pu=pP+Lu Vucl?Q,e 3. (6.13)
Posto isso, podemos reescrever N (u,p) = J:(u), onde
Je(uw) = J e 25%¢p3u? dxdt + E J (p(T) + Lu)2 dx.
Q tla

Dai, como
Je(ue) = min {Je (u); u e L*(Q, e ***¢ ")},
entao a derivada de Gateaux de J, em u, é nula em todas as diregoes v € L2(Q), ou seja,

lim ]s(us + hV) - ]e(us)

lim - =0 Vvel?Q). (6.14)
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Por outro lado, note que:

I&(us + h‘V)

_ PQ e 2% (u, 4+ hv)” dxdt + % . (B(T) + L(u, + hv))” dx
- ;Q e 2% 3 (u, + hv)” dxdt + % ;Q ((pe(T) — Lue) + L(ue + hv))* dx
_ ;Q e 2%¢p 3 (u, + hv)” dxdt + % :Q (pe(T) — Lu, + Lu, 4+ hiv)” dx
— UPQ e 2% 3 (u, + hv)2 dxdt + % ;Q (pe(T) + hLv)2 dx,

e entao:

J& (ue + hV)

= J e %dp % (u? + 2hu. v + h?v?) dxdt
Q

*%JQ ((Pe(M)” +2n(pe (T Lv + 1*(Lv)°) dx

= (J e **¢p*u? dxdt + 2h
Q

+(1J (pe(T)) dx+2hJ

€Ja Q

— (J “Eep U2 dxdt + — J (ps(T)) dx)
Q O

1
+ 2h<J e—2soc¢—3u£\/ dxdt + — J (pg (T))LV dX)
Q £Ja

1
+h? (J e %p3v? dxdt + - J (Lv)2 dx> ,
Q €Jo

e 2%*¢p3u,vdxdt + h? J e X p3y? dxdt)

Q Q

))Lv dx + hZ% J (Lv)? dx)
Q

e como (pe(T))2 = (ﬁ(T) + LuE)Q, segue que:
Je(we + hv) = <J e 2*p*u? dxdt + lj (ﬁ(T) + Lu5)2 dx)
Q ¢Ja
+ Qh(J e 5%pSu, v dxdt + E J (pe(T))Lv dx)
Q €Jao

1
+h? (J e 5%p3v? dxdt + — J (Lv)2 dx) ,
Q €Jo
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ou seja,
Je(ue +hv) =T (ue) + Zh(J e 5%pBu,vdxdt + E J (pe(T))Lv dx)
Q e}

1
+h? (J e 2%p3v? dxdt + — J (Lv)2 dx) ,
Q €Jo

donde encontramos que:

Je(ue +hv) —Je(ue)
h

=9 (J e 2%pPu, v dxdt + ! J (pe(T))Lv dx)
Q €Jo

1
+ h( J e B%p3v? dxdt + — J (L\/)2 dx) ,
Q ¢la

e assim fazendo h — 0, obtemos que:

lim Ja (us + hV) — Ie(us)
h—0 h

1 (6.15)
= 2(J e 25%pu, v dxdt + EJ (pg(T))Lv dx) Vv e 13(Q).
Q Q
Portanto, de (6.14) e (6.15), concluimos que:
1
2(J 672scxd)73u€\/ dxdt + EJ (pg(T))L‘V dX) =0 Vve I_Q(Q)7
Q Q
isto é,
1
_EJ (pe(T))Lvdx = J e B%p Bu,vdxdt Vv e L*(Q).
Q Q
Dessa forma, como Lv = p.(T), denotando z(T) = p+(T), temos que:
1
_EJ (pe(T))z(T) dx = J e g Pu . vdxdt Vv e L*(Q), (6.16)
0 Q
onde z é a solucao fraca para o sistema (6.11]), ou seja, z satisfaz:
(
zv —Az+a(t,x)z+ Hi*z=%Xo,v em Q;
z=0 sobre ZI; (6.17)

z(0)=0 em Q.

\

Agora, multiplicando por w, a equagao em (|6.17)), solugao fraca do sistema ), e

integrando em Q, obtemos:

J zew, dxdt —J (Az)w, dxdt + J a(t,x)zw, dxdt + J (H§ * z)w, dxdt
Q Q

Q Q (6.18)

= J X VW, dxdt.
Q



Controle Nulo: Sistema Linear 134

Analisemos os termos de ([6.18)).

1
Por integragao por partes e sabendo de ) e (6.17) que we(T) = —Epg(T) ez(0) =0

em (), encontramos que:

cor T
J zw, dxdt = J ZiWe dt} dx
Q LJo

T

— JT z(we), dt} dx

— [ fzmwe (™) = 20w (0) L

SRES

2(wy), dt} ax

C T
— — Ez(T)pE(T) — J z(we), dt} dx,
isto é,
J 1
zow, dxdt = ——J Pe(T)z(T) dx — J (we) z dxdt. (6.19)
Q €Jao Q

Também, pela Férmula de Green (Teorema [1.6.4) e sabendo de (6.8) e (6.17) que

z =w, = (0 sobre X, obtemos que:

—J (Az)we dxdt = | (Vz,Vw,) dxdt—J Wz, dZ
Q JQ px

= | (Vz,Vw,) dxdt

JQ

= | (Vz,Vw,) dxdt —J z(We )y dZ
Jo T

= —J (Aw,)z dxdt,
Q

ou seja,
- J (AZ)Wg dxdt =— J (Awg)z dxdt. (6.20)
Q Q

Além disso, dos célculos feitos para obtermos o sistema adjunto ([2.15)), segue que:

J (Hf * z)w, dxdt = J (H{ *w¢)zdxdt. (6.21)
Q Q

Assim, substituindo (6.19)), (6.20) e (6.21])) em (6.18]), reulta que:

(_ %J Pe(T)z(T) dx — J (we),z dxdt) — J (Awe)z dxdt +J a(t,x)w,z dxdt
ol Q o o

+J (HI * wa)z dxdt = J XYW, dxdt,
Q Q
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isto é,

1

— JQ Pe(T)z(T) dx — J ((Wg)t + Aw, — a(t, x)w, — HtT * w€>zdxdt

€ Q

= J XYW, dxdt,
Q
€ como (W€>t + Aw, — a(t, x)w, — HI x* W, = 0, pelo sistema ), segue que:

1

——J Pe(Mz(T)dx = J XoVWe dxdt Vv e L*(Q).
€ Jo Q

Finalmente, de ((6.16]), concluimos que:

J e 2% 3, v dxdt :J XoYWe dxdt Vv € L*(Q),
Q Q

isto é,
J (e*““(b*:}ug —wa5>v dxdt =0 Vv eL*Q).
Q

Dai, pelo Lema de Du Bois-Raymond (Lema [1.3.1)), segue que:

e 2%p3uU; —xoWe =0 q.s. em Q,
ou seja,
e %P BU, = XoWe q.8. em Q,
e portanto,
Ue = XweX**P3w, q.s. em Q,
concluindo a prova da Afirmagao [6.0.3]
Agora, considerando o sistema ([6.8):

.
(We)t + Awe — a(t,x)w, —H{ *w, =0 em Q;
w, =0 sobre Z;

WelT) = —pe(T) em O

e usando o resultado da Afirmacao e sabendo que X2, = Xw, 0 sistema (/6.9) torna-se:
(

(pe)t — Ape + alt,x)pe + Hf * pe = Xwe***¢*w, em Q;
pe =0 sobre X (6.22)

pe(0) =po em Q.
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Multiplicando por p. a equagao em e integrando em Q, obtemos:

(Aw,)p. dxdt — J

W, ), pe dxdt + a(t,x)wep. dxdt — H! *w,)p. dxdt
Q  f Q

Q Q

=0.
(6.23)
Analisemos os termos de (6.23)).

De (6.8) e (6.9) e usando integragao por partes, encontramos que:

r rel
J (we) pe dxdt = J (we) pe dt} dx
Q Jao LJo
T T
— (Wepe) —J ws(pg)tdt} dx
JO L 0 0
r B T
= [ prempam = weiop o) - | w£<ps)tdt} ax
Jo | 0
- ) T
= - _(pe(T)) —We(O)Po—J Wa(ps)t dt:| dx,
Jol ¢ 0

ou seja,

(We), pedxdt = ! (pE(T))2 dx —
Q Q

- we (0)po dx — J we (pe), dxdt. (6.24)
Q

Q
Também, pela Férmula de Green (Teorema[1.6.4) e de (6.8) e (6.9), obtemos que:

(Awe)pe dxdt =—| (Vw,, Vp)dxdt+ | p.(w.) dI
Q JQ b3 n

=—| (Vw,, Vp,) dxdt
JQ

- <Vw£,Vp5)dxdt+J we (pe),. dZ
JQ ) n

:J (Ape)w, dxdt,

Q

isto é,
J (Aw,)p. dxdt :J (Ape)w, dxdt. (6.25)
Q Q

Além disso, temos que:

J (H{ *w)pe dxdt = J (H§ * pe)w, dxdt. (6.26)
Q Q
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Agora, substituindo (6.24]), (6.25) e (6.26]) em (6.23]), segue que:

(_lj (Ps(T))de—J we (0)po dx—J ws(pa)tdxdt>
£ Jo o o
+J (Ape)w, dxdt — J a(t,x)w.p. dxdt —J (Hf * pe)we dxdt =0,

ou seja,

a(t,x)w,p, dxdt —|—J (Hf * pe)w, dxdt

J (pe) we dxdt — J (Ape)w, dxdt + J
Q Q Q

Q

—— | Gam) ax=| wiopoar

(6.27)

Por outro lado, multiplicando por w, a equagao em ([6.22)) e integrando em Q, obtemos:

a(t, x)pew, dxdt + J (Hg * pe)w, dxdt

J (pe) we dxdt—J (Ape)we dxdt+J
Q Q Q

Q
= J Xwe S d*w? dxdt
Q
= J e**dp*w? dxdt,
Qu
ou seja,

J e *p3w? dxdt

= JQ (pe) we dxdt —J

Substituindo (6.27]) na tltima expressao, resulta que:

a(t, x)pew, dxdt +J (H§ * pe)w, dxdt.

(Ape)we dxdt + J
Q

Q Q

1
J e piw? dxdt = __J (pe(T))* dx — J we(0)po dx,
Qu ¢la o

isto é,

10
eQS(xd)SWz dxdt + E (pg(T)>2 dx = —J' Wa(o)pﬂ dX7
Q

JQw JQ

e assim,

r

1
e *Ppiw? dxdt + . (pg(T))2 dx = ‘ J we (0)po dx (6.28)
Jo Q

JQuw
Agora, pela Desigualdade de Holder (Teorema [1.2.3), temos que:

< (JQ w,(0)? dx) : (JQ Po dx) . (6.29)

S

H . (0)po dx
Q
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Usando a Desigualdade de Observabilidade (Teoremal4.0.1)) com w = w, e f; = 0 obtemos

que:
J we(0)2dx < aJ e *dp3w? dxdt,
Q Quw

entao,

J we(0)2 dx <C1<J eQS“cI)?’wzdxdtJrlJ (pg_(T))de).
Q Quw €Jo

Substituindo (6.30) em ([6.29)), resulta que:

J we (0)py dx
Q

~ 2sx 2 1 2 2 2 %
< (CI(JQw eX % piw? dxdt+EJQ (pe(T)) dx)) (Lpo dx)

1 3/ 3
— (J e *Pp3w? dxdt + - J (pg(T))2 dx) <C1 J Ps dx> ,
Quw €Jo Q

e pela Desigualdade de Young (Teorema [1.2.1)), segue que:

[N

’ j we (0)py dx

Q o~
1 ) 1 C

< —J e **p w? dxdt + — J (pE(T))2 dx + — J pa dx.
2 Qu 28 o) 2 Q

Por conseguinte, substituindo (6.31]) em ((6.28]), encontramos que:

1
J e *Ppiw? dxdt + . J (pE(T))2 dx
w Q

1 1 C
< —J e *Pp3w? dxdt + —J (pE(T))2 dx + _1J pa dx,
2 Qu 2¢ o) 2 Q
e assim,
1 —
J e *Ppiw? dxdt + —J (pe(T))2 dx < C1]p0|i2(m,
Quw €Ja
donde
1

o] pamy e

£ Quw

implicando em
2 -~ 2
L (Pe(T) " dx < eCilpofiarg, VeE>0,

que é equivalente a

Pe(T) = 0 em L*(Q), quando ¢ — 0

1 —
ercxd)ZSWz dxdt + EJ (pe(T))2 dx < C1|p0‘i2(g)
Q

(6.30)

(6.31)

(6.32)
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e assim existe uma subsequéncia de {p5}5> que ainda denotaremos por {pe}e, tal que

Pe(T) =0 g.s. em Q, quando ¢ — 0. (6.33)

Agora, pelas Afirmacoes e 6.0.3] podemos deduzir que:
Ui = (Xwezsa¢3we) (Xwe%aq)gwe)

_ (eQSocd)?)) (xie%"‘(b?’vv%) (6.34)
1

< — (Xw e2socd)3wz) ’
Cy

donde
1 1
J u? dxdt < :J Xwe®*P*w? dxdt = zJ e *dp3w? dxdt,
Q CJQ C2JQu
e como sabemos de ([6.32]) que
1 _
J e *p*w? dxdt < J e *p*w? dxdt + EJ (pE(T))2 dx < C1‘Po‘iz(m,
Quw

w Q

entao temos que:
1~ 2
J uz dxdt < zcl‘polLQ(Q)’
Q G,

que é equivalente a

|ue (constante)

2
}L2 _|p0}L2 Q)’

(Q) C, (Q)
ou seja, a sequéncia {u}  C L*(Q) ¢ limitada em L*(Q). Como L*(Q) é um espago de
Banach reflexivo, entdo pelo Teorema de Kakutani (Teorema ) a sequencia {ua}e

possui uma subsequéncia, que ainda denotaremos por {ug}g, que converge fracamente

para um certo u € L2(Q), ou seja,
u, —u em [*(Q), quando ¢ — 0. (6.35)

Dessa forma, consideremos o sistema em ). Como {p.}, C W(0,T; H{(Q); H(Q))
[2(Q) ¢ uma sequéncia limitada em [%(Q), entdao, pelos mesmos argumentos usados para
obtermos ), existe uma subsequéncia de {pe}s, que ainda denotaremos por {pe}g,
que converge fracamente para um certo p € L2(Q). Mas, como o sistema () esta bem-
posto, entao p ¢é a correspondente solucao do sistema ) associada ao controle u, limite

fraco da sequéncia {ua} . Assim, temos:
£

Pe —p em L[%*(Q), quando & — 0.
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Dai, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema , existe uma subsequéncia de {pe}e,
que também denotaremos por {pE }e, que converge fortemente para p em

C([0,T}; L2(Q)) C L*(Q), ou seja, temos:
pPe — p em [*(Q), quando ¢ — 0. (6.36)
Finalmente, concluimos que:
pe(t) = p(t) gs. em Q Vte[0,T], quando ¢ — 0,

em particular, temos que:

Pe(T) = p(T) g.s. em Q, quando ¢ — 0, (6.37)
donde de ( e pela unicidade do limite, segue que:

p(T,x) =0 q.s. em Q.

Além disso, de (6.34]), segue que:

1
6_25“(1)_311% < uz < Z(Xw€2m¢3wz),
2

implicando em

CNQJQ e %3 dxdt < JQ e % PpPw? dxdt, (6.38)

e de ((6.32]), deduzimos que:

’CEJ e—25“¢‘3uidxdt+lj (Pe(M) dx < Cilpolia(q:
Q ¢la

donde fazendo ¢ — 0 nessa tltima expressao e usando ((6.35)), obtemos que:

J e 2%pBu?dxdt < fCZJ pol® dx,
Q Q

—~

~ G ) .
onde C4 = — e assim concluimos a demonstragao de Teorema [6.0.1}
Co




Capitulo 7
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Neste capitulo, iremos provar a controlabilidade nula para o sistema principal nao linear
(2.1) como consequéncia da controlabilidade nula do sistema linear associado (Teorema
através do teorema do ponto fixo de Kakutani (Teorema [1.6.8).

Investigaremos a controlabilidade nula para o sistema parabdlico nao linear com meméria:

,
t

pe(t,x) — Ap(t,x) + g(p(t, X)) + L h(t, Dp(T,x) dT = xeult,x) om  Q;

p(t,x) =0 sobre X; (7.1)

p(0,x) =po(x) em Q,

\
onde u € L?(Q), po € L?(Q), g é globalmente Lipschitz, com g(0) = 0 e h suficientemente

suave, com h = 0|T:07T.

Teorema 7.0.1. Assuma que g € globalmente Lipschitz, com g(0) = 0. Entao, para cada
Po € L2(Q) e T > 0, existe um controle uw € L2(Q) tal que a correspondente solugdo fraca

pE W(O,T; H{ (Q); H_l(Q)) para o sistema ) satisfaz
p(T,x) =0 ¢.s. em Q.
Demonstragao: Inicialmente, notemos que se
p € W(0,T; Hy(Q); HH(Q)),

entao

p € L*(0,T; Hy(Q)) e prel*(0,T;HH(Q)).

141
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Por conveniéncia, vamos denotar W(O,T; H} (Q); Hfl(Q)) = G. Dessa forma, segue

que:

: |W(0,T;H6(QJ;H*1(Q>) =l+le.

Consideremos o conjunto:
B = {13 € W(0, T; Hy(Q); HH(Q)); [p(t)|, <M gs., t € (O,T)},
onde M > 0 é uma constante.

Afirmagao 7.0.1. B ¢ um conjunto convexo e compacto em L*(Q).
e B ¢é convexo.
De fato, dados p1,p2 € B ey € [0, 1], temos que:
(L=YPr+P2lg < (L—=V)[pilg +v[P2lg
<(l—=y)M+yM

=M,

e assim B é convexo.

e B ¢ compacto em [%(Q).

Seja {ﬁ}m C B uma sequéncia de pontos em B. Vamos mostrar que {ﬁ}m admite

uma subsequéncia convergente em L?(Q). Com efeito, pela definicdo do conjunto B, para

todo m € N, temos que:
Pm|e <M,
e assim,

hﬂ‘m (0.THE () sM

| (m)t‘]} (O,T;Hfl(_()_)) < M7

ou seja, a sequeéncia {m}m ¢ limitada em L2 (O,T; H(l)(Q)) e a sequencia {(]ﬂ)t}

limitada em e L2 (O,T; Hfl(Q)). Dai, como

L2(0, T; HI(Q)) <5 12(0, T; L2(Q)) < L2(0, T; HY(Q)),

é

m
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com L2 (0, T, H(l)(Q)) reflexivo, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema D existem uma
subsequencia de {ﬁ}m, que ainda denotaremos por {ﬁ}m, ep e 2 (O,T; LQ(Q)) -
[2(Q) tal que

Pm —p em [*(Q), quando m — oo.
Assim, segue que B é compacto em L*(Q) e concluimos a prova da Afirmacao [7.0.1}

Posto isso, para cada p € B, pg € L*(Q) e u € L*(e **¢p %), considere o sistema

linear:
.
Pt —Ap+TfP)p+Hi*p=xou em Q;
p=0 sobre Z%; (7.2)
. p(O) =Po €em Q7
onde

9P e ppl >0
f(p) =
g'(0), se p=0.
Observe que o sistema ([7.2)) é a linearizacao do sistema nao linear ([7.1) j& que, parap € B,
f(p) = a(t, x) é uniformemente limitada. Dessa forma, para provarmos o Teorema [7.0.1]

precisamos do seguinte resultado:

Proposigao 7.0.1. Para cada py € 1%2(Q) e u € 13(Q), a correspondente solugio p
para o sistema linear ) satisfaz

Iplk < /CV5<’P0|%_2(Q) + |u'|%2(Qw)>7
onde R = C([0, TI; L*(Q)) N W(0, T; H}(Q); HH(Q)) e Cs > 0 é uma constante.

Demonstracao: Ver [1].

Defina a funcao de multiplos valores ¥ : B — 28, onde para cada p € B, temos:

p € W(0,T; Hi(Q); H1(Q)); para py € L2(Q) e u € L*(Q; e 2%¢p?),
Y(p) =
p ¢ solucao fraca de (7.2)) e p(T,x) =0 q.s. em Q.
(7.3)
Note que, para po € L*(Q),u € L*(Q;e 2% ~3), existe p € W(0, T; H}(Q); H1(Q))
solugao fraca para o sistema ([7.2]) conforme o Teorema|6.0.1} Portanto, W(p) # () para todo

P € B, e assim a fungao ¥ esta bem-definida.
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Agora, faremos a seguinte afirmacao que sera 1til para o préximo resultado:

Afirmacgao 7.0.2. Suponha que pg € L2(Q) e
p € C([0, T L*(Q)) NW(0, T; Hy(Q); HH(Q)).
Entao,
2 2 2 t 2 rall 2 2
|P(t) HA(Q) ‘f‘J <|pt| +|AP| + ‘Hg *P| ) dxdt < C6<|pO|H(1)(Q) +|P0|L2(Q)> Vte [O7T]7
Q
onde va@ ¢ uma constante positiva.

Com efeito, multiplicando por py—Ap a equacao em ([7.2]) e integrando em Q, obtemos:

J pe(pe — Ap) dx — J Ap(pe — Ap) dx + J f(P)p(pe — Ap) dx
Q o} o}
+J (H§*p) (pe — Ap) dx = J Xol(pe — Ap) dx,
ol o
ou seja,
—2J P+Ap dx + J Ipef* dx + J |Ap|* dx
o o o
= JQ Xl (pe — Ap) dx — JQ f(p)p(pr — Ap) dx — JQ (H§ *p) (pr — Ap) dx.

Note que, pela Férmula de Green (Teorema |1.6.4)) e sabendo de (7.2)) que p = 0 sobre

X, segue que:

- JQ Peltpdx = (|p|2H(1)(Q))t
e assim,

= J Xl (pt — Ap) dx — J f(P)p(pe — Ap) dx — J (H§ *p) (pe — Ap) dx.
Q Q Q

(7.4)

Agora, usando as Desigualdades de Minkowski (Teorema [1.2.4) e de Young com ¢
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(Teorema ) e sabendo que |xw’ < 1 e |f(p)] < M, encontramos que:

H XoW(pr — Ap) dx—J f(p)p(p. — Ap) dx—J (H§ * p) (pe — Ap) dx
Q Q

(0]

< | by~ aplax-+ M Ipllp— aplax-+ | [Hgplip, — aplax
Q Q Q

1 M
< —J lu)? dx+eJ Ipe — Apl? dx+—J Ip[? dx+sMJ Py — Apl* dx
de | Q de Jo o

1
+—J |H8*p}2dx+sj [Py — Ap|* dx
4de )o o

1
= o | (P M g ) e e(M 4 2) | T A
€Ja Q

e como pela desigualdade de Young (Teorema |1.2.1]) temos que:

J po—ApPdx < J (el + 2ipdliapl + 4pP) dx
Q Q

N

|| (e i+ 1pP + 18pP) e
Q

= 2JQ (Iptl2 + |AP|2) dx,

entao

’ L Xwl(pt — Ap) dx — L f(P)p(pe — Ap) dx — L (Ho *p) (pr — Ap) dx .

1
<4—EJ (I + MipP + IH§ + p[*) dx+2e(M+2)J (Ip + 1ApE) ax.
Q Q

Substituindo ([7.5) em ([7.4]), resulta que:

(lvlié(m)t + JQ (|pt|2 + |Apl2> dx

1
<L j (R + Mipl? + Mg+ p[*) dx + 26(M + 2 J (b + 1apP) dx.
de Ja Q

1 M
Tomando ¢ de modo que 2¢(M + 2) < — e tomando Cyy = max {4—8, 4—8}, obtemos da

1
2
ultima expressao acima que:

(lplﬁé(m)t + JQ (|pt|2 + |Ap|2) dx

1
(1 1P+ M5 wp ) x5 | (Il + 189 .
(0]

< C22J 5

Q

ou seja,

(). b, o ) <o ()
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donde

(Iplil(l)(m>t + L (hotl2 - |Ap|2> dx < 2<|p|2H(1)(Q)>t - L (Iptl2 + |Ap|2) dx
= 2(<|p|$lé(m>t + %JQ (h?tl2 + |Ap|2> dx)
< 2Cy JQ (!ul2 + Ipl* + [H} * pf) dx
isto é,
('pPHé(Q))t + JQ (|Pt|2 + |Ap|2) dx < Co3 JQ (|u|2 + Ipl* + [H} * p‘Q) dx, (7.6)

onde C23 = 2C22.
Agora, integrando ambos os lados de ([7.6) de 0 a t, t < T, concluimos que:

t

[ (pttyien) e[ [ (1) axat

t
< Csz J (Iul2 + Ipl* + [Hg *p’Q) dxdt,

0Jo
ou seja,
t
(PO = POy ) + | | (e +1apF) axat
t
< C23J J (|u|2 + Ip® + [H{ * p‘2> dxdt
0Jo
T
< C23J J (|u|2 + Ip? + [HE * p‘ > dxdt,
0Ja
e assim,

t
PO+ | | (o +1apF) axat
0JQ

2

Agora, pela Afirmagcao temos que:
C2yu|?_2(_0) C J |U—|2 dxdt

—2socd) 3|u|2 dxdt

%

< ESJ pol? dx,

. = 3
ou seja, tomando Ci4 = =, segue que:
2

|U’%2(Q) < C_16|p0’%2((1)' (7.8)
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Observe também que:

2

t
J h(t,t)p(t,x)dt| dxdt

0

5+ pl; :J
L2(Q) Q 2

gJ <Jt Ih(t, T)|lp(T, x)IdT) dxdt
Q \Jo

T 2
<Mieon | ([ wimler) axat
o \Jo

e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema |1.1.1]) existe uma constante Coy > 0
tal que

.
J Ip(T,x)|* dt dxdt

2
MG +pliaig < CalBur | |

Q

T 0T
= Coy|h2. ip(T,x)> dt dtdx
L (0,T) pl

QJo Jo

I
= Cyulhl. dt |p T,x)[* dxdt
L>(0,T) 0

= Cou T2 o 1) ( Ip(T,x) !2 dXdT)

%

e tomando Co5 = C24T|h!%oo(0 Ty, Obtemos que:

2
Substituindo (7.8) e (7.9) em (7.7)), resulta que:

t
POy 0+ | | (oo 18pP) axa

0

< |p0’$_lé(ﬂ) + C23 (C_16|p0|%_2(Q) + |P|%2(Q) + C25|p|%_2(Q)>
= |P0|]24C1J(Q) + C23C_16|p0|?_2(g) + C23(1 + C25)|P|%2(Q)
< ’Po’ié(m + C23C_16’p0|%_2(_(2) + Cas (1 + Cas)Ipl,

onde R = C([0, T}; L2(Q)) N W(0, T; H}(Q); H'(Q)) e assim,

t

PR+ | | (Ipi+18p7) axat. < Coo(lpuly o + ol + o).

0JQO

onde C26 = Imax {1, C23C_16, C23(1 + C25> }
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Dali, pela Proposicao e por ([7.§)), como

2 . 2 2 2
Pl < Ca(tpolaiay + IPoly oy + (o, )
< C5 (|PO|%2(Q) + ’p0|$1(1)(_0_) +C_16|p0’%2(o_)>

=Cs(1 +C_16)|P0|2L2(Q) + C5|P0|2H(1)(Q)7
segue que,

t

PO+ | | (o + 1apF) axat
Q

0

< C26 (|p0|?_[(1)(Q) + |P0|%2(Q) + 6;(1 +C_16> |p0|%_2(Q) + /C\;|p0|]2_l(1)(g)>
< Can (1 Co)lpolyy ) + (14 Co(1+ To) ol ).

e tomando Cy7; = max {C%(l + 6;), C%(l + 6;(1 + C_m)) }, obtemos que:

t
POy + | | (Ipi+1807) axdt < Cor(lpaliy o, + oo

Agora, como vale:

t
JO JQ <’pt’2 + ’Ap|2> dxdt g C27<’p0|)21(1)(_o_) + ’p0’%2(9)>7

para todo t < T, entao, em particular, para t = T, encontramos que:

Analogamente, temos que:

Somando ([7.11]) e ([7.11)), deduzimos que:

POy o) + jQ (Ip2+18pF) dxat < Cas (IPoly ) + P02 ) ¥t € 0,7,
(7.12)
onde C28 = 2C27.
Finalmente, sabendo de ((7.9) e usando os mesmos argumentos para obtermos ,

podemos concluir que existe uma constante Co9 > 0 tal que

JQ [Hg * P|2 dxdt < Cy (|P0|2H(1)(Q) + |P0|%2(Q)>7
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e somando essa tltima expressao com ([7.12)), segue que:
) _
P ()0 ) +JQ (Ipt|2+ AP+ [Hg *p| ) dxdt < C6<|P0|%4(1)(Q) +|po|%2(m) Vte [0,T],

onde /C\g = ng + ng.
Agora, usaremos a Afirmacao para provar o resultado a seguir:

Afirmagao 7.0.3. Considere a funcio ¥ : B — 2B dada em (7.3). Entdo, dado P € B,

temos:
(i) ¥(B) C B;
(ii) Y(P) € convezo,
(111) Y(P) € compacto em L*(Q);
(iv) W(P) tem grdfico fechado em 1*(Q) x L%(Q).
De fato,
e ¥(B) C B.
Dado p € B, seja p € ¥(p). Pela Proposigao [7.0.1] temos que:
Pl < Ca(tpolfz ) + IPolig o) + g, ).
onde R = C([O,T]; LQ(Q)) N W(O,T; H(Q); H_l(Q)). Dai, como
R <= W(0,T;Hy(Q); H ' (Q)) =G,
entao

Ipl4 < Ipl < Cs (|Po|%z(m + |P0|124(1)(Q) + ’uPLQ(Qw))’

e como |u|%2(Qw) < C_16|p0|2L2(Q), segue que:

PR < Co((1+ Trollpoaqa) + IPoly 0 ).

Tomando M > C5<(1 +C_16)!p0|%2(m + |Po|$1(1)(0]>, temos que |p|% < M, ou seja, p € Be

concluimos que ¥(B) C B.

e ¥Y(p) é convexo.
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Com efeito, dados p1,p2 € W(p) e v € 10, 1], entdo pelo principio da superposicao de

solucao para o sistema linear, temos que:
(1 =v)p:1 +vp2 € ¥(P),
e portanto ¥(p) é convexo.

e Y(P) é compacto em [2(Q).

Observe que é suficiente mostrarmos que ¥(p) é fechado em L?(Q) pois como ¥(B) C B
pelo item (1) e B é compacto pela Afirmacao segue que ¥Y(p) é compacto. De fato,

seja {pm}m C Y(p) uma sequéncia tal que
Pm — P em L*(Q), quando m — oo.

Vamos mostrar que p € ¥(p). Como p,, € ¥(p) para todo m € N, entdo p,, é solugao

fraca para o sistema linear (|7.2)), isto é, p,, satisfaz:

.

(Pm), — AP+ F(P)pm + HY * P = Xoltm  em Q;

Pm =0 sobre X; (7.13)

pm(o) =7Po em Q?

\
onde pg € L?(Q) e wy, € L2(e725%¢p3).

Dai, usando a Afirmagcao para cada p, € Y(p), segue que as sequéncias
{(pm)t}m, {Apm}m e {H§ *pm}m sao limitadas em [2(Q). Também, como IuI%Q(Q) <
C_16|po|2L2 Q) podemos concluir que a sequéncia {um}m também é limitada em L2(Q).
Portanto, como L?(Q) ¢ um espaco reflexivo, pelo Teorema de Kakutani (Teorema ,
existem subsequéncias de {(pm)t}m, {Apm}m, {Hg *pm}m e {um}m, que também de-
notaremos por {(pm)t}m, {Apm}m, {H(t) *pm}m e {um}m e pontos pt, Ap, Hi xp,u €

[2(Q) tais que, quando m — oo, nos leva as seguintes convergéncias:

p

(pm)t — pe em L*(Q);
Apm — Ap em L*(Q);
HE * pm — H§ * p em L*(Q);

Uym — uem L2(Q).
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Além disso, como por hipétese temos que:

Pm — P em L*(Q), quando m — oo,

entao

Pm — P em L*(Q), quando m — oo,

e assim

f(P)pm — f(P)p em L*(Q), quando m — oco.

Portanto, quando m — oo, obtemos:

(

(Pm), = Peem L(Q);
Apm — Ap em 12(Q);
H * pm — HE % p em L*(Q);
(7.14)

Uy — uem L2(Q);

f(P)pm — f(P)p em L*(Q);

pm — P em L*(Q).

\
Por conseguinte, passando ao limite em (7.13]), quando m — oo obtemos por (M)

que:

Pt —Ap +f(P)p + Hi *p =Xt em Q;

p=0 sobre Z;

p(o) =Po €m Q7

onde py € L*(Q) e u € L?(e ?**¢?). Portanto, p € Y(P) e concluimos que ¥(p) é

compacto em L2(Q).

e Y(P) tem gréfico fechado em L%(Q) x L?(Q).

Sejam {ﬁ}m CBe {pm}m C Y(pm) sequéncias tais que

P — P em L2(Q),
(7.15)

Pm = p em L2(Q).
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Consideremos a sequéncia {(m,pm) }m C Gr(¥) tal que

(P Pm) = (P.p) em L2(Q) x L(Q).

Vamos mostrar que (ﬁ,p) € Gr(Y¥), ou seja, que p € ¥Y(p).

De fato, como pm, € ¥(Pm), para todo m € N, entao p, é solugao fraca para o sistema
linear ([7.2), isto é, pm, satisfaz
(

pm =0 sobre X; (7.16)

pm(0) =po em Q,

onde pp € L2(Q) eu, € L2(e*2s"‘¢*3). Pelos mesmos argumentos usados para obtermos

(7.14]), segue que:

(Pm), = Pe em L*(Q);

Apm — Ap em L*(Q);

HE # P — Hf # p em 12(Q); (7.17)

Uy — uwem L2(Q);

Pm — P em LQ(Q)~

Resta mostrarmos que f(Pm)pm — f(P)p em L*(Q). Com efeito, de ((7.15]), obtemos:

m — P q.s. em Q,

(7.18)
Pm — P q.s. em Q.
Pela continuidade da funcao f, segue de ([7.18]) que:
f(pm) — f(P) q.s. em Q. (7.19)

Agora, de ([7.18) e (7.19) ganhamos que:

f(Pm)pm — f(P)p q:s. em Q. (7.20)
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Dai, como ’f(m)‘ = |a(t,x)| < M, entao vale que:

P )Pmliziq) = JQ | (P )P | dxdt
= | [t Plpn* axat
Q
< MQJ pm|” dxdt
Q

= M?[pm|i2q)
ou seja,
}f(p_m)pm};(Q] < C, (constante) (7.21)
visto que {pm}m é uma sequencia convergente, e portanto limitada.
Assim, de ) e ), segue pelo Lema de Lions (Lema [1.6.1)) que:

f(Pm)pm — f(P)p em L*(Q). (7.22)

Dessa forma, passando ao limite em ([7.16)), quando m — oo, de ([7.17]) e ([7.22]) obtemos

que:
.

Pt —Ap+f(Plp+Hi*p=xou em Q;

p=0 sobre 21,

p(O) =Po €em Q7

(
onde py € L*(Q) e u € L?(e **$p~?). Assim, p € Y(P) e com maior razao ¥(p) tem
gréifico fechado em L%(Q) x L?(Q) concluindo dessa forma a prova da Afirmacao .

Portanto, pelos resultados obtidos nas Afirmagoes[7.0.1]e[7.0.3] estamos aptos a invocar
o Teorema do Ponto Fixo de Kakutani (Teorema , garantindo que existe um ponto
P € B tal que p € ¥(p). Consequentemente, pela defini¢cao da fungao ¥, isso implica que,
dados po € L2(Q) e T > 0, existe um controle u € L2(Q, e 25*¢p?) tal que a corresponde
solugao fraca p € W(O,T; H}(Q); Hfl(Q)) para o sistema ([7.1]) satisfaz

p(T,x) =0 g.s. em Q.
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