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Resumo

Neste trabalho, inicialmente estudamos a rigidez de discos minimos com bordo livre
que maximizam localmente a massa de Hawking modificada em uma variedade Rieman-
niana tridimensional com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante
positiva e com bordo médio convexo. Supondo que tais discos sao estritamente estaveis,
provamos que uma vizinhanga deste é isométrico a um espago semi de Sitter-Schwarzschild.

Na segunda parte, exploramos a relacao entre massa e capacidade através do estudo
dos conjuntos de nivel de fung¢oes harmonicas, afim de deduzirmos algumas desigualdades
geométricas em variedades assintoticamente planas com bordo nao compacto. Como
consequencia, estabelecemos um teorema de rigidez para o semi-Schwarzschild.
Palavras-Chaves: Bordo livre; Massa de Hawking Modificada; Métricas do Tipo Schwarzs-

child; Capacidade.
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Abstract

In this work, we initially study the rigidity of free boundary minimal disks that locally
maximize the modified Hawking mass in a three-dimensional Riemannian manifold with
scalar curvature bounded below by a positive constant and mean convex boundary. Assu-
ming that such disks are strictly stable, we prove that a neighborhood of this is isometric
to one of the half de Sitter-Schwarzschild space.

In the second part, we explore the relationship between mass and capacity through the
study of level sets of harmonic functions, in order to deduce some geometric inequalities in
asymptotically flat manifolds with non-compact boundary. As a consequence, we establish
a rigidity theorem for the half-Schwarzschild.

Keywords: Free Boundary; Modified Hawking Mass; Schwarzschild-Type Metrics; Ca-
pacity.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, muita atencao tem sido dada ao estudo de variedades Riemanni-
anas com curvatura escalar limitada inferiormente, uma vez que isso tem fortes conexoes
com a teoria de superficies minimas.

Varios resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar foram obtidos assumindo
a existéncia de superficies minimizantes de drea. Schoen e Yau em [37] observaram pela
primeira vez que a féormula da segunda variacao da area fornece uma interacao interes-
sante entre a curvatura escalar de uma variedade (M3, g) e a topologia de uma superficie
minima estdvel £ C M. Como consequéncia, eles provaram que se (M3, g) tem curvatura
escalar nao negativa e ¥ é dois-lados e compacta, entao ou X é topologicamente uma
esfera bidimensional ou um toro plano totalmente geodésico. Em [14], Cai e Galloway,
demonstraram que, se uma variedade Riemanniana tridimensional possui curvatura esca-
lar nao negativa e X é um toro mergulhado, dois-lados e localmente minimizante de area
(que é uma condicao mais forte que estabilidade), entao a métrica é plana em alguma vi-
zinhanga de X. Recentemente, em [10], Bray, Brendle e Neves mostraram que, se (M3, g)
¢ uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar R > 2 e £2 € M3 é
uma esfera bidimensional mergulhada que é localmente minimizante de area, entao X tem
area menor ou igual a 47t e, se a igualdade ocorrer, entao com a métrica induzida, £ tem
curvatura de Gauss constante igual a 1 e localmente M se divide ao longo de L. Depois,
Nunes [33] estudou o mesmo problema no cendrio hiperbélico; ele provou que, se (M3, g)
é uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar R > —2 e £2 Cc M3 é
uma superficie Riemanniana compacta mergulhada, bidimensional e de género y(X) > 2,

que € localmente minimizante de area, entao a area de £ com respeito a métrica induzida
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¢ maior ou igual a 47t(y(ZX) — 1). Além disso, se a igualdade ocorrer, entao X tem curva-
tura Gaussiana constante igual a —1 e localmente M se divide ao longo de X. No belo
trabalho [31], Micallef e Moraru unificaram os resultados provados em [10] , [14] e [33].
Além disso, um resultado de rigidez semelhante para planos projetivos e minimizantes de
area foi obtido por Bray, Brendle, Eichmair e Neves em [9]. Finalmente, resultados de
rigidez semelhantes foram obtidos para MOTS estaveis fechados em conjuntos de dados
iniciais por Galloway e Mendes em [18], assim como por Mendes em [29].

Motivados por esses resultados, Maximo e Nunes [27] estabeleceram um resultado
de rigidez local para o espaco de Sitter-Schwarzschild, envolvendo superficies minimas
estritamente estaveis e a massa de Hawking. Para isso, é importante recordar a massa
quasi-local, chamada de massa de Hawking, de uma superficie compacta £ C (M3, g),

que ¢é definida como

o E x(2) 1 2 2
mu(5) = /1 < e L (H + §A> dcr) , (1.1)

onde x(X) é a caracteristica de Euler de X, H é a curvatura média de X, |Z| é a drea de X

e /A é o infimo da curvatura escalar de M. Essa nocao de massa quasi-local desempenhou
um papel crucial na prova da desigualdade de Penrose Riemanniana para variedades as-
sintoticamente planas, provada de forma independente por Huisken e Ilmanen [20] e Bray
[12]. Esta afirma que, se (M3, g) é uma variedade Riemanniana completa assintotica-
mente plana com curvatura escalar nao negativa, e o bordo £ = O0M # () é uma esfera
bidimensional minima outermost, entao a massa ADM de M é maior ou igual a massa de
Hawking de X, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, M for isométrica a metade
da métrica de Schwarzschild em R? \ {0}.

Mais precisamente, Maximo e Nunes provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Mdximo e Nunes, [27]). Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com
curvatura escalar R > 2. Se L C M € uma esfera minima estritamente estdvel mergulhada
que maximiza localmente a massa de Hawking, entdo a curvatura Gaussiana de L € cons-
tante, igual a 1/a® para algum a € (0,1), e uma vizinhanga de £ em (M, g) € isométrica

ao espago de Sitter-Schwarzschild ((—e, €) X X, gq) para algum € > 0.

Na presenca de bordo nao vazio, os objetos de estudo sao as superficies minimas

de bordo livre. Essas superficies surgem como pontos criticos do funcional area para
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superficies em uma variedade tridimensional M com bordo 0M. Segue-se da féormula da
primeira variacao de drea que tais superficies intersectam 0M ortogonalmente.
Neste contexto, Ambrozio [3] estabeleceu a seguinte versao de bordo dos resultados de

rigidez mencionados anteriormente.

Teorema 1.2 (Ambrozio, [3]). Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo 9M.
Suponha que R e H®™M sdo limitadas inferiormente. Se £ é uma superficie minima estdvel

de bordo livre, propriamente mergulhada e dois-lados, entao
L : oM
[(X) 2mfR]}:l + glfH |0X] < 271 (X)

Suponha que L seja uma superficie de bordo livre, propriamente mergulhada, dois-lados e

localmente minimizante de drea, tal que
I[(X) =2 (X).
Além disso, se uma das sequintes hipdteses ocorrer:

(i) cada componente de 0L € localmente minimizante de comprimento em 0M; ou
(ii) inf HOM =0,

entdo existe uma vizinhanca de £ em (M, g) que € isométrica a ((—e,€) x L, dt? + gs),
onde (£,gs) tem curvatura Gaussiana constante %infR e 0X tem curvatura geodésica

constante infH®™ em X.

Um resultado similar foi obtido por Alaee, Lesourd e Yau em [1], no contexto de

superficies MOTS de bordo livre em conjuntos de dados iniciais.

Problema 1. E possivel obter o resultado de Ambrozio para o caso estritamente estdvel,

ou seja, obter o Teorema 1.1 no contexto de variedades de bordo livre?

A primeira parte desta tese baseia-se em um trabalho realizado em colaboracao com
Batista e Lima [6], onde abordamos o Problema 1. O objetivo principal é estabelecer
uma conexao entre superficies minimas de bordo livre e a Relatividade Geral, utilizando
a massa de Hawking modificada como ferramenta central. Recordamos que a massa de
Hawking modificada de uma superficie £? compacta com bordo livre em uma variedade

Riemanniana (M3, g) é definida como
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Fin(5) = % g <X(Z) _ 8% L <H2 + g/\) dc) , (1.2)
onde x(X) é a caracteristica de Euler de X, H é a curvatura média de X, |X| é a drea de X
e /A é o infimo da curvatura escalar de M. Essa nocao foi introduzida por Marquardt, em
[26], para estudar solugoes do fluxo pelo inverso da curvatura média fraca de superficies
com bordo livre, que desempenhou um papel crucial na prova da desigualdade de Penrose
Riemanniana para variedades assintoticamente planas com bordo nao compacto, dada por
Koerber, em [22].

Antes de prosseguir, apresentamos a definicao do espaco modelo que estudaremos
na primeira parte da tese, a saber, a variedade semi de Sitter-Schwarzschild, definida
por Lima na Observacao 4.8 de [16]. Fixado 0 < m < ﬁ? a métrica semi de Sitter-
Schwarzschild com parametro de massa m e curvatura escalar igual a 2 é definida como
a métrica

gm = 2_mdr2+r2ggﬁ, (1.3)

3 r

na variedade (r_(m),r.(m)) x S2, onde 0 < r_(m) < r.(m) < 1 sdo as tnicas raizes

o
positivas da funcao fi (1) =1 —12 —2mr !, f,,.(r) > 0 para todo o v € (r_(m), . (m))
e gs2 ¢ a métrica candnica em S de curvatura Gaussiana constante igual a 1. Apds
reflexoes da métrica g,,, podemos definir uma métrica rotacionalmente simétrica completa
e periédica em R x S2 com curvatura escalar R = 2 e bordo totalmente geodésico R x S,
para mais detalhes consulte [15].

Deve-se ressaltar que o Problema 1 esta relacionado ao estudo de rigidez/flexibilidade
das variedades semi de Sitter-Schwarzschild que aparece no excelente survey devido a
Lima [Observagao 4.8, [16]].

Desta forma em nosso primeiro resultado, estabelecemos o seguinte teorema de rigidez

local:

Teorema 1.3. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM satisfazendo R >
2 e HOM > 0. Se L € um disco minimo dois-lados de bordo livre propriamente mergulhado,
estritamente estdvel que maximiza localmente a massa de Hawking modificada, entao a
curvatura Gaussiana de L é constante e igual a 1/a? para algum a € (0,1), a curvatura
geodésica de 0X se anula e existe uma vizinhanca de L em (M, g) isométrica ao espago

semi de Sitter-Schwarzschild ((—e, e) X £,9q) para algum € > 0.
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Na segunda parte da tese, iremos abordar a surpreendente relacao entre as nocgoes
de massa e capacidade em variedades assintoticamente planas com bordo nao compacto.

Dado uma variedade (M3, g) assintoticamente plana, a massa ADM ¢ dada por

) 1 i
MaDM = rh_{lélo ﬁ JX_T(Qﬁ,J’ - Qii,i)V do,

onde {xi}1<ic3 € um sistema de coordernadas e v é vetor normal unitdrio a {|x| = r}. Se

2 = 0M, a capacidade X é definida por

cs = inf {%T JM |Vf|2da},
onde o infimo é tomado sobre todas as fungoes localmente Lipschitz tais que fx =1 e
‘Jliinoof = 0. A massa ADM ¢é um invariante geométrico associado a variedade assintoti-
camente planas, enquanto a capacidade cy é definida em termos de fungdes harmonicas
satisfazendo condicoes especificas em X e no infinito.
Um resultado seminal nessa direcao foi dado por Bray [12]. Ele demonstrou que, se

(M3, g) é uma variedade completa, assintoticamente plana, com curvatura escalar nao

negativa cujo bordo é uma superficie minima X = M, entao:

MADM = Cg,

aigualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) é isométrica a uma variedade de Schwarzschild
cujo o bordo é um horizonte, ou seja, uma esfera minima rotacionalmente simétrica. Onde

a variedade de Schwarzschild com parametro de massa m é dada por

m 4
(M3, g) = (R3\{|xr <) (1+m) 5> ,

sendo r > 0 uma constante e § a métrica Euclidiana.
Quando nao supomos a minimalidade de £ C (M, g), Bray e Miao [11] estudaram
o comportamento dessas superficies utilizando o fluxo pelo inverso da curvatura média

fraco desenvolvido por Huisken e Ilmanen [20], obtendo assim a seguinte desigualdade:

1
1 2
s> —J H%d 1.4
MADMCyx (167{ : o), (1.4)
desde que [y H? < 16m e Hy(M? Z) = 0, com a igualdade ocorrendo se, e somente

se, (M3, g) for isométrica a uma variedade de Schwarzschild cujo bordo é uma esfera

rotacionalmente simétrica com curvatura média constante e nao negativa.



Capitulo 1. Introdugao 6

Recentemente, curvas de nivel de funcoes harmonicas emergiram como uma técnica
poderosa para investigar problemas relacionados a curvatura escalar em variedades tri-
dimensionais. No estudo conduzido por Stern [39], foi revelada uma conexao marcante
entre essas estruturas e as superficies minimas anteriormente obtidas por Schoen e Yau
[36]. J& em variedades assintoticamente planas, Bray, Kazaras, Khuri e Stern [13] de-
senvolveram uma abordagem inovadora para demonstrar o Teorema da Massa Positiva,
fundamentando-se no comportamento assintotico de determinadas func¢oes harmonicas.

Nessa perspectiva, Miao em [30] estudou como determinadas fun¢oes harmoénicas po-
dem influenciar na estrutura geométrica de variedades assintoticamente planas.

Mais precisamente, Miao considerou (M3, g) uma variedade Riemanniana assintotica-

mente plana bordo fechado X, e u: M — R funcao suave satisfazendo

Au = 0 em M
u = 0 em X

u — 1 no oo,

onde u é denominada funcao capacidade em (M3, g). Além disso, pode-se provar que u

admite a seguinte expansao
u(x) =1 —cqxl™" +o(lxI™),

onde a constante c esta relacionada a capacidade de £. Em seu trabalho, Miao estabeleceu
importantes relacoes entre fungoes harmonicas e os conceitos de massa e capacidade.

Inspirado pelo trabalho de Bray [12], onde foram empregados métodos variacionais e
de monotonicidade para estudar propriedades geométricas e fisicas de variedades assinto-
ticamente planas, Miao explorou teoremas de rigidez tendo como modelo a variedade de
Schwarzschild. Dentre os vérios resultados significativos obtidos destacamos: Seja (M3, g)
variedade assintoticamente plana com bordo conexo X, curvatura escalar nao negativa e
Hy(M, Z) = 0. Se u é uma funcao capacidade de X, entao

1
Tt 1= (g vutar)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, (M, g) for isométrico a uma variedade de
Schwarzschild cujo bordo é uma esfera rotacionalmente simétrica.

Nas mesmas condic¢oes do resultado anterior, Miao provou

1
1 2
MADM o ¢ _J Hido) .
C): 167‘[}:
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onde a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) for isométrico a uma variedade de
Schwarzschild com bordo dado por uma esfera rotacionalmente simétrica. Note que o
resultado acima remove a condi¢ao [, H*do < 167t imposta por Bray e Miao em [11].

Desta forma surge naturalmente o seguinte problema:

Problema 2. E possivel obter esses resultados para variedades assintoticamente planas

com bordo nao compacto, utilizando como modelo a variedade semi-Schwarzschild?

Na segunda parte desta tese, nosso objetivo principal é apresentar esses resultados
nesse contexto. Mais precisamente, consideraremos (M3, g) uma variedade assintotica-
mente plana e conformemente plana no infinito com 0M = ZUT', onde X é uma superficie
compacta que encontra ortogonalmente I' superficie nao compacta, e 0X = 9I'. Nesse

contexto, a massa é dada por

1 .
: 1 a
MABL = lim — (gij,j — gjj,i)\’ do + JasH do s
T—00 167'[ S2 9S82
T+ T+
onde S?, é um hemisfério de coordenadas Euclidianas canonicas de raio T com vetor
normal unitdrio v apontando para fora, e u é o vetor conormal a 9S? .. Além disso, a
capacidade de L é dada de forma similar ao caso classico. No entanto, agora o infimo é

atingido por uma funcao u: M — R, satisfazendo

Au = 0 em M

u = 0 em X
%zOemF

u — 1 no oo,
onde 1 é um vetor normal unitario a I', apontando para fora.
Dessa forma, nosso primeiro resultado estabelece uma desigualdade que envolve a

funcao capacidade, a massa e a capacidade.

Teorema 1.4. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde ¥ é uma superficie compacta que encontra
ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0X = 0I'. Suponha que X seja conezxa e

Ho(M,Z) =0. SeR>0, HM >0 eu € C®(M) € uma funcdo satisfazendo

.

Au = 0 em M

u = 0 em X
g—}lL:OemF

u — 1 no oo,
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onde 1 € um vetor normal unitdrio a I', apontando para fora. Entao

1
1 2
MABL & 1 (%J |Vu|2do) . (1.5)
z

2cy

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, q) for isométrica a uma varie-
dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo € um hemisfério rotacionalmente

simétrico. Ou seja,

4
(M) = (Ri\{|x| < (140 ) 5> ,

onde r > 0 € uma constante e¢ & é a métrica Euclidiana.

Finalmente, como consequéncia do teorema acima bem como de uma série de resulta-
dos que serao apresentados no Capitulo 3, obtemos o resultado principal de rigidez para

a variedade modelo semi-Schwarzschild.

Teorema 1.5. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com oM = L UT, onde X é uma superficie compacta que encontra

ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0L = OI'. Suponha que L seja conexa e

Hy(M,Z) =0. Se R >0, H™ >0, entdo

1

2

MABL >1— (LJ HQdO_) )
C): 87T >

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,q) for isométrico a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo € um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante nao negativa.

O presente trabalho inicia, no Capitulo 2, com as Secoes 2.1 e 2.2, nas quais revi-
samos aspectos fundamentais sobre estabilidade de superficies minimas com bordo livre.
Derivamos as férmulas de variacao da massa de Hawking modificada e, inspirados pelos
argumentos apresentados em [3] e [27], utilizamos as condigoes de estabilidade estrita e
maximizante local da massa de Hawking modificada para construir em uma vizinhanca
de L, uma folheagdo composta por superficies mergulhadas de bordo livre com curva-
tura média constante (CMC). Finalmente, na Segdo 2.3, apresentamos a demonstracao
do Teorema 1.3.

No Capitulo 3, na Secao 3.1, revisamos conceitos fundamentais sobre massa e capaci-

dade. Em seguida, na Secao 3.2, exploramos a relacao entre massa e capacidade através
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dos conjuntos de nivel de fungoes harmonicas. Na Secao 3.3, deduzimos algumas desi-
gualdades geométricas em variedades assintoticamente planas com bordo nao compacto.
Finalmente, na Secao 3.4, demonstramos o teorema principal de rigidez deste capitulo no

contexto do modelo semi-Schwarzschild.



Capitulo 2

Um resultado de rigidez local do

semi de Sitter-Schwarzschild

2.1 Preliminares

Nesta segao, reuniremos alguns fatos basicos que serao tuteis para o estabelecimento
dos resultados principais. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com
bordo nao vazio 0M. Denote por R a curvatura escalar de M e denote a curvatura média
de OM por H®M | Seja £2 uma variedade compacta suave com bordo nio vazio, e suponha
que X é propriamente mergulhada em M, isto é, £ é um mergulho em M3 e 0L = X NOM.

Além disso, assumimos que X é dois-lados, isto é, existe um campo de vetores unitario
N ao longo de L que é normal a X. Fixe um campo de vetores normais unitarios X
apontando para fora em 0M, e seja v o conormal apontando para fora ao longo de 0X em
Z. Definimos A(U, V) = g(—VuN, V) como a segunda forma fundamental de X, e seja
(U, V) = g(VuX, V) a segunda forma fundamental de 9M em relagdo a —X. Dizemos
que X ¢é bordo livre se X intercepta 0M ortogonalmente. Em outras palavras, X é de
bordo livre se v = X ao longo de 0X.

Seja f: L x (—¢,€) — M uma variacao normal suave prépria de X, ou seja, f é uma

aplicagao suave tal que,

e Para todo t € (—e¢, ¢), a aplicacao fy = f(-,t) : £ — M é propriamente mergulhada

em M,

e f(x,0) = x para todo x € L;

10
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o 3f(x,0) = d(x)N(x) para cada x € L, onde ¢ € C*(I).

Agora recordamos algumas equagoes de evolucao de quantidades geométricas relevan-
tes. Para esse propodsito, usaremos o subscrito t para denotar quantidades associadas a
2 = fi(X). Mais precisamente, N denotard um campo de vetores unitario normal a X,

H; a curvatura média de L, v¢ o conormal apontando para fora ao longo de 0X; e ¢y é

a funcao em L definida por ¢y =g (ﬂ Nt).

t?
Primeiro, recordamos a variacao da curvatura média.
d _
aH(t)’ —1sb em I,

t=0 (2.1)
d _ 9
19N, X) =—5¢ +TI(N,N)$ sobre 0%,

t=0
onde Ly = Ay + Ric(N, N) +|AJ? é o operador de Jacobi de Z, Ric é o tensor de Ricci de
M e Ays é o operador Laplaciano de £ com respeito a métrica induzida de M.

Em particular, se cada L; é uma superficie com bordo livre de curvatura média cons-

tante, entao
%H(t) =Ly, em I,

(2.2)
2% =TI(N¢,N¢)by sobre 0OZX.
A primeira variacao da area é dada por
d
—|Z4| = —J Hddo —l—J dg(N,v)ds, (2.3)
dt - z or

onde H = tr A é a curvatura média de £ em M. Da equacao (2.3), segue que L é um
ponto critico para a funcional area se, e somente se, £ é minima com bordo livre. Para
mais detalhes, veja [3].

Se X é minima com bordo livre, entao a segunda variacao da area é dada por

o _L dLsdbdo + Lz (g—i) —TT(N, N)d))d)ds. (2.4)

d2
e

Alternativamente, em termos de formas quadratica, isso pode ser escrito como

d2
o/t

= 9(¢, ),
0

t=

onde a forma quadratica Q : C®(X) x C*(L) — R é chamada de forma indice de X, dada

por

$(AsP + (Ric(N,N) + [AP)P)do + LZ b (@ —TI(N, N)11)> ds. (2.5)

24 9) = - | >

pX
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A condi¢ao de Robin no bordo

9 _ (N, NG
ov

¢ uma condicao de bordo eliptica para Ly, portanto, existe uma sequéncia nao decrescente
e divergente A; < Ay < -+ < Ax " oo de autovalores associados a uma base ortonormal

de solucoes no espaco L2(M, do) para o problema de autovalores

Lsd +Ap =0 em X,

; (2.6)
9% =TI(N,N)¢ sobre 0.

Desta forma, dizemos que X é estavel se, e somente se, Q(¢p, d) > 0 para todo ¢ € C®(X),
equivalentemente o primeiro autovalor de Ly é nao negativo. Se o primeiro autovalor for
positivo, dizemos que a superficie é estritamente estavel. Portanto, se ¢ é uma auto-

fungao do operador de Jacobi associada ao primeiro autovalor do problema (2.6), ou seja,

A, ) =M (Ls) [; d*do, entao

A (Ls) L ¢%do = — L d(Asd + (Ric(N,N) + |A]P)d)do. (2.7)

Agora, relembremos a definicao da variedade modelo deste capitulo. Fixado 0 < m < ﬁg,
a métrica semi de Sitter-Schwarzschild com parametro de massa m e curvatura escalar
igual a 2 é definida como a métrica

Om = ﬁdﬂ +1%gs2, (2.8)
3 T
na variedade (r_(m),r.(m)) x S%, onde 0 < r_(m) < r(m) < 1 sdo as Unicas raizes
positivas da funcao fm (1) =1 —12—2mr—!, f,.(r) > 0 paratodoor € (r_(m),r,(m)) e
gs2 ¢ a métrica canonica em S? de curvatura Gaussiana constante igual a 1. Através de
uma mudanga de varidvel, a métrica semi de Sitter-Schwarzschild (2.8) pode ser reescrita

da forma

Om = ds? +U(S)2ggi, em [a,b] xS?, (2.9)

onde u : (a,b) — (r_(m),r,(m)) é uma funcao que se estende continuamente a [a, b]

com u(a) = r_(m), u(b) = ry(m) e $ = firu (12 > 0 em (r_(m), v, (m)). Além

disso, a fungao u resolve a seguinte equacao diferencial nao linear de segunda ordem:

1(1 —u’(s)2> B u(s).

u’(s) == s 5 (2.10)

2
Outro fato interessante é que quaisquer solugbes positivas u(r) da equagao (2.10) que

sejam definidas para todos v € R definem uma métrica rotacionalmente simétrica periddica
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go = dr? + ua(T)2953 com curvatura escalar constante igual a 2, onde a € (0,1) e uq(r)
satisfaz 14 (0) = a = minu e u, (0) = 0; para mais detalhes, veja [[34], Secao 2.1].
Finalmente, recordemos a definicao de massa de Hawking modificada. Dada uma
superficie £? compacta com bordo livre em uma variedade Riemanniana (M3, g) a massa
de Hawking modificada é definida por
mu(X) = % 2 (X(z) — 8% L <H2 + §A> d0> , (2.11)

87

onde x(X) é a caracteristica de Euler de X, H é a curvatura média de X, |X| é a drea de X

e A é o Infimo da curvatura escalar de M.

2.2 Estabilidade e férmulas de variacao da massa de
Hawking modificada

Nesta se¢ao, derivamos as férmulas da primeira e segunda variagao da massa de Haw-
king modificada. Além disso, sob a hipdtese de estabilidade estrita e maximizante local
da massa de Hawking modificada buscamos construir uma folheagao em uma vizinhanca
de X por superficies mergulhadas de bordo livre e curvatura média constante, que desem-

penham um papel crucial na prova do teorema principal deste capitulo.

Proposicao 2.1. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo
OM e curvatura escalar R limitada inferiormente. Seja L uma superficie de bordo livre,
propriamente mergulhada e dois-lados. Dada uma varia¢do normal, como definida na

secao anterior, temos que

_ 2 L HAs ddo + (m;g L(/\ _ R)Hddo

. (87)2 8m)2

]2 A (Z) 1
(SW)%L LT +2rerH2d“_’A’2 Hodo,

d
2 amH(Zt)

onde A =inf R e Kx € a curvatura Gaussiana de X.
M

Demonstra¢ao. Tomando a derivada da massa de Hawking modificada dada em (2.11)

para a variagao normal fy de X, obtemos

d LR (

2—mp(Xe)

1 1 d
= Yi)— — H? ——A|X —
dt 5 (871)% X(Z¢) J):t tht | t|) (doy)

87t 127 dt
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Z,]2 1 J d d 1 d
—_ 2H H¢)d H d ——/\ d
+ (87’()% 3 s, ot (H¢)doy + tdt( o) dt( o)
1]Z,] 2 1J ) 1 J
= —— X)) — — H ——A|X H
2(8%)% X( t) 3 . tdo't 1o |2 . tPpedoy
Ze2 | 1 )
- d)tQ(Nty vi)dsy | — T |52 QHtLth)tht - th)thdO't
o5, (8m)2 | 87 )5,
L2 A J J
+ H? Ng, ve)dse | + —— Hi¢pidoy — Ny, vi)ds
‘btg( t, Vi) dst (870)3 1om . tprdoy o5, thg( t, Vi) dsy
2%, |2 P
= | t|3 J Ath)tdo—t 2 3J' Ht(ZRiC(Ntth)+2|At’2)¢tdo—t
(8m)z Jx, (8m)z Jx,
Y. |2 5. |2
+ | t|3J Hid)td t | t|3J chbtg(Nt,Vt)dSt
(8m)z Jx, (87)2 Jox,
1| 2x(Z,) J 1|5, 2 J J 2
H dsy + = H do Hido
5 (871)% . tdrdsy 2(871)% . thrdoy . ;a0
1| 2x(Zy) J 3 ALz J
= T ASY N, vi)dsy + -—— do
5 (8m)3 aztd)tg( t, Vi) dsy 2127t(87t)§ Hipdoy
3 AL J
—_— Ny, vi)dsy, 2.12
212“(87'5)7 o5, ¢t9( t, Vi) dst ( )

onde usamos as seguintes identidades

d )

aHt = Az, ¢+ Ric(Ng, Ny + AP by
d
a(dct) = —¢Hidoy + deg(Ny, ve)dsy.

Por outro lado, pela equacao de Gauss, temos que
2Ric(N¢, Ny) + 2|A* = R — 2Ky, + HZ + |A %, (2.13)

donde substituindo em (2.12), tem-se

d 2|>: 2 |2
2—mp (LX) =— tg J H{Az, ¢idoy — : 3J H¢ (R — 2Kz, + HZ + [A*)dprdoy
dt )2 (8m)2 Js,
l Z _ 1
SJ (H? + AH,) d)td(ft—i——|( t');J th>td<ytJ H2do,
Pt
uzr x(Z t)J |2 J 2
Ed AU Y dydoy — A+H N d
T2 (map Jp, bdoem o | (AT HD) dig(Ne v ds,
1|2 J
— T Ny, vi)dsy. 2.14
9 (87’[)5 . d>t9( t t) t ( )

Considerando a avaliagao em t = 0 e sabendo que X é uma superficie de bordo livre,
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obtemos a expressao desejada

d 2|>:|%J |Z)3 J
2 —mu (X = — HAs ddo + A —RJHbdo
dt H( t) o (8“)% s Zcb 87'[% }:( ) d)
Z|2 J { dx(Z) 1 J ) 2}
+ - 2Ky — + H“do — |A|“| Hddo.
st ) 2T T Tam, AFT| He

O

Para a prova da féormula da segunda variacao da massa de Hawking modificada, é
crucial recordar a primeira variagao do operador de Jacobi cuja prova pode ser encontrada

em [27]. Denotemos por Ly, o operador de Jacobi associado a .

Proposicao 2.2 ([27], Proposic¢ao 6.2). Para cada fungio P € C*®(X), temos:

d
Le(00 = Lx | b =209(A, Hessp) + 2g(A, Hess) — 20w (Vi) — 20w(Ve)
+ ¢g(VH, Vip) — Hg(Vip, V) + 2A(V, Vip) — Pdivs (divs w) — ¢ppHKz

+ ¢WHRic(N, N) + dYHIAP + A A A K + GPRinN; A
onde w € a 1-forma em L definida por w(X) = Ric(X, N).

Agora, seguindo o procedimento adotado em [27], apresentaremos a férmula da se-

gunda variacao da massa de Hawking modificada, que pode ser expressa da seguinte

forma:

Proposicao 2.3. Sob as condigoes da Proposicao 2.1. Se ¥ C M ¢é um ponto critico da

massa de Hawking modificada, entao

d2
2 @mH(zt)

_3m P9z /
o 4lZP (L H(de') L((LZ(D) + HL: (0)p)do

(87)2

Ll® J (H? + /\ J(dLsd — H$?)do +(| l)J H2pLsdpdo
)

J(chcb H2? — divs (VxX))do
>

2IXI
bk , 2. (3
TH LZ(H * 3/\) (a (N, VnX )d>) dds
my(X)

o
25| . (a_v —g(N, VNX)(D) bds,
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Demonstracao. Vimos na Proposicao 2.1 que a primeira variacao da massa de Hawking

modificada é dada por
d 1|52 d 1 , 2
2— ) == i) — — H: + -A
GmnE) = 5t | o (xmo - o | (M5 ao

1
0\ 1J d 1J , 2\ d
POV A on, LS Hpde — — | (H242A) 2 .
* <8n o cgettdon =g | (Mot gn ) ggldod)

Derivando a expressao acima, temos que

2 & nlzy) = —}l'éT'[) (. %(dot)y (xzo—g | (Hi+3a)an)
+ %% L ;—;(dm) (X(zt) - Sin L (Hi + §A> d0t>
- 'é“)j J di( o0) (L 2Ht§ (Hodoy + Lt (Hf 4 §A> %(dot))
BT i g ) o

d
d_
1 |Z,2 d 2 d2 d d
L (J 2(dt(Ht)> th+J 2H,— (Ht)d0t+J 2H; — (Hy)— (doy)
pas It
Hy

87t (871) 2 dt? s dt dt
d d 2 d?
2Hy — —(d HZ +ZA d .
# | 2rgimogias+ [ (3] gptan)

Usando o fato de que a férmula da segunda variagao do elemento de drea é dada por

:J (—(])L;;(b+H2(l)—Hdiv>;(VxX))dG+J (g—d)—ﬂ(N N)d))(])ds.
b3 oz V0V

i 2 . ~
Assim, calculando %mH(Zt) em t = 0 obtemos a seguinte expressao

& (D) ’
2 @mH(Z J o 4ZP (_L Hcl)d0+LZg(X,v)ds)
+ mu(L) J (—bLd + H2d? + divs (VxX))do
212 s
my(X) o
TR Lz (E_Q(N’VNXW) bds

=2
o O R R

— J (H* + 2/\)Hq>dcr+J (H* + 2/\)g(x,«v)ds>
z 3 o 3

iz
+ 28 (L Hodo — Jaz g(X,v)ds> (L 2HLpdo

(H? + g/\)g(X, v)ds)

— L(H2 + g/\)thdGJr LZ
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- o (J ((L)" +2HL'(0)d _4H2¢L¢)dG+J 4HL<I>9(X,v)dS)
(87’()2 5 .
Mg 2 .
BCRE J (M2 + SA)(=0Ld + H2¢* + divs (VxX))do
(87)2 Jx 3
_ bag 2, 2 (a_v - )
(87)3 Jaz(H +3A (35 ~ 9N VaX)d | dds.

Como X é um ponto critico para a massa de Hawking modificada, entao

mp () B —|Z|%
25| (L Hd)dG—LZg(X,v)ds> = (87{)%

+ JaZ(H2+%\)g(V,X)dS].

H 9HLs pdo — L(H2 n %\)Hd)dcr

Assim, a partir da igualdade acima, considerando que em t = 0 a superficie £ é de bordo

livre, teremos

2 (f_;mH(Zt) = _311;'(22) (L Hdadcr)2 — é'il)lg JZ((LZq;)? +HLL(0)d)do
|Z|)2§J A)(dLsd — H*p?)do + ?'ZEJ H2pLsdpdo
N 2&? L(‘PL ¢ — H*¢* — divs (VxX))do
. |zr EE 4200 (32— ot 910 o
z|):|Z [ (52 otn.vaxio) gas.

]

Proposigao 2.4. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM satisfazendo
R>2eHM > 0. Se L € um disco minimo dois-lados de bordo livre, propriamente mer-
gulhado, estritamente estdvel, que mazimiza localmente a massa de Hawking modificada,

entao
27

ML) + 17

onde A (Lg) € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso, ao longo de X,

X =

tem-se A = 0, R = 2, Ric(N,N) = —A{(Lg), a curvatura Gaussiana Ky = %, e a
curvatura geodésica e HO™ sdo nulas ao longo de 0X. Em particular, £ é um hemisfério

com a métrica redonda.
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Demonstracao. Uma vez que L é estritamente estavel, temos que Al(Lz)fz ¢?do <

Q(¢, ¢) para qualquer funcao suave ¢ em X. Escolhendo ¢ = 1, obtemos

AM(Ly)|Zl < —J (Ric(N,N) +|AP) dO‘—J TT(N, N)ds. (2.15)
ba Gpa
Segue da equagao de Gauss que
R Al?
Ric(N,N) +|A* = §—Kz+% >1—Kg,

onde na ultima desigualdade usamos que R > 2.
Assim, usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o fato de que H*™M = kg +TT(N,N) ao

longo de 0X, deduzimos

(14+ A (L)) < JK;dG—J TT(N, N)ds
b oz
= 27‘[—J (kg +TI(N,N))ds
oz
= 27‘[—J H°Mds,
Gpa

onde kg denota a curvatura geodésica de 0X em X. Uma vez que por hipétese HoM > 0,

temos que
27t

AM(Lg)+1

Além disso, se a igualdade ocorrer, todas as desigualdades acima devem ser igualdades.

5l < (2.16)

Consequentemente, Q(1,1) = A;(Lg)|Z|, £ é totalmente geodésica, R =2 ¢ H'™M =0 ao
longo de X. Assim, segue de Q(¢, d) = Ai(Ls) [y d?do para qualquer ¢ € C*(X) que

F(¢,h) = Q(dp, h) — Ay (Ls) L ¢hdo,

satisfaz F(d,p) > 0 e F(1,1) = 0 para todo ¢ € C®(L). Ao mesmo tempo, verifica-se
facilmente que F(1, ¢) = 0 para qualquer ¢ € C*(X). De fato, dadost € Re ¢ € C®(X),

temos que

F1—-¢,1—td) = F(1,1) —F(1,td) — F(td, 1) + F(td, td)
= t°F (P, d) — 2tF(1,d) >0, (2.17)

como, F(P, d) > 0, entao F(1,d) = 0 para cada ¢ € C*(X). Dali, segue que

0=7(1, ) :—J

(Ric(N,N) +7\1(Lz))¢d0—J TN, N)pds.  (2.18)
>

0x
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Isso nos permite concluir que, ao longo de X, Ric(N,N) = —A;(Lz), TI(N,N) =k4 =0 ao

longo de 0X. Além disso, da equacao de Gauss segue que a curvatura Gaussiana Ky = ff“
Finalmente, derivamos a desigualdade inversa em (2.16); usando o fato de que X

maximiza localmente a massa de Hawking modificada na Proposicao 2.3, ou seja,

_2ER JZ(qu»)?do— (m”m _ AzP )L Lsbdo

(8m)2 27 3(8m)}
_(AElE () W0
(3(8n)3 25| ) LZ (ay (N7VNX)¢) bds.

Além disso, substituindo na ultima desigualdade a autofuncao associada ao primeiro au-

tovalor do problema (2.6) satisfazendo [, ¢p*do = 1, teremos

my(Z) 4|z
A(Ls) — —— A (Ly) <0,
AL e

21%|3
(87)3

AM(Ls)? +

usando a definicao da massa de Hawking modificada, concluimos que
(87t — 4IZ)A1 (L) <412 (Lg)?,

e, uma vez que A;(Ls) > 0, inferimos

o que conclui a prova da proposicao. O

O préximo resultado é um passo crucial na prova do resultado principal. Sua prova é
inspirado em argumentos utilizados em [27] e [3]. Pode-se construir uma folhea¢ao Z(t)
em uma vizinhanca de Z tal que Z(t) seja uma superficie de bordo livre e tenha curvatura

média constante.

Proposicao 2.5. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM satisfazendo
R>2eH™M > 0. Se L ¢ um disco minimo dois-lados, propriamente mergulhado, com

bordo livre e estritamente estdvel, satisfazendo

27

S=—
A Wi

Entao existe € > 0 e uma funcdo suave w: (—e, e) X £ — R tal que

Iy = {exp, (1(t,x)N(x));x € L}
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¢ uma familia de superficies de bordo livre com curvatura média constante e N € o campo

vetorial normal unitdrio ao longo de L. Além disso, as sequintes propriedades sao vdlidas:

ou
= _— e — d =
w(0,x) =0, T (0,x) =1 e L(u(t,x) t)do =0

para quaisquer (t,x) € (—e,e) X L. Em particular, existe € > 0, tal que {Zi}te(—ce) €

uma folheacao em uma vizinhan¢a de Lo = X em M.

Demonstracao. Se N é campo vetorial normal unitario a X, e seja X o campo vetorial
normal unitario a 0M que coincide com o conormal externo v de 0X.

Para uma funcao u € C**(X), 0 < « < 1, definimos £, = {exp, (u(x)N(x));x € L}.
Note que X, é uma superficie propriamente mergulhada quando |[ulls,« ¢ suficientemente
pequeno. A seguir, consideramos os espagos de Banach Z = {u € C**(X); [, udo = 0}
eY={ue C(L);[;udo = 0}. Dadas ¢,& > 0 suficientemente pequenos, definimos a
aplicacao Y : (—e,e) x (B(0,8)NZ) — Y x CH*(9X) por

1
Y(t7u) = <Hzt+u - EJ qu+t dG? g(NZu+t7 qu+t)) 9
>

onde B(0,8) ={u € C**(X);|lulls,o < &}, Hs,,, e Ns,,, denotam a curvatura média e o
campo vetorial normal unitario de X ¢, respectivamente, e Xz . denota a restricao de
Xaolyt.

Note que Y'(0,0) = (0,0), pois £ = L. Pela Proposigao 2.4, o operador de Jacobi de
Y é dado por Ly = Ay — A{(Ls).

Consequentemente, para cada v € Z, usamos (2.1) para obtermos

da
ds
d

DY(0,0) -v =

Y(0, sv)

s=0

1
Hy,, — —= | Hgz.,d N X
s—0 ( Zsv |Z| JX Zsv G’ g( Zsvo st))

1 A(L 0
= (sz——J Asvdo + 1 Z)J vda,——v)
s 1Z] s v

:(sz—xl(Lz)U—iJ vy av).

2] Jos OV > Tov

Agora, afirmamos que DY (0, 0) é um isomorfismo quando restrito a 0 x Z. Para provar
isso, basta mostrar que existe uma tunica fungao @ € Z que resolve o seguinte problema

como condicao de bordo de Neumann

As@ — A (Lg)o =f+ ‘—g Jorzds em I,

(2.19)
%—‘5— =z sobre 0ZX,
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para quaisquer f € Y e z € CH*(9X). Para tal, basta aplicar [[23], Teorema 3.2] ou [[32],
Teorema 3.1] para resolver o problema (2.19).

Consequentemente, podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita para concluir que,
existem ¢ > 0 e (t,u(t)) € (—e, &) x B(0,8) tal que u(0) =0 e Y(t,u(t)) = (0,0) para

qualquer t € (—¢, €). Mais precisamente, as superficies

Lerurr) = {exp ((t+u(t)(x))N(x));x € 2}

sao superficies de curvatura média constante com bordo livre.

Prosseguindo, é facil ver que a funcao suave p: (—e, ¢) x L — R definida por u(t,x) =
t 4+ u(t)(x) satisfaz p(0,x) = 0 para cada x € L e [;(p(t,x) —t)do = 0 para cada
t € (—¢, ¢). Daqui, segue que

ou B
L a(o, Jdo =1|X|. (2.20)

Além disso, uma vez que Lt ) ¢ uma superficie de bordo livre e curvatura média cons-

tante (CMC), temos que
1

E JZ Hu(t’.)dG.

Assim, ap6s a diferenciacao em t = 0 e usando (2.2), deduzimos

L (a—“(o,~)) _ %L(A (L) 20, do

3t
1 0 ): a}i
b Jaz av( ) |zr L ot (0 )do

0 [0u
a<a(0,-)>_0 sobre 0L,

Hyuge,) =

uma vez que, pela Proposi¢ao 2.4, TI(N,N) =0 em Z. Disto, e por (2.20), segue que

Ls (§5(0,-)) =Ls(1) em Xy,
2 (%(0,-)) =0 sobre 0ZL;.
Dali, temos que 3 (O x) = 1 para cada x € X, o que conclui a prova da proposicao. O

Para as provas que se seguirao, usamos a Proposicao 2.5 para definir a aplicacao
fi : X — M por fi(x) = exp, (1n(x,t)N(x)) para cada t € (—e, ). Seja N¢(x) o campo
vetorial normal unitdrio ao longo de X, de modo que Ny(x) = N(x) para todos x € Z,
e denotemos do; e dsy como os elementos de area de X; e 0L, respectivamente, com

relacao a métrica induzida por fy.
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Além disso, seja H(t) a curvatura média de £ com respeito a v¢, bem como a funcao

de lapso pt : £y — R, que é definida por

oulx) = (M) 1)),

para cada t € (—¢, ¢). Consequentemente, uma vez que {Z;} é uma folheacdo de X por

superficies de bordo livre e CMC, segue de (2.1) e (2.2) que

H/(t):Ltht em Zt,
90r = g(Ny, Vi, X)pe sobre 3Ly,

ov

(2.21)

-+

onde Ly, é o operador de Jacobi associado a superficie X;.
Da Proposicao 2.5, é facil verificar que py = 1. Entao, usamos a Proposicao 2.4 e

(2.21) para concluir que

% _H =L = ALz <0 (2:22)

Isso implica que podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo que H(t) > 0 para
t € (—¢,0) e H(t) < 0 para t € (0, ¢), portanto H é uma funcao decrescente em t. Para
provar o Teorema principal, precisamos fornecer a monotonicidade da massa de Hawking

modificada ao longo dessa folheacao. Este é o contetido do seguinte Lema.

Lema 2.1. Seja {Zi}x uma familia de superficies obtidas na Proposi¢cio 2.5. Entdao

J (Ric(N¢, Ni) + [A¢*)pedoy = EJ (Ric(N¢, Ni) + [A¢[*)doy + H'(1)0(t, %)
Xt

Iy

[ Ve _
+ PtJ —th doy + th
5. P

t [P

Q(Nt, VNtX)dSt - J (Atht)dGh

It

onde Py = ﬁ fzt pidoy e 0(x,t) € uma funcdao nao positiva.

Demonstracao. Como py = 1, por continuidade podemos assumir py > 0 em uma vizi-
nhanca de t = 0. Assim, multiplicando a equagao (2.21) por 1/p; e integrando sobre Xy,

concluimos que

1 A
H/(t)J —th = J f)tpt th +J (RiC(Nt, Nt) + ’At’2)d0—t
Zt t Zt

10 Voel? .
J —ﬁdst+J @doﬁj (Ric(Ng, Ny) + A %) do.
ox, Pt 0Vy 5. P b
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Multiplicando a ultima equagao por py = ﬁ fzt ptdo; e subtraindo-a da integral da
equagao (2.21), encontramos:

_ 1 L 19 B Vo, [2
H/(t) (th —dO‘t - |Zt’) = tJ _ﬁdst ‘I’ th | p2t| do_t
P 0X, Pt th pas i

+mj (Ric(Nt,NtMAtP)dot—J As.pido,
P Tt

_ J (Ric(Ng, N + A P)oudor,
pan

Dai, segue de g—si = g(Ny, VN, X)pt que:

J (Ric(N¢,Ny) + [A¢*)prdoy = EJ (Ric(N¢, Ny) + |A¢*)do, + H'(1)0(t, x)
P

Iy

[ Ve _
+ PtJ 2t do + th
Ty

t [P

g(NtathX)dst _J Aztptdo-tu

P
onde 0(t,x) = |X| — Ej}_t idct ¢ uma funcao nao positiva. Isso conclui a prova do

Lema. O

2.3 Rigidez local de discos minimos com bordo livre
em variedade com bordo médio convexo

Nesta se¢ao, demonstramos um teorema de rigidez local, que representa o resultado

central deste capitulo.

Teorema 2.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo OM
nao vazio satisfazendo R > 2 ¢ HOM > 0. Se £ ¢é um disco minimo dois-lados de bordo
livre propriamente mergulhado, estritamente estavel que maximiza localmente a massa de
Hawking modificada, entio a curvatura Gaussiana de ¥ € constante e igual a 1/a® para
algum a € (0,1), a curvatura geodésica de 0% se anula, e existe uma vizinhanca de £ em
(M3, g) isométrica ao espago semi de Sitter-Schwarzschild ((—e,€) x Z,gq) para algum

e >0.

Demonstragdo. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana e ¥ C M uma superficie de
bordo livre sob as hipdteses do enunciado. Como consequéncia das Proposigoes 2.4 e
2.5, o operador de Jacobi de £ é dado por Ly = A — A{(X), e existe uma familia de

superficies de bordo livre com curvatura média constante {X}j<. em uma vizinhanca
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de £ = Xy. Assim, podemos usar a Proposicao 2.1 e a primeira variacdo da massa de

Hawking modificada, para inferir

2—mp (LX) = —< -1 —— Hi + -)do Hipidoy — Vi, X)ds
at H(Z¢) 5 (8m)3 Zt( t 3) t . tPtA0¢ o5, ptg( t, X)dsy

’Zt’§ 1 . 2
+ (8m) 3 [2Ht(Atht + Ric(N¢, Ny)pe + Ayl Pt)} do
Tt
1 4 1 4
+ 8_71,[ (H%+§)Htptd0-t_8_7_[‘[ (H%‘f’g)Ptg(Vt,X)dSt)
Zt azt
Pk Art 3H?
= |—t|3Ht|:__J' ptdo_t+ ( t + 2 J ptht—2J AztptdO‘t
(87)2 el Js, 2 zt b

— 2| (RielNUNY +APIpidor
¢

onde, na ultima igualdade, usamos que {Z}; é uma familia de superficies de bordo livre
com curvatura média constante.

Em conjunto com o Lema 2.1 e (2.13), observa-se que

d _ ST, (3H o [ (R .
2—my(Zy) = —=H |:47Tpt —( = +2 ) [Zlpe +20¢ | (Ric(Ng, Ni) + [A¢l")doy
dt (871)2 2 5,
/ J— |th|2 J—
+ 2H/(1)8(t, x) + P “do + 200 | g(NG, thX)dst}
5. Pt P
5.3
= ’—J‘LHt [4NE—QEJ Ky, doy +EJ (R—2)do +2H'(t)0(t, x)
(87[)2 Zt Zt

I 2 H% J— |th|2 __
+ Pt A" — - )doe+pr | —5—dow+2py g(Ny, VNtX)dSt]7
b 2 5. Pt P

e, portanto, ao utilizar a identidade H°M = kg+TT(N¢, N¢) e o Teorema de Gauss-Bonnet,

obtemos
d ZedE oM _ ,
2C (L) = — " H, [zpt HOMds, + o7 | (R—2)do, + 2H'(1)6(t, x)
dt (87)2 ) .
_ H? [ Ve
+ th (lAt’2 — Tt) do + th #dﬁt]. (2.23)
Zt Zt pt

Uma vez que po(x) = 1 para todo x € L, podemos escolher ¢ > 0 suficientemente
pequeno de modo que p¢(x) > 0 para cada x € Ly e t € (—¢,¢). Assim, basta usar
H°M > 0 juntamente com R > 2 e que a funcao H’(t)0(t, x) é positiva para concluir que

Z%ﬁiH(Zt) >0parate[0,¢e)e Q%ﬁH(Zt) < 0 para t € (—¢,0]. Isso implica que

mu(Ze) > mp(X),
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para todo t € (—¢, ¢). Consequentemente, levando em conta que £ maximiza localmente
a massa de Hawking modificada, concluimos que %ﬁlH(Zt) = 0. Isso garante imediata-
mente que L; é umbilica, R = 2 ao longo de Z;, e H°™ = 0 ao longo de 0Z;. Entéo,
usamos (2.23) para concluir

EJ |th|2
2 Js, 2

Py

doy + H'(1)0(t,x) =0

para cadat € (—¢, ). Por outro lado, a partir de (2.22) e do Lema 2.1, temos H'(t)0(t, x)

WV

0, o que permite concluir que py = 1 para todo t € (—e¢,¢). Portanto, f(x,t) =

exp, (tN(x)) define uma isometria entre £ x (—¢, ¢), e uma vizinhanga de X tal que a

métrica é dada por g = dt* + gs,, onde g5, ¢ a métrica induzida pela isometria f.
Agora, basta aplicar o Teorema 3.2 em [8] para concluir que

0
— =—H
atgzt t95,

onde usamos py = 1, H¢ é constante e X é umbilica para todo t € (—¢, €).

Consequentemente, gy, = uq(t)?gg2 paratodot € (—¢, ), onde uq(t) = ae 3 JoH(s)ds

2 _ |zl
ea’=-.

Portanto, a métrica induzida pela isometria f(x,t) = exp, (tN(x)) implica que g =
dt? —I—ua(t)Qggi em X X (—¢,¢e). Além disso, é facil ver que a fungao uq(t) é uma solucao
de (2.10). De fato,

ul(t) = —%{ua(t) + HI%ua(t).

Veja que, como H'(t) = Ly, pt, pr = 1, temos que

) H?
H; = As,pt + (Ric(N¢, Ny) + ?)Pt

H2

— RiC(Nt,Nt) + Tt
R H2 H?2
N 4 M M
5 T tmt gt
R 1 +3H%
2 Uq(t)? 4’

onde acima usamos a equagao de Gauss (2.13) e o fato que gy, = ua(t)zggi implica

Ky, = m, donde temos

2
ul(t) = —u“;t) + 2u1 Ol %ua(t)

_1 (1 —ué(t)z) ~ Uq(t)

2\ ug(t)
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Pela unicidade da solugao da EDO, concluimos que g é exatamente uma métrica de semi

de Sitter-Schwarzschild em X x (—¢, ¢). Assim, a prova esta concluida. m

Destacamos que o Teorema 2.1 é uma versao de bordo livre dos resultados de Maximo
e Nunes [27]. Além disso, uma observagao relevante é que a métrica g, definida em (2.9)
converge para a métrica produto dr? + gsz em R X S? quando a — 1. Assim, pode-se
verificar facilmente que Zy = {0} xS% ¢ um disco minimo estritamente estével (na verdade,
totalmente geodésico) de drea 2ma® em (R X S2, g ), para cada a € (0,1). No entanto,
na métrica produto dr? + sz, ou seja, no limite em que a — 1, X, ¢ apenas estavel e
nao estritamente estavel. Consequentemente, nosso teorema fornece, de certa forma, uma
generalizacao do teorema devido a Ambrozio [3].

Finalmente, concluimos este capitulo com um resultado que indica que certos slices

da variedade semi de Sitter-Schwarzschild sao maximos locais da massa de Hawking mo-

dificada.

Teorema 2.2. Seja L, = {r} x S uma slice da variedade semi de Sitter-Schwarzschild
(R x S%,gm). Entdo, existe um ¢ = e(r) > 0 tal que, se L C R x S2 € um disco dois-
lados de bordo livre propriamente mergulhado, que € um grdfico normal sobre L, dado por

$ € C2(Z,) com ||llc2(s,) < €, entdo tem-se:
(i) ou mu (L) < mu(L);
(ii) ou X € um slice X para algum s.

Demonstragio. Para comegar, seja (M = R X §2,gy,) 0 semi de Sitter-Schwarzschild
com parametro de massa m > 0. Agora, considere a variedade dobrada (M,ﬁm) de
(M, gm) ao longo de 0M. Mais precisamente, M =M x {0,1}/ ~, onde (x,0) ~ (x,1)
para todo x € OM, e gm(x,j) = gm(x) para todo x € M e j = 0,1. Uma vez que
OM =R x S! é totalmente geodésica, segue que (ﬁ, gm) é uma variedade Riemanniana
C™ e que (M =R x §%,g,n) é um de Sitter-Schwarzschild.

A seguir, suponha que £ é um gréfico normal sobre a slice £, = {r} x S dado por
¢ € C*(Z,) com [[Ppllc2(s,) < €, que encontra OM ortogonalmente. E facil verificar que a
massa de Hawking modificada satisfaz my(X,) = m/2 para qualquer slice de M e TC M,
o dobro de X, é uma superficie fechada dada como um gréfico sobre o slice T, = {r} x S?

que satisfaz |§|§m = 2|X]g,. e |§r|§m = 2[L,|g,.. Isso implica que my(Z) = 2my(X)
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e mpu(L,) = 2my(Z,), onde my () e my(-) representam, respectivamente, a massa de

Hawking e a massa de Hawking modificada. Assim, basta aplicar o Teorema 1.2 em [27]

para concluir que se tem ou my(X) < my(Z,) ou T ¢ uma slice I para algum s. Segue

que
(i) ou n () < (L)
(ii) ou L é uma slice s para algum s,

0 que termina a prova do teorema.



Capitulo 3

Massa e capacidade de métricas

Assintoticamente planas

3.1 Preliminares

Nesta segao, reuniremos alguns fatos basicos que serao tuteis para o estabelecimento
dos resultados principais. A massa ADM, definida em [4], estd relacionada a teoria de
superficies minimas e a geometria de curvaturas escalares, conforme evidenciado pelos
trabalhos fundamentais [35] e [36]. Os teoremas desses trabalhos afirmam que, para
uma variedade assintoticamente plana com uma taxa de decaimento relativa a métrica, e
curvatura escalar nao negativa, a massa ADM sera nao negativa. Além disso, o espaco
Euclidiano é a tinica variedade com massa nula. Este resultado foi estendido por Almaraz,
Barbosa e de Lima [2] para variedades assintoticamente planas com bordo nao compacto.
Nesse trabalho, os autores introduziram a nocao de massa nesse contexto, sugerida por
F. C. Marques.

A partir deste ponto, introduziremos o conceito de variedade assintoticamente plana,
que sera utilizado ao longo deste trabalho. Grosseiramente falando, variedades assinto-
ticamente planas sao variedades Riemannianas que, fora de um conjunto compacto, sao
difeomorfas ao complemento de uma bola fechada centrada na origem em R3 | cuja métrica

se aproxima da métrica Euclidiana no infinito com determinada taxa de decaimento.

Definigao 3.1. Dizemos que (M3,g) € uma variedade assintoticamente plana de ordem
1 -y - .
T > 5 com um fim se existirem um compacto K C M e um difeomorfismo @ : M\ K —

R? \ Bg(0), tais que, nas coordenadas induzidas por @, denotadas por x = (x',x*,x?),

28
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temos

gij = 0y + 03 com 0y = Oa(r77), (3.1)

onde & é a métrica canénica do R?., ou, equivalentemente,
’O'ij| + T|aO'i]'| + T2’620'1j| =0 ).

Aqui, x| =71 e 0 denota as derivadas parciais em R3. com respeito ao sistema de coorde-

nadas X', conhecido como sistema de coordenadas admissiveis.

Agora enunciamos a definicao de massa introduzida por Almaraz, Barbosa e Lima em

2].

Definigao 3.2. Se (M3, g) ¢ uma variedade assintoticamente plana com bordo nao com-

pacto, entao sua massa ¢ dada por

. 1 i a
magr = lim — {J (94,5 — G55,1)V dU‘l‘J Jasht de} ;
s

oo 1670 { sz, 252,

onde S2, C M ¢ um hemisfério de coordenadas Fuclidianas canodnicas de raio v com
normal unitdria exterior v, e w € o co-normal a 39S, em OM. Se a curvatura escalar

Ry € LY(M) e curvatura média Hy € L'(OM), entdo a massa ABL estd bem definida.

Neste capitulo, consideraremos variedades conformemente planas no infinito, cuja de-

finicao é dada por:

Definigao 3.3. Dizemos que (M3,q) € uma variedade conformemente plana no infinito,

quando existirem X C M compacto e f > 0 funcdio suave tais que g = '8 em M\ K.

Um aspecto interessante a cerca de métricas conformemente planas foi demonstrado
por Almaraz, Barbosa e Lima que, dada uma variedade assintoticamente plana, sempre é
possivel encontrar uma métrica assintoticamente plana que seja conformemente plana no

infinito e massas suficientemente proximas. Mas precisamente

Proposigao 3.1 (Almaraz, Barbosa e de Lima, [2]). Seja (M3, g) uma variedade assin-
toticamente plana com decaimento T, onde T > 1/2, e suponha que Rg > 0 e Hg > 0.
Entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe uma métrica assintoticamente

plana g com decaimento T — € satisfazendo:

(1)) Rg=0eHg >0, comRg =0 e Hg =0 prozimo do infinito;
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(ii) g € conformemente plana prozimo do infinito;
(i) ImapL(M, g) —mapL(M, g)l < e.

Além disso, diversas outras pesquisas exploram variedades assintoticamente planas
com essa propriedade, como os trabalhos de Yao e Mazurowski em [28] e de Freire e
Schwartz em [17].

Agora, introduziremos uma classe especial de superficies que, no infinito de uma vari-
edade assintoticamente plana (M3, g), apresentam caracteristicas quase hemisféricas re-
dondas. Vale destacar que Shi, Wang e Wu, em [38], estudaram o caso de superficies

quase redondas. Iniciaremos com a seguinte definigao.

Definicao 3.4. Seja {Z,} C M3 uma familia de superficies que sao topologicamente he-

misférios com r = mizn r(x). Dizemos que {£.} € uma familia quase hemisférica re-
XE2y

donda, quando r tende ao infinito se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. |A|+1[VA| < Cr 17,

2. maxr(x) < Cmin r(x) + C,
xX€Xy XEX,

3. diam(X,) < Cr,

4. Area(Z,) < Cr2.

Onde C € uma constante independente der. diam(Z,), V e |-| denotam, respectivamente, o
diametro da superficie, derivadas covariantes e a norma com respeito a métrica induzida
por g. T(x) é a distancia de x a algum ponto fito em (M3,g), A € a sequnda forma

fundamental de Z, em (M3, g), e Aéa parte de trago nulo de A.

Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana com OM = ZUT, onde £ é uma
superficie compacta que encontra ortogonalmente I" superficie nao compacta, e 0X = ol".

A capacidade, também conhecida como L? capacidade, de £ ¢ definida por

. 1 9
¢y = inf {E{ JM \4i d(r} , (3.2)

onde o infimo é tomado sobre todas as fungoes localmente Lipschitz tais que fizx =1 e
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‘ llim f =0. E sabido que, o infimo é atingido por uma funcao u € C*(M), que satisfaz
X|—00

Au = 0 em M

u = 0 em X

(3.3)
g—uZOemr
n

u — 1 no oo,
\

onde n é um vetor normal unitario a I', apontando para fora. Para detalhes sobre a prova

de existéncia e unicidade de u, consulte a Proposicao 1.4 de [21].

Figura 3.1: Figura adaptada de [25].

Agora, note que a hipotese % = 0 ao longo de T', implica que cada Xy = {x € M |

u(x) = t} curva de nivel tem bordo livre em T.
Com efeito, sejam as bases ortonormais {N, v} e {n, v} conforme a Figura 3.1, entao

temos que

1N = (cosO)N + (send)v
v = —(senB)N + (cosd)v,
onde cos® = g(N,n) ao longo de 0X;. Considerando que N = % e g—ﬁ = (0 em OM,
temos que g(Vu,n) = 0. Isso implica que g(N,n) = 0. Assim, pelo sistema apresentado,
conclui-se que cos® = 0, o que leva a 0 = 7 pois 0 € (0,7). Além disso, segue que n = v
ev=—N.
Em seguida, provaremos um lema que serd fundamental na prova de quase todos os

resultados deste capitulo.

Lema 3.1. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente plana
no infinito com T € (%, 1). Seuw: M3 — R € uma solugao do problema (3.3), entdo existe

uma constante ¢ > 0, tal que em coordenadas Fuclidianas

ux) =1— = + 0y ),
x|
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para x| suficientemente grande.

Demonstracao. Considere w = 1 — u, denote por A, o Laplaciano Euclidiano. Defina

P=ar ! —1r1"¢ onder =[xl e a,e > 0. Entao,

o ax) x)
oY _ %
O ME +( +€)| +e
e
Rl x x 84
=3 —(1+e€)(3+e¢ —a—L 4 (1+e
g =~ 1+ OB e —agp (Lt i
Assim,

I UGS
Agll) - \/gaxi (\/59 ]an>

L 0% 1 0 oy 0W
— Y — i) 2
9 axion * V9 0xt (Vag™) oxJ
R L% 1 9 9 L\ o
ij ij 1) _ 1 T
2 x| 0 axiox <\/_ oxt (Valg” + oxt (9 )) oxJ
o* 0P
— ij st
Ach+o Ox10x] ki 0xJ

= —(14+e)B+e)r?4+0r 3, (3.4)

onde 0% = 0(r™) e k; = J55% (v9) 97 + 5% (97) = 01+~ 7).
Escolha ¢ < T tal que Agp < 0 em R3 \ Bg,(0) e Ry > 0 independa de a. Uma vez

que, g = v15, onde § é a métrica Euclidiana, temos que

o, o
ang a(_e3)

Assim, 1 satisfaz o seguinte problema

=0 em OR? \ Bg,(0).

Agp < 0 em R?\ Bg,(0)

0
% = 0 sobre 9R3 \ Bg,(0).

Seja & > 0 tal que w < 5 em R3 NS (0). Afirmamos que w < 8 para todo x € R3 \
Bg,(0). Suponha por contradi¢ao, que exista xo € RiﬂSil(O) tal que w(xg) —dP(xg) > 0.
Tome € = w(xg) — 0P (xp) > 0. Como w — 0 no oo existe Ry > Ry tal que w < € + &)
em R3 N 8%2(0). Assim, w < e + 5 em R N (S%O(O) U 8%2(0)). Note que, no conjunto
Q =R3 N{Bg,(0) \ Bg,(0)} temos o seguinte problema

Aglw—=0p—€) > 0 em Q
o(w—0p —¢)

= 0 sobre {x3=0}NQ.
on
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Pelo Lema de Hopf, w— 8 — € tem um ponto de maximo no interior. Dai, pelo Principio
do Méximo Forte w — 81 — € = constante em Q, contradigao pois para todo x € R3 N
(S§,(0) USE, (0)), (w—8h—e)(x) > 0= (w—]p—e)(xo). Portanto temos uma barreira

para w e além disso pelas estimativas de Schauder, Teorema 6.2 em [19],
Wl < Cixl™,  ow] < Cix[72, 0dw] < Clx| ™,

Estendendo w suavemente ao conjunto R? N Bg,(0), obtemos w definida em R? , satisfa-

zendo
Acw = f em Ri
ow
30, = 0 sobre oR3

com f = O(r377) por (3.3) e (3.4). Seja G(x,y) = |[x—y[ ' —|x—y|~! a funcao de Green
do R? e

1

bx)= 1| Gxuitydy,

onde § = (y1,Ys2, —Y3) se Yy = (Y1,Y2,Ys). Observe que A,G(x,y) = 0 para quaisquer
x,y ER3 e aix?)G(x,y) = 0 para todo x € 0R? e y € R3. Para mais detalhes, consulte
o Lema A.1 em [2].

Pela taxa de decaimento de f, ¢ esta bem definida e A.p = f.

G(x, y)f(y)dy +J Glxy)f(y)dy  (3.5)

RinBr/2 (0)

G(x,y)f(y)dy.

Jm G(x,y)f(y)dy :J

RinBr/Q (x)

]
R\ (B, /2(x)UB, /2(0))

Sejam I, II e III a primeira, segunda e terceira parcela do lado direito de (3.5), respecti-

vamente.
Como [y =yl > § para y,§ € R} N B, /2(x),
1| < Cr?’TJ' G(x,y)dy < Cr 7.
RiﬁBr/2(X]
Fora de B, /2(x),[x =yl = § e [x —y[ = 5. Por isso,
IIII| < Crlj y > Tdy < Cr T
RI\B,/5(0)

Para a estimativa II, seja
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Note que a é um nimero finito devido ao decaimento de f. Para r = |x| > 1,

a 1 1
e ——J f(y)dy +j (G(x,y) - —) fy)dy  (36)
T $\B,/2(0) R3 B, /5(0) x|

Sejam IV e V a primeira e segunda parcela do lado direito de (3.6), respectivamente.

Assim por integracao direta temos que
v < Cr ™.

Como [x —y| > Felx—y| > § paray,y € R? N B, /2(0), temos que

V| = <Ccr it (3.7)

<G(x,y) —%) f(y)dy

RimBr/2(O)
Por (3.5) e (3.7), temos ¢ = ar~! + O(r~'77). Assim, pelo Principio do Méximo ¢ =
w. 0

Note que podemos considerar ¢ = 2cy no lema anterior. Com efeito, observamos que
paraw =1—utem-se 0 <w < 1em M\ Z, pelo Principio do Méaximo Forte, portanto,
o comportamento de w no infinito é dado pelo lema. Além disso, pelo Lema de Hopf,
IVw| > 0 em L. Em particular, 1 é um valor regular de w, assim, o campo vetorial normal
unitario ao longo de X pode ser expresso em termos de w. Seja K conjunto compacto em
M dado na definicao de assintoticamente plana. Aplicando o Teorema da Divergéncia,

obtemos que

O:J Awdu:J g(Vw Vw)d(H_J g(Vw, v|X|>dcr,
KU{|x|<R} s IVw| R3 A{|x|=R} IV Ix]]

poisOM =X UT e g_u =0 em I". Consequentemente,
n

Vw Vx|
IVw|do = J (Vw ) do = J (VW, —) do.
L .9 V] RS (xIR) Vx|

Por outro lado, temos

J g <Vw, m) do = ( ——) do. + O(R*™)
R3 M{|x|=R} Vx|l R3 A{Ix|=R} x|

= ( ) do. + O(R*™7)
RB N{Ix|=R}

Il Ix
= —c|82|+O ).

l

e

Entao,

J IVw|do = — lim J g <Vw, Vi ) do = c|S?],
ba R=+400 JR3 A{|x|=R} IVIx]|
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ou seja,
1
c= —J IVw| do.
27 5
Novamente, o Teorema da Divergéncia implica que
J VwPdp = J div(wVw) dp
KU{|x|<R} Ku{|x|<R}

Vw Vx|
= wg | Vw, —— | do + J w (Vw, —) do.
L 9 ( |VW’) R N{|x|=R} 9 [VIx]

Como w ¢ identicamente 1 em X, entao, para R — 400, obtemos a igualdade desejada,

pois o ultimo termo tende a zero. Assim,
J IVwl? dp = J IVw| do = 27c.
M ba

Portanto, ¢ = 2c5.

Seja u solugao do problema (3.3), dado valor qualquer t € [0, 1], defina £y ={x € M |
u(x) =t} como o conjunto de nivel de u. Pelo Principio do Méximo como u =0 em X e
u — 1 no oo, temos que maxg u < 1, onde K é um conjunto compacto em M, logo |x| esta
bem definida para valores de t préximos a 1; além disso, miny, [x| — co quando t — 1.

Suponha agora que T € (%, 1). Pelo Lema 3.1, u possui a expansao assintotica

2
u=1- ﬁ + Oa(Ix ™), (3.8)

onde x = (x!,x%,x3) e cx > 0 é a capacidade de Z. Segue de (3.8), que

2c o
Vu = ﬁXwL O (Ix|7>77),
donde
4c? e
IVul® = ﬁ + O(IxI™* )

e o hessiano ¢ dado por
(VA = 2ex bl (=3x|2xix; + ) + O(x| ™).

Portanto, o comportamento assintotico da curvatura média de X; é dado por

PP SR 1ox
H = div (IVuI) = + O([x| ). (3.9)
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Seja (M3, g,u) uma tripla que satisfaz o problema (3.3). Consideremos agora uma
g

funcao positiva v solucao do problema

Av = 0 em M
ov

an

v —- 1 no oo.

= 0 em T

Com respeito a v e a tripla (M3, g,v) é sabido que:
1. a métrica g := vlg é assintoticamente plana, possui curvatura escalar nao negativa;
2. a fungao 1 := v'u é solugao do problema (3.3) na métrica g.

Portanto, os resultados das segoes subsequentes podem ser aplicados a (M, g, ).

Para dar continuidade, calcularemos algumas quantidades relacionadas ao resultado
principal deste capitulo. Denotemos por V o gradiente em (M, g), H a curvatura média
de £ em (M, g), com a normal apontando para fora, e por 2—2 a derivada normal em
(M, g) onde 1 é um vetor normal unitério a I', apontando para fora. Além disso, do e do
representam os elementos de area em X com (M, g) e (M, g), respectivamente.

Como Z é uma superficie de dimensao dois, temos que
J Vil3do = J vig (Vu, Vi) do = J vig (v iV, v iva) vido = ,[ Vil do.
b b b b

Uma vez que, as curvatura média H e H de £ com respeitos as métricas g e g se relacionam
por H = v*2(4vflaaTv + H), teremos
g9

J AVl = J (v 4 H)Vuldo. (3.10)
bx bx omng

Para a derivada normal, temos que

Se mapL € a massa de (M, g), entdo Mapr € MapL estao relacionadas por
MABL = MABL — 2Cy, (3.11)
onde ¢, ¢é a constante da expansao

c
v=1—+o(x),

]
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quando x — co. Para mais detalhes, consulte [24] pagina 74.

Como 1t = v~ !u, entao

e =0 oy,

u=1-
]

onde cy > ¢, pelo fato de v > u e pelo Principio do Maximo. A capacidade de £ em

(M, g), que denotamos por Cx, é entdo dada por
Cr = Cy — Cy. (3.12)
Finalmente, notamos que, como u =0 em X, entao
Vi = v HVul. (3.13)

Apresentaremos a seguir uma proposicao, provada por Bray, Kazaras, Khuri e Stern
em [13], que recentemente vem sendo bastante utilizada na literatura e tem um certo grau

de importancia neste capitulo.

Proposicao 3.2. Seja (Q3,g) uma variedade Riemanniana compacta orientdvel com

bordo decomposto por 0Q = PiUP,. Seja u: Q — R uma funcdo harmonica satisfazendo

a condicao de Neumann % =0 em Py e a condi¢ao nao degenerescéncia [Vulp, >0 em
Ps. Entao
vy 1 /1V2u u
J (J 1 (I ul2 + Rg) doy +J ledst) dt < J (an(zt) —J ka;tdst) dt
uw \Jz, 2 Vul X NPy uw dZ NPy
oV
+ J Mth,
p, OM

onde Kpx, denota a curvatura geodésica de 0Ly C Xy, Hp, denota a curvatura média de

Pi, en € o normal unitdrio exterior a 0Q). Para o caso Py =0, temos o sequinte.

o1 V2P > J 0|V
— | ——+R,—R dodt < —doy.
L Lt 2 < Vulz "9 TR T o0 O

Demonstragao. Consulte [13]. O

Antes de continuarmos, apresentamos uma definicao precisa do espaco modelo deste

capitulo, que é a variedade espacial semi-Schwarzschild M,,, = {X e R3;[x| = (m/ 2)}

4
m
m= 1+ 67
! ( +%M)

com métrica conforme
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onde § é a métrica Euclidiana e m > 0 é uma constante positiva. Assim, g, ¢ escalar-
plana com bordo M., = R% N ({x3 = 0} U{|x| = m/2}) ndo compacto. Além disso, a

métrica M, pode ser vista como uma métrica sobre [rg, co) x S2 dada por

1
G = T o 17 +17gg2 .
T

3.2 Massa, capacidade e curvas de nivel de funcoes
harmonicas

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados e lemas fundamentais que serao essen-
ciais para a demonstracao dos principais resultados deste capitulo.

Para o que se segue e, a menos que se enuncie o contrario, nesta se¢ao, consideraremos
(M3, g) variedade assintoticamente plana e conformemente plana no infinito com 0M =
2 UT, onde X é uma superficie compacta que encontra ortogonalmente I' superficie nao

compacta, e 0X = 0I', e u € C*°(M) solugao do problema

/

Au = 0 em M

u = 0 em X
%zOemF

u — 1 no oo.

Para valores de t proximos de 1, a superficie £; possui curvatura média positiva e é um
minimizante de area exterior em M. No sentido que toda superficie que a contém possui
maior drea. Além disso, {X}s~¢ define uma folheacao por superficies com curvatura média
convexa. Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte lema, cuja demonstracao segue a

técnica apresentada em [30].

Lema 3.2. Seja |L¢| a drea de £y em (M3, g). Set é um valor regular de w, entao quando

t—1,
9 2
1) |5 = 271(&) +0((1—1)"?)
2) 1L [, HIVuldo, = 4+ O((1 —t)7)

3) = [, IVuPdoy = 2+ O((1 —t)7).
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Demonstragao. Para a prova de 1), segue de (3.8) que, quando t — 1,
X|=2cs(1—1) 1+ 0((1—1)" ). (3.14)

Seja T_(t) = ming |x| e 7 (t) = maxg,[x]. Como Z; e o hemisfério coordenado S} :=

3

{Ix| = r} s@o minimizantes de area exterior em (M”, g), para t préximo de 1 e r grande,

respectivamente, temos

Por outro lado, gi; = 8i; + O(|x|~™) implica que S| = 27tr? + O(r*>~™) para v suficiente-

mente grande. Dal, segue
[ Ze] = 8me (1 - 1)+ O((1 — 1)),

pois

22 + 01277 < L4 < 27'rr?F + O(Ti_T),

e assim,
8mcr(1—1) 2+ 0((1—1)2") <& < 8mex(1—1) 2+ O((1 —1) 2+7).
Para a prova de 2), segue de (3.9) e (3.14) que
H=c;'(1—1)+O((1—t)""").

Portanto, usando o fato que th IVuldo = 47cs, temos

1 H 1
— | H dm=| [ -
<1 — Lt IVuIdcrt) T Lt (1 — Cz) [Vu|doy

=0((1—-1)").
De forma similar ao caso 2), para 3) temos que
1 —1 2 24T
IVu| = 5¢r (I—t)*+0((1—t)"™).

Portanto,

1 9 B B |Vul 1 )
<(1 mryp Lt [Vul d(rt) o2n = (Jzt 117 2 [Vu|doy
O((1—-1)7).
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A seguir, enunciaremos um lema importante, cuja prova serd omitida e pode ser en-

contrada em [30].
Lema 3.3 (Miao, [30]). Quando t — 1, temos as sequintes estimativas para Zy:
1) Vz IVull = O(x|7*77);
2) Al = Okl *);
3) K=xI"2+O(x?77);
4) Se (M3, g) satisfaz 009gi; = O(Ix|7*~7), entao

IDA| = O(Ix|7*77),

onde A, K e D denotam a parte de traco nulo da sequnda forma fundamental, a curvatura

Gaussiana e a derivada covariante em Ly, respectivamente.

Sejam v = Zle vt aii o normal unitario a X, e hy; = gy —vivy, 1 < 1,j < 3. Entao,
hijdxidx; é a métrica induzida sobre £, em (M3, g). Defina hY := g**g'th,.

Afim de mostrarmos que a massa modificada de Hawking das curvas de nivel de certas
funcoes harmonicas convergem para massa Mmapr, iremos adaptar para nosso contexto
um resultado devido a Shi, Wang e Wu em [38]. Sejam H e H as curvaturas médias de

Y. em (R2\ K, g) e (R \K,§), respectivamente, ambas calculadas em relagao ao vetor

normal unitario apontando para fora.

Lema 3.4 (Shi, Wang e Wu, [38]). Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana
com bordo nao compacto. Seja oy; dado por (3.1) e p a distancia Euclidiana de L. em

RS

%, entao

~ H 0podp 1 dp 0p Jp 0%p op 1 0p 1
+ 2 7V 9xt 0% + 205 ig i axs oxt . U oxiod  JUigy + 2911155 +Olr )

Aaui _ 90 _ 994
qui € no que seque, Oijx = 5% € Gijk = ok~

%p
oxiox)

Veja que no lema acima podemos escrever H = H+ O(r~'=7) sabendo que

O(r~'7 7). Além disso, como p é a distancia Euclidiana de X, temos que
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A partir dessa relacao, segue que

dop 0% 1 ¢
Oxt Oxidxs 2 ;

i=1

Assim,
9p 9p dp J 0 dp \ dp 3p . , J 0°p dp %p _ |
st,i —d - - s —d — s - - d
LG bOxt 9xs oxt o’ 5 Ox! ¢ Yoxs ) oxi oxt ° ZG YOxi0xs Oxt dxt °
0p 0p 0 op 0 J 0 0p 0
= — Oi - | o d — | ostz— ) d
Jz( fooxd axt> ox! (G taxs) ot s Oxt O5toxs ) ¢
op O ap 0p J 0 op 0
= —— | & d — — | d
LGStaxS axl( ) t) Ut | ot (%taxs ) 4O
ap 0p 0p\ ;. g
Jaz 75t xS (6lt oxt axt> vdo
~ op 0 0 02
:—J Hdst—p—pdGOJrJ Gstt—pd00+J O'st—de'O
s XS 0X s 0xS s oxsoxt
ap 0p 0p\ ;. g
Lz Ost3 s <61t e axt> vido

~ op 0O 0 02
= —J Hast—p—pdoo + J Gst,t—pdao + J Gst—pdoo
s xS 0X s oxS$ s XS 0x

vtdo' — J Gstéit—pvldcfo
X ox 0xS$

~ dp 9p . J 0p 0p 0P 5. o
= —| Hog——-—4d 'd
J}: Ost xS 0X ot o Oxt axthta sV e

. op
vido! — J JstOit
X 9z

oy OxtOxt *toxs oxs
ap . a azp
85101t ——vtdo? —d 0 J ———do°
+Lz st taxsv o +L GSt’taxS o + ZGStaxSaxt o
B ~ dp 0p , J 0 . J 0%p 0
= Jz Hdstaxs axtdc + ZGSt’taxS do” + ZGStaxSaxth
0
- | sugagido+ 0l ), (3.15)
dx oxs

onde do? ¢ o elemento de drea em relacao & métrica induzida Euclidiana.
Finalmente, provaremos a convergéncia da massa de Hawking modificada para su-
perficies quase hemisféricas. E importante mencionar que a convergéncia da massa de

Hawking no caso de superficies quase redondas foi demonstrada em [38].

Teorema 3.1. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana com bordo nao com-

pacto. Se {L.}, C M € uma familia de superficies quase hemisféricas redondas, entdo

lim TTLH(ZT) = mABL(M). (316)

T—00
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Demonstracao. Multiplicando a expressao dada pelo Lema 3.4 por 2ﬁ, tem-se que

~ 0p 0p op ap ap
OHH = 2H2? + H - Ho; HSI

R RS i ey s
2

d ) d
2H0‘Ua D gyt + Hgiiab + O 1727,

10X RAF Y oxt
Uma vez que, H — H= Or ' e 2H — 2HH = H2 — H2 + (H— l/—\l)2 Temos que
dp 0p dp dp dp

]—12:]—12 HH1 HS‘L
R B i ey s
2

0°p op

a —1—-27
QHUIJa i9x] - Hgl)la +Hgnla T —|—O( )
Integrando essa ultima expressao e utilizando (3.15) temos que
H dp 9p dp dp dp
H2do = | H2d JHHI 9 46 HJ .

JT Y Jr o+ . I xt O o+ Zrdta 3 ot
~ 9%p 0 > 0 . 5 = 3 . 4 .
— QHJZr Gij—axiaxj do —QHJ Qij,i%dﬁ +HJ jS,iFdG +O0(r ")

apapdo ﬁgj apap

_ 12
_JerG—i—LrHH 53 73 Os ot

H s ~sd : H s d 0 _ HJ s d 0
! J v Ot 0 " Lr Tt axsoxt ox. 9s35,5 40

N 829 0 ~ 0p 0o o dp o e
— 2H J;r 0y aXia_Xj do’ —2H er 9iji a_Xj do” + ]‘lJZr gjj’ia_xido- -+ O(T‘ )

~ ~ 0 ~ 02
H2d0'+HJ (g])l 91]]) SdUO—HJ G--#doﬂ

T T

op
—HJ gsga SdO‘ +O( 72T).

—

Agora, note que
.. 1 1 ..
do = (1+hY0; 4+ O(r*7))2do” = do” + Eh” oijdo’ + O(r%7).

Combinando isso com o Lema 2.7 de [38], tem-se

~ ~ 0 ~ 0p
J H2d0':J HZdO'O—l—HJ' (ij,i—gij,j)a—pidGO_HJ 953a—d0‘ —|—O( 72T)
T T ZT X a
Portanto,
~ DI
mpy(Z,) = i(&r J H2d6)
2(8m)2 b
’Zrﬁ [ J 52 0 AJ ap 0 AJ ap 0
= 81 — H*d —H Gi— Qi) =—=d H s d
2(8m)% | m s, ’ zr(g)]’ g)’])axl o azrg Toxs 0
+ O(r'™%)
— =2 QJ Al*do HJ (9jj,i — 9ij,j) m—7do +HJ Js3 P dcro}
2(87'()5 s 5 0 %, o0xs
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1

Z,]2 AJ W . o X AJ [ 12
= H G —gii)—d H s i
2(8m)? zr(g R )aX‘ o 2(8m)7  Jos, Ie50xs =

o7tr? ) 2mr2)z 2 d
= ( ) —J (91]] gjj,i)_p-do—o—i_!_‘[az 983_pd0— ‘I‘O( 1= QT)

2(8m)% T oxt 2(8m)2 T oxs
1 0p 1 0p |9t
- 167 er(gl),J g)],l)axid + 167TJ 9536 SdO' +O( )7
donde o resultado segue. O]

Denotemos por my (L) a massa de Hawking modificada de X, onde t é um valor

regular de u, dada por

Mn(Z,) = % (1 - ij H2d0t> . (3.17)

8T 5

|2

5 ¢ o raio da area de ;. Pelo Lema 3.2, temos que

Aqui ry =
Te=2cs(1—t) P+ 0O((1—1)" ). (3.18)

Proposicao 3.3. Se 1111% mu (i) = magL, entao
%

1 1
lim T3 {47’( - — J HIVuIth] = 67ImABch1
_ -

. 1 1 2 —1
lim —— {271 — U——t)2 Jzt IVul th} = 2MMAaBLCy -

t—>11—1¢t
Demonstracao. Para cada valor regular t, defina

1
((t) =4m— —J H|Vu|doy.
tls,

Dali, segue que

/
O = ( t)QJ HIVuldo, + <L HIVuIth)
1 /
=11 L — HIVuIth + (Jzt H|Vu!d0t> ]
= {4 )+ < i HIVuIth) /} :
Por outro lado, por (2. 1) 2.3) teremos t

(J HIVuIth) = J H'|Vuldo, + HIVu|'do, + HIVUH|Vu| tdoy
P2 pa

- J Vs, [Vl doy — (Ric(No, Ny + [AP)do
P2

Vs |Vu
:_J g (IVulVe [Vul™, ) dst—J g (vztrw,—&' 7 |) do,
Ot b |Vul

_ J (Ric(Ne,Ny) + JAP)do,.
pae
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Pela equacao de Gauss,

R 3HZ  |AJ2
ic(Ny, N 2 Ny, 422 AT

Ric(N¢, N¢) + |A] 5 Koot ——+

onde |A]? = |A]? — HTQ, temos que
’ (e}
Vs, [Vul? 3H>  |APP R
HVudo, | = LA 1 | I VORI LA N I
<Lt [Vl Gt) JL T + Kz =~ 5~ 5 | 4ot

Vs, IVl >
+ ——— v | dsq.
Ja):t J ( IVl ‘ !

Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

!
3H?
ATt 4 (J HIVuIth) = 47r+J (Kzt — —) doy +J g (—VZ‘Wu',w) dsy
p pat 4 P |VU|

- J Vs Vul? AP
oy ’VU’Q 2

_|_

th

R
2
Vs, [Vul
H%d —_— d
Lt ot th J ( Vul ,Vt) .

B it
s |VU|2 2 2

= 47’[—|—27‘E—J kgdsy —
o5t

=~ W

th7

ou seja, /
47+ (J HIVu!dcrt> = 67— 3 J H?do, — E(t),
pas 4 Xy

onde

Ve VUl AP R
E — t — .
(t) Lt vuE T2 o do

Assim, segue de (3.17) que

' 1
4+ (J H|Vu|d0t> = 67 (1 — —J H2d0t> —E(t)
b2 87 J5,

_ 24mtmyy (Z¢) .
Tt

Portanto,

, C(t)  24mmmy(Xy) 1

_ — — E(t).

CO= i, =

Pelo Lema 3.2, lm% ((t) =0, daf
1" [24mmp(Zx
o) = J { M) g ax
]__t t T’X
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Mas por hipdtese, my(Z¢) = mapr + 0(1) quando t — 1. Assim, por (3.18)

my(Z) mABL ,1(

1—1)+(1—t)o(1).
Ty 2

Consequentemente,

"M (2, 1
J wdx = ZmABchl(l —1)2 +o((1 —1t)?).
t X

Finalmente estimemos | i E(x)dx, segue do Lema 3.3 combinado com (3.14) que
1 o
|VU’_2|VZt|Vu”2 + §|A|2 — O(|X|—2—2T) — O((l . t)2+2T).

Assim, pelo Lema 3.2,

VslVu
J (’ |ZV’ |2” —|A|Q> doy = O((1 —t)*7).
Tt
Portanto,
1 2
J J <% IAIQ) do,dx = O((1 —t)'27).
tJz,

Por outro lado, uma vez que a hipétese sobre R integravel, quando t — 1, implica

1
o(l) = J IR|dx = J J IRIIVu| tdo,dx.
uz>t t x

Como |[Vu|™! > %c;(l — )72 para t préximo de 1, temos que

J J IRIIVu| tdo,dx > Ecz(l—t)2j J IR|do, dx,
pI t x

t

implicando que
1
J J IRldoydx = o((1 —t)?),
tJrs

donde

1
:C(t) = 67'th3ch1 +0o(1) + O((1 — )2T 1)
como T > % segue a primeira identidade.

De maneira similar, defina

_ 2
B(t) = 21— FEE Jzt [Vul*doy.
Para qualquer valor regular t, teremos
2 9 1
B'(t) = —m Lt [Vu|*do, — FEE Lt 2lVullVu]” + |[VulH) doy
=2 | o+ | v
(1=t s, =12y, '
1 2 9 1
= — —— | H
T—1 [(1 e Lt IVul*doy - Lt IVuIdcrt}

- _ﬁ {2(27[— B(t)) — % (Lt H!Vu!dmﬂ ;
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ou seja,

_BI(t) = ﬁ [—2B(t) + ¢(t)].

Como lim B(t) =0, temos que
t—1

1 1

Portanto, quando t — 1, pela expressao de ((t) teremos

1
:B(t) = ZﬂmABLCEtl + 0(1) + O((l - t)QT_l).

Agora, demonstraremos o teorema principal desta segao.

Teorema 3.2. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com 909gi; = O(Ix|™>"™) e OM = ZUT, onde L ¢ uma superficie
compacta que encontra ortogonalmente I' superficie nao compacta, e 0L = 0I'. Se R > 0,
HOM >0 eu € C®(M) € uma funcio satisfazendo

(

Au = 0 em M

u = 0 em X
%:Oemr

u — 1 no oo,

onde 1 € um vetor normal unitdrio a I', apontando para fora. Entao

1 1 »
1. 11_1)1% : |i47T— : JZt H|VLL|dO’;| = GTfmAB]_CZ s

1 1
2. lim —— [27'[— m J;:t |Vu|2dcrt} = 27TTTLABLC21.

t—»11—1t

Aqui, magL € a massa de (M, g) e cs € a capacidade de & em (M, g).

Demonstracao. E suficiente mostrar que l;n% muy(Z¢) = magr. Afim disto, para t su-
ficientemente préximo de 1, seja r_(t) = ming, [x| e 74 (t) = maxy, [x|. Por (3.14),
r.(t) < Cr_(t). Aqui e abaixo, C > 0 denota uma constante independente de t. Pelos
Lemas 3.2 ¢ 3.3, [£,] < Cr2 ¢ K = Cr2, logo diam(Z,) < Cr_ e além disso, |A| < Cr—1—~
e IDE\I < Crz%27". Portanto, {Z{} é uma familia de superficies quase hemisféricas préximas
ao co em (M3, g). Pelo Teorema 3.1, 11_21% mup(Z¢) = mapL e o resultado segue da Pro-

posicao 3.3. [
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3.3 Desigualdades geométricas via conjunto de nivel
de funcoes harmonicas

Nesta secao, apresentamos algumas desigualdades geométricas relacionadas as curvas
de nivel das funcoes harmonicas abordadas no presente capitulo, que serao fundamentais
na prova do resultado principal.

Uma necessidade fundamental na prova de todos os resultados que se seguem é a
conexidade das curvas de nivel da solugao do problema (3.3). Para garantir tal conexidade,
¢ suficiente assumir que Hyo(M, L) = 0. Esse fato decorre de uma adaptacao, ao nosso
contexto, da prova da Proposigao 1 em [11], juntamente com o uso de [22] na parte do
argumento extraida de [20].

Teorema 3.3. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde X é uma superficie compacta que encontra

ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0X = 90I'. Suponha que X seja conezra e

Hy(M,Z) =0. SeR>0, HM >0 eu € C®(M) € uma funcdo satisfazendo

AUu = 0 em M

u = 0 em L
g—}]‘zOemr

\u—>1nooo,

onde m € um vetor normal unitdrio a I', apontando para fora. Entao

1
27 + 1—t,[ H|Vu|do; > IVul’doy
Xy

para todo valor reqular t, e a igualdade é vdlida para algum t se, e somente se, (M3

,9),
€ 1sométrica a Ri \ Br com L; = Ri N 0Br.
Em particular,

27[+J HIVuldo > BJ |Vul*do.
x x

Demonstragao. Aplicando a Proposicao 3.2, ao conjunto Qy, ¢,] ={x € M;t; < u(x) <
to}, cujo bordo 0Q, ,) = P1 U Py, onde Py = 0Q, ;) N OM e Py = Xy, ULy, com
I, ={x e Mju(x) =ti},i =1,2. Assim,

to 1 |v2u|2 ta
S (22 4Ry ) do dt—J (zn 3 —J K tds)dt
Ll (Lt 2 (’Vu|2 g> t) t1 x(20) dZ(NPs o

t2
—l—J J Hp,ds¢ | dt < J H|Vuldoy, —J H|Vuldoy,.
t1 aQ[t1$t2}ﬂP1 Ztl z

to
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Se X,Y € X(X{), temos que
VX, Y) = [VUA(X,Y), Vu(X,v)=X(Vul), Vu(v,v)=-HVu, (3.19)
onde na ultima equacao usamos o fato que Au = 0. Assim,
VU7 V2ul? = |A? + 2IVul 7|V, [Vull* + H?

Dai,

t2 1 3 R 2
J J (§|A\2 + VU 2|V, VUl + ~H? + —) do.dt +J J Hp, ds.dt
b aQ[tl

t1 4 2 t 7,KQ}ﬁPl

ta

<27tJ

t

t2
X(Zt)dt_J J kathStdt+J
0X NPy

t1 Ty

H|Vul|doy, —J H|Vuldoy,.

Zt2

Podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma,

t2 1,0 3 2'vul\*> R
J J LAE 4 vu2vs w2 + 2 (r- 2V R oy ae
e\ 2 1 1—u) 72

t2
+ J J ]—lP1 dSt dt
t aQ[ NPy

t1,to]

12 1
<3J (_—J HIVuldo, +
DI

t2
IVuIQth) dt — J J Kos, ds, dt
t ]' —t 0X NPy

t1

e

(1—1t)2Jg,

H|Vuldoy, —J H|Vuldoy,. (3.20)
T

ty ta

+ 271Jt2 x(Z¢) dt + J

t1 z

Como X é de bordo livre,
/
(J IVulszt) = J 2IVul[Vul’ + [VuP(HIVul ™)) do = —J HIVuldoy,
p pan ¢
temos que,

d/ 1 ) 1 ) 1 J
It (1 — Lt [Vul d0t> 102 Lt IVul“doy —t),, [Vu|doy

Assim, se [t;, to] nao tiver valores criticos, segue diretamente que

to 1 t2 1
— — H —_ 2 21
Ll (1 — Lt [Vul th) dt + Ll ((1 1 Lt Vu| dat) dt  (3.21)

1
= J Vul*doy, — J Vul*doy,.
ZtQ Ztl

1—1,

1—t
De modo geral, se [ty, to] tiver valores criticos, pode-se usar um argumento de regularizacao

para obter (3.21). De fato, dado qualquer € > 0, temos que

2 2 2
div <\/|VL1L|—J;€ Vu> _vivuPteg o 1 VuVu Vu)

(1—u)? l—u /[VuP +e
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Dad,

2 2 2
J Vv IVu| +€a—uds:J v IVul +€!V 2 do +J 1 VAu(Vu,Vu) do. (3.22)
o l—u 0n o (I—u)? I—u /I[VuP+e

Para o terceiro termo em (3.22), obtemos que

J 1 V*u(Vu,Vu) J’
do =
{

ol—u /IVulz+e

1 1
——V*u(Vu, Vu)

, ————do
Vuzojco 1 —u VIVUlz + e
1 ) vVu Vu [Vul?
= —Vu , do
(vuzoco 1 —u Vul” [Vul ) /[Vul?2 + €

Assim, fazendo € — 0 em (3.22) e utilizando para u em [ty, to], segue que

1 1
J Vul*doy, — J Vul*doy, :J —— VU V2u(Vu, Vu)doy
I =t )5, 1=t s, [VUA0)CQp, ¢y L~ U
Vuf?
—doy.
*JQ[ 1—up

tq,ta]
Isso, juntamente com a férmula da codrea e (3.19), fornece (3.21). Agora, de (3.20) e
(3.21) temos que

3 2|V
J ( Al + IVu| 2| Vg, VUl + (H — M) + —) do, dt
5, 4 1— 2

J le dSt dt
a_Q ﬂPl

[t1,t2]

QT[J x(Z¢) dt+J
3

H|Vuldoy, —J H|Vuldoy, +
b3

to

ta
J IVul*doy, — J J Kos, ds¢ dt.
Ty t; JOXiNPy

Note que, 0X; N Py = (), pois se existisse p € 0L N Py terfamos que p € 0X; C L, ou

3
J |Vul*doy,
t 5,

Ztl — L2

p € 0% C X, que implicaria t; =t ou t = t3, contradigao.
Uma vez que R > 0,H®™ > 0 e X, é conexo ja que Hy(M, Z) = 0, x(Z¢) < 1, segue

que

27(t; —ty) < J HIVuIthl—J H|Vuldoy,

3

+ 1—1

J Vul*doy, — J Vul*doy,.
Xy It

11—t

Finalmente, fazendo ty — 1, segue do Lema 3.2 que

2mt(t; — 1) < J H|Vuldoy, —
b3

ty

24 3.23
1—1 Jztl IVl Tt ( )
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Em particular, quando t; = 0 tem-se
27 +J HVuldo > 3J IVul*do.
b b

Para demonstrar a rigidez, basta considerarmos t = 0. Suponha que a igualdade acima
seja vélida. Entdo, com base em (3.23) e sua demonstragao, para cada valor regular
t € [0,1], a superficie X; é conexa (orientavel), todas as desigualdades sao igualdades,
consequentemente x(X¢) = 1, ou seja, Ly é um disco, R = 0, |Vu| depende apenas de t,
Y é totalmente umbilica, e H = 1%tIVuI.

Para provar que (M?, g) ¢ isométrico a R? menos uma bola redonda, normalizamos

(M3, g) de tal forma que |Z| = 27t. Da igualdade
27T + J H|Vuldo = SJ |Vul?do,
s s

segue que [Vul=1e H=2em X = %;. Em uma vizinhanca de Xy, a métrica g pode
ser expressa localmente como g =n(t)2dt? + vy, onde t = u, n(t) = [Vu| e y; denota a

métrica induzida em ;. Além disso, observe que vy, satisfaz

2

dye=2m(t) A =n(t) Hy = —

Yt-

Dessa forma, (1 — t)?y¢ é uma métrica independente de t. Analogamente, como
|IVu|’” = —H, temos que 1(t) satisfaz

2

n'(t) = —:ﬂ(t)-

Consequentemente, (1 —t)72n(t) é constante. Sabendo que |[Vu| = 1 em I, segue que
nt)=(1—-1t)e
g=(1—t)*dt>+ (1 —t) 2oy,

onde 0y é uma métrica em X. Usando o fato de que R = 0 nas vizinhancas de X, temos
que 0y ¢ uma métrica redonda com curvatura Gaussiana igual a 1 em X.
Suponha agora que u admita um valor critico, e denote por ty € (0,1) o menor valor

critico de u. Pelo argumento apresentado, segue que (uw1([0,1tg)), g) é isométrico a
(Zx[0,t0), (1—t)*dt>+ (1—1t)20).

Em particular, isso implica que |[Vu| = (1—tg)? # 0 no conjunto o{u < to} = o{u > t,}.
Assim, o{u > to} é uma superficie mergulhada em M. Consequentemente, o{u > to} =

{u = to} pelo Principio do Méaximo Forte.
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Em sintese, isso demonstra que Vu # 0 no conjunto {u = tg}, o que contradiz a
hipétese de que ty é um valor critico. Portanto, u nao apresenta valores criticos. Dessa

forma, concluimos que (M, g) é isométrico a

(Zx[0,1), (1—t)"*dt>+ (1 —t) 20y),

1

o que, apés uma mudanga de varidvel 1 —t = 71, ¢ isométrico a R3 menos uma bola

unitaria. [

Observacao 3.1. Note que, pelo Teorema 3.3 as quantidades

1 1
C(t) =4 — : JZt H|Vu|d(7t e B(t) = 27T — m JZt |Vu|2d0‘t,
estudadas na Secao 3.2, satisfazem
27t + ! J H|Vuldo, > 3 J Vul’do
1—t g, CT -1 )y, t
67T — 3 J IVul’do, > 4m— 1 J H|Vuldo
(1—12 g, T -ty i

ou seja,

3B(t) = C(t).
A seguir, aplicando o Teorema 3.3 concluimos a monotonicidade da quantidade l—itB(t).

Teorema 3.4. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde X é uma superficie compacta que encontra
ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0X = 90I'. Suponha que X seja conezra e
Hy(M,Z) =0. SeR>0, HM >0 eu € C®(M) € uma funcdo satisfazendo

(

Au = 0 em M

u = 0 em X
%:Oemr

u — 1 no oo,

onde 1 € um vetor normal unitdrio a T, apontando para fora. Entao

1 1 )

¢ mondtona nao-decrescente em t. Além disso, B(t) < 2TthBchl com igualdade ocor-

rendo se, e somente se, (M, g) € isométrica a R menos uma bola.
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Demonstracao. Como —B'(t) = ﬁ [—2B(t) + ¢(t)] e ¢(t) < 3B(t), tem-se que —B'(t) <
= B(t). Portanto, [ﬁB(t)]/ > 0, isto implica a monotonicidade de B(t) = < B(t) no
caso que u nao tem valor critico. Se u tem valor critico pode-se usar um argumento de

regularidade para obter a monotonicidade de B(t). De fato, dado qualquer € > 0, temos

que
di VIVUul2 + e Vu 3/ |Vulz + equ|2 N 1 V*u(Vu, Vu)
v = .
(1—u)? (1—u) (1—u)® /[Vu +e
Assim,

J \/IVuIQJrea_udS_J 3 |vu|2+€|Vu!2d0+J 1 Vu(Vu, Vu) do
o0 (1—u)® om o (I—uw) o (l—=u)P J/I[VuP+e

(3.24)

A segunda parcela do lado direito da equacao acima satisfaz

J 1 VZu(Vu,Vu) 1 Vu Vu ) |Vul?
o)

do = J — V% ( , do
(1—w? /I[VuP +e (Vugojca (1—u)? Vul” [Vul ) /IVul? + €

Dal, fazendo € — 0 em (3.24) e aplicando para Qp, ,) = {x | t; < u(x) < to}, tem-se

2 2 3
J |Vul do, _J |Vul do,. :J 3|Vu| do
b3 Iy ( Q,

o (1—u)? 1—u)?3 ) (1—u)
2
+J v u(VL;’ Vu) do
(Vut0lcQp, ., (L= )Vl
t2 3VuP?  HVy
= — t
Ll Lt {(l—t)“ (1—t)3} doudt
isso, combinado com
11 _JtQ 1 dt
1—ty 1—t J, (1—t)2 "
temos que
0 2n HIVul 3Vul?
B(ty) —B(ty) = 0 N I el t
=) = [ | o [ gee] @
to 1

[3B(t) — ¢(t)] dt,

-
hn
—
—_
|
-+

)2
segue que B(ty) — B(t;) > 0 para ty > t;.
Além disso, pelo item 2 do Teorema 3.2, temos que
. _ —1
ll_}H% B(t) = QWmABLCZ ,

da monotonicidade de B(t), segue que

B(t) < 27TmAB[_CE1.
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Em particular, temos que
B(t) < 'B(O) = 27T—J |VU|2 < 27TTTLAB]_C£1.
b

Finalmente a rigidez decorre da rigidez do Teorema 3.3. O]

3.4 Um teorema de rigidez do semi-Schwarzschild

Nesta se¢ao, demonstramos o resultado principal deste capitulo. Para tal, iniciaremos
estabelecendo algumas desigualdades que envolvem a massa e a capacidade. Iniciemos com

uma desigualdade geométrica, cuja igualdade é atingida somente pelo semi-Schwarzschild.

Teorema 3.5. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde ¥ € uma superficie compacta que encontra
ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0L = 0I'. Suponha que ¥ seja conexa e
Hy(M,Z) =0. SeR>0, HM >0 eu € C®(M) € uma funcdo satisfazendo

(

Au = 0 em M

u = 0 em L
g—E:OemF

u — 1 no oo,

onde n € um vetor normal unitario a I', apontando para fora. Entao, para qualquer
constante k > 0,
27 + kJ HIVuldo > k(4 — k) J |Vul*do.
b b3

Além disso, a igualdade ocorre para um k qualquer se, e somente se, (M3, g) for isométrica
a variedade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacio-

nalmente simétrico. Ou seja,
m 4
(M, g) = (Ri\{|x|<r}, (14 man) 6>,

onde r > 0 € uma constante e & ¢ a métrica Fuclidiana.

3

Demonstra¢ao. Considere qualquer fun¢ao harmonica positiva ¢ em (M2, g), seja g =

¢*g e w = ¢ 'u. Aplicando o Teorema 3.3 a tripla (M3, g, ), obtemos

27 +J H[Vilgdo > BJ IVl da, (3.25)
pX b
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donde

0
27 + J (4\1’15 +H)¢ ! [Vuldo > 3J ¢ ?|Vul*do. (3.26)
s x

Dada uma constante k > 0, considere a fun¢ao harmonica em (M3, g)

1
b =u+ E(l—u). (3.27)
Assim, ¢ = %, g—‘vl = |Vu| e g—i’ = |[Vu|(1 — %) em X, consequentemente segue de (3.26)
que
1
271+J [4k|Vu|(1 )+ H] kIVuldo > 3J K’|Vul*do
b b
27 + J [4K*|Vul”* — 4k|Vul* + Hk|Vul] do > 3J K*|Vul*do,
b b
ou seja
27 + kJ H|Vu|do > k(4 — k) J Vul*do.
b b

A igualdade acima é vélida se, e s6 se, a igualdade em (3.25) for valida para (M3, g, ).
Pelo Teorema 3.3, isto acontece se, e apenas se, (M?, g) é isométrica a (R \ By, d), onde

B, ={x € R3 \ [x| < 1} para alguma constante r > 0. Diante disto,

T

u=1——. 3.28
Combinando (3.27) com o fato de que & = ¢, temos que
T db—1 kd-—1
1 _— = = k =
d)( yxy) [ S R e B
donde
k—1
o =1+ u. (3.29)
x|
Portanto A
k—1
g:¢—46: <1+u) 6’
x|
que é uma métrica semi-Schwarzschild com massa mapp = 4r(k —1). m

Como consequeéncia, obtemos a primeira desigualdade, que é uma ferramenta impor-

tante para a prova do teorema principal deste capitulo.

Corolario 3.1. Seja (M3, g) sob as hipdteses do Teorema 3.5. Entdo

9 3 1 3
(—J |Vu!2d0> < (—J HQdO') + 1. (3.30)
T |5 8T 5
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, q) for isométrica a uma varie-
dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo € um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante nao negativa.

Demonstracao. Definiremos a seguinte forma quadratica
J(k) == o(wWk* + B(wk + 27, (3.31)
onde
o(u) :J IVul*do, B(u) :J H|Vuldo — 4J |Vul?do.
b b z

Segue do Teorema 3.5 que

d(k) > 0,Vk > 0.

Consequentemente, ou

B(u)? — 8ma(u) <0 (3.32)

ou

Bu)? —8max(u) >0 e —B(u)++/Bu)?—8nx(u) <0, (3.33)

ja que estamos interessados na menor raiz nao positiva.

Note que, (3.33) equivale a
Bu) > v/8ma(u),

ou seja,
H|V 2
IZ—|ull —4 (J |Vu|2) > V8. (3.34)
(J V) :

Assim, ocorrendo (3.34), segue da desigualdade de Holder, que

(o) 2 (G ew) -

(8% L H2dc) : >1+2 (%{ L !Vulzdﬁ) By (3.35)

Por outro lado, se (3.32) for valida, entao

ou seja,

2
(J H|Vu|do — 4J |Vu|2d6> — 87IJ IVul?do < 0,
> > >

< (87(J !Vu!zd(r) ,
s

ou melhor,

J H|Vu|d0—4J |Vul*do
x s
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implicando

[T

4J IVul*do < (87[J |Vu|2da) +J H|Vuldo. (3.36)
z z z

Aplicando novamente a desigualdade de Holder em (3.36), obtemos

4J IVul’do < (SnJ !Vu!QdG) + (J HQdO') (J \Vu|2d6> (3.37)
x x s x

1 1
1 2 1 2
ﬂ(—J |Vu!2d6> <1+(—J H2d6> . (3.38)
T |5 8T Js

Portanto, concluimos que (3.30) é satisfeita. Se a igualdade em (3.30) for valida, entao

e assim,

(3.33) nao ocorre, dai (3.37) implica H = ¢|Vu| para alguma constante ¢ > 0. Em
particular, isto da

~plw) =4

Vul’do —J H|Vuldo = v/8mx(u) > 0.
s s

Consequentemente, J(ky) =0 em

ko = ;B(u) = (EJ |Vu|2dcr) = 2 _>0.
o(u) s 1+ (& [, H2do)?

N|=

Pelo Teorema 3.5, (M3, g) é isométrica a variedade semi-Schwarzschild

(M3, g) = (Ri \{x| < 1, (1 + ”Z'\)SL) 6) , (3.39)

onde r > 0 e magy = 4r(kg — 1). Pelo Teorema da Massa Positiva devido a Almaraz,
Barbosa e Lima [[2], Teorema 1.3] magr > 0, dai kg < 2 e o bordo {|x| = 1} tem curvatura
média nao-negativa em (M3, g).

Reciprocamente, em (3.39) temos que

o que implica

|
[\

2 |
=k = (= Vu2d0> = :
VA(LJ, IVulao)! (lowerao) = 7

Como k < 2, a igualdade em (3.30) ¢é satisfeita. O
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Uma aplicacao imediata do coroldrio é a seguinte.

Teorema 3.6. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde ¥ € uma superficie compacta que encontra
ortogonalmente T superficie nao compacta, e 0X = 0I'. Suponha que X seja conezxa e

Ho(M,Z) =0. SeR >0, H™™ >0, entdo

4 1 2
=t < (-J H2dd> +1. (3.40)
Ty 8 5

N

1
. , . I\2 . . , .
Aqui ¢s € a capacidade de L em (M3,g) ety = (%) € o raio da drea de L. Além
disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, g) for isométrica a uma variedade semi-
Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente simétrico

com curvatura média constante nao negativa.

Demonstragao. Da desigualdade de Holder e de (3.2), temos que

s |Z|2 T2/ V2rs

do Corolario 3.1, segue imediatamente

1
4 1 2
% < (—J H2d0> + 1.
TS 8T Js
]

Nosso préximo resultado consiste em outra desigualdade fundamental para demons-

trarmos o Teorema principal deste capitulo.

Teorema 3.7. Seja (M3, g) sob as hipéteses do Teorema 3.5. Entdo

1
MABL 1 9 2
>1—(— | |Vulrd ) 3.41
2cys (27T L IVl G) ( )

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3, q) for isométrica a uma varie-
dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo € um hemisfério rotacionalmente

simétrico. Ou seja,

4
(M) = (Ri\{w < (140 5> ,

onde r > 0 € uma constante e & é a métrica Euclidiana.
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3

Demonstragao. Seja ¢ uma fungao harmonica positiva em (M3, g), consideremos g = ¢g

e L = ¢ 'u. Aplicando o Teorema 3.4 a (M3, g, 1), obtemos
27 — L IVil3do < 2mmapiCy ' (3.42)

Com base nas relagoes (3.11) e (3.12), juntamente com a desigualdade (3.42), temos que

—2
271 — J ¢ ?|Vul*do < o WABL T “Co (3.43)
b3 Cx —Co
Para qualquer constante k > 0, considere a funcao harmoénica em (M3, g)
1
b=u+—(1—u). (3.44)

k

Assim, temos & =k ' em X e ¢, = (1 —k ')cx. Além disso, a partir de (3.43), segue

que
mapr —2(1 —k e
2t — | K} Vuf’do < 2
" L Vul'do < 2m cxr —(1—kes
_ o | MABL — 2(1 —k es
Czk_l
Consequentemente,
1- ij K Vufdo < A = 20 =k es
21 |5 h crk1
Ik 9 MABL —1
——— | IVuffdo < —— —2(1 -k ).
k 2m)s Cy
Dai,
MABL 1 kj 9
>2————| |Vul*do 3.45
CZ k 27‘( > ( )

Ao maximizar o lado direito de (3.45) para todo k > 0, obtemos

1
1 2
MABL >1-— —J IVul?do
QCZ 27T 5

Se a igualdade (3.41) ocorre, entdo a igualdade em (3.42) também ¢é satisfeita para ¢ =

u -+ k(1 —u) com constante k dada por

1
k = (—J IVuIQdG)
21 )5

Assim, pelo Teorema 3.4, (M?, g) é isométrica a (R3 \ B,, §), onde B, = {x € R3 [|x| < 7}

[N

para algum r > 0, e
_ T
u=1-—.
x|
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Esse resultado, juntamente com & = ¢~'u e (3.44), implica

r(k—1)
x|

4
g=d 6= <1+r(k_1)) 5,

x|

que é uma métrica semi-Schwarzschild com massa mapp = 4r(k —1).

¢ =1+

Portanto,

Para qualquer uma dessas variedades (M?, g), temos que

MABL 1 1 9 2 1
=1—— — do) =-
2; k © (27{L vyl G) K’

o que confirma a igualdade em (3.41), concluindo assim a demonstragao. O]

Enunciamos agora o nosso principal resultado de rigidez deste capitulo, relativo ao

caso semi-Schwarzschild.

Teorema 3.8. Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente
plana no infinito com OM = L UT, onde ¥ é uma superficie compacta que encontra
ortogonalmente T superficie ndao compacta, e 0X = OI'. Suponha que ¥ seja conezxa e

Hy(M,Z) =0. Se R >0, H™M > 0, entdo

2
MABL 4 _ (ij H2d6) .
Cy 87 )5

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,q) for isométrica a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo € um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante nao negativa.

Demonstrac¢ao. Como consequéncia direta do Corolario 3.1 e do Teorema 3.7, temos que

MABL 1 2 % 1 1 J 2 % 1

>1— | — d >1——-— | Hd ——.
25 (27[ L Vul G) o \sn ). 90 T o
1 2
MABL S (_J sz(y)
Cx 87t 5

Se a igualdade acima for satisfeita, entao as igualdades no Corolario 3.1 e no Teorema 3.7

Ou seja,

também sao validas, o que implica a rigidez. O
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