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Dedico esta tese à memória do meu saudoso pai, João

Artur da Silva (in memoriam), e à minha querida
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busca por fazer o que é certo. Sou eternamente grato por suas lições, que levarei comigo

por toda a vida.
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son, Dieme, Pedro Paulo, Pedro Rodrigues, Raimundo Bruno, Christopher, Emanuelly,

Leonardo Silva, Edimilson Lopes, Thassio Luan, Igor Fontenele, Ricael, Jeferson Brito,

Anderson Brito, Sillas Augusto, Felipe Cavalcante, Lázaro, Jonatas Arrais, Jonas Bloch,

Bruno Vasconcelos, Gustavo de Sousa, Atécio Alves, Jefferson de Brito Sousa, João San-

tos, Alexandre Bezerra, Jeferson Silva, Rafael Emanuel, Lucas Aurélio, Maiara Veras e

Victor Bento. A amizade e o apoio de cada um de vocês tornaram essa caminhada muito
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Agradeço a todos os funcionários da pós-graduação pelo suporte e dedicação, em espe-
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Resumo

Neste trabalho, inicialmente estudamos a rigidez de discos mı́nimos com bordo livre

que maximizam localmente a massa de Hawking modificada em uma variedade Rieman-

niana tridimensional com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

positiva e com bordo médio convexo. Supondo que tais discos são estritamente estáveis,

provamos que uma vizinhança deste é isométrico a um espaço semi de Sitter-Schwarzschild.

Na segunda parte, exploramos a relação entre massa e capacidade através do estudo

dos conjuntos de ńıvel de funções harmônicas, afim de deduzirmos algumas desigualdades

geométricas em variedades assintoticamente planas com bordo não compacto. Como

consequência, estabelecemos um teorema de rigidez para o semi-Schwarzschild.

Palavras-Chaves: Bordo livre; Massa de Hawking Modificada; Métricas do Tipo Schwarzs-

child; Capacidade.
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Abstract

In this work, we initially study the rigidity of free boundary minimal disks that locally

maximize the modified Hawking mass in a three-dimensional Riemannian manifold with

scalar curvature bounded below by a positive constant and mean convex boundary. Assu-

ming that such disks are strictly stable, we prove that a neighborhood of this is isometric

to one of the half de Sitter-Schwarzschild space.

In the second part, we explore the relationship between mass and capacity through the

study of level sets of harmonic functions, in order to deduce some geometric inequalities in

asymptotically flat manifolds with non-compact boundary. As a consequence, we establish

a rigidity theorem for the half-Schwarzschild.

Keywords: Free Boundary; Modified Hawking Mass; Schwarzschild-Type Metrics; Ca-

pacity.
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2.2 Estabilidade e fórmulas de variação da massa de Hawking modificada . . . 13

2.3 Rigidez local de discos mı́nimos com bordo livre em variedade com bordo

médio convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Massa e capacidade de métricas Assintoticamente planas 28

3.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nas últimas décadas, muita atenção tem sido dada ao estudo de variedades Riemanni-

anas com curvatura escalar limitada inferiormente, uma vez que isso tem fortes conexões

com a teoria de superf́ıcies mı́nimas.

Vários resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar foram obtidos assumindo

a existência de superf́ıcies minimizantes de área. Schoen e Yau em [37] observaram pela

primeira vez que a fórmula da segunda variação da área fornece uma interação interes-

sante entre a curvatura escalar de uma variedade (M3,g) e a topologia de uma superf́ıcie

mı́nima estável Σ ⊂M. Como consequência, eles provaram que se (M3,g) tem curvatura

escalar não negativa e Σ é dois-lados e compacta, então ou Σ é topologicamente uma

esfera bidimensional ou um toro plano totalmente geodésico. Em [14], Cai e Galloway,

demonstraram que, se uma variedade Riemanniana tridimensional possui curvatura esca-

lar não negativa e Σ é um toro mergulhado, dois-lados e localmente minimizante de área

(que é uma condição mais forte que estabilidade), então a métrica é plana em alguma vi-

zinhança de Σ. Recentemente, em [10], Bray, Brendle e Neves mostraram que, se (M3,g)

é uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar R ⩾ 2 e Σ2 ⊂ M3 é

uma esfera bidimensional mergulhada que é localmente minimizante de área, então Σ tem

área menor ou igual a 4π e, se a igualdade ocorrer, então com a métrica induzida, Σ tem

curvatura de Gauss constante igual a 1 e localmente M se divide ao longo de Σ. Depois,

Nunes [33] estudou o mesmo problema no cenário hiperbólico; ele provou que, se (M3,g)

é uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar R ⩾ −2 e Σ2 ⊂M3 é

uma superf́ıcie Riemanniana compacta mergulhada, bidimensional e de gênero γ(Σ) ⩾ 2,

que é localmente minimizante de área, então a área de Σ com respeito à métrica induzida

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

é maior ou igual a 4π(γ(Σ) − 1). Além disso, se a igualdade ocorrer, então Σ tem curva-

tura Gaussiana constante igual a −1 e localmente M se divide ao longo de Σ. No belo

trabalho [31], Micallef e Moraru unificaram os resultados provados em [10] , [14] e [33].

Além disso, um resultado de rigidez semelhante para planos projetivos e minimizantes de

área foi obtido por Bray, Brendle, Eichmair e Neves em [9]. Finalmente, resultados de

rigidez semelhantes foram obtidos para MOTS estáveis fechados em conjuntos de dados

iniciais por Galloway e Mendes em [18], assim como por Mendes em [29].

Motivados por esses resultados, Máximo e Nunes [27] estabeleceram um resultado

de rigidez local para o espaço de Sitter-Schwarzschild, envolvendo superf́ıcies mı́nimas

estritamente estáveis e a massa de Hawking. Para isso, é importante recordar a massa

quasi-local, chamada de massa de Hawking, de uma superf́ıcie compacta Σ2 ⊂ (M3,g),

que é definida como

mH(Σ) =

√
|Σ|

16π

(
χ(Σ)

2
−

1

16π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ

)
dσ

)
, (1.1)

onde χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, H é a curvatura média de Σ, |Σ| é a área de Σ

e Λ é o ı́nfimo da curvatura escalar deM. Essa noção de massa quasi-local desempenhou

um papel crucial na prova da desigualdade de Penrose Riemanniana para variedades as-

sintoticamente planas, provada de forma independente por Huisken e Ilmanen [20] e Bray

[12]. Esta afirma que, se (M3,g) é uma variedade Riemanniana completa assintotica-

mente plana com curvatura escalar não negativa, e o bordo Σ = ∂M ̸= ∅ é uma esfera

bidimensional mı́nima outermost, então a massa ADM deM é maior ou igual à massa de

Hawking de Σ, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, M for isométrica a metade

da métrica de Schwarzschild em R3 \ {0}.

Mais precisamente, Máximo e Nunes provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Máximo e Nunes, [27]). Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com

curvatura escalar R ⩾ 2. Se Σ ⊂M é uma esfera mı́nima estritamente estável mergulhada

que maximiza localmente a massa de Hawking, então a curvatura Gaussiana de Σ é cons-

tante, igual a 1/a2 para algum a ∈ (0, 1), e uma vizinhança de Σ em (M,g) é isométrica

ao espaço de Sitter-Schwarzschild ((−ε, ε)× Σ,ga) para algum ε > 0.

Na presença de bordo não vazio, os objetos de estudo são as superf́ıcies mı́nimas

de bordo livre. Essas superf́ıcies surgem como pontos cŕıticos do funcional área para
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superf́ıcies em uma variedade tridimensional M com bordo ∂M. Segue-se da fórmula da

primeira variação de área que tais superf́ıcies intersectam ∂M ortogonalmente.

Neste contexto, Ambrozio [3] estabeleceu a seguinte versão de bordo dos resultados de

rigidez mencionados anteriormente.

Teorema 1.2 (Ambrozio, [3]). Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M.

Suponha que R e H∂M são limitadas inferiormente. Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima estável

de bordo livre, propriamente mergulhada e dois-lados, então

I(Σ) =
1

2
inf
M
R|Σ|+ inf

∂M
H∂M|∂Σ| ⩽ 2πχ(Σ).

Suponha que Σ seja uma superf́ıcie de bordo livre, propriamente mergulhada, dois-lados e

localmente minimizante de área, tal que

I(Σ) = 2πχ(Σ).

Além disso, se uma das seguintes hipóteses ocorrer:

(i) cada componente de ∂Σ é localmente minimizante de comprimento em ∂M; ou

(ii) inf H∂M = 0,

então existe uma vizinhança de Σ em (M,g) que é isométrica a ((−ε, ε)× Σ,dt2 + gΣ),

onde (Σ,gΣ) tem curvatura Gaussiana constante 1
2
infR e ∂Σ tem curvatura geodésica

constante infH∂M em Σ.

Um resultado similar foi obtido por Alaee, Lesourd e Yau em [1], no contexto de

superf́ıcies MOTS de bordo livre em conjuntos de dados iniciais.

Problema 1. É posśıvel obter o resultado de Ambrozio para o caso estritamente estável,

ou seja, obter o Teorema 1.1 no contexto de variedades de bordo livre?

A primeira parte desta tese baseia-se em um trabalho realizado em colaboração com

Batista e Lima [6], onde abordamos o Problema 1. O objetivo principal é estabelecer

uma conexão entre superf́ıcies mı́nimas de bordo livre e a Relatividade Geral, utilizando

a massa de Hawking modificada como ferramenta central. Recordamos que a massa de

Hawking modificada de uma superf́ıcie Σ2 compacta com bordo livre em uma variedade

Riemanniana (M3,g) é definida como
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m̃H(Σ) =
1

2

√
|Σ|

8π

(
χ(Σ) −

1

8π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ

)
dσ

)
, (1.2)

onde χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, H é a curvatura média de Σ, |Σ| é a área de Σ

e Λ é o ı́nfimo da curvatura escalar deM. Essa noção foi introduzida por Marquardt, em

[26], para estudar soluções do fluxo pelo inverso da curvatura média fraca de superf́ıcies

com bordo livre, que desempenhou um papel crucial na prova da desigualdade de Penrose

Riemanniana para variedades assintoticamente planas com bordo não compacto, dada por

Koerber, em [22].

Antes de prosseguir, apresentamos a definição do espaço modelo que estudaremos

na primeira parte da tese, a saber, a variedade semi de Sitter-Schwarzschild, definida

por Lima na Observação 4.8 de [16]. Fixado 0 < m < 1
3
√
3
; a métrica semi de Sitter-

Schwarzschild com parâmetro de massa m e curvatura escalar igual a 2 é definida como

a métrica

gm =
1

1− r2

3
− 2m

r

dr2 + r2gS2+ , (1.3)

na variedade (r−(m), r+(m)) × S2
+, onde 0 < r−(m) < r+(m) < 1 são as únicas ráızes

positivas da função fm(r) = 1 − r2 − 2mr−1, fm(r) > 0 para todo o r ∈ (r−(m), r+(m))

e gS2+ é a métrica canônica em S2
+ de curvatura Gaussiana constante igual a 1. Após

reflexões da métrica gm, podemos definir uma métrica rotacionalmente simétrica completa

e periódica em R× S2
+ com curvatura escalar R = 2 e bordo totalmente geodésico R× S1,

para mais detalhes consulte [15].

Deve-se ressaltar que o Problema 1 está relacionado ao estudo de rigidez/flexibilidade

das variedades semi de Sitter-Schwarzschild que aparece no excelente survey devido a

Lima [Observação 4.8, [16]].

Desta forma em nosso primeiro resultado, estabelecemos o seguinte teorema de rigidez

local:

Teorema 1.3. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M satisfazendo R ⩾

2 e H∂M ⩾ 0. Se Σ é um disco mı́nimo dois-lados de bordo livre propriamente mergulhado,

estritamente estável que maximiza localmente a massa de Hawking modificada, então a

curvatura Gaussiana de Σ é constante e igual a 1/a2 para algum a ∈ (0, 1), a curvatura

geodésica de ∂Σ se anula e existe uma vizinhança de Σ em (M,g) isométrica ao espaço

semi de Sitter-Schwarzschild ((−ε, ε)× Σ,ga) para algum ε > 0.
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Na segunda parte da tese, iremos abordar a surpreendente relação entre as noções

de massa e capacidade em variedades assintoticamente planas com bordo não compacto.

Dado uma variedade (M3,g) assintoticamente plana, a massa ADM é dada por

mADM = lim
r→∞

1

16π

∫
|x|=r

(gij,j − gjj,i)ν
idσ,

onde {xi}1⩽i⩽3 é um sistema de coordernadas e ν é vetor normal unitário a {|x| = r}. Se

Σ = ∂M, a capacidade Σ é definida por

cΣ = inf
{ 1

4π

∫
M

|∇f|2dσ
}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as funções localmente Lipschitz tais que f|Σ = 1 e

lim
|x|→∞ f = 0. A massa ADM é um invariante geométrico associado a variedade assintoti-

camente planas, enquanto a capacidade cΣ é definida em termos de funções harmônicas

satisfazendo condições espećıficas em Σ e no infinito.

Um resultado seminal nessa direção foi dado por Bray [12]. Ele demonstrou que, se

(M3,g) é uma variedade completa, assintoticamente plana, com curvatura escalar não

negativa cujo bordo é uma superf́ıcie mı́nima Σ = ∂M, então:

mADM ⩾ cΣ,

a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) é isométrica a uma variedade de Schwarzschild

cujo o bordo é um horizonte, ou seja, uma esfera mı́nima rotacionalmente simétrica. Onde

a variedade de Schwarzschild com parametro de massa m é dada por

(M3,g) =

(
R3 \ {|x| < r},

(
1+

m

2|x|

)4

δ

)
,

sendo r > 0 uma constante e δ a métrica Euclidiana.

Quando não supomos a minimalidade de Σ ⊂ (M,g), Bray e Miao [11] estudaram

o comportamento dessas superf́ıcies utilizando o fluxo pelo inverso da curvatura média

fraco desenvolvido por Huisken e Ilmanen [20], obtendo assim a seguinte desigualdade:

mADMc
−1
Σ ⩾ 1−

(
1

16π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

, (1.4)

desde que
∫
Σ
H2 ⩽ 16π e H2(M

3,Σ) = 0, com a igualdade ocorrendo se, e somente

se, (M3,g) for isométrica a uma variedade de Schwarzschild cujo bordo é uma esfera

rotacionalmente simétrica com curvatura média constante e não negativa.
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Recentemente, curvas de ńıvel de funções harmônicas emergiram como uma técnica

poderosa para investigar problemas relacionados a curvatura escalar em variedades tri-

dimensionais. No estudo conduzido por Stern [39], foi revelada uma conexão marcante

entre essas estruturas e as superf́ıcies mı́nimas anteriormente obtidas por Schoen e Yau

[36]. Já em variedades assintoticamente planas, Bray, Kazaras, Khuri e Stern [13] de-

senvolveram uma abordagem inovadora para demonstrar o Teorema da Massa Positiva,

fundamentando-se no comportamento assintótico de determinadas funções harmônicas.

Nessa perspectiva, Miao em [30] estudou como determinadas funções harmônicas po-

dem influenciar na estrutura geométrica de variedades assintoticamente planas.

Mais precisamente, Miao considerou (M3,g) uma variedade Riemanniana assintotica-

mente plana bordo fechado Σ, e u :M→ R função suave satisfazendo
∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

u → 1 no ∞,

onde u é denominada função capacidade em (M3,g). Além disso, pode-se provar que u

admite a seguinte expansão

u(x) = 1− c|x|−1 + o(|x|−1),

onde a constante c está relacionada à capacidade de Σ. Em seu trabalho, Miao estabeleceu

importantes relações entre funções harmônicas e os conceitos de massa e capacidade.

Inspirado pelo trabalho de Bray [12], onde foram empregados métodos variacionais e

de monotonicidade para estudar propriedades geométricas e f́ısicas de variedades assinto-

ticamente planas, Miao explorou teoremas de rigidez tendo como modelo a variedade de

Schwarzschild. Dentre os vários resultados significativos obtidos destacamos: Seja (M3,g)

variedade assintoticamente plana com bordo conexo Σ, curvatura escalar não negativa e

H2(M,Σ) = 0. Se u é uma função capacidade de Σ, então

mADM

2cΣ
⩾ 1−

(
1

4π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, (M,g) for isométrico a uma variedade de

Schwarzschild cujo bordo é uma esfera rotacionalmente simétrica.

Nas mesmas condições do resultado anterior, Miao provou

mADM

cΣ
⩾ 1−

(
1

16π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

,
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onde a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrico a uma variedade de

Schwarzschild com bordo dado por uma esfera rotacionalmente simétrica. Note que o

resultado acima remove a condição
∫
Σ
H2dσ ⩽ 16π imposta por Bray e Miao em [11].

Desta forma surge naturalmente o seguinte problema:

Problema 2. É posśıvel obter esses resultados para variedades assintoticamente planas

com bordo não compacto, utilizando como modelo a variedade semi-Schwarzschild?

Na segunda parte desta tese, nosso objetivo principal é apresentar esses resultados

nesse contexto. Mais precisamente, consideraremos (M3,g) uma variedade assintotica-

mente plana e conformemente plana no infinito com ∂M = Σ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie

compacta que encontra ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Nesse

contexto, a massa é dada por

mABL = lim
r→∞

1

16π

{∫
S2
r,+

(gij,j − gjj,i)ν
idσ+

∫
∂S2

r,+

ga3µ
adθ

}
,

onde S2r,+ é um hemisfério de coordenadas Euclidianas canônicas de raio r com vetor

normal unitário ν apontando para fora, e µ é o vetor conormal a ∂S2r,+. Além disso, a

capacidade de Σ é dada de forma similar ao caso clássico. No entanto, agora o ı́nfimo é

atingido por uma função u : M→ R, satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora.

Dessa forma, nosso primeiro resultado estabelece uma desigualdade que envolve a

função capacidade, a massa e a capacidade.

Teorema 1.4. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0 e u ∈ C∞(M) é uma função satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,
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onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Então

mABL

2cΣ
⩾ 1−

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

. (1.5)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrica a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente

simétrico. Ou seja,

(M3,g) =

(
R3

+ \ {|x| < r},

(
1+

mABL

4|x|

)4

δ

)
,

onde r > 0 é uma constante e δ é a métrica Euclidiana.

Finalmente, como consequência do teorema acima bem como de uma série de resulta-

dos que serão apresentados no Capitulo 3, obtemos o resultado principal de rigidez para

a variedade modelo semi-Schwarzschild.

Teorema 1.5. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0, então

mABL

cΣ
⩾ 1−

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrico a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante não negativa.

O presente trabalho inicia, no Caṕıtulo 2, com as Seções 2.1 e 2.2, nas quais revi-

samos aspectos fundamentais sobre estabilidade de superf́ıcies mı́nimas com bordo livre.

Derivamos as fórmulas de variação da massa de Hawking modificada e, inspirados pelos

argumentos apresentados em [3] e [27], utilizamos as condições de estabilidade estrita e

maximizante local da massa de Hawking modificada para construir em uma vizinhança

de Σ, uma folheação composta por superf́ıcies mergulhadas de bordo livre com curva-

tura média constante (CMC). Finalmente, na Seção 2.3, apresentamos a demonstração

do Teorema 1.3.

No Caṕıtulo 3, na Seção 3.1, revisamos conceitos fundamentais sobre massa e capaci-

dade. Em seguida, na Seção 3.2, exploramos a relação entre massa e capacidade através
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dos conjuntos de ńıvel de funções harmônicas. Na Seção 3.3, deduzimos algumas desi-

gualdades geométricas em variedades assintoticamente planas com bordo não compacto.

Finalmente, na Seção 3.4, demonstramos o teorema principal de rigidez deste caṕıtulo no

contexto do modelo semi-Schwarzschild.



Caṕıtulo 2

Um resultado de rigidez local do

semi de Sitter-Schwarzschild

2.1 Preliminares

Nesta seção, reuniremos alguns fatos básicos que serão úteis para o estabelecimento

dos resultados principais. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com

bordo não vazio ∂M. Denote por R a curvatura escalar deM e denote a curvatura média

de ∂M por H∂M. Seja Σ2 uma variedade compacta suave com bordo não vazio, e suponha

que Σ é propriamente mergulhada emM, isto é, Σ é um mergulho emM3 e ∂Σ = Σ∩∂M.

Além disso, assumimos que Σ é dois-lados, isto é, existe um campo de vetores unitário

N ao longo de Σ que é normal a Σ. Fixe um campo de vetores normais unitários X

apontando para fora em ∂M, e seja ν o conormal apontando para fora ao longo de ∂Σ em

Σ. Definimos A(U,V) = g(−∇UN,V) como a segunda forma fundamental de Σ, e seja

Π(U,V) = g(∇UX,V) a segunda forma fundamental de ∂M em relação a −X. Dizemos

que Σ é bordo livre se Σ intercepta ∂M ortogonalmente. Em outras palavras, Σ é de

bordo livre se ν = X ao longo de ∂Σ.

Seja f : Σ × (−ε, ε) → M uma variação normal suave própria de Σ, ou seja, f é uma

aplicação suave tal que,

� Para todo t ∈ (−ε, ε), a aplicação ft = f(·, t) : Σ→M é propriamente mergulhada

em M;

� f(x, 0) = x para todo x ∈ Σ;

10
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�
∂f
∂t
(x, 0) = ϕ(x)N(x) para cada x ∈ Σ, onde ϕ ∈ C∞(Σ).

Agora recordamos algumas equações de evolução de quantidades geométricas relevan-

tes. Para esse propósito, usaremos o subscrito t para denotar quantidades associadas a

Σt = ft(Σ). Mais precisamente, Nt denotará um campo de vetores unitário normal a Σt,

Ht a curvatura média de Σt, νt o conormal apontando para fora ao longo de ∂Σt e ϕt é

a função em Σt definida por ϕt = g
(
∂f
∂t
,Nt

)
.

Primeiro, recordamos a variação da curvatura média.
d
dt
H(t)

∣∣∣
t=0

= LΣϕ em Σ,

d
dt
g(Nt,X)

∣∣∣
t=0

= −∂ϕ
∂ν

+ Π(N,N)ϕ sobre ∂Σ,
(2.1)

onde LΣ = ∆Σ + Ric(N,N) + |A|2 é o operador de Jacobi de Σ, Ric é o tensor de Ricci de

M e ∆Σ é o operador Laplaciano de Σ com respeito à métrica induzida de M.

Em particular, se cada Σt é uma superf́ıcie com bordo livre de curvatura média cons-

tante, então  d
dt
H(t) = LΣt

ϕt em Σ,

∂ϕt

∂νt
= Π(Nt,Nt)ϕt sobre ∂Σ.

(2.2)

A primeira variação da área é dada por

d

dt
|Σt|
∣∣∣
t=0

= −

∫
Σ

Hϕdσ+

∫
∂Σ

ϕg(N,ν)ds, (2.3)

onde H = trA é a curvatura média de Σ em M. Da equação (2.3), segue que Σ é um

ponto cŕıtico para a funcional área se, e somente se, Σ é mı́nima com bordo livre. Para

mais detalhes, veja [3].

Se Σ é mı́nima com bordo livre, então a segunda variação da área é dada por

d2

dt2
|Σt|
∣∣∣
t=0

= −

∫
Σ

ϕLΣϕdσ+

∫
∂Σ

(∂ϕ
∂ν

− Π(N,N)ϕ
)
ϕds. (2.4)

Alternativamente, em termos de formas quadrática, isso pode ser escrito como

d2

dt2
|Σt|
∣∣∣
t=0

= Q(ϕ,ϕ),

onde a forma quadrática Q : C∞(Σ)×C∞(Σ) → R é chamada de forma ı́ndice de Σ, dada

por

Q(ϕ,ψ) = −

∫
Σ

ϕ(∆Σψ+ (Ric(N,N) + |A|2)ψ)dσ+

∫
∂Σ

ϕ
(∂ψ
∂ν

− Π(N,N)ψ
)
ds. (2.5)
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A condição de Robin no bordo
∂ϕ

∂ν
= Π(N,N)ϕ

é uma condição de bordo eĺıptica para LΣ, portanto, existe uma sequência não decrescente

e divergente λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · · ⩽ λk ↗ ∞ de autovalores associados a uma base ortonormal

de soluções no espaço L2(M,dσ) para o problema de autovalores LΣϕ+ λϕ = 0 em Σ,

∂ϕ
∂ν

= Π(N,N)ϕ sobre ∂Σ.
(2.6)

Desta forma, dizemos que Σ é estável se, e somente se, Q(ϕ,ϕ) ⩾ 0 para todo ϕ ∈ C∞(Σ),
equivalentemente o primeiro autovalor de LΣ é não negativo. Se o primeiro autovalor for

positivo, dizemos que a superf́ıcie é estritamente estável. Portanto, se ϕ é uma auto-

função do operador de Jacobi associada ao primeiro autovalor do problema (2.6), ou seja,

Q(ϕ,ϕ) = λ1(LΣ)
∫
Σ
ϕ2dσ, então

λ1(LΣ)

∫
Σ

ϕ2dσ = −

∫
Σ

ϕ(∆Σϕ+ (Ric(N,N) + |A|2)ϕ)dσ. (2.7)

Agora, relembremos a definição da variedade modelo deste caṕıtulo. Fixado 0 < m < 1
3
√
3
,

a métrica semi de Sitter-Schwarzschild com parâmetro de massa m e curvatura escalar

igual a 2 é definida como a métrica

gm =
1

1− r2

3
− 2m

r

dr2 + r2gS2+ , (2.8)

na variedade (r−(m), r+(m)) × S2
+, onde 0 < r−(m) < r+(m) < 1 são as únicas ráızes

positivas da função fm(r) = 1− r2 − 2mr−1, fm(r) > 0 para todo o r ∈ (r−(m), r+(m)) e

gS2+ é a métrica canônica em S2
+ de curvatura Gaussiana constante igual a 1. Através de

uma mudança de variável, a métrica semi de Sitter-Schwarzschild (2.8) pode ser reescrita

da forma

gm = ds2 + u(s)2gS2+ , em [a,b]× S2, (2.9)

onde u : (a,b) → (r−(m), r+(m)) é uma função que se estende continuamente a [a,b]

com u(a) = r−(m), u(b) = r+(m) e ds
dr

= fm(r)−1/2 > 0 em (r−(m), r+(m)). Além

disso, a função u resolve a seguinte equação diferencial não linear de segunda ordem:

u ′′(s) =
1

2

(1− u ′(s)2

u(s)

)
−
u(s)

2
. (2.10)

Outro fato interessante é que quaisquer soluções positivas u(r) da equação (2.10) que

sejam definidas para todos r ∈ R definem uma métrica rotacionalmente simétrica periódica
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ga = dr2 + ua(r)
2gS2+ com curvatura escalar constante igual a 2, onde a ∈ (0, 1) e ua(r)

satisfaz ua(0) = a = minu e u ′
a(0) = 0; para mais detalhes, veja [[34], Seção 2.1].

Finalmente, recordemos a definição de massa de Hawking modificada. Dada uma

superf́ıcie Σ2 compacta com bordo livre em uma variedade Riemanniana (M3,g) a massa

de Hawking modificada é definida por

m̃H(Σ) =
1

2

√
|Σ|

8π

(
χ(Σ) −

1

8π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ

)
dσ

)
, (2.11)

onde χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, H é a curvatura média de Σ, |Σ| é a área de Σ

e Λ é o ı́nfimo da curvatura escalar de M.

2.2 Estabilidade e fórmulas de variação da massa de

Hawking modificada

Nesta seção, derivamos as fórmulas da primeira e segunda variação da massa de Haw-

king modificada. Além disso, sob a hipótese de estabilidade estrita e maximizante local

da massa de Hawking modificada buscamos construir uma folheação em uma vizinhança

de Σ por superf́ıcies mergulhadas de bordo livre e curvatura média constante, que desem-

penham um papel crucial na prova do teorema principal deste caṕıtulo.

Proposição 2.1. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo

∂M e curvatura escalar R limitada inferiormente. Seja Σ uma superf́ıcie de bordo livre,

propriamente mergulhada e dois-lados. Dada uma variação normal, como definida na

seção anterior, temos que

2
d

dt
m̃H(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
2|Σ|−

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

H∆Σϕdσ+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(Λ− R)Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

[
2KΣ −

4πχ(Σ)

|Σ|
+

1

2|Σ|

∫
Σ

H2dσ− |A|2
]
Hϕdσ,

onde Λ = inf
M
R e KΣ é a curvatura Gaussiana de Σ.

Demonstração. Tomando a derivada da massa de Hawking modificada dada em (2.11)

para a variação normal ft de Σ, obtemos

2
d

dt
m̃H(Σt) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

(
χ(Σt) −

1

8π

∫
Σt

H2
tdσt −

1

12π
Λ|Σt|

)
d

dt
(dσt)
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+
|Σt|

1
2

(8π)
1
2

(
−

1

8π

∫
Σt

[
2Ht

d

dt
(Ht)dσt +H

2
t

d

dt
(dσt)

]
−

1

12π
Λ
d

dt
(dσt)

)
= −

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

(
χ(Σt) −

1

8π

∫
Σt

H2
tdσt −

1

12π
Λ|Σt|

)( ∫
Σt

Htϕtdσt

−

∫
∂Σt

ϕtg(Nt,νt)dst

)
−

|Σt|
1
2

(8π)
1
2

[
1

8π

∫
Σt

2HtLΣt
ϕtdσt −H

2
tϕtHtdσt

+H2
tϕtg(Nt,νt)dst

]
+

|Σt|
1
2

(8π)
1
2

Λ

12π

( ∫
Σt

Htϕtdσt −

∫
∂Σt

ϕtg(Nt,νt)dst

)

= −
2|Σt|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

Ht∆Σt
ϕtdσt −

|Σt|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

Ht(2Ric(Nt,Nt) + 2|At|
2)ϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

H3
tϕtdσt −

|Σt|
1
2

(8π)
3
2

∫
∂Σt

H2
tϕtg(Nt,νt)dst

−
1

2

|Σt|
− 1

2χ(Σt)

(8π)
1
2

∫
Σt

Htϕtdst +
1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
3
2

∫
Σt

Htϕtdσt

∫
Σt

H2
tdσt

+
1

2

|Σt|
− 1

2χ(Σt)

(8π)
1
2

∫
∂Σt

ϕtg(Nt,νt)dst +
3

2

Λ|Σt|
1
2

12π(8π)
1
2

∫
Σt

Htϕtdσt

−
3

2

Λ|Σt|
1
2

12π(8π)
1
2

∫
∂Σt

ϕtg(Nt,νt)dst, (2.12)

onde usamos as seguintes identidades

d

dt
Ht = ∆Σt

ϕt + Ric(Nt,Nt)ϕt + |At|
2ϕt

d

dt
(dσt) = −ϕtHtdσt + ϕtg(Nt,νt)dst.

Por outro lado, pela equação de Gauss, temos que

2Ric(Nt,Nt) + 2|At|
2 = R− 2KΣt

+H2
t + |At|

2, (2.13)

donde substituindo em (2.12), tem-se

2
d

dt
m̃H(Σt) = −

2|Σt|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

Ht∆Σt
ϕtdσt −

|Σt|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

Ht(R− 2KΣt
+H2

t + |At|
2)ϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σt

(
H3

t +ΛHt

)
ϕtdσt +

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
3
2

∫
Σt

Htϕtdσt

∫
Σt

H2
tdσt

−
1

2

|Σt|
− 1

2χ(Σt)

(8π)
1
2

∫
Σt

Htϕtdσt −
|Σt|

1
2

(8π)
3
2

∫
∂Σt

(
Λ+H2

t

)
ϕtg(Nt,νt)dst

+
1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

∫
∂Σt

ϕtg(Nt,νt)dst. (2.14)

Considerando a avaliação em t = 0 e sabendo que Σ é uma superf́ıcie de bordo livre,
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obtemos a expressão desejada

2
d

dt
m̃H(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
2|Σ|−

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

H∆Σϕdσ+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(Λ− R)Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

[
2KΣ −

4πχ(Σ)

|Σ|
+

1

2|Σ|

∫
Σ

H2dσ− |A|2
]
Hϕdσ.

Para a prova da fórmula da segunda variação da massa de Hawking modificada, é

crucial recordar a primeira variação do operador de Jacobi cuja prova pode ser encontrada

em [27]. Denotemos por LΣt
o operador de Jacobi associado a Σt.

Proposição 2.2 ([27], Proposição 6.2). Para cada função ψ ∈ C∞(Σ), temos:

L ′
Σ(0)ψ =

d

dt
LΣt

∣∣∣
t=0
ψ = 2ϕg(A,Hessψ) + 2ψg(A,Hessϕ) − 2ϕω(∇ψ) − 2ψω(∇ϕ)

+ ϕg(∇H,∇ψ) −Hg(∇ψ,∇ϕ) + 2A(∇ϕ,∇ψ) −ψdivΣ(divΣω) − ϕψHKΣ

+ ϕψHRic(N,N) + ϕψH|A|2 + ϕψAijAikAjk + ϕψRiNNjAij

onde ω é a 1-forma em Σ definida por ω(X) = Ric(X,N).

Agora, seguindo o procedimento adotado em [27], apresentaremos a fórmula da se-

gunda variação da massa de Hawking modificada, que pode ser expressa da seguinte

forma:

Proposição 2.3. Sob as condições da Proposição 2.1. Se Σ ⊂M é um ponto cŕıtico da

massa de Hawking modificada, então

2
d2

dt2
m̃H(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
3m̃H(Σ)

4|Σ|2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
2|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

((LΣϕ)
2 +HL ′

Σ(0)ϕ)dσ

+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(H2 +
2

3
Λ)(ϕLΣϕ−H2ϕ2)dσ+

4|Σ|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

H2ϕLΣϕdσ

−
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(ϕLΣϕ−H2ϕ2 − divΣ(∇XX))dσ

−
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
∂Σ

(H2 +
2

3
Λ)

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds

+
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
∂Σ

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds,

onde X(x) = ∂f
∂t
(x, 0).
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Demonstração. Vimos na Proposição 2.1 que a primeira variação da massa de Hawking

modificada é dada por

2
d

dt
m̃H(Σt) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

(
χ(Σt) −

1

8π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
dσt

)
+

(
|Σt|

8π

) 1
2
(
−

1

8π

∫
Σt

2Ht

d

dt
(Ht)dσt −

1

8π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
d

dt
(dσt)

)
.

Derivando a expressão acima, temos que

2
d2

dt2
m̃H(Σt) = −

1

4

|Σt|
− 3

2

(8π)
1
2

(∫
Σt

d

dt
(dσt)

)2(
χ(Σt) −

1

8π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
dσt

)
+

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

∫
Σt

d2

dt2
(dσt)

(
χ(Σt) −

1

8π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
dσt

)
−

1

16π

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

(∫
Σt

2Ht

d

dt
(Ht)dσt +

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
d

dt
(dσt)

)
+

|Σt|
− 1

2

2(8π)
3
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

[
−

∫
Σt

2Ht

d

dt
(Ht)dσt −

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
d

dt
(dσt)

]
−

1

8π

|Σt|
1
2

(8π)
1
2

(∫
Σt

2

(
d

dt
(Ht)

)2

dσt +

∫
Σt

2Ht

d2

dt2
(Ht)dσt +

∫
Σt

2Ht

d

dt
(Ht)

d

dt
(dσt)

+

∫
Σt

2Ht

d

dt
(Ht)

d

dt
(dσt) +

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
Λ

)
d2

dt2
(dσt)

)
.

Usando o fato de que a fórmula da segunda variação do elemento de área é dada por

d2

dt2
|Σt|
∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(−ϕLΣϕ+H2ϕ−HdivΣ(∇XX))dσ+

∫
∂Σ

(∂ϕ
∂ν

− Π(N,N)ϕ
)
ϕds.

Assim, calculando d2

dt2
m̃H(Σt) em t = 0 obtemos a seguinte expressão

2
d2

dt2
m̃H(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
m̃H(Σ)

4|Σ|2

(
−

∫
Σ

Hϕdσ+

∫
∂Σ

g(X,ν)ds

)2

+
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX))dσ

+
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
∂Σ

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds

−
|Σ|−

1
2

2(8π)
3
2

(
−

∫
Σ

Hϕdσ+

∫
∂Σ

g(X,ν)ds

)( ∫
Σ

2HLϕdσ

−

∫
Σ

(H2 +
2

3
Λ)Hϕdσ+

∫
∂Σ

(H2 +
2

3
Λ)g(X,ν)ds

)

+
|Σ|−

1
2

2(8π)
3
2

( ∫
Σ

Hϕdσ−

∫
∂Σ

g(X,ν)ds

)( ∫
Σ

2HLϕdσ

−

∫
Σ

(H2 +
2

3
Λ)Hϕdσ+

∫
∂Σ

(H2 +
2

3
Λ)g(X,ν)ds

)
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−
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

(∫
Σ

(2(Lϕ)2 + 2HL ′(0)ϕ− 4H2ϕLϕ)dσ+

∫
∂Σ

4HLϕg(X,ν)ds

)
−

|Σ|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(H2 +
2

3
Λ)(−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX))dσ

−
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
∂Σ

(H2 +
2

3
Λ)

(
∂ν

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds.

Como Σ é um ponto cŕıtico para a massa de Hawking modificada, então

m̃H(Σ)

2|Σ|

(∫
Σ

Hϕdσ−

∫
∂Σ

g(X,ν)ds

)
=

−|Σ|
1
2

(8π)
3
2

[ ∫
Σ

2HLΣϕdσ−

∫
Σ

(H2 +
2Λ

3
)Hϕdσ

+

∫
∂Σ

(H2 +
2Λ

3
)g(ν,X)ds

]
.

Assim, a partir da igualdade acima, considerando que em t = 0 a superf́ıcie Σ é de bordo

livre, teremos

2
d2

dt2
m̃H(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
3m̃H(Σ)

4|Σ|2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
2|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

((LΣϕ)
2 +HL ′

Σ(0)ϕ)dσ

+
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(H2 +
2

3
Λ)(ϕLΣϕ−H2ϕ2)dσ+

4|Σ|
1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

H2ϕLΣϕdσ

−
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
Σ

(ϕLΣϕ−H2ϕ2 − divΣ(∇XX))dσ

−
|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
∂Σ

(H2 +
2

3
Λ)

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds

+
m̃H(Σ)

2|Σ|

∫
∂Σ

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds,

Proposição 2.4. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M satisfazendo

R ⩾ 2 e H∂M ⩾ 0. Se Σ é um disco mı́nimo dois-lados de bordo livre, propriamente mer-

gulhado, estritamente estável, que maximiza localmente a massa de Hawking modificada,

então

|Σ| =
2π

λ1(LΣ) + 1
,

onde λ1(LΣ) é o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso, ao longo de Σ,

tem-se A = 0, R = 2, Ric(N,N) = −λ1(LΣ), a curvatura Gaussiana KΣ = 2π
|Σ|

, e, a

curvatura geodésica e H∂M são nulas ao longo de ∂Σ. Em particular, Σ é um hemisfério

com a métrica redonda.
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Demonstração. Uma vez que Σ é estritamente estável, temos que λ1(LΣ)
∫
Σ
ϕ2dσ ⩽

Q(ϕ,ϕ) para qualquer função suave ϕ em Σ. Escolhendo ϕ = 1, obtemos

λ1(LΣ)|Σ| ⩽ −

∫
Σ

(
Ric(N,N) + |A|2

)
dσ−

∫
∂Σ

Π(N,N)ds. (2.15)

Segue da equação de Gauss que

Ric(N,N) + |A|2 =
R

2
− KΣ +

|A|2

2
⩾ 1− KΣ,

onde na última desigualdade usamos que R ⩾ 2.

Assim, usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o fato de que H∂M = kg + Π(N,N) ao

longo de ∂Σ, deduzimos

(1+ λ1(LΣ))|Σ| ⩽
∫
Σ

KΣdσ−

∫
∂Σ

Π(N,N)ds

= 2π−

∫
∂Σ

(kg + Π(N,N))ds

= 2π−

∫
∂Σ

H∂Mds,

onde kg denota a curvatura geodésica de ∂Σ em Σ. Uma vez que por hipótese H∂M ⩾ 0,

temos que

|Σ| ⩽
2π

λ1(LΣ) + 1
. (2.16)

Além disso, se a igualdade ocorrer, todas as desigualdades acima devem ser igualdades.

Consequentemente, Q(1, 1) = λ1(LΣ)|Σ|, Σ é totalmente geodésica, R = 2 e H∂M = 0 ao

longo de Σ. Assim, segue de Q(ϕ,ϕ) ⩾ λ1(LΣ)
∫
Σ
ϕ2dσ para qualquer ϕ ∈ C∞(Σ) que

F(ϕ,h) := Q(ϕ,h) − λ1(LΣ)

∫
Σ

ϕhdσ,

satisfaz F(ϕ,ϕ) ⩾ 0 e F(1, 1) = 0 para todo ϕ ∈ C∞(Σ). Ao mesmo tempo, verifica-se

facilmente que F(1,ϕ) = 0 para qualquer ϕ ∈ C∞(Σ). De fato, dados t ∈ R e ϕ ∈ C∞(Σ),
temos que

F(1− ϕ, 1− tϕ) = F(1, 1) − F(1, tϕ) − F(tϕ, 1) + F(tϕ, tϕ)

= t2F(ϕ,ϕ) − 2tF(1,ϕ) ⩾ 0, (2.17)

como, F(ϕ,ϕ) ⩾ 0, então F(1,ϕ) = 0 para cada ϕ ∈ C∞(Σ). Dáı, segue que

0 = F(1,ϕ) = −

∫
Σ

(Ric(N,N) + λ1(LΣ))ϕdσ−

∫
∂Σ

Π(N,N)ϕds. (2.18)



Caṕıtulo 2. Um resultado de rigidez local do semi de Sitter-Schwarzschild19

Isso nos permite concluir que, ao longo de Σ, Ric(N,N) = −λ1(LΣ), Π(N,N) = kg = 0 ao

longo de ∂Σ. Além disso, da equação de Gauss segue que a curvatura Gaussiana KΣ = 2π
|Σ|

.

Finalmente, derivamos a desigualdade inversa em (2.16); usando o fato de que Σ

maximiza localmente a massa de Hawking modificada na Proposição 2.3, ou seja,

0 ⩾ −
2|Σ|

1
2

(8π)
3
2

∫
Σ

(LΣϕ)
2dσ−

(
m̃H(Σ)

2|Σ|
−

4|Σ|
1
2

3(8π)
3
2

) ∫
Σ

ϕLΣϕdσ

−

(
4|Σ|

1
2

3(8π)
3
2

−
m̃H(Σ)

2|Σ|

) ∫
∂Σ

(
∂ϕ

∂ν
− g(N,∇NX)ϕ

)
ϕds.

Além disso, substituindo na última desigualdade a autofunção associada ao primeiro au-

tovalor do problema (2.6) satisfazendo
∫
Σ
ϕ2dσ = 1, teremos

−
2|Σ|

1
2

(8π)
3
2

λ1(LΣ)
2 +

m̃H(Σ)

2|Σ|
λ1(LΣ) −

4|Σ|
1
2

3(8π)
3
2

λ1(LΣ) ⩽ 0,

usando a definição da massa de Hawking modificada, conclúımos que

(8π− 4|Σ|)λ1(LΣ) ⩽ 4|Σ|λ1(LΣ)
2,

e, uma vez que λ1(LΣ) > 0, inferimos

|Σ| ⩾
2π

λ1(LΣ) + 1

o que conclui a prova da proposição.

O próximo resultado é um passo crucial na prova do resultado principal. Sua prova é

inspirado em argumentos utilizados em [27] e [3]. Pode-se construir uma folheação Σ(t)

em uma vizinhança de Σ tal que Σ(t) seja uma superf́ıcie de bordo livre e tenha curvatura

média constante.

Proposição 2.5. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M satisfazendo

R ⩾ 2 e H∂M ⩾ 0. Se Σ é um disco mı́nimo dois-lados, propriamente mergulhado, com

bordo livre e estritamente estável, satisfazendo

|Σ| =
2π

λ1(LΣ) + 1
.

Então existe ε > 0 e uma função suave µ : (−ε, ε)× Σ→ R tal que

Σt = {expx(µ(t, x)N(x)); x ∈ Σ}
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é uma famı́lia de superf́ıcies de bordo livre com curvatura média constante e N é o campo

vetorial normal unitário ao longo de Σ. Além disso, as seguintes propriedades são válidas:

µ(0, x) = 0,
∂µ

∂t
(0, x) = 1 e

∫
Σ

(µ(t, x) − t)dσ = 0

para quaisquer (t, x) ∈ (−ε, ε) × Σ. Em particular, existe ϵ > 0, tal que {Σt}t∈(−ε,ε) é

uma folheação em uma vizinhança de Σ0 = Σ em M.

Demonstração. Se N é campo vetorial normal unitário a Σ, e seja X o campo vetorial

normal unitário a ∂M que coincide com o conormal externo ν de ∂Σ.

Para uma função u ∈ C2,α(Σ), 0 < α < 1, definimos Σu = {expx(u(x)N(x)); x ∈ Σ}.

Note que Σu é uma superf́ıcie propriamente mergulhada quando ||u||2,α é suficientemente

pequeno. A seguir, consideramos os espaços de Banach Z = {u ∈ C2,α(Σ);
∫
Σ
udσ = 0}

e Y = {u ∈ C0,α(Σ);
∫
Σ
udσ = 0}. Dadas ε, δ > 0 suficientemente pequenos, definimos a

aplicação Υ : (−ε, ε)× (B(0, δ) ∩ Z) → Y × C1,α(∂Σ) por

Υ(t,u) =

(
HΣt+u

−
1

|Σ|

∫
Σ

HΣu+t
dσ,g(NΣu+t

,XΣu+t
)

)
,

onde B(0, δ) = {u ∈ C2,α(Σ); ||u||2,α < δ}, HΣt+u
e NΣu+t

denotam a curvatura média e o

campo vetorial normal unitário de Σu+t, respectivamente, e XΣu+t
denota a restrição de

X a ∂Σu+t.

Note que Υ(0, 0) = (0, 0), pois Σ = Σ0. Pela Proposição 2.4, o operador de Jacobi de

Σ é dado por LΣ = ∆Σ − λ1(LΣ).

Consequentemente, para cada υ ∈ Z, usamos (2.1) para obtermos

DΥ(0, 0) · υ =
d

ds

∣∣∣
s=0
Υ(0, sυ)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

(
HΣsυ

−
1

|Σ|

∫
Σ

HΣsυ
dσ,g(NΣsυ

,XΣsυ
)

)
=

(
LΣυ−

1

|Σ|

∫
Σ

∆Συdσ+
λ1(LΣ)

|Σ|

∫
Σ

υdσ,−
∂υ

∂ν

)
=

(
∆Συ− λ1(LΣ)υ−

1

|Σ|

∫
∂Σ

∂υ

∂ν
ds,−

∂υ

∂ν

)
.

Agora, afirmamos que DΥ(0, 0) é um isomorfismo quando restrito a 0×Z. Para provar

isso, basta mostrar que existe uma única função φ ∈ Z que resolve o seguinte problema

como condição de bordo de Neumann ∆Σφ− λ1(LΣ)φ = f+ 1
|Σ|

∫
∂Σ
zds em Σ,

∂φ
∂ν

= z sobre ∂Σ,
(2.19)
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para quaisquer f ∈ Y e z ∈ C1,α(∂Σ). Para tal, basta aplicar [[23], Teorema 3.2] ou [[32],

Teorema 3.1] para resolver o problema (2.19).

Consequentemente, podemos aplicar o Teorema da Função Impĺıcita para concluir que,

existem ε > 0 e (t,u(t)) ∈ (−ε, ε) × B(0, δ) tal que u(0) = 0 e Υ(t,u(t)) = (0, 0) para

qualquer t ∈ (−ε, ε). Mais precisamente, as superf́ıcies

Σt+u(t) = {expx((t+ u(t)(x))N(x)); x ∈ Σ}

são superf́ıcies de curvatura média constante com bordo livre.

Prosseguindo, é fácil ver que a função suave µ : (−ε, ε)×Σ→ R definida por µ(t, x) =

t + u(t)(x) satisfaz µ(0, x) = 0 para cada x ∈ Σ e
∫
Σ
(µ(t, x) − t)dσ = 0 para cada

t ∈ (−ε, ε). Daqui, segue que ∫
Σ

∂µ

∂t
(0, ·)dσ = |Σ|. (2.20)

Além disso, uma vez que Σµ(t,x) é uma superf́ıcie de bordo livre e curvatura média cons-

tante (CMC), temos que

Hµ(t,·) =
1

|Σ|

∫
Σ

Hµ(t,·)dσ.

Assim, após a diferenciação em t = 0 e usando (2.2), deduzimos

LΣ

(
∂µ

∂t
(0, ·)

)
=

1

|Σ|

∫
Σ

(∆Σ − λ1(LΣ))
∂µ

∂t
(0, ·)dσ

=
1

|Σ|

∫
∂Σ

∂

∂ν

(
∂µ

∂t
(0, ·)

)
dσ−

λ1(LΣ)

|Σ|

∫
Σ

∂µ

∂t
(0, ·)dσ

e
∂

∂ν

(
∂µ

∂t
(0, ·)

)
= 0 sobre ∂Σ,

uma vez que, pela Proposição 2.4, Π(N,N) = 0 em Σ. Disto, e por (2.20), segue que LΣ
(
∂µ
∂t
(0, ·)

)
= LΣ(1) em Σt,

∂
∂ν

(
∂µ
∂t
(0, ·)

)
= 0 sobre ∂Σt.

Dáı, temos que ∂µ
∂t
(0, x) = 1 para cada x ∈ Σ, o que conclui a prova da proposição.

Para as provas que se seguirão, usamos a Proposição 2.5 para definir a aplicação

ft : Σ → M por ft(x) = expx(µ(x, t)N(x)) para cada t ∈ (−ε, ε). Seja Nt(x) o campo

vetorial normal unitário ao longo de Σt, de modo que N0(x) = N(x) para todos x ∈ Σ,

e denotemos dσt e dst como os elementos de área de Σt e ∂Σt, respectivamente, com

relação à métrica induzida por ft.
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Além disso, seja H(t) a curvatura média de Σt com respeito a νt, bem como a função

de lapso ρt : Σt → R, que é definida por

ρt(x) =

〈
Nt(x),

∂

∂t
ft(x)

〉
,

para cada t ∈ (−ε, ε). Consequentemente, uma vez que {Σt} é uma folheação de Σ por

superf́ıcies de bordo livre e CMC, segue de (2.1) e (2.2) que H ′(t) = LΣt
ρt em Σt,

∂ρt

∂νt
= g(Nt,∇Nt

X)ρt sobre ∂Σt,
(2.21)

onde LΣt
é o operador de Jacobi associado à superf́ıcie Σt.

Da Proposição 2.5, é fácil verificar que ρ0 ≡ 1. Então, usamos a Proposição 2.4 e

(2.21) para concluir que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

H(t) = LΣ(1) = −λ1(LΣ) < 0. (2.22)

Isso implica que podemos escolher ε suficientemente pequeno de modo que H(t) > 0 para

t ∈ (−ε, 0) e H(t) < 0 para t ∈ (0, ε), portanto H é uma função decrescente em t. Para

provar o Teorema principal, precisamos fornecer a monotonicidade da massa de Hawking

modificada ao longo dessa folheação. Este é o conteúdo do seguinte Lema.

Lema 2.1. Seja {Σt}t uma famı́lia de superf́ıcies obtidas na Proposição 2.5. Então∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)ρtdσt = ρt

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt +H

′(t)θ(t, x)

+ ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt + ρt

∫
∂Σt

g(Nt,∇Nt
X)dst −

∫
Σt

(∆Σt
ρt)dσt,

onde ρt =
1

|Σt|

∫
Σt
ρtdσt e θ(x, t) é uma função não positiva.

Demonstração. Como ρ0 ≡ 1, por continuidade podemos assumir ρt > 0 em uma vizi-

nhança de t = 0. Assim, multiplicando a equação (2.21) por 1/ρt e integrando sobre Σt,

conclúımos que

H ′(t)

∫
Σt

1

ρt
dσt =

∫
Σt

∆Σt
ρt

ρt
dσt +

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt

=

∫
∂Σt

1

ρt

∂ρt

∂νt
dst +

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt +

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt.
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Multiplicando a última equação por ρt = 1
|Σt|

∫
Σt
ρtdσt e subtraindo-a da integral da

equação (2.21), encontramos:

H ′(t)

(
ρt

∫
Σt

1

ρt
dσt − |Σt|

)
= ρt

∫
∂Σt

1

ρt

∂ρt

∂νt
dst + ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt

+ ρt

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt −

∫
Σt

∆Σt
ρtdσt

−

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)ρtdσt.

Dáı, segue de ∂ρt

∂νt
= g(Nt,∇Nt

X)ρt que:∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)ρtdσt = ρt

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt +H

′(t)θ(t, x)

+ ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt + ρt

∫
∂Σt

g(Nt,∇Nt
X)dst −

∫
Σt

∆Σt
ρtdσt,

onde θ(t, x) = |Σt| − ρt
∫
Σt

1
ρt
dσt é uma função não positiva. Isso conclui a prova do

Lema.

2.3 Rigidez local de discos mı́nimos com bordo livre

em variedade com bordo médio convexo

Nesta seção, demonstramos um teorema de rigidez local, que representa o resultado

central deste caṕıtulo.

Teorema 2.1. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo ∂M

não vazio satisfazendo R ⩾ 2 e H∂M ⩾ 0. Se Σ é um disco mı́nimo dois-lados de bordo

livre propriamente mergulhado, estritamente estável que maximiza localmente a massa de

Hawking modificada, então a curvatura Gaussiana de Σ é constante e igual a 1/a2 para

algum a ∈ (0, 1), a curvatura geodésica de ∂Σ se anula, e existe uma vizinhança de Σ em

(M3,g) isométrica ao espaço semi de Sitter-Schwarzschild ((−ε, ε) × Σ,ga) para algum

ε > 0.

Demonstração. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana e Σ ⊂ M uma superf́ıcie de

bordo livre sob as hipóteses do enunciado. Como consequência das Proposições 2.4 e

2.5, o operador de Jacobi de Σ é dado por LΣ = ∆ − λ1(Σ), e existe uma famı́lia de

superf́ıcies de bordo livre com curvatura média constante {Σt}|t|<ε em uma vizinhança
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de Σ = Σ0. Assim, podemos usar a Proposição 2.1 e a primeira variação da massa de

Hawking modificada, para inferir

2
d

dt
m̃H(Σt) = −

1

2

|Σt|
− 1

2

(8π)
1
2

(
1−

1

8π

∫
Σt

(H2
t +

4

3
)dσt

)(∫
Σt

Htρtdσt −

∫
∂Σt

ρtg(νt,X)dst

)
+

|Σt|
1
2

(8π)
1
2

(
−

1

8π

∫
Σt

[
2Ht(∆Σt

ρt + Ric(Nt,Nt)ρt + |At|
2ρt)

]
dσt

+
1

8π

∫
Σt

(H2
t +

4

3
)Htρtdσt −

1

8π

∫
∂Σt

(H2
t +

4

3
)ρtg(νt,X)dst

)
=

|Σt|
1
2

(8π)
3
2

Ht

[
−

4π

|Σt|

∫
Σt

ρtdσt +

(
3H2

t

2
+ 2

) ∫
Σt

ρtdσt − 2

∫
Σt

∆Σt
ρtdσt

− 2

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)ρtdσt

]
,

onde, na última igualdade, usamos que {Σt}t é uma famı́lia de superf́ıcies de bordo livre

com curvatura média constante.

Em conjunto com o Lema 2.1 e (2.13), observa-se que

2
d

dt
m̃H(Σt) =

−|Σt|
1
2

(8π)
3
2

Ht

[
4πρt −

(
3H2

t

2
+ 2

)
|Σt|ρt + 2ρt

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |At|
2)dσt

+ 2H ′(t)θ(t, x) + ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt + 2ρt

∫
∂Σt

g(Nt,∇Nt
X)dst

]
=

−|Σt|
1
2

(8π)
3
2

Ht

[
4πρt − 2ρt

∫
Σt

KΣt
dσt + ρt

∫
Σt

(R− 2)dσt + 2H ′(t)θ(t, x)

+ ρt

∫
Σt

(
|At|

2 −
H2

t

2

)
dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt + 2ρt

∫
∂Σt

g(Nt,∇Nt
X)dst

]
,

e, portanto, ao utilizar a identidade H∂M = kg+Π(Nt,Nt) e o Teorema de Gauss-Bonnet,

obtemos

2
d

dt
m̃H(Σt) = −

|Σt|
1
2

(8π)
3
2

Ht

[
2ρt

∫
∂Σt

H∂Mdst + ρt

∫
Σt

(R− 2)dσt + 2H ′(t)θ(t, x)

+ ρt

∫
Σt

(
|At|

2 −
H2

t

2

)
dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt

]
. (2.23)

Uma vez que ρ0(x) = 1 para todo x ∈ Σ, podemos escolher ε > 0 suficientemente

pequeno de modo que ρt(x) > 0 para cada x ∈ Σt e t ∈ (−ε, ε). Assim, basta usar

H∂M ⩾ 0 juntamente com R ⩾ 2 e que a função H ′(t)θ(t, x) é positiva para concluir que

2 d
dt
m̃H(Σt) ⩾ 0 para t ∈ [0, ε) e 2 d

dt
m̃H(Σt) ⩽ 0 para t ∈ (−ε, 0]. Isso implica que

m̃H(Σt) ⩾ m̃H(Σ),
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para todo t ∈ (−ε, ε). Consequentemente, levando em conta que Σ maximiza localmente

a massa de Hawking modificada, conclúımos que d
dt
m̃H(Σt) ≡ 0. Isso garante imediata-

mente que Σt é umb́ılica, R = 2 ao longo de Σt, e H
∂M = 0 ao longo de ∂Σt. Então,

usamos (2.23) para concluir

ρt

2

∫
Σt

|∇ρt|2

ρ2t
dσt +H

′(t)θ(t, x) = 0

para cada t ∈ (−ε, ε). Por outro lado, a partir de (2.22) e do Lema 2.1, temosH ′(t)θ(t, x) ⩾

0, o que permite concluir que ρt = 1 para todo t ∈ (−ε, ε). Portanto, f(x, t) =

expx(tN(x)) define uma isometria entre Σ × (−ε, ε), e uma vizinhança de Σ tal que a

métrica é dada por g = dt2 + gΣt
, onde gΣt

é a métrica induzida pela isometria f.

Agora, basta aplicar o Teorema 3.2 em [8] para concluir que

∂

∂t
gΣt

= −HtgΣt
,

onde usamos ρt ≡ 1, Ht é constante e Σt é umb́ılica para todo t ∈ (−ε, ε).

Consequentemente, gΣt
= ua(t)

2gS2+ para todo t ∈ (−ε, ε), onde ua(t) = ae
− 1

2

∫t
0 H(s)ds

e a2 = |Σ|

2π
.

Portanto, a métrica induzida pela isometria f(x, t) = expx(tN(x)) implica que g =

dt2+ua(t)
2gS2+ em Σ× (−ε, ε). Além disso, é fácil ver que a função ua(t) é uma solução

de (2.10). De fato,

u ′′
a(t) = −

H ′
t

2
ua(t) +

H2
t

4
ua(t).

Veja que, como H ′(t) = LΣt
ρt, ρt ≡ 1, temos que

H ′
t = ∆Σt

ρt + (Ric(Nt,Nt) +
H2

t

2
)ρt

= Ric(Nt,Nt) +
H2

t

2

=
R

2
− KΣt

+
H2

t

2
+
H2

t

4

=
R

2
−

1

ua(t)2
+

3H2
t

4
,

onde acima usamos a equação de Gauss (2.13) e o fato que gΣt
= ua(t)

2gS2+ implica

KΣt
= 1

ua(t)2
, donde temos

u ′′
a(t) = −

ua(t)

2
+

1

2ua(t)
−
H2

t

8
ua(t)

=
1

2

(
1− u ′

a(t)
2

ua(t)

)
−
ua(t)

2
.
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Pela unicidade da solução da EDO, conclúımos que g é exatamente uma métrica de semi

de Sitter-Schwarzschild em Σ× (−ε, ε). Assim, a prova está conclúıda.

Destacamos que o Teorema 2.1 é uma versão de bordo livre dos resultados de Máximo

e Nunes [27]. Além disso, uma observação relevante é que a métrica gm definida em (2.9)

converge para a métrica produto dr2 + gS2+ em R × S2
+ quando a → 1. Assim, pode-se

verificar facilmente que Σ0 = {0}×S2
+ é um disco mı́nimo estritamente estável (na verdade,

totalmente geodésico) de área 2πa2 em (R × S2
+,gm), para cada a ∈ (0, 1). No entanto,

na métrica produto dr2 + gS2+ , ou seja, no limite em que a → 1, Σ0 é apenas estável e

não estritamente estável. Consequentemente, nosso teorema fornece, de certa forma, uma

generalização do teorema devido a Ambrozio [3].

Finalmente, conclúımos este caṕıtulo com um resultado que indica que certos slices

da variedade semi de Sitter-Schwarzschild são máximos locais da massa de Hawking mo-

dificada.

Teorema 2.2. Seja Σr = {r} × S2
+ uma slice da variedade semi de Sitter-Schwarzschild

(R × S2
+,gm). Então, existe um ε = ε(r) > 0 tal que, se Σ ⊂ R × S2

+ é um disco dois-

lados de bordo livre propriamente mergulhado, que é um gráfico normal sobre Σr dado por

ϕ ∈ C2(Σr) com ||ϕ||C2(Σr) < ε, então tem-se:

(i) ou m̃H(Σ) < m̃H(Σr);

(ii) ou Σ é um slice Σs para algum s.

Demonstração. Para começar, seja (M = R × S2
+,gm) o semi de Sitter-Schwarzschild

com parâmetro de massa m > 0. Agora, considere a variedade dobrada (M̃, g̃m) de

(M,gm) ao longo de ∂M. Mais precisamente, M̃ = M × {0, 1}/ ∼, onde (x, 0) ∼ (x, 1)

para todo x ∈ ∂M, e g̃m(x, j) = gm(x) para todo x ∈ M e j = 0, 1. Uma vez que

∂M = R× S1 é totalmente geodésica, segue que (M̃, g̃m) é uma variedade Riemanniana

C∞ e que (M̃ = R× S2, g̃m) é um de Sitter-Schwarzschild.

A seguir, suponha que Σ é um gráfico normal sobre a slice Σr = {r} × S2
+ dado por

ϕ ∈ C2(Σr) com ||ϕ||C2(Σr) < ε, que encontra ∂M ortogonalmente. É fácil verificar que a

massa de Hawking modificada satisfaz m̃H(Σr) = m/2 para qualquer slice deM e Σ̃ ⊂ M̃,

o dobro de Σ, é uma superf́ıcie fechada dada como um gráfico sobre o slice Σ̃r = {r}× S2

que satisfaz |Σ̃|g̃m
= 2|Σ|gm

e |Σ̃r|g̃m
= 2|Σr|gm

. Isso implica que mH(Σ̃) = 2m̃H(Σ)
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e mH(Σ̃r) = 2m̃H(Σr), onde mH(·) e m̃H(·) representam, respectivamente, a massa de

Hawking e a massa de Hawking modificada. Assim, basta aplicar o Teorema 1.2 em [27]

para concluir que se tem ou mH(Σ̃) < mH(Σ̃r) ou Σ̃ é uma slice Σ̃s para algum s. Segue

que

(i) ou m̃H(Σ) < m̃H(Σr);

(ii) ou Σ é uma slice Σs para algum s,

o que termina a prova do teorema.



Caṕıtulo 3

Massa e capacidade de métricas

Assintoticamente planas

3.1 Preliminares

Nesta seção, reuniremos alguns fatos básicos que serão úteis para o estabelecimento

dos resultados principais. A massa ADM, definida em [4], está relacionada à teoria de

superf́ıcies mı́nimas e a geometria de curvaturas escalares, conforme evidenciado pelos

trabalhos fundamentais [35] e [36]. Os teoremas desses trabalhos afirmam que, para

uma variedade assintoticamente plana com uma taxa de decaimento relativa à métrica, e

curvatura escalar não negativa, a massa ADM será não negativa. Além disso, o espaço

Euclidiano é a única variedade com massa nula. Este resultado foi estendido por Almaraz,

Barbosa e de Lima [2] para variedades assintoticamente planas com bordo não compacto.

Nesse trabalho, os autores introduziram a noção de massa nesse contexto, sugerida por

F. C. Marques.

A partir deste ponto, introduziremos o conceito de variedade assintoticamente plana,

que será utilizado ao longo deste trabalho. Grosseiramente falando, variedades assinto-

ticamente planas são variedades Riemannianas que, fora de um conjunto compacto, são

difeomorfas ao complemento de uma bola fechada centrada na origem em R3
+, cuja métrica

se aproxima da métrica Euclidiana no infinito com determinada taxa de decaimento.

Definição 3.1. Dizemos que (M3,g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem

τ > 1
2
com um fim se existirem um compacto K ⊂ M e um difeomorfismo φ : M \ K →

R3
+ \ BR(0), tais que, nas coordenadas induzidas por φ, denotadas por x = (x1, x2, x3),

28
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temos

gij = δij + σij com σij = O2(r
−τ), (3.1)

onde δ é a métrica canônica do R3
+, ou, equivalentemente,

|σij|+ r|∂σij|+ r
2|∂2σij| = O(r

−τ).

Aqui, |x| = r e ∂ denota as derivadas parciais em R3
+ com respeito ao sistema de coorde-

nadas xi, conhecido como sistema de coordenadas admisśıveis.

Agora enunciamos a definição de massa introduzida por Almaraz, Barbosa e Lima em

[2].

Definição 3.2. Se (M3,g) é uma variedade assintoticamente plana com bordo não com-

pacto, então sua massa é dada por

mABL = lim
r→∞

1

16π

{∫
S2
r,+

(gij,j − gjj,i)ν
idσ+

∫
∂S2

r,+

ga3µ
adθ

}
,

onde S2r,+ ⊂ M é um hemisfério de coordenadas Euclidianas canônicas de raio r com

normal unitária exterior ν, e µ é o co-normal a ∂S2r,+ em ∂M. Se a curvatura escalar

Rg ∈ L1(M) e curvatura média Hg ∈ L1(∂M), então a massa ABL está bem definida.

Neste caṕıtulo, consideraremos variedades conformemente planas no infinito, cuja de-

finição é dada por:

Definição 3.3. Dizemos que (M3,g) é uma variedade conformemente plana no infinito,

quando existirem K ⊂M compacto e f > 0 função suave tais que g = f4δ em M \ K.

Um aspecto interessante a cerca de métricas conformemente planas foi demonstrado

por Almaraz, Barbosa e Lima que, dada uma variedade assintoticamente plana, sempre é

posśıvel encontrar uma métrica assintoticamente plana que seja conformemente plana no

infinito e massas suficientemente próximas. Mas precisamente

Proposição 3.1 (Almaraz, Barbosa e de Lima, [2]). Seja (M3,g) uma variedade assin-

toticamente plana com decaimento τ, onde τ > 1/2, e suponha que Rg ⩾ 0 e Hg ⩾ 0.

Então, para todo ϵ > 0 suficientemente pequeno, existe uma métrica assintoticamente

plana ḡ com decaimento τ− ϵ satisfazendo:

(i) Rḡ ⩾ 0 e Hḡ ⩾ 0, com Rḡ ≡ 0 e Hḡ ≡ 0 próximo do infinito;
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(ii) ḡ é conformemente plana próximo do infinito;

(iii) |mABL(M, ḡ) −mABL(M,g)| ⩽ ϵ.

Além disso, diversas outras pesquisas exploram variedades assintoticamente planas

com essa propriedade, como os trabalhos de Yao e Mazurowski em [28] e de Freire e

Schwartz em [17].

Agora, introduziremos uma classe especial de superf́ıcies que, no infinito de uma vari-

edade assintoticamente plana (M3,g), apresentam caracteŕısticas quase hemisféricas re-

dondas. Vale destacar que Shi, Wang e Wu, em [38], estudaram o caso de superf́ıcies

quase redondas. Iniciaremos com a seguinte definição.

Definição 3.4. Seja {Σr} ⊂ M3 uma famı́lia de superf́ıcies que são topologicamente he-

misférios com r = min
x∈Σr

r(x). Dizemos que {Σr} é uma famı́lia quase hemisférica re-

donda, quando r tende ao infinito se as seguintes condições são satisfeitas:

1. |Å|+ r|∇Å| ⩽ Cr−1−τ,

2. max
x∈Σr

r(x) ⩽ C min
x∈Σr

r(x) + C,

3. diam(Σr) ⩽ Cr,

4. Area(Σr) ⩽ Cr2.

Onde C é uma constante independente de r. diam(Σr), ∇ e |·| denotam, respectivamente, o

diâmetro da superf́ıcie, derivadas covariantes e a norma com respeito à métrica induzida

por g. r(x) é a distância de x a algum ponto fixo em (M3,g), A é a segunda forma

fundamental de Σr em (M3,g), e Å é a parte de traço nulo de A.

Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma

superf́ıcie compacta que encontra ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ .

A capacidade, também conhecida como L2 capacidade, de Σ é definida por

cΣ = inf

{
1

4π

∫
M

|∇f|2 dσ
}
, (3.2)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as funções localmente Lipschitz tais que f|Σ = 1 e



Caṕıtulo 3. Massa e capacidade de métricas Assintoticamente planas 31

lim
|x|→∞ f = 0. É sabido que, o ı́nfimo é atingido por uma função u ∈ C∞(M), que satisfaz



∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

(3.3)

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Para detalhes sobre a prova

de existência e unicidade de u, consulte a Proposição 1.4 de [21].

Figura 3.1: Figura adaptada de [25].

Agora, note que a hipótese ∂u
∂η

= 0 ao longo de Γ , implica que cada Σt = {x ∈ M |

u(x) = t} curva de ńıvel tem bordo livre em Γ .

Com efeito, sejam as bases ortonormais {N,ν} e {η, ν̄} conforme a Figura 3.1, então

temos que

η = (cosθ)N+ (senθ)ν

ν̄ = −(senθ)N+ (cosθ)ν,

onde cosθ = g(N,η) ao longo de ∂Σt. Considerando que N = ∇u
|∇u|

e ∂u
∂η

= 0 em ∂M,

temos que g(∇u,η) = 0. Isso implica que g(N,η) = 0. Assim, pelo sistema apresentado,

conclui-se que cosθ = 0, o que leva a θ = π
2
pois θ ∈ (0,π). Além disso, segue que η = ν

e ν̄ = −N.

Em seguida, provaremos um lema que será fundamental na prova de quase todos os

resultados deste caṕıtulo.

Lema 3.1. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente plana

no infinito com τ ∈
(
1
2
, 1
)
. Se u :M3 → R é uma solução do problema (3.3), então existe

uma constante c > 0, tal que em coordenadas Euclidianas

u(x) = 1−
c

|x|
+O2(|x|

−1−τ),
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para |x| suficientemente grande.

Demonstração. Considere w = 1 − u, denote por ∆e o Laplaciano Euclidiano. Defina

ψ = ar−1 − r−1−ϵ, onde r = |x| e a, ϵ > 0. Então,

∂ψ

∂xj
= −

axj

|x|3
+ (1+ ϵ)

xj

|x|3+ϵ

e
∂2ψ

∂xi∂xj
= 3a

xixj

|x|5
− (1+ ϵ)(3+ ϵ)

xixj

|x|5+ϵ
− a

δij

|x|3
+ (1+ ϵ)

δij

|x|3+ϵ
.

Assim,

∆gψ =
1
√
g

∂

∂xi

(
√
ggij

∂ψ

∂xj

)
= gij

∂2ψ

∂xi∂xj
+

1
√
g

∂

∂xi

(√
ggij

) ∂ψ
∂xj

= δij
∂2ψ

∂xi∂xj
+ σij

∂2ψ

∂xi∂xj
+

(
1
√
g

∂

∂xi
(
√
g)gij +

∂

∂xi

(
gij
)) ∂ψ
∂xj

= ∆eψ+ σij
∂2ψ

∂xi∂xj
+ kj

∂ψ

∂xj

= −(1+ ϵ)(3+ ϵ)r−3−ϵ +O(r−3−τ), (3.4)

onde σij = O2(r
−τ) e kj =

1√
g

∂
∂xi

(√
g
)
gij + ∂

∂xi

(
gij
)
= O1(r

−1−τ).

Escolha ε < τ tal que ∆gψ ⩽ 0 em R3
+ \ BR0

(0) e R0 > 0 independa de a. Uma vez

que, g = v4δ, onde δ é a métrica Euclidiana, temos que

∂ψ

∂ηg
= v−2 ∂ψ

∂(−e3)
= 0 em ∂R3

+ \ BR0
(0).

Assim, ψ satisfaz o seguinte problema
∆gψ ⩽ 0 em R3

+ \ BR0(0)
∂ψ

∂η
= 0 sobre ∂R3

+ \ BR0
(0).

Seja δ > 0 tal que w ⩽ δψ em R3
+ ∩ S3

R0
(0). Afirmamos que w ⩽ δψ para todo x ∈ R3

+ \

BR0
(0). Suponha por contradição, que exista x0 ∈ R3

+∩S3
R1
(0) tal que w(x0)−δψ(x0) > 0.

Tome ϵ = w(x0) − δψ(x0) > 0. Como w → 0 no ∞ existe R2 > R1 tal que w < ϵ + δψ

em R3
+ ∩ S3

R2
(0). Assim, w < ϵ+ψδ em R3

+ ∩
(
S3
R0
(0) ∪ S3

R2
(0)
)
. Note que, no conjunto

Ω = R3
+ ∩ {BR2

(0) \ BR0
(0)} temos o seguinte problema

∆g(w− δψ− ϵ) > 0 em Ω

∂(w− δψ− ϵ)

∂η
= 0 sobre {x3 = 0} ∩Ω.
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Pelo Lema de Hopf, w−δψ−ϵ tem um ponto de máximo no interior. Dáı, pelo Prinćıpio

do Máximo Forte w − δψ − ϵ ≡ constante em Ω, contradição pois para todo x ∈ R3
+ ∩(

S3
R0
(0) ∪ S3

R2
(0)
)
, (w−δψ−ϵ)(x) > 0 = (w−δψ−ϵ)(x0). Portanto temos uma barreira

para w e além disso pelas estimativas de Schauder, Teorema 6.2 em [19],

|w| ⩽ C|x|−1, |∂w| ⩽ C|x|−2, |∂∂w| ⩽ C|x|−3.

Estendendo w suavemente ao conjunto R3
+ ∩ BR0(0), obtemos w definida em R3

+, satisfa-

zendo  ∆ew = f em R3
+

∂w
∂e3

= 0 sobre ∂R3
+,

com f = O(r−3−τ) por (3.3) e (3.4). Seja G(x,y) = |x−y|−1− |x− ỹ|−1 a função de Green

do R3
+ e

ϕ(x) := −
1

4π

∫
R3
+

G(x,y)f(y)dy,

onde ỹ = (y1,y2,−y3) se y = (y1,y2,y3). Observe que ∆xG(x,y) = 0 para quaisquer

x,y ∈ R3
+, e

∂
∂x3
G(x,y) = 0 para todo x ∈ ∂R3

+ e y ∈ R3
+. Para mais detalhes, consulte

o Lema A.1 em [2].

Pela taxa de decaimento de f, ϕ está bem definida e ∆eϕ ≡ f.∫
R3
+

G(x,y)f(y)dy =

∫
R3
+∩Br/2(x)

G(x,y)f(y)dy+

∫
R3
+∩Br/2(0)

G(x,y)f(y)dy (3.5)

+

∫
R3
+\(Br/2(x)∪Br/2(0))

G(x,y)f(y)dy.

Sejam I, II e III a primeira, segunda e terceira parcela do lado direito de (3.5), respecti-

vamente.

Como |ỹ| = |y| ⩾ r
2
para y, ỹ ∈ R3

+ ∩ Br/2(x),

|I| ⩽ Cr−3−τ

∫
R3
+∩Br/2(x)

G(x,y)dy ⩽ Cr−1−τ.

Fora de Br/2(x), |x− y| ⩾ r
2
e |x− ỹ| ⩾ r

2
. Por isso,

|III| ⩽ Cr−1

∫
R3
+\Br/2(0)

|y|−3−τdy ⩽ Cr−1−τ.

Para a estimativa II, seja

ã =: −

∫
R3
+

f(y)dy.
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Note que a é um número finito devido ao decaimento de f. Para r = |x| > 1,

II+
ã

r
= −

1

r

∫
R3
+\Br/2(0)

f(y)dy+

∫
R3
+∩Br/2(0)

(
G(x,y) −

1

|x|

)
f(y)dy (3.6)

Sejam IV e V a primeira e segunda parcela do lado direito de (3.6), respectivamente.

Assim por integração direta temos que

|IV | ⩽ Cr−1−τ.

Como |x− y| ⩾ r
2
e |x− ỹ| ⩾ r

2
para y, ỹ ∈ R3

+ ∩ Br/2(0), temos que

|V | =

∣∣∣∣∣
∫
R3
+∩Br/2(0)

(
G(x,y) −

1

|x|

)
f(y)dy

∣∣∣∣∣ ⩽ Cr−1−τ. (3.7)

Por (3.5) e (3.7), temos ϕ = ãr−1 + O(r−1−τ). Assim, pelo Prinćıpio do Máximo ϕ ≡

w.

Note que podemos considerar c = 2cΣ no lema anterior. Com efeito, observamos que

para w = 1− u tem-se 0 < w < 1 em M \ Σ, pelo Prinćıpio do Máximo Forte, portanto,

o comportamento de w no infinito é dado pelo lema. Além disso, pelo Lema de Hopf,

|∇w| > 0 em Σ. Em particular, 1 é um valor regular de w, assim, o campo vetorial normal

unitário ao longo de Σ pode ser expresso em termos de w. Seja K conjunto compacto em

M dado na definição de assintoticamente plana. Aplicando o Teorema da Divergência,

obtemos que

0 =

∫
K∪{|x|<R}

∆wdµ =

∫
Σ

g

(
∇w, ∇w

|∇w|

)
dσ+

∫
R3
+∩{|x|=R}

g

(
∇w, ∇|x|

|∇|x||

)
dσ,

pois ∂M = Σ ∪ Γ e ∂u
∂η

= 0 em Γ . Consequentemente,∫
Σ

|∇w|dσ =

∫
Σ

g

(
∇w, ∇w

|∇w|

)
dσ = −

∫
R3
+∩{|x|=R}

g

(
∇w, ∇|x|

|∇|x||

)
dσ.

Por outro lado, temos∫
R3
+∩{|x|=R}

g

(
∇w, ∇|x|

|∇|x||

)
dσ =

∫
R3
+∩{|x|=R}

δ

(
∇ew,

xi

|x|

∂

∂xi

)
dσe +O(R

2−τ)

=

∫
R3
+∩{|x|=R}

δ

(
∇e

c

|x|
,
xi

|x|

∂

∂xi

)
dσe +O(R

2−τ)

= −c|S2
+|+O(R

2−τ).

Então, ∫
Σ

|∇w|dσ = − lim
R→+∞

∫
R3
+∩{|x|=R}

g

(
∇w, ∇|x|

|∇|x||

)
dσ = c|S2

+|,
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ou seja,

c =
1

2π

∫
Σ

|∇w|dσ.

Novamente, o Teorema da Divergência implica que∫
K∪{|x|<R}

|∇w|2 dµ =

∫
K∪{|x|<R}

div(w∇w)dµ

=

∫
Σ

wg

(
∇w, ∇w

|∇w|

)
dσ+

∫
R3
+∩{|x|=R}

wg

(
∇w, ∇|x|

|∇|x||

)
dσ.

Como w é identicamente 1 em Σ, então, para R → +∞, obtemos a igualdade desejada,

pois o último termo tende a zero. Assim,∫
M

|∇w|2 dµ =

∫
Σ

|∇w|dσ = 2πc.

Portanto, c = 2cΣ.

Seja u solução do problema (3.3), dado valor qualquer t ∈ [0, 1], defina Σt = {x ∈M |

u(x) = t} como o conjunto de ńıvel de u. Pelo Prinćıpio do Máximo como u = 0 em Σ e

u→ 1 no ∞, temos que maxK u < 1, onde K é um conjunto compacto emM, logo |x| está

bem definida para valores de t próximos a 1; além disso, minΣt
|x| → ∞ quando t → 1.

Suponha agora que τ ∈
(
1
2
, 1
)
. Pelo Lema 3.1, u possui a expansão assintótica

u = 1−
2cΣ
|x|

+O2(|x|
−1−τ), (3.8)

onde x = (x1, x2, x3) e cΣ > 0 é a capacidade de Σ. Segue de (3.8), que

∇u =
2cΣ
|x|3

x+O2(|x|
−2−τ),

donde

|∇u|2 =
4c2Σ
|x|4

+O(|x|−4−τ)

e o hessiano é dado por

(∇2u)ij = 2cΣ|x|
−3(−3|x|−2xixj + δij) +O(|x|

−3−τ).

Portanto, o comportamento assintótico da curvatura média de Σt é dado por

H = div

(
∇u
|∇u|

)
=

2

|x|
+O(|x|−1−τ). (3.9)
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Seja (M3,g,u) uma tripla que satisfaz o problema (3.3). Consideremos agora uma

função positiva v solução do problema
∆v = 0 em M

∂v

∂η
= 0 em Γ

v → 1 no ∞.

Com respeito a v e a tripla (M3,g, v) é sabido que:

1. a métrica ḡ := v4g é assintoticamente plana, possui curvatura escalar não negativa;

2. a função ū := v−1u é solução do problema (3.3) na métrica ḡ.

Portanto, os resultados das seções subsequentes podem ser aplicados a (M, ḡ, ū).

Para dar continuidade, calcularemos algumas quantidades relacionadas ao resultado

principal deste caṕıtulo. Denotemos por ∇̄ o gradiente em (M, ḡ), H̄ a curvatura média

de Σ em (M, ḡ), com a normal apontando para fora, e por
∂ū

∂η̄
a derivada normal em

(M, ḡ) onde η̄ é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Além disso, dσ e dσ̄

representam os elementos de área em Σ com (M,g) e (M, ḡ), respectivamente.

Como Σ é uma superf́ıcie de dimensão dois, temos que∫
Σ

|∇̄ū|2ḡdσ̄ =

∫
Σ

v4g
(
∇̄ū, ∇̄ū

)
dσ̄ =

∫
Σ

v4g
(
v−4∇ū, v−4∇ū

)
v4dσ =

∫
Σ

|∇ū|2gdσ.

Uma vez que, as curvatura média H̄ e H de Σ com respeitos as métricas ḡ e g se relacionam

por H̄ = v−2(4v−1 ∂v
∂ηg

+H), teremos∫
Σ

H̄|∇̄ū|ḡ =

∫
Σ

(4v−1 ∂v

∂ηg
+H)|∇ū|dσ. (3.10)

Para a derivada normal, temos que

∂ū

∂η̄
= ḡ

(
∇̄ū, η̄

)
= v4g

(
∇̄ū, η̄

)
= v4g

(
v−4∇ū, v−2η

)
= v−2∂ū

∂η
.

Se m̄ABL é a massa de (M, ḡ), então m̄ABL e mABL estão relacionadas por

m̄ABL = mABL − 2cv, (3.11)

onde cv é a constante da expansão

v = 1−
cv

|x|
+ o(|x|−1),
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quando x→ ∞. Para mais detalhes, consulte [24] página 74.

Como ū = v−1u, então

ū = 1−
2(cΣ − cv)

|x|
+ o(|x|−1),

onde cΣ > cv pelo fato de v > u e pelo Prinćıpio do Máximo. A capacidade de Σ em

(M, ḡ), que denotamos por c̄Σ, é então dada por

c̄Σ = cΣ − cv. (3.12)

Finalmente, notamos que, como u = 0 em Σ, então

|∇ū| = v−1|∇u|. (3.13)

Apresentaremos a seguir uma proposição, provada por Bray, Kazaras, Khuri e Stern

em [13], que recentemente vem sendo bastante utilizada na literatura e tem um certo grau

de importância neste caṕıtulo.

Proposição 3.2. Seja (Ω3,g) uma variedade Riemanniana compacta orientável com

bordo decomposto por ∂Ω = P1∪̇P2. Seja u : Ω→ R uma função harmônica satisfazendo

a condição de Neumann ∂u
∂η

≡ 0 em P1 e a condição não degenerescência |∇u|P2
> 0 em

P2. Então∫u

u

(∫
Σt

1

2

(
|∇2u|2

|∇u|2
+ Rg

)
dσt +

∫
∂Σt∩P1

HP1dst

)
dt ⩽

∫u

u

(
2πχ(Σt) −

∫
∂Σt∩P2

k∂Σt
dst

)
dt

+

∫
P2

∂|∇u|
∂η

dσt,

onde k∂Σt
denota a curvatura geodésica de ∂Σt ⊂ Σt, HP1

denota a curvatura média de

P1, e η é o normal unitário exterior a ∂Ω. Para o caso P1 = ∅, temos o seguinte.∫u

u

∫
Σt

1

2

(
|∇2u|2

|∇u|2
+ Rg − RΣt

)
dσtdt ⩽

∫
∂Ω

∂|∇u|
∂η

dσt.

Demonstração. Consulte [13].

Antes de continuarmos, apresentamos uma definição precisa do espaço modelo deste

caṕıtulo, que é a variedade espacial semi-Schwarzschild Mm =
{
x ∈ R3

+; |x| ⩾ (m/2)
}

com métrica conforme

gm =

(
1+

m

2|x|

)4

δ,
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onde δ é a métrica Euclidiana e m > 0 é uma constante positiva. Assim, gm é escalar-

plana com bordo ∂Mm = R3
+ ∩ ({x3 = 0} ∪ {|x| = m/2}) não compacto. Além disso, a

métrica Mm pode ser vista como uma métrica sobre [r0, ∞)× S2
+ dada por

gm =
1

1− 2m
r

dr2 + r2gS2+ .

3.2 Massa, capacidade e curvas de ńıvel de funções

harmônicas

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados e lemas fundamentais que serão essen-

ciais para a demonstração dos principais resultados deste caṕıtulo.

Para o que se segue e, a menos que se enuncie o contrário, nesta seção, consideraremos

(M3,g) variedade assintoticamente plana e conformemente plana no infinito com ∂M =

Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra ortogonalmente Γ superf́ıcie não

compacta, e ∂Σ = ∂Γ , e u ∈ C∞(M) solução do problema

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞.

Para valores de t próximos de 1, a superf́ıcie Σt possui curvatura média positiva e é um

minimizante de área exterior em M. No sentido que toda superf́ıcie que a contém possui

maior área. Além disso, {Σs}s>t define uma folheação por superf́ıcies com curvatura média

convexa. Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte lema, cuja demonstração segue a

técnica apresentada em [30].

Lema 3.2. Seja |Σt| a área de Σt em (M3,g). Se t é um valor regular de u, então quando

t→ 1,

1) |Σt| = 2π
(

2cΣ

1−t

)2
+O((1− t)τ−2)

2) 1
1−t

∫
Σt
H|∇u|dσt = 4π+O((1− t)τ)

3) 1
(1−t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt = 2π+O((1− t)τ).
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Demonstração. Para a prova de 1), segue de (3.8) que, quando t→ 1,

|x| = 2cΣ(1− t)
−1 +O((1− t)τ−1). (3.14)

Seja r−(t) = minΣt
|x| e r+(t) = maxΣt

|x|. Como Σt e o hemisfério coordenado S+r :=

{|x| = r} são minimizantes de área exterior em (M3,g), para t próximo de 1 e r grande,

respectivamente, temos

|S−r−(t)| ⩽ |Σt| ⩽ |S+r+(t)|.

Por outro lado, gij = δij +O(|x|
−τ) implica que |S+r | = 2πr2 +O(r2−τ) para r suficiente-

mente grande. Dáı, segue

|Σt| = 8πc2Σ(1− t)
−2 +O((1− t)τ−2),

pois

2πr2− +O(r2−τ
− ) ⩽ |Σt| ⩽ 2πr2+ +O(r2−τ

+ ),

e assim,

8πc2Σ(1− t)
−2 +O((1− t)−2+τ) ⩽ |Σt| ⩽ 8πc2Σ(1− t)

−2 +O((1− t)−2+τ).

Para a prova de 2), segue de (3.9) e (3.14) que

H = c−1
Σ (1− t) +O((1− t)1+τ).

Portanto, usando o fato que
∫
Σt

|∇u|dσt = 4πcΣ, temos(
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt
)
− 4π =

∫
Σt

(
H

1− t
−

1

cΣ

)
|∇u|dσt

= O((1− t)τ).

De forma similar ao caso 2), para 3) temos que

|∇u| = 1

2
c−1
Σ (1− t)2 +O((1− t)2+τ).

Portanto, (
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt
)
− 2π =

(∫
Σt

|∇u|
(1− t)2

−
1

2cΣ

)
|∇u|dσt

= O((1− t)τ).
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A seguir, enunciaremos um lema importante, cuja prova será omitida e pode ser en-

contrada em [30].

Lema 3.3 (Miao, [30]). Quando t→ 1, temos as seguintes estimativas para Σt:

1) |∇Σt
|∇u|| = O(|x|−3−τ);

2) |
◦
A| = O(|x|−1−τ);

3) K = |x|−2 +O(|x|−2−τ);

4) Se (M3,g) satisfaz ∂∂∂gij = O(|x|
−3−τ), então

|D
◦
A| = O(|x|−2−τ),

onde
◦
A, K e D denotam a parte de traço nulo da segunda forma fundamental, a curvatura

Gaussiana e a derivada covariante em Σt, respectivamente.

Sejam v =
∑3

i=1 v
i ∂
∂xi o normal unitário a Σr e hij = gij − vivj, 1 ⩽ i, j ⩽ 3. Então,

hijdxidxj é a métrica induzida sobre Σr em (M3,g). Defina hij := gisgjthst.

Afim de mostrarmos que a massa modificada de Hawking das curvas de ńıvel de certas

funções harmônicas convergem para massa mABL, iremos adaptar para nosso contexto

um resultado devido a Shi, Wang e Wu em [38]. Sejam H e Ĥ as curvaturas médias de

Σr em (R3
+ \ K,g) e (R3

+ \ K, δ), respectivamente, ambas calculadas em relação ao vetor

normal unitário apontando para fora.

Lema 3.4 (Shi, Wang e Wu, [38]). Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana

com bordo não compacto. Seja σij dado por (3.1) e ρ a distância Euclidiana de Σr em

R3
+, então

H = Ĥ+
H

2
σij

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj
+
1

2
σst,i

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
−σij

∂2ρ

∂xi∂xj
−gij,i

∂ρ

∂xj
+
1

2
gjj,i

∂ρ

∂xi
+O(r−1−2τ).

Aqui e no que segue, σij,k =
∂σij

∂xk e gij,k =
∂gij

∂xk .

Veja que no lema acima podemos escrever H = Ĥ + O(r−1−τ) sabendo que ∂2ρ
∂xi∂xj =

O(r−1−τ). Além disso, como ρ é a distância Euclidiana de Σr, temos que

3∑
i=1

(
∂ρ

∂xi

)2

= 1.
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A partir dessa relação, segue que

3∑
i=1

∂ρ

∂xi
∂2ρ

∂xi∂xs
=

1

2

3∑
i=1

∂

∂xs

(
∂ρ

∂xi

)2

= 0.

Assim,∫
Σ

σst,i
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0 =

∫
Σ

∂

∂xi

(
σst

∂ρ

∂xs

)
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt
dσ0 −

∫
Σ

σst
∂2ρ

∂xi∂xs
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt
dσ0

= −

∫
Σ

(
δit −

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt

)
∂

∂xi

(
σst

∂ρ

∂xs

)
dσ0 +

∫
Σ

∂

∂xt

(
σst

∂ρ

∂xs

)
dσ0

=

∫
Σ

σst
∂ρ

∂xs
∂

∂xi

(
δit −

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt

)
dσ0 +

∫
Σ

∂

∂xt

(
σst

∂ρ

∂xs

)
dσ0

−

∫
∂Σ

σst
∂ρ

∂xs

(
δit −

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt

)
vidσ0

= −

∫
Σ

Ĥσst
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0 +

∫
Σ

σst,t
∂ρ

∂xs
dσ0 +

∫
Σ

σst
∂2ρ

∂xs∂xt
dσ0

−

∫
∂Σ

σst
∂ρ

∂xs

(
δit −

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt

)
vidσ0

= −

∫
Σ

Ĥσst
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0 +

∫
Σ

σst,t
∂ρ

∂xs
dσ0 +

∫
Σ

σst
∂2ρ

∂xs∂xt
dσ0

+

∫
∂Σ

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt
σst

∂ρ

∂xs
vidσ0 −

∫
∂Σ

σstδit
∂ρ

∂xs
vidσ0

= −

∫
Σ

Ĥσst
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0 +

∫
∂Σ

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt
gst

∂ρ

∂xs
vidσ0

−

∫
∂Σ

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xt
δst

∂ρ

∂xs
vidσ0 −

∫
∂Σ

gstδit
∂ρ

∂xs
vidσ0

+

∫
∂Σ

δstδit
∂ρ

∂xs
vidσ0 +

∫
Σ

σst,t
∂ρ

∂xs
dσ0 +

∫
Σ

σst
∂2ρ

∂xs∂xt
dσ0

= −

∫
Σ

Ĥσst
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0 +

∫
Σ

σst,t
∂ρ

∂xs
dσ0 +

∫
Σ

σst
∂2ρ

∂xs∂xt
dσ0

−

∫
∂Σ

δ3tgst
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r−5τ), (3.15)

onde dσ0 é o elemento de área em relação à métrica induzida Euclidiana.

Finalmente, provaremos a convergência da massa de Hawking modificada para su-

perf́ıcies quase hemisféricas. É importante mencionar que a convergência da massa de

Hawking no caso de superf́ıcies quase redondas foi demonstrada em [38].

Teorema 3.1. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana com bordo não com-

pacto. Se {Σr}r ⊂M é uma famı́lia de superf́ıcies quase hemisféricas redondas, então

lim
r→∞ m̃H(Σr) = mABL(M). (3.16)



Caṕıtulo 3. Massa e capacidade de métricas Assintoticamente planas 42

Demonstração. Multiplicando a expressão dada pelo Lema 3.4 por 2Ĥ, tem-se que

2HĤ = 2Ĥ2 +H · Ĥσij
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj
+ Ĥσst,i

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt

− 2Ĥσij
∂2ρ

∂xi∂xj
− 2Ĥgij,i

∂ρ

∂xj
+ Ĥgjj,i

∂ρ

∂xi
+O(r−1−2τ).

Uma vez que, H− Ĥ = O(r−1−τ) e 2Ĥ− 2HĤ = Ĥ2 −H2 + (H− Ĥ)2. Temos que

H2 = Ĥ2 +H · Ĥσij
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj
+ Ĥσst,i

∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt

− 2Ĥσij
∂2ρ

∂xi∂xj
− 2Ĥgij,i

∂ρ

∂xj
+ Ĥgjj,i

∂ρ

∂xi
+O(r−1−2τ).

Integrando essa última expressão e utilizando (3.15) temos que∫
Σr

H2dσ =

∫
Σr

Ĥ2dσ+

∫
Σr

HĤσij
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj
dσ+ Ĥ

∫
Σr

σst,i
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0

− 2Ĥ

∫
Σr

σij
∂2ρ

∂xi∂xj
dσ0 − 2Ĥ

∫
Σr

gij,i
∂ρ

∂xj
dσ0 + Ĥ

∫
Σr

gjj,i
∂ρ

∂xi
dσ0 +O(r−2τ)

=

∫
Σr

Ĥ2dσ+

∫
Σr

HĤσij
∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj
dσ0 − Ĥ2

∫
Σr

σst
∂ρ

∂xs
∂ρ

∂xt
dσ0

+ Ĥ

∫
Σr

σst,t
∂ρ

∂xs
dσ0 + Ĥ

∫
Σr

σst
∂2ρ

∂xs∂xt
dσ0 − Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0

− 2Ĥ

∫
Σr

σij
∂2ρ

∂xi∂xj
dσ0 − 2Ĥ

∫
Σr

gij,i
∂ρ

∂xj
dσ0 + Ĥ

∫
Σr

gjj,i
∂ρ

∂xi
dσ0 +O(r−2τ)

=

∫
Σr

Ĥ2dσ+ Ĥ

∫
Σr

(gjj,i − gij,j)
∂ρ

∂xi
dσ0 − Ĥ

∫
Σr

σij
∂2ρ

∂xi∂xj
dσ0

− Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r−2τ).

Agora, note que

dσ = (1+ hijσij +O(r
−2τ))

1
2dσ0 = dσ0 +

1

2
hijσijdσ

0 +O(r−2τ).

Combinando isso com o Lema 2.7 de [38], tem-se∫
Σr

H2dσ =

∫
Σr

Ĥ2dσ0 + Ĥ

∫
Σr

(gjj,i − gij,j)
∂ρ

∂xi
dσ0 − Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r−2τ).

Portanto,

m̃H(Σr) =
|Σr|

1
2

2(8π)
3
2

(
8π−

∫
Σr

H2dσ

)
=

|Σr|
1
2

2(8π)
3
2

[(
8π−

∫
Σr

Ĥ2dσ0
)
− Ĥ

∫
Σr

(gjj,i − gij,j)
∂ρ

∂xi
dσ0 + Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0

]
+ O(r1−2τ)

=
|Σr|

1
2

2(8π)
3
2

[
2

∫
Σr

|
◦
A|2dσ0 − Ĥ

∫
Σr

(gjj,i − gij,j)
∂ρ

∂xi
dσ0 + Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0

]
+ O(r1−2τ)
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=
|Σr|

1
2

2(8π)
3
2

Ĥ

∫
Σr

(gij,j − gjj,i)
∂ρ

∂xi
dσ0 +

|Σr|
1
2

2(8π)
3
2

Ĥ

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r1−2τ)

=
(2πr2)

1
2

2(8π)
3
2

2

r

∫
Σr

(gij,j − gjj,i)
∂ρ

∂xi
dσ0 +

(2πr2)
1
2

2(8π)
3
2

2

r

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r1−2τ)

=
1

16π

∫
Σr

(gij,j − gjj,i)
∂ρ

∂xi
dσ0 +

1

16π

∫
∂Σr

gs3
∂ρ

∂xs
dσ0 +O(r1−2τ),

donde o resultado segue.

Denotemos por m̃H(Σt) a massa de Hawking modificada de Σt, onde t é um valor

regular de u, dada por

m̃H(Σt) =
rt

4

(
1−

1

8π

∫
Σt

H2dσt

)
. (3.17)

Aqui rt =
√

|Σt|

2π
é o raio da área de Σt. Pelo Lema 3.2, temos que

rt = 2cΣ(1− t)
−1 +O((1− t)τ−1). (3.18)

Proposição 3.3. Se lim
t→1

m̃H(Σt) = mABL, então

lim
t→1

1

1− t

[
4π−

1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt
]
= 6πmABLc

−1
Σ

e

lim
t→1

1

1− t

[
2π−

1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt
]
= 2πmABLc

−1
Σ .

Demonstração. Para cada valor regular t, defina

ζ(t) = 4π−
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt.

Dáı, segue que

−ζ ′(t) =
1

(1− t)2

∫
Σt

H|∇u|dσt +
1

1− t

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

=
1

1− t

[
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt +
(∫

Σt

H|∇u|dσt
) ′]

=
1

1− t

[
4π− ζ(t) +

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′]

.

Por outro lado, por (2.1) e (2.3) teremos(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

=

∫
Σt

H ′|∇u|dσt +H|∇u| ′dσt +H|∇u|H|∇u|−1dσt

=

∫
Σt

−|∇u|∆Σt
|∇u|−1dσt − (Ric(Nt,Nt) + |A|2)dσt

= −

∫
∂Σt

g
(
|∇u|∇Σt

|∇u|−1,νt
)
dst −

∫
Σt

g

(
∇Σt

|∇u|, ∇Σt
|∇u|

|∇u|2

)
dσt

−

∫
Σt

(Ric(Nt,Nt) + |A|2)dσt.
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Pela equação de Gauss,

Ric(Nt,Nt) + |A|2 =
R

2
− KΣt

+
3H2

4
+

|
◦
A|2

2
,

onde |
◦
A|2 = |A|2 − H2

2
, temos que

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

=

∫
Σt

−
|∇Σt

|∇u||2

|∇u|2
+ KΣt

−
3H2

4
−

|
◦
A|2

2
−
R

2

dσt
+

∫
∂Σt

g

(
∇Σt

|∇u|
|∇u|

,νt

)
dst.

Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

4π+

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

= 4π+

∫
Σt

(
KΣt

−
3H2

4

)
dσt +

∫
∂Σt

g

(
∇Σt

|∇u|
|∇u|

,νt

)
dst

−

∫
Σt

 |∇Σt
|∇u||2

|∇u|2
+

|
◦
A|2

2
+
R

2

dσt
= 4π+ 2π−

∫
∂Σt

kgdst −
3

4

∫
Σt

H2dσt +

∫
∂Σt

g

(
∇Σt

|∇u|
|∇u|

,νt

)
dst

−

∫
Σt

 |∇Σt
|∇u||2

|∇u|2
+

|
◦
A|2

2
+
R

2

dσt,
ou seja,

4π+

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

= 6π−
3

4

∫
Σt

H2dσt − E(t),

onde

E(t) =

∫
Σt

 |∇Σt
|∇u||2

|∇u|2
+

|
◦
A|2

2
+
R

2

dσt.
Assim, segue de (3.17) que

4π+

(∫
Σt

H|∇u|dσt
) ′

= 6π

(
1−

1

8π

∫
Σt

H2dσt

)
− E(t)

=
24πm̃H(Σt)

rt
− E(t).

Portanto,

−ζ ′(t) = −
ζ(t)

1− t
+

24πm̃H(Σt)

(1− t)rt
−

1

1− t
E(t).

Pelo Lema 3.2, lim
t→1

ζ(t) = 0, dáı

ζ(t) =
1

1− t

∫ 1

t

[
24πm̃H(Σx)

rx
− E(x)

]
dx.
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Mas por hipótese, m̃H(Σt) = mABL + o(1) quando t→ 1. Assim, por (3.18)

m̃H(Σt)

rt
=
mABL

2
c−1
Σ (1− t) + (1− t)o(1).

Consequentemente,∫ 1

t

m̃H(Σx)

rx
dx =

1

4
mABLc

−1
Σ (1− t)2 + o((1− t)2).

Finalmente estimemos
∫1

t
E(x)dx, segue do Lema 3.3 combinado com (3.14) que

|∇u|−2|∇Σt
|∇u||2 + 1

2
|
◦
A|2 = O(|x|−2−2τ) = O((1− t)2+2τ).

Assim, pelo Lema 3.2,∫
Σt

(
|∇Σ|∇u||2

|∇u|2
+

1

2
|
◦
A|2
)
dσt = O((1− t)

2τ).

Portanto, ∫ 1

t

∫
Σx

(
|∇Σ|∇u||2

|∇u|2
+

1

2
|
◦
A|2
)
dσxdx = O((1− t)

1+2τ).

Por outro lado, uma vez que a hipótese sobre R integrável, quando t→ 1, implica

o(1) =

∫
u⩾t

|R|dx =

∫ 1

t

∫
Σx

|R||∇u|−1dσxdx.

Como |∇u|−1 ⩾ 1
2
cΣ(1− t)

−2 para t próximo de 1, temos que∫ 1

t

∫
Σx

|R||∇u|−1dσxdx ⩾
1

2
cΣ(1− t)

−2

∫ 1

t

∫
Σx

|R|dσxdx,

implicando que ∫ 1

t

∫
Σx

|R|dσxdx = o((1− t)
2),

donde
1

1− t
ζ(t) = 6πmABLc

−1
Σ + o(1) +O((1− t)2τ−1),

como τ > 1
2
segue a primeira identidade.

De maneira similar, defina

B(t) = 2π−
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt.

Para qualquer valor regular t, teremos

B ′(t) = −
2

(1− t)3

∫
Σt

|∇u|2dσt −
1

(1− t)2

∫
Σt

(2|∇u||∇u| ′ + |∇u|H)dσt

= −
2

(1− t)3

∫
Σt

|∇u|2dσt +
1

(1− t)2

∫
Σt

H|∇u|dσt

= −
1

1− t

[
2

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt −
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt
]

= −
1

1− t

[
2(2π− B(t)) −

1

1− t

(∫
Σt

H|∇u|dσt
)]

,
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ou seja,

−B ′(t) =
1

1− t
[−2B(t) + ζ(t)] .

Como lim
t→1

B(t) = 0, temos que

B(t) =
1

(1− t)2

∫ 1

t

(1− x)ζ(x)dx.

Portanto, quando t→ 1, pela expressão de ζ(t) teremos

1

1− t
B(t) = 2πmABLc

−1
Σt

+ o(1) +O((1− t)2τ−1).

Agora, demonstraremos o teorema principal desta seção.

Teorema 3.2. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂∂∂gij = O(|x|−3−τ) e ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie

compacta que encontra ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Se R ⩾ 0,

H∂M ⩾ 0 e u ∈ C∞(M) é uma função satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Então

1. lim
t→1

1

1− t

[
4π−

1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt
]
= 6πmABLc

−1
Σ ;

2. lim
t→1

1

1− t

[
2π−

1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt
]
= 2πmABLc

−1
Σ .

Aqui, mABL é a massa de (M,g) e cΣ é a capacidade de Σ em (M,g).

Demonstração. É suficiente mostrar que lim
t→1

m̃H(Σt) = mABL. Afim disto, para t su-

ficientemente próximo de 1, seja r−(t) = minΣt
|x| e r+(t) = maxΣt

|x|. Por (3.14),

r+(t) ⩽ Cr−(t). Aqui e abaixo, C > 0 denota uma constante independente de t. Pelos

Lemas 3.2 e 3.3, |Σt| ⩽ Cr2− e K ⩾ Cr−2
− , logo diam(Σt) ⩽ Cr− e além disso, |

◦
A| ⩽ Cr−1−τ

−

e |D
◦
A| ⩽ Cr−2−τ

− . Portanto, {Σt} é uma famı́lia de superf́ıcies quase hemisféricas próximas

ao ∞ em (M3,g). Pelo Teorema 3.1, lim
t→1

m̃H(Σt) = mABL e o resultado segue da Pro-

posição 3.3.
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3.3 Desigualdades geométricas via conjunto de ńıvel

de funções harmônicas

Nesta seção, apresentamos algumas desigualdades geométricas relacionadas às curvas

de ńıvel das funções harmônicas abordadas no presente caṕıtulo, que serão fundamentais

na prova do resultado principal.

Uma necessidade fundamental na prova de todos os resultados que se seguem é a

conexidade das curvas de ńıvel da solução do problema (3.3). Para garantir tal conexidade,

é suficiente assumir que H2(M,Σ) = 0. Esse fato decorre de uma adaptação, ao nosso

contexto, da prova da Proposição 1 em [11], juntamente com o uso de [22] na parte do

argumento extráıda de [20].

Teorema 3.3. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0 e u ∈ C∞(M) é uma função satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Então

2π+
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt ⩾
3

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt

para todo valor regular t, e a igualdade é válida para algum t se, e somente se, (M3,g),

é isométrica a R3
+ \ BR com Σt = R3

+ ∩ ∂BR.

Em particular,

2π+

∫
Σ

H|∇u|dσ ⩾ 3

∫
Σ

|∇u|2dσ.

Demonstração. Aplicando a Proposição 3.2, ao conjunto Ω[t1,t2] = {x ∈ M; t1 ⩽ u(x) ⩽

t2}, cujo bordo ∂Ω[t1,t2] = P1 ∪ P2, onde P1 = ∂Ω[t1,t2] ∩ ∂M e P2 = Σt1 ∪ Σt2 com

Σti = {x ∈M;u(x) = ti}, i = 1, 2. Assim,∫ t2

t1

(∫
Σt

1

2

(
|∇2u|2

|∇u|2
+ Rg

)
dσt

)
dt−

∫ t2

t1

(
2πχ(Σt) −

∫
∂Σt∩P2

k∂Σt
dst

)
dt

+

∫ t2

t1

(∫
∂Ω[t1,t2]

∩P1

HP1
dst

)
dt ⩽

∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
∫
Σt2

H|∇u|dσt2 .
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Se X, Y ∈ X(Σt), temos que

∇2u(X, Y) = |∇u|A(X, Y), ∇2u(X,ν) = X(|∇u|), ∇2u(ν,ν) = −H|∇u|, (3.19)

onde na última equação usamos o fato que ∆u = 0. Assim,

|∇u|−2|∇2u|2 = |A|2 + 2|∇u|−2|∇Σt
|∇u||2 +H2

Dáı,∫ t2

t1

∫
Σt

(
1

2
|
◦
A|2 + |∇u|−2|∇Σt

|∇u||2 + 3

4
H2 +

R

2

)
dσtdt+

∫ t2

t1

∫
∂Ω[t1,t2]

∩P1

HP1dstdt

⩽ 2π

∫ t2

t1

χ(Σt)dt−

∫ t2

t1

∫
∂Σt∩P2

k∂Σt
dstdt+

∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
∫
Σt2

H|∇u|dσt2 .

Podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma,∫ t2

t1

∫
Σt

(
1

2
|
◦
A|2 + |∇u|−2|∇Σt

|∇u||2 + 3

4

(
H−

2|∇u|
1− u

)2

+
R

2

)
dσt dt

+

∫ t2

t1

∫
∂Ω[t1,t2]

∩P1

HP1
dst dt

⩽ 3

∫ t2

t1

(
−

1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt +
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt
)
dt−

∫ t2

t1

∫
∂Σt∩P2

k∂Σt
dst dt

+ 2π

∫ t2

t1

χ(Σt)dt+

∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
∫
Σt2

H|∇u|dσt2 . (3.20)

Como Σt é de bordo livre,(∫
Σt

|∇u|2dσt
) ′

=

∫
Σt

(
2|∇u||∇u| ′ + |∇u|2(H|∇u|−1)

)
dσt = −

∫
Σt

H|∇u|dσt,

temos que,

d

dt

(
1

1− t

∫
Σt

|∇u|2dσt
)

=
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt −
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt.

Assim, se [t1, t2] não tiver valores cŕıticos, segue diretamente que

−

∫ t2

t1

(
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt
)
dt+

∫ t2

t1

(
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2 dσt
)
dt (3.21)

=
1

1− t2

∫
Σt2

|∇u|2 dσt2 −
1

1− t1

∫
Σt1

|∇u|2 dσt1 .

De modo geral, se [t1, t2] tiver valores cŕıticos, pode-se usar um argumento de regularização

para obter (3.21). De fato, dado qualquer ϵ > 0, temos que

div

(√
|∇u|2 + ϵ∇u

1− u

)
=

√
|∇u|2 + ϵ
(1− u)2

|∇u|2 + 1

1− u

∇2u(∇u,∇u)√
|∇u|2 + ϵ

.



Caṕıtulo 3. Massa e capacidade de métricas Assintoticamente planas 49

Dáı,∫
∂Ω

√
|∇u|2 + ϵ
1− u

∂u

∂η
ds =

∫
Ω

√
|∇u|2 + ϵ
(1− u)2

|∇u|2 dσ+

∫
Ω

1

1− u

∇2u(∇u,∇u)√
|∇u|2 + ϵ

dσ. (3.22)

Para o terceiro termo em (3.22), obtemos que∫
Ω

1

1− u

∇2u(∇u,∇u)√
|∇u|2 + ϵ

dσ =

∫
{∇u̸=0}⊂Ω

1

1− u
∇2u(∇u,∇u) 1√

|∇u|2 + ϵ
dσ

=

∫
{∇u̸=0}⊂Ω

1

1− u
∇2u

(
∇u
|∇u|

,
∇u
|∇u|

)
|∇u|2√
|∇u|2 + ϵ

dσ.

Assim, fazendo ϵ→ 0 em (3.22) e utilizando para u em [t1, t2], segue que

1

1− t2

∫
Σt2

|∇u|2dσt2 −
1

1− t1

∫
Σt1

|∇u|2dσt1 =

∫
{∇u̸=0}⊂Ω[t1,t2]

1

1− u
|∇u|−1∇2u(∇u,∇u)dσt

+

∫
Ω[t1,t2]

|∇u|3

(1− u)2
dσt.

Isso, juntamente com a fórmula da coárea e (3.19), fornece (3.21). Agora, de (3.20) e

(3.21) temos que∫ t2

t1

∫
Σt

(
1

2
|
◦
A|2 + |∇u|−2|∇Σt

|∇u||2 + 3

4

(
H−

2|∇u|
1− u

)2

+
R

2

)
dσt dt

+

∫ t2

t1

∫
∂Ω[t1,t2]

∩P1

HP1
dst dt

⩽ 2π

∫ t2

t1

χ(Σt)dt+

∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
∫
Σt2

H|∇u|dσt2 +
3

1− t2

∫
Σt2

|∇u|2dσt2

−
3

1− t1

∫
Σt1

|∇u|2dσt1 −
∫ t2

t1

∫
∂Σt∩P2

k∂Σt
dst dt.

Note que, ∂Σt ∩ P2 = ∅, pois se existisse p ∈ ∂Σt ∩ P2 teŕıamos que p ∈ ∂Σt ⊂ Σt1 ou

p ∈ ∂Σt ⊂ Σt2 que implicaria t1 = t ou t = t2, contradição.

Uma vez que R ⩾ 0,H∂M ⩾ 0 e Σt é conexo já que H2(M,Σ) = 0, χ(Σt) ⩽ 1, segue

que

2π(t1 − t2) ⩽
∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
∫
Σt2

H|∇u|dσt2

+
3

1− t2

∫
Σt2

|∇u|2dσt2 −
3

1− t1

∫
Σt1

|∇u|2dσt1 .

Finalmente, fazendo t2 → 1, segue do Lema 3.2 que

2π(t1 − 1) ⩽
∫
Σt1

H|∇u|dσt1 −
3

1− t1

∫
Σt1

|∇u|2dσt1 (3.23)
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Em particular, quando t1 = 0 tem-se

2π+

∫
Σ

H|∇u|dσ ⩾ 3

∫
Σ

|∇u|2dσ.

Para demonstrar a rigidez, basta considerarmos t = 0. Suponha que a igualdade acima

seja válida. Então, com base em (3.23) e sua demonstração, para cada valor regular

t ∈ [0, 1], a superf́ıcie Σt é conexa (orientável), todas as desigualdades são igualdades,

consequentemente χ(Σt) = 1, ou seja, Σt é um disco, R = 0, |∇u| depende apenas de t,

Σt é totalmente umb́ılica, e H = 2
1−t

|∇u|.

Para provar que (M3,g) é isométrico a R3
+ menos uma bola redonda, normalizamos

(M3,g) de tal forma que |Σ| = 2π. Da igualdade

2π+

∫
Σ

H|∇u|dσ = 3

∫
Σ

|∇u|2dσ,

segue que |∇u| = 1 e H = 2 em Σ = Σ0. Em uma vizinhança de Σ0, a métrica g pode

ser expressa localmente como g = η(t)−2dt2 + γt, onde t = u, η(t) = |∇u| e γt denota a

métrica induzida em Σt. Além disso, observe que γt satisfaz

∂tγt = 2η(t)−1At = η(t)
−1Hγt =

2

1− t
γt.

Dessa forma, (1 − t)2γt é uma métrica independente de t. Analogamente, como

|∇u| ′ = −H, temos que η(t) satisfaz

η ′(t) = −
2

1− t
η(t).

Consequentemente, (1− t)−2η(t) é constante. Sabendo que |∇u| = 1 em Σ, segue que

η(t) = (1− t)2 e

g = (1− t)−4dt2 + (1− t)−2σ0,

onde σ0 é uma métrica em Σ. Usando o fato de que R = 0 nas vizinhanças de Σ, temos

que σ0 é uma métrica redonda com curvatura Gaussiana igual a 1 em Σ.

Suponha agora que u admita um valor cŕıtico, e denote por t0 ∈ (0, 1) o menor valor

cŕıtico de u. Pelo argumento apresentado, segue que (u−1([0, t0)),g) é isométrico a(
Σ× [0, t0), (1− t)−4dt2 + (1− t)−2σ0

)
.

Em particular, isso implica que |∇u| = (1−t0)
2 ̸= 0 no conjunto ∂{u < t0} = ∂{u ⩾ t0}.

Assim, ∂{u ⩾ t0} é uma superf́ıcie mergulhada em M. Consequentemente, ∂{u ⩾ t0} =

{u = t0} pelo Prinćıpio do Máximo Forte.
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Em śıntese, isso demonstra que ∇u ̸= 0 no conjunto {u = t0}, o que contradiz a

hipótese de que t0 é um valor cŕıtico. Portanto, u não apresenta valores cŕıticos. Dessa

forma, conclúımos que (M,g) é isométrico a

(
Σ× [0, 1), (1− t)−4dt2 + (1− t)−2σ0

)
,

o que, após uma mudança de variável 1 − t = r−1, é isométrico a R3
+ menos uma bola

unitária.

Observação 3.1. Note que, pelo Teorema 3.3 as quantidades

ζ(t) = 4π−
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt e B(t) = 2π−
1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt,

estudadas na Seção 3.2, satisfazem

2π+
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt ⩾
3

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt

6π−
3

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt ⩾ 4π−
1

1− t

∫
Σt

H|∇u|dσt,

ou seja,

3B(t) ⩾ ζ(t).

A seguir, aplicando o Teorema 3.3 conclúımos a monotonicidade da quantidade 1
1−t
B(t).

Teorema 3.4. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0 e u ∈ C∞(M) é uma função satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Então

B(t) =
1

1− t

[
2π−

1

(1− t)2

∫
Σt

|∇u|2dσt
]

é monótona não-decrescente em t. Além disso, B(t) ⩽ 2πmABLc
−1
Σ com igualdade ocor-

rendo se, e somente se, (M,g) é isométrica a R3
+ menos uma bola.
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Demonstração. Como −B ′(t) = 1
1−t

[−2B(t) + ζ(t)] e ζ(t) ⩽ 3B(t), tem-se que −B ′(t) ⩽

1
1−t
B(t). Portanto,

[
1

1−t
B(t)

] ′
⩾ 0, isto implica a monotonicidade de B(t) = 1

1−t
B(t) no

caso que u não tem valor cŕıtico. Se u tem valor cŕıtico pode-se usar um argumento de

regularidade para obter a monotonicidade de B(t). De fato, dado qualquer ϵ > 0, temos

que

div

(√
|∇u|2 + ϵ∇u
(1− u)3

)
=

3
√

|∇u|2 + ϵ
(1− u)4

|∇u|2 + 1

(1− u)3
∇2u(∇u,∇u)√

|∇u|2 + ϵ
.

Assim,∫
∂Ω

√
|∇u|2 + ϵ
(1− u)3

∂u

∂η
ds =

∫
Ω

3
√
|∇u|2 + ϵ
(1− u)4

|∇u|2 dσ+

∫
Ω

1

(1− u)3
∇2u(∇u,∇u)√

|∇u|2 + ϵ
dσ.

(3.24)

A segunda parcela do lado direito da equação acima satisfaz∫
Ω

1

(1− u)3
∇2u(∇u,∇u)√

|∇u|2 + ϵ
dσ =

∫
{∇u̸=0}⊂Ω

1

(1− u)3
∇2u

(
∇u
|∇u|

,
∇u
|∇u|

)
|∇u|2√
|∇u|2 + ϵ

dσ.

Dáı, fazendo ϵ→ 0 em (3.24) e aplicando para Ω[t1,t2] = {x | t1 ⩽ u(x) ⩽ t2}, tem-se∫
Σt2

|∇u|2

(1− u)3
dσt2 −

∫
Σt1

|∇u|2

(1− u)3
dσt1 =

∫
Ω[t1,t2]

3|∇u|3

(1− u)4
dσ

+

∫
{∇u ̸=0}⊂Ω[t1,t2]

∇2u(∇u,∇u)
(1− u)3|∇u|

dσ

=

∫ t2

t1

∫
Σt

[
3|∇u|2

(1− t)4
−
H|∇u|
(1− t)3

]
dσtdt,

isso, combinado com
1

1− t2
−

1

1− t1
=

∫ t2

t1

1

(1− t)2
dt,

temos que

B(t2) −B(t1) =

∫ t2

t1

[
2π

(1− t)2
+

∫
Σt

H|∇u|
(1− t)3

dσt −

∫
Σt

3|∇u|2

(1− t)4
dσt

]
dt

=

∫ t2

t1

1

(1− t)2
[3B(t) − ζ(t)]dt,

segue que B(t2) −B(t1) ⩾ 0 para t2 > t1.

Além disso, pelo item 2 do Teorema 3.2, temos que

lim
t→1

B(t) = 2πmABLc
−1
Σ ,

da monotonicidade de B(t), segue que

B(t) ⩽ 2πmABLc
−1
Σ .
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Em particular, temos que

B(t) ⩽ B(0) = 2π−

∫
Σ

|∇u|2 ⩽ 2πmABLc
−1
Σ .

Finalmente a rigidez decorre da rigidez do Teorema 3.3.

3.4 Um teorema de rigidez do semi-Schwarzschild

Nesta seção, demonstramos o resultado principal deste caṕıtulo. Para tal, iniciaremos

estabelecendo algumas desigualdades que envolvem a massa e a capacidade. Iniciemos com

uma desigualdade geométrica, cuja igualdade é atingida somente pelo semi-Schwarzschild.

Teorema 3.5. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0 e u ∈ C∞(M) é uma função satisfazendo

∆u = 0 em M

u = 0 em Σ

∂u
∂η

= 0 em Γ

u → 1 no ∞,

onde η é um vetor normal unitário à Γ , apontando para fora. Então, para qualquer

constante k > 0,

2π+ k

∫
Σ

H|∇u|dσ ⩾ k(4− k)
∫
Σ

|∇u|2dσ.

Além disso, a igualdade ocorre para um k qualquer se, e somente se, (M3,g) for isométrica

à variedade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacio-

nalmente simétrico. Ou seja,

(M3,g) =

(
R3

+ \ {|x| < r},

(
1+

mABL

4|x|

)4

δ

)
,

onde r > 0 é uma constante e δ é a métrica Euclidiana.

Demonstração. Considere qualquer função harmônica positiva ϕ em (M3,g), seja ḡ =

ϕ4g e ū = ϕ−1u. Aplicando o Teorema 3.3 a tripla (M3, ḡ, ū), obtemos

2π+

∫
Σ

H̄|∇̄ū|ḡdσ̄ ⩾ 3

∫
Σ

|∇̄ū|2ḡdσ̄, (3.25)
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donde

2π+

∫
Σ

(4v−1∂ϕ

∂ν
+H)ϕ−1|∇u|dσ ⩾ 3

∫
Σ

ϕ−2|∇u|2dσ. (3.26)

Dada uma constante k > 0, considere a função harmônica em (M3,g)

ϕ = u+
1

k
(1− u). (3.27)

Assim, ϕ = 1
k
, ∂u

∂ν
= |∇u| e ∂ϕ

∂ν
= |∇u|(1 − 1

k
) em Σ, consequentemente segue de (3.26)

que

2π+

∫
Σ

[
4k|∇u|(1− 1

k
) +H

]
k|∇u|dσ ⩾ 3

∫
Σ

k2|∇u|2dσ

2π+

∫
Σ

[
4k2|∇u|2 − 4k|∇u|2 +Hk|∇u|

]
dσ ⩾ 3

∫
Σ

k2|∇u|2dσ,

ou seja

2π+ k

∫
Σ

H|∇u|dσ ⩾ k(4− k)
∫
Σ

|∇u|2dσ.

A igualdade acima é válida se, e só se, a igualdade em (3.25) for válida para (M3, ḡ, ū).

Pelo Teorema 3.3, isto acontece se, e apenas se, (M3, ḡ) é isométrica a (R3
+ \ Br, δ), onde

Br = {x ∈ R3
+ \ |x| < r} para alguma constante r > 0. Diante disto,

ū = 1−
r

|x|
. (3.28)

Combinando (3.27) com o fato de que ū = ϕ−1u, temos que

ϕ

(
1−

r

|x|

)
= u =

ϕ− 1
k

1− 1
k

=
kϕ− 1

k− 1
,

donde

ϕ−1 = 1+
r(k− 1)

|x|
. (3.29)

Portanto

g = ϕ−4δ =

(
1+

r(k− 1)

|x|

)4

δ,

que é uma métrica semi-Schwarzschild com massa mABL = 4r(k− 1).

Como consequência, obtemos a primeira desigualdade, que é uma ferramenta impor-

tante para a prova do teorema principal deste caṕıtulo.

Corolário 3.1. Seja (M3,g) sob as hipóteses do Teorema 3.5. Então(
2

π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

⩽

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

+ 1. (3.30)
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrica a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante não negativa.

Demonstração. Definiremos a seguinte forma quadrática

J(k) := α(u)k2 + β(u)k+ 2π, (3.31)

onde

α(u) =

∫
Σ

|∇u|2dσ, β(u) =

∫
Σ

H|∇u|dσ− 4

∫
Σ

|∇u|2dσ.

Segue do Teorema 3.5 que

J(k) ⩾ 0,∀k > 0.

Consequentemente, ou

β(u)2 − 8πα(u) ⩽ 0 (3.32)

ou

β(u)2 − 8πα(u) > 0 e − β(u) +
√
β(u)2 − 8πα(u) < 0, (3.33)

já que estamos interessados na menor raiz não positiva.

Note que, (3.33) equivale a

β(u) >
√

8πα(u),

ou seja, ∫
Σ
H|∇u|(∫

Σ
|∇u|2

) 1
2

− 4

(∫
Σ

|∇u|2
) 1

2

>
√
8π. (3.34)

Assim, ocorrendo (3.34), segue da desigualdade de Hölder, que(
1

8π

∫
Σ

H2

) 1
2

−
√
2

(
1

π

∫
Σ

|∇u|2
) 1

2

> 1,

ou seja, (
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

> 1+
√
2

(
1

π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

. (3.35)

Por outro lado, se (3.32) for válida, então(∫
Σ

H|∇u|dσ− 4

∫
Σ

|∇u|2dσ
)2

− 8π

∫
Σ

|∇u|2dσ ⩽ 0,

ou melhor, ∣∣∣∣∫
Σ

H|∇u|dσ− 4

∫
Σ

|∇u|2dσ
∣∣∣∣ ⩽ (8π ∫

Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

,
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implicando

4

∫
Σ

|∇u|2dσ ⩽

(
8π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

+

∫
Σ

H|∇u|dσ. (3.36)

Aplicando novamente a desigualdade de Hölder em (3.36), obtemos

4

∫
Σ

|∇u|2dσ ⩽

(
8π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

+

(∫
Σ

H2dσ

) 1
2
(∫

Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

(3.37)

e assim,
√
2

(
1

π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

⩽ 1+

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

. (3.38)

Portanto, conclúımos que (3.30) é satisfeita. Se a igualdade em (3.30) for válida, então

(3.33) não ocorre, dáı (3.37) implica H = c|∇u| para alguma constante c ⩾ 0. Em

particular, isto dá

−β(u) = 4

∫
Σ

|∇u|2dσ−

∫
Σ

H|∇u|dσ =
√

8πα(u) > 0.

Consequentemente, J(k0) = 0 em

k0 =
−β(u)

2α(u)
=

(
2

π

∫
Σ

|∇u|2dσ
)− 1

2

=
2

1+
(

1
8π

∫
Σ
H2dσ

) 1
2

> 0.

Pelo Teorema 3.5, (M3,g) é isométrica a variedade semi-Schwarzschild

(M3,g) =

(
R3

+ \ {|x| < r},

(
1+

mABL

4|x|

)4

δ

)
, (3.39)

onde r > 0 e mABL = 4r(k0 − 1). Pelo Teorema da Massa Positiva devido a Almaraz,

Barbosa e Lima [[2], Teorema 1.3]mABL ⩾ 0, dáı k0 ⩽ 2 e o bordo {|x| = r} tem curvatura

média não-negativa em (M3,g).

Reciprocamente, em (3.39) temos que

k =
2

1+
(

1
8π

∫
Σ
H2dσ

) 1
2

,

o que implica (
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

=

∣∣∣∣2k − 1

∣∣∣∣
e

2
√
2
(
1
π

∫
Σ
|∇u|2dσ

) 1
2

= k =⇒
(
1

π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

=
2√
2k

.

Como k ⩽ 2, a igualdade em (3.30) é satisfeita.
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Uma aplicação imediata do corolário é a seguinte.

Teorema 3.6. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0, então

4cΣ
rΣ

⩽

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

+ 1. (3.40)

Aqui cΣ é a capacidade de Σ em (M3,g) e rΣ =
(

|Σ|

2π

) 1
2

é o raio da área de Σ. Além

disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrica a uma variedade semi-

Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente simétrico

com curvatura média constante não negativa.

Demonstração. Da desigualdade de Hölder e de (3.2), temos que(∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

⩾

∫
Σ
|∇u|dσ
|Σ|

1
2

⩾
4πcΣ

rΣ
√
2
√
π
=

4
√
πcΣ√
2rΣ

,

do Corolário 3.1, segue imediatamente

4cΣ
rΣ

⩽

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

+ 1.

Nosso próximo resultado consiste em outra desigualdade fundamental para demons-

trarmos o Teorema principal deste caṕıtulo.

Teorema 3.7. Seja (M3,g) sob as hipóteses do Teorema 3.5. Então

mABL

2cΣ
⩾ 1−

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

. (3.41)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrica a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente

simétrico. Ou seja,

(M3,g) =

(
R3

+ \ {|x| < r},

(
1+

mABL

4|x|

)4

δ

)
,

onde r > 0 é uma constante e δ é a métrica Euclidiana.
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Demonstração. Seja ϕ uma função harmônica positiva em (M3,g), consideremos ḡ = ϕ4g

e ū = ϕ−1u. Aplicando o Teorema 3.4 a (M3, ḡ, ū), obtemos

2π−

∫
Σ

|∇̄ū|2ḡdσ̄ ⩽ 2πm̄ABLc̄
−1
Σ . (3.42)

Com base nas relações (3.11) e (3.12), juntamente com a desigualdade (3.42), temos que

2π−

∫
Σ

ϕ−2|∇u|2dσ ⩽ 2π
mABL − 2cϕ
cΣ − cϕ

. (3.43)

Para qualquer constante k > 0, considere a função harmônica em (M3,g)

ϕ = u+
1

k
(1− u). (3.44)

Assim, temos ϕ = k−1 em Σ e cϕ = (1 − k−1)cΣ. Além disso, a partir de (3.43), segue

que

2π−

∫
Σ

k2|∇u|2dσ ⩽ 2π
mABL − 2(1− k−1)cΣ
cΣ − (1− k−1)cΣ

= 2π

[
mABL − 2(1− k−1)cΣ

cΣk−1

]
.

Consequentemente,

1−
1

2π

∫
Σ

k2|∇u|2dσ ⩽
mABL − 2(1− k−1)cΣ

cΣk−1

1

k
−
k

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ ⩽
mABL

cΣ
− 2(1− k−1).

Dáı,
mABL

cΣ
⩾ 2−

1

k
−
k

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ (3.45)

Ao maximizar o lado direito de (3.45) para todo k > 0, obtemos

mABL

2cΣ
⩾ 1−

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

.

Se a igualdade (3.41) ocorre, então a igualdade em (3.42) também é satisfeita para ϕ =

u+ k−1(1− u) com constante k dada por

k =

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
)− 1

2

.

Assim, pelo Teorema 3.4, (M3, ḡ) é isométrica a (R3
+ \Br, δ), onde Br =

{
x ∈ R3

+||x| < r
}

para algum r > 0, e

ū = 1−
r

|x|
.
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Esse resultado, juntamente com ū = ϕ−1u e (3.44), implica

ϕ−1 = 1+
r(k− 1)

|x|
.

Portanto,

g = ϕ−4δ =

(
1+

r(k− 1)

|x|

)4

δ,

que é uma métrica semi-Schwarzschild com massa mABL = 4r(k− 1).

Para qualquer uma dessas variedades (M3,g), temos que

mABL

2cΣ
= 1−

1

k
e

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

=
1

k
,

o que confirma a igualdade em (3.41), concluindo assim a demonstração.

Enunciamos agora o nosso principal resultado de rigidez deste caṕıtulo, relativo ao

caso semi-Schwarzschild.

Teorema 3.8. Seja (M3,g) uma variedade assintoticamente plana e conformemente

plana no infinito com ∂M = Σ ∪ Γ , onde Σ é uma superf́ıcie compacta que encontra

ortogonalmente Γ superf́ıcie não compacta, e ∂Σ = ∂Γ . Suponha que Σ seja conexa e

H2(M,Σ) = 0. Se R ⩾ 0, H∂M ⩾ 0, então

mABL

cΣ
⩾ 1−

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M3,g) for isométrica a uma varie-

dade semi-Schwarzschild, cuja parte compacta do bordo é um hemisfério rotacionalmente

simétrico com curvatura média constante não negativa.

Demonstração. Como consequência direta do Corolário 3.1 e do Teorema 3.7, temos que

mABL

2cΣ
⩾ 1−

(
1

2π

∫
Σ

|∇u|2dσ
) 1

2

⩾ 1−
1

2

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

−
1

2
.

Ou seja,

mABL

cΣ
⩾ 1−

(
1

8π

∫
Σ

H2dσ

) 1
2

.

Se a igualdade acima for satisfeita, então as igualdades no Corolário 3.1 e no Teorema 3.7

também são válidas, o que implica a rigidez.
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