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Resumo

E conhecido que o método do ponto proximal se destaca como uma ferramenta central em
problemas de otimizacao e equilibrio. Neste trabalho, foram realizados avangos significa-
tivos no desenvolvimento desse método, particularmente em dois contextos distintos: a
otimizacao multiobjetivo em espacos de Hilbert e os problemas de equilibrio em variedades
de Hadamard. Nossa abordagem foi estruturada em trés partes:

Na primeira, analisamos o resolvente baseado em fungoes de Busemann, conforme
introduzido por Bento et al. [J. Optim. Theory Appl., 200:428-436, 2024], além de
propomos o método do ponto proximal para problemas de equilibrio em variedades de
Hadamard e estabelecemos a convergéncia do método.

Na segunda, utilizando subgradientes de Mordukhovich, introduzimos uma nova de-
finicao de pontos Pareto criticos, estabelecemos uma condi¢ao necessaria de otimalidade
e desenvolvemos uma versao refinada do algoritmo do ponto proximal vetorial, com uma
andlise detalhada de sua convergéncia em espaco de Hilbert.

Por fim, também fundamentados nos subgradientes de Mordukhovich, estabelecemos
uma condicao necessaria de otimalidade para fungoes direcionalmente Lipschitz e conti-
nuas em espacos de dimensao finita.

Palavras-Chaves: Problema de equilibrio, funcao de Busemann, otimizagao multiobje-
tivo, método do ponto proximal, func¢oes localmente Lipschitz, fun¢oes direcionalmente

Lipschitz.



Abstract

It is well known that the proximal point method stands out as a central tool in opti-
mization and equilibrium problems. In this work, significant advances have been made
in the development of this method, particularly in two distinct contexts: multi-objective
optimization in Hilbert spaces and equilibrium problems in Hadamard manifolds. Our
approach is structured into three parts:

In the first part, we analyze the resolvent based on Busemann functions, as intro-
duced by Bento et al. [J. Optim. Theory Appl., 200:428-436, 2024], and propose the
proximal point method for equilibrium problems in Hadamard manifolds, establishing its
convergence.

In the second part, using Mordukhovich subgradients, we introduce a new definition
of Pareto critical points, establish a necessary optimality condition, and develop a refi-
ned version of the vectorial proximal point algorithm, along with a detailed convergence
analysis in Hilbert spaces.

Finally, also relying on Mordukhovich subgradients, we establish a necessary optima-
lity condition for directionally Lipschitz and continuous functions in finite-dimensional
spaces.

Keywords: Equilibrium problem, Busemann function, multi-objective optimization, pro-

ximal point algorithm, locally Lipschitz functions, directionally Lipschitz functions
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Introducao

Neste trabalho, abordamos o problema de equilibrio e o problema multiobjetivo. Na
primeira parte da tese, focamos no problema de equilibrio (EP), que pode ser formulado
como

Encontrar z* € Q:  f(z",y) >0, para todo y € {2, (1)

onde M é uma variedade de Hadamard, €2 C M é um conjunto convexo, fechado e nao
vazio, e f: ) x 2 — R é uma bifuncao satisfazendo f(x,z) = 0 para todo z € (.

Os primeiros estudos sobre problemas de equilibrio sao atribuidos a Fan [30] e a Ni-
kaido e Isoda [41]. Esses problemas abrangem e generalizam diversas classes de problemas
matematicos, incluindo problemas de otimizacao, problemas de equilibrio de Nash, pro-
blemas de complementaridade, problemas de ponto fixo e desigualdades variacionais, pois
todos podem ser formulados como problemas de equilibrio; para mais detalhes, consulte
Bianchi e Schaible [13] e Blum [14].

No contexto Riemanniano, Colao et al. [23] propuseram uma definigdo de resolvente
associada a problemas de equilibrio. Embora essa definicdo represente uma extensao
natural da abordagem introduzida no contexto linear por Combettes e Hirstoaga [24], sua
validade depende da convexidade da funcao envolvida, uma propriedade que, em geral,
nao ¢ garantida [25]. Para contornar essa limitagao, Bento et al. [10] introduziram um
resolvente baseado em fung¢oes de Busemann para tratar problemas de equilibrio, definido

Ccomo

JI(2) = {x e Q: Af(x,y) + d(z, 2)b,, .(y) 20, ye€Q}, (2)

onde 7. : [0,4+00[— M ¢é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco que
parte de e passa por z, € by, _(y) := limy, oo [d(y, V2,-(t)) — ] corresponde a funcao de
Busemann em variedades de Hadamard.

A principal vantagem dessa abordagem é que, além de representar uma extensao na-

tural do resolvente proposto em [24], o novo termo de regularizacao define uma funcao

1



Sumario 2

convexa em variedades de Hadamard gerais. Esse resultado constitui um passo inicial na
dire¢do de uma solugao completa para o problema levantado em [25], Se¢ao 5]. Além disso,
qualquer funcao afim linear no Plano de Poincaré é constante, conforme demonstrado em
[46, Teorema 2.2, p. 299]. Esse resultado foi posteriormente generalizado para variedades
de Hadamard com curvatura seccional negativa em [I1], Teorema 1]. Assim, as fungoes
de Busemann surgem como candidatas naturais para desempenhar o papel usualmente
atribuido as fung¢oes afins em espagos lineares.

No Capitulo 2, apresentamos os principais resultados obtidos em [26], onde nossas
principais contribuicoes consiste na formulagao de um método de ponto proximal baseado
no resolvente definido em e na analise de seu comportamento ao longo das iteragoes,
demonstrando a convergéncia da sequéncia gerada pelo método para uma solucao do
problema de equilibrio defenido em .

Nos Capitulo 3 e 4, trabalhamos com problemas de otimizacdo multiobjetivo que
envolve a minimizacao simultanea de duas ou mais func¢oes objetivos com valores reais.
Dado um conjunto fechado nao vazio 2 C H, onde H é um espago de Hilbert real e
uma fungao vetorial F = (f1,..., fm) : H — R™ um dos problemas de otimizagao
multiobjetivo consiste em encontrar um ponto Pareto fraco de F' em €2, ou seja, determinar
um ponto z* € 2 tal que nao exista nenhum vetor « € Q com F(z) < F(z*). Denotamos
este problema por

min, {F(z) : = € Q}. (3)
Muitos trabalhos sobre este topico investigaram condigoes de otimalidade, teorias de du-
alidade e as propriedades topoldgicas das solugoes em problemas de otimizagao multiob-
jetivo, veja, por exemplo, Chen et al. [20], Jahn [36], Bot et al. [16], Dinh [27] e Minami
[39].

Restringimos nossa discussiao ao algoritmo de ponto prozimal (APP), que foi introdu-
zido e analisado por Bonnel et al. [I5]. No referido artigo, os autores abordam o método
para encontrar um minimizador Pareto fraco de uma funcao vetorial convexa F' : X — Y,
onde X é um espago de Hilbert real e Y é um espago de Banach real contendo um cone C
fechado, convexo e pontiagudo com interior nao vazio, que define a ordem parcial <¢ em

Y. O método constrdi, na (k + 1)-ésima iteragao, uma solu¢ao Pareto fraca de
Fi(x) := F(x) + M| |z — 2| |2

restrita ao conjunto ), = {r € X : F(z) ¢ F(z%)}. Aqui, {\.} representa uma
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sequéncia limitada de escalares positivos, e € denota um vetor do interior de C com
||e¥]| = 1 para cada k € N. A estratégia usada nos resultados de convergéncia é baseada

na condi¢ao de otimalidade de primeira ordem para o seguinte problema escalar:

Ak

min () == (F(x), 2) + T2 (", 25 ||lo — 2¥[?, (4)
ey, 2
onde {z*} C C* C Y* com ||zF|]| = 1, CT é o cone polar positivo e Y* = {¢ : ¥ —

R | ¢ é linear e continua} é o espago dual topolédgico de Y, com (-,-) : Y x Y* — R sendo

o produto dual. Portanto, resolver (4)) implica que
0 € O (") + Ap(eh, 25) (2T — 2P), (5)

onde ¢y () := (F(z), 2F) + dq, (x), Oty denota o subdiferencial classico de ¥ (+), e g, (+)
é a fungao indicadora de €. Em [15] provam que qualquer sequéncia gerada pelo (APP)
converge na topologia fraca de X para um um ponto Pareto fraco de F', sob certas hipé-

teses padroes de completude de Y sejam satisfeitas. Note que pode ser vista como
ag(a® — M) € I(F (), 25)) (@) + N (2" ),

onde ap = A\p(eF, 2%) e N(2**1;Q)) representa o cone normal a Q em z**!. Nesta
abordagem, o conjunto (), garante que o algoritmo funcione como um método de descida.

Variagoes do algoritmo original proposto em [15] aplicado a problemas vetoriais conve-
x0s, podem ser encontrado nos trabalhos de Ceng e Yao [19], Chen e Zhao [2I] , Choung
et al. [22], Durea e Strugariu [29], Gregério e Oliveira [33] e Villacorta e Oliveira [47].
Discussoes sobre o caso R'!'-quasiconvexo foram exploradas nos trabalhos de Bento et
al. [8] e Apolinario et al. [1]. Nesses estudos, seus respectivos algoritmos computam um

ponto z**! na (k + 1)-ésima iteracdo que satisfaz a expressdo:
0 € dg(F(«")) + (@ — 2*) + N (2" Qy),

onde g : R™ — R é uma espécie de funcao de “escalarizacao” e {a;} é uma sequéncia de
nimeros positivos. Para uma revisdo sobre este tépico, veja Grad [32, pages 269-308|.
Vale notar que as abordagens adotadas em ambos os trabalhos mencionados anteriormente
dependem da convexidade de ;. Em Bento et al. [6], introduziram uma nova aborda-
gem, livre de escalarizacao, para analisar a convergéncia do método de ponto proximal
exato discutido em [15]. Mais precisamente, a condi¢ao de otimalidade de primeira ordem

do subproblema escalarizado é substituida por condi¢oes do tipo Fritz-John, dadas pelos
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gradientes generalizados de Clarke. Essas condigoes de otimalidade, que sao diretamente
aplicadas ao subproblema vetorial restrito a €, foram introduzidas por Minami [39] e
constituem um componente chave dessa abordagem alternativa, que evita a exigéncia de
convexidade dos conjuntos de restricoes que regem os passos de melhoria vetorial. Para
uma abordagem semelhante & introduzida em [6], mas no contexto nao linear, recomenda-
mos aos leitores as referéncias [0, [7]. Nestas referéncias, os autores estendem as condigoes
do tipo Fritz-John para o contexto Riemanniano, mas usando os gradientes generalizados
de Mordukhovich.

No Capitulo 4, apresentamos os principais resultados obtidos em [5], onde nossas
principais contribui¢oes incluem a investigacao da condi¢ao generalizada do tipo Fritz-
John em um cendrio ndo convero, descrito pelos subgradientes de Mordukhovich. Além
disso, buscamos ampliar a aplicabilidade do método do ponto proximal em espacos de
Hilbert para fungoes vetoriais localmente Lipschitz. E importante destacar que o uso
do subdiferencial de Clarke conduz a resultados mais restritivos devido a convexificagdo
descrita em , Sec¢ao . Essa limitacao reforca a vantagem de adotar a abordagem
proposta com base nos subgradientes de Mordukhovich.

Como resultado principal, provamos que cada ponto de acumulacao fraco represente
um ponto Pareto critico do problema definido via subgradientes de Mordukhovich. Adici-
onalmente, sob as suposi¢oes complementares de pseudoconvexidade da fungao vetorial e
completude do seu contradominio, demonstramos que toda a sequéncia gerada pelo (APP)
converge (na topologia fraca do espago) para um ponto Pareto critico do problema.

Por fim, além de trabalharmos com otimizacao multiobjetiva, também realizamos
um breve estudo sobre fungoes direcionalmente Lipschitz, que sdo uma generalizagao das
funcoes localmente Lipschitz. Essa generalizagao é relevante, pois fungoes direcionalmente
Lipschitz podem nao ser continuas, ampliando, assim, o escopo de aplicagdes e analises
matematicas [43] [I§]. Como principal contribuicao, apresentamos uma condi¢ao do tipo
Fritz—John no contexto nao convexo, caracterizado pelos subgradientes de Mordukhovich
em espaco de dimensao finita. Essa condicao, originalmente proposta por Minami em
[39], utilizava o subdiferencial de Clarke como base para estabelecer condigoes necessarias

para solugoes Pareto fraco.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, serao apresentadas defini¢oes e resultados basicos essenciais para o de-
senvolvimento posterior, incluindo propriedades de variedades de Hadamard, um pouco

sobre otimizacao Multiobjetivo e fungoes direcionalmente Lipschitz.

1.1 Variedade de Hadamard

Nesta secao, apresentamos as definigoes e alguns resultados preliminares de variedade de
Hadamard. Para mais detalhes, consultar [4} 28] [17].

Uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e com curvatura secci-
onal nao positiva é chamada de variedade de Hadamard. Ao longo deste trabalho, cada
variedade M denota uma variedade de Hadamard de dimensao finita.

Um tridngulo geodésico (x1, z2, x3) em uma variedade Riemanniana é o conjunto for-
mado por trés pontos distintos x1, 9, 3, chamados de vértices, e trés segmentos geodésicos

minimizantes ;.1 que conectam x;,1 a x;;2, denominados lados, onde 7 = 0, 1, 2.

Teorema 1.1. Seja M uma variedade de Hadamard e (1, xo,x3) um tridngulo geodésico.

Denote por ;i1 : [0,0iv1] = M os segmentos geodésicos que ligam x;y1 a ;1o € considere
Ui =L(v), 6= Z(741(0), =7(€:))
onde i =1,2,3 (mod 3). Entao, vale a desigualdade:
01405+ 05 <.

Além disso,

Gy + 0y — 201 liys cos b; < 67 (1.1)

5



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 6

Como ¢; = d(z;11,%i+2), podemos reescrever (|1.1)) da seguinte forma:
d*(xi, wiya) + AP (2, wig1) — 20w, Tig2)d(2s, Tig1) cos Oy < d(wig1, Tiya),

_ ~1 1
onde 0; = Z(exp, Ti11,eXpy, Tiya).
Como

d(i, Tiy2)d(Ts, v441) cos O; = (eXP;il Tit+1, eXp;.l Tita),

segue que
P (i, Tip2) + (i, i01) — 2(exp, Tip1, expy Tigo) < P (Tig1, Tigo)-
Demonstragao. Ver [45, Proposition 4.5, p. 223]. O]

Um conjunto 2 C M é dito convezo se, e somente se, qualquer segmento geodésico
com extremidades em 2 estiver contido em €2, ou seja, se, e somente se, uma geodésica
v i [a,b] = M tal que z = v(a) € Q ey =(b) € Q, entao y((1 — t)a + tb) € Q2 para todo
t€10,1].

Uma funcao ® : Q — R é dita convexa se, e somente se, para qualquer segmento
geodésico 7 : [a,b] — Q, a composigdo P o~y : [a,b] — R é convexa. Dado p € Q, um vetor

s € T,M é dito ser um subgradiente de ® em p se, e somente se,
®(q) > ®(p) + (s,exp, ' q), Vge.

O conjunto de todos os subgradientes de ® em p, denotado por dP(p), é chamado de
subdiferencial de ® em p. Em [46, Teorema 4.5, pagina 74], é provado que se ® é convexa,
entdo 0P(p) é um conjunto nao vazio, compacto e convexo, para cada p € €.

O cone normal a um conjunto nao vazio {2 em p € 2 é dado por
N(p;Q) :={s € T,M : (s,exp,' q) <0, VqeQ}.

Seja €2 C M um conjunto nao vazio, convexo e fechado. A funcao distancia associada
a ) é dada por
M >z +— dg(x) := inf{d(y,z) : y € Q} e R,.

E conhecido (veja [31), Corolério 3.1]) que, para cada x € M, existe um unico elemento
T € () tal que

(exp;' @, exp; ' y) <0, yeQ.
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Neste caso, T é a projegao de = no conjunto €2, que denotaremos por Py(z).

Notemos que, para todoy € M, x — d(x,y) é uma fun¢do continua e convexa, veja [49],
Proposigao 4.3, pagina 222].

As fungoes de Busemann mencionadas na introducao constituem uma classe impor-
tante de fungoes convexas definidas sobre variedades nao compactas, que sao definidas
a partir da funcao distancia e, de forma geral, medem a distancia relativa de pontos no
infinito. Elas sdo construidas da seguinte maneira: Dada uma semi-geodésica que parte de
um ponto dado z, a fun¢do de Busemann ¢ definida por b,, _(y) := tlgcr)lo (d(y, ”y(t)) — t),
y € M. Utilizamos a notagao b,, (-) para indicar que a semi-geodésica (-) de x
passa por z. Pela definicao, também nao ¢é dificil notar que, para cada z € M fixo,

[0, +00[> t = 1, (t) = d(y,v(t)) — t é ndo crescente. De fato, se < ¢ entdo,

d(y(t),y) < d(y(t),7(1) + d(v(f),y) =t — T+ d(v(1),y),

ou seja,

d(y(t),y) —t < d(y(t),y) — t.

Além disso, 1, (-) € limitada inferiormente por —d(y, z). De fato,

t—t=d(y(t),v(?)

<d(y(t),y) +d(y,~(t)).

Escolhendo ¢ = 0, segue que

t <d(y(t),y) +d(y,z)),

ou seja, —d(y,z) < d(v(t),y) — t. Em particular, temos
b’Yz,z(y) < d<y7 Z) - d(za I), Vl}ya z€ M. (12)

Para uma boa discussao e exemplos de fungoes de Busemann em algumas variedades de
Hadamard especificas, veja, por exemplo, [17, pagina 273 e Proposicao 10.69]. Em seguida

vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1. Considere o espago R"™ dotado da métrica Euclidiana: Seja v : [0, 00) —
R™ um raio geodésico da forma v(t) = a + tu onde u é um vetor unitdario e a € R™ fixo.

A funcao de Busemann by, € definida por

by(y) = {a =y, w). (1.3)
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De fato, da definicao de funcao de Busemann seque que

by(y) = Jim (d(y,~(t)) —t)
= Jim (|7 (6) = yl) =1
= Jim (la +tu — g — )
= Jim (Vo =yl + 260 — you) + £~ V)
. ||a—y||2+2t<a—y,u>

=y <\/a o[ _y7u>+1+1)

_ 2 2t(a —
ooy <\/“ ul® —y,u)+1+1> H°°1t<\/”“;}’+f<a—y,u>+1+1>
2<a’_yau>

== = (a —y,u).

Observe que de 1) escolhendo a = = e u = =%, obtemos que

fo=all’
d(z,2)by, . (y) = (& = 2,y — x).

Isso mostra que o novo termo que realiza a regularizacao do resolvente é uma func¢ao afim,

sendo uma extensao natural da versao introduzida em [24].

Exemplo 1.2. Adotando a bola unitdria de Poincaré, denotada por H%: A variedade
de Hadamard H% ¢ a bola unitdria com respeito a distancia Fuclidiana (denotada por
B?) dotada da métrica Riemanniana (u,v), : = 4 pe <”p”> n7 w0 €T, B2, em que (-,-) é o

produto interno usual em R2. Neste caso, a fungdo distancia é

lz =yl + /I=l2yl2 — 2(z, y) + r
VA= [lz]2)(1 = [lyll2)

Como a semi-geodésica a partir da origem em uma dire¢io unitarian é dada por~y(t,0,n) :

d(z,y) =2In

ntanh(t/2), a fungio de Busemann associada é dada por: by, (r) = In (!qzuz), onde
=v(1,z,7n). De fato,

by, (7) = h 21 lz — (O] + \/||:7c||2||7(t)||2 — 2z, y(t)) + 1 »

JA— 2P = h)l?)
o — ytanh(4)]| + /[l ]2 tanh(2)]? — 2(z, ntanh(L)) + L

= tlim 21n —Ilnét
e V(= [z[2)(1 = [|n tanh(5)]]2)
2
(e = ntanh(5)]| + \/llz]2] tanh(3)[|> — 2 tanh(4)(z, n) + 1)
= lim In (1.4)

=00 (1= [ll*)(X = [ tanh(5) )¢’
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Observe que,

i Y t . [ es — e 3 2 .
lim |1 — [ |[tanh () e =1lim|l—|—F——F e
t—o0 2 t—00 es + e %
= lim _(e% * ei%f — (et% - 67%)2 ot
t—o0 i (65 +€_§>2
= lim (5 +e75 +ef 6‘?)(65 :Le‘% — (e} — e %)) gy
t—o0 i es + 67§>2
o [ 2e7-2¢3 .
= lim - . e
Aet
= lim € =4

t—o00 (65 + 6_5)2

Assim, de

(e = nll + /2P = 2(e,m) +1)°

(@) = In A=)
22
INCE ENrED
1= ]
4 _ 2 _ 2
g Azl o=l
—Te® = 1=

Em [I1, Lema 1, Proposi¢ao 8], os autores apresentaram uma forma de obter fun-
¢oes de Busemann. Dado k£ é um nimero positivo, M uma variedade Riemanniana com
curvatura seccional constante secy; = —k* e [0, +00[3 t = 7(t, 7, u) uma semi-geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco partindo de z € M em uma dire¢do unitaria

u € T, M passando por z € M, a funcao de Busemann é dada por:
1 .
by,.(y) = % In (cosh(kt) — sinh(kt) cos 9),

onde y = exp,(—tv), t = d(y,x) e 6 é o angulo entre —v e u.

A seguir listamos algumas propriedades da fun¢ao de Busemann, (veja [3, Lema 3.4]):
P1. by, () é localmente Lipschitz com constante de Lipschitz 1;
P2. by, .(-) é uma fungao convexa C' com ||V b,, ()] =1,

onde P2 é, na verdade, uma caracterizacao das func¢oes de Busemann em variedades de
Hadamard.

Faremos as seguintes hipoteses sobre a binfungao f:
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(H1) Para todo x € Q, y — f(x,y) é convexa e semicontinua inferior;
(H2) Para todo y € Q, x — f(z,y) é semicontinua superior;

(H3) Dado 29 € M fixo, considere uma sequéncia {2"} C Q tal que {d(z2", 29)} converge

para infinito. Entao, existe x* € 2 e ng € N tal que

f(z"x") <0, n > ng.

Notemos que as hipéteses (H1), (H2) e (H3) estao bem estabelecidas na literatura, tanto
no ambiente linear quanto no Riemanniano. No que diz respeito & hipétese (H3), ao que
sabemos, ela foi inicialmente introduzida por Iusem et al. [35] em um espago linearmente
estruturado e, posteriormente, estendida ao contexto Riemanniano em [I2]. Para mais
detalhes e uma discussao abrangente, veja [10, [12]. Entre outras contribuigoes, os autores
nesses trabalhos estabelecem que a hipdtese (H3) é uma condicdo suficiente mais fraca
em comparagao com a suposicao de coercividade utilizada por Colao et al. [23] para
garantir a existéncia de solugoes para o (EP). Além disso, os autores fornecem um exemplo
ilustrativo demonstrando a utilidade do resultado de existéncia no contexto Riemanniano,
destacando sua aplicabilidade a problemas nao abordados na configuracao linear.

Os proximos resultados serao usado para os propoésitos deste trabalho relacionados a
defini¢ao do operador resolvente introduzida em . Antes de discutirmos, vamos denotar

por EP(f, Q) o conjunto solu¢ao do problema de equilibrio em .

Teorema 1.2. Seja A >0 e f: Q x Q — R uma bifungio mondtona, ou seja, f(x,y) +
fly,z) <0, para todo (x,y) € Q x Q. Entao, tem-se que a aplicagio Q2 x Q 3 (z,y) —
he(z,y) = M(2,y) + d(z,2)by, ,(y) € mondtona. Além disso, se (H1), (H2) e (H3)
forem wdlidas, entio EP(f, Q) # 0, Ji(x) # 0 para todo = € M e J(-) é um operador

ponto-ponto.

Demonstragio. Veja [10]. O

Proposigao 1.1. Seja A := {(x,x) : x € M}. Entao, b: M x (M\A) x M — R, dado

por b(z, z,y) = by, _(y), € uma fungdo semicontinua superior.

Demonstragio. Veja [10]. O
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1.2 Otimizacao Multiobjetivo

Nesta se¢ao, revisaremos defini¢oes fundamentais e propriedades em otimizagao multiob-
jetivo, conforme descrito, por exemplo, no livro de Luc [27]. Além disso, algumas nogoes
e resultados de andlise variacional e diferenciacao generalizada, retirados principalmente
dos livros de Mordukhovich [40] e Rockafellar-Wets [43], que desempenham um papel
crucial nos principais resultados desta secao.

Consideramos o espacgo Euclidiano m-dimensional R™ com a ordem parcial denotada
por =, induzida pelo cone Pareto R, definida como segue: y < z (ou z > y) se, e somente
se, z —y € R". A nocao associada y < z significa que z —y € R, , onde R" e R, sao

definidos por
RY :={xeR™ : 2; 20, jeZI}, R} ={zcR™ : 2;>0, jeI},

eZ:={1,...,m}.
O cone R’ é de Daniell, ou seja, qualquer sequéncia decrescente que tenha uma cota

inferior converge para seu infimo, e é correto no sentido de que

(A RT) +R7\ I(RT) CRT,

onde cl denota o fecho e [(R"") representa o conjunto R N —R7; veja [27, pages 46-47].
Denotamos por argmin,{F(z) : x € Q} o conjunto de todos os pontos Pareto fraco

da funcgao vetorial F' no conjunto €.
Observagao 1. Como mencionado em Huang e Yang [3])], as fungoes vetoriais
F() e e"0:= (N0, ’efm(-))

tém os mesmos conjuntos de pontos Pareto fraco, onde e* denota a fungio exponencial
avaliada em o € R. FEsse resultado pode ser estendido para o contexto de pontos Pareto
criticos em . Portanto, no que diz respeito aos pontos Pareto criticos, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que F > 0, pois caso contrdrio, podemos substituir a

uncdo objetivo F(x) por (1@ . efm(@)y,
Jung j p e

Seja f : H — R uma fungao semicontinua inferior. Para uma sequéncia dada {u,} C

k

H, usamos a notacio uf % u para significar que u* — w e f(u*) — f(u). Em nossos
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estudos, a funcdo objetivo pode nao ser diferenciavel. Para lidar com tais situacoes,
introduzimos os seguintes conceitos.
O subdiferencial Fréchet de f em a € H é definido por

0" @)= {o e s e L IO 020 5 o}

a=a la — @l

Pode ser descrito de forma equivalente como o conjunto de vetores v € H tais que

fla) = f(a) + (v,a —a) + o([la —al]),

onde IimM =0.
ava |a—al

O subdiferencial Mordukhovich de f em a € H é definido por

oM f(a) = Limsup 0" f(a) = {v eH:3d" La e o f(a*), v% — v}, (1.5)

ai>a
- . o ) :
onde “Limsup” denota o limite externo de mapeamentos de conjuntos na topologia norma-

fraca de H x H e v* — v significa que v*

converge fracamente para v.
Se f ¢é diferencidvel em a € H, entdo 9% f(a) = {V f(a)}. Além disso, se f é continu-
amente diferencidvel em torno de a € H (ou meramente estritamente diferencidvel neste

ponto), entdo O™ f(a) = {Vf(a)}.

O subdiferencial horizonte de f em a é dado por
0 f(a) = {v eH:3d" La t L0, vk e oF f(a¥), tyv* — v}.

Observagao 2. Em espacos de dimensdo finita, a convergéncia fraca é equivalente d

convergéncia forte.

Seja f : H — R uma func¢ado localmente Lipschitz em uma vizinhanca de x € H, e

seja d € H. A derivada direcional generalizada de f em x na direcao de d, denotada por

fo(z,d), é definida por

fo(l',d> _ limsup f(y + td) B f(y)

y—w t
tl0

O subdiferencial de Clarke de f em x, denotado por 9 f(x), é definido pela derivada

direcional generalizada por

°f(x)={beH:(bd < f°(x,d) paratodo dc H}.
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Note que, no contexto do espacgo de Hilbert, temos a seguinte relacao entre os subdiferen-

ciais de Clarke e Mordukhovich (ver [40], Teorema 3.57])
0° f(z) = c0 9" f(x), (1.6)

onde “¢6” denota o fecho fraco do envoltério convexo do conjunto.
Dizemos que uma funcgao vetorial F' : H — R™ ¢ dita semicontinua inferior, se cada

componente f; : H — R é semicontinua inferior.

Em nosso estudo, utilizaremos principalmente o subdiferencial de Mordukhovich 9,
cujo grafico é fechado em configuragoes bastante gerais, como veremos a seguir. Por
outro lado, o subdiferencial de Fréchet pode ndo possuir um grafico fechado, mesmo
para fungoes localmente Lipschitz. Além disso, o uso do subdiferencial de Clarke impoe
restri¢oes adicionais devido a convexificacdo na equagao . Para ilustrar essa diferenca,

consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3. Seja f: R — R a fungao definida por f(x) = —|z|. Note que
fla) = F(0) —v(a—0) _ —Ja| — va

la = 0] lal

Se a < 0, entao

f(a) = f(0) —v(a —0)
ja = 0]

=v—1 (1.7)

Jd para a > 0, obtemos

f(a) = (0) ~ v(a—0)
|a — 0]
Assim, se v € OF f(0), seque de (1.7) que v > 1 e de (1.8)) que v < —1, o que implica
o £(0) = 0.
Além disso, se x < 0, temos OF f(z) = {—1} ¢, se x > 0, seque que 0% f(z) = {1}.

= —uv—1. (18)

Consequentemente,
oM f(0) = {~1,1}.

Por outro lado, de (1.6), obtemos que 9 f(0) = [—1,1]. Logo, as inclusdes
9" 1(0) < 9" £(0) € 9°f(0)

sao verificadas.
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Apresentamos a seguir algumas propriedades desses subdirenciais.

Proposigao 1.2. Seja f: X CH — R. Se® é minimo local de f, entdo

0e€ 9" f(z) CoMf()

Demonstragio. Veja [40, Proposigao 1.114] ]

Teorema 1.3. Suponha que f : R™ — R seja localmente semicontinua inferiormente em

x. Entdao, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) f € localmente Lipschitz em x;
(b) 9= f(x) ={0};
(c) A aplicagio OF f : x — OF f(x) é localmente limitada em T;
(d) A aplicagio OM f : x> M f(x) € localmente limitada em T.
Demonstragio. Veja [43, Teorema 9.13]. O

Proposicao 1.3. Seja f uma funcao localmente Lipschitz em torno de x com constante

Lipschitz L > 0. Entao,

lz*|| < L, para todo z* € O™ f(Z).
Demonstragio. Veja [40, Corolario 1.81]. O

Para comecar, apresentamos uma nova definicao de pontos Pareto criticos para proble-
mas nao convexos, que ¢ a extensao do subdiferencial de Mordukhovich da nocao classica
para problemas convexos de otimizagao multiobjetivo.

Dizemos que um ponto x € 2 C H é chamado de Pareto critico de F' em §2 para o
problema de otimizacao se, e somente se, para qualquer y € 2, existem um indice

i €L ew; €0Mfi(T) tais que

(wi,y — ) > 0. (1.9)
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Para prosseguir com as construgoes geométricas correspondentes, o cone normal Fré-

chet a um conjunto nao vazio 2 em x € ) é dado por

N (z;Q) = weH: limsupM
WPy =]
y—rzx

<0,

onde a notagao y LU significa y — x com y € Q. O cone normal Mordukhovich a €2 em

x €  é definido por

NM(z;Q) := Limsup N* (y; Q)

Yy—x

—{weH:T" L 2 Tw e N Q): wp — w).

E facil ver que N (z;Q) € NM(z; Q).
O proximo resultado estabelece uma relacado fundamental entre a funcao indicadora e

o cone normal de Mordukhovich.

Proposicao 1.4. Seja 2 C H um conjunto fechado nao vazio, e seja dq a fungdo indica-

dora sobre ). Entdo temos
OMoq(z) = NM(2; Q).
Demonstragio. Veja [40, Proposigao 1.79]. ]

O Lema a seguir nos ajudard a demonstrar a condi¢ao necessaria para a otimalidade

Pareto fraco.

Lema 1.1. Seja ¢; : X = R, para i =1,...,n com n > 2, uma funcio semicontinua
inferior em torno de x, e suponha que todas, exceto no mdximo uma dessas fungoes, sejam

sequencialmente normais epi-compactas (SNEC) em . Suponha que:

[} 4+ 28 =0, z7€0®p(z) = 21=0, i=1,...,n.

)

Entao, valem as sequintes inclusoes:

Mpr+ -+ on)(@) C M1 (T) + -+ + M (),

O%°(p1+ 4+ n)(T) CTO®p1(T) + -+ + 0 (7).
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Demonstragio. Veja [40, Teorema 3.36]. O]

Antes de prosseguirmos com a demonstracao da propriedade de grafico fechado do
subdiferencial de Mordukhovich (0™), introduzimos algumas defini¢coes fundamentais para
seu entendimento.

Um espago de Banach X é Asplund, ou possui a propriedade de Asplund, se toda
fungdo convexa continua ¢ : U — R definida em um subconjunto convexo aberto U de X
for Fréchet diferenciavel em um subconjunto denso de U.

Dizemos que um espaco de Banach X que é gerado de forma fracamente compacta
(WCGQG), se existir K C X um subconjunto relativamente fraco compacto tal que o fecho
linear da envoltéria convexa de K ¢é denso em X.

Um conjunto Q C X é normalmente compacto sequencialmente (SNC) em = € Q se,

para qualquer sequéncia (e, xy, z}) € [0,00) X  x X* satisfazendo
erd 0, xp—2x, xp€ ]Vek(xk;Q), e x,—"0

temos que ||z}|| — 0 quando k& — oo. Qualquer conjunto ndo vazio em um espago de
dimensao finita ¢ SNC em cada um de seus pontos, para mais detalhes veja [40, Pagina
27].

Seja ¢ : X — R finita em z. Dizemos que ¢ é epi-compacta normalmente sequencial-
mente (SNEC) em Z se seu epigrafo for SNC em (z, ¢(Z)).

Os proximos resultados serao cruciais para demonstrarmos a propriedade de grafico

fechado do oM.

Teorema 1.4. Seja X um espaco de Asplund WCG, e seja 0 C X seu subconjunto
fechado que é SNC em x. Entdo, o grifico de N(-;Q) € fechado prézimo a %, ou seja,

existe v > 0 tal que o conjunto

(gph N(; Q)) N ((:E +vB) x X*)

¢ fechado na topologia norma X fraca™ de X x X*.
Demonstragio. Veja [40, Teorema 3.60]. O

Lema 1.2. Se f: H — R € localmente Lipschitz em torno de T com constante Lipschitz

L >0, entio f é SNEC em .
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Demonstragio. Veja [40, Teorema 3.52]. O]

O teorema a seguir contém resultados para o calculo de subdiferencias de Mordukho-

vich e horizonte de fung¢oes maximo. Dado T € X, definimos os conjuntos

I(z):={ie{l,....,n} | vi(Z) = max p;(Z)}

A(z) = {()\1, o) | A >0, Zn:)\i =1, X\ (¢i(Z) — max p;(Z)) = 0} : (1.10)

i=1
Teorema 1.5. Sejam p; semicontinuas inferiores ao redor de T para i € 1(Z) e semi-
continuas superiores em T para i ¢ 1(T). Se as fungoes p; sejam SNEC em T para todos,

exceto um i € 1(Z), e que

se [uj+...+u, =0, u €0°fi(x)] =u =0,

(2

considerada para i € 1(Z), seja satisfeita. Entao, tem-se:

oM (max ;) (z) C U{ > Ao dpi(T) ‘ (A, ..., ) € A(:c)},

i€I(T)

0% (max ¢;) (T) C Y 0%p(T).

i€l(z)

onde Ao dp(Z) é definido como \oM () quando X\ > 0 e como 0 () quando A = 0.
Demonstragio. Veja [40, Teorema 3.46] O]

Um conjunto C' C R™ com ponto de fronteira = é epi-Lipschitziano em T se, e somente
se, C' for localmente fechado em Z e o cone normal N(z;C) for pontudo.

O resultado seguinte garante que o grafico do subdiferencial de Mordukhovich é um
conjunto fechado na topologia norma-fraca de H x H quando f é localmente Lipschitz em
torno do ponto em questao. Este fato é essencial na analise de convergéncia do método

do ponto proximal para encontrar pontos Pareto criticos.

Teorema 1.6. Sejam {2*}, {w*} C H sequéncias tais que w* € OM f(x*) para todo k € N,
zF =z, e w’ = w quando k — oo. Se f:H — R € localmente Lipschitz em torno de z,

entio temos w € OM f(z).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 18

Demonstragao. Na teoria geométrica dos espagos de Banach temos que qualquer espago
de Hilbert é Asplund e gerado compactamente na topologia fraca (WCG); veja, por exem-
plo, [40, Capitulo 2] com as referéncias e comentérios adicionais ali. Assim, estamos no
contexto do Teorema [1.4] Este teorema nos diz que temos a propriedade de fechamento
do gréfico do subdiferencial reivindicado se o grafico da mapeamento subdiferencial O f
em H x H possui a propriedade de compactagio normal sequencial (SNC). Esta pro-
priedade é bastante geral e se aplica, em particular, quando o conjunto em questao é
epi-Lipschitziano. Como mostrado em [42], este é certamente o caso para os graficos
de fungoes localmenete Lipschitz. Assim, concluimos a prova do teorema do grafico fe-

chado. O

Para prosseguir com o estudo dos pontos de Pareto fraco, apresentamos os seguintes

lemas tuteis na derivacao de condi¢oes necessarias para a otimalidade Pareto fraco.

Lema 1.3. Seja D :={x €C:g;(x) <0,j € J}, onde C CH um conjunto nio vazio,
fechado e convezro e gj: H — R e J ={1,--- ,p}. Sex* é um ponto de Pareto fraco de

F em D, entao para todo € >0 e x € C temos a sequinte condi¢ao
F.(z) := max{fi(z) — fi(z*) +¢e,9j(x):i€ZL,j€ T} >0.
Demonstracdo. Suponha o contrario, isto é, existem ¢y > 0 e x; € C tais que
F. (z1) <0.
Portanto, segue que

fi(z1) < fi(z1) +e0 < fil2™), €T,

gi(x1) <0, jeJ,

e assim z; € D. Isso contradiz a otimalidade de Pareto fraco de x* e, portanto, segue o

resultado. n
Lema 1.4. Seja C um subconjunto fechado nao vazio de X, e seja F : C' — R uma

funcao continua e limitada inferiormente. Se xo € C' satisfaz

F(x0) < igéF(x)-I—s, >0,

entdo existe algum z € C tal que
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lwo — 2l < VE,

F(z) +Ve||z — 2| > F(2), paratodox # z em C.
Demonstrag¢io. Veja [39, Lema 2.2]. O]

Lema 1.5. Se f : R* — R € uma funcao localmente Lipschitz, e x é um ponto que
minimiza f em C, com C convexo e fechado, entdo existe uma vizinhanga V de x, tal que

x € um minimizador de f 4+ Ldc, onde L € a constante de Lipschitz de f.
Demonstrag¢io. Veja [39, Lema 2.1]. ]

O proximo resultado estabelece novas condicoes de otimalidade do tipo Fritz-John,
fornecidas pelo subdiferencial de Mordukhovich, que sdo necessarias para solugoes de

Pareto fraco usadas no (APP) e, ao mesmo tempo, de interesse préprio.

Teorema 1.7. Sejam C C 'H um conjunto nao vazio, fechado e convexo e f;,g; : H — R
fungoes localmente Lipschitz para todo @ € T e j € J. Suponha que o conjunto D €
representado na forma

D={xeC:g;(x)<0,j€ T}

Se x* € D € uma solugio de Pareto fraco de (3)), entao existem nimeros reais T > 0 e

a; >0,5;>0comicZ ejeJ de modo que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

0 (- ZO&ZaMfZ(ZL‘*) + Z BjaMg](x*) + TaMdc(I*),

i€ JjeJ
com Y a;+ > Bi=1 e Bigi(z*)=0, jeJ.
i€T jeg

Demonstrag¢io. Seja x* um ponto de Pareto fraco de F' em D, e seja {¢;} C R, uma

sequéncia convergindo a 0 quando [ — oo. Segue do Lema que
F. (x) >0 paratodo [ €N, z¢€C.

Portanto, a funcao F;, : C — R, ¢é limitada inferiormente, em particular para, 0 < g < 1.

Como f;, g; sao localmente Lipschitz em torno de z* para todo i € Z e j € J segue que
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F., também ¢ localmente Lipschitz em torno deste ponto. Além disso, como z* € D e
F.,(x) > 0 para todo = € C, obtemos que Helg F. (x) > 0. Assim,
g =F,(z%) < 1r€1(f: F.(x) +e.

Veja que Fr, satisfaz todas as hipéteses do Lema . Assim, existe z! € C tal que

" =2 < e e (1.11)

F.,(z) +/a|x — 2| > F., (") paratodo x € C,

l

ou seja, z' ¢ um minimo global de F.,(-) + /& - —7|| em C. Denotando por L uma

constante de Lipschitz de F.,(-), obtemos que L + 1 é uma constante de Lipschitz de
F., ()4 &l - —2'||. Assim, pelo Lema , 2! é ninimo local para

Gu (@) = Fo(2) + yallz — 2] + (L + 1de(a).
Aplicando a este problema o Proposicao [1.2] e usando o Lema [I.1], chegamos a
0c MG, (") COME, (") + ad™ (|| - =) () + (L + 1)oMde (2.
Portanto, para cada [ existe w' € M I (2') satisfazendo
0 € w4+ ™ (|| - =N () + (L + 1)0Mde (2. (1.12)

Usando Teorema e depois Teorema obtemos ntimeros nio negativos al e 5]1- tais

que

doai+ Y Bi=1 (1.13)

€L jeJ

whe Y doMEEY+ D> BoMgi(Eh). (1.14)
{ilal#0} {41870}

Combinando (|1.12)) e (1.14)) obtemos que
0 ¢ Z oM fi (21 + Z B;@ng(zl)
{ilal£0} (716120}
+/EM (|| - =2 + (L 4+ 1)oMde ().

Dessa forma, encontramos sequéncias {u.}, {v!}, {a'} e {0'} com

u; € OM fi(2h), vl € 0Mg;(), @' e E oM (|- =),
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e ' € (L+ 1)0Mde(2) tais que

0= Y du+ > pl+d+7. (1.15)

{ilo}70} {j18L#0}
Segue de (1.13) e (1.11) que as sequéncias {a}};, {8} e {z'} sdo limitadas. Além disso,
como fi, g; e || - —2'|| sdo fungdes localmente Lipschitz, entdo pelo Teorem temos

que as sequéncias {ul}, {v}} e {a@'} sdo limitadas. A limitacdo de {o'} segue de (1.15)).
Passando para subsequéncias se necessario, obtemos que as sequéncias {al}, {6}}, {ul},
{vg}, {a'} e {0'} convergem fracamente, respectivamente, para «;, 3, u;, v;, @ e 0. Assim,

a;, Bj > 0e e+ e7 85 = 1. Por 1} temos que z! — z*. Entdo ([1.15]) quando

[ — oo nos da

O:Zazuz—l— ZB]U]—FTL—FQN)
i€z JjeTJ
A propriedade do gréfico fechado do Teorema [I.6] garante que
u; € M fi(x*), v; € Mgi(a), e e Mde(a¥),
e, portanto
0> ad™ fi(x*)+ > B0V g;j(x*) + 70Mde(2*) com algum 7 > 0.
i€l JjeT

Por fim, a partir de ([1.10)), obtemos que para todo i € I:

(e + ;) (max{0, g;(z*)}) = 0

(@i + B:) (9;(2") — max{0, g;(z")}) = 0.

Assim,
Para prosseguir, recorde o seguinte resultado de [40, Teorema 1.97].

Lema 1.6. Seja 2 C H nao vazio e fechado. Entao

NM(2;Q) = Uys0\0Mdq(z) para todo = € Q.
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Aqui estd a estimativa do subdiferencial para a funcao de distancia, que desempenha

um papel importante na analise de convergéncia subsequente.

Teorema 1.8. Seja 2 um subconjunto nao vazio, fechado e convero de H. Entdo, para

qualquer x € ), temos a estimativa superior
oMdg(x) C BJ0,1] N NM(z; ),
onde B0,1] denota a bola fechada unitdria em H.

Demonstracio. E conhecido que a funcio de distancia do(z) é globalmente Lipschitz com
uma constante L = 1. Segue da Proposi¢do [1.3| que 07 dq(z) C B[0,1]. Aplicando agora
o Lema , sabemos que NM(z;9) = Uyso\0Mdq(7), e assim chegamos a 0Mdg(z) C
NM(z;0). O

1.3 Direcionalmente Lipschitz

Nesta secao, apresentaremos definigdes fundamentais e propriedades sobre fungoes direci-
onalmente Lipschitz.
Dizemos que f : R®™ — R é Lipschitz direcional em 7 € R" se f é localmente semicon-

tinua inferior em T e existir um vetor unitario u tal que

t _
T s Ut) GO (1.16)
:):LE
v—U
10

Dizemos que f é direcionalmente Lipschitz se é direcionalmente Lipschitz em todos os
pontos de R™(veja [I8]). Além disso, dizemos que a funcio vetorial F' = (f1,..., fm) :
H — R™ é direcionalmente Lipschitz se cada funcao componente f; : H - R, i € Z, é

direcionalmente Lipschitz.

Lema 1.7. Se f : R® — R ¢ direcionalmente Lipschitz, entao existem 6 > 0, u € R"

unitario, e L(T,u) tais que
f(z4+tv) — f(z) <t-L(Z,u), Yv € Bs(u), z € Bs(T), f(z) € Bs(f(T)), t € (0,0].

Demonstragio. De (1.16)), temos que existe 6 > 0 tal que
fz+ 1) — f(z)
t

< M, Yv € Bs(u), z € Bs(Z), f(z) € Bs(f(T)), t € (0,0].

Seja M = L(T,u), e assim o resultado segue. O
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A seguir, apresentamos um exemplo de uma func¢ao que é continua e direcionalmente

Lipschitz, mas nao é localmente Lipschitz.
Exemplo 1.4. Sejan > 0 e defina a fungdo f por

x%—n, r <0,
flz) =
1
r3+mn, x>0

Assim, f € direcionalmente Lipschitz em T = 0 e é continua em T = 0 se, e somente se,

n = 0. De fato, tomando u = —1 e v — u, temos
fla4+t) — fl@) (z+t0)s —a3 (z+t0)3 + (z + tv)izs + x5
= ) 2 T 1 2
t t (x +tv)s + (x +tv)3x3 + 23
tv 1

wlno

(z +tv)s + (x4 tv)szs + o

Observe que, ao definir y = (x + tv)%, obtemos a sequinte equacao quadrdtica:

Wi

2 1
Yy + a3y +x3 =0.

Calculando o discriminante, seque que:

Assim, temos:

win

(@ + t0)5 + (z + t0)525 + 25 = ¢ + 25y + 25 > 0.

Portanto, para v suficientemente proximo de —1, seque que:

flz+tv) — f(x) v

= Pl 1 <0.
t (x +tv)3 + (x +tv)3x

wl—

_|_
8
Wi

Logo, [ € direcionalmente Lipschitz.

Teorema 1.9. Sejam {2*}, {w*} C R" sequéncias tais que w* € M f(2*) para todo
keN, 28—z, b — we f(2F) = f(x) quando k — co. Se f : R™ — R € direcionalmente

Lipschitz em torno de x, entdo temos w € O™ f(x).

Demonstracao. Na teoria geométrica dos espacos de Banach temos que o espago R" é

Asplund e gerado compactamente na topologia fraca (WCG); veja, por exemplo, [40,
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Capitulo 2] para referéncias adicionais e comentdrios suplementares. Assim, estamos no
contexto do Teorema [1.4] Este teorema nos diz que temos o fechamento do grafico do
subdiferencial conforme reivindicado se o grafico da aplicacdo de subdiferencial 9™ f em
R™xR™ possui a propriedade de compacidade normal sequencial (SNC). Esta propriedade é
bastante geral e se aplica, em particular, quando o conjunto em questao é epi-Lipschitziano
no sentido de Rockafellar [42]. Como mostrado em [42], isso certamente ocorre para os
graficos de fungoes direcionalmente Lipschitz. Portanto, concluimos a demonstragao do

teorema do grafico fechado. O

O proximo resultado fornece uma condi¢ao para verificar se um ponto é minimo da

soma funcao direcionalmente Lipschitz e a funcao distancia a um conjunto convexo.

Proposigao 1.5. Se f : R — R € uma funcao direcionalmente Lipschitz e continua, e x é
um ponto que minimiza f em C, com C convezo e fechado, entdo existe uma vizinhanca V'

de x, uw € R™ unitdrio, e L(x,u) tais que x é um minimizador de f+7dc, com T > L(x,u).

Demonstrag¢io. Suponha que o resultado seja falso. Entao, existe uma sequéncia {z,}

convergindo para x tal que

fzn) + 7de(x,) < f(2x). (1.17)

Note que de¢(x,) > 0, pois, caso contrario, x, € C, o que contradiz a hipdtese de que
¢ um minimizador de f em C. Além disso, observe que, a partir de , f(z,) converge
para f(z) quando n — oo.

Escolha n suficientemente grande para que a constante de Lipschitz direcional seja
aplicdvel em uma vizinhanca de x,, com raio 2d¢(x,,); isso é possivel porque d¢(x,,) converge

para 0. Assim, escolhendo € € (0, 1) tal que

f(an) + (1 +e)7de(xn) < f(2)
e escolha t < (1+¢)de(x,,). Assim, escolhendo v € Bs(u) tal que (z,, +tv) € C, segue que

flx, +tv) <

o que é uma contradigao. O]



Capitulo 2

Ponto Proximal para Problema de

Equilibrio

Neste capitulo, introduzimos e estudamos a convergéncia do algoritmo ponto proximal via
funcoes de Busemann para resolver problemas de equilibrio em variedades de Hadamard,
como em . Também iremos considerar M uma varidade de Hadamard, 2 C M é um
conjunto convexo fechado e nao vazio, e f : 2 x 2 — R é uma bifuncao mondtona tal que
f(z,xz) =0, para todo = € Q, satisfazendo as hipdteses (H1), (H2), (H3).

Considere {\x} uma sequéncia limitada de niimeros reais positivos. Descrevemos um

algoritmo proximal para resolver o Problema de Equilibrio , como segue:

Algoritmo 2.0.1.
INICIALIZAGAO. Escolha um ponto inicial 2° € Q;
PASSO ITERATIVO. Dado z* € Q, escolha como prézima iteracio qualquer x*+1 € Q tal

que:

= J/(k(:lzk); (2.1)

CRITERIO DE PARADA. Se ¢! = 2% PARE. Caso contrdrio, faca k :=k + 1 e retorne

ao Passo Iterativo.

Em seguida iremos ver que o Algoritmo [2.0.1] estd bem definido.
Proposigao 2.1. O Algoritmo [2.0.]] estd bem definido.

Demonstragdo. A boa definicao do Algoritmo é garantida pelo Teorema [1.2] m

25
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Agora vejamos que se o Algoritmo termina ap6s um nimero finito de iteracoes,

ele termina em um ponto de equilibrio de f.
Proposigao 2.2. Se z*t1 = 2% entdo 2% € EP(f,Q).
Demonstracio. Se z*t1 = ¥ entdo de segue que xF = J{k (x%). Assim,
M (@ y) +d(2*, 2%, (y) > 0= fla*y) >0 Yy e,
pois A > 0. O

No restante desta secdo, devido a Proposicdo anterior, assumimos que 2+ # 2* para
todo k € N. Antes de apresentarmos nosso resultado de convergéncia, recordemos que
uma sequéncia {yx} em um espago métrico completo (M, d) é dita Fejér convergente para

um conjunto nao vazio S C M se, para todo y € S, tivermos

Também utilizaremos o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada,

por exemplo, em [31].

Proposicao 2.3. Seja {yx} uma sequéncia em um espago métrico completo (M,d). Se
{yr} € Fejér convergente para um conjunto nao vazio S C M, entio {yx} € limitada.

Além disso, se um ponto de acumulagio y de {yx} pertence a S, entdo
li =q. 2.
Jim, ve =9 2

O préximo resultado é 1til para estabelecer que {2*} é Fejér convergente ao conjunto

solugao do problema de equilibrio EP(f,Q) em .
Proposigao 2.4. Para cada x* € EP(f,Q), vale
(exp;,}+1 z", exp;kl+1 x*) <0. (2.4)
Demonstragio. A partir da definicdo de 2™ em (2.1)) e Jj;(xk) em (2, temos
0 < Aef(a"Th y) + d(:ckﬂ,:ck)bvzkﬂyzk (v), y € Q. (2.5)

De 1} temos b, ., ,(y) < d(y, z%) — d(a, 2*1), para todo y € Q. Assim, da equacio
[2.5) segue que

0< Akf(xkﬂ,y) + d(xk+17xk> [d<y7$k) _ d(xk—&-l’xk)] ‘



Capitulo 2. Ponto Proximal para Problema de Equilibrio 27

Defina Gy (21 y) := A\ f (¥, y) + d(x*L, 2F) {d(y, xk) — d(z*, .rk)} para todo y € €,

assim Gy(2F*1 y) > 0 para todo y € Q e Gy (2", 2¥*1) = 0. Portanto,

" € arg min Gz y),
ye

Assim, por (H1),
0e aGk(ZEk+1,ZEk+1) + NQ(Ik+1). (26)

Do fato que M \ {z*} 5 y +— gradd(y,2") = —d ' (y,2*)exp, ' 2* e de (2.6) existem

utth € 9f (2t ) e wht € N (2% ) tais que 0 = A\pub ™ —exp i, 2% + wk 1. Entdo,
A, eXP;lirl y) — <eXp;k1+1 a*, eXP;lirl y) =0, y €. (2.7)

k1'.), dada por (H1)), implica que

Por outro lado, a convexidade de f(x
f(xk—Ha y) > f(xk+1a xk+1) + <uk+1’ epr_k1+1 y> = <uk+1a eXp;,}H y>a y € Q. (2'8)

Dado que z* € EP(f,Q) C €, tem-se que f(z*,2*™) > 0. Portanto, usando (2.8)) com

y = 2, a monotonicidade de f implica
<uk+17 eXp;klﬂ $*> < f(ffk—Ha fE*) <0. (2.9)

Portanto, considerando que A\; > 0 para todo k, o resultado desejado segue da combinacao

das desigualdades (2.7)) e (2.9). O]

A seguir, apresentamos o principal resultado de convergéncia deste capitulo.

Teorema 2.1. A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo converge para um ponto em
EP(f,Q).

Demonstragio. Seja x* € EP(f,Q). Usando o Teorema com x; = o, T4 = 2 e

Tiyo = 2%+ obtemos

(2" 2*) + (2P 2F) — 2(exply 2F exp il %) < P(2F 1), keN.  (2.10)
Como z* € EP(f,Q) pela Proposicao segue que
d? (2" o) + P (2T 2Y) < dPaF2), keN. (2.11)

Entdo, da tltima desigualdade e levando em conta que d?(z**!, 2%) > 0, segue que {z*}

é Fejér convergente para o conjunto EP(f,2). Além disso, da equagao (2.11]), temos que
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{d(z*+1 2%)} converge para zero a medida que k tende a infinito. Aplicando a Proposi-
cao com y* = 2F k € N, e U = EP(f,Q), temos que {2*} é uma sequéncia limitada.
Em particular, pelo Teorema de Hopf-Rinow, existe uma subsequéncia {z*} de {z*} que
converge para algum ponto 2 € . Note que {d(z**! 2%)} e {d(2%T1 )} convergem
para zero, e, em particular, {z¥*1} converge para # quando j tende ao infinito. Portanto,
usando o Proposic¢ao e (H2) temos que f(z%*! y) + )\kjal(ackﬂ'Jrl,x’“j)bwmkj+1 " (y) é
semicontinua superior, agora usando as propriedades de limite superior e que {;\kj+1} é
limitada, obtemos
0 < limsup[f(z"*', y) + A, d(= 4, %)y 1, (y)]
j—++o0 @ e

< limsup f(z% ) < f(2,9), y €1,

Jj—+oo
onde na ultima desigualdade usamos (#2) novamente. Portanto, o resultado desejado

esta provado.



Capitulo 3

O Algoritmo Ponto Proximal

Multiobjetivo

Neste capitulo, introduzimos e analisamos nossa nova abordagem para a convergéncia do

Algoritmo do Ponto Proximal (APP) aplicado a fungdes com valores vetoriais.

3.1 O Algoritmo

Seja, 2 C ‘H um conjunto nao vazio, fechado e convexo, F' = (f1,..., fin) : H — R™ uma
funcao vetorial tal que cada uma de suas componentes f; : H — R, ¢ € Z, sao localmente
Lipschitz. A partir da Observacao [I] podemos assumir sem perda de generalidade que
F > 0.

Seja {\x} uma sequéncia de niimeros positivos, e seja {e*} C R, uma sequéncia com
||€¥]| = 1 para todo k € N. O método introduzido a seguir gera uma sequéncia iterativa

{z*} C Q da seguinte forma:

Algoritmo 3.1.1 ((APP) vetorial refinado).

INICIALIZACAO: FEscolha z° € .

k

REGRA DE PARADA: Se para ¥ € Q tivermos que x* é um ponto Pareto critico, entio

defina P := a* para todo p € N.

PASSO ITERATIVO: Como a préwima iteracdo, escolha 1 € Q tal que
k41 . )\k’ k|12 _k
" € argmin, F($)+?||x—m %" x e Qo

29
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onde Q== {zx € Q : F(x) < F(a")}.

Para garantir a boa defini¢ao do Algoritmo [3.1.1] precisamos dos seguintes resultados.
Lema 3.1. Um conjunto A C E é C'-completo nos sequintes casos:
(a) A é C-semicompacto, em particular, A é C-compacto ou compacto;
(b) A € fracamente compacto e E é um espago localmente convero;
(c) A € fechado e limitado, C' é de Daniell e E € ordenadamente completo,
(d) A é fechado e minorado (ou seja, existe x € E tal que A Cx+C) e C é de Daniell.
Demonstragio. Veja [27, Lema 3.5]. ]

Teorema 3.1. Suponha que C' seja um cone convexo correto e que A seja um conjunto
ndo vazio em E. Entdo, Min(A|C) é nao vazio se, e somente se, A tem uma se¢io

C'-completa ndao vazia.
Demonstragio. Veja [27, Teorema 3.3]. ]
Proposicao 3.1. O Algoritmo estd bem definido.

Demonstragio. O ponto inicial 2° € Q é escolhido na etapa de inicializacao. Supondo na

iteracdo k que 2 é dado e denotando
— Ak _ k2 k
Fy(z) == F(x) + 5 |z — 2"||°e" x € Q.

Observe que temos x* € Q, o que implica que Fy(£2;,) ndo é vazio. Observe que Fy(z) = 0
e F,(Qy) é fechado. Como RT é cone Daniell, segue do Lema que Fj(€) é R7P-
completo. Pelo Teorema existe 281 € Q tal que

2" € argming, {Fi(2) : € Q).

o que completa a prova da proposicao. O

A partir de agora, as sequéncias {z*}, {\;} e {€"} sdo geradas pelo o Algoritmo [3.1.1]

Os resultados seguintes sao importantes para a anélise de convergéncia.
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Proposicao 3.2. Para todo k € N, ezistem o, B* € R7, whkoub € H, e € Ryy que
satisfazem as igualdades
Z(af + B9)uF + Ny Zsf’laf(xk — "+t =0 (3.1)
i€ i€T

junto com as condigcoes

Wwh e B[0,1] N NM(xk;Q), uf c 8Mfi(xk), e HO/LC —l—ﬁkﬂl =1.

k

Demonstragdo. Segue das construgoes do Algoritmo que z" é uma solugao Pareto fraca

do problema multiobjetivo
min,{Fr_1(z) : © € Q_1},

onde Fy_;(x) := F(z) + 21|z — 25~1]|%*~! para cada k € N.
Definindo Gy_;(z) := F(z) — F(2F71), é facil deduzir da continuidade local Lipschitz

de F' que todas as fung¢oes componentes

(gr—1)i(-) = fi(-) = fi(a*1), 1 €1, (3.2)

com (f_1); dado por

k=1

L =g e

(fe1)i(-) = fi(-) +

. el (3.3)

sdo localmente Lipschitz. Fixe k& € N e aplique o Lema e o Teorema com g;j
e f; definidos em (3.2) e (3.3)), respectivamente e Levando em conta que 9dq(z*) C
B[0,1] N NM(2k: Q), k € N, pelo Teorema , temos que

0= Z(Oéf + Bf)Uf + A1 Zafef‘l(xk — xk_l) + ",

i€ i€T
onde
uf € oM fi(2%), Wb € 0Mdqo(2¥)  B[0,1] N NM (2%, Q), Z(af +85 =1
i€T
para todo k. Isso completa a prova da proposicao. ]

A seguir apresentaremos dois casos onde ocorrem a Regra de parada.

Corolario 3.1. Se 2" = 2, entdo x* é um ponto Pareto critico de F.
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Demonstracio. Suponha que z*t!' = z¥. Entdo a Proposicio nos diz que existem

RHL BEHL e R uf T Wkt € M, e 10 € Ry que satisfazem
Z( k+1 4+ ﬁk—H) k+1 + Thy 1wk+1 =0
i€l
onde — ez (aF™ 4 gF Yl € NM(2F+1: Q). Se 2* ndo é um ponto Pareto critico de F
em ), entdo existe y € Q tal que (u[ ', y—2**1) < 0. Portanto, com Y _(aft'+45) =1

(A
i€
obtemos

k+1 | gh41y, k+1 k+1
<Z(O‘i+ + 87y — 2t > <0,
i€

o que contradiz — Y ;er(af ™ 4 BE Ut € NM (2541 Q) e, portanto, verifica que z* ¢

um ponto Pareto critico de F' em €. n

Corolario 3.2. Se existir um mimero ky € N tal que o = 0, entdo z* é um ponto

Pareto critico de F'.

Demonstracio. Suponha que exista kg € N tal que a® = 0. Entdo a Proposicio
fornece a igualdade

Zﬂkouko + rRogho =

i€T

com wh € BJ0, 1JNNM (2%0; Q), uf® € 9M fi(2*), e > B = 1. Portanto, temos g% € R™.
1€T
Supondo agora que " ndo seja um ponto Pareto critico de F' em (2, isso garante a

existéncia de y € (2 tal que, para todo i € 7 e ufo € OM fi(x*0), temos a desigualdade

estrita
< fovy_xk > <0.

Finalmente, segue de ﬁko eRTe Z 5f° =1 que

€1
<Zﬁk°ul ,y—x > <0,
1€L
. ko, ko M, ko.
o que contradiz o fato de que — > Fi°u® € N (z"; Q). O
i€z

Observacao 3. Note que, se o Algoritmo terminar apos um numero finito de iteracoes,
le termi to Pareto critico. I 1 kyé enci
ele termina em um ponto Pareto critico. Isso nos permite supor que {x"} € uma sequéncia

infinita e, portanto, ¥ # x* para todo k € N devido ao resultado do Coroldrio .
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3.2 Analise de Convergéncia

Nesta secao, empregamos a seguinte suposi¢ao de R'-completude imposta a fungao veto-
rial F' e ao ponto inicial 2
(A): Para todas as sequéncias {a*} C H que satisfazem a® = 29 e F(a**!) < F(a*)

para todo k € N, existe a € H tal que
F(a) = F(a*) para todo k€ N.

No caso classico de otimizacao convexa irrestrita, esta condi¢ao é equivalente a exis-
téncia de solucoes para o problema de otimizagao multiobjetivo. A suposicao de R-
completude ¢é padrao para garantir a convergéncia de sequéncias geradas por métodos
ponto proximal em problemas de otimizagao multiobjetivo; veja, por exemplo, [32, pp.
269-308] e referéncias ali citadas.

No que se segue, empregamos esta condi¢ao para estabelecer a convergéncia do nosso
algoritmo para encontrar pontos Pareto criticos em problemas de otimizacao multiobje-

tivo.

3.2.1 Caso Localmente Lipschitz

Inicialmente, estabelecemos nosso resultado de convergéncia no caso localmente Lipschitz.

Teorema 3.2. Suponha que existam escalares a,b,c € Ry tais que 0 < a < Ay < be
0<c< 8;?, para todo k € N e j =1,...,m. Entdo, todo ponto de acumulagdo fraco de

{z*}, se existir, é um ponto Pareto critico de F.

Demonstragio. Segue da definicio do algoritmo que x*, para cada k € N fixo, é uma

solugao 6tima do problema
Py
min {F(x) + %Hx — "2z e Qk—l} :

Isso implica na condicao

Ak—1
2

max {fj (a"71) = fi(a*) —

max ||$k . xk—1||2€k:—1} > 0.

Pegue jo(k) = jo € {1,...,m} como o indice onde o méximo na ultima desigualdade é
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atingido. Entdo, como as sequéncias {\;} e {e*} sdo limitadas inferiormente, temos que

ot — ¥ < 0 - fi(a)
= (1) = ()2
< [ (et = fi(ah))?

JjeET

= ||F(z" 1Y) — F(2%)||, keN. (3.4)

Uma vez que {F(z¥)} é ndo crescente e F' = 0, deduzimos que o lado direito de ((3.4)

converge para 0 a medida que k — oco. Portanto,

k

|z¥ — 2" = 0 quando k — oo. (3.5)

Agora, seja 2 um ponto de acumulagdo fraco de {2*}, e seja {z*'} uma subsequéncia de

{x*} convergindo para 2. Aplicando a Proposicio 2 a sequéncia {z*}, encontramos

{ul'} C M fi(a™),
{ak1}, {B"} C R,
{WMYCH, e {m} SR

satisfazendo as igualdades

Z(aflufl + By Ny Zs?lilafl (zM — 2N + e =0, (3.6)

i€ i€T
para todo k£ € N, onde

w' € B[0,1]NNY(2";Q) e > (aft+ M) =1 (3.7)
i€T

Como {z"} converge fracamente para 2, segue que {z*'} é limitada. Usando o fato de
F ser localmente Lipschitz e levando em consideragao que 0 f; e é limitada em
conjuntos compactos pela Proposicao obtemos que as sequéncias {a®}, {8k}, {wk}
sdo limitadas. Assim, {7y, } também é limitada. Sem perda de generalidade, suponha que

{ufl}, {aki}, {BR}, {wk} convergem fracamente para u;, v, 3, w, respectivamente, e que
ki1

{7, } converge para 7. Além disso, segue da limitacao de Ag,_1 > ez €; afl juntamente

com (3.5) que

Z(O‘i + Bi)u; + Tw = 0.

1€T
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Aplicando a Proposicao e o Teorema obtemos u; € OMfi(2) e w € NM(3;0Q).
Assim, chegamos que

i€
Finalmente, argumentando por contradicao, suponha que Z nao seja um ponto Pareto

critico de F. Entao, existe y € €2 tal que
(uj,y — &) <0 para todo i € Z.

Isso implica, que

<Z(0% + Biuiy — §7> <0.

i€T
Lembrando que o, 3 € R e Z(Ozi + ;) = 1, obtemos uma contradigdo com 1' e,
i€
portanto, concluimos a demonstracao do teorema.

3.2.2 Caso Pseudoconvexo

Esta subsecao apresenta uma condi¢ao suficiente construtiva que garante que toda a
sequéncia gerada pelo Algoritmo [3.1.1] converge fracamente para um ponto Pareto cri-
tico.

Usando o subdiferencial limitante 9 definido em , dizemos que uma fungdo

escalar f: H — R, é pseudoconvexa se, para quaisquer z,y € H, temos
Jwe M f(z): (wy—1) > 0= f(z) < f(y).

Essa defini¢ao, originalmente introduzida no caso diferenciavel em [38], também pode

3

ser encontrada em [2], onde, de forma analoga ao caso diferenciavel, ¢ demonstrado que

qualquer funcao pseudoconvexa f satisfaz as seguintes propriedades fundamentais:
(a) todo minimizador local de f é um minimizador global;
(b) Se 0 € O™ f(x) entdo f possui um minimo global em z.

Além disso, dizemos que a fungio vetorial F' = (f1,..., fm) : H — R™ é pseudoconvezxa

se cada func¢do componente f; : H — R, i € Z, é pseudoconvexa.

Proposicao 3.3. Seja F : H — R™ uma fungio pseudoconvexa. Se x € £ é um ponto

Pareto critico de F' em ), x € uma solucao de Pareto fraco de F' em §Q.
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Demonstragio. Assuma que x é um ponto Pareto critico de F' em €). Por contradicao,
suponha que z nao é uma solucao Pareto fraco de F' em (). Entdo, existe um ponto & € {2

tal que
fi(Z) < fi(z) paratodoi € T.

Como f; é pseudoconvexa, segue que para todo w; € OM fi(x) e i € Z, temos a seguinte

desigualdade
(Wi, T —z) <O.
No entanto, isso contradiz o fato de que x é um ponto Pareto critico de F' em (). O

O préximo teorema mostra que, no caso pseudoconvexo, temos a convergéncia fraca de

toda a sequéncia de iteragoes geradas pelo Algoritmo [3.1.1] para um ponto Pareto critico.

Teorema 3.3. Suponha que a condi¢io (A) seja satisfeita. Se F': H — R™ € uma fungdo

pseudoconvera entio {x*} converge fracamente para uma solugio Pareto fraco de F em

Q.

Demonstragao. Dividimos a prova do teorema nos seguintes cinco passos.

Passo 1 (Convergéncia de Fejér) Definimos o conjunto E C £ como

E:={recQ : F(x) < F(z") paratodo k& N}.

Pela hipdtese (A) de para F em a° = 2°, o conjunto E néao é vazio. Escolha um ponto

arbitrario * € FE, o que significa que z* € €, para todo k € N. Denote V441 =
e, o) onde of = (ak, ab,- -+ aF). Observe que v441 > 0 para tdo k € N devido a

A >0, eF e RT, e of € R7\{0}. Como
||l‘k _$*||2 _ ||l‘k —l‘k+1||2+ ||$k+1 —I'*||2 +2<$k —$k+1,Ik+1 _$*>’

deduzimos de (3.1)) que

ka . x*Hz — ka _ xk+1||2 4 ”mk—i-l - JJ*||2

2 k+1 k+1 k+1 , k+1 *
+K+1 %;(ai + 87w — ") (3.9)
+7Tk+1<wk+1u'xk+l — %),

Or-+1
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onde uftt € OM f,(x*+1) para todo k € Ne i € T, com Op1 = M\ Yier V¥, Por outro
lado, segue-se da pseudoconvexidade de I’ juntamente com z* € 0, e 0, > 0 para todo k
que temos
2 m
o (afFh 4 BEFLY (T gt %)y > 0. (3.10)
i=1

A inclusao wktt € NM(z*+1; Q) combinada com 7, > 0 nos leva a
T (WET 2T — %) > 0. (3.11)

Agora, usando (3.10) e (3.11)) em (3.9) obtemos
ka+1_xk’|2§ka_x*HZ_kaJrl_x*HZ, kGN,

ML ¥ < ||z — 2*|| para qualquer 2* € E, ou seja, {z*} é Fejér

o que implica que ||z
convergente com relagdo ao conjunto E (veja [31]).

Passo 2 (pontos limites fracos de {z*} pertencem a E) Como {z*} é Fejér convergente
ao conjunto F, segue-se da Proposicao que {z*} é limitada. Seja z* um ponto limite
fraco de {2*}. A construcdo do Algoritmo nos diz que F(z¥+1) < F(2*) sempre que
k € N. Assim, segue-se da continuidade de F' que F(z*) < F(z*) para todos k, o que
verifica que z* € F.

Passo 3 (Convergéncia da sequéncia iterativa) Este passo segue diretamente da Proposi-
cao combinada com os Passos 1 e 2.

Passo 4 (Proximidade dos iterados consecutivos) Suponha que {z*} convirja para .

Segue-se da desigualdade triangular que
[ = 2| < o™ = 2| + Jla* — 2], kEN,
devido a z* — & quando k — oo, concluimos que
Jim 24 =2t = 0

o que justifica a afirmagao deste passo.
Passo 5 (O ponto limite é uma solugio Pareto fraco) A prova deste passo usa o mesmo
argumento da prova do Teorema a partir de (3.6) em diante. Isto completa a prova

do teorema. O



Capitulo 4

Condicoes Necessarias para Solucoes

Pareto Fraco

Nesta capitulo, consideraremos F' = (f1, fo, -, fm) : R* — R™ uma funcao direcional-

mente Lipschitz. Iremos considerar o seguinte problema multiobjetivo
: A 2
min,, F(x)+§||x—a|| e xey, (4.1)

onde A > 0,a € R™, ¢ € RY, e |l¢]| = 1. Estabelecemos condicao necessaria para solugoes
pareto fraco do problema (4.1)).
Apresentamos os seguintes lemas, que serdo importantes para o desenvolvimento da

teoria deste capitulo.

Lema 4.1. Seja f : R — R direcionalmente Lipschitz em T. Dados 6, > 0 e a,z* € R",
) A . A

definimos @s(x) = [(@) + Slr — al — f(a) — 2" — al +6 ¢ B(x) = F(x) ~ f(a).

Entado, existe u € R™, unitario, tal que

ws(x + tv) — ps(x) O(x + tv) — P(2)

lim sup < oo e limsup < 0.
2 t & t
X X Tr—x
vV—U vV—U
) 10

Demonstracio. Suponha que f seja direcionalmete Lipschitz. Entao, existe um vetor

unitario v € R tal que

lim sup fle+ tUt) — ) < 0.

Ii)f
VU
tl0

38
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Portanto,
A 2 A 2
oot 1) = gola) e+ t0)+ Jlot o= all = (@) = Jllo —al
t t
flz+tv)— f(x) A
< ; +§t||vl|2+>\||$—a\|||vll, (4.2)
e
O (z + tv) — P(x) _ flx+tv) — f(x) (4.3)
t t . '
Assim, a partir de (4.2)) e (4.3)), segue que
tv) — tv) —
lim sup pa(x+ 1) = os(2) < lim sup flattv) = J(2) + AT — a]| < oo,
2537 N ¢
v—U v—U
t10 t10
e
P tv) — P tv) —
lim sup (z + 1) (z) = lim sup fle+tv) = f(z) < 00.
>_ t F_ t
T—T T—T
v—U v—U
t10 £10
]

Observagao 4. Note que ¥ = max{ps, ®} € direcionalmente Lipschitz em T. De fato,

max{ps, P}z + tv) — max{ps, P}(z) < max{|ps(z + tv) — @s(z)|, |P(x + tv) — <I>(w)|}

t - t
(4.4)
Portanto, por e pelo Lema
limn sup U(r +tv) — ¥(x) — Jim sup max{ s, P}z + tv) — max{ps, P}(z)
w__ t U t
T—T r—x
vV—U v—U
tl0 10
< limsup max{|ps(z +tv) — ps(a)], |O(z +tv) — (@)} _
w_ t
r—T
vV—U
t10

Assim, o resultado seque.

Lema 4.2. Seja D := {x € C : fi(z) — fi(a) < 0,i € Z}, onde f; : R* - R eZ =
A

{1,---,m}. Se x* é um ponto Pareto fraco de F(-)+ §|| - —al|*e em D, entdo, para todo

0>0exelC, temos que

)\57;

A& :
Fi(w) = max{fi(x) + e = al = fi(a") = " = alP + 6, filx) — fila) i € T} >0,

onde A >0, R}, ele|| =1
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Demonstragio. Suponha o contrario; ou seja, existem g e 1 € C tais que
F50 (1’1) S O

Portanto, segue que

)\Ei )\Ei . )\51' % .
filwn) + = [l = all* < fi(a1) + 5 o1 = all* + 8o < fi(e*) + 5 12" = all?, €I,
fl(l‘l)_fz(a) SO; 261.7
e, portanto, x1 € D. Isso contradiz o fato de x* ser um ponto Pareto fraco. O

Para os nossos propésitos neste capitulo, assumimos a seguinte hipotese:

(B) Sejam f; : R" — R fungoes direcionalmente Lipschitz e continuas para todo i € Z.

Para todo = € R", segue que:

se [ui+...4+u =0,u €0°fi(z)]=u =0, Viel

E relevante notar que a hipétese (B) estd bem estabelecida na literatura [40, [37].
Exemplo 4.1. Considere F = (fy, f2) : R? — R? direcionalmente Lipschitz, onde

sxsin=, sex >0,
x

wl—=

filx) =23 e fo(x)=

—x, sex < 0.
Observe que
(i) fa € localmente Lipschtz para todo x entdo temos que 0 fo(x) = {0} para todo x
(veja [43, Theorem 9.13]).
(73) f1 € localmente Lipschtz para todo x # 0 entdo temos que 0% fo(x) = {0} para todo

x # 0 (veja [43, Theorem 9.13]).

(i1i) Sendo fy direcionalmente Lipschitz em x = 0, iremos calcular 0% f1(0) via definicao.
Temos, OF f1(x) = {312} sempre que x© # 0, agora escolhendo oo > 0 e escolhendo
x 3
afF =1 eth= 2—3 temos que a® — 0 e t*0F f(a*) = {a}, logo 0% f1(0) = [0, +00)
3

Seque-se que a hipdtese (B) € verificada.

Agora, apresentamos um exemplo que evidencia a existéncia de func¢oes direcional-
mente Lipschitz que nao sao localmente Lipschitz. No entanto, o conjunto de minimiza-

dores Pareto fraco esta contido em uma regiao onde a funcao é localmente Lipschitz.
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Exemplo 4.2. Considere a fungdo vetorial F' = (fy, f) : R? — R?, que € direcionalmente

Lipschitz, definida por

) x%, sex >0,
f@)=(@+1)7 e for) =

x2+x, sex <0.

A sequir, apresentamos o grifico das fungoes fi(x) e fo(z):

y
2 1
1
\ / X
—2 ~1 1 2
—1 +

Figura 4.1: Grafico das fungoes fi(x) e fa(x)

Portanto ao observa a Figura[4.3, podemos observar que o conjunto de minimizadores

Pareto fraco é dado por

argmin, {F(z) : € R} = [—1, —;} )

e a funcao F' € localmente Lipschitz nesse intervalo.

O proximo resultado estabelece novas condi¢ao de otimalidade do tipo Fritz-John,

fornecidas pelo subdiferencial de Mordukhovich.

Teorema 4.1. Seja C C R" um conjunto nao vazio, fechado e convero, e D := {x € C :
fi(x) = fi(a) <0, parai € I}, onde as fungoes f; : R™ — R sdo direcionalmente Lipschitz
e continuas para todo i € T. Assuma que a hipdtese (B) € satisfeita. Se x* um ponto
Pareto fraco de F(-) + ;\H -—al|*e em D, F ¢é localmente Lipschitz em z*, A\ > 0, e € R"
e |le|l = 1, entao existem nimeros reais T >0 e o; > 0, 5; > 0 com i € I tais que temos
as sequintes condigoes:
0> (a4 B:)OY fi(x*) + XD auei(a* — a) + 70V de(27),
i€T i€Z

com > oi+Bi=1 e Bi(fi(z*)— fi(a)) =0, i€l

1€T
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A
Demonstrag¢io. Seja x* um ponto Pareto fraco de F()—|—§ |-—all?c em D, eseja {6;} C R,

uma sequéncia que converge para 0 quando [ — oco. Segue do Lema que
F5,(x) >0 paratodo [ €N, ze€C.

Portanto, a funcao Fjs : C — Ry ¢ limitada inferiormente, especialmente quando 0 <
0; < 1. Pelo fato de f; ser direcionalmente Lipschitz em uma vizinhanga de x* para
todo ¢ € Z, juntamente com o Lema e o Observacao [4], concluimos que Fs, também é
direcionalmente Lipschitz neste ponto. Além disso, como z* € D e Fs,(x) > 0 para todo

x € C, temos que 1r€1£ Fs,(x) > 0, o que implica que

0 = Fy,(z") < glCIelg Fs,(x) + 4.

Isso significa que Fj, satisfaz todas as hipdteses do Lema . Assim, encontramos 2! € C

tal que
o =2l < /o e (4.5)

Fy () +/8i]le — 2| > Fy, () para todo z €C,

ou seja, z' ¢ uma solugao global de Fj,(-) + /& - —2'|| em C. Note que Fy,(-) + /& - =2/
é direcionalmente Lipschitz, uma vez que Fj,(+) é direcionalmente Lipschitz e /& - —2!||
é localmente Lipschitz. Denotando por L(z!,u) uma constante direcionalmente Lipschitz
de Fy5,(-) + & - —=2!|| em 2!, pela Proposigao , 2! é uma solucdo local do problema

irrestrito de minimizar a fungao

Gy () = Fy () +/oi]le — 2| + 7de(x),

onde 7 > L(z',u). Aplicando a este problema o Proposicio e usando o Lema ,

obtemos
0 € MGy (=) C OMFy () + /6.0 (|| - =) (") + 70 de ().
Portanto, para cada [, existe w! € OM Fj, (2!) tal que

0 € w + /0" (|| - =2 )(2) + 70Mde (). (4.6)
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Como a suposicao (H) é satisfeita e usando Teorema para [ suficientemente grande
obtemos niimeros nao negativos o e 3 tais que
S(af+8) =1, (4.7)
i€T
!

we > (@+8)0MEED+ Y Alei(z —a). (4.8)
{ilal,Bi#0} {il}#0}

Combinando (4.6) e (4.8]), garante-se que

0e > (@+8)MAGEN+ Y Adlei(z —a)

{i]at,Bl£0} {i]at£0}
SN () - =) + M de(2).

Dessa forma, encontramos as sequéncias {ul}, {@'}, e {#'} com
b € M fi(2Y, @ e \/6,0M(| - =),

e o' € TOMdc(2) tais que

0= Y (@+8)ul+ Y Aadlg(l—a)+a + 7. (4.9)

{ilal,Bl#0} {iloj#0}
Segue-se de (4.7) e (4.5) que as sequéncias {al};, {8}, e {z!} sdo limitadas. Além
disso, como || - —2!|| e de(2!) sdo localmente Lipschitz segue que as sequéncias @' e o'

(veja [40, Coroldrio 1.81]). Consequentemente, a limitacdo {ul} segue de (4.9)). Passando
para subsequéncias, se necessario, obtemos que as sequéncias {al}, {8}, {ul}, {@'} e
{fjl} convergem, respectivamente, para «;, (3, u;, U e U. Assim, temos que «;, 5; > 0 e
Sier(a; 4+ B;) = 1. Por (4.5)), temos que 2! — x*. Entdo, (4.9) quando [ — oo temos que
i€
i€z ieT

A propriedade de gréfico fechado do Teorema implica
u; € OMfi(x*) e v € Mde(a¥),
e, portanto, chegamos que

0> (a4 )oY fi(z*) + XD auei(z* — a) + 70 de(2*) com algum 7 > 0.

i€l i€l

Por fim, a partir de ([1.10)), obtemos que para todo i € I:

(@i + ;) (max{0, fi(z*) — fi(a)}) = 0
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e

(i + 5:) ((fix") = fi(a)) — max{0, fi(z") — fi(a)}) = 0.

Assim,

6@<fz(x*) - 1(@)) = 0.



Capitulo 5

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

Neste trabalho, propusemos um método do ponto proximal para a resolugao de problemas
de equilibrio em variedades de Hadamard. Além de apresentar a formulagao do método,
estabelecendo resultados de convergéncia para as sequéncias geradas pelo processo ite-
rativo. Nossos resultados garantem que cada sequéncia converge para uma solucao do
problema de equilibrio descrito em , contribuindo para o avanco da teoria e das apli-
cagoes de métodos proximais em espacos nao lineares.

Além disso, investigamos problemas de otimizacao multiobjetivo ndo convexos em
espacos de Hilbert, explorando condic¢oes generalizadas do tipo Fritz-John baseadas nos
subgradientes de Mordukhovich. No contexto nao convexo, ampliamos a aplicabilidade do
Método do Ponto Proximal para fungoes vetoriais localmente Lipschitz. Demonstramos
que cada ponto de acumulagado fraca da sequéncia gerada pelo algoritmo representa um
ponto Pareto critico identificado por meio dos subdiferénciais de Mordukhovich. Adicio-
nalmente, ao assumir a pseudoconvexidade da funcao vetorial e a hipdtese de completude,
provamos que qualquer sequéncia gerada pelo Método do Ponto Proximal converge, na
topologia fraca do espago, para um ponto de Pareto fraco do problema . Também
estabelecemos condigoes de otimalidade do tipo Fritz-John para funcdes continuas e di-
recionalmente Lipschitz em espacos de dimensao finita, utilizando os subgradientes de
Mordukhovich.

Como perspectivas futuras, pretendemos analisar a validade da propriedade de grafico

fechado do subdiferencial Mordukhovich para funcoes direcionalmente Lipschitz. Além

45
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disso, buscamos explorar condigdes necessarias que garantam a convergéncia do Método
do Ponto Proximal para func¢bdes continuas e direcionalmente Lipschitz, ampliando ainda

mais o alcance de aplicacao do Método do Ponto Proximal.
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