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Resumo

Neste trabalho investigamos alguns sélitons geométricos no sentido de obter classificagoes,
trivialidades e isometrias. Inicialmente apresentamos alguns tensores e fluxos geométricos
ja conhecidos na literatura e dedicamos uma se¢ao ao tensor de Cotton-York e suas pro-
priedades. Nas demais secoes do capitulo definimos alguns sélitons geométricos que serao
objetos do nosso estudo tais como: os sélitons de Ricci Bourguignon(sélitons p-Einstein),
solitons de Cotton e g-sélitons. Baseado nos g-sélitons, ainda abordamos casos particu-
lares como: solitons de Bach e séliton de obstrugao ambiente.

Em seguida apresentamos os resultados de trivialidade para os sélitons de Ricci-
Bourguignon com condigoes convenientes na curvatura de Ricci, na fungao potencial e
com valores de p em intervalos adequados. No capitulo seguinte também obtivemos re-
sultados de trivialidade para os sélitons de Cotton completos e nao compactos, que sao
definidos exclusivamente em dimensao 3, e o tensor associado é uma versao do tensor
de Cotton conhecido como tensor de Cotton-York, o qual verifica-se ter uma relacao de
equivaléncia entre a sua nulidade e a planitude local conforme da variedade em dimensao
3. Entao, para conseguir tais resultados, aplicamos técnicas similares as utilizadas para
os solitons p-Einstein, tais como: principios do maximo no infinito e com crescimento de
volume polinomial.

Finalmente, num contexto mais geral, estudamos um soliton generalizado chamado
g-séliton, que é uma solugdo auto-similar do g-fluxo, onde q é um (0, 2)-tensor simétrico.
Dentre as condigoes impostas, supomos uma identidade tipo Bianchi para obter resultados
de classificacao, trivialidade e isometrias e os quais aplicamos aos sélitons que vem a ser
casos particulares.

Palavras-chave: g-séliton. g-fluxo. Séliton de Cotton. Séliton de Ricci-Bourguignon.

Séliton de Ricci. Soliton de obstrucao ambiente. Soliton de Bach.



Abstract

In this work we investigate some geometric solitons in order to obtain classifications,
trivialities and isometries. We present some tensors and geometric flows already known in
the literature and initially dedicate a section to the Cotton-York tensor and its properties.
In the remaining statements of the chapter we define some geometric solitons that will be
the object of our study, such as: Ricci Bourguignon solitons (p-Einstein solitons), Cotton
solitons and g-solitons. Based on the g-solitons, we also address particular cases such as:
Bach solitons and environmental interference soliton.

Then we presented the triviality results for Ricci-Bourguignon solitons with convenient
conditions on the Ricci curvature, on the potential function and with values of p in suitable
functions. In the next chapter we also obtained triviality results for the complete and non-
compact Cotton solitons, which are defined exclusively in dimension 3, and the associated
tensor is a version of the Cotton tensor known as the Cotton-York tensor, which turns
out to have an equivalence relation between its nullity and the conformal local flatness of
the manifold in dimension 3. Then, to obtain such results, we apply techniques similar
to those used for the p-Einstein solitons, such as: principles of maximum at infinity and
with polynomial volume growth.

Finally, in a more general context, we study a generalized soliton called g-soliton,
which is a self-similar solution of the g-flux, where q is a symmetric (0, 2)-tensor. Among
the conditions imposed, we assume a Bianchi-type identity to obtain classification, trivi-
ality and isometric results, which apply to solitons that turn out to be particular cases.

Key-words: g-soliton. g-flow. Cotton soliton. Ricci-Bourguignon soliton. Ricci

soliton. Ambient Obstruction soliton. Bach soliton.
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Introducao

Os fluxos geométricos tém sido objeto de pesquisa de muitos matematicos da area, desde
que se popularizou com o fluxo de Ricci, apresentado por Hamilton, por suas aplicagoes
matematicas e em areas da Fisica. Isto motivou também varios pesquisadores, a cons-
trugao de diversos fluxos geométricos, que estao associados a outros tensores, como o fluxo
de Ricci-Bourguignon, fluxo de Cotton, fluxo de Bach e o fluxo geométrico generalizado.
Os sdlitons, como sao chamadas as solucgoes destes fluxos, vem a ser objetos de pesquisa
muito interessantes e que também nos motivou a desenvolver este trabalho. A seguir
apresentamos alguns dos resultados obtidos sobre estes sélitons geométricos

Iniciamos definindo o fluxo de Ricci-Bourguignon, que serd o primeiro tema abordado.
Este fluxo foi introduzido por Bourguignon [6], quando deixou em questao a validade
do teorema do fluxo local sobre o espaco das métricas, para a aplicacao g — Ric —pRg,
onde p é uma constante real e R é a curvatura escalar. Tal fluxo é dado pela equagao de

evolucao
g—f = —2(Ric — pRg).

Este fluxo generaliza o fluxo de Ricci quando p # 0, embora tenha sido apresentado
um anos antes do trabalho de Hamilton [38].

Na aplicagao acima, note que alguns tensores especiais aparecem na equagao do fluxo,
para determinados valores de p. Por exemplo, para p = %, temos o tensor de Einstein
Ric—%Rg, para p = %, temos o tensor de Ricci sem trago Ric—%Rg, para p = m,
temos o tensor de Schouten Ric —Q(n—R_l)g e para p = 0, temos o tensor de Ric. Os sélitons
levam o nome destes tensores em particular, como sera definido no Capitulo 1.

As solugoes auto-similares deste fluxo sao chamados sdlitons de Ricci-Bourguignon ou

solitons p-Einstein que definiremos a seguir.

Definigao 0.0.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é chamada um séliton p-FEinstein,

11



Introducao 12

se existe um campo vetorial X € X(M™) tal que
1
Ric + 5Lxg = Ag + pRg, (1)

onde Ric € o tensor curvatura de Ricci, Lxg € a derivada de Lie de g na diregao de X, R

¢ a curvatura escalar e N € uma constante real e denotamos por (M™, g, f, p).

Os sélitons de Ricci-Bourguignon tém sido objeto de estudo recente, de pesquisadores
da area e alguns resultados ja foram obtidos no sentido de trivialidade, isometrias e
rigidez. No caso em que a variedade é compacta, Catino e Mazzieri [13], mostraram
que os solitons gradiente de Einstein, Ricci sem traco e Schouten sao triviais, isto é, Vf
é paralelo. No caso completo, mostraram que o séliton de Schouten estético (A = 0)
também é trivial. Mostraram também, que todo séliton de Schouten gradiente completo,
contratil, de dimensao trés, é isométrico a um quociente finito de S*, ou R? ou R x S2.
Gosh [32], estendeu o resultado de Catino para o caso geral, mostrando que os sélitons
de Einstein e Ricci sem trago sao triviais. Dwivedi [29], provou que nao existe séliton de
Ricci-Bourguignon completo e nao compacto nao trivial com campo conforme e, no caso
compacto, um séliton de Ricci-Bourguignon com campo conforme ¢ trivial.

Os resultados apresentados neste trabalho, sobre os sélitons p-Einstein, foram estuda-
dos no caso dos sélitons gradiente completos. Todos os resultados encontram-se publicados
no trabalho Cunha et al. [24].

Supondo a variedade completa e nao compacta, considerando p em intervalos adequa-
dos e sinal na curvatura de Ricci, podemos aplicar um principio do méaximo no infinito

de Alfas et al. [1], para obter o seguinte resultado.

Teorema 0.0.1. Seja (M™, g, f, p) um sdliton p-Einstein gradiente, completo e ndo com-

pacto, tal que |Vf| converge para zero no infinito. Se vale um dos sequintes itens

(i) ou a curvatura de Ricci é nao positiva e p >+ ou p < ol 1

D) O

(ii) a curvatura de Ricci € ndo negativa e 2(11—1_1) <p<i,

entao (M™, g,f,p) € trivial e a curvatura escalar R é constante.

Usando uma técnica similar, agora supondo o crescimento de volume polinomial da
variedade e adicionando condicoes de regularidade na funcao potencial, aplicamos um
principio do méximo com crescimento de volume polinomial de Alfas et al. [2], e obtivemos

o seguinte:
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Teorema 0.0.2. Seja (M™, g, f, p) um sdliton p-Einstein gradiente, completo e nao com-
pacto tal que (M™, g) tem crescimento de volume polinomial e |[VT|, [Hess(f)| € L®(M).

Se vale um dos sequintes itens

ou

(i) ou Ric(Vf, Vf) < —a|VT2 e p >3 oup <3 =

1)
(i) Ric(VF,Vf) > «|VFf]? e T <P < 2,

para alguma constante positiva x € R, entao o soliton € trivial e a curvatura escalar R é

constante.

Com as mesmas condigoes de curvatura e valores de p, supomos a completude es-
tocastica da variedade, a qual, tal condi¢ao usamos ser equivalente ao principio do maximo

fraco de Omori-Yau para obter o resultado a seguir.

Teorema 0.0.3. Seja (M™, g, f,p) um séliton p-Einstein gradiente, estocasticamente

completo e tal que [Vf] € L°(M). Se vale um dos sequintes itens
(i) ou Ric(Vf,Vf) < —«|VF]> e p > % oup < ﬁ; ou
(11) Ric(VFf, Vf) > «|Vf]? e o <P < 2,

para alguma constante positiva o« € R, entdo (M™, g, f,p) € trivial e a curvatura escalar

R € constante.

Por fim, provamos um resultado para o caso particular dos sélitons de Ricci sem traco
gradiente, com curvatura seccional nao negativa e aqui aplicaremos um resultado de Karp

[43], para fungoes subharmonicas.

Teorema 0.0.4. Seja (M™, g, f, %) um soliton de Ricci sem traco gradiente, completo e

nao compacto, com curvatura seccional nao negativa e tal que o gradiente de f satisfaz
J V™1 < 4o00.
M
Entao (M™, g, f, %) é trivial e estatico(N =0).

No Capitulo 3 abordamos os sélitons de Cotton, que sao solugoes auto-similares do
fluxo de Cotton, introduzido por Kisisel et al. [44]. Os autores consideraram a equagao

de evolucao

0
atg_KC97 (2)
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onde k é uma constante positiva e Cg4 é o (0,2) tensor de Cotton-York de (M, g), definido
por
1 lmn
Cij = ——=Cinie€ Inj,

25

onde €'™™" ¢ o tensor densidade totalmente antisimétrico tal que €'2* = 1. O fluxo é
definido em dimensao 3, e a generalizacao do fluxo para dimensao n > 3 e o problema
de existéncia de curto tempo para o fluxo, ainda estao em aberto. Uma das motivacoes
para o estudo deste fluxo é encontrar métricas conformemente planas. Sera mostrado no
Capitulo 1, que o tensor de Cotton-York ser nulo é equivalente a variedade ser localmente
conformemente plana.

As solugoes auto-similares deste fluxo, ou pontos fixos do fluxo sao chamados sélitons

de Cotton e serao definido como segue.

Definigao 0.0.2. Uma variedade Riemanniana (M3, g) é chamada um séliton de Cotton,

se existe um campo vetorial X € X(M3) tal que
C+ Lxg = Ag, (3)

onde Lxg € a derivada de Lie de g na direcao de X e A é uma constante real e denotaremos

por (M, g, X).

Um séliton de Cotton é trivial quando X é um campo vetorial de Killing, ou seja,
Lxg = 0. No caso de um séliton gradiente, quando X = Vf para alguma funcao suave
sobre M, o séliton é trivial se f é constante.

Calvino-Louzao, Garcia-Rio e Vésquez-Lorenzo [14], mostraram que todo séliton de
Cotton compacto é trivial. Além disso, eles conseguiram mostrar a existéncia de solitons
de Cotton (completos) nao triviais contréteis (A > 0). Este exemplo serd apresentado na
secao sobre fluxo de Cotton, no Capitulo 1.

Desde que todo séliton de Cotton compacto é trivial, investigamos classificacoes e a
trivialidade de tais sélitons, no caso em que a variedade é completa e nao compacta. Uti-
lizando técnicas similares as aplicadas para os sélitons de Ricci-Bourguignon, obtivemos
alguns resultados de trivialidade para os sélitons de Cotton, em particular em todos os
resultados obtemos que a variedade é localmente conformemente plana. Todos os resul-
tados sobre os sélitons de Cotton, apresentados neste trabalho, encontram-se publicados

no trabalho de Cunha e Silva Juinior [22].
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O primeiro resultado obtido, adicionando uma condicao na curvatura de Ricci que
implica a existéncia de fungoes cut-off e integral de Dirichlet finita, obtemos no caso

gradiente o primeiro resultado.

Teorema 0.0.5. Seja (M3, g,f) um sdliton de Cotton gradiente, completo e ndo compacto

e tal que o tensor de Ricci satisfaz

2k?

Ric > L (4)

no sentido de formas quadrdticas, onde v € a func¢ao distancia de um ponto fixado xq. Se

f tem uma integral de Dirichlet com peso finita, isto €, se para alguma bola By, (Xo),
| ) v < oo, (5)
M—By,
entdo (M3, g) € localmente conformemente plana.

Supondo a variedade ser parabdlica, obtivemos o seguinte resultado no caso gradiente.

Teorema 0.0.6. Seja (M3, g, f) um sdliton de Cotton gradiente, completo e ndo com-
pacto. Se, ou M? € parabdlica e |V| € L®°(M3) ou Vf € LP(M3) para p > 1, entdo

(M3, g) € localmente conformemente plana.

Anélogo ao resultado obtido para o sélitons de Ricci-Bourguignon, um séliton de
Cotton genérico com |X| convergindo para zero no infinito e curvatura de Ricci ndo positiva

deve ser trivial.

Teorema 0.0.7. Seja (M3, g,X) um séliton de Cotton, completo e nio compacto com
curvatura de Ricci nao positiva. Se |X| converge para zero no infinito, entao o séliton é

trivial e (M3, g) € localmente conformemente plana.

Também obtemos um resultado similar, de trivialidade, aplicando um principio do

maximo com crescimento de volume polinomial.

Teorema 0.0.8. Seja (M3, g, X) um sdliton de Cotton, completo e nao compacto, cuja
curvatura de Ricci satisfaz Ric < —og para alguma constante positiva o. Se (M3, g)
tem crescimento de volume polinomial e |X|,|VX| € L®(M3), entao o séliton € trivial e

localmente conformemente plano.
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Mais resultados foram obtidos, tanto no caso gradiente quanto no caso genérico, para
os sélitons de Cotton, que apresentamos no Capitulo 3.

Aplicando um resultado de Cheng, Kiohama e Ishikawa [18] a vérios resultados dos
solitons de Cotton, temos a seguinte consequéncia, que ¢ um resultado de isometria enun-

ciada aqui de forma resumida de acordo com os resultados apresentados nesta introducao.

Corolario 0.0.1. Em todos os resultados anteriores para os solitons de Cotton, suponha
em adicao que o soliton de Cotton tem curvatura escalar constante R e norma ao quadrado
do tensor curvatura de Ricci constante. Nos Teoremas 0.0.7 e 0.0.8 concluimos que ou
M3 € isométrica a um espaco forma ou a norma ao quadrado da curvatura de Ricci de
M3 estd em (%3, %2}

Num sentido mais geral no capitulo 4, estudamos os g-soélitons, que sao solugoes do
fluxo geométrico generalizado, chamado g-fluxo. Obtemos varios resultados de classi-
ficacao e trivialidades, e aplicamos a alguns solitons geométricos que vem a ser casos
particulares deste séliton generalizado, tais como sélitons de Ricci, p-Einstein, Cotton,
Bach e Obstrucao Ambiente. Estes resultados podem ser encontrados no trabalho feito
em parceira de Cunha, Silva Junior e Poddar [25].

O fluxo geométrico generalizado para um tensor geral q(g) simétrico chamado q-fluzo,

¢ uma familia a um parametro de métricas suaves tais que

0tg = q(g), ©)
g9(0) =h,
onde h é uma métrica inicial. Um trabalho inicial sobre este fluxo e seus sélitons foi
iniciado por Lauret [46], onde ele prova existéncia e unicidade de solugoes para este fluxo,
sobre variedades homogéneas. Griffin [34], apresentou uma prova explicita da existéncia
de curto tempo para o g-fluxo no caso de um séliton gradiente.

As solugoes auto-similares do gq-fluxo s@o chamados q-sdlitons e Griffin [34], fazendo

uma reescalagem da métrica, definiu da seguinte forma:

Definigao 0.0.3. Uma variedade Riemanniana (M™,g) é um q-sdliton, se existe um

campo vetorial X € X(M™) tal que
1 1
“Lva = Ag -+ =

onde Lxg € a derivada de Lie de g na direcao de X, A € uma constante real e denotaremos

por (M™, g, X).
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Em relacao a trivialidade do séliton, chamaremos de estaciondrio se X for um campo
vetorial de Killing ou no caso gradiente, se a funcao potencial for constante. O séliton
¢ chamado g-plano se ¢ = 0. Por fim, diremos que um (-séliton é trivial se for ambos
estaciondrio e g-plano.

Note que, definindo q = 2(pRg—Ric), um g-séliton é um séliton de Ricci-Bourguignon,
e para q = —2C, onde C ¢ o tensor de Cotton-York, entao serd um séliton de Cotton. Na
sequéncia, definiremos brevemente os solitons de Bach e sélitons de obstrucao ambiente.

Os sdlitons de Bach sao solugoes auto-similares do fluxo de Bach, introduzido por Das

e Kar [26], quando consideraram o fluxo dado pela equagao de evolucao

d
—ag=-B
519 , (8)

onde B é o tensor de Bach.

Definigao 0.0.4. Uma variedade Riemanniana (M™, g) € um soliton Bach, se existe um

campo vetorial X € X(M™) tal que
1
B+ 54x9 =Ag, (9)

onde £xg € a derivada de Lie de g na direcao de X e uma constante real N e denotaremos

por (M™, g, X).

Veja que o séliton de Bach é um g-séliton, com q = —2B.
O fluzo de obstrugcdo ambiente foi introduzido por Bahuaud e Helliwell [7], onde mos-

traram a existéncia de curto tempo deste fluxo, dado pela equacao de evolucao

n

24(t) =0n+ca(—1)3(A3R)g,
9(0) =h,

(10)

onde ¢, é uma constante e O, é o tensor de obstrucao ambiente. O tensor de obstrugao
ambiente foi introduzido por Graham e Fefferman [30], e possui as propriedades de ser
simétrico, traco nulo e livre de divergéncia. Mais detalhes sobre este tensor serd apresen-
tado no Capitulo 1.

As solugbes auto-similares do fluxo de obstrucao ambiente, sao chamados sdlitons de

obstrucao ambiente.

Definicao 0.0.5. Uma variedade Riemanniana (M™, g) € um séliton de obstrugdo am-

biente, se existe um campo vetorial X € X(M™) tal que

leg =Ag+ 1 (On +cn(—1)2(A27'R)g), (11)

2 2
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onde Lxg € a deriwada de Lie de g na dire¢ao de X e uma constante real A e denotaremos

por (M™, g, X).

Um séliton de obstrucdo ambiente é um g-séliton, com q = O + ¢ (—1)2 (A27'R)g.

Pesquisas recentes sobre os g-sélitons tém tido alguns avangos. Griffin [34], provou
no caso em que a variedade é compacta que todo g-séliton compacto onde q ¢é livre de
trago e de divergente, é g-plano. Este resultado generaliza o caso em que todo séliton
de Ricci compacto com curvatura escalar constante é Einstein e, além disso, provou que
todo g-soliton gradiente compacto com trago de q nulo, é g-plano. Como aplicagoes, ela
obteve alguns outros resultados, no caso dos sélitons de obstrucao ambiente e solitons de
Bach. Seguindo para o caso completo e nao compcto, recentemente, Cunha e Griffin [23],
obtiveram alguns resultados de classificacao e trivialidade para g-sdlitons impondo certas
obstrucoes de regularidade da fungao potencial e curvatura de Ricci.

No Capitulo 4, apresentamos os resultados de classificacao e trivialidade para os q-
sélitons e consequencias aplicadas aos solitons que vem a ser casos particulares. No
primeiro resultado, supomos um séliton em que o tensor q tem trago nao positivo e certas

condicoes adicionais, para concluir ser trivial.

Teorema 0.0.9. Seja (M™, g, f) um q-sdliton gradiente completo nao contrdtil (A < 0)
para o q-fluro, tal que q tem trago ndo positivo. Se |Vf| € L}(M™) entao M™ ¢ estdtica
e traco de q € nulo. Se ao invés da reqularidade L' (M™), supormos f > k para alguma

constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens
(i) M™ € parabdlica,
(i1) % € LP(M™) para algum p > 1,
(111) M™ tem crescimento de volume linear,
entao o soliton € trivial.

Em contrapartida, supomos um séliton com tensor de trago nao negativo e concluire-

mos que o trago deve ser nulo. A técnica é similar a utilizada para os sélitons de Cotton.

Teorema 0.0.10. Seja (M™, g, f) um q-sdliton gradiente nao expansivo (A = 0) para o
q-fluzo, tal que o tensor q tem traco nao negativo. Além disso suponha que a curvatura

de Ricci de (M™, g) satisfaz

k2

Ric>—(n—1 :
ic (n )1+T29
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no sentido de formas quadrdticas. Se a funcao potencial f € positiva e tem integral de
Dirichlet finita

J d(x,xo) *f < o0,
M-—B,

entao o trago de q € nulo.

Obtivemos também resultados para g-sélitons com campo potencial conforme e satis-

fazendo uma relacao entre o traco e o divergente
. 1
div(q) = §V tr(q) . (12)

A primeira analise, foi sobre um g-séliton com curvatura escalar constante, satisfazendo

a condicao acima, entao vale o seguinte:

Teorema 0.0.11. Seja (M™, g, X), n > 2, um q-soliton conezo satisfazendo (12) e com
curvatura escalar constante nao nula. Se X € campo vetorial conforme, entao X € um

campo vetorial de Killing.

Também conseguimos um resultado de isometria o qual aplicamos um resultado devido
a Yano e Nagano [56], para mostrar que um g-séliton com campo conforme nao isométrico

(nao Killing), deve ser isométrico ao espaco Euclidiano.

Teorema 0.0.12. Seja (M™, g, X), n > 2, um q-soliton completo e nao compacto, sim-
plesmente conexo, satisfazendo (12) e X é um campo vetorial conforme nao isométrico

(isto €, nao Killing). Entao (M™,g) € isométrico ao espago Euclidiano.

Aplicamos este resultado aos sélitons de Ricci, solitons de Cotton, séliton de Bach e
solitons de obstrucao ambiente.
Por fim, obtivemos um outro resultado de classificagao no qual um g-séliton compacto

com campo conforme e satisfazendo (12), implica que deve ser g-plano, ou seja, q = 0.

Teorema 0.0.13. Seja (M™, g, X) um q-sdliton compacto satisfazendo (12). Se X é um
campo vetorial conforme, entao X € um campo vetorial de Killing. Em adi¢do se q tem

traco nulo, entio (M™, g) deve ser q-plano.



Capitulo 1

Alguns tensores basicos e fluxos

relacionados

Neste capitulo apresentamos alguns tensores bésicos e fatos ja conhecidos na literatura,
alguns fluxos geométricos e suas solugoes sélitons que serao nosso objeto de estudo. Em
especial, definimos o (0, 2)-tensor de Cotton, conhecido como tensor de Cotton-York, que
¢ uma, versao do (0, 3)-tensor de Cotton e, possui as propriedades de ser simétrico, traco
nulo, divergente nulo e uma relagao de equivaléncia com a planitude local conforme da

variedade Riemanniana.

1.1 Fatos preliminares

Seja M™ uma variedade Riemanniana de dimensao n, com métrica g e conexao Rieman-
niana V. Assumiremos que o leitor tenha uma boa nocao de propriedades béasicas sobre
conexao Riemanniana. As defini¢oes de curvatura a seguir, foram enunciadas de acordo
com [47].

A seguir definiremos o tensor endormorfismo curvatura sobre uma variedade Rieman-

niana (M™, g).

Definicao 1.1.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. A aplica¢ao R : X(M™) x
X(M™) x X(M™) — X(M™) definida por

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixv/Z,

¢ uma aplicagao multilinear sobre C*(M™) e portanto é um campo (1,3) tensorial sobre

20
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M™. Em coordenadas, o tensor endomorfismo curvatura pode ser escrito como
e os coeficientes definidos por R(0y, 0;)0y = R%kal.

O tensor endormofismo curvatura pode ser escrito na versao (0, 4)-tensor covariante,

baixando o indice contravariante.

Definicao 1.1.2. O tensor curvatura de Riemann € definido por
Rm(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Em coordenadas locais pode ser escrito como
Rm = Rﬁkldxi ® dx; ® dx ® dxq,

onde a relacao Ry = glmR{’;k ¢ satisfeita.
Vamos definir o tensor curvatura de Ricci, que é obtido calculando o trago do tensor

endormorfismo curvatura e denotaremos por Ric.

Definicao 1.1.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Definimos o tensor curva-

tura de Ricci por

Ric(X,Y) = tr ((Z) —s R(Z,X)Y).

Em coordenadas tem-se que (Ric)y; = gkaki]'m. Também denotaremos a curvatura de

Ricci em coordenadas por Rij.

A seguinte identidade conhecida como Identidade de Ricci também sera ttil neste

trabalho.

Proposicao 1.1.1 (Identidade de Ricci, [42]). Vale a sequinte identidade para o tensor

curvatura de Ricct
ViViRy — VicViRy; = ZocRiocR;XkL + ZaRo fkl-

A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana é definida como o trago da curva-

tura de Ricci.
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Definicao 1.1.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. A fun¢ao curvatura escalar

R: M™ — R € definida por
R = trg(Ric) = R} = gYRy;.

Agora passaremos a algumas defini¢oes de tensores que serao utilizados nos resultados
dos préximos capitulos, que sao o tensor de Schouten e o tensor de Weyl, que aparecem

na decomposicao ortogonal do tensor curvatura de Riemann.

Definigao 1.1.5. O tensor de Schouten com relagao a métrica g, € um (0,2)-tensor

simétrico definido por

1 : R
A= (Peogme)

Definicao 1.1.6. O tensor de Weyl com relagdo a métrica g, € um (0,4)-tensor covariante

definido por

W=Rm—-A®g

1 R
= Rm—m Riedg + o= = 59% 9

onde ® denota o produto de Kulkarni-Nomizu. Em coordenadas, o tensor de Weyl pode

ser escrito como

1
Wij = Rijkl_m(Rikgjl+legik_Rilgjk_Rjk9il) + ( (g519ik — Gir9jk)-

n—1)(n—2)

Em dimensao trés, o tensor de Weyl é nulo, logo pela decomposicao ortogonal da
curvatura de Riemann podemos expressar a curvatura de Riemann em termos da curvatura

de Ricci e curvatura escalar.

Lema 1.1.1. Em dimensao 3, a curvatura de Riemann pode ser expressa em termos da

curvatura de Ricci e curvatura escalar, pela expressao

i i i i i R i i
Rt = Rigjt + Rjudy — Rjidy — Rygji + 5(911% — gjkdy).

Um outro tensor que usamos para a obtencao dos resultados é o tensor de Cotton, que

¢ definido em termos do tensor de Schouten.
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Definig¢ao 1.1.7. O (0, 3)-tensor de Cotton, € definido em coordenadas por
Cijk = ViAj — VA,
onde A € o tensor de Schouten.
O tensor de Cotton satisfaz algumas propriedades que nos serao 1teis.
Proposicao 1.1.2 ([3]). O (0, 3)-tensor de Cotton satisfaz as sequintes propriedades:
i) Cijx = —Cjix
ii) gV Cijk = g*Cijk = g*Cij =0
iii) Cijkx + Cjki + Cxij = 0.

Proposicao 1.1.3 ([47]). O tensor de Cotton € invariante conforme em dimensdo trés,

isto é, se g =e" g entio C(g) = C(g).

Para trabalhar em nossos resultados, precisamos conhecer a definicao de campo con-
forme e em particular o campo de Killing e campo homotético. Esses conceitos aparecem
nas defini¢coes de trivialidade dos sélitons que estudaremos e em mais resultados que a

condicao de campo conforme é suposta.

Definicao 1.1.8. Um campo vetorial suave X sobre M € dito ser conforme se satisfaz

Lxg =g, (1.1)

para alguma funcao suave P sobre M. Além disso, X € dito ser homotético se \ €

constante e Killing se { = 0.

Os tensores de Weyl e Cotton sao importantes na analise da planitude conforme local
de uma variedade Riemanniana. Antes, vamos definir uma variedade localmente confor-

memente plana, baseado em [19].

Defini¢ao 1.1.9 ([19]). Uma varidedade Riemanniana (M™,g) de dimensio n > 2, é
dita ser localmente conformemente plana se, para cada pontop € M, existe uma vizinanca
V C M dep e uma fungao conforme P tal que gi; = Pdi; na vizinanga V, onde di; € a

métrica canonica do espaco Fuclidiano
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A planitude local conforme, pode ser analisada de acordo com a nulidade do tensor

de Cotton ou tensor de Weyl, como garante o seguinte Teorema.

Teorema 1.1.1 (Weyl-Schouten, [47]). Uma variedade Riemanniana (M™,g) € local-

mente conformemente plana se, e somente se,
i) o tensor de Weyl é nulo em dimensdo n > 4,

i1) o tensor de Cotton é nulo em dimensdo n = 3.

1.2 O (0,2)- Tensor de Cotton ou Tensor de Cotton-
York

O tensor de Cotton-York foi introduzido a primeira vez por York [57] onde estudou pro-

blemas relacionados a Fisica. Ele definiu o (2, 0)-tensor em dimensao 3, da seguinte forma

=g (R~ R

_ _R 1.2
v ( " ‘“) | (12

onde €% ¢ o tensor densidade totalmente anti-simétrico tal que €'** =1 e g = |det gyl.

CY ¢é simétrico, tem traco nulo e divergente nulo. Também podemos definir este tensor
pela seguinte expressao
1
Cy = —Qﬁclmielmngnj, (1.3)

onde Cyi € 0 (0, 3)-tensor de Cotton, subindo os indices covariantes em (1.2). Este tensor
também pode ser encontrados em trabalhos da Fisica, como por exemplo [28].

Umehara [53], apresentou as seguintes propriedades do tensor densidade eY* em di-
mensao 3, e que serao uteis para o calculo da simetria e do divergente do tensor de

Cotton-York.

Proposigao 1.2.1 (Umehara, [53]). O tensor densidade totalmente anti-simétrico eV*,

satisaz as propriedades em dimensao 3:
i) Lieijett™ = dlom — 8oL
iCijk Y% j Yk’
ZZ) Zij €1'L]'k€ijl = 26]10

’L’LZ) Zijkeijkeijk = 0.
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Observacao 1.2.1. Note na proposi¢ao acima, os indices inferiores de €ijx, estao relaci-
onados ao tensor densidade covariante, e os indices superiores de €*, estdo relacionados

ao tensor densidade contravariante.

A seguinte relagao entre os tensores de Cotton e Cotton-York pode ser verificada no

trabalho de Umehara [53].
Proposicao 1.2.2. Os tensores de Cotton e Cotton-York satisfazem a segquinte relagao:

1
ﬁ Cijm = Zl,keijlglkcmk-
Demonstracao.

1k 1k
Zl,keijlg kazzl,k_eijlg (Cpqmepqngnk)

2/5

1
— mzl [Cpameijle? ™ Zi(g"  gni)]
1
= — 5, [Chameis pangl
279 1[ pqm€ijl€ n}
1
= _Zl [Cpqm61j1€pql}

2/5
NG

_ 1
2/
1

= — {Cyym — Cy;
5 (Cam = Cin)
1

:_Cijm-

V9

Cpam (8705 —8787)

{CpamdT8; — Cpgmd{} }

]

Como consequéncia direta desta relagao, se o tensor de Cotton-York for nulo, entao a

variedade sera localmente conformemente plana. Assim, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.2.3. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana. Entdio (M3, g) € local-

mente conformemente plana se, e somente se, o tensor de Cotton-York € nulo.

Demonstragdo. De fato, se uma variedade (M3, g) é localmente conformemente plana,
pelo Teorema 1.1.1 o (0, 3)-tensor de Cotton C é nulo. Pela definicao do tensor de Cotton-
York, temos Cy; = %L@Clmielmngn]-, logo ele sera nulo. Se o tensor de Cotton-York é

nulo, C = 0, pelo Lema 1.2.2 tem-se Cijm = themg”‘ka, logo o (0, 3)-tensor de

1
V9
Cotton sera nulo, donde a variedade sera localmente conformemente plana. O
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Precisamos do proximo fato, adaptado de [31], para mostrar a simetria do tensor de

Cotton-York.

Lema 1.2.1. Seja €ijx o0 tensor densidade totalmente anti-simétrico e EY um (2,0)-tensor

contravariante geral. Entao e EY =0,V k se, e somente se, EY € simétrico.

Demonstracao. Suponha que ZijeijkEij = 0. Podemos usar a antisimetria de € para
reescrever a identidade da seguinte forma Zu el)kE Zu €jiE" Y = (0. Renomeando os
indices no segundo termo, temos que Lijeijx(EY — BEY) =0, V k. Desde que €5 = 1, —1

ou 0, segue daf que E é simétrico. Suponha que EY ¢ simétrico. Temos que
L gi— iy B 1x pioly B 1r EV =0
ij€ijkt " = 2 ijEijkE " — o= €jikt’ = 2 ij€ijkE " — 2 ij€ykt” = U,
V k, onde reescrevemos os indices 1i,j no segundo termo. O
A préxima proposigao foi feita baseado em [31].
Proposicao 1.2.4. O tensor de Cotton-York é simétrico.

Demonstracao. Vamos aplicar o Lema 1.2.1, considerando o tensor densidade totalmente

Vl (R1 — —61 ) Temos que

lm)

anti-simétrico €ijx e o (2,0)-tensor CY =

c s elmj
Zij €l)kCl] = Zij€ijk—vl (Rl — —51 )

(Zj eijkelmj) V1 (R}n — 26;1> }

= —Zi{ (818]" —8["0)) Vi <Rin — 25;)}
R
4

i m i R i
5m) — (8]"6)) V1 (Rm — Zém> }

_ R - . R,
(6:8)) V4 (R* -5 ) — (8:8})V; (Rl - Z&)

1 i R i i R i
- {):m.vi (Rj - Zsj) — LV (Ri = Zzsi) }

ViR 1ZVR ZVR+SZVR}

Portanto, pelo Lema 1.2.1, CY é simétrico. O

Proposicao 1.2.5. O tensor de Cotton-York tem trago nulo.
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Demonstracao. Tomando o trago do tensor de Cotton-York, temos que

1
:_{Clnlnehn.rL + Can€2mn + C3mn€3mn}

29
1

29
1
29

[C12n€12n + C13n€13n] + [C21n€21TL + C23n€23n} + [C31n€31n + C32n€32n] }

[C123€123 + C132€132} + [C213€213 + C231€231} + [C312€312 + C321€321} }

1

_m {[C123 — Ci32] + [—Ca13 + Caz1] + [C312 — C301]}
1

:ﬁ {Cia3 + Cao31 + Caia}

=0.

O calculo a seguir é baseado em [31].
Proposicao 1.2.6. O tensor de Cotton-York tem divergente nulo.

Demonstragdao. Desde que CY é simétrico vamos considerar
CY eltm i R 5t

= Vil Ry, —— .

NN

Usando a antisimetria de €, podemos escrever

- . . 1. .
V9ViCY = '™V, v, <R}n — ZRé}n)
€lm)'

e AA TviVL(R)éin

. . 1ij
= MV, YV (RE) — %vivlm).
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Note que
clij

iVi(R) =
4VV1()

[V Vi(R) — €'YV V1 (R)]

1
8
j y
¢ [€TViVi(R) — VIV (R)]
1 ...

gelll [Vivl(R) - vlvi(R)]

0.
Usando a identidade de Ricci 1.1.1, temos

VGViCY = '™V V(R)
= elmjgﬁivivl(RBm)
— M 9[31 (vlviRBm + ReaRui + Rocngli)

= €™ (g7 ViViRgm) + €™ g (RpaRiu: + RamRiw)
€1mj
2

ViV (R) + €™ gPt (Rp o R i + RamRE1i) 5

onde na ultima igualdade usamos a identidade de Bianchi contraida duas vezes. Analo-
gamente verificamos que %Vlvm(R) =0.

Prosseguindo o calculo, usamos o Lema 1.1.1 para obter o seguinte:

3 o R
VITACY = e g8 Ry (Rt~ R+ G RE — G RE + 5 (g — gid?)]
R
+ Rom {Rﬁiéfx —Rp187 + gpiR{ — gpiRy + 5(9615{)‘ — 9615?)} } :

Aplicando o Lema 1.2.1, os termos simétricos em (1, m) se anulam quando multiplicados
pelo tensor totalmente anti-simétrico €'™. Assim, seguindo e expandindo os termos

obtemos
VaViCl = elm {gB‘RBaRmiéf‘ + P RpagmiRY + EgﬁlRﬁagmiéf‘ + gP RomRpidf

. . . R
—gP RamRpid + 9P RamgpiRY — gP RamgpRY + QﬁlR“mE%ﬁix

; R
—aPiR. e &%
g oam 9 9[31 i }
_ ~lmj i o B px R B o iga iga
. . R . R .
FRamdIRE — RamRED + 5 Rom 187 - ER“mé{ég} .

Analisando os indices em cada delta de kronecker temos:
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\/§ViCU — €1m) {R{le + Rm“R{" + Ele + Rle — leR{—f—

R R
+3Ram Ry — Ram Ry + %le — Ele} .

Novamente usamos o Lema 1.2.1 para anular os termos simétricos em (k,1). Assim,

somando os termos restantes temos

VGV;CY = 3R RY
= 3e"™ {Raumg”*Ry1}

3 . .
=59 {e"™RuRyx — €™ RamRy1}

3 . .
= 591/0( {elm]chmRyl - elmJchlRym}

3 .
— §gvfxelml {RamRy1 — RaaRym},

onde na penultima igualdade renomeamos os indices 1 por m. Agora subindo o indice

contravariante de Ry, no segundo termo, temos

.3 . 3 :
\/avicIJ = E(elmj gy“chmRyl) - i(elm) gy(xRoclRym)

3 mj o 3 mj
= 5(61 ]chle ) - §(€l ]RrRym)
3 - 3 .
- §(€1mJRocmR(1x) - E(elm]RixRam) - 07
e, por fim, renomeamos o indice y por « no ultimo termo. ]

E importante observar que este tensor é invariante conforme de peso —% em dimensao
trés, ou seja, por uma mudanca conforme g = ¢g, onde ¢ é uma fungao suave positiva

temos que Cg = d)*% Cq4. Usando o fato que o (0, 3)-tensor de Cotton é invariante conforme

em dimensao 3, temos

— lmn ~ _ lmn
CQ - Clmne j — Clmne d)gnj

1
Jn
T2/ dig

_ lmn . 1
— _Clmne gn)' - d) 2Cg'
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1.3 Fluxo generalizado e suas solucoes sélitons

O fluxo geométrico generalizado, chamado q-fluro, ¢ uma familia a um parametro de

métricas suaves tais que
atg = q(g)v
g9(0) =h,

(1.4)

onde h é uma métrica inicial e q(g) é um (0, 2)-tensor geral simétrico.

Um primeiro trabalho sobre este fluxo e seus sélitons foi iniciado por Jorge Lauret
[46] onde ele prova existéncia e unicidade de solugbes para este fluxo sobre variedades
homogéneas. Griffin [34] apresentou uma prova explicita para a existéncia de curto tempo
para o g-fluxo, no caso dos sélitons gradiente.

Sobre as solugoes auto-similares deste fluxo, ou seja, os sélitons, Lauret [46] também
apresentou uma equacao que chamou de estrutura geométrica de séliton, quando consi-
derou sélitons homogéneos com a equagao q(y) = cy + Lxy onde y é uma métrica, q(y)
¢ um (0, 2)-tensor e ¢ é uma constante real, no sentido de classsificar sélitons algébricos
e semi-algébricos.

As solugoes auto-similares do g-fluxo sdo chamadas q-sdlitons, e Griffin [34], fazendo

uma reescalagem da métrica define-os como segue.

Definicao 1.3.1. Uma wvariedade Riemanniana (M™,g) € um q-sdliton se existe um

campo vetorial X € X(M™) tal que
1 1
—Lxg=A - 1.

onde Lxg € a derivada de Lie de g na direcao de X, A € uma constante real e denotaremos

por (M™, g, X).

Quando X = Vf para alguma fun¢ao suave f € C*°(M™") o g-séliton é chamado q-sdliton

gradiente e a equacao (1.5) se torna
1
Hessf = Ag + 59 (1.6)

onde Hess f é o Hessiano da funcao f, e f é chamada a fun¢ao potencial do séliton.

Em geral, um g-séliton é chamado estatico se A = 0, contratil se A > 0 e expansivo se
A < 0. Também, chamaremos M™ estaciondrio se X for um campo vetorial de Killing ou,
no caso gradiente, se a fungao potencial for constante. O séliton é chamado q-plano se

q = 0. Por fim, diremos que um g-séliton é trivial se for ambos estaciondrio e g-plano.
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Para exemplos ou classificagoes de g-séliton, Petersen e Wylie [50] obtiveram varios
resultados de rigidez e de isometrias. Mais especificamente num de seus resultados eles
mostraram que, para um (-séliton gradiente sobre uma variedade homogénea onde q é
invariante isométrico e com divergente nulo, se existe uma fungao f tal que Hessf = q,
entdo M™ serd uma variedade produto da forma R* x N™k,

Alguns soélitons geométricos ja conhecidos na literatura sao casos particulares de g-
solitons e podem ser vistos como exemplos, fazendo a escolha adequada do tensor q, tais
como o soliton de Ricci, soliton p-Einstein, séliton de Bach, séliton de Cotton e séliton

de obstrucao ambiente, que definiremos nas segoes seguintes.

1.4 Fluxo de Cotton

O fluxo de Cotton foi introduzido em 2008 por Kisisel et al. [44] no qual consideraram

a equacao de evolugao

% (t) = kCy1), (1.7)
onde Cy(¢) € 0 (0,2) tensor de Cotton-York de (M, g(t)) e k é uma constante positiva.
O fluxo é definido somente em dimensao 3 com a motivacao dos autores de encontrar
pontos fixos para o fluxo que fossem métricas conformemente planas. Generalizar o
fluxo para dimensao n > 3, ainda estd em aberto. No trabalho introdutoério, o com-
portamento desse fluxo foi estudado sobre variedades homogéneas, mais especificamente,
SU(2),SL(2,R), Isom(R?), Solv, Nil, R3 H?,S? x R,H? x R. O problema do tempo de
existéncia do fluxo de Cotton para uma métrica inicial ainda estd em aberto.

A evolucao de algumas quantidades geométricas foram calculadas no trabalho de Ki-
sisel et al. [44]. Mais precisamente, eles calcularam a evolucao do tensor de Cotton
York, curvatura de Ricci e curvatura escalar, norma ao quadrado do tensor de Ricci e dos
simbolos de Christoffell. O célculo dessas evolugoes é importante no calculo da evolugao
do funcional entropia para o fluxo de Cotton, chamado de entropia de Cotton. Chakra-
borty et al. [27] calcularam a evolugao de outras quantidades geométricas, como a massa
ADM e a constante de Yamabe.

Para dar continuidade no estudo do fluxo de Cotton e suas solugoes, faremos uma

reescalagem de tal forma que k = 1 no fluxo. Tomando a constante « = %, podemos
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definir a métrica g = %g, e considerar o fluxo de Cotton da seguinte maneira
0 .
ag(t) = Cg(t). (18)

o _1
De fato, desde que uma mudanca conforme na métrica nos fornece Cg = ¢~ 2Cy, tem-se

Cy = \3/1_<C9. Entao temos

0. 0 1 1 0 1 KC. — C-
ot? T ot \vie) T wieat? T e 0T Y
As solugoes auto-similares desse fluxo, ou pontos fixos do fluxo, sao chamadas sdlitons

de Cotton e serao definidas como segue.

Definigao 1.4.1. Uma variedade Riemannian (M3, g) é chamada um séliton de Cotton,

se existe um campo vetorial suave X € X(M3) tal que
C+ Lxg =Ag, (1.9)

onde Lxg € a derivada de Lie de g na direcao de X e A é uma constante real. Denotaremos

por (M, g, X).

Quando o campo vetorial X é o gradiente de alguma funcao suave, isto é, se X = VT,
para f € G (M™), o séliton é chamado sdliton de Cotton gradiente e a equacao acima se

torna

C + 2Hessf = Ag, (1.10)

onde a funcao f é chamada func¢do potencial do soéliton.

Seguindo a terminologia de outros sélitons estudados, o séliton de Cotton é chamado
estatico se A = 0, contratil se A > 0 e expansivo se A < 0. Um séliton de Cotton é trivial
se X é um campo vetorial de Killing. Note que, no caso em que o séliton é trivial, desde
que C tem traco nulo, pela equagao estrutural do séliton concluimos que C = 0, donde a
variedade torna-se localmente conformemente plana. No caso gradiente, o séliton é dito
trivial quando a funcao potencial f é constante. Note que um sdéliton de Cotton é um
g-séliton com q = —2C e sera modificado pela constante % que multiplica a derivada de
Lie.

O caso compacto foi tratado recentemente sobre Calvino-Louzao, Garcia-Rio e Vasquez-
Lorenzo [14], onde eles mostraram que todo séliton de Cotton compacto é trivial. Além
disso, eles conseguiram mostrar a existéncia de sélitons de Cotton (completos) nao tri-

viais contriteis, isto é, A > 0, sob um grupo de Heisenberg H3 com a métrica gsc =
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dt? + dx? + ( (xdt — tdx) + dy)Q. Mais precisamente, eles provaram o seguinte resul-

1
2
tado.

Teorema 1.4.1. O grupo de Heisenberg (H3, gy) é um séliton de Cotton contrdtil nao

trivial com A = 2, para qualquer campo vetorial da forma

3 3 1
X = <Ztocx+ B) 0 + <1x—oct+v) ax+§(3y+ Bx —ytd) dy,

onde «, 3,y e b sao constantes reais.

Neste mesmo trabalho, os autores mostram a existéncia de solitons de Cotton em
ambiente Lorentziano com métrica de Walker. Calvifio [15], classificou sélitons de Cotton
sobre variedades homogéneas em ambiente Riemanniano e Lorentziano, determinando
todos os soliton de Cotton com métricas invariantes a esquerda nao triviais e obtendo
exemplos de sélitons de Cotton nao invariantes. Cunha e Griffin [23] em seu trabalho sobre
g-sélitons obtiveram aplicacoes aos sélitons de Cotton obtendo classificagao e trivialidades
no caso da variedade ser completa e nao compacta.

Nos Capitulos 3 e 4 apresentamos resultados de classificagao e trivialidade para os

solitons de Cotton no caso completo e nao compacto.

1.5 Fluxo de Ricci

O fluxo de Ricci foi introduzido por Hamilton [38] em 1982 quando considerou o fluxo
dado pela equagao de evolucao
99

Ao longo dos tultimos anos o fluxo de Ricci tem sido topico de pesquisa de muitos ma-
tematicos, tendo sido obtido intimeros resultados e aplicacoes e também foi fundamental
na prova da Conjectura de Poincaré dada por Perelman [49]. As solugdes auto-similares

deste fluxo sao chamadas sélitons de Ricci e definidos da seguinte maneira.

Definigao 1.5.1. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € chamada um séliton de Ricci,

se existe um campo vetorial X € X(M3) tal que
1
Ric +§Lxg =Ag, (1.11)

onde Ric € o tensor curvatura de Ricci, Lxg € a derivada de Lie de g na direcao do campo

X e A € uma constante real. Denotaremos tal estrutura por (M™, g, X).
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Quando o campo X é o gradiente de alguma funcao suave, isto é, se X = VT, para
f e C>*(M)™, o séliton é chamado sdliton de Ricci gradiente e a equacgao do séliton toma

a forma

Ric +Hessf = Ag. (1.12)

A fungao f é chamada fun¢do potencial. Denotaremos um séliton gradiente por (M™, g, f).

Um soéliton de Ricci é chamado estdtico se A = 0, contrdtil de A > 0 e expansivo se
A < 0. O séliton é dito ser trivial se X é um campo vetorial de Killing, ou se a fungao
potencial for constante no caso gradiente. Note que um séliton de Ricci é um g-séliton
com = —2 Ric.

O solito Rigido é um exemplo classico da literatura, de séliton de Ricci.

Exemplo 1.5.1 (S¢liton Rigido). Considere o produto N™ x R* onde (N™ g) é uma

variedade Einstein com constante real N. Defina a funcdo f: N™ x R* — R por

A
f = —|x|%
(p,x) = 5|
Entio (M™, g,f) é um séliton de Ricci gradiente. Se n =0, (R¥, g,f) é o sdliton Gaus-

s1ano.

1.6 Fluxo de Ricci-Bourguignon

O fluxo de Ricci-Bourguignon foi introduzido por Jean Pierre Bourguignon [6] em
1981, quando deixou em questao a validade do teorema do fluxo local sobre o espago das
métricas para a aplicagao g — Ric—pRg, onde p é uma constante real e R é a curvatura
escalar. O fluxo é dado pela equacao de evolugao

99 _

3t —2(Ric — pRg).

Este fluxo generaliza o fluxo de Ricci quando p # 0, mas é importante observar que o
trabalho de Bourguignon surgiu primeiro que o fluxo de Ricci introduzido por Hamilton
[38]. Note na aplicagao acima que alguns tensores especiais aparecem para determinados
valores de p. Para p = %, temos o tensor de Einstein Ric—%Rg, para p = %, temos
temos o tensor de Schouten

o tensor de Ricci sem trago Ric—%Rg, para p = 3 1

n—1)’
Ric—%l)g e para p = 0, temos o tensor de Ric.

2(
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Sobre o estudo de existéncia de curto tempo de uma métrica inicial para o fluxo de
Ricci-Bourguignon, Catino et al. [12] provaram a existéncia do fluxo no caso em que a
variedade é compacta e p < 0. Um ponto importante é que a existéncia de curto tempo
do fluxo ¢ incerta para p = 2(n—171) Ho [40], estudou o fluxo de Ricci-Bourguignon sobre
todas a variedades homogéneas em variedades fechadas de dimensao trés e calculou a
evolugao da constante de Yamabe sobre o fluxo de Ricci-Bourguignon.

As solugoes auto-similares deste fluxo sao chamados sdlitons de Ricci-Bourguignon ou

solitons p-FEinstein que definiremos a seguir. Chamaremos daqui em diante de sélitons

p-Einstein.

Defini¢ao 1.6.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) € chamada um sdliton p-FEinstein

se existe um campo vetorial X € X(M™) tal que
1

onde Ric € o tensor curvatura de Ricci, Lxg € a derivada de Lie de g na diregcao de X, R

¢ a curvatura escalar e N € uma constante real. Denotaremos por (M™, g, X, p).

Quando o campo X é o gradiente de alguma funcao f € € (M™"), isto é, se X = VT, o

soliton é chamado soliton p-FEinstein gradiente e a equagao do soliton se torna
Ric + Hessf = Ag + pRg, (1.14)

e denotaremos por (M™, g, f, p).

Um soéliton p-Einstein também recebe uma nomenclatura para valores particulares
de p, de acordo com o tensor que aparece no fluxo. Para p = %, o soliton € chamado

soliton de Ricci sem traco, para p = %, o soliton € chamado soliton de Finstein e para

1

P =m0 é chamado sdliton de Schouten. Além disso, se A = 0 o séliton é chamado

estatico, se A > 0 é chamado contrdtil e se A < 0 é chamado expansivo. Note que um
séliton p-Einstein é um g-séliton com q = 2(pRg — Ric).
Temos a seguir um exemplo de séliton p-Einstein com curvatura escalar constante,

mais especificamente, um séliton de Schouten, que pode encontrado em Borges [10].

Exemplo 1.6.1. Seja (R"* x N¥, g) uma variedade produto tal que, k <n, n >3 e N¥

¢ uma variedade Einstein de curvatura escalar constante igual a

~_ 2m—1)kA
2(n—1)—¥k’
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onde A € R. Para (x,p) € R" ¥ x N* defina a fungdo

1 Rn
f(x,p) = 5 (m +7\) lIxII?,

onde ||x|| denota a norma Euclidiana. Entao (R“fk x N¥ g, f, p) ¢ um sdliton de Schou-

ten de dimensdo n. Se k =0, entio (R™, g, f,p) é chamado sdliton Gaussiano.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados de trivialidade obtidos para os séliton p-
FEinstein, no caso completo e nao compacto, para valores de p em intervalos adequados.
Para isso, também aplicamos principios do maximo no infinito e com crescimento de
volume polinomial para a obtenc¢ao dos resultados. Conseguimos um resultado particular
para os sélitons de Ricci sem traco gradiente, com curvatura seccional constante e fungao
potencial satisfazendo a regularidade |Vf| € L1, que concluimos com estas condices ser

trivial e estatico.

1.7 Fluxo de Bach

O tensor de Bach foi definido por Bach [5] em 1920, quando estudou problemas relaciona-
dos a gravidade conforme. O tensor é definido em dimensao n > 4 e é dado pela expressao

em coordenadas

1 1
Bij = mvkvlwﬁkl + mRleijkb (1-15)

onde Wiji. € o tensor de Weyl.
O tensor de Bach é um (0, 2)-tensor simétrico, tem traco nulo em dimensao n > 4, ou
seja, LijgUBi; =0 . A expressao para o divergente do tensor de Bach é

n—4

le(B)l = m

CijkRjx,

onde Cijx € o tensor de Cotton e Rjx é o tensor de Ricci. Logo, pela expressao acima,
o tensor de Bach tem divergente nulo em dimensao n = 4. Além disso, é invariante
conforme de peso —2, isto é, se § = p?g é uma métrica conforme, entao B = p 2B.
O fluxo de Bach foi introduzido por Das e Kar [26] quando consideraram o fluxo
dado pela equacao de evolucao
0

~g=-B 11
519 : (1.16)

onde B ¢é o tensor de Bach. O fluxo acima pode ser mostrado como um fluxo gradiente

do funcional energia de Weyl, [, [[WI[2dVy. Sobre o estudo do fluxo de Bach, Das e Kar
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estudaram o fluxo sobre as variedades produto S? x S? e S? x R? e determinaram os pontos
fixos do fluxo sobre variedades M? x M?2. Ho [40] mostrou que o volume da variedade é
preservado sob o fluxo e calculou a evolugao da curvatura de Ricci e curvatura escalar sob
este fluxo. As solugbes auto-similares do fluxo de Bach sao chamados sdlitons de Bach e

definidos da seguinte forma.

Definicao 1.7.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) € um sdliton Bach se existe um

campo vetorial X € X(M™) tal que
1
B+§Lxg = Ag, (1.17)

onde Lxg € a derivada de Lie de g na direcao de X, A € uma constante real e denotaremos

por (M™, g, X).

Quando o campo X é o gradiente de alguma funcao suave, isto é, se X = Vf, onde

f € C®(M™), entao é chamado sdliton de Bach gradiente e a equagao se torna
B + Hessf = Ag, (1.18)

e denotaremos por (M™, g, f).

A fungao f é chamada func¢ao potencial do séliton. O séliton recebe uma nomenclatura
de acordo com o sinal da constante A. O sdliton é chamado estdtico se A = 0, contratil se
A > 0 e expansivo se A < 0. Um soéliton de Bach é trivial se X é um campo vetorial de
Killing, e no caso gradiente, se a funcao potencial f é constante. Diremos ainda que um
soliton é Bach-plano se B = 0.

Como exemplo de um séliton de Bach temos o séliton Gaussiano em dimensao 4, que

pode ser encontrado em [34].

Exemplo 1.7.1. (R*, g,f) com a métrica canénica e fungdo potencial
1
f(x,y,z, W) = 5c(x2 +1y?+22+wH +ax+by+dz+hw+k,
¢ um soliton de Bach.

Demonstragao. Note que em R* o tensor de Bach é nulo, isto é, Biy; = 0. Facilmente

verifica-se que Hess f = cg. [l

Ho [40] obteve resultados importantes de classificacao dos sélitons de Bach. Ele mos-

trou que todo soliton de Bach gradiente compacto é Bach-plano. Em dimensao n = 4, ele
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mostrou que todo séliton de Bach deve ser Bach-plano e X um campo de Killing. No caso
dos sélitons de Bach com curvatura de Ricci positiva ou negativa, deve ser Bach-plano.
Também mostrou no caso nao compacto, a existéncia de sélitons de Bach nao triviais.

Griffin [34] estudou os sélitons de Bach em dimensao 4 sobre variedades homogéneas,
mais precisamente sobre R*, R? x N, R? x N2, R x N ou N*, onde N¥ ¢ necessariamente
uma variedade homogénea. Também construiu solitons nao Bach-plano expansiveis so-
bre variedades homogéneas e mostrou que os tinicos soélitons nao Bach-plano gradiente
homogéneos contrateis, sao as variedades produto R? x S? e R? x H?2,

No Capitulo 4 apresentamos resultados obtidos de classificacao e trivialidades para os
solitons de Bach como aplicacao dos resultados obtidos para os g-sélitons. Dentre eles,
mostramos que um soliton de Bach simplesmente conexo, completo e nao compacto com

campo potencial conforme nao Killing, deve ser isométrico ao espago FEuclidiano.

1.8 Fluxo de Obstrucao Ambiente

Nesta secao apresentamos os sélitons de obstrugao ambiente. Por envolver conceitos
nao triviais como o funcional Q-curvatura, faremos apenas uma breve introdugao sobre
o tensor de obstrucao ambiente, do fluxo relacionado e algumas referéncias em que é
estudado de forma mais aprofundada. O tensor de obstrucao ambiente possui propriedades
uteis que sao traco nulo e divergente nulo. Focamos na estrutura do séliton e nos resultados
a que iremos aplicar.

O tensor de obstrucao ambiente O, foi introduzido por Graham e Fefferman [30]

quando estudaram o funcional

" (g) = jM Qlg)dV,, (1.19)

chamado Q-curvatura, onde Q(g) é uma quantidade escalar. Graham e Hirachi [33]
encontraram uma relagdo entre o gradiente de F™(g) e o tensor O,. Este funcional
foi generalizado por Branson [11], no qual F™(g) é um funcional invariante conforme e
definido em dimensao par. Por uma questao de esclarecimento, a quantidade escalar Q(g)
pode ser definida da seguinte forma: em dimensao n = 2, definimos Q = —%R = K, onde
K é a curvatura Gaussiana de M. Mais detalhes sobre as expressoes para Q-curvatura em
dimensao 4 e dimensao 2m, podem ser encontrado no trabalho de Chang [16]. O tensor de

obstrugao ambiente O, obtido no calculo do gradiente da Q-curvatura, é um (0, 2)-tensor
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simétrico com trago nulo, divergente nulo e invariante conforme de peso 2 —n, isto é, se
g = c?g entao O, = ¢ "O,, . Tal tensor é definido da seguinte forma: para dimensio

par n > 4,

= ! 2-lp ; n_2w2
MEO TR G (A ey 39) Ty (1:20)

po 1 <Ric _ 2(;5 ) , (1.21)

n—2 n—1)"°
onde P ¢ o tensor de Schouten e T,,_; é um tensor polinomial de ordem n—1. O polinoémio

T_1 pode ser definido da seguinte forma
Toor = Z15PH 9 (Rm),

onde Rm ¢ a curvatura de Riemann e PIM(A) = i, ..i,=m VA - - - V¥ A para um tensor
geral A.

Como foi observado em [30], para n = 4 o tensor de obstru¢ao ambiente é o tensor de
Bach, ou seja, 04 = B.

O fluxo ambiente de obstrucgao foi introduzido por Bahuaud e Helliwell [7], onde

eles mostraram a existéncia de curto tempo do fluxo dado pela equacao de evolucao

Z9(t) = O0n +ca(~1)2(A37'R)g,

(1.22)
9(0) =h,
onde a constante ¢,, ¢ dado pela expressao
1
Cn (1.23)

T2l (2 ) (n—2)(n—1)
Em [8] os autores mostraram que as solugoes para este fluxo sobre uma variedade compacta
sao unicas.

Iremos definir agora as solugoes auto-similares do fluxo de obstrugao ambiente chama-

das solitons de obstrucao ambiente.

Definicao 1.8.1. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é um séliton de obstrugdo am-

biente se existe um campo vetorial X € X(M™) tal que
1 1 n,.n_q

onde Lxg € a derivada de Lie de g na dire¢ao de X e A é uma constante real . Denotaremos

esse soliton por (M™, g, X).
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Quando o campo X é o gradiente de alguma funcao suave f, ou seja, X = VT, onde
f € C*°(M™), chamaremos tal séliton de sdliton de obstrucao gradiente. Assim, a equacao
acima se torna

1 n n
Hessf = Ag + 3 (On +cn(—1)2(AZ7R)g) . (1.25)

Quando n = 4, o tensor de obstrucao é o tensor de Bach e a equacao se torna a equacao

do séliton de Bach modificado, encontrado no trabalho de Helliewell [39],
Hessf = Ag + ! B+ l(AR)
—MTS 12°09)

Para variedades de curvatura escalar constante, como é o caso das variedades ho-

mogéneas, a equacao do séliton se torna mais simples
1 1
Hessf = Ag + §On e Hessf =Ag+ 5]3.

E verificado por Griffin [35], que as equagoes do séliton de Bach e séliton de Bach modi-
ficado com curvatura escalar constante, sao equivalentes.

Exemplos de solitons de obstrugao podem ser dificeis de encontrar, mas em dimensao
n = 4, existem alguns exemplos que sao, na verdade, os sélitons de Bach e podem ser
encontrados no trabalho de Griffin [34]. No mesmo trabalho, Griffin mostrou que todo
soliton de obstrucao ambiente compacto, com curvatura escalar constante é O,,-plano. Ela
ainda obteve exemplos e resultados de classificagao para sélitons de Bach, que sao sélitons
de obstrucdo ambiente em dimensdao n = 4. Mais recentemente, Cunha e Griffin [23]
obtiveram resultados de classificacao e trivialidades para sélitons de obstrucao ambiente
completos e nao compactos.

No Capitulo 4 apresentamos mais resultados de trivialidade para os sélitons de obs-

trucao ambiente, como aplicagoes dos resultados obtidos para os g-sélitons.



Capitulo 2
Solitons p-Einstein

Neste capitulo apresentamos os resultados de trivialidade para os sélitons gradiente do
fluxo de Ricci-Bourguignon, os sélitons p-Einstein, no caso em que a variedade é completa
e nao compacta. Primeiramente, aplicamos principios do maximo no infinito e com cres-
cimento de volume polinomial, impondo condi¢oes na curvatura de Ricci e p pertencente
a intervalos convenientes. Também conseguimos um resultado de trivialidade supondo a
variedade estocasticamente completa. Um tultimo resultado foi obtido para os sélitons de
Ricci sem traco gradiente, com curvatura seccional nao negativa, aplicando um resultado

de Karp [43].

2.1 Sodlitons p-Einstein via Convergéncia para zero
no infinito

Antes de apresentar o primeiro resultado enunciamos um resultado auxiliar, que é uma
formula tipo Bochner obtida utilizando propriedades dos sélitons gradiente, que pode ser

encontrado em [20, Lema 1.6].

Lema 2.1.1. Seja (M™, g, f, p) um sdliton p-FEinstein gradiente completo com p # m
Entao
20—1

1 2 _ . 2
2AIV]‘I =T om— 1)pR1C(Vf, V) + |Hessf|”. (2.1)

Para enunciar e demonstrar o primeiro resultado, iremos aplicar um principio do
méximo no infinito, devido a Alias et al. [1]. Para isso, antes vamos definir a convergéncia

para zero no infinito de acordo com estes autores.

41
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Definicao 2.1.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, nao compacta e co-
nexa. Seja d(x,xg) : M™ — [0,400) a distancia Riemanniana de um ponto fizado
Xg € M™. Entdo, se f € CO(M™) satisfaz

lim  f(x) =0,

d(x,xg)—+o00

dizemos que f converge para zero no infinito.

Para provar o Teorema 2.1.1 a seguir, vamos aplicar o principio do maximo no infinito

que corresponde ao item (a) de [1, Teorema 2.2], que enunciaremos abaixo.

Lema 2.1.2 (Alias et al., [1]). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa e nao
compacta, orientada e conexa e X € X(M™) um campo vetorial suave sobre M™. Suponha
que existe uma funcao nao identicamente nula e ndao negativa v € C*°(M) que converge
para zero no infinito e tal que g(Vv,X) > 0. Se divX > 0 sobre M™, entao g(Vv,X) =0
sobre M™.

Com isto, estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro resultado.

Teorema 2.1.1. Seja (M™, g, f, p) um sdliton p-FEinstein gradiente completo e nao com-

pacto, tal que |VT| converge para zero no infinito. Se um dos sequintes itens vale

(i) ou a curvatura de Ricci € nao positiva e p > % ou p < 5 L ou

n—1) ’

.. . ., ~ . 1 1
(ii) a curvatura de Ricci € ndo negativa e o <P <j3

entio (M™, g,f,p) € trivial e a curvatura escalar R € constante.

Demonstra¢ao. Assuma, por contradi¢ao, que o séliton p-Einstein nao é trivial, logo a
funcao potencial f deve ser nao constante. Podemos assim definir a funcao suave v :=
IVf|?, que é nao negativa, nao identicamente nula e converge para zero no infinito por
hipétese. Além disso, defina o campo vetorial suave X := V|Vf[> sobre M. Desde que

X = Vv temos que
g(Vv,X) = [VIVFP > 0.
Pode ser verificado com um célculo simples, que em ambos os itens (i) e (ii) vale

2p—1
1—2(n—1)

0 Ric (Vf,Vf) > 0.
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Tomando a divergéncia do campo X e aplicando o Lema 2.1.1, obtemos

1 1 2p—1
—divX = =A 3 = i Hessf|> > 0.
5 divX =2 (IVf1?) 1_2(n_1)pR1c(Vf,Vf)+| essfl> > 0

Com estas condigoes satisfeitas podemos aplicar o Lema 2.1.2 para concluir que
IVIVF*? = g(Vv,X) = 0.

Logo v = |Vf]? é uma funcao constante. Por hipdtese de convergéncia para zero no
infinito da norma do gradiente, obtemos que v é identicamente nula sobre M, nos dando
uma contradi¢ao. Portanto, o séliton deve ser trivial. Voltando a equacao estrutural do
séliton, resta que Ric = (pR+A)g. Tomando a divergéncia e usando a identidade de
Bianchi duas vezes contraida, obtemos que, VR(2p — 1) = 0. Por hipdtese, p # %, nos

itens i) e ii), donde concluimos que VR = 0 sobre M. Portanto R é constante. [

2.2 Sélitons p-Einstein via Crescimento de Volume
Polinomial

Para os resultados obtidos nesta segao, supomos o séliton com crescimento de volume
polinomial, e de maneira analoga ao demonstrado na se¢ao anterior, consideramos o escalar
p em certos intervalos para obter uma estimativa para o divergente do campo vetorial
definido. Além disso, assumimos uma regularidade do tipo L* para o gradiente e o
Hessiano da fungao potencial.

Antes de apresentar o proximo resultado, vamos definir o conceito de crescimento de
volume polinomial de bolas geodésicas para variedades Riemannianas completas e nao
compactas, e enunciar o caso particular de um principio do méaximo mais geral com a
suposigao de crescimento de volume polinomial obtido por Alias et al. [2, Teorema 2.1].
Vamos primeiro eununciar uma definicao mais geral, de crescimento para o volume de

bolas geodésicas.

Definicao 2.2.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa e nao compacta,
orientada e conexa. Denote por B.(p) a bola geodésica de raio v centrada no ponto p.
Dada uma funcgao continua o : (0,+00) — (0,4+00), dizemos que M™ tem crescimento de

volume tipo o(t) se existe um ponto p € M™ tal que

vol(B¢(p)) = O(o(t)),
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se t — 400, onde vol denota o volume Riemanniano.

E importante observar que a escolha do centro da bola geodésica é indiferente no
seguinte sentido: se p,q € M™ estao a uma distancia d um do outro, podemos verificar

que

vol(B(p, t)) S vol(B(q,t—d)) o(t—d)

o(t) - ot—d) = ot) ’
logo se t — 400 na desigualdade acima, temos ainda que vol (By_4(q)) = O(o(t)). Em
outras palavras, independentemente do ponto escolhido, se existe uma bola com cresci-
mento de volume tipo o(t), entdao podemos escolher qualquer outro ponto da variedade e
um raio, de maneira que ainda tem-se o mesmo tipo de controle sobre o crescimento de
volume da bola geodésica com centro e raios diferentes. Entao diremos que M™ tem cres-
cimento de volume polinomial se o(t) é um polindomio. A seguir enunciamos o principio

do méaximo com crescimento de volume polinomial.

Lema 2.2.1 (Alias et al. [2]). Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e nao
compacta, orientada e conexa e seja X € X(M™) um campo vetorial limitado. Seja v €
C®(M™) uma fungdo suave nao negativa tal que g(Vv,X) = 0 e divX > av sobre M",
para alguma constante positiva a € R. Se M™ tem crescimento de volume polinomial,

entao v € identicamente nula sobre M™.
Com isto estamos prontos para enunciar e provar nosso segundo resultado.

Teorema 2.2.1. Seja (M™", g,f,p) um séliton p-Einstein gradiente completo e ndo com-
pacto tal que (M™, g) tem crescimento de volume polinomial e |Vf|, |Hessf| € L®°(M™).

Se um dos sequintes itens vale

(i) ou Ric(VT,Vf) < —afVT? e p > 1 oup < 2(11171)’. ou

(i) Ric(VF, V) = VI e 505 < p < 3,

para alguma constante positiva x € R, entao o soliton € trivial e a curvatura escalar R €

constante.

Demonstracao. Novamente assumimos que o séliton é nao trivial, i.e., a fungao potencial
f deve ser nao constante. Entao podemos definir a funcao suave v := |[Vf]?> e o campo
vetorial suave X := V|Vf[? sobre M. Pode ser verificado que em ambos os itens (i) e (ii)

vale a seguinte desigualdade
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20—1 . 20—1
P Ri(VEVE) > |— P
T am_1)p VAV ‘1—2(n—1)p

Tomando a divergéncia no campo X = Vv e usando o Lema 2.1.1, temos

' o VT2

1 1

=1 S?n_—l 0o Ric (Vf, Vf) + [Hessf|?
Z ‘%‘ - o| VF|? + |Hessf|?
> [=ht el
isto é, mostramos que div X > v, onde 3 = 2« ‘%‘ > (. Note também que

g(Vv,X) = VIV > 0.
Uma vez que |Vf]|, [Hess(f)| € L*°(M) e usando a desigualdade de Kato obtemos
IX| = 2|VT||V V|| < 2|Vf||Hessf| < 400,

isto é, o campo X é limitado. Portanto, desde que (M™, g) tem crescimento de volume
polinomial e o campo X e a funcao v satisfazem as condig¢oes do Lema 2.2.1, podemos
aplicd-lo para concluir que v = |Vf|? ¢ identicamente nula sobre M, donde obtemos que f
é constante, que é uma contradicao. Portanto, o séliton é trivial, e na equagao estrutural
do séliton resta que Ric = (pR 4+ A) g. De maneira similar a prova do resultado anterior,
tomando a divergéncia e usando a identidade de Bianchi duas vezes contraida, obtemos

que VR = 0 sobre M, donde concluimos que a curvatura escalar R, é constante. O

2.3 Sélitons p-Einstein via Completude Estocastica

Obtemos uma versao fraca do Teorema 2.2.1, sem as hip6teses |Hessf| € L (M) e cres-
cimento de volume polinomial, e assumindo completude estocastica do séliton p-Einstein

gradiente. Vamos definir completude estocéstica de acordo com [3].

Definigao 2.3.1. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € dita ser estocasticamente com-

pleta se, para algum (e portanto, qualquer) ponto (x,t) € M™ x (0, +o0)

J plx,y,t)dy =1,
M
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onde p(x,y,t) € o nicleo do calor positivo (minimo) do operador de Laplace-Beltrami A,

isto €, a menor solucdo fundamental positiva da equagdo do calor

op 1
— =-A ™
3 2 p sobre M

Na literatura podemos encontrar varias defini¢oes equivalentes ao de completude es-
tocéstica da variedade Riemanniana e ainda condi¢oes que implicam esssa propriedade.
Alguns desses resultados podem ser encontrados no trabalho de Grigor’yan [37]. Dentre
tantas condicoes de equivaléncia da completude estocdstica, podemos citar o resultado
de Pigola, Rigoli e Setti [51, Teorema 1.1], que garante uma equivaléncia entre a com-
pletude estocastica da variedade e a validade da forma fraca do principio do Maximo de

Omori-Yau, como segue:

Lema 2.3.1 (Pigola, Rigoli, Setti, [51]). Uma variedade Riemanniana M™ é estocastica-
mente completa se, e somente se, para toda funcdo w € C*(M™) satisfazendo supy u <
+o00, eriste uma sequéncia de pontos {xi.} C M™ tal que
limu(xyx) =supu e lim sup Au(xy) < 0.
k M k

Com isto, podemos enunciar e provar nosso terceiro resultado.

Teorema 2.3.1. Seja (M™, g, f, p) um sdliton p-Einstein gradiente estocdsticamente com-

pleto e tal que |Vf] € L®(M™). Se um dos sequintes itens vale

i) ou Ric(VF, V) < —«|VFf? ep > 1 oup < —-—; ou
(i) 2

1
2(n—1)

1
<p<g,

it) Ric(VF, V) > «|VF? e
( ) ( ) )/

1
2(n—

1)

para alguma constante positiva x € R, entao (M™, g, f, p) € trivial e a curvatura escalar

R € constante.

Demonstrag¢ao. Por suposi¢ao, em ambos os itens i) ou ii) juntamente com o Lema 2.1.1

e a desigualdade de Kato, obtemos

1
IVEAIVE] + VIV = §A|Vf!2

2p—1 . 2
= R f, VI Hessf
T om_1p ic (Vf, Vf) + |Hessf|
2p0—1
> |— P70 VP + [Hessf]?
‘1—2(n—1)p‘ o| VF|* 4+ [Hessf]

' 20— 1

I i 2 2
1_2(n_1)p‘ | V2 + V|V 2.
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Consequentemente,
2p0—1
1—2(n—1)p

Agora vamos supor por contradigao que supy, |[Vf| > 0. Desde que |Vl € L* (M) e M é

AIVA) > ‘ ‘ V]

estocasticamente completa, o Lema 2.3.1 garante a existéncia de uma sequéncia de pontos

(x) € M tal que

2p—1
0 > lim sup A|VAf|(xy) = ‘p— - ocsup |[VF|l > 0,
K 1—2(n—1)p M
que é um absurdo. Portanto sup|Vf| = 0, logo f é uma funcdo constante sobre M e

o soliton deve ser trivial. Voltando a equacao estrutural do séliton temos que Ric =
(pPR+Ag). Da mesma forma, tomando a divergencia nesta equagao, concluimos que a

curvatura escalar R é constante. O

Uma consequéncia do Teorema 2.3.1 é dada abaixo, sem pedir completude estocastica
e adicionando a estimativa inferior na curvatura de Ricci pela funcao radial G(r) que
satisfaz as condigoes de ser crescente, positiva e com raiz nao integravel. Esta condigao sob
a curvatura de Ricci, implica a completude estocastica da variedade e pode ser encontrado

em [3, Teorema 2.13].

Corolario 2.3.1. Seja (M™, g,f, p) um sdliton p-FEinstein gradiente completo e ndo com-

pacto tal que um dos sequintes itens vale

(i) ou Ric(VF,Vf) < —«|VIP e p >3 oup < o

1 .
2n—1)’

(i) Ric(VF, V) = o|VF* e 555 < p < 3

n—1) 27

para alguma constante positiva «x € R. Assuma em adicao que Ric > —G(r), para alguma

funcio G € C*([0, +00)) satisfazendo
G(0)>0, G'>0 e G Y2&1Y[0,4+00)),

onde v denota a func¢ao distancia Riemanniana de uma origem firada em M™. Se |Vf| €

L>*(M), entao (M™, g, f,p) € trivial e a curvatura escalar R é constante.

Lembremos que uma variedade Riemanniana (nao necessariamente completa) (M™, g)
é chamada parabdlica (com respeito ao operador Laplaciano), se as fungoes constantes sao
as unicas fungoes subharmonicas sobre M™ que sao limitadas superiormente. Ja é bem

conhecido que toda variedade Riemanniana parabdlica é estocasticamente completa e pode
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ser encontrado no livro de Grigor’yan [37, Corolério 6.4]. Assim, a consequéncia a seguir
bl )

¢é direta.

Corolario 2.3.2. Seja (M™", g, f,p) um sdliton p-Einstein gradiente parabdlico tal que

|Vfl € L®(M™). Se um dos sequintes itens vale

(i) ou Ric(VF,Vf) < —«|Vf? e p >3 oup < ou

1 .
2(n—1)’

(i) Ric(VF, V) > o|VF? e 5505 < p < 3,

para alguma constante positiva x € R, entao (M™, g, f, p) € trivial e a curvatura escalar

R € constante.

2.4 Um resultado para sélitons de Ricci sem traco

Finalizamos este capitulo com um resultado particular, para os soélitons de Ricci sem
trago gradiente com curvatura seccional nao negativa. Para obté-lo, aplicamos um re-
sultado para fung¢oes subharmonicas de Karp [43], onde neste trabalho o autor estuda
uma extensao do Teorema de Stokes para variedades nao compactas. Esse resultado diz

o seguinte:

Lema 2.4.1 (Karp, [43]). Se M™ € uma variedade Riemanniana completa e nao compacta
de curvatura seccional ndo negativa, entio nenhuma funcio C2(M™) subharmonica ndo

constante W satisfaz |Vu| € Le1 (M™).
Tendo este resultado em maos, provamos o seguinte:

Teorema 2.4.1. Seja (M™, g, f, %) um soliton de Ricci gradiente sem traco completo e

nao compacto com curvatura seccional nao negativa e tal que o gradiente de f satisfaz
J V|71 < +oo. (2.2)
M
Entao (M™, g, f, %) ¢ trivial e estdtico.
Demonstracdo. Para p = % a equacao estrutural do séliton assume a forma
. 1
Ric + Hess(f) = Ag + T—LRg.

Tomando o traco, temos que Af = An, e assim o sinal do Laplaciano de f depende do sinal

de A. Quando A > 0, f é subharmonica e quando A < 0, —f é também subharmonica. Logo,
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desde que (M™, g) é uma variedade completa e nao compacta com curvatura seccional nao
negativa e satisfazendo a regularidade (2.2), podemos aplicar o Lema 2.4.1 para concluir
em quaisquer dos casos que f é constante. Portanto, (M™, g, f, %) é trivial e da equacao

estrutural, tomando o trago obtemos que A = 0, ou seja, é estatico. O
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Alguns resultados em Sélitons de

Cotton

Os resultados deste capitulo, podem ser encontrados no recente trabalho devido a Cunha
e Silva Jr. [22], onde obtivemos vérios resultados de trivialidade dos sélitons de Cotton,
onde em todos os resultados obtemos que a variedade ¢é localmente conformemente plana.
Para obter alguns dos resultados, precisamos assumir uma condi¢ao na curvatura de Ricci,

dada por
2k

1412

Ric > — g,

no sentido de formas quadraticas, necessaria para a existéncia de funcgoes cut-off. Também
supondo a parabolicidade da variedade e com condicoes de norma LP ou L* para a norma
do campo potencial, obtivemos nos casos gradiente e nao gradiente, que a variedade é
localmente conformemente plana. Na secao 3.3, obtivemos um analogo aos resultados
para sélitons p-Einstein. Como aplicagao, usamos um resultado de Cheng [18] em vérios

dos resultados obtidos, para garantir a isometria do séliton a um espago forma.

3.1 Solitons de Cotton via curvatura de Ricci

Nos Teoremas 3.1.1 e 3.1.3 desta secao, assuminos a hipdtese sob a curvatura de Ricci no
sentido de formas quadraticas para garantir a existéncia de fungoes cut-off, como é feito
por Bianchi e Setti [9, coroldrio 2.3], que enunciaremos abaixo. Estes resultados estao
publicados no artigo [22] mas sem esta hipdtese sob a curvatura, pois inicialmente nao foi

observado a necessidade de ter uma hipotese adicional para garantir a existéncia destas

20



Capitulo 3. Alguns resultados em Sélitons de Cotton o1

funcoes.

Lema 3.1.1 (Bianchi, Setti, [9]). Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e ndo

compacta. Suponha que Ric > —ffjgg no sentido de formas quadrdticas, isto €,
. S 2K .,
Ric, (X, X) > ~7 —I—r2|X| , VX eT,M,

onde v € a fung¢ao distancia de um ponto fizado. Entdo para qualquer raio positivo T, e

uma constante y > 1, existe uma fungio T: M — [0, 1], T € CP(M™), tal que
i) T=1 em Bz(xo)
i) supp T C By#(x0)
i) |Vt < &,
i) ATl < £,
onde C1 e Cy sao constantes que nao dependem de 7.

Observagao 3.1.1. Ainda em [9], os autores notaram que este resultado também é obtido

para Ric > 0.

Antes de prosseguir aos resultados, vamos relembrar que a estrutura de um soéliton de

Cotton (M3, g, X), é definida por
C+£ng :7\9 (31)

Note que, tomando o trago na equagao acima do séliton temos que 2 div X = An. No caso
gradiente, temos 2Af = An. Lembre que C é o (0, 2)-tensor de Cotton-York que tem trago
nulo e divergente nulo.

Feito isto, podemos enunciar e provar o seguinte:

Teorema 3.1.1. Seja (M3, g, f) um séliton de Cotton gradiente completo e nao compacto

e tal que o tensor de Ricci satisfaz

. 2k?
Ric > —mg, (32)

no sentido de formas quadrdticas, onde v € a fungao distancia de um ponto fizado xq. Se

f tem uma integral de Dirichlet com peso finita, isto €, se para alguma bola By, (Xo),
J T(x, %) AVF|* < +o0, (3.3)
M—B.,

entao M ¢ localmente conformemente plana.
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Demonstracao. Tomando o trago na equacgao estrutural do soliton e desde que o tensor

de Cotton-York tem trago nulo obtemos que

2Af = An.

Substituindo o Laplaciano na ja conhecida formula de Bochner, obtemos que

—A|Vf|2 |Hessf|*> + Ric(VTf, V).

(3.4)

Por outro lado, ainda podemos ver o Ricci na direcao do gradiente como sendo

Ric(Vf,-) = div(Hessf) — VAf

A C
= diV(gQ - 5)

=0,

pois o divergente da métrica g e do tensor de Cotton-York sao nulos, garantindo assim

que Ric(Vf,:) =0. Assim, voltando a férmula (3.4), resulta que

—A|Vf|2 |Hessf|?.

(3.5)

Por hipétese sob a curvatura de Ricci, existem funcoes cut-off, ¢ € CF(B(xo,210))

para T > 0, de modo que satisfazem as seguintes condic¢oes

/

0 < (I) < 1, em B(Xo,zro)
¢

= ]. em B(Xo,To)
K
Vo[> < 2o em B(xo, 270)
K To
A(D X 9 €m B(Xo,ZTo),
To

(3.6)

onde K > 0 é uma constante. Oberve que estamos tomando a bola com raio 1y, 0 mesmo

da suposicao da integral de Dirichlet finita. Agora, multiplicamos a equagao (3.5) pela

funcao ¢ e integrando em ambos os lados da igualdade sob a bola de raio 2ry para obter

1
J |Hess(f)[*$? = J — AV
BZTO B2TO 2

Usando integragao por partes conseguimos

1 1 1
J 5A|Vf|2q>2 :J 5|Vf|2Aq>2 +5 J P —
B2r0 B2'r0 aB2r

aIVfI2

o2
V== .
— IV ov )
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Note que ¢ € CF(B(q,2r)), isto é, a fungdo ¢ tem suporte compacto. Logo, o termo
integral sob o bordo na equagao anterior é nulo. Assim, obtemos que

1 [ 1
| gawvme =] Jvieas
BQTO

v BQTO
1
= SIVEFE (bAd + Vo)
Y BQrO 2

1
= EIVfI2 (dAD + VD)
e BQTO*BTO
[ 04
< _vaﬂ27
”B2TO_BTO rO

onde « é uma constante positiva e na terceira igualdade usamos que ¢ é constante igual
a 1 sobre B,,, e por fim, na dltima desigualdade utilizamos as estimativas (3.6) da fungao
cut-off. Juntando os resultados, obtemos a seguinte desigualdade
242 X g2
| mestopez< | Syon
BZrO BQrO\BrO T

4 L)
M

—By, T‘Q
A dltima desigualdade pode ser obtida por suposicao da integral ser finita. Fazendo
To — o0 na ultima desigualdade temos que JanB %!VﬂQ — 0 e ¢, converge para a
To ‘0

funcao constante igual a 1, logo obtemos
J |Hessf|* = 0.
M

Portanto, concluimos que Hessf = 0. Voltando a equacao estrutural do séliton, resta
que C = Ag. Tomando o traco nesta equacao e desde que C tem trago nulo, obtemos que
A = 0, logo A = 0. Portanto, concluimos que C = 0 e desde que M tem dimensao treés,

concluimos que é localmente conformemente plana. O]

No préximo resultado, consideramos o séliton gradiente e assumimos condicoes de
regularidade sobre a fungao |Vf|, sendo |Vf| € L*(M™) ou |Vf| € LP(M") parap > 1 e
ainda a variedade Riemanniana ser parabdlica.

Precisamos da seguinte definicao.

Definicao 3.1.1. Uma variedade Riemanniana (M™,g) é chamada parabdlica se toda

fungao suave subharmonica w: M™ — R com supp, u < 400 € constante.

Para a suposicao de norma LP. aplicaremos um resultado auxiliar obtido por Yau em
)

[55], enunciado a seguir.
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Lema 3.1.2 ([55]). Seja u: M™ — R uma fun¢do suave subharménica e ndo negativa
definida sobre a variedade Riemanniana completa M™. Seuw € LP(M™) para algump > 1,

entao w € uma fungao constante.
Com isto, estamos em posi¢ao de enunciar e provar o seguinte:

Teorema 3.1.2. Seja (M3, g, f) um sdliton de Cotton gradiente completo e nao compacto.
Se, ou M3 € parabdlica e [Vl € L®°(M3) ou [Vf| € LP(M3) para p > 1, entio (M3, g) ¢

localmente conformemente plana.

Demonstracao. Suponha que M é parabdlica e [Vf| € L*(M). Como foi obtido na prova
do resultado anterior na equagao (3.5), no caso do séliton de Cotton gradiente temos

Ric(VHf,-) =0 e 2Af = An, logo
1
§A!Vf!2 = |Hessf|* > 0, (3.7)

ou seja, |Vf]? é uma funcao subharmonica sobre M. Assim, com a suposicao de M ser
parabdlica e |[Vf| ser limitada, obtemos que [Vf|?* é uma funcao constante sobre M. Entao
por (3.7) resta que

|Hessf|* = 0,

isto é, o Hessiano de f ¢ nulo. Voltando para a equagao estrutural do séliton, temos
C = Ag. Tomando o traco nesta equagao, desde que C tem trago nulo, obtemos que
An = 0, logo A = 0 e consequentemente C = 0. Portanto, M é localmente conformemente
plana.

Agora vamos supor que |Vf| € LP(M) para algum p > 1. Podemos voltar para a
equacao (3.7) para obter A|Vf]> > 0, isto é, |[Vf|> é uma funcao subharmoénica sobre M.
Desde que |Vf| € LP(M), tem-se que |[Vf]?> € LP(M). Aplicando o Lema 3.1.2, concluimos
que |Vf]? é uma fungao constante sobre M. Assim, obtemos novamente a equagao (3.7),
donde concluimos que o Hessiano de f é nulo. Voltando para equacgao estrutural do séliton
temos novamente que C = Ag. Tomando o trago nesta equagao, obtemos que A = 0 e

consequentemente C = 0. Portanto, M é localmente conformemente plana. O

Para prova o Teorema 3.1.3, precisaremos da férmula tipo Bochner, que é o obtida da

formula de Bochner generalizada.

Lema 3.1.3. Seja (M3, g, X) um séliton de Cotton. Entdo

1
§A1X12 = |[VX* — Ric(X, X). (3.8)
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Demonstragao. A férmula de Bochner generalizada que pode ser encontrada em [54], é

escrita da seguinte forma
1
div(Lxg)(X) = 5A|X|2 — VX[ 4 Ric(X, X) + Vxdiv(X).

Tomando a divergéncia na equagao estrutural do séliton (3.1) e usando o fato que o tensor

de Cotton-York tem divergente nulo, temos que
div(Lxg) = Adiv(g) = 0.

Agora tomando o trago na equacao do séliton e usando o fato que o tensor de Cotton-
York tem traco nulo, temos que

div(X) = An,

ou seja, div X é constante, logo Vxdiv(X) = 0. Com estes dois termos nulos, substituindo

na férmula generalizada e isolando o termo do Laplaciano, obtemos a férmula (3.8). O
Com isto em maos, provamos o seguinte:

Teorema 3.1.3. Seja (M3, g,X) um sdliton de Cotton completo e nio compacto com

curvatura de Ricci satisfazendo
(3.9)
no sentido de formas quadrdticas, onde v € a funcdao distancia de um ponto fizado xq. Se

J (%, %) %X < +o0, (3.10)
M-—B.,

para alguma bola B, entdo (M3, g) € localmente conformemente plana e X é um campo

paralelo.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.3 temos que
1
5A|X|2 = |VX[? — Ric(X, X). (3.11)

Pela suposicao sobre a curvatura de Ricci, existe uma funcao cut-off ¢ que satisfaz as

condigoes (3.6). Multiplicando a equagao (3.11) por ¢ e integrando sobre By, temos que

1
J VX2 — J Ric(X, X)¢? = & J AIXP$2,
BQTO B?ro 2 BQrO
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Agora integrando por partes e usando as propriedades de ¢, temos que

r

1 1
|, arer = Jixeag?
B2r0

[ 1

= §IXI2 (dAD + VD)

e BZTO

Y B2r0
[ 1

- LIXE (640 + 1907)

e BQTO*BTO

[ 04

< _2’X|27

JBary—Br, T0

onde na terceira igualdade usamos que ¢ ¢é constante igual a 1 sobre B,,, e na ultima
desigualdade utilizamos as estimativas (3.6) da fungao cut-off e & é uma constante positiva.

Assim,

J |vm%ﬂ—J maxxm9<J %m?gj XX,
B2r0 B2r0 BQTO\BTO r0 M\Bro r0

onde obtemos a ultima desigualdade pela suposicao da integral ser finita. Fazendo 19 —
00, temos que fM\B %IXI2 — 0 e ¢ converge para a funcao constante igual a 1. Logo,
To '0
conseguimos
J IVX|? —J Ric(X, X) = 0.
M M
Por suposicao a curvatura de Ricci é nao positiva, logo da igualdade acima concluimos
que |[VX?2 =0, ou seja VX = 0, i.e., X é um campo paralelo. Tomando o traco na equacao
estrutural do séliton e usando fato do tensor de Cotton-York ter traco nulo, obtemos que

A =0e C =0, donde concluimos que (M, g) é localmente conformemente plana. O

Finalmente, assumindo condicoes de regularidade tipo L* ou LP, provamos o seguinte

resultado:

Teorema 3.1.4. Seja (M3, g,X) um séliton de Cotton completo e nao compacto com
curvatura de Ricci nao positiva. Se, M3 € parabdlica e |X| € L®°(M3), ou |X| € LP(M3)

para p > 1, entdo (M3, g) € localmente conformemente plana e X é um campo paralelo.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.3 e pela suposicao da curvatura de Ricci ser nao positiva,

temos

1
§A!X!2 = |[VX[* — Ric(X, X) >0, (3.12)

ou seja, |X|? é uma funcao subharmonica sobre M. Desde supy, |X| < 400 e M é parabdlica

obtemos que [X|? é constante. Assim segue da equacio (3.12) que

IVX[* — Ric(X,X) = 0.
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Desde que Ric < 0 concluimos que [VX[? = 0, ou seja, VX = 0, e assim X é um campo pa-
ralelo. Na equacao estrutural do séliton resta que C = Ag. Tomando o trago nesta equagao
e usando o fato que o tensor C tem traco nulo temos que An = 0, donde concluimos que
A = 0 e consequentemente C = 0. Portanto (M, g), é localmente conformemente plana.
Por outro lado, assuma que [X| € LP(M), para algum p > 1. Podemos voltar para
a equacao (3.12), para obter A|X[?> > 0, isto é, [X|* é uma fungao subharmonica sobre
M. Por suposicao, temos que |X|> € LP(M). Aplicando o Lema 3.1.2, concluimos que
IX|? ¢ uma fungao constante sobre M. Pela equagao (3.12), obtemos de maneira analoga,
que |VX| = 0, isto é, X é paralelo. Voltando para equacao estrutural do séliton temos
C = Ag. Da mesma maneira, tomando o trago nesta equacao obtemos que A =0e C = 0.

Portanto, M é localmente conformemente plana. O

3.2 Sdlitons de Cotton via principios do maximo

Nesta secao, apresentamos alguns resultados, onde aplicamos dois principios de maximo
com convergéncia para zero no infinito e outro com a suposicao de crescimento de volume
polinomial da variedade.

Assumindo a Definicao 2.1.1 de convergéncia para zero no infinito, provamos o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja (M3, g, f) um sdliton de Cotton gradiente completo e nao compacto.
Se |V1| converge para zero no infinito, entio (M3, g,f) € trivial e localmente conforme-

mente plano.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que o soliton de Cotton é nao trivial, i.e., a
funcao potencial f deve ser nao constante. Assim, podemos definir a funcao v := |Vf|?,
que é nao negativa, nao identicamente nula e que converge para zero no infinito, por

suposicao. Defina o campo vetorial suave X := V|Vf|? sobre M e note que Vv = X. Logo,
g(Vv,X) = [VIVE?* > 0.

Como foi visto anteriormente, para um séliton de Cotton gradiente a fomula de Bochner

se reduz a

1
§A|Vf|2 — |Hessf|’.

Agora, desde que X = Vv obtemos
1

1
2divX — §A!Vf!2 > 0.
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Portanto, com a funcao v e o campo X satisfazendo as hipoteses do Lema 2.1.2, podemos
aplicé-lo para obter

IVIVEP? = g(Vv,X) =0,

ou seja, VIVf]?> = 0 e consequentemente v = |Vf]? é uma funcao constante. Desde que
v converge para zero no infinito, concluimos que v é identicamente nula, o que é uma
contradicao. Portanto, o séliton é trivial, e pela equacao estrutural do séliton obtemos
que C = Ag. Tomando o trago nesta equacao e usando o fato que o tensor C tem traco nulo
concluimos que A = 0 e consequentemente C = 0, ou seja, M ¢ localmente conformemente

plana. O

O proximo resultado é uma versao do teorema anterior para o caso do séliton nao

gradiente. Neste caso, adicionamos a hipotese da curvatura de Ricci ser nao positiva.

Teorema 3.2.2. Seja (M3, g,X) um sdliton de Cotton completo e nio compacto com
curvatura de Ricci ndao positiva. Se |X| converge para zero no infinito, entao o sdliton €

trivial e (M3, g) € localmente conformemente plana.

Demonstracao. Seguindo a ideia da prova do Teorema 3.2.1, assuma, por contradicao,
que o soOliton é nao trivial. Entao o campo potencial X deve ser nao nulo. Assim podemos
definir a funcao v := |X|? e o campo vetorial suave Y := V|X|2. Note que v é ndo negativa,
nao identicamente nula e converge para zero no infinito, por hipétese. Desde que Y = Vv,
temos que

g(Vv,Y) = [VIXP* > 0.

Assim, aplicando o Lema 3.1.3 e usando que a curvatura de Ricci é nao positiva, obtemos
também que

1 1
5div\( = 5A|><|2 = |[VX]* — Ric(X, X) > 0.

Como v e o campo Y satisfazem as hipdteses do Lema 2.1.2, podemos aplicé-lo para
concluir que

0=g(Vv,Y) = |VIXPP,

isto ¢, Vv = V|X|* = 0 e consequentemente v é uma funcao constante sobre M. Desde
que v converge para zero no infinito, concluimos que v = 0 sobre M, o que implica que
X é identicamente nulo, nos dando uma contradicao com a suposicao de nao trivialidade

do séliton. Portanto, o séliton é trivial e pela equacao estrutural do séliton obtemos
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que C = Ag. Tomando o trago nesta equagao e usando o fato que o tensor C tem trago
nulo obtemos que A = 0 e consequentemente C = 0, implicando que (M, g) é localmente

conformemente plana. O

No préximo resultado, além da suposicao do crescimento de volume polinomial, adi-
cionamos condigoes sobre a curvatura de Ricci e uma limitagao sobre o campo potencial
X, para poder ser verificada a relagao entre o campo vetorial e a funcao, no principio do
maximo utilizado.

Provamos o seguinte:

Teorema 3.2.3. Seja (M3, g,X) um sdliton de Cotton completo e ndo compacto, cuja
curvatura de Ricci satisfaz Ric < —og para alguma constante positiva o. Se (M3, g)
tem crescimento de volume polinomial e |X|,|VX| € L®(M3), entao o séliton € trivial e

localmente conformemente plano.

Demonstra¢ao. Suponha, supor por contradi¢ao, que o séliton é nao trivial. Entao o
campo potencial X deve ser nao nulo. Assim, novamente defina a fungao suave nao
negativa v := |X|? e o campo vetorial suave Y := V|X|?. Usando a férmula tipo Bochner

obtida no Lema 3.1.3, temos
L. 1 2 2 .
§d1VY = §A|X| = |VX]* — Ric(X, X) > av.

Além disso,

g(Vv,Y) = [VIXP* > 0.

Por outro lado, pela desigualdade de Kato, temos
Y] = 2IXIIVIX]] < 2IX[[VX] < 400,

pois, por hipétese, |X|,|VX| € L*°(M). Assim, desde que a variedade tem crescimento de
volume polinomial e v é uma funcao que satisfaz as hipoteses do Lema 2.2.1, podemos
aplicé-lo para concluir que v é identicamente nula sobre M, isto é, X = 0, nos dando uma
contradi¢cao com a suposicao de nao trivialidade do séliton. Portanto, o séliton ¢ trivial, e
pela equagao estrutural do séliton temos C = Ag. Tomando o trago nesta equagao obtemos
que A = 0 e consequentemente C = 0, implicando que (M, g) é localmente conformemente

plana. O
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3.3 Sdlitons de Cotton via Completude Estocastica

Nesta secao, finalizamos este capitulo com o tltimo resultado e consequéncias, onde su-
pomos o sOliton de Cotton ser estocasticamente completo. Analogamente ao feito no
Capitulo 2, usamos a equivaléncia entre a completude estocastica e a validade do principio
do maximo fraco de Omori-Yau. Além da completude estocastica, para a obtencao do
proximo resultado, adicionamos a condicao sob a curvatura de Ricci, Ric < —ag e o

campo potencial X ser limitado.

Teorema 3.3.1. Seja (M3, g, X) um sdliton de Cotton estocasticamente completo, cuja
curvatura de Ricci satisfaz Ric < —og para alguma constante positiva «. Se|X| € L*(M3)

entdo, o soliton € trivial e localmente conformemente plano.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.3, juntamente com a desigualdade de Kato, temos que

1
IXIAIX] + [VIX|P? = §A!X|2
= VX2 — Ric(X, X)
> [VIXIP + afXP.

Note que, [X|(AX] — «fX]) > 0, isto é, AlX| > «|X|. Agora, suponha, por absurdo, que
suppy [X| > 0. Por suposigao, |X| € L*(M) e M é estocasticamente completa, entao pelo

Lema 2.3.1, existe uma sequéncia de pontos {xx} C M tal que
0 > limsup AlX|(xx) = asup|X| > 0,
k M

o que é um absurdo. Portanto, supy, |X| = 0, donde concluimos que X é identicamente
nulo. Sendo assim, obtemos que o séliton é trivial. Analogamente, tomando o trago na
equagao estrutural do séliton, concluimos que C = 0, logo (M, g) é localmente conforme-

mente plana. O

Como consequéncia, obtemos um resultado supondo a parabolicidade da variedade,

desde que toda variedade Riemanniana parabdlica é estocasticamente completa [37].

Corolario 3.3.1. Seja (M3, g,X) um sdliton de Cotton parabdlico, cuja curvatura de
Ricei satisfaz Ric < —og para alguma constante positiva «. Se |X| € L®(M3), entdo

(M3, g,X) € trivial e localmente conformemente plano.
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Como uma segunda consequéncia, aplicada a alguns dos resultados obtidos neste
capitulo, usamos um resultado obtido por Cheng et al. [18], para variedades Rieman-
nianas localmente conformemente planas em dimensao trés para obter um resultado de

1sometria.

Teorema 3.3.2 (Cheng, Kiohama, Ishikawa, [18]). Seja (M3, g) uma variedade Rieman-
niana conformemente plana e completa, com curvatura escalar constante e morma ao

quadrado da curvatura de Riccit constante. Entao temos

i) Se a curvatura escalar R € nao negativa, M? é ou isométrica a um espago forma ou

a variedade Riemanniana produto M?(c) x Nt(c > 0).

ii) se a curvatura escalar R € negativa, ou M3 é isométrica a um espago forma ou a

.. , 3 p2
norma ao quadrado da curvatura de Ricci de M? estd em (%, %]

Notando que em todos os resultados, obtemos que a variedade é localmente confor-
memente plana e analisando o sinal da curvatura escalar, podemos aplicar o resultado
acima. O resultado abaixo estd publicado no artigo [22], mas aqui escrevemos o resultado

corrigido, especificando como é aplicado em cada resultado anterior.

Corolario 3.3.2. Em todos os resultados anteriores para os solitons de Cotton, suponha
em adi¢ao que, o soliton tem curvatura escalar constante R e norma ao quadrado do tensor
curvatura de Ricci constante. Nos Teoremas 3.1.3, 3.1.4, 3.2.2, 3.2.3, 3.3.1 concluimos
que, ou M3 € isométrica a um espaco forma ou a norma ao quadrado da curvatura de

. , 3 p2
Ricci de M3 estd em (%, %]

Observacao 3.3.1. Note que nos Teoremas 3.1.1, 3.1.2 e 3.2.1, nao € possivel concluir

um sinal para a curvatura escalar, embora seja constante.



Capitulo 4

Solitons generalizados ou (-sélitons

Neste capitulo obtivemos alguns resultados de trivialidade e de isometria ao espago Eu-
clidiano, para g-sélitons completos, e escolhendo o tensor q de modo apropriado obtemos
aplicagoes para sélitons ja conhecidos tais como: o Ricci sem trago, Ricci-Bourguignon,
soliton de Bach, séliton de obstrucao ambiente e séliton de Cotton.

Primeiramente, supondo um g-séliton em que o tensor g tem trago nao negativo e
com condicao L no gradiente da fungiao potencial f, obtemos que o tensor ¢ tem traco
nulo. Também estudamos g-solitons com campo potencial conforme e satisfazendo uma
identidade tipo Bianchi

divlq) = 5V tr(a),

para obter que o séliton é estacionério (X é um campo de Killing) ou g-plano.

4.1 (¢g-sdlitons com trago nao positivo e ou nao nega-
tivo
Lembremos que a equagao de um g-séliton é dada pela expressao
1 1
—Lxg=A — 4.1

onde X é um campo suave e A uma constante real.
Antes de apresentar os resultados obtidos, enunciaremos Lemas auxiliares que serao

utilizados. O primeiro resultado foi obtido por Caminha et al. [21].

62
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Lema 4.1.1. Seja X um campo vetorial suave sobre uma variedade Riemanniana com-
pleta, ndao compacta e orientada M™ tal que div(X) ndo muda de sinal sobre M™. Se

IX| € LY(M), entdo div(X) = 0 sobre M™.

Aplicaremos o Lema 3.1.2, ja enunciado anteriormente. Além disso, usaremos um

outro resultado de Schoen-Yau que pode ser encontrado no Lema 6.3 de [52].

Lema 4.1.2. Se f é uma fun¢ao subharmoénica ndo negativa em B(q, 2r), contida em M,

entao vale a desigualdade

5
J IV? < —ZJ f2, (4.2)
B(q,r) T JB(q,27)

onde B(q,r) € uma bola com raio v > 0, centro em q e & > 0 € uma constante real.

A seguir temos o primeiro resultado de trivialidade para os sélitons generalizados. O
resultado é composto de duas partes, onde na primeira obtemos que o séliton deve ter
traco nulo e na segunda parte, substituindo a hipdtese de regularidade da funcao f pela

limitacao inferior e com condigoes adicionais, concluimos que o séliton deve ser trivial.

Teorema 4.1.1. Seja (M™, g, f) um q-sdliton gradiente completo, nao contratil (A < 0),
para o q-fluro, tal que q tem trago ndo positivo. Se |Vf| € L}(M™) entao M™ € estdtica
e q tem traco nulo. Se ao invés da regularidade L1(M™), supormos f > k para alguma

constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens
i) M™ € parabdlica,
1
i) . e LP(M™) para algum p > 1,
iii) M™ crescimento de volume linear,
entao o soliton € trivial.

Demonstracao. Tomando o trago na equacao estrutural do soliton e por suposicao de

A <0etr(q) <0, temos que
1
Af =M+ itr(q) <0, (4.3)

isto é, f é superharmonica. Portanto, se |[Vf] € L'(M) entdo podemos usar o Lema 4.1.1
em X = VT, para concluir que Af = div Vf = 0, isto é, f ¢ harmonica e consequentemente,

pela equacao anterior, obtemos que A =0 e tr(q) = 0.
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Agora, suponha que f > k, onde k > 0. Temos pela equagao (4.3) que f é su-
perharmonica. Se M é parabdlica, obtemos que f é constante. Consequentemente, da
prépria equagao (4.3), obtemos que tr(q) = 0 e A = 0. Retornando a equacao estrutu-
ral do séliton, conseguimos que o séliton é g-plano. Portanto o séliton é estécionario e
g-plano, isto é, trivial.

Suponha que ii) ocorre. Com um célculo simples é verificado que

()= (Zre -2 s

1
Desde que Af < 0, como foi verificado em (4.3), pela equagao (4.4) temos que A(¥) >0,

isto é, % ¢ subharmonica. Entao pelo Lema 3.1.2 conseguimos que % ¢ constante sobre
M, portanto f é constante e pela inequagao (4.3) e equagao estrutural do séliton (4.1),
concluimos de maneira analoga que M ¢é estacionario e g-plano.

Finalmente, assumindo a validade de (iii), podemos usar a inequa¢ao (4.3) novamente
para conseguir Af < 0, portanto por (4.4) segue que A(%) > 0. Aplicando o Lema 4.1.2

e o crescimento de volume linear de M, temos que

1]°
o 77 <@,
B(q,r) f (q,2r)
S ( 2k2> (a,2r))
< ()P
x
e 0
se r — 0o. Portanto,
112
J 'V— =0, (4.5)
ml T

.1 S
donde concluimos que a funcao r ¢ constante, logo f é constante. De maneira similar,
usando a equagao (4.3), concluimos que M ¢é estaciondrio, ou seja, A = 0 e g-plano. Isto

completa a prova. O]

Por outro lado, obtivemos um outro resultado para g-sélitons no caso em que o tensor

tem trago nao negativo. Os passos da prova serao feitos de forma similar ao Teorema

3.1.1.

Teorema 4.1.2. Seja (M™, g, f) um q-sdliton gradiente nao expansivo (A = 0), para o

q-fluzo, tal que o tensor q tem traco nao negativo. Além disso, suponha que a curvatura
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de Ricci de (M™, g) satisfaz
k2
Ric > —(n—1)

1+r29’

no sentido de formas quadrdticas. Se a funcao potencial f € positiva e tem integral de
Dirichlet finita
J d(x,xo) *f < o0,
M-—B,
entao o trago de q € nulo.

Demonstracao. Por hipotese sob a curvatura de Ricci, o Lema 3.1.1 garante a existéncia

de uma fungao cut-off, ¢ € CF(B(xo,219)) para vy > 0, de modo que satisfaz as seguintes

condicoes
.
0 < (1) < 1 em B(Xo,z‘l"o)
b=1 em B(xq, 1)
K 4.
Vol < 5 em B(xo, 21¢) 4)
0
K
\ Ad) < T_% €m B(X0,2T0),

onde K > 0 é uma constante.
Multiplicando a equagao estrutural do séliton contraida por ¢, e integrando sobre a

bola de raio 2ry, temos

2

Usando integragao por partes, obtemos

d d
J Afd :J fAD + J cb—f—f—d) :J fAD,
Bar, Bar, 0By, OV OV Bar,

onde utilizamos que a funcao ¢ tem suporte compato sobre Bs,, no termo integral sobre

1
0< J b-tr(q) = J G (Af —An). (4.7)
B(q,2T0) B(qufo)

o bordo. Seguindo assim, temos

J O(Af—An) < PAF
B(q,QTo)

v B(q727'0)

VAN

fAP
JB(q,210)—B(q,7r0)

< —f
JB(q,2r0)—B(q,r0) T0

C
< —2f — 0,
JM=B(q,r0) T0

se 1p — o0o. Usamos na ultima desigualdade que a integral de Dirichlet é finita. Desde
que ¢ =1 em B(q, ), da desigualdade acima e por (4.7) temos que [, %tr(q) =0, logo
tr(q) = 0 completando a prova. H
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4.2 Algumas aplicagcoes a tensores especiais

Como mencionado na introducao, vamos aplicar os resultados obtidos para tensores com
traco nulo, que sao um caso particular de tensores com trago nao positivo. Também temos
alguns exemplos de solitons com tensor de tra¢o nao positivo ou nao negativo. Chen [17],
mostrou que todo séliton de Ricci gradiente completo contratil (A > 0) tem curvatura
escalar nao negativa, assim para q = —2 Ric um séliton de Ricci, com tensor de trago nao
positivo. Catino et al. [13] mostraram que todo séliton de Schouten completo, contratil
(A > 0) ou estatico (A = 0), tem curvatura escalar ndo negativa. Neste caso, para um
soliton de Schouten, temos q = 2 (mn—'il)g — Ric), entao o trago de q ¢ nao positivo.
Além disso, um séliton p-Einstein com q = 2 (pRg — Ric) tem trago nao negativo se
R}Oep)%enéopositivoseR}Oepé%.

Um outro exemplo de g-séliton com tensor de traco nao negativo, sao os solitons
Laplaciano. De acordo com [45], dada uma variedade Riemanniana de dimensao 7 e uma
Ga-estrutura fechada sobre M, um séliton Laplaciano (¢, X,A), é definido pela equacao
Ap@ = 7\(p+%£x(p, onde ¢ é uma 3-forma, dp =0, A € Re X € X(M7). Pela proposicao

9.4 de [45], a métrica g associada a @, satisfaz a equagao

1 1
h=-Ag+-L

onde h é um (0, 2)-tensor simétrico, definido em coordenadas por
 — Kk
hij = =Ry — §|T| gy — 215 Ty,

onde T é a tor¢ao. E verificado em [45] que o traco de h é igual a %ITIz, ou seja, trh > 0.
Como primeira consequéncia, aplicamos o Teorema 4.1.1 para solitons p-Einstein gra-

diente com p = %, isto é, sélitons de Ricci sem trago, para obter o Teorema 2.4 de [20].

Coroléario 4.2.1 ([20], Teorema 2.4). Seja (M™, g, f, %), n > 3, um séliton de Ricci sem
traco gradiente completo nao contrdtil. Se |Vl € LY(M™), entdo M™ € estdtico. Se ao
invés da reqularidade L*(M™), supormos que f > k para alguma constante real k > 0 e

vale qualquer um dos itens
i) M™ € parabdlica,

1
i) r € LP(M™) para algum p > 1,
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iii) M™ tem crescimento de volume linear,
entao M™ tem curvatura escalar constante.

Demonstragao. O tensor q = 2(%9 —Ric) tem trago nulo e define um séliton de Ricci sem
trago gradiente, quando substituido na equagao estrutural do g-séliton (1.5). Portanto,
pelo Teorema 4.1.1 obtemos que q = 0, logo Ric = %g. Podemos aplicar o Lema de Schur

[47], para concluir que M tem curvatura escalar constante. O

Anélogo ao corolario acima, também conseguimos aplicar o resultado para os soltions
p-Einstein, para valores de p em determinados intervalos e um sinal na curvatura escalar,

que garantem que o tensor ¢ tenha traco nao positivo.

Corolario 4.2.2. Seja (M™,g,f,p), n > 3, um sdliton p-Einstein gradiente completo,

nao contrdtil. Suponha que

i) ouR>0¢€p€(—o0,=), ou

i) R<0epe (L +oo).

s

Se |Vf] € LY(M™), entao M™ € séliton de Ricci gradiente estdtico. Se ao invés da requ-
laridade L*(M™), supormos f > k para alguma constante real k > 0, e vale qualquer um

dos itens
(i) M™ € parabdlica,
(1) % e LP(M™) para algum p > 1,
(111) M™ tem crescimento de volume linear,
entio (M™, g,f, p) deve ser trivial.
Demonstracao. Seguindo a prova anterior, o tensor q = 2(pRg — Ric) tem trago igual a
tr(q) =2(pn—1)R <0,
em ambas as condigdes dos itens (i) ou (ii). Logo, pelo Teorema 4.1.1, obtemos
2(pn—1)R=1tr(q) =0, e A=0,

que implica R = 0, e estatico. Note que, de R = 0 a equagao do sdliton torna-se Hess f +
Ric = 0. Portanto, M é um sdéliton de Ricci gradiente estatico. Para a segunda parte do
resultado, obtemos pelo Teorema 4.1.1 que o séliton € estatico e g-plano, donde concluimos

que o séliton p-Einstein é trivial. O
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Desde que o tensor de Cotton-York tem traco nulo, podemos aplicar o resultado para

obter como consequéncia um resultado de trivialidade para os sélitons de Cotton.

Corolario 4.2.3. Seja (M3, g,f) sdliton de Cotton gradiente completo nao contrdtil. Se
IVf] € LY(M), entdo M3 estdtica. Se ao invés da reqularidade L'(M3), supormos f > k

para alguma constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens
i) M3 € parabdlica,
i) % € LP(M3) para algum p > 1,
iii) M3 tem crescimento de volume linear,
entdo (M3, g, f) € estdtico e localmente conformemente plano.

Note neste resultado acima que ha uma diferenca para o Teorema 3.1.2. Aqui temos
um séliton de Cotton nao contratil e para o item i), precisamos que a funcao seja limitada
inferiormente e que a variedade seja parabdlica. Por outro lado, no Teorema 3.1.2, pedimos
que M seja parabdlica e que o gradiente da funcao potencial seja limitado.

Uma outra aplicacao é para os sélitons de Bach, pois o tensor de Bach tem tracgo nulo.

Corolério 4.2.4. Seja (M™, g, f) um sdliton de Bach gradiente completo e nao contrdtil.
Se |[Vf] € LY{(M™M), entdo M ¢ estdtica. Se ao invés da reqularidade L'(M™), supormos

f >k para alguma constante real Kk > 0 e vale qualquer um dos itens
i) M™ € parabdlica,
ii) % € LP(M™) para algum p > 1,
iii) M™ tem crescimento de volume linear,
vale, entdo (M™, g,f) € estdtico e Bach-plano, ou seja, B = 0.

Finalmente, desde que o tensor de obstrucao ambiente O,, tem trago nulo, finalizamos

as aplicacoes do Teorema 4.1.1 com o seguinte resultado:

Corolario 4.2.5. Seja (M™, g, f) um sdliton de obstrug¢ao ambiente completo, nao com-
pacto e ndao contrdtil (A < 0) com curvatura escalar constante. Se |Vf| € L1(M™), entao
(M™, g, f) € estdtico. Se ao invés da reqularidade |Vf| € TL(M™), supormos f > k para

alguma constnate real k > 0 e vale qualquer um dos itens
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i) M™ € parabdlica,
i) % e LP(M™) para algum p > 1,
iii) M™ tem crescimento de volume linear,
entio (M™, g,f) deve ser estaciondrio e O, -plano, ou seja, O = 0.

Conseguimos também uma aplicacao para o Teorema 4.1.2 para sélitons p-Einstein,

com valores de p em intervalos convenientes e sinal na curvatura escalar.

Corolario 4.2.6. Seja (M™, g, f, p) um séliton p-Einstein gradiente ndo expansivo. Su-

ponha que a curvatura de Ricci de M satisfaz

k2
Ric > —(n—1)

1+T297

no sentido de formas quadrdticas. Além disso, suponha que a funcao potencial f € positiva

e satisfaz a integral de Dirichlet finita

J d(x,xo) *f < o0,
M—B,
para algum v > 0. Se vale qualquer uma das sequintes condigoes:

i) ou a curvatura escalar € nao negativa e p € [%, +00), ou

i1) a curvatura escalar é nao positiva e p € (—oo, %],

entao, ou o soliton tem curvatura escalar nula ou é um soliton de Ricci sem trago gradi-

ente.

Demonstracao. Definindo q = 2(pRg — Ric), temos que em ambos os itens i) e ii),
tr(q) = 0. Portanto, pelo Teorema 4.1.1 conseguimos que ¢ deve ter traco nulo e ob-

temos R (pn — 1) = 0. Portanto, ou R=0ou p = % m

4.3 (-sd6litons via campo conforme

Nesta secao apresentamos alguns resultados e aplicacoes para g-sélitons com curvatura
escalar constante nao nula e campo potencial nao Killing ou, para sélitons compactos,
admitindo campo conforme com adigao do tensor ( satisfazer uma identidade tipo Bianchi.

Iniciamos definindo uma transformacao isométrica e homotética. Depois enunciaremos

alguns resultados auxiliares que serao utilizados.
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Definicao 4.3.1 ([41]). Seja f : (M™,g) — (7\71“,@) um difeomorfismo. Entdao g* =
f~1g ¢ uma métrica sobre M™. Dizemos que g* e g sdo conformemente relacionadas se
existe uma funcao P tal que g* = 21pg e chamamos f de uma transformacao conforme.
Em particular, se \p € constante entao f é chamada transforma¢ao homotética. Se \p =
0, entao f é chamada uma transformacdao isométrica ou isometria. O grupo de todas
as tranformagoes conformes (homotéticas ou isométricas) de M™ sobre ela mesma, é

chamado um grupo de transformagao conforme e denotado por C(M™).

No caso de um campo conforme a uma métrica, dizemos que X gera globalmente um
grupo a um-parametro de transformacgoes conformes homotéticas ou isométricas, se \ for
constante ou nula. Logo, se X é um campo nao Killing, dizemos que o campo é nao

1sométrico.

Lema 4.3.1 (Yano e Obata, [48]). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e X um

campo vetorial conforme sobre M™. Entao

1
S (X, VR) = —(n—1)A — Ry,
onde R denota a curvatura escalar e \p € o fator conforme de X.

Motivado pela segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes, investigamos g-

solitons satisfazendo a seguinte relagao entre a divergéncia e o trago de q:
1
div(q) = §V tr(q) . (4.8)

Um séliton de Ricci é um g-séliton, com q = —2Ric. Assim, é imediato que o tensor (,

satisfaz (4.8), pela segunda identidade de Biachi.

Lema 4.3.2 (Cunha e Griffin, [23]). Seja (M™, g, X) um q-sdliton tal que X € um campo

vetorial conforme. Entao a divergéncia e o trago de q satisfaz a identidade
Vitr(q) =ndiv(q). (4.9)

Feito essas consideracoes, podemos enunciar o nosso primeiro resultado para g-solitons
com curvatura escalar constante nao nula e campo vetorial conforme associado. Mais

precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.1. Seja (M™, g, X), n > 2, um q-séliton conexo satisfazendo (4.8) e com
curvatura escalar constante nao nula. Se X € campo vetorial conforme, entao X € um

campo vetorial de Killing.
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Demonstragao. Desde que X é conforme e n > 2, das equagoes (4.9) e (4.8), conseguimos
que div(q) = 0 e consequentemente tr(q) é constante. Agora, tomando o tra¢o na equacao

estrutural do g-séliton e na equacao (1.1), temos

divX = %tr(q) +nA (4.10)

divX = ny, (4.11)

respectivamente. Comparando (4.10) e (4.11) observamos que
tr(q) = 2n(W — A).
Derivando covariantemente a equagao anterior, obtemos
Vir(q) =2nVi. (4.12)

Como tr(q) é constante, a equacao (4.12) nos permite concluir que 1 é constante, isto é,
X é um campo vetorial homotético. Isto, em conjunto com a curvatura escalar constante,
reduz a equacao no Lema 4.3.1 para R = 0. Desde que R é nao nula por hipédtese,

concluimos que P = 0, isto é, X é um campo de Killing. Isto completa a prova. O
Em seguida temos algumas aplicagoes.

Corolario 4.3.1. Seja (M™, g, X) um sdliton de Ricci conexo, com curvatura escalar
constante nao nula. Se X € um campo vetorial conforme, entdo M™ € ou contrdtil ou

exTpansivo.

Demonstracao. Desde que um séliton de Ricci é um g-séliton, com tensor q = —2 Ric, a
identidade (4.8) é satisfeita pela identidade de Bianchi contraida duas vezes. o Teorema
4.3.1 nos garante que X é um campo de Killing, logo a equagao do soliton fica Ric = Ag.
Contraindo esta equacao temos R = nA, logo o sinal de A depende do sinal de R. Desde

que R é nao nula as tnicas possibilidades é que A > 0 ou A < 0. O

Corolario 4.3.2. Seja (M3, g, X) sdliton de Cotton conexo, com curvatura escalar cons-
tante nao nula. Se X é um campo vetorial conforme, entio M3 € localmente conforme-

mente plana.
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Demonstracao. Como o tensor de Cotton-York tem traco nulo e divergente nulo a identi-
dade (4.8) é satisfeita. Note que o séliton de Cotton é um g-séliton para q = —2C, entao
segue do Teorema 4.3.1 que X é um campo de Killing e a equacgao do séliton de Cotton se
torna C = Ag. Tomando o trago nesta equagao temos nA = 0, logo A = 0. Assim, temos

que C =0 e podemos concluir que M é localmente conformemente plana. O

Corolério 4.3.3. Seja (M™, g, X) um sdliton de Bach conexo, com curvatura escalar

constante nao nula. Se X é um campo vetorial conforme, entdo M™ Bach-plano.

Demonstracao. Desde que o tensor de Bach tem trago nulo, usando a equagao (4.9) obte-
mos que div(B) = 0, logo vale a identidade (4.8). Assim, concluimos de maneira similar
aplicando o Teorema 4.3.1 que A = 0. Voltando a equagao estrutural do soliton de Bach,

temos que B = 0. O

Corolario 4.3.4. Seja (M™, g, X) um sdliton de obstrugao ambiente conexo, com curva-

tura escalar constante nao nula. Se X € um campo conforme, entao M™ ¢é O-plano.

Demonstracao. Analogamente ao resultado anterior, podemos verificar a validade da iden-
tidade tipo Bianchi (4.8) para o tensor de obstrugao ambiente, utilizando que o fato de
ter trago nulo e a equacao (4.9). Obtendo que X é campo de Killing, temos a equagao
0 =Ag+ % (On + Cn(—l)%(A%_lR)g). Entao pela suposicao de ter curvatura escalar

constante e contraindo a equacao temos A = 0 e consequentemente O,, = 0. L]

Obtemos também um resultado de isometria para sélitons nao compactos e com
campo conforme nao Killing, garantindo que ¢ isométrico ao espaco Euclidiano. Obtemos
aplicagoes para os casos particulares sendo os soélitons de Ricci, Bach, Cotton e obstrucao
ambiente. Aplicamos o seguinte resultado de Yano e Nagano [56], que enunciamos a

seguir.

Lema 4.3.3. Se uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, de classe C®(M™),
admite um grupo a um parametro de transformagoes homotéticas nao isométricas (isto €,

admite um campo conforme ndo Killing), entdo é o espag¢o Euclidiano.

Teorema 4.3.2. Seja (M™, g, X), n > 2, um g-sdliton completo e nao compacto simples-
mente conexo, satisfazendo (4.8) e X € um campo vetorial conforme ndo isométrico (isto

é, conforme e nao Killing). Entao (M™,g) € isométrico ao espag¢o Euclidiano.
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Demonstra¢ao. Em vista de (4.9) e (4.8), para n > 2, conseguimos div(q) = 0 e tr(q)
é constante. Aplicando isto a equacao (4.12), a qual vale para um g-séliton com campo
vetorial conforme associado, conseguimos que 1\ é constante e nao nula, isto é, X é um
campo homotético. Agora, aplicando o resultado classico de Yano e Nagano, o Lema

4.3.3, concluimos que (M™, g) é isométrico ao espaco Euclidiano. O
Algumas consequéncias interessantes deste resultados sao obtidas.

Corolario 4.3.5. Seja (M™, g, X) um sdliton de Ricci simplesmente conexo, completo e

nao compacto, tal que X é um campo vetorial conforme nao Killing. Entao (M™, g) é

1sométrico ao espaco Fuclidiano.

Demonstra¢ao. Tomando q = —2Ric vemos que q satisfaz (4.8) por virtude da segunda

identidade de Bianchi. A isometria segue diretamente do Teorema 4.3.2. [

Corolério 4.3.6. Seja (M™, g, X) um sdliton de Bach completo e nao compacto simples-
mente conexo, tal que X € um campo vetorial conforme ndao Killing. Entao (M™,g) €

1sométrico ao espaco Euclidiano.

Demonstrag¢ao. Desde que B tem trago nulo e X é conforme, temos da equacao (4.9)
que div(B) = 0, logo com q = —2B vemos que a equagao (4.8) é satisfeita. Com estas

condicoes segue o resultado. O]

Corolario 4.3.7. Seja (M3, g,X) um sdliton de Cotton completo e nao compacto sim-
plesmente conexo, tal que X é um campo vetorial conforme ndao Killing. Entio (M3, g) é

1sométrico ao espaco Euclidiano.

Demonstracao. Pelo fato que o tensor de Cotton-York tem traco nulo e divergente nulo,
a identidade tipo Bianchi (4.8) é vélida. Com isto, obtemos que o séliton é isométrico ao

espacgo Euclidiano. O

Corolario 4.3.8. Seja (M™, g, X) um séliton de obstrugcao ambiente completo e nao com-
pacto simplesmente conexo e com curvatura escalar constante, tal que X € um campo

vetorial conforme nao Killing. Entdao (M™, g) € isométrico ao espago Fuclidiano.

Demonstracdo. Por hipotese da curvatura escalar constante, o termo Laplaciano da cur-
vatura escalar se anula na equacao estrutural do séliton, assim, resta apenas o tensor de
obstrucao O,,. De maneira similar, desde que O,, tem trago nulo e divergente nulo, a

equagao (4.8) é valida. Com estas condicoes o resultado segue direto. O]
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No caso compacto, no trabalho [23, Teorema 2.14], Cunha e Griffin provaram que um
g-soliton compacto, com X sendo um campo vetorial conforme, se tr(q) é constante entao
X é Killing. Em adigao, se q tem trago nulo, entao M é g-plano. Neste contexto, obtemos
uma versao melhorada deste resultado, assumindo a identidade tipo Bianchi para um
(0, 2)-tensor simétrico geral q dada por (4.8). Mais precisamente, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 4.3.3. Seja (M™, g, X) um q-séliton compacto satisfazendo (4.8). Se X € um
campo vetorial conforme, entao X € um campo vetorial de Killing. Em adigao, se q tem

tragco nulo, entdo (M™,g) deve ser q-plano.

Demonstrag¢ao. Desde que X é conforme a equagao (4.9) vale. Isto, junto com a equacao
(4.8) implica que div(q) = 0, para n > 2. Desde que M é compacta, Griffin provou
em [34] que um g-séliton com div(q) = 0 é estacionario, isto é, X é um campo vetorial
de Killing. Finalmente, se q tem trago nulo, entao da equagao estrutural do g-séliton,

obtemos que A = 0 e consequentemente M é g-plano. O

Como os sdlitons de Ricci satisfazem a equacao (4.8) com q = —2Ric, obtemos o

seguinte resultado de Ribeiro et al. [4, Teorema 3.

Corolario 4.3.9 (Ribeiro et al., [4]). Seja (M™, g,X) um sdliton de Ricci compacto. Se

X € um campo vetorial conforme, entao X é Killing e M™ € trivial.

Algumas consequéncias nao seguem do Teorema 4.3.3, como é explicado nas ob-

servacoes a seguir.

Observagao 4.3.1. Em [1], Teorema 1] Garcia-Rio et al. mostraram que qualquer sdliton
de Cotton compacto (M3, g, X), deve ser localmente conformemente plano e X um campo
vetorial de Killing. Assim, um coroldrio do Teorema 4.3.3 ndo € consequéncia para oS

solitons de Cotton.

Observacao 4.3.2. Em [36, Teorema 1.3] Griffin et al. mostraram que qualquer sdliton
de obstrugao ambiente compacto (M™, g, X), tem curvatura escalar constante e X € um
campo vetorial de Killing. Portanto, um coroldrio do Teorema 4.3.3 nao é consequéncia

para os solitons de Obstrucdo Ambiente.
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Para um séliton de Bach, Ho [40, Teorema 3.2] provou que um séliton de Bach com-
pacto (M™", g, X) de dimensao 4 deve ser Bach-plano e X um campo vetorial de Killing.

Portanto em dimensoes n > 5 podemos afirmar o seguinte.

Corolario 4.3.10 (Cunha-Griffin, [23]). Seja (M™,g,X), n > 5, um sdliton de Bach
compacto. Se X € um campo vetorial conforme, entao X € Killing e (M™,g) é Bach-

plano.

Demonstracao. Como ja foi verificado, vale a identidade tipo Bianchi para um séliton de

Bach com campo conforme. Segue o resultado. O
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