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Resumo

Neste trabalho investigamos alguns sólitons geométricos no sentido de obter classificações,

trivialidades e isometrias. Inicialmente apresentamos alguns tensores e fluxos geométricos

já conhecidos na literatura e dedicamos uma seção ao tensor de Cotton-York e suas pro-

priedades. Nas demais seções do caṕıtulo definimos alguns sólitons geométricos que serão

objetos do nosso estudo tais como: os sólitons de Ricci Bourguignon(sólitons ρ-Einstein),

sólitons de Cotton e q-sólitons. Baseado nos q-sólitons, ainda abordamos casos particu-

lares como: sólitons de Bach e sóliton de obstrução ambiente.

Em seguida apresentamos os resultados de trivialidade para os sólitons de Ricci-

Bourguignon com condições convenientes na curvatura de Ricci, na função potencial e

com valores de ρ em intervalos adequados. No caṕıtulo seguinte também obtivemos re-

sultados de trivialidade para os sólitons de Cotton completos e não compactos, que são

definidos exclusivamente em dimensão 3, e o tensor associado é uma versão do tensor

de Cotton conhecido como tensor de Cotton-York, o qual verifica-se ter uma relação de

equivalência entre a sua nulidade e a planitude local conforme da variedade em dimensão

3. Então, para conseguir tais resultados, aplicamos técnicas similares às utilizadas para

os sólitons ρ-Einstein, tais como: prinćıpios do máximo no infinito e com crescimento de

volume polinomial.

Finalmente, num contexto mais geral, estudamos um sóliton generalizado chamado

q-sóliton, que é uma solução auto-similar do q-fluxo, onde q é um (0, 2)-tensor simétrico.

Dentre as condições impostas, supomos uma identidade tipo Bianchi para obter resultados

de classificação, trivialidade e isometrias e os quais aplicamos aos sólitons que vem a ser

casos particulares.

Palavras-chave: q-sóliton. q-fluxo. Sóliton de Cotton. Sóliton de Ricci-Bourguignon.

Sóliton de Ricci. Sóliton de obstrução ambiente. Sóliton de Bach.
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Abstract

In this work we investigate some geometric solitons in order to obtain classifications,

trivialities and isometries. We present some tensors and geometric flows already known in

the literature and initially dedicate a section to the Cotton-York tensor and its properties.

In the remaining statements of the chapter we define some geometric solitons that will be

the object of our study, such as: Ricci Bourguignon solitons (ρ-Einstein solitons), Cotton

solitons and q-solitons. Based on the q-solitons, we also address particular cases such as:

Bach solitons and environmental interference soliton.

Then we presented the triviality results for Ricci-Bourguignon solitons with convenient

conditions on the Ricci curvature, on the potential function and with values of ρ in suitable

functions. In the next chapter we also obtained triviality results for the complete and non-

compact Cotton solitons, which are defined exclusively in dimension 3, and the associated

tensor is a version of the Cotton tensor known as the Cotton-York tensor, which turns

out to have an equivalence relation between its nullity and the conformal local flatness of

the manifold in dimension 3. Then, to obtain such results, we apply techniques similar

to those used for the ρ-Einstein solitons, such as: principles of maximum at infinity and

with polynomial volume growth.

Finally, in a more general context, we study a generalized soliton called q-soliton,

which is a self-similar solution of the q-flux, where q is a symmetric (0, 2)-tensor. Among

the conditions imposed, we assume a Bianchi-type identity to obtain classification, trivi-

ality and isometric results, which apply to solitons that turn out to be particular cases.

Key-words: q-soliton. q-flow. Cotton soliton. Ricci-Bourguignon soliton. Ricci

soliton. Ambient Obstruction soliton. Bach soliton.
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Introdução

Os fluxos geométricos têm sido objeto de pesquisa de muitos matemáticos da área, desde

que se popularizou com o fluxo de Ricci, apresentado por Hamilton, por suas aplicações

matemáticas e em áreas da F́ısica. Isto motivou também vários pesquisadores, à cons-

trução de diversos fluxos geométricos, que estão associados a outros tensores, como o fluxo

de Ricci-Bourguignon, fluxo de Cotton, fluxo de Bach e o fluxo geométrico generalizado.

Os sólitons, como são chamadas as soluções destes fluxos, vem a ser objetos de pesquisa

muito interessantes e que também nos motivou a desenvolver este trabalho. A seguir

apresentamos alguns dos resultados obtidos sobre estes sólitons geométricos

Iniciamos definindo o fluxo de Ricci-Bourguignon, que será o primeiro tema abordado.

Este fluxo foi introduzido por Bourguignon [6], quando deixou em questão a validade

do teorema do fluxo local sobre o espaço das métricas, para a aplicação g 7→ Ric−ρRg,

onde ρ é uma constante real e R é a curvatura escalar. Tal fluxo é dado pela equação de

evolução
∂g

∂t
= −2(Ric− ρRg).

Este fluxo generaliza o fluxo de Ricci quando ρ ̸= 0, embora tenha sido apresentado

um anos antes do trabalho de Hamilton [38].

Na aplicação acima, note que alguns tensores especiais aparecem na equação do fluxo,

para determinados valores de ρ. Por exemplo, para ρ = 1
2
, temos o tensor de Einstein

Ric−1
2
Rg, para ρ = 1

n
, temos o tensor de Ricci sem traço Ric− 1

n
Rg, para ρ = 1

2(n−1)
,

temos o tensor de Schouten Ric− R
2(n−1)

g e para ρ = 0, temos o tensor de Ric. Os sólitons

levam o nome destes tensores em particular, como será definido no Caṕıtulo 1.

As soluções auto-similares deste fluxo são chamados sólitons de Ricci-Bourguignon ou

sólitons ρ-Einstein que definiremos a seguir.

Definição 0.0.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada um sóliton ρ-Einstein,

11
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se existe um campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

Ric+
1

2
LXg = λg+ ρRg, (1)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, LXg é a derivada de Lie de g na direção de X, R

é a curvatura escalar e λ é uma constante real e denotamos por (Mn,g, f, ρ).

Os sólitons de Ricci-Bourguignon têm sido objeto de estudo recente, de pesquisadores

da área e alguns resultados já foram obtidos no sentido de trivialidade, isometrias e

ŕıgidez. No caso em que a variedade é compacta, Catino e Mazzieri [13], mostraram

que os sólitons gradiente de Einstein, Ricci sem traço e Schouten são triviais, isto é, ∇f

é paralelo. No caso completo, mostraram que o sóliton de Schouten estático (λ = 0)

também é trivial. Mostraram também, que todo sóliton de Schouten gradiente completo,

contrátil, de dimensão três, é isométrico a um quociente finito de S3, ou R3 ou R × S2.

Gosh [32], estendeu o resultado de Catino para o caso geral, mostrando que os sólitons

de Einstein e Ricci sem traço são triviais. Dwivedi [29], provou que não existe sóliton de

Ricci-Bourguignon completo e não compacto não trivial com campo conforme e, no caso

compacto, um sóliton de Ricci-Bourguignon com campo conforme é trivial.

Os resultados apresentados neste trabalho, sobre os sólitons ρ-Einstein, foram estuda-

dos no caso dos sólitons gradiente completos. Todos os resultados encontram-se publicados

no trabalho Cunha et al. [24].

Supondo a variedade completa e não compacta, considerando ρ em intervalos adequa-

dos e sinal na curvatura de Ricci, podemos aplicar um prinćıpio do máximo no infinito

de Aĺıas et al. [1], para obter o seguinte resultado.

Teorema 0.0.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente, completo e não com-

pacto, tal que |∇f| converge para zero no infinito. Se vale um dos seguintes itens

(i) ou a curvatura de Ricci é não positiva e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) a curvatura de Ricci é não negativa e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar R é constante.

Usando uma técnica similar, agora supondo o crescimento de volume polinomial da

variedade e adicionando condições de regularidade na função potencial, aplicamos um

prinćıpio do máximo com crescimento de volume polinomial de Aĺıas et al. [2], e obtivemos

o seguinte:
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Teorema 0.0.2. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente, completo e não com-

pacto tal que (Mn,g) tem crescimento de volume polinomial e |∇f|, |Hess(f)| ∈ L∞(M).

Se vale um dos seguintes itens

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R, então o sóliton é trivial e a curvatura escalar R é

constante.

Com as mesmas condições de curvatura e valores de ρ, supomos a completude es-

tocástica da variedade, a qual, tal condição usamos ser equivalente ao prinćıpio do máximo

fraco de Omori-Yau para obter o resultado a seguir.

Teorema 0.0.3. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente, estocasticamente

completo e tal que |∇f| ∈ L∞(M). Se vale um dos seguintes itens

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R, então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar

R é constante.

Por fim, provamos um resultado para o caso particular dos sólitons de Ricci sem traço

gradiente, com curvatura seccional não negativa e aqui aplicaremos um resultado de Karp

[43], para funções subharmônicas.

Teorema 0.0.4. Seja (Mn,g, f, 1
n
) um sóliton de Ricci sem traço gradiente, completo e

não compacto, com curvatura seccional não negativa e tal que o gradiente de f satisfaz∫
M

|∇f| n
n−1 < +∞.

Então (Mn,g, f, 1
n
) é trivial e estático(λ = 0).

No Caṕıtulo 3 abordamos os sólitons de Cotton, que são soluções auto-similares do

fluxo de Cotton, introduzido por Kisisel et al. [44]. Os autores consideraram a equação

de evolução
∂

∂t
g = κCg, (2)
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onde k é uma constante positiva e Cg é o (0, 2) tensor de Cotton-York de (M,g), definido

por

Cij =
1

2
√
g
Clmiϵ

lmngnj,

onde ϵlmn é o tensor densidade totalmente antisimétrico tal que ϵ123 = 1. O fluxo é

definido em dimensão 3, e a generalização do fluxo para dimensão n > 3 e o problema

de existência de curto tempo para o fluxo, ainda estão em aberto. Uma das motivações

para o estudo deste fluxo é encontrar métricas conformemente planas. Será mostrado no

Caṕıtulo 1, que o tensor de Cotton-York ser nulo é equivalente a variedade ser localmente

conformemente plana.

As soluções auto-similares deste fluxo, ou pontos fixos do fluxo são chamados sólitons

de Cotton e serão definido como segue.

Definição 0.0.2. Uma variedade Riemanniana (M3,g) é chamada um sóliton de Cotton,

se existe um campo vetorial X ∈ X(M3) tal que

C+ LXg = λg, (3)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X e λ é uma constante real e denotaremos

por (M,g,X).

Um sóliton de Cotton é trivial quando X é um campo vetorial de Killing, ou seja,

LXg = 0. No caso de um sóliton gradiente, quando X = ∇f para alguma função suave

sobre M, o sóliton é trivial se f é constante.

Calviño-Louzao, Garćıa-Ŕıo e Vásquez-Lorenzo [14], mostraram que todo sóliton de

Cotton compacto é trivial. Além disso, eles conseguiram mostrar a existência de sólitons

de Cotton (completos) não triviais contráteis (λ > 0). Este exemplo será apresentado na

seção sobre fluxo de Cotton, no Caṕıtulo 1.

Desde que todo sóliton de Cotton compacto é trivial, investigamos classificações e a

trivialidade de tais sólitons, no caso em que a variedade é completa e não compacta. Uti-

lizando técnicas similares as aplicadas para os sólitons de Ricci-Bourguignon, obtivemos

alguns resultados de trivialidade para os sólitons de Cotton, em particular em todos os

resultados obtemos que a variedade é localmente conformemente plana. Todos os resul-

tados sobre os sólitons de Cotton, apresentados neste trabalho, encontram-se publicados

no trabalho de Cunha e Silva Júnior [22].
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O primeiro resultado obtido, adicionando uma condição na curvatura de Ricci que

implica a existência de funções cut-off e integral de Dirichlet finita, obtemos no caso

gradiente o primeiro resultado.

Teorema 0.0.5. Seja (M3,g, f) um sóliton de Cotton gradiente, completo e não compacto

e tal que o tensor de Ricci satisfaz

Ric ⩾ −
2k2

1+ r2
g, (4)

no sentido de formas quadráticas, onde r é a função distância de um ponto fixado x0. Se

f tem uma integral de Dirichlet com peso finita, isto é, se para alguma bola Br0(x0),∫
M−Br0

r(x, x0)
−2|∇f|2 < +∞, (5)

então (M3,g) é localmente conformemente plana.

Supondo a variedade ser parabólica, obtivemos o seguinte resultado no caso gradiente.

Teorema 0.0.6. Seja (M3,g, f) um sóliton de Cotton gradiente, completo e não com-

pacto. Se, ou M3 é parabólica e |∇f| ∈ L∞(M3) ou ∇f ∈ Lp(M3) para p > 1, então

(M3,g) é localmente conformemente plana.

Análogo ao resultado obtido para o sólitons de Ricci-Bourguignon, um sóliton de

Cotton genérico com |X| convergindo para zero no infinito e curvatura de Ricci não positiva

deve ser trivial.

Teorema 0.0.7. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton, completo e não compacto com

curvatura de Ricci não positiva. Se |X| converge para zero no infinito, então o sóliton é

trivial e (M3,g) é localmente conformemente plana.

Também obtemos um resultado similar, de trivialidade, aplicando um prinćıpio do

máximo com crescimento de volume polinomial.

Teorema 0.0.8. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton, completo e não compacto, cuja

curvatura de Ricci satisfaz Ric ⩽ −αg para alguma constante positiva α. Se (M3,g)

tem crescimento de volume polinomial e |X|, |∇X| ∈ L∞(M3), então o sóliton é trivial e

localmente conformemente plano.
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Mais resultados foram obtidos, tanto no caso gradiente quanto no caso genérico, para

os sólitons de Cotton, que apresentamos no Caṕıtulo 3.

Aplicando um resultado de Cheng, Kiohama e Ishikawa [18] a vários resultados dos

sólitons de Cotton, temos a seguinte consequência, que é um resultado de isometria enun-

ciada aqui de forma resumida de acordo com os resultados apresentados nesta introdução.

Corolário 0.0.1. Em todos os resultados anteriores para os sólitons de Cotton, suponha

em adição que o sóliton de Cotton tem curvatura escalar constante R e norma ao quadrado

do tensor curvatura de Ricci constante. Nos Teoremas 0.0.7 e 0.0.8 conclúımos que ou

M3 é isométrica a um espaço forma ou a norma ao quadrado da curvatura de Ricci de

M3 está em
(

R3

2
, R

2

2

]
.

Num sentido mais geral no caṕıtulo 4, estudamos os q-sólitons, que são soluções do

fluxo geométrico generalizado, chamado q-fluxo. Obtemos vários resultados de classi-

ficação e trivialidades, e aplicamos à alguns sólitons geométricos que vem a ser casos

particulares deste sóliton generalizado, tais como sólitons de Ricci, ρ-Einstein, Cotton,

Bach e Obstrução Ambiente. Estes resultados podem ser encontrados no trabalho feito

em parceira de Cunha, Silva Júnior e Poddar [25].

O fluxo geométrico generalizado para um tensor geral q(g) simétrico chamado q-fluxo,

é uma famı́lia a um parâmetro de métricas suaves tais que∂tg = q(g),

g(0) = h,
(6)

onde h é uma métrica inicial. Um trabalho inicial sobre este fluxo e seus sólitons foi

iniciado por Lauret [46], onde ele prova existência e unicidade de soluções para este fluxo,

sobre variedades homogêneas. Griffin [34], apresentou uma prova expĺıcita da existência

de curto tempo para o q-fluxo no caso de um sóliton gradiente.

As soluções auto-similares do q-fluxo são chamados q-sólitons e Griffin [34], fazendo

uma reescalagem da métrica, definiu da seguinte forma:

Definição 0.0.3. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um q-sóliton, se existe um

campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

1

2
LXg = λg+

1

2
q, (7)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X, λ é uma constante real e denotaremos

por (Mn,g,X).
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Em relação a trivialidade do sóliton, chamaremos de estacionário se X for um campo

vetorial de Killing ou no caso gradiente, se a função potencial for constante. O sóliton

é chamado q-plano se q = 0. Por fim, diremos que um q-sóliton é trivial se for ambos

estacionário e q-plano.

Note que, definindo q = 2(ρRg−Ric), um q-sóliton é um sóliton de Ricci-Bourguignon,

e para q = −2C, onde C é o tensor de Cotton-York, então será um sóliton de Cotton. Na

sequência, definiremos brevemente os sólitons de Bach e sólitons de obstrução ambiente.

Os sólitons de Bach são soluções auto-similares do fluxo de Bach, introduzido por Das

e Kar [26], quando consideraram o fluxo dado pela equação de evolução

∂

∂t
g = −B, (8)

onde B é o tensor de Bach.

Definição 0.0.4. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton Bach, se existe um

campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

B+
1

2
LXg = λg, (9)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X e uma constante real λ e denotaremos

por (Mn,g,X).

Veja que o sóliton de Bach é um q-sóliton, com q = −2B.

O fluxo de obstrução ambiente foi introduzido por Bahuaud e Helliwell [7], onde mos-

traram a existência de curto tempo deste fluxo, dado pela equação de evolução ∂
∂t
g(t) = On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g,

g(0) = h,
(10)

onde cn é uma constante e On é o tensor de obstrução ambiente. O tensor de obstrução

ambiente foi introduzido por Graham e Fefferman [30], e possui as propriedades de ser

simétrico, traço nulo e livre de divergência. Mais detalhes sobre este tensor será apresen-

tado no Caṕıtulo 1.

As soluções auto-similares do fluxo de obstrução ambiente, são chamados sólitons de

obstrução ambiente.

Definição 0.0.5. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton de obstrução am-

biente, se existe um campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

1

2
LXg = λg+

1

2

(
On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g

)
, (11)
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onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X e uma constante real λ e denotaremos

por (Mn,g,X).

Um sóliton de obstrução ambiente é um q-sóliton, com q = On + cn(−1)
n
2 (∆

n
2 −1R)g.

Pesquisas recentes sobre os q-sólitons têm tido alguns avanços. Griffin [34], provou

no caso em que a variedade é compacta que todo q-sóliton compacto onde q é livre de

traço e de divergente, é q-plano. Este resultado generaliza o caso em que todo sóliton

de Ricci compacto com curvatura escalar constante é Einstein e, além disso, provou que

todo q-sóliton gradiente compacto com traço de q nulo, é q-plano. Como aplicações, ela

obteve alguns outros resultados, no caso dos sólitons de obstrução ambiente e sólitons de

Bach. Seguindo para o caso completo e não compcto, recentemente, Cunha e Griffin [23],

obtiveram alguns resultados de classificação e trivialidade para q-sólitons impondo certas

obstruções de regularidade da função potencial e curvatura de Ricci.

No Caṕıtulo 4, apresentamos os resultados de classificação e trivialidade para os q-

sólitons e consequências aplicadas aos sólitons que vem a ser casos particulares. No

primeiro resultado, supomos um sóliton em que o tensor q tem traço não positivo e certas

condições adicionais, para concluir ser trivial.

Teorema 0.0.9. Seja (Mn,g, f) um q-sóliton gradiente completo não contrátil (λ ⩽ 0)

para o q-fluxo, tal que q tem traço não positivo. Se |∇f| ∈ L1(Mn) então Mn é estática

e traço de q é nulo. Se ao invés da regularidade L1(Mn), supormos f ⩾ k para alguma

constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens

(i) Mn é parabólica,

(ii)
1

f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

(iii) Mn tem crescimento de volume linear,

então o sóliton é trivial.

Em contrapartida, supomos um sóliton com tensor de traço não negativo e concluire-

mos que o traço deve ser nulo. A técnica é similar a utilizada para os sólitons de Cotton.

Teorema 0.0.10. Seja (Mn,g, f) um q-sóliton gradiente não expansivo (λ ⩾ 0) para o

q-fluxo, tal que o tensor q tem traço não negativo. Além disso suponha que a curvatura

de Ricci de (Mn,g) satisfaz

Ric ⩾ −(n− 1)
k2

1+ r2
g,
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no sentido de formas quadráticas. Se a função potencial f é positiva e tem integral de

Dirichlet finita ∫
M−Br

d(x, x0)
−2f <∞,

então o traço de q é nulo.

Obtivemos também resultados para q-sólitons com campo potencial conforme e satis-

fazendo uma relação entre o traço e o divergente

div(q) =
1

2
∇ tr(q) . (12)

A primeira análise, foi sobre um q-sóliton com curvatura escalar constante, satisfazendo

a condição acima, então vale o seguinte:

Teorema 0.0.11. Seja (Mn,g,X), n > 2, um q-sóliton conexo satisfazendo (12) e com

curvatura escalar constante não nula. Se X é campo vetorial conforme, então X é um

campo vetorial de Killing.

Também conseguimos um resultado de isometria o qual aplicamos um resultado devido

a Yano e Nagano [56], para mostrar que um q-sóliton com campo conforme não isométrico

(não Killing), deve ser isométrico ao espaço Euclidiano.

Teorema 0.0.12. Seja (Mn,g,X), n > 2, um q-sóliton completo e não compacto, sim-

plesmente conexo, satisfazendo (12) e X é um campo vetorial conforme não isométrico

(isto é, não Killing). Então (Mn,g) é isométrico ao espaço Euclidiano.

Aplicamos este resultado aos sólitons de Ricci, sólitons de Cotton, sóliton de Bach e

sólitons de obstrução ambiente.

Por fim, obtivemos um outro resultado de classificação no qual um q-sóliton compacto

com campo conforme e satisfazendo (12), implica que deve ser q-plano, ou seja, q = 0.

Teorema 0.0.13. Seja (Mn,g,X) um q-sóliton compacto satisfazendo (12). Se X é um

campo vetorial conforme, então X é um campo vetorial de Killing. Em adição se q tem

traço nulo, então (Mn,g) deve ser q-plano.



Caṕıtulo 1

Alguns tensores básicos e fluxos

relacionados

Neste caṕıtulo apresentamos alguns tensores básicos e fatos já conhecidos na literatura,

alguns fluxos geométricos e suas soluções sólitons que serão nosso objeto de estudo. Em

especial, definimos o (0, 2)-tensor de Cotton, conhecido como tensor de Cotton-York, que

é uma versão do (0, 3)-tensor de Cotton e, possui as propriedades de ser simétrico, traço

nulo, divergente nulo e uma relação de equivalência com a planitude local conforme da

variedade Riemanniana.

1.1 Fatos preliminares

Seja Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n, com métrica g e conexão Rieman-

niana ∇. Assumiremos que o leitor tenha uma boa noção de propriedades básicas sobre

conexão Riemanniana. As definições de curvatura a seguir, foram enunciadas de acordo

com [47].

A seguir definiremos o tensor endormorfismo curvatura sobre uma variedade Rieman-

niana (Mn,g).

Definição 1.1.1. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. A aplicação R : X(Mn) ×

X(Mn)× X(Mn) → X(Mn) definida por

R(X, Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z,

é uma aplicação multilinear sobre C∞(Mn) e portanto é um campo (1, 3) tensorial sobre

20
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Mn. Em coordenadas, o tensor endomorfismo curvatura pode ser escrito como

R = Rl
ijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l,

e os coeficientes definidos por R(∂i,∂j)∂k = Rl
ijk∂l.

O tensor endormofismo curvatura pode ser escrito na versão (0, 4)-tensor covariante,

baixando o ı́ndice contravariante.

Definição 1.1.2. O tensor curvatura de Riemann é definido por

Rm(X, Y,Z,W) = ⟨R(X, Y)Z,W⟩.

Em coordenadas locais pode ser escrito como

Rm = Rijkldx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl,

onde a relação Rijkl = glmR
m
ijk é satisfeita.

Vamos definir o tensor curvatura de Ricci, que é obtido calculando o traço do tensor

endormorfismo curvatura e denotaremos por Ric.

Definição 1.1.3. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. Definimos o tensor curva-

tura de Ricci por

Ric(X, Y) = tr ((Z) 7−→ R(Z,X)Y) .

Em coordenadas tem-se que (Ric)ij = gkmRkijm. Também denotaremos a curvatura de

Ricci em coordenadas por Rij.

A seguinte identidade conhecida como Identidade de Ricci também será útil neste

trabalho.

Proposição 1.1.1 (Identidade de Ricci, [42]). Vale a seguinte identidade para o tensor

curvatura de Ricci

∇l∇kRij −∇k∇lRij = ΣαRiαR
α
jkl + ΣαRαjR

α
ikl.

A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana é definida como o traço da curva-

tura de Ricci.
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Definição 1.1.4. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. A função curvatura escalar

R :Mn → R é definida por

R = trg(Ric) = R
i
i = g

ijRij.

Agora passaremos a algumas definições de tensores que serão utilizados nos resultados

dos próximos caṕıtulos, que são o tensor de Schouten e o tensor de Weyl, que aparecem

na decomposição ortogonal do tensor curvatura de Riemann.

Definição 1.1.5. O tensor de Schouten com relação a métrica g, é um (0, 2)-tensor

simétrico definido por

A =
1

n− 2

(
Ric−

R

2(n− 1)
g

)
.

Definição 1.1.6. O tensor de Weyl com relação a métrica g, é um (0, 4)-tensor covariante

definido por

W = Rm−A7 g

= Rm−
1

n− 2
Ric7g+

R

2(n− 1)(n− 2)
g7 g,

onde 7 denota o produto de Kulkarni-Nomizu. Em coordenadas, o tensor de Weyl pode

ser escrito como

Wijkl = Rijkl−
1

n− 2
(Rikgjl+Rjlgik−Rilgjk−Rjkgil)+

R

(n− 1)(n− 2)
(gjlgik−gilgjk).

Em dimensão três, o tensor de Weyl é nulo, logo pela decomposição ortogonal da

curvatura de Riemann podemos expressar a curvatura de Riemann em termos da curvatura

de Ricci e curvatura escalar.

Lema 1.1.1. Em dimensão 3, a curvatura de Riemann pode ser expressa em termos da

curvatura de Ricci e curvatura escalar, pela expressão

Ri
jkl = R

i
kgjl + Rjlδ

i
k − Rjkδ

i
l − R

i
lgjk +

R

2
(gjlδ

i
k − gjkδ

i
l).

Um outro tensor que usamos para a obtenção dos resultados é o tensor de Cotton, que

é definido em termos do tensor de Schouten.
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Definição 1.1.7. O (0, 3)-tensor de Cotton, é definido em coordenadas por

Cijk = ∇iAjk −∇jAik,

onde A é o tensor de Schouten.

O tensor de Cotton satisfaz algumas propriedades que nos serão úteis.

Proposição 1.1.2 ([3]). O (0, 3)-tensor de Cotton satisfaz as seguintes propriedades:

i) Cijk = −Cjik

ii) gijCijk = gikCijk = gjkCijk = 0

iii) Cijk + Cjki + Ckij = 0.

Proposição 1.1.3 ([47]). O tensor de Cotton é invariante conforme em dimensão três,

isto é, se g̃ = ef
2
g então C(g̃) = C(g).

Para trabalhar em nossos resultados, precisamos conhecer a definição de campo con-

forme e em particular o campo de Killing e campo homotético. Esses conceitos aparecem

nas definições de trivialidade dos sólitons que estudaremos e em mais resultados que a

condição de campo conforme é suposta.

Definição 1.1.8. Um campo vetorial suave X sobre M é dito ser conforme se satisfaz

LXg = 2ψg, (1.1)

para alguma função suave ψ sobre M. Além disso, X é dito ser homotético se ψ é

constante e Killing se ψ = 0.

Os tensores de Weyl e Cotton são importantes na análise da planitude conforme local

de uma variedade Riemanniana. Antes, vamos definir uma variedade localmente confor-

memente plana, baseado em [19].

Definição 1.1.9 ([19]). Uma varidedade Riemanniana (Mn,g) de dimensão n ⩾ 2, é

dita ser localmente conformemente plana se, para cada ponto p ∈M, existe uma vizinança

V ⊂ M de p e uma função conforme ψ tal que gij = ψδij na vizinança V, onde δij é a

métrica canônica do espaço Euclidiano
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A planitude local conforme, pode ser analisada de acordo com a nulidade do tensor

de Cotton ou tensor de Weyl, como garante o seguinte Teorema.

Teorema 1.1.1 (Weyl-Schouten, [47]). Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é local-

mente conformemente plana se, e somente se,

i) o tensor de Weyl é nulo em dimensão n ⩾ 4,

ii) o tensor de Cotton é nulo em dimensão n = 3.

1.2 O (0, 2)- Tensor de Cotton ou Tensor de Cotton-

York

O tensor de Cotton-York foi introduzido a primeira vez por York [57] onde estudou pro-

blemas relacionados à F́ısica. Ele definiu o (2, 0)-tensor em dimensão 3, da seguinte forma

Cij =
ϵlmj

√
g
∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)
, (1.2)

onde ϵijk é o tensor densidade totalmente anti-simétrico tal que ϵ123 = 1 e g = | detgij|.

Cij é simétrico, tem traço nulo e divergente nulo. Também podemos definir este tensor

pela seguinte expressão

Cij =
1

2
√
g
Clmiϵ

lmngnj, (1.3)

onde Clmi é o (0, 3)-tensor de Cotton, subindo os ı́ndices covariantes em (1.2). Este tensor

também pode ser encontrados em trabalhos da F́ısica, como por exemplo [28].

Umehara [53], apresentou as seguintes propriedades do tensor densidade ϵijk em di-

mensão 3, e que serão úteis para o cálculo da simetria e do divergente do tensor de

Cotton-York.

Proposição 1.2.1 (Umehara, [53]). O tensor densidade totalmente anti-simétrico ϵijk,

satisaz as propriedades em dimensão 3:

i) Σiϵijkϵ
ilm = δljδ

m
k − δmj δ

l
k,

ii) Σijϵijkϵ
ijl = 2δlk,

iii) Σijkϵijkϵ
ijk = 6.
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Observação 1.2.1. Note na proposição acima, os ı́ndices inferiores de ϵijk, estão relaci-

onados ao tensor densidade covariante, e os ı́ndices superiores de ϵijk, estão relacionados

ao tensor densidade contravariante.

A seguinte relação entre os tensores de Cotton e Cotton-York pode ser verificada no

trabalho de Umehara [53].

Proposição 1.2.2. Os tensores de Cotton e Cotton-York satisfazem a seguinte relação:

1
√
g
Cijm = Σl,kϵijlg

lkCmk.

Demonstração.

Σl,kϵijlg
lkCmk = Σl,k

1

2
√
g
ϵijlg

lk (Cpqmϵ
pqngnk)

=
1

2
√
g
Σl

[
Cpqmϵijlϵ

pqnΣk(g
lkgnk)

]
=

1

2
√
g
Σl

[
Cpqmϵijlϵ

pqnδln
]

=
1

2
√
g
Σl

[
Cpqmϵijlϵ

pql
]

=
1

2
√
g
Cpqm

(
δpi δ

q
j − δqi δ

p
j

)
=

1

2
√
g

{
Cpqmδ

p
i δ

q
j − Cpqmδ

q
i δ

p
j

}
=

1

2
√
g
{Cijm − Cjim}

=
1
√
g
Cijm.

Como consequência direta desta relação, se o tensor de Cotton-York for nulo, então a

variedade será localmente conformemente plana. Assim, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.2.3. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana. Então (M3,g) é local-

mente conformemente plana se, e somente se, o tensor de Cotton-York é nulo.

Demonstração. De fato, se uma variedade (M3,g) é localmente conformemente plana,

pelo Teorema 1.1.1 o (0, 3)-tensor de Cotton C é nulo. Pela definição do tensor de Cotton-

York, temos Cij = 1
2
√
g
Clmiϵ

lmngnj, logo ele será nulo. Se o tensor de Cotton-York é

nulo, C = 0, pelo Lema 1.2.2 tem-se 1√
g
Cijm = Σl,kϵijlg

lkCmk, logo o (0, 3)-tensor de

Cotton será nulo, donde a variedade será localmente conformemente plana.
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Precisamos do próximo fato, adaptado de [31], para mostrar a simetria do tensor de

Cotton-York.

Lema 1.2.1. Seja ϵijk o tensor densidade totalmente anti-simétrico e Eij um (2, 0)-tensor

contravariante geral. Então ϵijkE
ij = 0,∀ k se, e somente se, Eij é simétrico.

Demonstração. Suponha que ΣijϵijkE
ij = 0. Podemos usar a antisimetria de ϵ para

reescrever a identidade da seguinte forma 1
2
ΣijϵijkE

ij − 1
2
ΣijϵjikE

ij = 0. Renomeando os

ı́ndices no segundo termo, temos que Σijϵijk(E
ij − Eji) = 0, ∀ k. Desde que ϵijk = 1, −1

ou 0, segue dáı que E é simétrico. Suponha que Eij é simétrico. Temos que

ΣijϵijkE
ij =

1

2
ΣijϵijkE

ij −
1

2
ΣijϵjikE

ji =
1

2
ΣijϵijkE

ij −
1

2
ΣijϵijkE

ij = 0,

∀ k, onde reescrevemos os ı́ndices i, j no segundo termo.

A próxima proposição foi feita baseado em [31].

Proposição 1.2.4. O tensor de Cotton-York é simétrico.

Demonstração. Vamos aplicar o Lema 1.2.1, considerando o tensor densidade totalmente

anti-simétrico ϵijk e o (2, 0)-tensor Cij = ϵlmj
√
g
∇l

(
Ri
m − R

4
δim
)
. Temos que

Σijϵ
ijkCij = Σijϵijk

ϵlmj

√
g
∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)
=

1
√
g
Σi

{(
Σjϵijkϵ

lmj
)
∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)}
=

1
√
g
Σi

{(
δliδ

m
j − δmi δ

l
j

)
∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)}
=

1
√
g
Σi

{
(δliδ

m
j )∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)
− (δmi δ

l
j)∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)}
=

1
√
g
Σi

{
(δiiδ

j
j)∇i

(
Ri
j −

R

4
δij

)
− (δiiδ

j
j)∇j

(
Ri
i −

R

4
δii

)}
=

1
√
g

{
Σi,j∇i

(
Ri
j −

R

4
δij

)
− Σi,j∇j

(
Ri
i −

R

4
δii

)}
=

1
√
g

{
Σj

1

2
∇jR−

1

4
Σj∇jR− Σj∇jR+

3

4
Σj∇jR

}
= 0.

Portanto, pelo Lema 1.2.1, Cij é simétrico.

Proposição 1.2.5. O tensor de Cotton-York tem traço nulo.
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Demonstração. Tomando o traço do tensor de Cotton-York, temos que

trgC =Σi,jg
ijCij

=Σi,j
1

2
√
g
Clmiϵ

lmngijgnj

=Σi

1

2
√
g
Clmiϵ

lmnδin

=
1

2
√
g
Clmnϵ

lmn

=
1

2
√
g
{C1mnϵ

1mn + C2mnϵ
2mn + C3mnϵ

3mn}

=
1

2
√
g

{[
C12nϵ

12n + C13nϵ
13n
]
+
[
C21nϵ

21n + C23nϵ
23n
]
+
[
C31nϵ

31n + C32nϵ
32n
]}

=
1

2
√
g

{[
C123ϵ

123 + C132ϵ
132
]
+
[
C213ϵ

213 + C231ϵ
231
]
+
[
C312ϵ

312 + C321ϵ
321
]}

=
1

2
√
g
{[C123 − C132] + [−C213 + C231] + [C312 − C321]}

=
1
√
g
{C123 + C231 + C312}

=0.

O cálculo a seguir é baseado em [31].

Proposição 1.2.6. O tensor de Cotton-York tem divergente nulo.

Demonstração. Desde que Cij é simétrico vamos considerar

Cij =
ϵlmj

√
g
∇l

(
Ri
m −

R

4
δim

)
.

Usando a antisimetria de ϵ, podemos escrever

√
g∇iC

ij = ϵlmj∇i∇l

(
Ri
m −

1

4
Rδim

)
= ϵlmj∇i∇l(R

i
m) −

ϵlmj

4
∇i∇l(R)δ

i
m

= ϵlmj∇i∇l(R
i
m) −

ϵlij

4
∇i∇l(R).
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Note que

ϵlij

4
∇i∇l(R) =

1

8

[
ϵlij∇i∇l(R) − ϵ

ilj∇i∇l(R)
]

=
1

8

[
ϵlij∇i∇l(R) − ϵ

lij∇l∇i(R)
]

=
1

8
ϵlij [∇i∇l(R) −∇l∇i(R)]

= 0.

Usando a identidade de Ricci 1.1.1, temos

√
g∇iC

ij = ϵlmj∇i∇l(R
i
m)

= ϵlmjgβi∇i∇l(Rβm)

= ϵlmjgβi
(
∇l∇iRβm + RβαR

α
mli + RαmR

α
βli

)
= ϵlmj

(
gβi∇l∇iRβm

)
+ ϵlmjgβi

(
RβαR

α
mli + RαmR

α
βli

)
=
ϵlmj

2
∇l∇m(R) + ϵlmjgβi

(
RβαR

α
mli + RαmR

α
βli

)
,

onde na última igualdade usamos a identidade de Bianchi contráıda duas vezes. Analo-

gamente verificamos que ϵlmj

2
∇l∇m(R) = 0.

Prosseguindo o cálculo, usamos o Lema 1.1.1 para obter o seguinte:

√
g∇iC

ij = ϵlmjgβi

{
Rβα

[
Rmiδ

α
l − Rmlδ

α
i + gmiR

α
l − gmlR

α
i +

R

2
(gmiδ

α
l − gmlδ

α
i )

]
+ Rαm

[
Rβiδ

α
l − Rβlδ

α
i + gβiR

α
l − gβlR

α
i +

R

2
(gβiδ

α
l − gβlδ

α
i )

]}
.

Aplicando o Lema 1.2.1, os termos simétricos em (l,m) se anulam quando multiplicados

pelo tensor totalmente anti-simétrico ϵlmj. Assim, seguindo e expandindo os termos

obtemos

√
g∇iC

ij = ϵlmj

{
gβiRβαRmiδ

α
l + gβiRβαgmiR

α
l +

R

2
gβiRβαgmiδ

α
l + gβiRαmRβiδ

α
l

−gβiRαmRβiδ
α
i + gβiRαmgβiR

α
l − gβiRαmgβlR

α
i + gβiRαm

R

2
gβiδ

α
l

−gβiRαm

R

2
gβlδ

α
i

}
= ϵlmj

{
Ri
αRmiδ

α
l + Rβαδ

β
mR

α
l +

R

2
Rβαδ

β
mδ

α
l + RαmR

i
iδ

α
l − RαmR

i
lδ

α
i

+Rαmδ
i
iR

α
l − RαmR

α
i δ

i
l +

R

2
Rαmδ

i
iδ

α
l −

R

2
Rαmδ

i
lδ

α
i

}
.

Analisando os ı́ndices em cada delta de kronecker temos:
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√
g∇iC

ij = ϵlmj

{
Ri
lRmi + RmαR

α
l +

R

2
Rml + RRml − RimR

i
l+

+3RαmR
α
l − RαmR

α
l +

3R

2
Rlm −

R

2
Rlm

}
.

Novamente usamos o Lema 1.2.1 para anular os termos simétricos em (k, l). Assim,

somando os termos restantes temos

√
g∇jC

ij = 3ϵlmjRαmR
α
l

= 3ϵlmj {Rαmg
γαRγl}

=
3

2
gγα

{
ϵlmjRαlRγk − ϵmljRαmRγl

}
=

3

2
gγα

{
ϵlmjRαmRγl − ϵ

lmjRαlRγm

}
=

3

2
gγαϵlmj {RαmRγl − RαlRγm} ,

onde na penúltima igualdade renomeamos os ı́ndices l por m. Agora subindo o ı́ndice

contravariante de Rαl no segundo termo, temos

√
g∇iC

ij =
3

2
(ϵlmjgγαRαmRγl) −

3

2
(ϵlmjgγαRαlRγm)

=
3

2
(ϵlmjRαmR

α
l ) −

3

2
(ϵlmjRγ

l Rγm)

=
3

2
(ϵlmjRαmR

α
l ) −

3

2
(ϵlmjRα

l Rαm) = 0,

e, por fim, renomeamos o ı́ndice γ por α no último termo.

É importante observar que este tensor é invariante conforme de peso −1
2
em dimensão

três, ou seja, por uma mudança conforme g̃ = ϕg, onde ϕ é uma função suave positiva

temos que Cg̃ = ϕ− 1
2Cg. Usando o fato que o (0, 3)-tensor de Cotton é invariante conforme

em dimensão 3, temos

Cg̃ =
1

2
√
g̃
C̃lmnϵ

lmng̃nj =
1

2
√
ϕ3g

Clmnϵ
lmnϕgnj

=
ϕ− 1

2

2
√
g
Clmnϵ

lmngnj = ϕ
− 1

2Cg.
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1.3 Fluxo generalizado e suas soluções sólitons

O fluxo geométrico generalizado, chamado q-fluxo, é uma famı́lia a um parâmetro de

métricas suaves tais que ∂tg = q(g),

g(0) = h,
(1.4)

onde h é uma métrica inicial e q(g) é um (0, 2)-tensor geral simétrico.

Um primeiro trabalho sobre este fluxo e seus sólitons foi iniciado por Jorge Lauret

[46] onde ele prova existência e unicidade de soluções para este fluxo sobre variedades

homogêneas. Griffin [34] apresentou uma prova expĺıcita para a existência de curto tempo

para o q-fluxo, no caso dos sólitons gradiente.

Sobre as soluções auto-similares deste fluxo, ou seja, os sólitons, Lauret [46] também

apresentou uma equação que chamou de estrutura geométrica de sóliton, quando consi-

derou sólitons homogêneos com a equação q(γ) = cγ+LXγ onde γ é uma métrica, q(γ)

é um (0, 2)-tensor e c é uma constante real, no sentido de classsificar sólitons algébricos

e semi-algébricos.

As soluções auto-similares do q-fluxo são chamadas q-sólitons, e Griffin [34], fazendo

uma reescalagem da métrica define-os como segue.

Definição 1.3.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um q-sóliton se existe um

campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

1

2
LXg = λg+

1

2
q, (1.5)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X, λ é uma constante real e denotaremos

por (Mn,g,X).

Quando X = ∇f para alguma função suave f ∈ C∞(Mn) o q-sóliton é chamado q-sóliton

gradiente e a equação (1.5) se torna

Hessf = λg+
1

2
q, (1.6)

onde Hess f é o Hessiano da função f, e f é chamada a função potencial do sóliton.

Em geral, um q-sóliton é chamado estático se λ = 0, contrátil se λ > 0 e expansivo se

λ < 0. Também, chamaremosMn estacionário se X for um campo vetorial de Killing ou,

no caso gradiente, se a função potencial for constante. O sóliton é chamado q-plano se

q = 0. Por fim, diremos que um q-sóliton é trivial se for ambos estacionário e q-plano.
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Para exemplos ou classificações de q-sóliton, Petersen e Wylie [50] obtiveram vários

resultados de rigidez e de isometrias. Mais especificamente num de seus resultados eles

mostraram que, para um q̂-sóliton gradiente sobre uma variedade homogênea onde q̂ é

invariante isométrico e com divergente nulo, se existe uma função f tal que Hess f = q̂,

então Mn será uma variedade produto da forma Rk × Nn−k.

Alguns sólitons geométricos já conhecidos na literatura são casos particulares de q-

sólitons e podem ser vistos como exemplos, fazendo a escolha adequada do tensor q, tais

como o sóliton de Ricci, sóliton ρ-Einstein, sóliton de Bach, sóliton de Cotton e sóliton

de obstrução ambiente, que definiremos nas seções seguintes.

1.4 Fluxo de Cotton

O fluxo de Cotton foi introduzido em 2008 por Kisisel et al. [44] no qual consideraram

a equação de evolução
∂

∂t
g(t) = κCg(t), (1.7)

onde Cg(t) é o (0, 2) tensor de Cotton-York de (M,g(t)) e k é uma constante positiva.

O fluxo é definido somente em dimensão 3 com a motivação dos autores de encontrar

pontos fixos para o fluxo que fossem métricas conformemente planas. Generalizar o

fluxo para dimensão n > 3, ainda está em aberto. No trabalho introdutório, o com-

portamento desse fluxo foi estudado sobre variedades homogêneas, mais especificamente,

SU(2),SL(2,R), Isom(R2),Solv,Nil,R3,H3, S2 × R,H2 × R. O problema do tempo de

existência do fluxo de Cotton para uma métrica inicial ainda está em aberto.

A evolução de algumas quantidades geométricas foram calculadas no trabalho de Ki-

sisel et al. [44]. Mais precisamente, eles calcularam a evolução do tensor de Cotton

York, curvatura de Ricci e curvatura escalar, norma ao quadrado do tensor de Ricci e dos

śımbolos de Christoffell. O cálculo dessas evoluções é importante no cálculo da evolução

do funcional entropia para o fluxo de Cotton, chamado de entropia de Cotton. Chakra-

borty et al. [27] calcularam a evolução de outras quantidades geométricas, como a massa

ADM e a constante de Yamabe.

Para dar continuidade no estudo do fluxo de Cotton e suas soluções, faremos uma

reescalagem de tal forma que k = 1 no fluxo. Tomando a constante α = 1
3√
k2
, podemos
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definir a métrica g̃ = 1
3√
k2
g, e considerar o fluxo de Cotton da seguinte maneira

∂

∂t
g̃(t) = Cg̃(t). (1.8)

De fato, desde que uma mudança conforme na métrica nos fornece Cg̃ = ϕ− 1
2Cg, tem-se

Cg̃ = 3
√
kCg. Então temos

∂

∂t
g̃ =

∂

∂t

(
1

3
√
k2
g

)
=

1
3
√
k2

∂

∂t
g =

1
3
√
k2
kCg = Cg̃.

As soluções auto-similares desse fluxo, ou pontos fixos do fluxo, são chamadas sólitons

de Cotton e serão definidas como segue.

Definição 1.4.1. Uma variedade Riemannian (M3,g) é chamada um sóliton de Cotton,

se existe um campo vetorial suave X ∈ X(M3) tal que

C+ LXg = λg, (1.9)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X e λ é uma constante real. Denotaremos

por (M,g,X).

Quando o campo vetorial X é o gradiente de alguma função suave, isto é, se X = ∇f,

para f ∈ C∞(Mn), o sóliton é chamado sóliton de Cotton gradiente e a equação acima se

torna

C+ 2Hessf = λg, (1.10)

onde a função f é chamada função potencial do sóliton.

Seguindo a terminologia de outros sólitons estudados, o sóliton de Cotton é chamado

estático se λ = 0, contrátil se λ > 0 e expansivo se λ < 0. Um sóliton de Cotton é trivial

se X é um campo vetorial de Killing. Note que, no caso em que o sóliton é trivial, desde

que C tem traço nulo, pela equação estrutural do sóliton conclúımos que C = 0, donde a

variedade torna-se localmente conformemente plana. No caso gradiente, o sóliton é dito

trivial quando a função potencial f é constante. Note que um sóliton de Cotton é um

q-sóliton com q = −2C e será modificado pela constante 1
2
que multiplica a derivada de

Lie.

O caso compacto foi tratado recentemente sobre Calviño-Louzao, Garćıa-Ŕıo e Vásquez-

Lorenzo [14], onde eles mostraram que todo sóliton de Cotton compacto é trivial. Além

disso, eles conseguiram mostrar a existência de sólitons de Cotton (completos) não tri-

viais contráteis, isto é, λ > 0, sob um grupo de Heisenberg H3 com a métrica gH =
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dt2 + dx2 +
(
1
2
(xdt− tdx) + dy

)2
. Mais precisamente, eles provaram o seguinte resul-

tado.

Teorema 1.4.1. O grupo de Heisenberg (H3,gH) é um sóliton de Cotton contrátil não

trivial com λ = 2, para qualquer campo vetorial da forma

X =

(
3

4
tαx+ β

)
∂t +

(
3

4
x− αt+ γ

)
∂x +

1

2
(3y+ βx− γtδ)∂y,

onde α,β,γ e δ são constantes reais.

Neste mesmo trabalho, os autores mostram a existência de sólitons de Cotton em

ambiente Lorentziano com métrica de Walker. Calviño [15], classificou sólitons de Cotton

sobre variedades homogêneas em ambiente Riemanniano e Lorentziano, determinando

todos os sóliton de Cotton com métricas invariantes a esquerda não triviais e obtendo

exemplos de sólitons de Cotton não invariantes. Cunha e Griffin [23] em seu trabalho sobre

q-sólitons obtiveram aplicações aos sólitons de Cotton obtendo classificação e trivialidades

no caso da variedade ser completa e não compacta.

Nos Caṕıtulos 3 e 4 apresentamos resultados de classificação e trivialidade para os

sólitons de Cotton no caso completo e não compacto.

1.5 Fluxo de Ricci

O fluxo de Ricci foi introduzido por Hamilton [38] em 1982 quando considerou o fluxo

dado pela equação de evolução
∂g

∂t
= −2Ric .

Ao longo dos últimos anos o fluxo de Ricci tem sido tópico de pesquisa de muitos ma-

temáticos, tendo sido obtido inúmeros resultados e aplicações e também foi fundamental

na prova da Conjectura de Poincaré dada por Perelman [49]. As soluções auto-similares

deste fluxo são chamadas sólitons de Ricci e definidos da seguinte maneira.

Definição 1.5.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada um sóliton de Ricci,

se existe um campo vetorial X ∈ X(M3) tal que

Ric+
1

2
LXg = λg, (1.11)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, LXg é a derivada de Lie de g na direção do campo

X e λ é uma constante real. Denotaremos tal estrutura por (Mn,g,X).
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Quando o campo X é o gradiente de alguma função suave, isto é, se X = ∇f, para

f ∈ C∞(M)n, o sóliton é chamado sóliton de Ricci gradiente e a equação do sóliton toma

a forma

Ric+Hessf = λg. (1.12)

A função f é chamada função potencial. Denotaremos um sóliton gradiente por (Mn,g, f).

Um sóliton de Ricci é chamado estático se λ = 0, contrátil de λ > 0 e expansivo se

λ < 0. O sóliton é dito ser trivial se X é um campo vetorial de Killing, ou se a função

potencial for constante no caso gradiente. Note que um sóliton de Ricci é um q-sóliton

com q = −2Ric.

O sólito Ŕıgido é um exemplo clássico da literatura, de sóliton de Ricci.

Exemplo 1.5.1 (Sóliton Ŕıgido). Considere o produto Nn × Rk onde (Nn,g) é uma

variedade Einstein com constante real λ. Defina a função f : Nn × Rk → R por

f(p, x) =
λ

2
|x|2.

Então (Mn,g, f) é um sóliton de Ricci gradiente. Se n = 0, (Rk,g, f) é o sóliton Gaus-

siano.

1.6 Fluxo de Ricci-Bourguignon

O fluxo de Ricci-Bourguignon foi introduzido por Jean Pierre Bourguignon [6] em

1981, quando deixou em questão a validade do teorema do fluxo local sobre o espaço das

métricas para a aplicação g 7→ Ric−ρRg, onde ρ é uma constante real e R é a curvatura

escalar. O fluxo é dado pela equação de evolução

∂g

∂t
= −2(Ric− ρRg).

Este fluxo generaliza o fluxo de Ricci quando ρ ̸= 0, mas é importante observar que o

trabalho de Bourguignon surgiu primeiro que o fluxo de Ricci introduzido por Hamilton

[38]. Note na aplicação acima que alguns tensores especiais aparecem para determinados

valores de ρ. Para ρ = 1
2
, temos o tensor de Einstein Ric−1

2
Rg, para ρ = 1

n
, temos

o tensor de Ricci sem traço Ric− 1
n
Rg, para ρ = 1

2(n−1)
, temos o tensor de Schouten

Ric− R
2(n−1)

g e para ρ = 0, temos o tensor de Ric.
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Sobre o estudo de existência de curto tempo de uma métrica inicial para o fluxo de

Ricci-Bourguignon, Catino et al. [12] provaram a existência do fluxo no caso em que a

variedade é compacta e ρ < 0. Um ponto importante é que a existência de curto tempo

do fluxo é incerta para ρ = 1
2(n−1)

. Ho [40], estudou o fluxo de Ricci-Bourguignon sobre

todas a variedades homogêneas em variedades fechadas de dimensão três e calculou a

evolução da constante de Yamabe sobre o fluxo de Ricci-Bourguignon.

As soluções auto-similares deste fluxo são chamados sólitons de Ricci-Bourguignon ou

sólitons ρ-Einstein que definiremos a seguir. Chamaremos daqui em diante de sólitons

ρ-Einstein.

Definição 1.6.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada um sóliton ρ-Einstein

se existe um campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

Ric+
1

2
LXg = λg+ ρRg, (1.13)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, LXg é a derivada de Lie de g na direção de X, R

é a curvatura escalar e λ é uma constante real. Denotaremos por (Mn,g,X, ρ).

Quando o campo X é o gradiente de alguma função f ∈ C∞(Mn), isto é, se X = ∇f, o

sóliton é chamado sóliton ρ-Einstein gradiente e a equação do sóliton se torna

Ric+ Hessf = λg+ ρRg, (1.14)

e denotaremos por (Mn,g, f, ρ).

Um sóliton ρ-Einstein também recebe uma nomenclatura para valores particulares

de ρ, de acordo com o tensor que aparece no fluxo. Para ρ = 1
n
, o sóliton é chamado

sóliton de Ricci sem traço, para ρ = 1
2
, o sóliton é chamado sóliton de Einstein e para

ρ = 1
2(n−1)

, é chamado sóliton de Schouten. Além disso, se λ = 0 o sóliton é chamado

estático, se λ > 0 é chamado contrátil e se λ < 0 é chamado expansivo. Note que um

sóliton ρ-Einstein é um q-sóliton com q = 2(ρRg− Ric).

Temos a seguir um exemplo de sóliton ρ-Einstein com curvatura escalar constante,

mais especificamente, um sóliton de Schouten, que pode encontrado em Borges [10].

Exemplo 1.6.1. Seja (Rn−k×Nk,g) uma variedade produto tal que, k ⩽ n, n ⩾ 3 e Nk

é uma variedade Einstein de curvatura escalar constante igual a

R =
2(n− 1)kλ

2(n− 1) − k
,
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onde λ ∈ R. Para (x,p) ∈ Rn−k × Nk defina a função

f(x,p) =
1

2

(
RN

2(n− 1)
+ λ

)
||x||2,

onde ||x|| denota a norma Euclidiana. Então
(
Rn−k × Nk,g, f, ρ

)
é um sóliton de Schou-

ten de dimensão n. Se k = 0, então (Rn,g, f, ρ) é chamado sóliton Gaussiano.

No Caṕıtulo 2 apresentamos os resultados de trivialidade obtidos para os sóliton ρ-

Einstein, no caso completo e não compacto, para valores de ρ em intervalos adequados.

Para isso, também aplicamos prinćıpios do máximo no infinito e com crescimento de

volume polinomial para a obtenção dos resultados. Conseguimos um resultado particular

para os sólitons de Ricci sem traço gradiente, com curvatura seccional constante e função

potencial satisfazendo a regularidade |∇f| ∈ L n
n−1 , que conclúımos com estas condições ser

trivial e estático.

1.7 Fluxo de Bach

O tensor de Bach foi definido por Bach [5] em 1920, quando estudou problemas relaciona-

dos a gravidade conforme. O tensor é definido em dimensão n ⩾ 4 e é dado pela expressão

em coordenadas

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWijkl +

1

n− 2
RklWijkl, (1.15)

onde Wijkl é o tensor de Weyl.

O tensor de Bach é um (0, 2)-tensor simétrico, tem traço nulo em dimensão n ⩾ 4, ou

seja, Σijg
ijBij = 0 . A expressão para o divergente do tensor de Bach é

div(B)i =
n− 4

(n− 2)2
CijkRjk,

onde Cijk é o tensor de Cotton e Rjk é o tensor de Ricci. Logo, pela expressão acima,

o tensor de Bach tem divergente nulo em dimensão n = 4. Além disso, é invariante

conforme de peso −2, isto é, se g̃ = ρ2g é uma métrica conforme, então B̃ = ρ−2B.

O fluxo de Bach foi introduzido por Das e Kar [26] quando consideraram o fluxo

dado pela equação de evolução
∂

∂t
g = −B, (1.16)

onde B é o tensor de Bach. O fluxo acima pode ser mostrado como um fluxo gradiente

do funcional energia de Weyl,
∫
M

||W||2gdVg. Sobre o estudo do fluxo de Bach, Das e Kar
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estudaram o fluxo sobre as variedades produto S2×S2 e S2×R2 e determinaram os pontos

fixos do fluxo sobre variedades M2 ×M2. Ho [40] mostrou que o volume da variedade é

preservado sob o fluxo e calculou a evolução da curvatura de Ricci e curvatura escalar sob

este fluxo. As soluções auto-similares do fluxo de Bach são chamados sólitons de Bach e

definidos da seguinte forma.

Definição 1.7.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton Bach se existe um

campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

B+
1

2
LXg = λg, (1.17)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X, λ é uma constante real e denotaremos

por (Mn,g,X).

Quando o campo X é o gradiente de alguma função suave, isto é, se X = ∇f, onde

f ∈ C∞(Mn), então é chamado sóliton de Bach gradiente e a equação se torna

B+ Hessf = λg, (1.18)

e denotaremos por (Mn,g, f).

A função f é chamada função potencial do sóliton. O sóliton recebe uma nomenclatura

de acordo com o sinal da constante λ. O sóliton é chamado estático se λ = 0, contrátil se

λ > 0 e expansivo se λ < 0. Um sóliton de Bach é trivial se X é um campo vetorial de

Killing, e no caso gradiente, se a função potencial f é constante. Diremos ainda que um

sóliton é Bach-plano se B = 0.

Como exemplo de um sóliton de Bach temos o sóliton Gaussiano em dimensão 4, que

pode ser encontrado em [34].

Exemplo 1.7.1. (R4,g, f) com a métrica canônica e função potencial

f(x,y, z,w) =
1

2
c(x2 + y2 + z2 +w2) + ax+ by+ dz+ hw+ k,

é um sóliton de Bach.

Demonstração. Note que em R4 o tensor de Bach é nulo, isto é, Bij = 0. Facilmente

verifica-se que Hess f = cg.

Ho [40] obteve resultados importantes de classificação dos sólitons de Bach. Ele mos-

trou que todo sóliton de Bach gradiente compacto é Bach-plano. Em dimensão n = 4, ele
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mostrou que todo sóliton de Bach deve ser Bach-plano e X um campo de Killing. No caso

dos sólitons de Bach com curvatura de Ricci positiva ou negativa, deve ser Bach-plano.

Também mostrou no caso não compacto, a existência de sólitons de Bach não triviais.

Griffin [34] estudou os sólitons de Bach em dimensão 4 sobre variedades homogêneas,

mais precisamente sobre R4, R3 ×N, R2 ×N2, R×N3 ou N4, onde Nk é necessariamente

uma variedade homogênea. Também construiu sólitons não Bach-plano expanśıveis so-

bre variedades homogêneas e mostrou que os únicos sólitons não Bach-plano gradiente

homogêneos contráteis, são as variedades produto R2 × S2 e R2 ×H2.

No Caṕıtulo 4 apresentamos resultados obtidos de classificação e trivialidades para os

sólitons de Bach como aplicação dos resultados obtidos para os q-sólitons. Dentre eles,

mostramos que um sóliton de Bach simplesmente conexo, completo e não compacto com

campo potencial conforme não Killing, deve ser isométrico ao espaço Euclidiano.

1.8 Fluxo de Obstrução Ambiente

Nesta seção apresentamos os sólitons de obstrução ambiente. Por envolver conceitos

não triviais como o funcional Q-curvatura, faremos apenas uma breve introdução sobre

o tensor de obstrução ambiente, do fluxo relacionado e algumas referências em que é

estudado de forma mais aprofundada. O tensor de obstrução ambiente possui propriedades

úteis que são traço nulo e divergente nulo. Focamos na estrutura do sóliton e nos resultados

a que iremos aplicar.

O tensor de obstrução ambiente On foi introduzido por Graham e Fefferman [30]

quando estudaram o funcional

Fn(g) =

∫
M

Q(g)dVg, (1.19)

chamado Q-curvatura, onde Q(g) é uma quantidade escalar. Graham e Hirachi [33]

encontraram uma relação entre o gradiente de Fn(g) e o tensor On. Este funcional

foi generalizado por Branson [11], no qual Fn(g) é um funcional invariante conforme e

definido em dimensão par. Por uma questão de esclarecimento, a quantidade escalar Q(g)

pode ser definida da seguinte forma: em dimensão n = 2, definimos Q = −1
2
R = K, onde

K é a curvatura Gaussiana deM. Mais detalhes sobre as expressões para Q-curvatura em

dimensão 4 e dimensão 2m, podem ser encontrado no trabalho de Chang [16]. O tensor de

obstrução ambiente On, obtido no cálculo do gradiente da Q-curvatura, é um (0, 2)-tensor
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simétrico com traço nulo, divergente nulo e invariante conforme de peso 2 − n, isto é, se

g̃ = c2g então Õn = c2−nOn . Tal tensor é definido da seguinte forma: para dimensão

par n ⩾ 4,

On =
1

(−2)
n
2 −2

(
n
2
− 2
)
!

(
∆

n
2 −1P −

1

2(n− 1)
∆

n
2 −2∇2Sg

)
+ Tn−1 (1.20)

P =
1

n− 2

(
Ric−

1

2(n− 1)
Sg

)
, (1.21)

onde P é o tensor de Schouten e Tn−1 é um tensor polinomial de ordem n−1. O polinômio

Tn−1 pode ser definido da seguinte forma

Tn−1 = Σ
n/2
j=2P

n−2j
j (Rm),

onde Rm é a curvatura de Riemann e Pmk (A) = Σi1+···ik=m∇i1A · · · ∇ikA, para um tensor

geral A.

Como foi observado em [30], para n = 4 o tensor de obstrução ambiente é o tensor de

Bach, ou seja, O4 = B.

O fluxo ambiente de obstrução foi introduzido por Bahuaud e Helliwell [7], onde

eles mostraram a existência de curto tempo do fluxo dado pela equação de evolução ∂
∂t
g(t) = On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g,

g(0) = h,
(1.22)

onde a constante cn é dado pela expressão

cn =
1

2
n
2 −2

(
n
2
− 2
)
!(n− 2)(n− 1)

. (1.23)

Em [8] os autores mostraram que as soluções para este fluxo sobre uma variedade compacta

são únicas.

Iremos definir agora as soluções auto-similares do fluxo de obstrução ambiente chama-

das sólitons de obstrução ambiente.

Definição 1.8.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton de obstrução am-

biente se existe um campo vetorial X ∈ X(Mn) tal que

1

2
LXg = λg+

1

2

(
On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g

)
, (1.24)

onde LXg é a derivada de Lie de g na direção de X e λ é uma constante real . Denotaremos

esse sóliton por (Mn,g,X).
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Quando o campo X é o gradiente de alguma função suave f, ou seja, X = ∇f, onde

f ∈ C∞(Mn), chamaremos tal sóliton de sóliton de obstrução gradiente. Assim, a equação

acima se torna

Hessf = λg+
1

2

(
On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g

)
. (1.25)

Quando n = 4, o tensor de obstrução é o tensor de Bach e a equação se torna a equação

do sóliton de Bach modificado, encontrado no trabalho de Helliewell [39],

Hessf = λg+
1

2

(
B+

1

12
(∆R)g

)
.

Para variedades de curvatura escalar constante, como é o caso das variedades ho-

mogêneas, a equação do sóliton se torna mais simples

Hessf = λg+
1

2
On e Hessf = λg+

1

2
B.

É verificado por Griffin [35], que as equações do sóliton de Bach e sóliton de Bach modi-

ficado com curvatura escalar constante, são equivalentes.

Exemplos de sólitons de obstrução podem ser dif́ıceis de encontrar, mas em dimensão

n = 4, existem alguns exemplos que são, na verdade, os sólitons de Bach e podem ser

encontrados no trabalho de Griffin [34]. No mesmo trabalho, Griffin mostrou que todo

sóliton de obstrução ambiente compacto, com curvatura escalar constante é On-plano. Ela

ainda obteve exemplos e resultados de classificação para sólitons de Bach, que são sólitons

de obstrução ambiente em dimensão n = 4. Mais recentemente, Cunha e Griffin [23]

obtiveram resultados de classificação e trivialidades para sólitons de obstrução ambiente

completos e não compactos.

No Caṕıtulo 4 apresentamos mais resultados de trivialidade para os sólitons de obs-

trução ambiente, como aplicações dos resultados obtidos para os q-sólitons.



Caṕıtulo 2

Sólitons ρ-Einstein

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados de trivialidade para os sólitons gradiente do

fluxo de Ricci-Bourguignon, os sólitons ρ-Einstein, no caso em que a variedade é completa

e não compacta. Primeiramente, aplicamos prinćıpios do máximo no infinito e com cres-

cimento de volume polinomial, impondo condições na curvatura de Ricci e ρ pertencente

a intervalos convenientes. Também conseguimos um resultado de trivialidade supondo a

variedade estocasticamente completa. Um último resultado foi obtido para os sólitons de

Ricci sem traço gradiente, com curvatura seccional não negativa, aplicando um resultado

de Karp [43].

2.1 Sólitons ρ-Einstein via Convergência para zero

no infinito

Antes de apresentar o primeiro resultado enunciamos um resultado auxiliar, que é uma

fórmula tipo Bochner obtida utilizando propriedades dos sólitons gradiente, que pode ser

encontrado em [20, Lema 1.6].

Lema 2.1.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente completo com ρ ̸= 1
2(n−1)

.

Então
1

2
∆|∇f|2 = 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ
Ric(∇f,∇f) + |Hessf|2. (2.1)

Para enunciar e demonstrar o primeiro resultado, iremos aplicar um prinćıpio do

máximo no infinito, devido a Aĺıas et al. [1]. Para isso, antes vamos definir a convergência

para zero no infinito de acordo com estes autores.

41
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Definição 2.1.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa, não compacta e co-

nexa. Seja d(x, x0) : Mn → [0,+∞) a distância Riemanniana de um ponto fixado

x0 ∈Mn. Então, se f ∈ C0(Mn) satisfaz

lim
d(x,x0)→+∞ f(x) = 0,

dizemos que f converge para zero no infinito.

Para provar o Teorema 2.1.1 a seguir, vamos aplicar o prinćıpio do máximo no infinito

que corresponde ao item (a) de [1, Teorema 2.2], que enunciaremos abaixo.

Lema 2.1.2 (Aĺıas et al., [1]). Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana completa e não

compacta, orientada e conexa e X ∈ X(Mn) um campo vetorial suave sobreMn. Suponha

que existe uma função não identicamente nula e não negativa v ∈ C∞(M) que converge

para zero no infinito e tal que g(∇v,X) ⩾ 0. Se divX ⩾ 0 sobre Mn, então g(∇v,X) ≡ 0

sobre Mn.

Com isto, estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro resultado.

Teorema 2.1.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente completo e não com-

pacto, tal que |∇f| converge para zero no infinito. Se um dos seguintes itens vale

(i) ou a curvatura de Ricci é não positiva e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) a curvatura de Ricci é não negativa e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar R é constante.

Demonstração. Assuma, por contradição, que o sóliton ρ-Einstein não é trivial, logo a

função potencial f deve ser não constante. Podemos assim definir a função suave v :=

|∇f|2, que é não negativa, não identicamente nula e converge para zero no infinito por

hipótese. Além disso, defina o campo vetorial suave X := ∇|∇f|2 sobre M. Desde que

X = ∇v temos que

g(∇v,X) = |∇|∇f|2|2 ⩾ 0.

Pode ser verificado com um cálculo simples, que em ambos os itens (i) e (ii) vale

2ρ− 1

1− 2 (n− 1) ρ
Ric (∇f,∇f) ⩾ 0.
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Tomando a divergência do campo X e aplicando o Lema 2.1.1, obtemos

1

2
divX =

1

2
∆
(
|∇f|2

)
=

2ρ− 1

1− 2 (n− 1) ρ
Ric (∇f,∇f) + |Hessf|2 ⩾ 0.

Com estas condições satisfeitas podemos aplicar o Lema 2.1.2 para concluir que

|∇|∇f|2|2 = g(∇v,X) ≡ 0.

Logo v = |∇f|2 é uma função constante. Por hipótese de convergência para zero no

infinito da norma do gradiente, obtemos que v é identicamente nula sobre M, nos dando

uma contradição. Portanto, o sóliton deve ser trivial. Voltando à equação estrutural do

sóliton, resta que Ric = (ρR+ λ)g. Tomando a divergência e usando a identidade de

Bianchi duas vezes contráıda, obtemos que, ∇R(2ρ − 1) = 0. Por hipótese, ρ ̸= 1
2
, nos

itens i) e ii), donde conclúımos que ∇R = 0 sobre M. Portanto R é constante.

2.2 Sólitons ρ-Einstein via Crescimento de Volume

Polinomial

Para os resultados obtidos nesta seção, supomos o sóliton com crescimento de volume

polinomial, e de maneira análoga ao demonstrado na seção anterior, consideramos o escalar

ρ em certos intervalos para obter uma estimativa para o divergente do campo vetorial

definido. Além disso, assumimos uma regularidade do tipo L∞ para o gradiente e o

Hessiano da função potencial.

Antes de apresentar o próximo resultado, vamos definir o conceito de crescimento de

volume polinomial de bolas geodésicas para variedades Riemannianas completas e não

compactas, e enunciar o caso particular de um prinćıpio do máximo mais geral com a

suposição de crescimento de volume polinomial obtido por Aĺıas et al. [2, Teorema 2.1].

Vamos primeiro eununciar uma definição mais geral, de crescimento para o volume de

bolas geodésicas.

Definição 2.2.1. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana completa e não compacta,

orientada e conexa. Denote por Br(p) a bola geodésica de raio r centrada no ponto p.

Dada uma função cont́ınua σ : (0,+∞) → (0,+∞), dizemos que Mn tem crescimento de

volume tipo σ(t) se existe um ponto p ∈Mn tal que

vol(Bt(p)) = O(σ(t)),
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se t→ +∞, onde vol denota o volume Riemanniano.

É importante observar que a escolha do centro da bola geodésica é indiferente no

seguinte sentido: se p,q ∈ Mn estão a uma distância d um do outro, podemos verificar

que
vol(B(p, t))

σ(t)
⩾

vol(B(q, t− d))

σ(t− d)
.
σ(t− d)

σ(t)
,

logo se t → +∞ na desigualdade acima, temos ainda que vol (Bt−d(q)) = O(σ(t)). Em

outras palavras, independentemente do ponto escolhido, se existe uma bola com cresci-

mento de volume tipo σ(t), então podemos escolher qualquer outro ponto da variedade e

um raio, de maneira que ainda tem-se o mesmo tipo de controle sobre o crescimento de

volume da bola geodésica com centro e raios diferentes. Então diremos queMn tem cres-

cimento de volume polinomial se σ(t) é um polinômio. A seguir enunciamos o prinćıpio

do máximo com crescimento de volume polinomial.

Lema 2.2.1 (Aĺıas et al. [2]). Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e não

compacta, orientada e conexa e seja X ∈ X(Mn) um campo vetorial limitado. Seja v ∈

C∞(Mn) uma função suave não negativa tal que g(∇v,X) ⩾ 0 e divX ⩾ av sobre Mn,

para alguma constante positiva a ∈ R. Se Mn tem crescimento de volume polinomial,

então v é identicamente nula sobre Mn.

Com isto estamos prontos para enunciar e provar nosso segundo resultado.

Teorema 2.2.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente completo e não com-

pacto tal que (Mn,g) tem crescimento de volume polinomial e |∇f|, |Hessf| ∈ L∞(Mn).

Se um dos seguintes itens vale

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R, então o sóliton é trivial e a curvatura escalar R é

constante.

Demonstração. Novamente assumimos que o sóliton é não trivial, i.e., a função potencial

f deve ser não constante. Então podemos definir a função suave v := |∇f|2 e o campo

vetorial suave X := ∇|∇f|2 sobre M. Pode ser verificado que em ambos os itens (i) e (ii)

vale a seguinte desigualdade



Caṕıtulo 2. Sólitons ρ-Einstein 45

2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ
Ric(∇f,∇f) ⩾

∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α|∇f|2.
Tomando a divergência no campo X = ∇v e usando o Lema 2.1.1, temos

1

2
divX =

1

2
∆|∇f|2

=
2ρ− 1

1− 2 (n− 1) ρ
Ric (∇f,∇f) + |Hessf|2

⩾

∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α|∇f|2 + |Hessf|2

⩾

∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣α|∇f|2,
isto é, mostramos que divX ⩾ βv, onde β = 2α

∣∣∣ 2ρ−1
1−2(n−1)ρ

∣∣∣ > 0. Note também que

g(∇v,X) = |∇|∇f|2|2 ⩾ 0.

Uma vez que |∇f|, |Hess(f)| ∈ L∞(M) e usando a desigualdade de Kato obtemos

|X| = 2|∇f||∇|∇f|| ⩽ 2|∇f||Hessf| ≪ +∞,

isto é, o campo X é limitado. Portanto, desde que (Mn,g) tem crescimento de volume

polinomial e o campo X e a função v satisfazem as condições do Lema 2.2.1, podemos

aplicá-lo para concluir que v = |∇f|2 é identicamente nula sobreM, donde obtemos que f

é constante, que é uma contradição. Portanto, o sóliton é trivial, e na equação estrutural

do sóliton resta que Ric = (ρR+ λ)g. De maneira similar a prova do resultado anterior,

tomando a divergência e usando a identidade de Bianchi duas vezes contráıda, obtemos

que ∇R = 0 sobre M, donde conclúımos que a curvatura escalar R, é constante.

2.3 Sólitons ρ-Einstein via Completude Estocástica

Obtemos uma versão fraca do Teorema 2.2.1, sem as hipóteses |Hessf| ∈ L∞ (M) e cres-

cimento de volume polinomial, e assumindo completude estocástica do sóliton ρ-Einstein

gradiente. Vamos definir completude estocástica de acordo com [3].

Definição 2.3.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é dita ser estocasticamente com-

pleta se, para algum (e portanto, qualquer) ponto (x, t) ∈Mn × (0,+∞)∫
M

p(x,y, t)dy = 1,
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onde p(x,y, t) é o núcleo do calor positivo (mı́nimo) do operador de Laplace-Beltrami ∆,

isto é, a menor solução fundamental positiva da equação do calor

∂p

∂t
=

1

2
∆p sobre Mn.

Na literatura podemos encontrar várias definições equivalentes ao de completude es-

tocástica da variedade Riemanniana e ainda condições que implicam esssa propriedade.

Alguns desses resultados podem ser encontrados no trabalho de Grigor’yan [37]. Dentre

tantas condições de equivalência da completude estocástica, podemos citar o resultado

de Pigola, Rigoli e Setti [51, Teorema 1.1], que garante uma equivalência entre a com-

pletude estocástica da variedade e a validade da forma fraca do prinćıpio do Máximo de

Omori-Yau, como segue:

Lema 2.3.1 (Pigola, Rigoli, Setti, [51]). Uma variedade Riemanniana Mn é estocastica-

mente completa se, e somente se, para toda função u ∈ C2(Mn) satisfazendo supM u <

+∞, existe uma sequência de pontos {xk} ⊂Mn tal que

lim
k
u(xk) = sup

M

u e lim sup
k

∆u(xk) ⩽ 0.

Com isto, podemos enunciar e provar nosso terceiro resultado.

Teorema 2.3.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente estocásticamente com-

pleto e tal que |∇f| ∈ L∞(Mn). Se um dos seguintes itens vale

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R, então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar

R é constante.

Demonstração. Por suposição, em ambos os itens i) ou ii) juntamente com o Lema 2.1.1

e a desigualdade de Kato, obtemos

|∇f|∆|∇f|+ |∇|∇f||2 =
1

2
∆|∇f|2

=
2ρ− 1

1− 2 (n− 1) ρ
Ric (∇f,∇f) + |Hessf|2

⩾

∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α|∇f|2 + |Hessf|2

⩾

∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α|∇f|2 + |∇|∇f||2.
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Consequentemente,

∆|∇f| ⩾
∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α|∇f|.
Agora vamos supor por contradição que supM |∇f| > 0. Desde que |∇f| ∈ L∞ (M) e M é

estocasticamente completa, o Lema 2.3.1 garante a existência de uma sequência de pontos

(xk) ⊂M tal que

0 ⩾ lim sup
k

∆|∇f|(xk) ⩾
∣∣∣∣ 2ρ− 1

1− 2(n− 1)ρ

∣∣∣∣ · α sup
M

|∇f| > 0,

que é um absurdo. Portanto sup |∇f| = 0, logo f é uma função constante sobre M e

o sóliton deve ser trivial. Voltando a equação estrutural do sóliton temos que Ric =

(ρR+ λg). Da mesma forma, tomando a divergencia nesta equação, conclúımos que a

curvatura escalar R é constante.

Uma consequência do Teorema 2.3.1 é dada abaixo, sem pedir completude estocástica

e adicionando a estimativa inferior na curvatura de Ricci pela função radial G(r) que

satisfaz as condições de ser crescente, positiva e com raiz não integrável. Esta condição sob

a curvatura de Ricci, implica a completude estocástica da variedade e pode ser encontrado

em [3, Teorema 2.13].

Corolário 2.3.1. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente completo e não com-

pacto tal que um dos seguintes itens vale

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R. Assuma em adição que Ric ⩾ −G(r), para alguma

função G ∈ C1([0,+∞)) satisfazendo

G(0) > 0, G ′ ⩾ 0 e G−1/2 ̸∈ L1([0,+∞)),

onde r denota a função distância Riemanniana de uma origem fixada em Mn. Se |∇f| ∈

L∞(M), então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar R é constante.

Lembremos que uma variedade Riemanniana (não necessariamente completa) (Mn,g)

é chamada parabólica (com respeito ao operador Laplaciano), se as funções constantes são

as únicas funções subharmônicas sobre Mn que são limitadas superiormente. Já é bem

conhecido que toda variedade Riemanniana parabólica é estocasticamente completa e pode
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ser encontrado no livro de Grigor’yan [37, Corolário 6.4]. Assim, a consequência a seguir

é direta.

Corolário 2.3.2. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente parabólico tal que

|∇f| ∈ L∞(Mn). Se um dos seguintes itens vale

(i) ou Ric(∇f,∇f) ⩽ −α|∇f|2 e ρ > 1
2
ou ρ < 1

2(n−1)
; ou

(ii) Ric(∇f,∇f) ⩾ α|∇f|2 e 1
2(n−1)

< ρ < 1
2
,

para alguma constante positiva α ∈ R, então (Mn,g, f, ρ) é trivial e a curvatura escalar

R é constante.

2.4 Um resultado para sólitons de Ricci sem traço

Finalizamos este caṕıtulo com um resultado particular, para os sólitons de Ricci sem

traço gradiente com curvatura seccional não negativa. Para obtê-lo, aplicamos um re-

sultado para funções subharmônicas de Karp [43], onde neste trabalho o autor estuda

uma extensão do Teorema de Stokes para variedades não compactas. Esse resultado diz

o seguinte:

Lema 2.4.1 (Karp, [43]). SeMn é uma variedade Riemanniana completa e não compacta

de curvatura seccional não negativa, então nenhuma função C2(Mn) subharmônica não

constante u satisfaz |∇u| ∈ L n
n−1 (Mn).

Tendo este resultado em mãos, provamos o seguinte:

Teorema 2.4.1. Seja (Mn,g, f, 1
n
) um sóliton de Ricci gradiente sem traço completo e

não compacto com curvatura seccional não negativa e tal que o gradiente de f satisfaz∫
M

|∇f| n
n−1 < +∞. (2.2)

Então (Mn,g, f, 1
n
) é trivial e estático.

Demonstração. Para ρ = 1
n
a equação estrutural do sóliton assume a forma

Ric+ Hess(f) = λg+
1

n
Rg.

Tomando o traço, temos que ∆f = λn, e assim o sinal do Laplaciano de f depende do sinal

de λ. Quando λ ⩾ 0, f é subharmônica e quando λ < 0, −f é também subharmônica. Logo,



Caṕıtulo 2. Sólitons ρ-Einstein 49

desde que (Mn,g) é uma variedade completa e não compacta com curvatura seccional não

negativa e satisfazendo a regularidade (2.2), podemos aplicar o Lema 2.4.1 para concluir

em quaisquer dos casos que f é constante. Portanto, (Mn,g, f, 1
n
) é trivial e da equação

estrutural, tomando o traço obtemos que λ = 0, ou seja, é estático.



Caṕıtulo 3

Alguns resultados em Sólitons de

Cotton

Os resultados deste caṕıtulo, podem ser encontrados no recente trabalho devido a Cunha

e Silva Jr. [22], onde obtivemos vários resultados de trivialidade dos sólitons de Cotton,

onde em todos os resultados obtemos que a variedade é localmente conformemente plana.

Para obter alguns dos resultados, precisamos assumir uma condição na curvatura de Ricci,

dada por

Ric ⩾ −
2k

1+ r2
g,

no sentido de formas quadráticas, necessária para a existência de funções cut-off. Também

supondo a parabolicidade da variedade e com condições de norma Lp ou L∞ para a norma

do campo potencial, obtivemos nos casos gradiente e não gradiente, que a variedade é

localmente conformemente plana. Na seção 3.3, obtivemos um análogo aos resultados

para sólitons ρ-Einstein. Como aplicação, usamos um resultado de Cheng [18] em vários

dos resultados obtidos, para garantir a isometria do sóliton à um espaço forma.

3.1 Sólitons de Cotton via curvatura de Ricci

Nos Teoremas 3.1.1 e 3.1.3 desta seção, assuminos a hipótese sob a curvatura de Ricci no

sentido de formas quadráticas para garantir a existência de funções cut-off, como é feito

por Bianchi e Setti [9, corolário 2.3], que enunciaremos abaixo. Estes resultados estão

publicados no artigo [22] mas sem esta hipótese sob a curvatura, pois inicialmente não foi

observado a necessidade de ter uma hipótese adicional para garantir a existência destas

50
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funções.

Lema 3.1.1 (Bianchi, Setti, [9]). Seja Mn uma variedade Riemanniana completa e não

compacta. Suponha que Ric ⩾ − 2k2

1+r2
g no sentido de formas quadráticas, isto é,

Ricp(X,X) ⩾ −
2k2

1+ r2
|X|2, ∀ X ∈ TpM,

onde r é a função distância de um ponto fixado. Então para qualquer raio positivo r̃, e

uma constante γ > 1, existe uma função τ :M→ [0, 1], τ ∈ C∞
0 (M

n), tal que

i) τ ≡ 1 em Br̃(x0)

ii) supp τ ⊂ Bγr̃(x0)

iii) |∇τ| ⩽ C1

r̃
,

iv) |∆τ| ⩽ C2

r̃2
,

onde C1 e C2 são constantes que não dependem de r̃.

Observação 3.1.1. Ainda em [9], os autores notaram que este resultado também é obtido

para Ric ⩾ 0.

Antes de prosseguir aos resultados, vamos relembrar que a estrutura de um sóliton de

Cotton (M3,g,X), é definida por

C+ LXg = λg. (3.1)

Note que, tomando o traço na equação acima do sóliton temos que 2 divX = λn. No caso

gradiente, temos 2∆f = λn. Lembre que C é o (0, 2)-tensor de Cotton-York que tem traço

nulo e divergente nulo.

Feito isto, podemos enunciar e provar o seguinte:

Teorema 3.1.1. Seja (M3,g, f) um sóliton de Cotton gradiente completo e não compacto

e tal que o tensor de Ricci satisfaz

Ric ⩾ −
2k2

1+ r2
g, (3.2)

no sentido de formas quadráticas, onde r é a função distância de um ponto fixado x0. Se

f tem uma integral de Dirichlet com peso finita, isto é, se para alguma bola Br0(x0),∫
M−Br0

r(x, x0)
−2|∇f|2 < +∞, (3.3)

então M é localmente conformemente plana.
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Demonstração. Tomando o traço na equação estrutural do sóliton e desde que o tensor

de Cotton-York tem traço nulo obtemos que

2∆f = λn.

Substituindo o Laplaciano na já conhecida fórmula de Bochner, obtemos que

1

2
∆|∇f|2 = |Hessf|2 + Ric(∇f,∇f). (3.4)

Por outro lado, ainda podemos ver o Ricci na direção do gradiente como sendo

Ric(∇f, ·) = div(Hessf) −∇∆f

= div(
λ

2
g−

C

2
)

= 0,

pois o divergente da métrica g e do tensor de Cotton-York são nulos, garantindo assim

que Ric(∇f, ·) = 0. Assim, voltando à fórmula (3.4), resulta que

1

2
∆|∇f|2 = |Hessf|2. (3.5)

Por hipótese sob a curvatura de Ricci, existem funções cut-off, ϕ ∈ C∞
0 (B(x0, 2r0))

para r0 > 0, de modo que satisfazem as seguintes condições

0 ⩽ ϕ ⩽ 1, em B(x0, 2r0)

ϕ = 1, em B(x0, r0)

|∇ϕ|2 ⩽ K

r20
, em B(x0, 2r0)

∆ϕ ⩽
K

r20
, em B(x0, 2r0),

(3.6)

onde K > 0 é uma constante. Oberve que estamos tomando a bola com raio r0, o mesmo

da suposição da integral de Dirichlet finita. Agora, multiplicamos a equação (3.5) pela

função ϕ e integrando em ambos os lados da igualdade sob a bola de raio 2r0 para obter

∫
B2r0

|Hess(f)|2ϕ2 =

∫
B2r0

1

2
∆|∇f|2ϕ2.

Usando integração por partes conseguimos∫
B2r0

1

2
∆|∇f|2ϕ2 =

∫
B2r0

1

2
|∇f|2∆ϕ2 +

1

2

(∫
∂B2r0

ϕ2∂|∇f|2

∂ν
− |∇f|2∂ϕ

2

∂ν

)
.
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Note que ϕ ∈ C∞
0 (B(q, 2r0)), isto é, a função ϕ tem suporte compacto. Logo, o termo

integral sob o bordo na equação anterior é nulo. Assim, obtemos que∫
B2r0

1

2
∆|∇f|2ϕ2 =

∫
B2r0

1

2
|∇f|2∆ϕ2

=

∫
B2r0

1

2
|∇f|2

(
ϕ∆ϕ+ |∇ϕ|2

)
=

∫
B2r0−Br0

1

2
|∇f|2

(
ϕ∆ϕ+ |∇ϕ|2

)
⩽

∫
B2r0−Br0

α

r20
|∇f|2,

onde α é uma constante positiva e na terceira igualdade usamos que ϕ é constante igual

a 1 sobre Br0 , e por fim, na última desigualdade utilizamos as estimativas (3.6) da função

cut-off. Juntando os resultados, obtemos a seguinte desigualdade∫
B2r0

|Hess(f)|2ϕ2
r ⩽

∫
B2r0\Br0

α

r2
|∇f|2

⩽
∫
M−Br0

α

r2
|∇f|2.

A última desigualdade pode ser obtida por suposição da integral ser finita. Fazendo

r0 → ∞ na última desigualdade temos que
∫
M−Br0

α
r20
|∇f|2 → 0 e ϕr converge para a

função constante igual a 1, logo obtemos∫
M

|Hessf|2 = 0.

Portanto, conclúımos que Hessf = 0. Voltando a equação estrutural do sóliton, resta

que C = λg. Tomando o traço nesta equação e desde que C tem traço nulo, obtemos que

λn = 0, logo λ = 0. Portanto, conclúımos que C = 0 e desde que M tem dimensão três,

conclúımos que é localmente conformemente plana.

No próximo resultado, consideramos o sóliton gradiente e assumimos condições de

regularidade sobre a função |∇f|, sendo |∇f| ∈ L∞(Mn) ou |∇f| ∈ Lp(Mn) para p > 1 e

ainda a variedade Riemanniana ser parabólica.

Precisamos da seguinte definição.

Definição 3.1.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada parabólica se toda

função suave subharmônica u :Mn → R com supM u < +∞ é constante.

Para a suposição de norma Lp, aplicaremos um resultado auxiliar obtido por Yau em

[55], enunciado a seguir.
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Lema 3.1.2 ([55]). Seja u : Mn → R uma função suave subharmônica e não negativa

definida sobre a variedade Riemanniana completaMn. Se u ∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

então u é uma função constante.

Com isto, estamos em posição de enunciar e provar o seguinte:

Teorema 3.1.2. Seja (M3,g, f) um sóliton de Cotton gradiente completo e não compacto.

Se, ou M3 é parabólica e |∇f| ∈ L∞(M3) ou |∇f| ∈ Lp(M3) para p > 1, então (M3,g) é

localmente conformemente plana.

Demonstração. Suponha que M é parabólica e |∇f| ∈ L∞(M). Como foi obtido na prova

do resultado anterior na equação (3.5), no caso do sóliton de Cotton gradiente temos

Ric(∇f, ·) = 0 e 2∆f = λn, logo

1

2
∆|∇f|2 = |Hessf|2 ⩾ 0, (3.7)

ou seja, |∇f|2 é uma função subharmônica sobre M. Assim, com a suposição de M ser

parabólica e |∇f| ser limitada, obtemos que |∇f|2 é uma função constante sobreM. Então

por (3.7) resta que

|Hessf|2 = 0,

isto é, o Hessiano de f é nulo. Voltando para a equação estrutural do sóliton, temos

C = λg. Tomando o traço nesta equação, desde que C tem traço nulo, obtemos que

λn = 0, logo λ = 0 e consequentemente C = 0. Portanto,M é localmente conformemente

plana.

Agora vamos supor que |∇f| ∈ Lp(M) para algum p > 1. Podemos voltar para a

equação (3.7) para obter ∆|∇f|2 ⩾ 0, isto é, |∇f|2 é uma função subharmônica sobre M.

Desde que |∇f| ∈ Lp(M), tem-se que |∇f|2 ∈ Lp(M). Aplicando o Lema 3.1.2, conclúımos

que |∇f|2 é uma função constante sobre M. Assim, obtemos novamente a equação (3.7),

donde conclúımos que o Hessiano de f é nulo. Voltando para equação estrutural do sóliton

temos novamente que C = λg. Tomando o traço nesta equação, obtemos que λ = 0 e

consequentemente C = 0. Portanto, M é localmente conformemente plana.

Para prova o Teorema 3.1.3, precisaremos da fórmula tipo Bochner, que é o obtida da

fórmula de Bochner generalizada.

Lema 3.1.3. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton. Então

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X). (3.8)
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Demonstração. A fórmula de Bochner generalizada que pode ser encontrada em [54], é

escrita da seguinte forma

div(LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +∇Xdiv(X).

Tomando a divergência na equação estrutural do sóliton (3.1) e usando o fato que o tensor

de Cotton-York tem divergente nulo, temos que

div(LXg) = λdiv(g) = 0.

Agora tomando o traço na equação do sóliton e usando o fato que o tensor de Cotton-

York tem traço nulo, temos que

div(X) = λn,

ou seja, divX é constante, logo ∇Xdiv(X) = 0. Com estes dois termos nulos, substituindo

na fórmula generalizada e isolando o termo do Laplaciano, obtemos a fórmula (3.8).

Com isto em mãos, provamos o seguinte:

Teorema 3.1.3. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton completo e não compacto com

curvatura de Ricci satisfazendo

0 ⩾ Ric ⩾ −
2k2

1+ r2
g, (3.9)

no sentido de formas quadráticas, onde r é a função distância de um ponto fixado x0. Se∫
M−Br0

r(x, x0)
−2|X| < +∞, (3.10)

para alguma bola Br0, então (M3,g) é localmente conformemente plana e X é um campo

paralelo.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.3 temos que

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X). (3.11)

Pela suposição sobre a curvatura de Ricci, existe uma função cut-off ϕ que satisfaz as

condições (3.6). Multiplicando a equação (3.11) por ϕ e integrando sobre B2r0 , temos que∫
B2r0

|∇X|2ϕ2 −

∫
B2r0

Ric(X,X)ϕ2 =
1

2

∫
B2r0

∆|X|2ϕ2.
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Agora integrando por partes e usando as propriedades de ϕ, temos que∫
B2r0

1

2
∆|X|2ϕ2 =

∫
B2r0

1

2
|X|2∆ϕ2

=

∫
B2r0

1

2
|X|2

(
ϕ∆ϕ+ |∇ϕ|2

)
=

∫
B2r0−Br0

1

2
|X|2

(
ϕ∆ϕ+ |∇ϕ|2

)
⩽

∫
B2r0−Br0

α

r20
|X|2,

onde na terceira igualdade usamos que ϕ é constante igual a 1 sobre Br0 , e na última

desigualdade utilizamos as estimativas (3.6) da função cut-off e α é uma constante positiva.

Assim, ∫
B2r0

|∇X|2ϕ2 −

∫
B2r0

Ric(X,X)ϕ2 ⩽
∫
B2r0\Br0

α

r20
|X|2 ⩽

∫
M\Br0

α

r20
|X|2,

onde obtemos a última desigualdade pela suposição da integral ser finita. Fazendo r0 →∞, temos que
∫
M\Br0

α
r20
|X|2 → 0 e ϕ converge para a função constante igual a 1. Logo,

conseguimos ∫
M

|∇X|2 −
∫
M

Ric(X,X) = 0.

Por suposição a curvatura de Ricci é não positiva, logo da igualdade acima conclúımos

que |∇X|2 = 0, ou seja ∇X = 0, i.e., X é um campo paralelo. Tomando o traço na equação

estrutural do sóliton e usando fato do tensor de Cotton-York ter traço nulo, obtemos que

λ = 0 e C = 0, donde conclúımos que (M,g) é localmente conformemente plana.

Finalmente, assumindo condições de regularidade tipo L∞ ou Lp, provamos o seguinte

resultado:

Teorema 3.1.4. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton completo e não compacto com

curvatura de Ricci não positiva. Se, M3 é parabólica e |X| ∈ L∞(M3), ou |X| ∈ Lp(M3)

para p > 1, então (M3,g) é localmente conformemente plana e X é um campo paralelo.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.3 e pela suposição da curvatura de Ricci ser não positiva,

temos
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0, (3.12)

ou seja, |X|2 é uma função subharmônica sobreM. Desde supM |X| < +∞ eM é parabólica

obtemos que |X|2 é constante. Assim segue da equação (3.12) que

|∇X|2 − Ric(X,X) = 0.
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Desde que Ric ⩽ 0 conclúımos que |∇X|2 = 0, ou seja, ∇X = 0, e assim X é um campo pa-

ralelo. Na equação estrutural do sóliton resta que C = λg. Tomando o traço nesta equação

e usando o fato que o tensor C tem traço nulo temos que λn = 0, donde conclúımos que

λ = 0 e consequentemente C = 0. Portanto (M,g), é localmente conformemente plana.

Por outro lado, assuma que |X| ∈ Lp(M), para algum p > 1. Podemos voltar para

a equação (3.12), para obter ∆|X|2 ⩾ 0, isto é, |X|2 é uma função subharmônica sobre

M. Por suposição, temos que |X|2 ∈ Lp(M). Aplicando o Lema 3.1.2, conclúımos que

|X|2 é uma função constante sobre M. Pela equação (3.12), obtemos de maneira análoga,

que |∇X| = 0, isto é, X é paralelo. Voltando para equação estrutural do sóliton temos

C = λg. Da mesma maneira, tomando o traço nesta equação obtemos que λ = 0 e C = 0.

Portanto, M é localmente conformemente plana.

3.2 Sólitons de Cotton via prinćıpios do máximo

Nesta seção, apresentamos alguns resultados, onde aplicamos dois prinćıpios de máximo

com convergência para zero no infinito e outro com a suposição de crescimento de volume

polinomial da variedade.

Assumindo a Definição 2.1.1 de convergência para zero no infinito, provamos o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja (M3,g, f) um sóliton de Cotton gradiente completo e não compacto.

Se |∇f| converge para zero no infinito, então (M3,g, f) é trivial e localmente conforme-

mente plano.

Demonstração. Suponha, por contradição, que o sóliton de Cotton é não trivial, i.e., a

função potencial f deve ser não constante. Assim, podemos definir a função v := |∇f|2,

que é não negativa, não identicamente nula e que converge para zero no infinito, por

suposição. Defina o campo vetorial suave X := ∇|∇f|2 sobreM e note que ∇v = X. Logo,

g(∇v,X) = |∇|∇f|2|2 ⩾ 0.

Como foi visto anteriormente, para um sóliton de Cotton gradiente a fómula de Bochner

se reduz a
1

2
∆|∇f|2 = |Hessf|2.

Agora, desde que X = ∇v obtemos

1

2
divX =

1

2
∆|∇f|2 ⩾ 0.
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Portanto, com a função v e o campo X satisfazendo às hipóteses do Lema 2.1.2, podemos

aplicá-lo para obter

|∇|∇f|2|2 = g(∇v,X) ≡ 0,

ou seja, ∇|∇f|2 = 0 e consequentemente v = |∇f|2 é uma função constante. Desde que

v converge para zero no infinito, conclúımos que v é identicamente nula, o que é uma

contradição. Portanto, o sóliton é trivial, e pela equação estrutural do sóliton obtemos

que C = λg. Tomando o traço nesta equação e usando o fato que o tensor C tem traço nulo

conclúımos que λ = 0 e consequentemente C = 0, ou seja,M é localmente conformemente

plana.

O próximo resultado é uma versão do teorema anterior para o caso do sóliton não

gradiente. Neste caso, adicionamos a hipótese da curvatura de Ricci ser não positiva.

Teorema 3.2.2. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton completo e não compacto com

curvatura de Ricci não positiva. Se |X| converge para zero no infinito, então o sóliton é

trivial e (M3,g) é localmente conformemente plana.

Demonstração. Seguindo a ideia da prova do Teorema 3.2.1, assuma, por contradição,

que o sóliton é não trivial. Então o campo potencial X deve ser não nulo. Assim podemos

definir a função v := |X|2 e o campo vetorial suave Y := ∇|X|2. Note que v é não negativa,

não identicamente nula e converge para zero no infinito, por hipótese. Desde que Y = ∇v,

temos que

g(∇v, Y) = |∇|X|2|2 ⩾ 0.

Assim, aplicando o Lema 3.1.3 e usando que a curvatura de Ricci é não positiva, obtemos

também que
1

2
divY =

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0.

Como v e o campo Y satisfazem às hipóteses do Lema 2.1.2, podemos aplicá-lo para

concluir que

0 ≡ g(∇v, Y) = |∇|X|2|2,

isto é, ∇v = ∇|X|2 = 0 e consequentemente v é uma função constante sobre M. Desde

que v converge para zero no infinito, conclúımos que v ≡ 0 sobre M, o que implica que

X é identicamente nulo, nos dando uma contradição com a suposição de não trivialidade

do sóliton. Portanto, o sóliton é trivial e pela equação estrutural do sóliton obtemos
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que C = λg. Tomando o traço nesta equação e usando o fato que o tensor C tem traço

nulo obtemos que λ = 0 e consequentemente C = 0, implicando que (M,g) é localmente

conformemente plana.

No próximo resultado, além da suposição do crescimento de volume polinomial, adi-

cionamos condições sobre a curvatura de Ricci e uma limitação sobre o campo potencial

X, para poder ser verificada a relação entre o campo vetorial e a função, no prinćıpio do

máximo utilizado.

Provamos o seguinte:

Teorema 3.2.3. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton completo e não compacto, cuja

curvatura de Ricci satisfaz Ric ⩽ −αg para alguma constante positiva α. Se (M3,g)

tem crescimento de volume polinomial e |X|, |∇X| ∈ L∞(M3), então o sóliton é trivial e

localmente conformemente plano.

Demonstração. Suponha, supor por contradição, que o sóliton é não trivial. Então o

campo potencial X deve ser não nulo. Assim, novamente defina a função suave não

negativa v := |X|2 e o campo vetorial suave Y := ∇|X|2. Usando a fórmula tipo Bochner

obtida no Lema 3.1.3, temos

1

2
divY =

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ αv.

Além disso,

g(∇v, Y) = |∇|X|2|2 ⩾ 0.

Por outro lado, pela desigualdade de Kato, temos

|Y| = 2|X||∇|X|| ⩽ 2|X||∇X| < +∞,

pois, por hipótese, |X|, |∇X| ∈ L∞(M). Assim, desde que a variedade tem crescimento de

volume polinomial e v é uma função que satisfaz às hipóteses do Lema 2.2.1, podemos

aplicá-lo para concluir que v é identicamente nula sobreM, isto é, X = 0, nos dando uma

contradição com a suposição de não trivialidade do sóliton. Portanto, o sóliton é trivial, e

pela equação estrutural do sóliton temos C = λg. Tomando o traço nesta equação obtemos

que λ = 0 e consequentemente C = 0, implicando que (M,g) é localmente conformemente

plana.
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3.3 Sólitons de Cotton via Completude Estocástica

Nesta seção, finalizamos este caṕıtulo com o último resultado e consequências, onde su-

pomos o sóliton de Cotton ser estocasticamente completo. Analogamente ao feito no

Caṕıtulo 2, usamos a equivalência entre a completude estocástica e a validade do prinćıpio

do máximo fraco de Omori-Yau. Além da completude estocástica, para a obtenção do

próximo resultado, adicionamos a condição sob a curvatura de Ricci, Ric ⩽ −αg e o

campo potencial X ser limitado.

Teorema 3.3.1. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton estocasticamente completo, cuja

curvatura de Ricci satisfaz Ric ⩽ −αg para alguma constante positiva α. Se |X| ∈ L∞(M3)

então, o sóliton é trivial e localmente conformemente plano.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.3, juntamente com a desigualdade de Kato, temos que

|X|∆|X|+ |∇|X||2 =
1

2
∆|X|2

= |∇X|2 − Ric(X,X)

⩾ |∇|X||2 + α|X|2.

Note que, |X|(∆|X| − α|X|) ⩾ 0, isto é, ∆|X| ⩾ α|X|. Agora, suponha, por absurdo, que

supM |X| > 0. Por suposição, |X| ∈ L∞(M) e M é estocasticamente completa, então pelo

Lema 2.3.1, existe uma sequência de pontos {xk} ⊂M tal que

0 ⩾ lim sup
k

∆|X|(xk) ⩾ α sup
M

|X| > 0,

o que é um absurdo. Portanto, supM |X| = 0, donde conclúımos que X é identicamente

nulo. Sendo assim, obtemos que o sóliton é trivial. Analogamente, tomando o traço na

equação estrutural do sóliton, conclúımos que C = 0, logo (M,g) é localmente conforme-

mente plana.

Como consequência, obtemos um resultado supondo a parabolicidade da variedade,

desde que toda variedade Riemanniana parabólica é estocasticamente completa [37].

Corolário 3.3.1. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton parabólico, cuja curvatura de

Ricci satisfaz Ric ⩽ −αg para alguma constante positiva α. Se |X| ∈ L∞(M3), então

(M3,g,X) é trivial e localmente conformemente plano.
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Como uma segunda consequência, aplicada à alguns dos resultados obtidos neste

caṕıtulo, usamos um resultado obtido por Cheng et al. [18], para variedades Rieman-

nianas localmente conformemente planas em dimensão três para obter um resultado de

isometria.

Teorema 3.3.2 (Cheng, Kiohama, Ishikawa, [18]). Seja (M3,g) uma variedade Rieman-

niana conformemente plana e completa, com curvatura escalar constante e norma ao

quadrado da curvatura de Ricci constante. Então temos

i) Se a curvatura escalar R é não negativa, M3 é ou isométrica a um espaço forma ou

a variedade Riemanniana produto M2(c)×N1(c ⩾ 0).

ii) se a curvatura escalar R é negativa, ou M3 é isométrica a um espaço forma ou a

norma ao quadrado da curvatura de Ricci de M3 está em
(

R3

2
, R

2

2

]
Notando que em todos os resultados, obtemos que a variedade é localmente confor-

memente plana e analisando o sinal da curvatura escalar, podemos aplicar o resultado

acima. O resultado abaixo está publicado no artigo [22], mas aqui escrevemos o resultado

corrigido, especificando como é aplicado em cada resultado anterior.

Corolário 3.3.2. Em todos os resultados anteriores para os sólitons de Cotton, suponha

em adição que, o sóliton tem curvatura escalar constante R e norma ao quadrado do tensor

curvatura de Ricci constante. Nos Teoremas 3.1.3, 3.1.4, 3.2.2, 3.2.3, 3.3.1 conclúımos

que, ou M3 é isométrica a um espaço forma ou a norma ao quadrado da curvatura de

Ricci de M3 está em
(

R3

2
, R

2

2

]
.

Observação 3.3.1. Note que nos Teoremas 3.1.1, 3.1.2 e 3.2.1, não é posśıvel concluir

um sinal para a curvatura escalar, embora seja constante.



Caṕıtulo 4

Sólitons generalizados ou q-sólitons

Neste caṕıtulo obtivemos alguns resultados de trivialidade e de isometria ao espaço Eu-

clidiano, para q-sólitons completos, e escolhendo o tensor q de modo apropriado obtemos

aplicações para sólitons já conhecidos tais como: o Ricci sem traço, Ricci-Bourguignon,

sóliton de Bach, sóliton de obstrução ambiente e sóliton de Cotton.

Primeiramente, supondo um q-sóliton em que o tensor q tem traço não negativo e

com condição L1 no gradiente da função potencial f, obtemos que o tensor q tem traço

nulo. Também estudamos q-sólitons com campo potencial conforme e satisfazendo uma

identidade tipo Bianchi

div(q) =
1

2
∇ tr(q),

para obter que o sóliton é estacionário (X é um campo de Killing) ou q-plano.

4.1 q-sólitons com traço não positivo e ou não nega-

tivo

Lembremos que a equação de um q-sóliton é dada pela expressão

1

2
LXg = λg+

1

2
q, (4.1)

onde X é um campo suave e λ uma constante real.

Antes de apresentar os resultados obtidos, enunciaremos Lemas auxiliares que serão

utilizados. O primeiro resultado foi obtido por Caminha et al. [21].

62
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Lema 4.1.1. Seja X um campo vetorial suave sobre uma variedade Riemanniana com-

pleta, não compacta e orientada Mn tal que div(X) não muda de sinal sobre Mn. Se

|X| ∈ L1(M), então div(X) = 0 sobre Mn.

Aplicaremos o Lema 3.1.2, já enunciado anteriormente. Além disso, usaremos um

outro resultado de Schoen-Yau que pode ser encontrado no Lema 6.3 de [52].

Lema 4.1.2. Se f é uma função subharmônica não negativa em B(q, 2r), contida em M,

então vale a desigualdade ∫
B(q,r)

|∇f|2 ⩽ δ

r2

∫
B(q,2r)

f2, (4.2)

onde B(q, r) é uma bola com raio r > 0, centro em q e δ > 0 é uma constante real.

A seguir temos o primeiro resultado de trivialidade para os sólitons generalizados. O

resultado é composto de duas partes, onde na primeira obtemos que o sóliton deve ter

traço nulo e na segunda parte, substituindo a hipótese de regularidade da função f pela

limitação inferior e com condições adicionais, conclúımos que o sóliton deve ser trivial.

Teorema 4.1.1. Seja (Mn,g, f) um q-sóliton gradiente completo, não contrátil (λ ⩽ 0),

para o q-fluxo, tal que q tem traço não positivo. Se |∇f| ∈ L1(Mn) então Mn é estática

e q tem traço nulo. Se ao invés da regularidade L1(Mn), supormos f ⩾ k para alguma

constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens

i) Mn é parabólica,

ii)
1

f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

iii) Mn crescimento de volume linear,

então o sóliton é trivial.

Demonstração. Tomando o traço na equação estrutural do sóliton e por suposição de

λ ⩽ 0 e tr(q) ⩽ 0, temos que

∆f = λn+
1

2
tr(q) ⩽ 0, (4.3)

isto é, f é superharmônica. Portanto, se |∇f| ∈ L1(M) então podemos usar o Lema 4.1.1

em X = ∇f, para concluir que ∆f = div∇f = 0, isto é, f é harmônica e consequentemente,

pela equação anterior, obtemos que λ = 0 e tr(q) = 0.
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Agora, suponha que f ⩾ k, onde k > 0. Temos pela equação (4.3) que f é su-

perharmônica. Se M é parabólica, obtemos que f é constante. Consequentemente, da

própria equação (4.3), obtemos que tr(q) = 0 e λ = 0. Retornando à equação estrutu-

ral do sóliton, conseguimos que o sóliton é q-plano. Portanto o sóliton é estácionário e

q-plano, isto é, trivial.

Suponha que ii) ocorre. Com um cálculo simples é verificado que

∆
(1
f

)
=
( 2

f3

)
|∇f|2 − ∆f

f2
. (4.4)

Desde que ∆f ⩽ 0, como foi verificado em (4.3), pela equação (4.4) temos que ∆(
1

f
) ⩾ 0,

isto é, 1
f
é subharmônica. Então pelo Lema 3.1.2 conseguimos que

1

f
é constante sobre

M, portanto f é constante e pela inequação (4.3) e equação estrutural do sóliton (4.1),

conclúımos de maneira análoga que M é estacionário e q-plano.

Finalmente, assumindo a validade de (iii), podemos usar a inequação (4.3) novamente

para conseguir ∆f ⩽ 0, portanto por (4.4) segue que ∆(
1

f
) ⩾ 0. Aplicando o Lema 4.1.2

e o crescimento de volume linear de M, temos que∫
B(q,r)

∣∣∣∣∇1

f

∣∣∣∣2 ⩽
( δ
r2

) ∫
B(q,2r)

( 1

f2

)
⩽
( δ

r2k2

)
V(B(q, 2r))

⩽
( δ

r2k2

)
β2r

=
α

rk2
→ 0,

se r→ ∞. Portanto, ∫
M

∣∣∣∣∇1

f

∣∣∣∣2 = 0, (4.5)

donde conclúımos que a função
1

f
é constante, logo f é constante. De maneira similar,

usando a equação (4.3), conclúımos que M é estacionário, ou seja, λ = 0 e q-plano. Isto

completa a prova.

Por outro lado, obtivemos um outro resultado para q-sólitons no caso em que o tensor

tem traço não negativo. Os passos da prova serão feitos de forma similar ao Teorema

3.1.1.

Teorema 4.1.2. Seja (Mn,g, f) um q-sóliton gradiente não expansivo (λ ⩾ 0), para o

q-fluxo, tal que o tensor q tem traço não negativo. Além disso, suponha que a curvatura
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de Ricci de (Mn,g) satisfaz

Ric ⩾ −(n− 1)
k2

1+ r2
g,

no sentido de formas quadráticas. Se a função potencial f é positiva e tem integral de

Dirichlet finita ∫
M−Br

d(x, x0)
−2f <∞,

então o traço de q é nulo.

Demonstração. Por hipótese sob a curvatura de Ricci, o Lema 3.1.1 garante a existência

de uma função cut-off, ϕ ∈ C∞
0 (B(x0, 2r0)) para r0 > 0, de modo que satisfaz as seguintes

condições 

0 ⩽ ϕ ⩽ 1 em B(x0, 2r0)

ϕ = 1 em B(x0, r0)

|∇ϕ|2 ⩽ K

r20
em B(x0, 2r0)

∆ϕ ⩽
K

r20
em B(x0, 2r0),

(4.6)

onde K > 0 é uma constante.

Multiplicando a equação estrutural do sóliton contráıda por ϕ, e integrando sobre a

bola de raio 2r0, temos

0 ⩽
∫
B(q,2r0)

ϕ
1

2
tr(q) =

∫
B(q,2r0)

ϕ(∆f− λn). (4.7)

Usando integração por partes, obtemos∫
B2r0

∆fϕ =

∫
B2r0

f∆ϕ+

(∫
∂B2r0

ϕ
∂f

∂ν
− f
∂ϕ

∂ν

)
=

∫
B2r0

f∆ϕ,

onde utilizamos que a função ϕ tem suporte compato sobre B2r0 no termo integral sobre

o bordo. Seguindo assim, temos∫
B(q,2r0)

ϕ(∆f− λn) ⩽
∫
B(q,2r0)

ϕ∆f

⩽
∫
B(q,2r0)−B(q,r0)

f∆ϕ

⩽
∫
B(q,2r0)−B(q,r0)

C

r20
f

⩽
∫
M−B(q,r0)

C

r20
f→ 0,

se r0 → ∞. Usamos na última desigualdade que a integral de Dirichlet é finita. Desde

que ϕ = 1 em B(q, r0), da desigualdade acima e por (4.7) temos que
∫
M

1
2
tr(q) = 0, logo

tr(q) = 0 completando a prova.
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4.2 Algumas aplicações à tensores especiais

Como mencionado na introdução, vamos aplicar os resultados obtidos para tensores com

traço nulo, que são um caso particular de tensores com traço não positivo. Também temos

alguns exemplos de sólitons com tensor de traço não positivo ou não negativo. Chen [17],

mostrou que todo sóliton de Ricci gradiente completo contrátil (λ > 0) tem curvatura

escalar não negativa, assim para q = −2Ric um sóliton de Ricci, com tensor de traço não

positivo. Catino et al. [13] mostraram que todo sóliton de Schouten completo, contrátil

(λ > 0) ou estático (λ = 0), tem curvatura escalar não negativa. Neste caso, para um

sóliton de Schouten, temos q = 2
(

R
2(n−1)

g− Ric
)
, então o traço de q é não positivo.

Além disso, um sóliton ρ-Einstein com q = 2 (ρRg− Ric) tem traço não negativo se

R ⩾ 0 e ρ ⩾ 1
n
e não positivo se R ⩾ 0 e ρ ⩽ 1

n
.

Um outro exemplo de q-sóliton com tensor de traço não negativo, são os sólitons

Laplaciano. De acordo com [45], dada uma variedade Riemanniana de dimensão 7 e uma

G2-estrutura fechada sobre M, um sóliton Laplaciano (φ,X, λ), é definido pela equação

∆φφ = λφ+ 1
2
LXφ, onde φ é uma 3-forma, dφ = 0, λ ∈ R e X ∈ X(M7). Pela proposição

9.4 de [45], a métrica g associada a φ, satisfaz a equação

h =
1

3
λg+

1

2
LXg,

onde h é um (0, 2)-tensor simétrico, definido em coordenadas por

hij = −Rij −
1

3
|T |2gij − 2Tki Tkj,

onde T é a torção. É verificado em [45] que o traço de h é igual a 2
3
|T |2, ou seja, trh ⩾ 0.

Como primeira consequência, aplicamos o Teorema 4.1.1 para sólitons ρ-Einstein gra-

diente com ρ = 1
n
, isto é, sólitons de Ricci sem traço, para obter o Teorema 2.4 de [20].

Corolário 4.2.1 ([20], Teorema 2.4). Seja (Mn,g, f, 1
n
), n ⩾ 3, um sóliton de Ricci sem

traço gradiente completo não contrátil. Se |∇f| ∈ L1(Mn), então Mn é estático. Se ao

invés da regularidade L1(Mn), supormos que f ⩾ k para alguma constante real k > 0 e

vale qualquer um dos itens

i) Mn é parabólica,

ii)
1

f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,



Caṕıtulo 4. Sólitons generalizados ou q-sólitons 67

iii) Mn tem crescimento de volume linear,

então Mn tem curvatura escalar constante.

Demonstração. O tensor q = 2(R
n
g−Ric) tem traço nulo e define um sóliton de Ricci sem

traço gradiente, quando substituido na equação estrutural do q-sóliton (1.5). Portanto,

pelo Teorema 4.1.1 obtemos que q = 0, logo Ric = R
n
g. Podemos aplicar o Lema de Schur

[47], para concluir que M tem curvatura escalar constante.

Análogo ao corolário acima, também conseguimos aplicar o resultado para os sóltions

ρ-Einstein, para valores de ρ em determinados intervalos e um sinal na curvatura escalar,

que garantem que o tensor q tenha traço não positivo.

Corolário 4.2.2. Seja (Mn,g, f, ρ), n ⩾ 3, um sóliton ρ-Einstein gradiente completo,

não contrátil. Suponha que

i) ou R ⩾ 0 e ρ ∈ (−∞, 1
n
), ou

ii) R ⩽ 0 e ρ ∈ ( 1
n
,+∞).

Se |∇f| ∈ L1(Mn), então Mn é sóliton de Ricci gradiente estático. Se ao invés da regu-

laridade L1(Mn), supormos f ⩾ k para alguma constante real k > 0, e vale qualquer um

dos itens

(i) Mn é parabólica,

(ii)
1

f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

(iii) Mn tem crescimento de volume linear,

então (Mn,g, f, ρ) deve ser trivial.

Demonstração. Seguindo a prova anterior, o tensor q = 2(ρRg− Ric) tem traço igual a

tr(q) = 2(ρn− 1)R ⩽ 0,

em ambas as condições dos itens (i) ou (ii). Logo, pelo Teorema 4.1.1, obtemos

2(ρn− 1)R = tr(q) = 0, e λ = 0,

que implica R = 0, e estático. Note que, de R = 0 a equação do sóliton torna-se Hess f+

Ric = 0. Portanto, M é um sóliton de Ricci gradiente estático. Para a segunda parte do

resultado, obtemos pelo Teorema 4.1.1 que o sóliton é estático e q-plano, donde conclúımos

que o sóliton ρ-Einstein é trivial.
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Desde que o tensor de Cotton-York tem traço nulo, podemos aplicar o resultado para

obter como consequência um resultado de trivialidade para os sólitons de Cotton.

Corolário 4.2.3. Seja (M3,g, f) sóliton de Cotton gradiente completo não contrátil. Se

|∇f| ∈ L1(M), então M3 estática. Se ao invés da regularidade L1(M3), supormos f ⩾ k

para alguma constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens

i) M3 é parabólica,

ii) 1
f
∈ Lp(M3) para algum p > 1,

iii) M3 tem crescimento de volume linear,

então (M3,g, f) é estático e localmente conformemente plano.

Note neste resultado acima que há uma diferença para o Teorema 3.1.2. Aqui temos

um sóliton de Cotton não contrátil e para o item i), precisamos que a função seja limitada

inferiormente e que a variedade seja parabólica. Por outro lado, no Teorema 3.1.2, pedimos

que M seja parabólica e que o gradiente da função potencial seja limitado.

Uma outra aplicação é para os sólitons de Bach, pois o tensor de Bach tem traço nulo.

Corolário 4.2.4. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não contrátil.

Se |∇f| ∈ L1(Mn), então M é estática. Se ao invés da regularidade L1(Mn), supormos

f ⩾ k para alguma constante real k > 0 e vale qualquer um dos itens

i) Mn é parabólica,

ii) 1
f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

iii) Mn tem crescimento de volume linear,

vale, então (Mn,g, f) é estático e Bach-plano, ou seja, B = 0.

Finalmente, desde que o tensor de obstrução ambiente On tem traço nulo, finalizamos

as aplicações do Teorema 4.1.1 com o seguinte resultado:

Corolário 4.2.5. Seja (Mn,g, f) um sóliton de obstrução ambiente completo, não com-

pacto e não contrátil (λ ⩽ 0) com curvatura escalar constante. Se |∇f| ∈ L1(Mn), então

(Mn,g, f) é estático. Se ao invés da regularidade |∇f| ∈ L1(Mn), supormos f ⩾ k para

alguma constnate real k > 0 e vale qualquer um dos itens
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i) Mn é parabólica,

ii) 1
f
∈ Lp(Mn) para algum p > 1,

iii) Mn tem crescimento de volume linear,

então (Mn,g, f) deve ser estacionário e On-plano, ou seja, On = 0.

Conseguimos também uma aplicação para o Teorema 4.1.2 para sólitons ρ-Einstein,

com valores de ρ em intervalos convenientes e sinal na curvatura escalar.

Corolário 4.2.6. Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton ρ-Einstein gradiente não expansivo. Su-

ponha que a curvatura de Ricci de M satisfaz

Ric ⩾ −(n− 1)
k2

1+ r2
g,

no sentido de formas quadráticas. Além disso, suponha que a função potencial f é positiva

e satisfaz a integral de Dirichlet finita∫
M−Br

d(x, x0)
−2f <∞,

para algum r > 0. Se vale qualquer uma das seguintes condições:

i) ou a curvatura escalar é não negativa e ρ ∈ [ 1
n
,+∞), ou

ii) a curvatura escalar é não positiva e ρ ∈ (−∞, 1
n
],

então, ou o sóliton tem curvatura escalar nula ou é um sóliton de Ricci sem traço gradi-

ente.

Demonstração. Definindo q = 2 (ρRg− Ric), temos que em ambos os itens i) e ii),

tr(q) ⩾ 0. Portanto, pelo Teorema 4.1.1 conseguimos que q deve ter traço nulo e ob-

temos R (ρn− 1) = 0. Portanto, ou R = 0 ou ρ = 1
n
.

4.3 q-sólitons via campo conforme

Nesta seção apresentamos alguns resultados e aplicações para q-sólitons com curvatura

escalar constante não nula e campo potencial não Killing ou, para sólitons compactos,

admitindo campo conforme com adição do tensor q satisfazer uma identidade tipo Bianchi.

Iniciamos definindo uma transformação isométrica e homotética. Depois enunciaremos

alguns resultados auxiliares que serão utilizados.
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Definição 4.3.1 ([41]). Seja f : (Mn,g) → (M̃n, g̃) um difeomorfismo. Então g∗ =

f−1g̃ é uma métrica sobre Mn. Dizemos que g∗ e g são conformemente relacionadas se

existe uma função ψ tal que g∗ = 2ψg e chamamos f de uma transformação conforme.

Em particular, se ψ é constante então f é chamada transformação homotética. Se ψ =

0, então f é chamada uma transformação isométrica ou isometria. O grupo de todas

as tranformações conformes (homotéticas ou isométricas) de Mn sobre ela mesma, é

chamado um grupo de transformação conforme e denotado por C(Mn).

No caso de um campo conforme a uma métrica, dizemos que X gera globalmente um

grupo a um-parâmetro de transformações conformes homotéticas ou isométricas, se ψ for

constante ou nula. Logo, se X é um campo não Killing, dizemos que o campo é não

isométrico.

Lema 4.3.1 (Yano e Obata, [48]). Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana e X um

campo vetorial conforme sobre Mn. Então

1

2
⟨X,∇R⟩ = −(n− 1)∆ψ− Rψ,

onde R denota a curvatura escalar e ψ é o fator conforme de X.

Motivado pela segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes, investigamos q-

sólitons satisfazendo a seguinte relação entre a divergência e o traço de q:

div(q) =
1

2
∇ tr(q) . (4.8)

Um sóliton de Ricci é um q-sóliton, com q = −2Ric. Assim, é imediato que o tensor q,

satisfaz (4.8), pela segunda identidade de Biachi.

Lema 4.3.2 (Cunha e Griffin, [23]). Seja (Mn,g,X) um q-sóliton tal que X é um campo

vetorial conforme. Então a divergência e o traço de q satisfaz a identidade

∇ tr(q) = n div(q). (4.9)

Feito essas considerações, podemos enunciar o nosso primeiro resultado para q-solitons

com curvatura escalar constante não nula e campo vetorial conforme associado. Mais

precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.1. Seja (Mn,g,X), n > 2, um q-sóliton conexo satisfazendo (4.8) e com

curvatura escalar constante não nula. Se X é campo vetorial conforme, então X é um

campo vetorial de Killing.
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Demonstração. Desde que X é conforme e n > 2, das equações (4.9) e (4.8), conseguimos

que div(q) = 0 e consequentemente tr(q) é constante. Agora, tomando o traço na equação

estrutural do q-sóliton e na equação (1.1), temos

divX =
1

2
tr(q) + nλ (4.10)

e

divX = nψ, (4.11)

respectivamente. Comparando (4.10) e (4.11) observamos que

tr(q) = 2n(ψ− λ).

Derivando covariantemente a equação anterior, obtemos

∇tr(q) = 2n∇ψ. (4.12)

Como tr(q) é constante, a equação (4.12) nos permite concluir que ψ é constante, isto é,

X é um campo vetorial homotético. Isto, em conjunto com a curvatura escalar constante,

reduz a equação no Lema 4.3.1 para Rψ = 0. Desde que R é não nula por hipótese,

conclúımos que ψ = 0, isto é, X é um campo de Killing. Isto completa a prova.

Em seguida temos algumas aplicações.

Corolário 4.3.1. Seja (Mn,g,X) um sóliton de Ricci conexo, com curvatura escalar

constante não nula. Se X é um campo vetorial conforme, então Mn é ou contrátil ou

expansivo.

Demonstração. Desde que um sóliton de Ricci é um q-sóliton, com tensor q = −2Ric, a

identidade (4.8) é satisfeita pela identidade de Bianchi contráıda duas vezes. o Teorema

4.3.1 nos garante que X é um campo de Killing, logo a equação do sóliton fica Ric = λg.

Contraindo esta equação temos R = nλ, logo o sinal de λ depende do sinal de R. Desde

que R é não nula as únicas possibilidades é que λ > 0 ou λ < 0.

Corolário 4.3.2. Seja (M3,g,X) sóliton de Cotton conexo, com curvatura escalar cons-

tante não nula. Se X é um campo vetorial conforme, então M3 é localmente conforme-

mente plana.
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Demonstração. Como o tensor de Cotton-York tem traço nulo e divergente nulo a identi-

dade (4.8) é satisfeita. Note que o sóliton de Cotton é um q-sóliton para q = −2C, então

segue do Teorema 4.3.1 que X é um campo de Killing e a equação do sóliton de Cotton se

torna C = λg. Tomando o traço nesta equação temos nλ = 0, logo λ = 0. Assim, temos

que C = 0 e podemos concluir que M é localmente conformemente plana.

Corolário 4.3.3. Seja (Mn,g,X) um sóliton de Bach conexo, com curvatura escalar

constante não nula. Se X é um campo vetorial conforme, então Mn Bach-plano.

Demonstração. Desde que o tensor de Bach tem traço nulo, usando a equação (4.9) obte-

mos que div(B) = 0, logo vale a identidade (4.8). Assim, conclúımos de maneira similar

aplicando o Teorema 4.3.1 que λ = 0. Voltando à equação estrutural do sóliton de Bach,

temos que B = 0.

Corolário 4.3.4. Seja (Mn,g,X) um sóliton de obstrução ambiente conexo, com curva-

tura escalar constante não nula. Se X é um campo conforme, então Mn é O-plano.

Demonstração. Analogamente ao resultado anterior, podemos verificar a validade da iden-

tidade tipo Bianchi (4.8) para o tensor de obstrução ambiente, utilizando que o fato de

ter traço nulo e a equação (4.9). Obtendo que X é campo de Killing, temos a equação

0 = λg + 1
2

(
On + cn(−1)

n
2 (∆

n
2 −1R)g

)
. Então pela suposição de ter curvatura escalar

constante e contraindo a equação temos λ = 0 e consequentemente On = 0.

Obtemos também um resultado de isometria para sólitons não compactos e com

campo conforme não Killing, garantindo que é isométrico ao espaço Euclidiano. Obtemos

aplicações para os casos particulares sendo os sólitons de Ricci, Bach, Cotton e obstrução

ambiente. Aplicamos o seguinte resultado de Yano e Nagano [56], que enunciamos a

seguir.

Lema 4.3.3. Se uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, de classe C∞(Mn),

admite um grupo a um parâmetro de transformações homotéticas não isométricas (isto é,

admite um campo conforme não Killing), então é o espaço Euclidiano.

Teorema 4.3.2. Seja (Mn,g,X), n > 2, um q-sóliton completo e não compacto simples-

mente conexo, satisfazendo (4.8) e X é um campo vetorial conforme não isométrico (isto

é, conforme e não Killing). Então (Mn,g) é isométrico ao espaço Euclidiano.
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Demonstração. Em vista de (4.9) e (4.8), para n > 2, conseguimos div(q) = 0 e tr(q)

é constante. Aplicando isto à equação (4.12), a qual vale para um q-sóliton com campo

vetorial conforme associado, conseguimos que ψ é constante e não nula, isto é, X é um

campo homotético. Agora, aplicando o resultado clássico de Yano e Nagano, o Lema

4.3.3, conclúımos que (Mn,g) é isométrico ao espaço Euclidiano.

Algumas consequências interessantes deste resultados são obtidas.

Corolário 4.3.5. Seja (Mn,g,X) um sóliton de Ricci simplesmente conexo, completo e

não compacto, tal que X é um campo vetorial conforme não Killing. Então (Mn,g) é

isométrico ao espaço Euclidiano.

Demonstração. Tomando q = −2Ric vemos que q satisfaz (4.8) por virtude da segunda

identidade de Bianchi. A isometria segue diretamente do Teorema 4.3.2.

Corolário 4.3.6. Seja (Mn,g,X) um sóliton de Bach completo e não compacto simples-

mente conexo, tal que X é um campo vetorial conforme não Killing. Então (Mn,g) é

isométrico ao espaço Euclidiano.

Demonstração. Desde que B tem traço nulo e X é conforme, temos da equação (4.9)

que div(B) = 0, logo com q = −2B vemos que a equação (4.8) é satisfeita. Com estas

condições segue o resultado.

Corolário 4.3.7. Seja (M3,g,X) um sóliton de Cotton completo e não compacto sim-

plesmente conexo, tal que X é um campo vetorial conforme não Killing. Então (M3,g) é

isométrico ao espaço Euclidiano.

Demonstração. Pelo fato que o tensor de Cotton-York tem traço nulo e divergente nulo,

a identidade tipo Bianchi (4.8) é válida. Com isto, obtemos que o sóliton é isométrico ao

espaço Euclidiano.

Corolário 4.3.8. Seja (Mn,g,X) um sóliton de obstrução ambiente completo e não com-

pacto simplesmente conexo e com curvatura escalar constante, tal que X é um campo

vetorial conforme não Killing. Então (Mn,g) é isométrico ao espaço Euclidiano.

Demonstração. Por hipótese da curvatura escalar constante, o termo Laplaciano da cur-

vatura escalar se anula na equação estrutural do sóliton, assim, resta apenas o tensor de

obstrução On. De maneira similar, desde que On tem traço nulo e divergente nulo, a

equação (4.8) é válida. Com estas condições o resultado segue direto.
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No caso compacto, no trabalho [23, Teorema 2.14], Cunha e Griffin provaram que um

q-sóliton compacto, com X sendo um campo vetorial conforme, se tr(q) é constante então

X é Killing. Em adição, se q tem traço nulo, entãoM é q-plano. Neste contexto, obtemos

uma versão melhorada deste resultado, assumindo a identidade tipo Bianchi para um

(0, 2)-tensor simétrico geral q dada por (4.8). Mais precisamente, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 4.3.3. Seja (Mn,g,X) um q-sóliton compacto satisfazendo (4.8). Se X é um

campo vetorial conforme, então X é um campo vetorial de Killing. Em adição, se q tem

traço nulo, então (Mn,g) deve ser q-plano.

Demonstração. Desde que X é conforme a equação (4.9) vale. Isto, junto com a equação

(4.8) implica que div(q) = 0, para n > 2. Desde que M é compacta, Griffin provou

em [34] que um q-sóliton com div(q) = 0 é estacionário, isto é, X é um campo vetorial

de Killing. Finalmente, se q tem traço nulo, então da equação estrutural do q-sóliton,

obtemos que λ = 0 e consequentemente M é q-plano.

Como os sólitons de Ricci satisfazem a equação (4.8) com q = −2Ric, obtemos o

seguinte resultado de Ribeiro et al. [4, Teorema 3].

Corolário 4.3.9 (Ribeiro et al., [4]). Seja (Mn,g,X) um sóliton de Ricci compacto. Se

X é um campo vetorial conforme, então X é Killing e Mn é trivial.

Algumas consequências não seguem do Teorema 4.3.3, como é explicado nas ob-

servações a seguir.

Observação 4.3.1. Em [14, Teorema 1] Garcia-Rı́o et al. mostraram que qualquer sóliton

de Cotton compacto (M3,g,X), deve ser localmente conformemente plano e X um campo

vetorial de Killing. Assim, um corolário do Teorema 4.3.3 não é consequência para os

sólitons de Cotton.

Observação 4.3.2. Em [36, Teorema 1.3] Griffin et al. mostraram que qualquer sóliton

de obstrução ambiente compacto (Mn,g,X), tem curvatura escalar constante e X é um

campo vetorial de Killing. Portanto, um corolário do Teorema 4.3.3 não é consequência

para os sólitons de Obstrução Ambiente.
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Para um sóliton de Bach, Ho [40, Teorema 3.2] provou que um sóliton de Bach com-

pacto (Mn,g,X) de dimensão 4 deve ser Bach-plano e X um campo vetorial de Killing.

Portanto em dimensões n ⩾ 5 podemos afirmar o seguinte.

Corolário 4.3.10 (Cunha-Griffin, [23]). Seja (Mn,g,X), n ⩾ 5, um sóliton de Bach

compacto. Se X é um campo vetorial conforme, então X é Killing e (Mn,g) é Bach-

plano.

Demonstração. Como já foi verificado, vale a identidade tipo Bianchi para um sóliton de

Bach com campo conforme. Segue o resultado.
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[3] ALÍAS, Luis J. et al. Maximum principles and geometric applications. Cham:

Springer International Publishing, 2016.

[4] AQUINO, C.; BARROS, A.; RIBEIRO, E. Some applications of the Hodge-

de Rham decomposition to Ricci solitons. Results in Mathematics, v. 60, p.

245-254, 2011.

[5] BACH, Rudolf. Zur weylschen relativitätstheorie und der weylschen erwei-
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[42] EISENHART, Luther Pfahler. Riemannian geometry. Princeton university press,

1997.

[43] KARP, Leon. On Stokes’ theorem for noncompact manifolds. Proceedings of

the American Mathematical Society, v. 82, n. 3, p. 487-490, 1981.
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