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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo aprofundado sobre controlabilidade
exata as trajetorias e controle robusto para a equacao do calor linear e semi-linear, via es-
tratégia hierarquica de Stackelberg, em dominios limitados do RN e condicoes de fronteira
de Dirichlet.

Na demonstracao dos teoremas principais foi utilizado o Método da Unicidade Hil-
bertiana (HUM) para o controle 6timo combinado com a otimizagao de um funcional de
custo para o controle robusto. Para isso, foi preciso construir uma desigualdade de Ob-
servabilidade para a equacao adjunta, via desigualdade de Carleman. Na demonstragao
do caso semi-linear, fizemos uso do Teorema do ponto fixo de Schauder.

Palavras-chave: Controle Exato a Trajetorias; Equacao do Calor Semilinear; Con-
trole Hierarquico; Controle Robusto; Desigualdade de Observabilidade; Ponto Fixo de
Schauder.



Abstract

The objective of this work is to present an in-depth study on exact controllability to
trajectories and robust control for the linear and semilinear heat equation via the hierar-
chical Stackelberg strategy, in bounded domains under Dirichlet boundary conditions.

For the proof of the theorems, the Hilbert Uniqueness Method (HUM) was employed
for optimal control, combined with the optimization of a functional for robust control.
To achieve this, it was necessary to establish an observability inequality for the adjoint
equation via a Carleman inequality. To establish the result in the semi-linear case, we
made use of Schauder’s fixed-point theorem.

Keywords: Exact Controllability to Trajectories; Semilinear Heat Equation; Hierar-

chical Control; Robust Control; Observability Inequality; Schauder Fixed-Point Theorem.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a controlabilidade de sistemas de uma equacao parabdlica,
com termo linear e nao-linear. O estudo da teoria do controle é motivado pela intencao de
se alcangar um estado final desejado de um sistema que evolui com o tempo. A equagao em
questao é a conhecida equagao do calor, formulada por J. Fourier em 1822 na sua famosa
obra Théorie analytique de la chaleur. Tal equagao é amplamente usada e estudada em

areas como engenharia, biologia e fisica, e é descrita como sendo:
yt(x? t) - Ay(X, t) =0,

onde y(x, t) mede a temperatura no ponto x no tempo t, y; denota a derivada parcial de y
com relacao a t e Ay denota o operador laplaciano. Estudaremos uma equagao semelhante
a esta, adicionando um termo nao-linear a principio. As aplicacoes dessa equacao sao
diversas. Em dimensao 1, tal equacao pode descrever um modelo de transferéncia de
calor em uma barra, por exemplo. Em dimensao 2, podemos modelar a poluicao de um
lago, onde y(x, t) descreve a concentra¢ao de uma substancia quimica, por exemplo.

Introduziremos o estudo da teoria do controle para um sistema semelhante a este.
Existem véarias nogoes de controle, como controle exato, controle aproximado, controle
nulo, controle robusto e controle exato as trajetorias. Controlar um sistema significa
mostrar que é possivel obter-se um controle (uma fungdo) o qual, inserido no sistema,
leva a solucao do sistema para um estado final desejado.

Um resultado muito importante para a teoria do controle foi obtido por J. Lions em
Lions| (1988), o qual formulou o Método da Unicidade Hilbertiana (HUM) que reduziu
o problema de controlabilidade de sistemas lineares a obtengao de uma desigualdade de
observabilidade para um sistema adjunto. Podemos citar outros trabalhos relevantes
como |Lions| (1994)), também obtido por J. Lions, que introduziu o método de Stackelberg
para controle hierarquico. Tal método teve origem na economia (ver [Von Stackelberg

(1934))), e, aplicado a teoria do controle hierarquico, estabelece uma estratégia entre dois

1



Sumario 2

controles com objetivos distintos; o primeiro é chamado de seguidor e toma a sua “decisao”
baseada na escolha do outro controle, chamado de lider. Nesse trabalho, vamos estudar
uma combinagao de controle hierarquico com controle robusto para a equagao do calor
semi-linear. Os resultados principais desse trabalho foram obtidos por V. Hernéndez-
Santamaria e Luz de Teresa em 2018 (ver |Hernandez-Santamaria e Teresa (2018))). O
controle robusto seré o seguidor, escolhido a partir de um controle lider, o qual teré o
objetivo de levar a solugao a uma trajetoria conhecida, isto é, controlabilidade exata as
trajetorias.

Em resumo, este trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, iremos apresentar defini¢oes e resultados uteis para o desenvolvimento
do trabalho, além de apresentar a formulacao do problema de maneira mais detalhada.

No Capitulo 2, mostraremos a existéncia do controle robusto. Primeiro, iremos fixar
um lider qualquer, e, para cada um desses fixados, iremos encontrar um ponto de sela para
um funcional custo. Este ponto de sela seréd o controle robusto desejado. Para encontra-lo,
usaremos uma proposicao da Analise convexa para pontos de sela em funcionais definidos
em espacos de Banach.

No Capitulo 3, ap6s mostrarmos a existéncia, unicidade e caracterizagao do ponto de
sela, isto é, do controle seguidor, iremos mostrar uma propriedade para o sistema adjunto
do sistema linearizado, chamada de desigualdade de observabilidade. Para isso, usaremos
uma outra desigualdade bem comum na teoria do controle, chamada de desigualdade de
Carleman (ver |Yamamoto e Imanouilov| (2003)).

No Capitulo 4, iremos de fato demonstrar os dois resultados principais desse estudo.
Com a desigualdade de observabilidade, poderemos mostrar o controle aproximado para
o sistema linearizado. Usaremos um método de ponto fixo para passar do sistema li-
nearizado para o nao-linear, e, em seguida, utilizando algumas estimativas, ganharemos
convergéncias do controle lider e da solucao do sistema que nos dard o resultado final
para o caso semi-linear. Outro resultado importante serda encontrado, dessa vez para o
caso linear, onde investigaremos a existéncia dos controles com algumas restri¢oes sobre
os mesmos. Nessa situagao, o interesse é mostrar um resultado similar ao anterior restrin-
gindo o controle robusto a atingir valores apenas em um intervalo fechado e limitado da

reta.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados necesséarios que fundamentarao o nosso
estudo. Para efeito de simplificacao, nao apresentaremos as demonstragoes para tais

resultados, mas deixaremos uma referéncia para cada um.

1.1 Nocgoes de Analise Funcional

A Analise Funcional é um ramo da mateméatica que estuda espacos de funcoes e as
transformacoes entre eles, utilizando ferramentas de algebra linear, topologia e anélise.
A Analise Funcional permite a compreensao profunda de fen6menos mateméticos e a

modelagem de sistemas complexos.
Espagos de Banach

Defini¢ao 1 (Espagos de Banach). Um espago normado E € dito ser um espago de Ba-
nach, com a norma || - ||g, quando for completo com a métrica induzida pela norma, isto

é, sequéncias de Cauchy sao convergentes em E na norma || - ||e.

Definigao 2 (Dual). O dual de um espago topoldgico E, ou simplesmente dual de E, € o
espaco B/ :={@ : E — K; @ € um funcional linear e continuo}, ou seja, £’ € o conjunto

de todos os funcionais lineares e continuos de E em K.
Observagao 1. Aqui denotamos K como sendo os corpos dos R ou dos C.

Definig¢ao 3 (Bidual). O bidual de E, denotado por E”, € o dual de €', ou seja, € o espago

de todos 0s funcionais lineares e continuos de B/ em K.
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Definigao 4 (Topologia fraca e convergéncia fraca). Denotamos por o(E,E’') a topologia
fraca de €, que € a topologia gerada pelos funcionais lineares e continuos em E'. Quando

uma sequéncia {Xntneny C E converge na topologia fraca de E para x, dizemos que Xn

converge fracamente para x em E e escrevemos,
Xqn — X emE.

Para entender melhor a defini¢ao de topologia fraca veja|Botelho, Pellegrino e Teixeira

(2025) e Brezis (2011).

Proposicao 1. Seja E um espaco normado e {xnnen uma sequéncia em E. Entado:
i) Xn — X se, e somente se, (xn) — @(x), para todo @ € E'.

ii) Se xn — X, entao X, — X.

iii) Se xn — x, entao (||xn||)nen € limitada e ||x|| < liminf ||x,||.

iv) Sexn —x e @, — @ em E', entao @n(xn) = @(x).

Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Proposicao 3.5, p. 58).
O

Defini¢ao 5. Sejam X e Y espagos normados (ou mais geralmente espagos de Banach),

com X C Y. Dizemos que X estd imerso continuamente em Y, e escrevemos X — Y,

se.

e X estd contido em Y, isto €, cada elemento de X também pertence a Y,

e A inclusao i : X — Y, definida por i(x) = x, é continua, ou seja, existe uma

constante C > 0 tal que

Ixlly < Cllx|lx,  vxeX.

Nas mesmas condigoes acima, dizemos que X estd itmerso compactamente em Y, e

escrevemos X << Y, se:

o X =Y (isto é, X estd imerso continuamente em Y ).

e Ainclusioi: X — Y é compacta, isto €, para qualquer sequéncia limitada{Xn nen C

X, existe uma subsequéncia {Xn, Jxen que converge em Y.
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Teorema 1. Sejam E, F espacos de Banach tais que E estd compactamente imerso em
F. Se uma sequéncia {xnnen converge para x com respeito a topologia fraca em E, entao

{Xnlnen converge para x com respeito a topologia forte em F.

Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Exercicio 3.5, p. 80).

O
Proposicao 2. Para todo espago normado E, o operador linear
Je:E—>E”
x = Je(x)(f) =f(x), VxeEefekl
¢ uma isometria linear, chamado mergulho canénico de E em E”.
Demonstrag¢ao. Ver Botelho, Pellegrino e Teixeira (2025]) (Proposigao 4.3.1, p. 67).
O

Definigao 6. (Espaco Reflexivo) Um espago normado E € dito reflexivo quando o mer-

gulho canodnico Jg for sobrejetivo, isto €, Jg(E) =E".

Teorema 2. Para todo espago reflexivo B, a bola Be € compacta na topologia fraca

o(E,E’).

Demonstracao. Ver Botelho, Pellegrino e Teixeira (2025)) (Teorema 6.4.2, p. 116).
[l

Teorema 3. Assuma que E é um espaco de Banach reflexivo e seja (Xn)nen uma sequéncia
limitada em E. Entao existe uma subsequéncia (Xn,)xen que converge fracamente na

topologia o(E, E*).

Demonstragao. Ver Brezis (2011) (Teorema 3.18, pag. 69).
]

Teorema 4. Seja E um espago de Banach reflexivo e @ : E — R uma fun¢ao semi-
continua inferiormente e convera. Suponha que @ seja coerciva, isto €, lim|y |- @ (X) =
+00. Entado, para todo subconjunto convexo e fechado C de E, existe xo € C tal que

©(xo) zgleigcp(y).
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Demonstragao. Ver Botelho, Pellegrino e Teixeira (2025)), (Teorema 9.3.2, p. 192).

Espacos de Hilbert

Definicao 7. Seja E um espaco vetorial sobre K =R ou C. Um produto interno em E
€ uma aplica¢do

(~,')E3EXE—>K,
tal que para quaisquer x,x1,Xo ey € E e A € K:
1. (x1 +x2,y)e = (x1,y)e + (X2, Y)E,

2. (}\X7U)E = A(Xay)Ey

3. (X7U)E - (U7X)E}
4. Para todo x # 0, (x,x)g € um niumero real estritamente positivo.

O par (E, (+,-)g) € denominado de espago com produto interno e neste caso dizemos

que a fung¢ao

|-le:E—R,

||X||E =V (X7X)E7

¢ a norma induzida pelo produto interno (-, ).

Definicao 8. Um espaco com produto interno que € completo na norma induzida pelo

produto interno € chamado de espago de Hilbert.

Teorema 5 (Projecao ortogonal). Seja E C H um conjunto nao-vazio, fechado convexo

com H Hilbert. Entao, para todo x € H existe um inico elemento u € E tal que
|x — u|jy = min ||[x — ||y = dist(x, E).
vek
Mazis ainda, u € caracterizado pela propriedade
uekex—uv—u)jy <0, VveeE

Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Teorema 5.2, p. 132).
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Diz-se acima que u é a projecao de x em E e é denotado por
u = TTg(x).

Teorema 6 (Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago de Hilbert.

Dada uma ¢ € H* existe uma unica f € H tal que
(b,u) =(f,u) VueH.

Além disso,

[l = [| -

Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Teorema 5.5, pag. 135).

Espacos [P

A seguir apresentaremos os espacos LP e alguns resultados importantes referentes a

teoria da medida.

Definicao 9. Seja QO C RN. Denotamos por LP(Q), com 1 < p < oo o0 espago vetorial

de todas as fungoes mensurdveis f: Q — R tais que [f|P € integrdvel a Lebesque em Q.

1/p
e = (J |f|v) |
Q

LP(Q) é um espago de Banach. No caso p = oo, denotamos por L*(Q) o espago

Com a norma

das fungoes f essencialmente limitadas, ou seja, que podem ser limitadas por constante
positiva C em quase todo ponto em Q.
Munido da norma

| f|[L () = supess [f(x)],
xeQ

o espaco L*°(Q) também é um espaco de Banach.

Observacao 2. O espaco L2(Q) é um espaco de Hilbert, cujo produto interno serd deno-

tado por

(u(x),v(x))LQ(Q) = JQ u(x)v(x) dx
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1 1
Teorema 7 (Desigualdade de Holder). Se f € LP(Q) e g € L9(Q) com ]; + a =1, entao
fg € LY(Q). Mais ainda

|, tralex < il - lgllsco
Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Teorema 4.6 p. 92) O

Agora, considere x = (x1,...,xn) € RN e o = (oy,..., xn) onde a4 é um inteiro
nao negativo. Denominamos « como multi-indice e sua ordem || é definida por |x| =
1 + ...+ an. Considere o operador D%, operador derivacao, isto é

X
pe— 0%
- o N
Ox] ' ... 0Xy

Definimos o suporte de uma funcao f: QO ¢ RN — R, denotado por supp(f), como

supp(f) = {x € Q; f(x) # 0}.

Denotamos CFP(Q) o conjunto das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto em Q.

Definicao 10. Seja Q € RN um aberto limitado. Dizemos que uma sequéncia {fnlney C

Cr(Q) converge para f € CP(Q) quando eziste um compacto K C Q tal que
i) supp(fn) C K, para todo n € N;
ii) D*f,, — D*f para todo multi-indice «.

O espago CP(Q) munido com a nogao de convergéncia em ii) (Defini¢ao 10) é deno-

minado espaco das fungoes testes e é denotado por D(Q).
Espacos de Sobolev

A seguir, vamos definir os espagos de Sobolev, que serao os espagos que iremos utilizar

no desenvolvimento deste trabalho. Comecaremos pela nogao de derivada fraca.

P

Q) o conjunto das funcoes f mensuraveis tais que [f|P é integravel

Denotamos por L

em K, para todo K C QO compacto.

1

loc(Q) € seja o« um multi-indice. Dizemos que v € a

Definicao 11. Suponha que u, v € L

x-ésima deriwada fraca de w e denotamos por

D*u=v,
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quando

J uD“d)dx:(—l)“'J vodx, Yo e D).
Q Q

Agora, fixado um 1 < p < oo, queremos falar de espacos de fungoes onde as tais
fungoes pertencem a LP(Q) e que possuem derivadas fracas até certa ordem também em

LP(Q), estes sao os espacos de Sobolev.

Definigao 12. Seja 1 < p < oo e k um inteiro nao-negativo, definimos o Espago de

Sobolev W*P(Q) como
WEP(Q)={uelP(Q);D*u e LP(Q), V|« < k).
Munido com a norma

Iulwer@) = ) IDulliria),

loe| <k

o espaco W*P(Q) ¢ um espaco de Banach.
Observacao 3. WOP(Q) =LP(Q) e, se | =0, entdo D*u = u.

Se p = 2, denotamos W*2(Q) por H*(Q). Tal espaco é um espaco de Hilbert quando

munido com o produto interno

(U«N)Hk(g) = Z (D%, D*V)12(q)-

lx|<k

Definicao 13. Denotamos por W(]f’p(_O_) o fecho de C(Q) em W*P(Q) e HE(Q) denota
WE2Q).

Definigao 14. Denotamos por H™1(Q) o dual do espago H{(Q) e definimos a norma

neste espago como
1fll1-1(0) = sup {{f,u) [u € Hy(Q), [[ulluy o) < 1}
Proposicao 3. O espaco W*P(Q) € reflexivo se 1 < p < oo e separdvel se 1 < p < 0.

Demonstragao. Ver Brezis| (2011)) (Proposigao 9.1, p. 264).
O

Lema 1 (Imersao de Sobolev). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T regular.
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2
i) Sem >2m, entdo H™(Q) < LP(Q), onde p € {1, n } .
n—2m
ii) Sen =2m, entao H™(Q) — LP(Q), onde p € [1,400).
iii) Sen=1em>=1, entago H™(Q) — L*(Q)

Demonstragao. Ver Brezis| (2011) (Corolario 9.13, p. 283).
[

Observagao 4. H}(Q) c 12(Q) € H1(Q) com imersao compacta. Para mais detalhes,
ver |Brezis (2011]) pdg. 291.

Teorema 8 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RN limitado, 1 < p < oco. Entdo,
existe C = C(Q,p) > 0 tal que

uller o) < VUl ia),
para toda uw € WyP(Q).

Demonstragao. Ver Brezis| (2011)) (Corolario 9.19, p.290).

Espacos LP envolvendo o tempo

Vamos agora definir espagos LP envolvendo o tempo. Quando buscamos solugoes fracas

de sistemas parabdlicos, elas sao encontradas em espagos desse tipo.

Definigao 15. Seja X um espaco normado, T > 0 e 1 < p < oo. Definimos o espago

LP(0,T; X) das fungdes mensurdveis u(t,x) tais que |[w(t)||% € integrdavel em [0, T, isto é,
T
LP(0,T; X) = {u: 0,T] — X;J lu(t)| % dt < oo} .
0
Se p = 00, definimos

(0, T; X) = {u: [0, T] — X; supess |Ju(t)||x < oo}

0<t<T

e denotamos o espago das fungoes continuas de [0, T] a X por C([O, T]; X), com norma

1o = max [fu(t)]x.
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Teorema 9. Seja X e Y espacos de Banach. Entao

1 1—-06 0
LPo(0,T;X) NLPH(0,T;Y) — LPe(0,T;B), — = + —
Peo Po P1

com 0 <0 <1 eB sendo o espago intermedidrio de classe © (com respeito a X e Y), isto
6,
lglls < Cliglix™® - llglly, ¥geXnYe0<0<1,

para algum C > 0.

Demonstracao. Lembremos que

el ot ormv = mas { oo rx), Il 07v) |-

Po P1
Dados r = ————— e v/ = ——, temos que
po(l—106) Peb b
1 1 1—0 0
_+_/:Pe( )+Pe 1
T T Po P1

Logo,

T % T (1—-0)p 0 %
[ul[cro 0,1;8) = (L g dX> < (L Cllullx ™ - flully p9> : (1.1)

Aplicando a desigualdade de Holder, para r e 1/, ao lado direto da desigualdade ([1.1]),

segue que

1

T 7 Pe
ully r <C 1 Orpo gt w9 Pe gt
LPo (0,T;B) Y
0

c( \quOdt) ( ]uH‘@ldt)Tpe
0

T T o
ule: dt)
0

C Hu,||pO dt)

O (e o)

=C (HuHLPO(o,T;X))
< Clluf|Lro (0. 1:x)ALP1 (0.T:v) -

Dessa ultima desigualdade acima, segue o resultado.

]

Teorema 10 (Aubin-Lions). Sejam 1 < p,q < oo e X C E C Y espagos de Banach

reflexivos, sendo as inclusoes continuas e X C E compacta. Para 0 < T < 00, seja

W={u| uelP0,T;X), u, € LY0, T;Y)}
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munido da norma

lullw = [[wlleeo,rx) + [eellao,v)y-

Entao W é um espaco de Banach compactamente imerso em LP(0,T;E). Se p = oo

entao W € um espaco de Banach compactamente imerso em C([0,T];E).

Demonstracao. Ver [Serrano| (2013).

Diferenciabilidade em Espacos de Banach

Apresentamos a seguir um breve panorama sobre a nocao de diferenciabilidade em
espacos de Banach. Nosso objetivo é generalizar o conceito de derivada, originalmente
definido para funcoes entre abertos de RN, para o contexto mais amplo de funcoes defini-
das em abertos de espacos normados sobre R. Trata-se de um tema de natureza bastante
geral, embora muitos dos conceitos envolvidos guardem forte semelhanca com aqueles
desenvolvidos em cursos de Calculo Avangado. Para mais detalhes sobre esse tépico veja
Ambrosetti e Prodi (2021)) Cap. 1,|Botelho, Pellegrino e Teixeira (2025)) Cap. 9 e Kesavan
(2021)) Cap.1.

Inspirados na definigao do Calculo, vamos definir a derivada de Fréchet de uma fungao

definida em um espaco de Banach

Definicao 16. Sejam X e Y espacos de Banach e U um aberto em X. Dizemos que a
funcao f: U —Y é Fréchet-diferencidvel no ponto xg € U se existe um operador linear

continuo A : X = Y tal que
f(xg +v) = f(xo) + A(v) + 1(v),

para todo v tal que xXog + v pertence a uma bola aberta centrada em xo e contida em U,
onde r(v) = o(||v||x), isto é:

O

=0.
v=0 - [|vllx

Neste caso, dizemos que A € a derivada de Fréchet de f em Xy e denotamos

A= f/(XQ) ou A = Df(Xo)

Como de costume, dizemos que f é Fréchet-diferenciével se f for Fréchet-diferenciavel

em todos os pontos de U.
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Proposicao 4. Sejam X e Y espacos de Banach e U C X aberto. Se a fung¢ao f: U — F
€ Fréchet-diferencidvel em xq € E, entao a deriwada de Fréchet de f em xo € unica e f é

continua em Xg.

Demonstragao. Veja Botelho, Pellegrino e Teixeiral (2025) (Proposi¢ao 9.6.2, p. 203).
[l

Podemos definir também a derivada de Gateaux de uma funcao f em x( na diregao de

um vetor v € X dado.

Definicao 17. Sejam X e Y espacos de Banach e U um aberto em X. Dizemos que a
fungao f: U — Y é Gateaux-diferencidvel no ponto xo € U na direcao v € X se existe

a deriwada a(xo) (também denotada por 0,f(xo)) definida pelo limite abaizo:

of . f(xo +1Vv) — f(%x0)
= (x0) = lim )
ov T—0 T

e esse limite existe em Y.

Teorema 11. Suponha que f: U C X — Y € Gateaux diferencidvel e com derivada de

Gateaux continua em Xo. Entao f € Fréchet-diferencidvel em xq e

f'(xo) - v= ?(Xo)-
v

Demonstragao. Ver Ambrosetti e Prodi (2021) (Theorem 1.9, p. 14).
[l

Teorema 12 (Regra de Cadeia). Sejam X,Y,Z espagos de Banach, f: U C X — Y,
g:VCY—Z, comU eV abertos e f(U) C V. Se f é Fréchet-diferencidvel em xo € U
e g € Fréchet-diferencidvel em f(xo), a aplicagio gof: U — Z é Fréchet-diferencidvel
em Xo €
(gof)(x0) = g'(f(x0)) o f'(xo).

Demonstragao. Ver Botelho, Pellegrino e Teixeira) (2025)) (Teorema 9.6.5, p.204) ou Ke-
savan| (2021)) (Proposition 1.1.1, p. 7).

O

Agora vamos definir uma derivada semelhante ao que temos no céalculo como derivada
parcial. Suponha que E = E; x ... X E,, o produto de espacos de Banach e U € E um

aberto e f : U — Y uma funcdo. Dado a = (ay,...,an) € E, definimos A; : E; — E por

}\](X) = (ab e 41, X, Q41,40 an)-
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Nota-se que se f ¢ Fréchet-diferenciavel em a € U, entao para cada j, foA; é Fréchet-

diferenciavel em a; e

f'(a) - (vq, .. => (fon) -Vj,

j=1

para todo v = (vy,...,v,) € E.

Definicao 18. A deriva de fo Aj em a; € chamada de a j-ésima derivada parcial de

0
f em a e ¢ denotada por —(a) ou d;f(a).
Xj

Analogamente ao caso de derivdas direcionais, se as derivadas parciais existem em um

ponto e sdo continuas, entao a fungao é Fréchet-diferenciavel neste ponto (veja Kesavan

(2021)) Proposition 1.1.4 p. 14). A seguir uma defini¢ao sobre derivadas de ordem superior:

Definicao 19. A funcio f: U C X — Y, com U aberto e X,Y espacos de Banach,

€ dita duas vezes Fréchet-diferencidvel em U se o mapa f” : U — L(X,Y), tal que
x — f/(x) € L(X,Y) existe e é Fréchet-diferencidavel. Se " € continuo em L(X, L(X,Y)),

entio dizemos que f € de classe C2.

Analogamente se define uma funcao de classe CX. Enunciaremos agora o importante

Teorema da funcao implicita:

Teorema 13 (Teorema da Fungao Implicita para espagos de Banach). Sejam Eq,Ey e F
espacos normados, e suponha que By seja completo. Seja U C By X By um aberto e seja

f: U — F uma funcao tal que:

(i) f é continua;

(11) para todo (x1,%2) € U, a derivada parcwl (xl,xg) existe e € continua em U;
(i17) f(a,b) =0e A= aa—;(a,b) € inversivel com inversa continua.

Entao, existem vizinhangas V de a e W de b, e uma fun¢ao continua @ : V — W tal
que @(a) =Db e
f(x, o(x)) =0
e estas sao as unicas solugoes da equagao f(x,y) =0 em V x W. Além disso, se f € de
classe C* em (a,b), entdo @ € de classe C* em a e

o'(a) = — [ﬁ(a,b)] { of (a. b)]

ax2 ax1
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Demonstragao. Veja Kesavan, (2021) (Theorem 1.3.1, p.22) ou Ambrosetti e Prodi (2021))
(Theorem 2.3, p. 38).
[

Outro resultado interessante é o famoso Teorema da funcgao inversa que pode ser

encontrado nas referéncias citadas acima.

1.2 Mais Resultados Importantes

Nesta secao apresentaremos mais resultados que estao além da Analise Funcional.

1 1
Teorema 14 (Desigualdade de Young). Seja 5 + a =1ea,b>0. Entao
P q
P q

Demonstracao. Ver |Cipolatti (2018) (Lema 2.9, p. 15).
[l

Definigao 20 (Fungao Convexa). Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma fungdo

f:1— R é convexa se, para quaisquer x,y € I e qualquer A € [0, 1], vale
f(Ax + (1 —A)y) < AMf(x) + (1 —A)f(y).

Definigao 21 (Funcao Coéncava). Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma fun¢do

f: I —= R € concava se, para quaisquer x,y € 1 e qualquer A € [0, 1], vale
f(Ax + (1 —=A)y) = Af(x) + (1 —N)f(y).

Teorema 15. Seja f : I — R duas vezes diferencidvel em 1. Entao f é convexa se, e

somente se, " > 0. Observe que analogamente, f é concava se, e somente se, " < 0.

Demonstragao. Ver Van Tiel (1984) (Teorema 1.1, p. 8)
[l

Lema 2 (Gronwall). Sejan(-) uma fungao nao-negativa, absolutamente continua em [0, T]

e que satisfaz a desigualdade

n'(t) <o) n(t) + (1), ¢s. em[0,T],



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 16

onde ¢ e sdao nao-negativas e integraveis em [0, T]. Entao

<o oo+ [ i

0

para todo t € [0, T].

Demonstragao. Ver Evans (2010)) (Gronwall’s inequality (differential form), p. 708).

O
Teorema 16 (Férmulas de Green). Sejam uw e v € C*(Q). Entdo
i) Jodudx = [y, S dS,
i) [o V- Vvdx = —[quAvdx+ [, ud? ds,
i) [ouAv—vAudx = [,,ugy —virds.
onde n € o vetor normal a 0Q).
Demonstragao. Ver Evans (2010)) (Teorema 3, p. 712).
O

Teorema 17. Seja L o operador

n n

Lu=— ) (@90, thuy )y + Db (x, thuy, +clx, thu.

i,j=1 i=1

Assuma que

up € H3(Q), g e %0, T;*Q)).

Suponha também que w € L*(0, T; HA(Q)), com uy € 120, T;H1(Q)), € a solugdo

fraca de
u+Lu=g em Q
u=20 sobre L (1.2)
\u(x, 0) = ug(x) em Q.
Entao,

e ue 20, T; H2(Q)) NL=(0, T; HY(Q));

o u, € L2(0,T;L2(Q)).
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Também temos a estimativa:
[l o)) + 2o mme ) + wellizomizia)
< Clllgllezrizi) + wollgia)),
onde C € uma constante dependendo apenas de (), T e dos coeficientes de L.

Demonstracao. Ver Evans (2010) (Teorema 5, p. 382).
0

Teorema 18 (Estimativa Cléassica de Energia). Considere w solug¢io de (1.9), com g €
[2(Q) ewy € L?(Q). Entao existe uma constante C, dependendo apenas de Q e T, e dos

coeficientes de L, tal que

OIQ&XT [wlliz(a) + HuHLQ(O,T;H})(Q)) + ez, 111 (q)

< C(Iflleziomzco) + luollizco)) -
Demonstragao. Ver Evans (2010)) (Teorema 2, p. 376). O
Teorema 19 (Ponto Fixo de Schauder). Sejam E um espag¢o de Banach, C C E um

conjunto fechado, convexo e limitado e f: C — C uma aplicacao compacta. Entao f tem

pelo menos um ponto fizo.

Demonstracao. Ver Botelho, Pellegrino e Teixeiral (2025) (Teorema 9.5.8, p. 200).

1.3 Formulacao do Problema

Seja Q C RN, N > 1 um aberto limitado com fronteira 0Q de classe C2. Para T > 0,
denotaremos o cilindro Q = Q x (0, T) e sua fronteira lateral ¥ = 9Q x (0, T). Seja w e

O subconjuntos nao-vazios de Q. Consideremos a equacao do calor semilinear

Yy —Ay+fly)=hly, +vlpg+1¢P em Q,

y=0 sobre X, (1.3)

y(x,0) = yo(x) em Q,
onde f ¢ uma fungao globalmente Lipschitz-continua, yo € L*(Q) ¢ um dado inicial,

P € L?(Q) uma perturbacao desconhecida e 1 o denota a fun¢io caracteristica do conjunto

A.
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Seja Oq C Q um aberto representando um dominio de observacao. Vamos introduzir

o funcional custo definido por:

Jo(v, ) = 1 ” ly —yal*dxdt + ¢ ” v |dxdt — v ” hp|*dxdt. (1.4)
2 JJoax(o,m) 2 JoxoT) 2 Jlq
onde £,y > 0 sdao constantes e yq € L?(O4 x (0,T)) é dado.

O problema de controle robusto é considerado resolvido quando um ponto de
sela (\_),J)) para ], é encontrado (para mais sobre controle robusto, ver Belmiloudi (2004)
e Bewley, Temam e Ziane| (1997)).

O segundo problema tem por objetivo encontrar o controle de norma minima satisfa-

zendo uma controlabilidade as trajetorias. Mais precisamente, vamos fixar uma trajetoria

y* nao controlada do sistema (|1.3)), ou seja, uma solugao suficientemente regular de

Y —Ay* +f(y) =0 emQ,

y* =0 sobre X,

y*(x,0) =yo(x) em Q.

Buscamos por um controle h € L2(w x (0, T)) minimizando o funcional

1

J(h) = —JJ lh|*dxdt sujeitoa y(-,T) =0. (1.5)
2 JJwx0,1)

Estamos interessados em provar um resultado de controle hierarquico (ver Teorema [21])
quando o controle seguidor v e a perturbacao { pertencem a alguns conjuntos limitados

que definiremos a seguir:

Definigao 22. Sejam Ey e Ey dois intervalos nao-vazios, fechados tais que 0 € ;. Defi-

nimos o conjunto dos controles admissiveis como
Voa ={v e 20 x (0,T)) :v(x,t) € Ey para quase todo (x,t) € O x (0,T)}, (1.6)
e o conjunto das perturbacoes admissiveis como
Yoa = € L3(Q) : W(x,t) € Ey para quase todo (x,t) € Q}. (1.7)

Definicao 23. Seja h € L2(w x (0,T)) fizo. Dizemos que a tripla (\7,1[),@), composta
pelo controle v € Vaq, pela perturbacio P € Yaq e pelo estado associado y = Q(h,\_),ﬂ))
solucao de , resolve o problema de controle robusto quando (\7,11)) € um ponto
de sela do funcional custo , isto €,

Jo(v,¥;h) < Jr(v, 5 h) < Je(v, s h), V(v ) € Vaa X Yaa. (1.8)



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 19

Uma vez encontrado o ponto de sela, e caracterizado para cada controle lider h, bus-

camos por um controle 6timo h tal que

J(h) = min](h), (1.9)
sujeito a
y(, T v(), b(h) =y (-, T). (1.10)

A seguir, enunciaremos os dois teoremas principais de nosso estudo. Tais teoremas sao
creditados a Herndndez-Santaméria e Luz de Teresa, que os formularam e demonstraram

em 2018 (ver Hernandez-Santamaria e Teresa (2018))).

Teorema 20. Assuma que wNOq # 0 e N < 6. Seja f € C2(R) uma funcao globalmente
Lipschitz verificando f(0) = 0 e f” € L*®°(R). Entao, existe yq, Ly € uma funcao positiva
p = p(t) explodindo em t = T tal que para quaisquery > vo, L >y, yo € L2(Q), e yq

verificando

” p*lya — y*I* < +o0, (1.11)
OdX(O,T)

existe um controle lider h e um 1nico ponto de sela (\_),LI)) assoctado tal que a solucao

correspondente de satisfaz .

O proximo teorema garante a existéncia de um controle robusto em Vg4 X W,4, para

0 caso linear.

Teorema 21. Vamos assumir que f(y) = ay para alguma a = a(x,t) € L*(Q) e w N
Oq # 0. Entao, existe o, y e uma fungdo positiva p = p(t) explodindo em t =T tal que
para quaisquer Yy > Yo, { > Lo, yo € L2(Q), e yq € L3(Oq x (0,T)) verificando (m,

existe um controle lider h e um wnico ponto de sela associado (\_),II)) € Vaa X Yaq tal que

a solugao correspondente de satisfaz .

Existéncia, Unicidade e Regularidade de Solugoes

E natural nos perguntarmos se o sistema 1} possui solucao, e qual a regularidade

de tal solugao.

Defini¢ao 24. Dizemos que y € solugao fraca de se:
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i) para todo & € L(0, T; HY(Q)), y satisfaz

T

(Vy, Vo) 12() J (fly), d))L?(Q)
0 (1.12)

(V]lmd))L?(erJ (W, ) 120)

0

T

.
J (yﬂ d))H*l(Q)xH(l)(Q) + J

0 0
T

=JT (hlw, d)rz(0) +J

0 0

ii) y(x,0) =yo(x), para todo x € Q.

Sabemos que para toda f globalmente Lipschitz, yo € L2(Q) e todo (h,v,{) € L?(w x
(0,T) x 2O x (0,T) x L2(Q) o sistema ({1.3)) possui uma tnica solugao fracay € W(0, T)

(ver Ladyzhenskaya, Solonnikov e Ural’ceval (2011)), por exemplo), onde
W(0,T) ={y |y € L*(0, T; Hy(Q)) e ye € L*(0, T; HTH(Q))}.
Mais ainda, temos a seguinte estimativa de energia,

yllwom < Cllvollizia) + IMlliziwx o) + Vllziox o) + 1Wllz@), (1.13)

onde C > 0 nao depende de 1\, h, v e nem de yo. Se yo € H}(Q) entao y solugao de (1.3)
pertence ao espaco W2271(Q) C W(0,T) onde

Wy (Q) ={y |y € L*(0,T; Hy(Q) NH*(Q)) e ye € L*(0, T; L(Q))}: (1.14)
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Controle Robusto

2.1 Existéncia do Ponto de Sela

O objetivo desta se¢ao é mostrar a existéncia do ponto de sela para o funcional J. (v, )
dado em . Para isso, faremos uso de trés resultados auxiliares que demonstraremos
mais adiante. A primeira proposicao afirma que, dadas certas condigoes, existe um ponto
de sela para um funcional | qualquer. Usaremos outros dois Lemas para mostrar que o
funcional ], (v, ) esta nas hipoteses da Proposi¢ao 1. Em todo o do Capitulodeixaremos

h e L2(w x (0,T)) fixo.

Proposigao 5. Seja | um funcional definido em X XY onde X e Y sao convexos, fechados,

nao-vazios, ilimitados e Banach reflexivos. Se
a) Vv € X, a fungio P — J(v, ) € concava e semi-continua superior (s.c.s);
b) VU €Y, a fungio v — J(v, ) é convexa e semi-continua inferior (s.c.i.);

c) dvo € X tal que | lim  J(vo, ) = —o0;

(W lly—ro0

d) Iy € X tal que lim  J(v,Pg) = 4o00;

l[vilx—o0

Entao J possui pelo menos um ponto de sela (\7,11)) e

](\7,11)) = min sup J(v, ) = max inf J(v, ).

veX yey Pey veX

Demonstra¢ao. Primeiro vamos mostrar que o resultado vale para certos conjuntos Xs e
Ys limitados satisfazendo as demais hipoteses. Apos isso, estenderemos o resultado para

conjuntos ilimitados.

21
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Dado & > 0 fixado, sejam
Xs ={veX |[vlx <3}

Ys ={b eV; [$lly <o)

Vejemos que Xs e Ys sao convexos, fechados e limitados. Mostraremos que | possui
um ponto de sela (v, ) em X5 x Ys.

Primeiro consideremos o caso onde
V1 € Ys a fungao v € X — J(v,1) é estritamente convexa. (2.1)

Notemos que a fungao v — J(v,1), sendo fracamente s.c.i., é limitada por baixo em
Xs e possui um minimo tnico por (2.1)). Denotaremos esse minimo por m({) e o ponto

onde o minimo ¢ atingido denotaremos por e(\{) € X;s:

m(p) = gfelixr; Jv, b)) = J(e(bh), ).

A funcao P — m({) é concava e fracamente s.c.s., assim, analogamente & anterior, é

limitada por cima em um ponto 1, isto é,

m{h) = max m() = max min (v, $), (2.2)
(&
m) <Jv, ), VveXs. (2.3)

Agora, para A € (0,1), e em virtude de a), temos
J, (1 =N + M) = (1= A)J (v, %) +AJ (v, ).

Em particular, tomando v = ex = e((1 — A + Ap) obtemos, por (2.2), que

m) = m((1 =AM +Mp) = J(er, (1 — A +Ap) = (1 —A)](er, ¥) + Af(er, b).

Por (2.3), temos
m(p) > (1—=A)m(b) +AJ(er, ¥).

Portanto, subtraindo (1 —A)m(1) em ambos os lados, segue que

m$) > (e, b). (2.4)
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Seja (An)neny com A, — 0. Como X é reflexivo, temos que Xs é compacto na topologia

fraca de X (ver Teorema . Assim, e, converge fracamente para algum v, ou seja,
eler,) » @(v), VeeX.

Em particular, por b) temos que

lim inf J(en,, W) = J(¥, 1), ¥ € Ys. (2.5)
Veja que

i) J(ea, (L=A)b+2Ap) < J(v, (1= + M), pois J(v, (1—A)p + M) atinge o minimo

quando v = ej;

i) (1—N)J(ex, b) + AJ(er, b)) < J(v, (1= A + M), pois P — J(v, 1) é concava.

Como m(P) < J(ex, V), passando o limite inferior do lado esquerdo e o limite superior

do lado direito quando A,, — 0 na desigualdade ii), temos, por b) e (2.5)), que

J(v, ) = liminf ] (ex, , )
= liminf [(1—An)](er,, W) + AnJ(er,, )]

3 (2.6)
< limsup J(v, (1 = A )P + Aqd)
= ](V71L)7
e, assim, v = e(). Na passagem do limite em temos
m(p) > Jv,¥), Vi €Yy,
ou seja, pela definicao de m(1),
Assim, por e ([2.7), segue que
Jv, b)) < T, ) < Jv, ). (2.8)

Logo, (\7,1]_)) é o ponto de sela de J, e, portanto, para o caso 1} estd mostrado que |
possui pelo menos um ponto de sela.

Agora consideremos o caso onde v € X5 — J(v,1) nao é estritamente convexo. Defina

Je(, ) =], d) +¢lv|x, €>0,
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definido em X5 X Yj, o qual satisfaz as mesmas hipoteses que | salvo que J é estritamente
convexo. Assim, obtemos pelo caso 1} a existéncia de um ponto de sela (\_)e,ﬂ)e) em

Xs X Ys. Logo,
J(Ve, b) + €|Vellx < JVe,be) +€lvellx < Tv, W) + €l[vellx, (2.9)

para todo v € X5 e Vi € Y;. Pela compacidade fraca de Xg e Y, existe v e X e € Y
tal que, quando €,, — 0,

Ve, = Vem X,
ﬂ)en AIT) em Y.

Passando o limite em ([2.9), usando a) e b), temos

J(\_)vlb)gl(\)?lb)? V\)GX(SGVII)Gng,

o que mostra que (v,\) é ponto de sela de ].

Portanto, em todo caso, ] possui um ponto de sela em X5 X Y5 para todo pu > 0. Em
seguida, vamos mostrar que | possui um ponto de sela em X x Y.

Observemos que, assumindo que u é suficientemente grande tal que vy € X, ey € Y,

onde vq e g sao fornecidos pelas hipoteses ¢) e d), temos

J(Vis ¥o) < T, ) < J(vo, by).- (2.10)

A fungdo v — J(v,1g) é convexa, s.c.i. e coerciva e, portanto, é limitada por baixo,
isto é, existe a tal que

—oco < a<Jv,pg), VveX

Em particular,

—oo < a < J(vy, o), Vu>0. (2.11)

Similarmente, 1V — J(vg, ) é limitado por cima, e, portanto, existe b tal que
](V()?ll)) <b<+OO7 VleY,

donde

Jvo, ¥p) < b <400, Vu>0. (2.12)

Por (2.10) e (2.11)), segue que

J(vo,by) = a>—oco, Vu>0. (2.13)
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e, por (2.10) e (2.12)), segue que

J(Vi, W) < b < +o0, Yu>0. (2.14)

Logo, em virtude de c) e (2.13) (respectivamente de d) e (2.14)), a sequéncia v, (respecti-

vamente IIJH) é limitada independentemente de w. Assim, a sequéncia ](\_)u,ﬂ)u) também

¢ limitada e, portanto, existe uma subsequéncia p; — oo tal que
J(\_)uj71<l)].l.j) — (X')
vy, — Vv fraco em X,
)
Yy, — P fraco em Y.

Portanto, tomando o limite em ({2.10]), quando p; — oo, chegamos a

Jv.b) <a<Jv, ), VveX Ve,

o que mostra que (v,1) é ponto de sela de J em X x Y.

]

A fim de mostrarmos uma propriedade de convexidade e concavidade para o funcional
J+ e usarmos a proposi¢ao anterior, vamos investigar a diferenciabilidade de ], com os

lemas a seguir.

Lema 3. Seja f como no Teorema eh e L?(w x (0,T)) dado. Definamos o operador
G:12%0 x (0,T)) x L2(Q) — W(0,T) que associa (v, ) — y solugio de associado
av,p eh. Entao G € continuamente Fréchet diferencidvel, a derivada direcional

G'v, )3, P) =w
satisfaz o sistema linear
we —Aw + f'(y)w=V1o +1 em Q,

w =0 sobre X, (2.15)

w(x,0) =0 em Q,
comy = G(v, ) solugdo de , e aindaw € WS’I(Q).

Demonstragao. Vamos provar que G possui derivada de Gateaux 95 5,G(v, ) em toda
direcao (v,) € L2(O0 x (0,T)) x L2(Q) e que 05.9)G(v, ) é continua. Isto implicara,

pelo Teorema [I1], que G é Fréchet diferenciavel com derivada continua.
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O passo a passo da demonstragao ja é conhecido (ver por exemplo Fernandez e Zuazua
(1999) (Teorema 2.3 pag. 313) e |Seidman e Zhou| (1982) (Teorema 2.4 pag. 751)). Va-
mos tomar uma sequéncia em WS’I(Q) C W(0,T) cujo limite sera a derivada direcional
(Gateaux); depois, vamos verificar que o limite satisfaz o sistema (2.17)).

Fixemos (V,1) uma direcdo em L2(O x (0,T)) x L%(Q). Sejam w* := yTT—y para
T€(0,1), comy =y(h;v,p) ey™ =y (h;v+ ™, + 1) solucdes de com seus

respectivos dados iniciais. Vamos comegcar caracterizando os termos da sequéncia {w™};~¢

como solugbes de um sistema semelhante a (2.15)). Veja que

T _ T __
WI_AWT:(y Ty) _A(y Ty)
t

yi —ye  (AyT—Ay) (2.16)
T T

1
= ;(yI—AyT—ytJrAy)-

Como Yy~ e y sao solugoes para (1.3]), com seus respectivos dados iniciais, segue que

Yr =AY —yi + Ay = —f(y") + hiy, + (v+)1o + ¥ + T
— (= f(y) + hly +vio + ) (2.17)
:f(y)—Tf(yT) e .

Em outras palavras, substituindo (2.17) em (2.16]), obtemos

wf—AwTJr%(f(yT) —f(y)) =Vvlo+0P em Q. (2.18)
Veja também que
WT‘ :1<y1| —y‘ )z() (2.19)
r T 1 b b3 ’ :
e, por fim,
1 1
Ww(x,0) = ;(yT(X,O) —y(x,O)) - ;(yo —y0> —0 em Q. (2.20)

Assim, combinando (2.18)(2.19) e (2.20)), temos que W™ é solucao do sistema

.

1 ) B
wg—Aww;(f(yT)—f(y)) =vlp+19 emQ,
wt =0 sobre X, (2.21)

wr(x,0) =0 em Q.

\

Agora, como f € C%(R), pelo Teorema do Valor Médio, existe 0. € (0,1) tal que

fly™) —fly) =G y" —y), (2.22)
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onde §T =y — 0.(y* —y). Logo, dividindo a expressao (2.22)) por T, segue que

1

—(fy") —f(y)) = F[GIw" (2:23)

Substituindo (2.23]) em ([2.21)), temos que wT é solugao de

W — AW+ ()W  =V1g +1P em Q,

wt =0 sobre X, (2.24)

wT(x,0) =0 em Q.

L. . 2.1 . .

Vamos agora mostrar que {W*}.~( é limitada em W5 (Q) C W(0,T), com o intuito
de tomar uma subsequéncia que converge neste espaco. Primeiro, vamos buscar por uma
estimativa para a norma de w® em W31(Q).

Multiplicando a primeira linha de (2.24) por w™ e integrando sobre Q, temos

J wi - w'dx —J AW - wT dx —|—J f ()W dx = J (V1o +P)wT dx. (2.25)
Q Q

Q Q
: Ld(w) e ATA 1 )
Vejamos que R T wiw™. Além disso, pela Segunda Formula de Green (Teorema
[16),
T T T|2 T ow’"
—| AWT-wrdx=| [VW'[*dx+ w ds, (2.26)
Q Q 20 on
onde 1 é o vetor normal & 0Q). Mas, pelas condigoes de fronteira do sistema (2.24]),
vale
a T
J w45 —o.
20 on
Assim, substituindo (2.26]) em ([2.25)), obtemos
1 d T|2 ~ B 3
—J M dx + J VW2 dx = ,[ (Vvie +P)w*dx — J }f’(yT)‘ w1 dx
2] dt o) o o)

< J (Vie 4+ P)w™ dx —I—J I£/(g™)] - w™* dx (2.27)
Q Q
Observe que, como f é Lipschitz, temos
I(~T T 1 T L T T
If(go)w'| = ;h‘(y ) —fly)l < ;’U —yl =Lw"|
para alguma constante de Lipschitz L > 0 de f. Assim,

[F' G W) < LW Ve (0,1).
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Logo,
(g < L. (2.28)

Substituindo (2.28) em (2.27)), temos

1Jdmwm
2], dt

dx + [|[VWT (|12 () < J (V1o +P)w™ dx + LW |32 q)- (2.29)
Q

Usando a desigualdade de Young no integrando do lado direito da desigualdade (2.29)),

segue que
L[ d(w™?) - -
B JQ i dx + HVWTH%NQ) < lo + II)H%_Q(Q) + CQHWTH%?(Q)? (2.30)

onde Cy > 0. Integrando (2.30) em [0, t], com t < T, temos que

L

t

dtdx + J VW22 (q) dt
0
t

t
< j [0 +Bl%(0) dt+j CollW¥ |2 0 it
0 0 (2.31)

T t
< JO V1o +¢||2LQ(Q) dt + Cy L ||wT||2LQ(Q) dt

t
= 910 + Bllarasan + Ca | Il at.
Logo, tomando a primeira e a ultima expressao da desigualdade ([2.31]), obtemos que
1 _ t
2 2 - 2 2
§HWT(J‘)HL2(Q) + VW {20 .12(0)) < VLo + iz 1.12(0)) T Co L [WEli2(q) dt.
(2.32)
Em particular, eliminando o termo positivo com o gradiente na desigualdade ([2.32)), segue
que
1 _ B t
§HWT(t)H2L2(Q) < vl +1|)H%2(0,T;L2(Q)) + Cy Jo ||WTH%2(Q) dt. (2.33)

Usando a desigualdade de Gronwall (Lema |2) em (2.33)), chegamos a
W (0)[I72(0) < CsllVlo + Wl 20 1.12(00)) (2.34)

para alguma constante C3 > 0.
Integrando a expressao (2.34)) em [0, T] e elevando & 1/2 em ambos os lados, obtemos

uma estimativa para a norma de w® em L?(Q), isto é

IWi2(0) < CalPlo + ¥|li2(q), (2.35)

com C4; =T+/C35 > 0.
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Por outro lado, w® pode ser visto como solucao de

(

— M =Vlg+1Pp—g° em Q,

wt =0 sobre X,

wT(x,0) =0 em Q,

\
com g*(x,t) = f'(y*)w". Portanto, da estimativa classica de energia ([1.13)) combinada

com ([2.35]), temos que existe C > C4 > 0 tal que

||WT||W§’1(Q) < Cvlo +1— gllez(q)

) (2.36)
C(I9llzox 0 + llza + Igllizia) ).

Além disso, usando (2.28)) combinado com (2.35)), conseguimos obter a seguinte esti-

mativa para ||g[12(q)

1/2
I9llt2(q) ( ledxdt)
1/2
21.,.,T|2
L|W ||]_2

< LC (||V||L20xoT + [blez(q)).

Assim, substituindo (2.37)) em (2.36)), deduzimos que existe uma constante, ainda deno-

tada por C > 0, tal que

W lwzi(q) < C<H‘~’||L2(OX(O,T)) + Hlblhz(Q))a

e, portanto, {W}.~g ¢ limitada em W22’1(Q). Pelo Teorema , e usando o fato de que
WSI(Q) é reflexivo (ver Brezis (2011)) pag. 137), temos que existe uma subsequéncia,

ainda denotada por {w™}.~¢ tal que
w' =W  fraco em W2'(Q),

para algum w € W5 (Q), quando T — 0.
Pela Proposi¢ao [, w® — W se, e somente se, $(w) — ¢(W) para todo ¢ €
(WQQI(Q))/ Para mostrar que w ¢ solugao de um sistema, fixe z € L*(0,T; H(Q))

o : o ] 2,1 .
arbitrario e considere os funcionais lineares e continuos ¢; : Wy (Q) = R, j =1,2, e o0
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funcional ¢3 : Wg’l(Q) x L2(Q) — R definidos por

T

bilwz) = |

0

(uth)Hfl(Q)xH})(Q)dt;

Observemos que se

-
b1(W;z) + da(w; z) + d3(w,y;2) = J (Vi +1P,Z)L2(Q) dt e w(x,0)=0,
0
entao w é solucao de 1' Pelo Teoremall0| conseguimos que W22 Q) C L2(0,T; H}(Q))
com imersao compacta. Logo, segue do Teorema [1] que w* — w em L2(0, T; H}(Q)) e,

portanto,

d; (W) = (W), j=1,2. (2.38)

Para o caso j = 3 vamos primeiro mostrar que
f (g™ — f'(y)w  em L*(Q).

De fato, como W22 = (Q) C L?(Q) com imersao compacta, invocando o Teorema mais uma
vez, temos que w® — W em L?(Q). Além disso, lembremos que §J* —y = —0.(y* —y),

com 0 < 0. < 1, para todo T € (0,1). Logo,

19" —yllwzrq) = 1 =0<(y™ —ylllwz1(q)
< Y* —yllwer
w2 Q) (2.39)
= HTWTHWS’I(Q)

< TC(IVllzox 0, + W liz(q))-
Assim, fazendo T — 0 na desigualdade (2.39), obtemos que §y* — y em W22’1(Q) e,
portanto, como f € C2(R), segue que f'(§%)w™ — f'(y) em L2(Q). Observando a definicao
de ¢s3, concluimos que
P3(W*) = d3(w). (2.40)
Logo, como

3
D W) = (o +1,2) gy Y T>0,
j=1
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por (2.38), (2.40) e pela unicidade de limite em L2(0, T; H}(Q)), temos que
3
> 4y = | (704 .2) g
isto é,

N
Jo (Wt7 Z) H1(Q)xHE(Q) T Jo

T T

(VW,VZ)Lz(Q)N +J (f'(y)w — vl —lI),Z)Lz(Q) =0.
0
Portanto, como z foi tomado arbitrario em L*(0, T; H}(Q)) e, além disso,

T o _
W(X, 0) — lim Yy (Xa O) U(Xa O) — lim Yo Yo

T—0 T T—0 T

=0,

segue que W é solucao de .

Nos resta agora mostrar que 05, ;)G (v, ) € continua, pois com a derivada de Gateaux
continua teremos que G ¢é continuamente Fréchet Diferencidvel (Teorema [L1)).

Seja {(v“,ll)“)}neN € L2(0x(0,T))xL2(Q) com (v*,Pp™) — (v,) quando n — +oo0.
Iremos denotar y™ = y™(h;v™*,P™) solucao de associado a (v, ™), isto é, y™ é
solucao de )

yr — Ayt +f(y") =hly, +vilo + Y™ em Q,

Yyt =0 sobre X,

Y™ (x,0) = yo(x) em Q.
Dada uma direcao (v,) € L2(O0 x (0,T)) x L2(Q), vamos mostrar que
Sejam w™ = 0; ;,)G(V*,P™) e w = 95 3,G(v,P). Pelo que ja mostramos, wh,w €

Wg’l(Q) e, portanto, usando que w™ e w satisfazem o sistema 1’ temos que

n

W —w)y =wi —wy

=AW — /(Y)W + 1o + P
— Aw + f'(y)w — V1o —
=AW" —w) + f'(yw—f'(y™)w™.

Assim, podemos ver z™ = w™ —w como solugao de

;

z¢ — Az" =f'(y)w — ' (y™)w™ em Q,

7N =) sobre X, (2.41)

z"(x,0) =wn(x,0) —w(x,0) =0 em Q.
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Pela desigualdade classica de energia para o sistema ([2.41)), e pelo fato de que f'(y™)w™ —

f'(y)w, obtemos que

W™ = w21 gy = 12" lwziq) < CUIF YMIW™ = (y)wllizq) — 0,
quando n — +o0. Logo,

05,5) GV, ™) = 05,5,G(v, ), V(¥,)) € L2(0 % (0,T)) x L*(Q).

Assim, 05 3G ¢ continua e, portanto, G’(v, ) existe e é continua.

[]

No préximo lema iremos discutir sobre a segunda derivada do operador G definido

anteriormente:

Lema 4. Sobre as hipdteses do Lema @ o operador G : (v,{) — y solucao de
¢ duas vezes continuamente Fréchet diferencidvel de T2(O x (0,T)) x L2(Q) — W(0,T).

Mais ainda, a sequnda derivada de G em (v, ) € dada pela expressao

G"(v, ) [(vi, 1), (vo, o)l =2

onde z € a unica solucao fraca para o problema

(

zi — Az +f'(y)z = —f"(y)wiwy  em Q,
z=10 sobre X, (2.42)

z(x,0) =0 em Q.

comy = G(v, ) solugdo de , e wy € solucao de na direcao (vi,\y).

Demonstracao. A ideia da prova é obter a regularidade desejada através do Teorema da
Funcao Implicita. Para isso definamos uma aplicagao Gq : L*(O x (0,T)) x L*(Q) —
W(0,T), tal que Gg(v,P) =yi, onde y; ¢é solugao do sistema

Yt — Ay =vip+¢P em Q,
y1 =0 sobre X, (2.43)

Yi(x,0) = em Q.
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Definamos também a aplicacao Gg : L2(wx (0, T)) xL2(Q) — W(0,T), tal que Go(h,yo) =

Yo onde Yy, é solucao do seguinte sistema:

p

y27t—Ay2 :h]lw e1m Q7

Y2 =0 sobre I, (2.44)

Ya(x,0) =yo em Q).

Notemos que, pela sua propria construcao, a aplicacao G ¢ linear. Além disso, observe

que y = y(h,v,P,yo) € W(0,T) é solugao fraca de (1.3)) se, e somente se, tivermos

Portanto, fixados (h,yg) € L}(w x (0,T)) x L2(Q), definimos a aplicacao F : L2(Q) x
L[2(0 x (0,T)) x L*(Q) — W(0,T) tal que

Fly,v,) =y = Go (v, —f(y)) — Go(h, yo).

Assim, y = y(h,v,1,yo) é solugao de se, e somente se, F(y,v,{) =0.

Como G é linear e continua, entdo Gq € C*(L*(O x (0,T)) x L*(Q); W(0,T)). Além
disso, f € C?(R), por hipotese. Logo, Gq (v, — f(y)) € C*L*(Q) x L*(O x (0,T)) x
[2(Q); W(0,T)), donde F é duas vezes Frechét diferencidvel.

Agora fixemos (y,v, ) € L2(Q) x L2(0 x (0,T)) x L2(Q) e uma direcdo y € L2(Q).

Vamos calcular a derivada de F na direcao y.

F(y + ty, v, ¥) — F(g,v, V)

O0yF = lim
t—>0 t
iy YT Gol0, Y +ty) +f(y))
) t

_ .y +ty) + f(y)
=y +Gg (0,—512}) .

=Y+ Gql(0,—f'(y)y),
isto é,
0yF(y,v, ) =y + Gq (0, —'(y)y). (2.45)
Vé-se pela expressao que 0yF(y,v, 11_)) é injetiva. A fim de utilizar o Teorema da
Funcao Implicita (teorema , vamos agora verificar a sobrejetividade de ayF(Q,{),J)).
Notemos que 0 F(L:j v,1) é sobrejetiva se, e somente se, Vw € W(0, T) existe y € 3(Q)
b)

tal que 0y F(y, =W, isto &,

W=y + Gol0,—F(H)y), (2.46)
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para algum y € W(0,T).

Consideremos uw € W(0, T) solugao do sistema abaixo que, gracas as hipoteses sobre
f, existe e é Unico. )
u—Au—f'(yu=Ff(yw emQ

u=0 sobre X (2.47)

u(x,0) =0 em Q.

\

Dessa forma, temos que u = GQ(O,f/(Q)(u + v_v)). Portanto, definindo y = u + w,
obtemos, por (2.47) e pela definicao de Gq, que

y—w=Gq(0,f'(yly),
isto é,

w=y+ Gq(0,—f(y)y). (2.48)

Assim percebemos que 0, F(y, v, ) é sobrejetiva. Logo, estamos nas hip6teses do Teorema

da Funcao Implicita.
Seja (4, v,) tal que F({j,v,)) = 0, pelo Teorema da funcéo implicita (teorema ,

existem:
e uma vizinhanca aberta U de (v,));
e uma funcao G : U — [2(Q) tal que
Gv, ) =y

e, ainda mais,

F(G(V,'ll)),\),ll)) =0.

Isso implica que y = G(v, ) é solucao de (1.3) com y € W(0,T). Além disso, G herda a
regularidade de F, isto é, G € C2(U; W(0,T)). Logo,G ¢ duas vezes diferenciavel.

Para obter uma caracterizacao da segunda derivada de G, notemos que
Pela linearidade de Gq e por (2.49), temos que

G(v. 1) = Go (v.1) — Go (F(G(V, ) + Go(h, o). (2.50)
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Observemos também que se uma aplicacao linear T é diferenciavel em x, entao T'(x)-v =

Tv. Assim, tomando a derivada de G em (v,\{) na direcao (vi,1;), pela regra da cadeia

e por (2.50), temos que
G'(v,b) - (vi, 1) = Gqvi, 1) = Go (0.F(G(v, 1)) - (G'(w, W) - (vi, 1)) ).
Repetindo o processo para segunda derivada de G na diregao (vo,1s), temos

G"(v,¥) - ((V1,1|)1)7 (V2,1P2))
=G (0.F"(G(v, 1)) [G'(v, W) (v, 2)] - [G'(v, W) (v, )] (251)
+ (G, P)) - G (v, ) [(vr, 1), (v, )] ).

Pondo Yy = G(V,ll)), Wi = G/(V,ll)) : (Vi711)i) €Z= G”(VJII)) [(Vlall)l)7 (\)2,1')2)], temOS, por

£51), que
z=—Gq (0, " (y)wiws + f/(U)Z>~

Pela expressao de Gg, vemos que z ¢ solucao do sistema

;

ze — Az +f'(y)z = —f"(ylwiwy  em Q,

z=10 sobre X,

z(x,0) =0 em Q).
\
[l

Pela demonstragao acima, obtivemos diretamente que G é duas vezes diferenciavel sem
a necessidade de usar o Lema [3| O leitor pode estar indagando-se sobre a necessidade do
Lema [3| Vejamos que, além de garantir a regularidade para G, também caracterizamos
a derivada G’(v,{) como solugao do sistema , bem como a segunda derivada. Esta

caracterizagao serd tutil para a Proposicao a seguir.

Proposigdo 6. Sob as hipdteses do Lema[d, sejam yo € L*(Q) e h € L2(w x (0,T))
dados. FEntao, para vy e { suficientemente grandes, existe um ponto de sela (\7,&)) €

[2(0 x (0,T)) x L*(Q) tal que

]r(\_)alb;h) < ]T(\_)7ll)7h) < ]T(vall);h)? (2'52)

para todo (v, ) € L2(0 x (0,T)) x L3(Q).
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Demonstragcao. Vamos verificar cada uma das condigoes da Proposicao |b| para o funcional
Jr

Condicio 1. Devemos verificar que Vv € 12(O x (0,T)), a funcao { > J,(v,) é
cdncava e semicontinua superiormente.

Fixemos h € L2(w x (0,T)). Pela notacao do Lema , podemos reescrever Jr como

JT(\))lb) =3 |G(v71b)_yd| dth+_ |V| dth
2 JJogx0,1) 2 JJoxom

2

Y J JQ p)? dxdt. 5

2

Ainda, pelo Lema [3| temos que G(v,{) é continua. Além disso, como a norma é con-
tinua, segue que J,(v,\{) é uma composicao de fungdes continuas. Em particular, para
todo v € L2(0, T; L%(0)), a aplicacdo P ~ J.(v,\) é continua e, portanto, semicontinua
superiormente.
Para mostrar que a aplicagao P +— J,(v, ) é concava, vamos verificar que, fixados v,
P e, a funcio
(1) =+ (v, + 1)

é concava com respeito a T proximo de T = 0, ou seja, pelo Teorema [15], vamos verificar
que §”(0) < 0.
Por hora, vamos considerar y := G(v,{ + ). Entdo, pelos Lemas [3| e [4] temos que

G(t) é composicao de aplicacoes duas vezes diferenciaveis, visto que

_ 2
G(1) L ” IG(v, P + 1) —yqf> dxdt + v ” v|? dxdt
2 Jogx0,1) 2 JJoxom
2 ~ (2.54)
Y ” b + b dxdt.
2 Jlq
Derivando §(), pela expressao ([2.54) obtemos que
1 _ _ _
510 =5 || 2 (Gt )~ ya] G+ ) (0.1)
Oax(0,T)
y? o
_Y ” 201 + ) - P dxdt.
2 Jla
Derivando mais uma vez, segue que
SII(T) = JJ |:G (V,lb + TII)) - yd} ’ G”(V,ll) + Tll_)) [(071]_))7 (an—))} dxdt
Oax(0T) (2.55)

+” G/ (v, W+ 7) (0, %) dxdt — ” (b + 7)) - dxdt.
0ax(0,T) Q
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Denotemos y; := G'(v, p+1P)(0,P) e ys := G" (v, p+ 1) [(O,II))(O,II))}. Pelo Lema
Bl segue que y; ¢ a solugdo do sistema

;

(Yt — Ay + f'(y)ly1 =¥ em Q,
Yy =0 sobre X, (2.56)

yi1(x,0) =0 em Q.

\

Analogamente, pelo Lema [4] temos que ys é a solucao do sistema

(Y2)e — Ay + ' (Y)ya = —F"(y) - (y')* em Q,
Y2 =0 sobre X, (2.57)

Yo(x,0) =0 em Q.

\

Pela expressao em (2.55)), temos que

§"(t) = ” (Y —ya)yz dxdt + ” lyil? dxdt —v? ” W2 dxdt.  (2.58)
Oqax(0,T) Oqax(0,T) Q

Para mostrarmos que §”(0) < 0, vamos estimar os dois primeiros termos do lado direito
da expressao (2.58)) em funcao do terceiro.
Vamos comegar pelo termo com y;. Como y; é solucao do sistema ([2.56)), pela esti-

mativa de energia temos que

2 2 T2
||Ul||L2(0,T;L2(0)) < ||yl||W(O,T) < C1||‘~|)||L2(Q)7
isto é,
” ly,[* dxdt < Cy ” p[? dxdt. (2.59)
0ax(0,T) Q
A fim de estimar o primeiro termo, precisamos antes estimar y, na norma em L2(Q)

pela norma de 1 neste mesmo espago. Para isso, vamos multiplicar a primeira linha do

sistema ([2.57)) por ys e integrar em Q. Antes disso, vejamos que
If'(s)| + [f"(s)| <L, VseR. (2.60)

De fato, gracas as hipoteses sobre f, temos que existe L > 0 tal que [f'(s)] + [f"(s)| <

L, Vs € R, pois sendo L; a constante de Lipschitz da funcao f, vale

f(x) — f Lilx —
#/(s)] = | tim TOV=FS) ) g L =sl (2.61)

X—s X —§ x—=s |x — |
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Além disso, como, por hipotese, f” € L*(R), existe C > 0 tal que |[f”(s)| < C q.t.p. Mas,

como f” é continua, na verdade

f"(s)I<C, VseR (2.62)

Assim, tomando L/2 = max{L;, C}, obtemos (2.60]) a partir de (2.61]) e (2.62).
Multiplicando a primeira linha de (2.57)) por y, e integrando em Q, obtemos. utili-

zando as formulas de Green, que

J (Y2)rys dx +J IVyalPdx = | ((y2)e — Ayz)ys dx
Q Q

JQ
| —rw) -y dx—J £7(y) - Jyal? - ya dx
Jo o (2.63)
]| 1) P el ax
Q

< J f'(y) - lyal
Q

<J |f'(y)|~|y2|2dx+J ()] - byl - hysl dx.
Q Q

Por (2.60) e (2.63)), obtemos que

1d

——J !y2!2dX+J !Vyg\degLJ' |y2|2dx—|—LJ 1 - yo! dx. (2.64)
2dt Jo o Q Q

Aplicando a desigualdade de Poincaré (Teorema |8) ao termo com gradiente na desigual-
dade ([2.64)), conseguimos diminuir o lado esquerdo trocando o termo com gradiente por
Yo. Segue dai que

1d

——J Iyglde+CJ |y2|2dx<LJ |y2|2dx+LJ ') - [yl dx. (2.65)

Subtraindo em ambos os lados o segundo termo do lado esquerdo e tomando C, =

IL — C| > 0 na desigualdade (2.65)), temos que

1d

——J Iyzl2dx<C2J |yg|2dx+LJ Y12 - fyal dx.

Aplicando o Lema [2| (Gronwall) na expressao acima, obtemos que

t

j rwr?dxge%@ds-(j ’yz(O,X)’2dX+JJ !yll2-!y2!dxdt)
Q Q 0JQ

.
< elo Cads . (J ly2(0, %) dX+J J Y1l - [y dth)
Q 0JO

< eTCe. (” Yal - ol dxdt) |
Q
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Integrando Hy2||2L2(Q) em [0, T] e tomando C3 = TCy > 0, temos, pela expressao acima,

que
)
” |y2|2dxdt<J (c?,” |y1|2-|y2|dxdt) at
Q 0 Q
_TC, ” yal? - [yal dxdt,
Q
isto é,
” |y2|2dxdt<c4” yal? - [yal dxdt, (2.66)
Q Q
onde C4 = TC;.

Gostarfamos agora de encontrar uma limitagao para o lado direito da desigualdade

acima em termos da norma de { em L*(Q). Para isso, notemos que

.
” Y1 - yo| dxdt = J J Y1l - [ys| dxdt
Q 0Jo

]
= | 02 el at
0

Aplicando a desigualdade de Holder, & expressao acima, temos que

[] i el axete < Jnylnpq o - Iuzlliagen dt, (2.67)
Q

1
onde — + ? = 1. Aplicando a desigualdade de Holder novamente, obtemos que

. 2 37 T »
P
L ”91”]_2[1’(()) ) Hy?”Lq(Q) dt < <J Hyl”L?q ) ) (JO ||y2||Lq(Q)> (2.68)

= ||yll|1_2p/(o7T;L2q’(Q)) y2ller o iLa)),

1 1
onde ]; + 17 = 1. Assim, substituindo (2.67)) e (2.68) em ([2.66)), temos que

HQ ol dxdt < [[y1 Py g g ), - W2 llir @maan (2.69)

Agora, vamos limitar o lado direito da desigualdade acima em termos da norma de P

em [2(Q). A ideia ¢ encontrar p e ¢ tais que
yo € LP(0, T;L9(Q)), v € L7 (0, T; L9 (Q)).
Pelo Teorema , temos que y; € L*(0, T; H2(Q)) N L*>(0, T; H{(Q)) e satisfaz

Yille o) + lilleorme@)+ < Cllblleg)- (2.70)
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Tendo em vista ([2.70]), é razoavel buscar por condi¢oes tais que a seguinte imersdo é
valida:
L2(0, T; H2(Q)) N L=(0, T; HA(Q)) — L2P'(0, T; L29(Q)). (2.71)
Sejam X e Y espacos de Banach. Pelo Teorema @, temos que
1 1—-0 ©

LPo(0, T; X) N LP(0, T;Y) — LP°(0, T; B), — = + —, (2.72)
Po Po P1

com 0 < 0 < 1 e B sendo um espago intermediario (com respeito a X e Y) de classe 0, isto

é, B é o espaco verificando
lglle < Cllglix® - lgll¥: ¥YgeXnY,

para algum C > 0.

De (2.71) e (2.72), deduzimos que

1 0
2p’ 2’
isto é
o1 (2.73)
P =9 .

H2(Q) — Lv1(Q), (2.74)

2N

HI(Q) = L¥=(Q), (2.75)

para algum N maximal a ser determinado. Note que L29'(Q) é um espago intermediario

com respeito & (2.74) e (2.75)) se

I (N—-4)06 (N—-2)(1-0)
2~ 2N + N , 0<0<l (2.76)

1
Aplicando 6 = o (de (2.73)) em ([2.76)), temos

1 (N—41  (N=2)(1-23)

q’ N p’ N

CN—4 (N=2)(p' 1)

Ny’ Np’

_p'(IN—=2)—2

= Np ’

isto é,
/
N
q’ P (2.77)
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1 1 1
Como—+;=1ea+—,:1,segueque
B p/ B q/
p_p/_l € q_q/_l

Aplicando (2.77) & igualdade da direita acima, temos que

q— p’N 1
= . N

_ p'N

 p/N—p/(N—2)+2

p'N

S 2p' 42

Assim, obtemos que
p’ p'N
PeT ¢ A=y (2.78)

Dessa forma, conseguimos escrever p e q em funcdo de p’, de maneira tnica. Isto é,

determinando p’, por (2.70)) e (2.71)), podemos reescrever a desigualdade em ([2.69)) como

H [yl dxdt < CPllico) - [Yellir omiaay). (2.79)
Q

Nos resta agora encontrar p e ¢ tais que L2(0, T; L2(Q)) < LP(0,T;L9(Q)), pois daf
teremos que

[y2llte o.71a(0)) < Cllyallizomizia)), (2.80)

para algum C>0 e, consequentemente, ao substituir 1) em {} obteremos que

”yQH%_?(O,T;L?(Q)) < CH11’||L2(QJ ) HU2HL2(0,T;L2(Q))>
isto é,
[2llr2(0,m12(0)) < Cllblliz(q)-

Feita esta analise, vamos encontrar p e ¢ que tornam a imersao L*(0,T;L*(Q)) <
LP(0,T;L9(Q)) valida. Tomando 1 < p, q < 2, temos que L%(0, T; L2(Q)) < LP(0, T;L9(Q)).
Por (2.78)), segue que

P’ <2 e —p'N
p/—1" 2(p’ — 1)
ouseja, p' =2eN <4(p’+1)/p’. Tomando p’ = 2, temos N < 6, e, portanto,

<2,

vzl o,z ia)n < Call Wiz q)- (2.81)
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Finalmente, por (2.55)), (2.59) e (2.81]) temos

5"(0) = (C2+ C1 =¥V Wllf2(q), V¥ € *(Q), b 0.

Tomando 7y suficientemente grande, temos G”(0) < 0 e, portanto, temos que a aplicacao
P +— J.(v, ) é estritamente concava.

Condigao 2. Queremos mostrar que a aplicacao v — J.(v, 1) é convexa e semi-continua
inferiormente. Pelo mesmo motivo da condi¢ao 1, podemos concluir a semi-continuidade
inferior. Para mostrar a convexidade, é suficiente mostrar que, fixados v, v e 1\, a funcao

abaixo

9(T) = ]T(V + T\_),ll))

¢é convexa com respeito a t, proximo de T = 0. Isto é, vamos mostrar que §”(0) > 0.
Derivando G(t) = J+(v + ™,1), obtemos que

1

§'(v) =5 ”OM(&T) 2<G’(v +\7,1p)(\7,0)) - <G(v +9,0) —yd> dxdt

P (2.82)

3

” 2v(v + 1tv) dxdt,
Ox(0,T)

onde y = G(v 4 tv,1). Derivado novamente, obtemos

5/ =|| (6w (5.005.00) - (Glv-+ i) ya) dxdt
de(O,T)
+JJ ‘G’(\)—f—T\_),ll))(\_),O)‘2 dxdt + (2 JJ v[*dxdt.
04x(0,T) 0x(0,T)
Denotemos agora

Y1 :GI(V+T\_),1I))(\_),O) € y?ZGN(V—'_T\_)aw)(\_)vO)(\_))O)

Procedendo analogamente & condicao 1, obtemos que |’y1H%2(07T;L2(Od)) < ClH\_)H%Q(O,T;LQ(Od))

e também que [ya|[{ (0, T; L*(0a)) < CllYallf2(o 1200, Portanto, temos que
||U2H%(07T;I—2(Od)) < 62"{’||?_2(0,T;L2(od))- (2.83)

Assim, em T = 0, temos

—5"(0) = —” (y —ya)yz dxdt — [y1lliz(0,x01)) — CIVIE2(0x 01y
OdX(O7T)
< ‘ — ” (y —ya)ye dxdt — [y1lliz(0,x 01| — CIVIE2 (0% 01
OdX(O7T)

<” 1y — yallyal dxdt + s 1220, 0111 — ClFI220 w01
de (O,T)
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Aplicando a desigualdade de Hoélder e (2.83) a desigualdade acima, obtemos que

—5"(0) < |y — Yallizcoax 01 [V2lloax0.1) + (C1 = )VIF2(0x 01)) (280

<(Co+ CL =) VIIE20x 01
onde Cy = ||y _yd|‘]_2(odx(0"|’))62, pois v, estao fixos. Assim, por 1} temos que

5"(0) = (12 — Co — COIVIIE2 0% (0.1))-

Portanto, para { suficientemente grande, segue que §”(0) > 0.

Condicio 3. Vamos mostrar agora que existe vo € L2(0, T; L2(0)) tal que
J:(vo,P) = —co quando |[[|? (Q) = +oo.
Tomemos vog =0 e y = y(0, V) solucdo de (1.3]). Pelo Lema , podemos escrever

Yy = Gq(0,% —f(y)) + Go(h,yo) = y1 +Ya.

Logo,
1 2 Y 2
J+(0,9) = < Y1 + Yz —yal  dxdt — — || pI" dxdt. (2.85)
2 JJogx(o,m) 2 Jlq
Notemos que o valor de JJ lys — yal* dxdt depende apenas de yo, h e yq.
OdX(O,T)

Assim, expandindo o termo ao quadrado em ([2.85)), temos que

1 1
1,00, %) < —” 1y dxdt + —” 21l - lys — yal dxdt
2 JJogx (0,1 2 JJogx(0,1)

1
+3 JJ lys —yal® dxdt — Y ” [ dxdt.
2 OdX(O,T) 2 OdX(O,T)

Além disso, pela desigualdade de Young, conseguimos a seguinte limitagao para o segundo

(2.86)

termo do lado direito:

1 1
” [yl - ly2 —yal dxdt < §||Ul||2L2(o,T;L2(od)) + 5”92 _de%_Q(O,T;LQ(Od))' (2.87)
OdX (O,T)
Pela estimativa classica de energia, temos que
||yl||%2(0,T;L2(Od)) < CHlI)H?_Q(Q]' (2.88)
Assim, aplicando (2.88)) e (2.87)) na desigualdade ([2.86)), segue que

2
v
J+(0,%) < CH‘PH%?(Q) +C3 — 7”4’”%2((3)7
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onde C3 > 0 depende apenas de h, yg € yq.

Portanto, para 7y suficientemente grande, temos que a condi¢ao 3 vale. De fato, basta
tomar v > 0 de modo que 7y satisfaca ainda a condicao 1 e y? > 2C.

Condigio 4. Vamos mostrar agora que existe Py € L%(Q) tal que J,(v,1y) — 400
quando ||v||L2(0.T.12(0)) — +00.

Tomemos Py =0 e y = y(v,0) solugao de (1.3). Entao
5 (y—ya)’ dxdt + — v[? dxdt
2 )Jogx0m 2 JJox(om
£2

> — JJ v dxdt
2 Joxwom

- ||V||L2(0,T;L2(O))'

J:(v,0) =

Logo, J+(v,0) = +oo quando ||V||r2(0T.12(0)) — +00.
Concluimos que J, satisfaz as Hipoteses da Proposigao Portanto, ], possui pelo

menos um ponto de sela (v, ).

2.2 Caracterizacao do ponto de sela

Nesta secao, mostraremos uma caracterizagao e a unicidade para o ponto de sela,
considerando que sua existéncia foi provada na Proposigao [6]
Notemos que a existéncia de um ponto de sela (v,\{) para o funcional J, implica que

o], ],

5 0 (v,0) =0, VYvel?0x(0,T)epcL?Q). (2.89)

(v, ) =0

Vejamos ainda que

0], m Jr(v4+hv, ) — T (v, )

0(vi,0)  h—o h
= limlllj (IGv + hvi, b)) —yal’ = 1G(v, b)) —yal)
h=0h 2 Jo,x(0T)
€2 2 2
+§J (v =)

G(v+hv, V) — G(v, V)
h

{J (Gv+Thvi, ) + G(v,h) —2ya)
Oax(0,T)

J (V+hV1)'V1},
Ox(0,T)

| R

+
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onde y = G(v,V). Logo,

0G .. GWv+hv,P)—-GWv,p)
30 }111£n>0 " =W, (2.90)

Além disso, como G(v,1) é continua, G(v+hvy, ) — G(v,P) quando h — 0. Assim,

por (2.90), temos

0J+
0(v1,0)

(v, ) = ” (y —ya)w, dxdt + ¢ ” viv dxdt. (2.91)
04x(0,T) 0x(0,T)

Analogamente, conseguimos que

G) B B o
a(o,q)l)(""l’) —”OdX(O’T)(U Ya)wy dxdt —1 ”Qtlmb dxdt, (2.92)

0G

0 (07 d)l) ‘
Definamos o sistema adjunto de (2.15)

onde wy, =

(

—qt —Aq+f'(y)g = (y —ya)lo, emQ,
q=0 sobre X, (2.93)

q(x,T) =0 em Q x {t=T}

Recordando que no Lema , a solucao do sistema linear 1D ¢ dada por w = G'(v, ) (v,)),

temos o seguinte resultado.

Lema 5. Sejay =y(h,v,p) € W(0,T) a solugio de (1.3). Seja w a solugio de
com (v, 1) € L2(0 x (0,T)) x L2(Q) e q a solugao de . Entao

” (y—yg)wdxdt = ” qv; dxdt + ” g, dxdt. (2.94)
Oqx(0,T) Ox(0,T) Q

Demonstracao. Usando a integracao por partes, temos que

((U —yd)]lod,w> 2(Q) = JLdX(O’T)(y —yq)wdxdt

=— J thdxdt—” Aq-wdxdt-i—JJ f'(y)gw dxdt
JJQ Q Q

:
_ qw‘ dx + ” qw dxdt — ” qAw dxdt
Jo 0 Q Q

+ J qa—w—wa—quJr” f'(y)q dxdt.
r on m Q
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Como J

Q

[£99), segue que

T ow (oJs| ) e . .
qw‘ =0= “' d—=— — w——, devido as condigoes iniciais do sistema adjunto
0 £ om on

” (y —ya)wdxdt = q(wy — Aw + f'(y)w) dxdt
0ax(0,T) JJq

= q(vilo +1y) dxdt
Jlo

= q - vy dxdt + ” q; dxdt.
JJox(o,1) Q

Isso conclui a prova do Lema [5

]
Vejamos agora que, substituindo (2.94) em (2.91)) com {; = 0, temos
9Jr 2
< (v, ), (vi, 0)> = qvy dxdt + ¢ vv; dxdt
ov 0x(0,T) 0x(0,T)
= ” vi(q + *v)1p dxdt.
Q
Como v; € L2(0 x (0,T)) foi tomado arbitrario, segue que
9] 2

Analogamente, tomando v; = 0 e substituindo (2.94) em ({2.91)), podemos concluir que

O () — a2
g VW =a - (2.96)

Proposicio 7. Sejam h € L2(w x (0,T)) e yo € L2(Q) dados. Seja (v, ) a solugio do
problema (1.3]) de controle robusto. Entao

1
I3

1

v=——qly e ﬂ):?q,

onde q € parte da solugao (y, q) do sistema acoplado

;

1 1
yt—Ayﬁ-f(y):h]lw—e—zq]lo-i-Wq em Q,
—q¢ — Aq + f’ = — 1 ,
gt q (Yq = (y—yallo, em Q (2.97)
y—q=20 sobre X,
\y(X,O) :yO(X)7 q(xaT) =0 em Q7

o qual admite solugao para 'y e { suficientemente grandes.
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Demonstracio. Para { e y suficientemente grandes, a existéncia de um par (v,\]) que é

controle robusto para J, é garantida pela Proposigao @ Seja q a solugao de (2.93) com
y= y({),li)) solucao de (1.3). Entao, por (2.89), (2.95) e (2.96), segue que

_ 1 - 1
V:—E—Zq]lo e lb:?q

Assim, podemos reescrever o sistema (|1.3]) como

,

yt—Ay+f(y)=hﬂw—€l2q]lo+%q em Q,
—qt —Aq+f'(y)g = (y —yallo, em Q,
y—q=20 sobre X,
y(x,0) =yolx), q(x, T) =0 em Q,

\
o qual admite solucao para vy e { suficientemente grandes.
Unicidade: Supondo que exista outro ponto de sela (vo,1s), para vy e { suficientemente

grandes, obtemos que

Jr(v,h2) < Jr(va,2) < Jol(v, ), V(v, ) € L*(0 x (0, T)) x L*(Q).

Em particular,

Jr (v, 02) < Jr(ve,P2) < Jr(vo, ).

Mas, como (v,{) é ponto de sela, tem-se que
JT(V271L) < Jr(‘_)all’) < Ir(\_)yll)2)-

Assim,

(v, ha) < Jr(va,0) e Jr(va, ) < J (v, 1),

o que é uma contradicao. Portanto, (v,\{) é o tnico ponto de sela.



Capitulo 3

Desigualdade de Observabilidade

Neste capitulo vamos estudar a desigualdade de observabilidade que é um conceito
fundamental na teoria de controle e esta diretamente relacionada a capacidade de inferir
o estado de um sistema a partir de medi¢oes parciais feitas em uma subregiao do dominio
ou em parte do tempo.

Ela responde & seguinte pergunta: “E possivel estimar a norma do estado de todo
o sistema apenas observando uma parte dele por um certo intervalo de tempo?” Se a
resposta for sim, dizemos que o sistema é observavel e isso é formalizado por meio de uma
desigualdade chamada justamente de desigualdade de observabilidade.

A desigualdade de observabilidade sera utilizada para mostrar a condicao de con-
trolabilidade as trajetorias y(-, T) = y*(-,T), onde y é parte da solugao (y, q) de (2.97).
Vejamos que essa condi¢ao de controlabilidade as trajetorias pode ser reinterpretada como
uma condicao de controlabilidade nula.

Consideremos a seguinte mudanca de variavel z =y — y* no sistema (2.97)). Entao,
Z¢ =Yt — i

1 1 * *

= Ay —f(y) +hﬂw—€—2qﬂo +?q_AU + fly”)
1 1
=AY~y —flz 4y +fly7) + hle — Galo + 254
1 1
:A(Z)—g(l)-f-h]lw—e—zq]lo-i-?q, em Q,
onde g(z) = f(z +y*) — f(y*), ou seja,

1 1
z¢ —A(z) + g(z) :h]lw—e—2qllo+17q em Q. (3.1)

48
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Também vejamos que
—qe —Aqe +f'(y)g = (y —ya)lo, em Q,
se, e somente se,
—q—Aq+f'(z+y")g=(y—ya+y" —y)lo, emQ,
se, e somente se,

—qt —Aqe +f'(z+y")q = (z—z4)1o, em Q, (3.2)
onde zq =Yg —Y*.
Sobre X, temos y — q =0, isto ¢, z—y* — q = 0. Como y* = 0 sobre X, segue que
z—q=0 sobre X. (3.3)
Por fim, em Q x {t = 0}, temos que

z(x,0) =y(x,0) —y*(x,0) =yo(x) —y5(x) = zo(x) em Q x {t =0} (3.4)

Portanto, por (3.1))—(3.4), podemos reescrever o sistema (2.97)) como

;

1 1
Zt—A(Z)+g(Z) :h]lw—e—Zq]lo—f—;q em Q,
_qt_Aq+f,(Z+y*)q :(Z—Zd)]lod em Q,
z—q=0 sobre X,

z(x,0) = zo(x), q(x,T) =0 em Q.

\

Assim, fica claro por (3.5)) que para provar controlabilidade para trajetorias para y no
sistema ([2.97)), basta mostrar controle nulo para z no sistema (3.5). Iremos iniciar mos-

trando uma desigualdade de observabilidade para o sistema adjunto a versao linearizada

de (3.5]), dado por

—@t—Ap +ap =01, em Q,
1 1
0 —AB+cO=—0lo+ ¢ emQ,
t Y (3.6)
©e=0=0 sobre X,
e(x,T)=@'(x), 6(x,0) =0 em Q.

onde a, c € L*(Q) e @' € L2(Q). A fim de mostrar uma desigualdade de observabilidade

para o sistema ([3.6]), mostraremos alguns resultados preliminares.
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3.1 Uma Desigualdade de Carleman

O objetivo desta se¢ao é mostrar uma desigualdade de Carleman no Lema (), que sera
muito 1til para chegarmos no objetivo principal deste capitulo, que é a desigualdade de
observabilidade. A desigualdade de Carleman é uma ferramenta fundamental na teoria do
controle de EDP’s, especialmente no contexto de problemas de observabilidade e contro-
labilidade. Seu papel central esta em fornecer estimativas a priori que envolvem termos
ponderados exponencialmente, o que permite lidar com a propagagao da informacao em
regioes limitadas do dominio.

Tal desigualdade é extensivamente estudada em dissertacoes e teses na teoria do con-
trole. A fim de simplificar, vamos recorrer & uma das primeiras versoes da desigualdade,
provada em [Yamamoto e Imanouilov (2003)) e Fursikov e Imanuvilov, (s.d.)), para conse-
guirmos provar uma versao mais geral de tal desigualdade. Para isso faremos uso de dois

lemas auxiliares.

Lema 6. Seja B CC Q um aberto nao-vazio. Entao, existen® € C2(Q) tal que

n°(x) >0 para todo x € Q, n%s0 =0,
IVN°l >0 para todo x € Q\'B.

Demonstracao. Ver |[Fursikov e Imanuvilov (s.d.)), pag. 14.

O]
Dado um parametro A > 0, consideremos as fungoes peso dadas por:
e MClles — A (210l (%)) eM2In°loe+n°(x))
x(x,t) = , Elxt) = :
t(T—1) t(T—1)
e ()27 oA (x))
6( X t — O X 't = —
e notemos que
£, t) =nox,t), alx,t) =—p(x,t) (3.7)

0
Onde u — e27\||11 ”oo

Para m € R e um parametro s > 0, consideremos
Infs.M2) = || e 2o [(se)™ 2A™ W 4 (s8) ™A™ af]
Q

Los(s,Aiz) im ” o286 (g ) MAMH ]2
Bx(0,T)
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Consideremos também o problema de valor inicial

( 2z o) 0z
[z= Frie 17-21 o (aij(t,x)a—xj) =g emQ,
S sobre X, (38)
z(0,-) =z em £,

\

assumindo que ai; € L*(Q).

Lema 7. Eziste um nimero A > 0 tal que para qualquer A = A, podemos escolher sy(A) > 0
satisfazendo: existe uma constante C => 0 tal que, para cada s > so(A), a solugao

z € L2(Q) do problema (@ satisfaz a sequinte desigualdade:

” (sN@[Vz” + (s@)*AYz[?) e** dxdt
Q

(3.9)
< C<||ges“||2Lz(Q) - ” (s@)’AHz[Pe?™ dxdt), Vs > sp.
Bx(0,T)
para todo s = so(A, d), onde a constante C > 0 € independente de s e A.
Demonstragao. Ver [Yamamoto e Imanouilov| (2003) pag. 234. O

Observacao 5. Em |Yamamoto e Imanouiloy (2003) pdg. 234. temos o lema acima
apresentado com uma desiqualdade mais geral, dada por

[| ts@rewa o s e ana
° o ] (3.10)
< (5910 gy + || (590 e axat).

Bx(0,T)
Porém, essa desigualdade faz a constante C depender de A. Queremos mostrar essa mesma

desigualdade sem essa dependéncia. Para isso, observamos que na demonstracao do lema,

na pdgina 269, o autor obtém .
O lema a seguir ¢ um corolario (ou uma releitura) do lema anterior.

Lema 8 (Desigualdade de Carleman). Seja B CC Q um aberto nao vazio. Para todo
m € R, existe constantes positivas Sy, Ao, € Ci tal que, para qualquer s > sy, A = Ag,

F € L2(Q) e todo zy € L2(Q), a solugdo z para

(

zy —Az=F em Q,
z=0 sobre L,

z(x,0) = zo(x) em Q,

\
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satisfaz

I (s, A;2) < Cm(lm,g(s,x;z) + ” e 25%(SAE) ™32 dxdt). (3.11)

Q
Demonstracao. Pelo Lema , existem A > 0 e so(A) > 0, onde A é qualquer A >Ae C >0

tal que para todo s > s, vale (3.9). Como 1 > 1 (o que implica sy > so) segue que
” (suA2@|V2|2 + (su(f))37\4lzl2) e2SH& dxdt
Q

< c(IFe [+ ||

(su@)?AY|z*esme dxdt), Vs > o/l = 5.
Bx(0,T)

Por (3.7), temos a expressao acima em termos de & e o dada por

” (sSN?EIVz* + (s£)°A%zl?) e *** dxdt
Q

< C(HFe_S“H%Q(Q) + JJ

Bx(0,T)

(3.12)
(s&)3AYz|Pe 25 dxdt), Vs > sq.
Vemos assim que para o caso m = 3 ¢ valida a desigualdade ([3.11)).

Agora para o caso m # 3, consideremos a fungao

1
tHT—1t)

¢(t) =
Naturalmente @ < &. Por outro lado, pela defini¢ao de &, existe C; > 0 constante tal que
£ Cio.

Logo,
®<ESCio. (3.13)

Seja d = m + 3. Consideremos w = zZ(A)%. Assim

dew =A2(p? -z + A2z 0,2
d
—AZ(? Dz 4 §A%z¢>%+1(2t—T) (3.14)
d
—AT(? Dz + FWeEL=T).

Também temos que

Aw = A(z(AP)

Portanto, por (3.14) e (3.15]), segue que

0w — Aw = (AP)

Az. (3.15)

[N[=%

d
iz + §w©(2t —T)— (Ap)2Az

d
(0iz — Az) + §w©(2t —T)

[N][=%

= (A@)

d
2

d
= (Ap2)F+ §W©(2t —T).
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Além disso, W‘z = 0. Assim, aplicando 1} para a equacao acima, segue que
” (37\2£IVW|2 + (35)37\4lwl2) e 25% dxdt
Q
< c(” (sE)*AHwl?e 2% dxdt + ||(A2 @2 F +
Bx(0,T)

d2
<[] seramre e (| RR@re s S]] gt )
Bx(0,T) Q Q

4.4 d A —sx
2 §wq)(2t—T))e ||%_2(Q)>

2
Tomemos s > s; + T, o que implica s? > T2, e seja Cq = Co|d[*>0. Assim, por (3.13)
e pela desigualdade acima, temos que

|| (eemwe s sepnmy e e <ca( || (seratwre
Q

Bx(0,T)

+ “Q IF[2(AE)de2s 1 % ”Q(SE’)Q’W’%QS“)- (3.16)

Como

e (2M°llootm®(x)) 1 14

> >
t(T—1t) tT—t)~ 2 T2

4

vemos que, tomando s > s; + T + TTQ = o(T + T?), obtemos

Logo, (s&)? > (s&)%. Entao, por (3.16)), segue que

|| (oremwe s seatwr) e e <ca( | (serawpe e
Q

Bx(0,T)

#]| ot ] (seytie ),

Em seguida, considerando A > 1, temos

|| (oremwe s seatwr) e e <ca( | (serawpe e
Q

Bx(0,T)
+” |F|2(}\£)de—230c)+1‘l:[ (sE)*A%jw|2e25%
Q 2JJq

Subtraindo ambos lados da desigualdade acima pelo dltimo termo do lado direito, chega-

mos em

| @veavme  sepnimp) e s <aca(|| (sepnpie e
Q

Bx(0,T)

+] | Fraset)
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Agora, substituindo w = (?\(f))%z na desigualdade acima, obtemos

J'J (S}\d+2£¢)d’VZ|2 + (35)3}\d+4©d|2|2) ef2soc < Cd(JJ (SE)BAd+4©d|Z|2672506
Q Bx(0,T)
+[] rEne e ).
Q
Substituindo (3.13) na expressao acima, temos
1 JJ (S7\d+25d+1|VZl2 4 S3Ed+37\d+4|Z|2) e 25% < Cd(JJ BB dH 2025
Cillo Bx(0,T)

o] eage ).

Por fim, multipliquemos ambos os lados da desigualdade acima por s¢ > 0. Relembrando

que m = d — 3, temos que o lema esta provado.

3.2 A Desigualdade de Observabilidade

O objetivo desta segdo é provar a desigualdade (3.72) que sera vista mais adiante.
Antes, apresentaremos duas proposi¢oes auxiliares, cuja demonstracao sera fundamental

para alcancarmos esse resultado.

Proposigao 8. Suponha que wNOq # 0 e que L ey sao suficientemente grandes. Entao
existem constantes positivas C e sy > 0 tais que a solugao (@,0) de satisfaz

M&N@+E&NQ<C”‘ e TN | (3.17)

wx(0,T)

para todo s > sy, todo A > C e todo @ € L2(Q).

Demonstracao. Na demonstragao deste lema, C denotara uma constante que mudara de
linha para linha.

Separemos o sistema adjunto (3.6 nos seguintes sistemas

;

—@t—Ap+ap =01y, em Q,
¢=0 sobre X, (3.18)

x) em Q,
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e
( 1 1
0t —AD +cO = —€—2cp]lo + ?cp em Q,
0=0 sobre X, (3.19)
\G(X,O) =0 em Q.

Aplicando a desigualdade ([3.11)) para os sistemas (3.18)) e (3.19) con m =3 e B = w’ CC

Wy := w N O4 obtemos, usando desigualdades triangular e de Young, que

I3(s,A; ) < C<13,w/(577\3 Q) +”

Q
<C(Larlsh@) + || e (BLo, + 2010, lag + lawF))
Q

< C<13,w’(37)\; 0)+ 2” e %0l |* + 2” e‘2s“la<pl2>-
Q Q

Como |a(x,t)] < ||a|l« = supla(x,t)|, da desigualdade acima segue que
Q

la(s.39) < C(Luarls.Nig) + || e 00,7+ || e al2loP).
Q Q

Analogamente, podemos mostrar que

1i(5.3:0) < C(Inw(s.1:8) + || e
Q

Assim, por (3.20)) e (3.21)), temos

e %01y, — a(p!2>

(3.20)

1 1
—K—Q(P‘FW(P

2 r
+J e = c|Zlel). (3.21)
JQ

I3(s,A; ) + I3(s,A;0) < C<13,w/(8,7\; @) + Is,0:(s,A;0) +

J 672504‘9]10‘1’2
JJQ
—2s« 1 L2 =250 || 1112 | (p|2 —2s 6112 |2 52
|| e - get o] + || e lalZior+ || e lelilel)
Q Y Q Q

Veremos que podemos escolher s suficientemente grande tal que os tultimos termos do

lado direito da desigualdade sejam absorvidos. Como &(t,x) = 4/T?, temos que, tomando
s suficientemente grande tal que

T6
s > 5 (lali% + el ).

chegamos a

(s&)® = llallZ, + [lc]|%-

(3.23)
Por (3.23)), e tomando A* > 2C, segue que
1 1(f
“I3(s, A5 0) > = e 25%(s&)3AYp|? dxdt
2 2 J \‘Q
> C || e 2%(s&)’|ol* dxdt (3.24)
JJo
>C e %% al|% |l* dxdt
Jao
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Analogamente,

1
513(3,7\;9) > C” e 2*%||c||%,|0/* dxdt. (3.25)
Q
Assim, por (3.22))—(3.25)), existe s; > 0 tal que

I3(s,A; @) + I3(s,A;0) < C<I3,w/(577\; @)+ I50(s,A;0)

+JJ e2soc|9]lod’2+J'J e72scx
Q Q

Agora, tomemos A suficientemente grande tal que

1 1 2
50+ 359 )

é valido para todo s > s;.

Ta(5, A @) + Ta(5,20) < C(Tyr(8, A5 @) + T (5,2 0) ) (3.26)

O proximo passo é eliminar o termo no lado direito correspondente a 0.

Consideremos a fungao ¢ € CF(Q) verificando

0<(<lemQ, (=1lem w’, supp {C wo, (3.27)
AC Vi
o € L*(Q), o € L), (3.28)

Para ver que tal funcao existe, basta tomar { = {* com € Cr(Q) verificando 1}
Seja u = e 25%g3\1E3. Integrando ul|0|*1p, sobre Q e levando em consideracao o

sistema (|3.6[), obtemos

rr
JJ LLCl@P]lod = uCG . e]lod
Q JJQ

rr
= || ulO(—¢@:—Ap+ap)
Jq

rr
= —(ptuCG—i—” —uCGAcp%—JJ apudo.
JJQ Q Q

Integrando por partes, usando as féormulas de Green e o fato de que u tende a 0 quando
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t tende a 0 ou T, segue que

” u(8f Lo, = ” ©0¢(uo) +J cpeCu‘T + ” ((pa(ue(:) —ueéa—(F))
Q Q O 0 5 ov ov

— ” eAulO + ” apuld
Q Q

ucpCGtJr” utcp9(1+” apdlu
Q Q Q

3
_ J . @(UCAB + 2V (ul) - VO + 0A(ul))
-]

o ue(6, — A0) + JJQ ©eOCuy —2 JJQ oV (ug) - Vo

—J o eOA(u() + JJQ apdlu.

1 1
Pelo sistema 1} temos que 8; —AO = )7@ — E—Q(p]lo — 0, assim

”Q w8l Lo, = ”Q(a —c)pblu + ” eOCu, —2 ”Q eV (ul) - vo

—” POA(L) + ;” |<p|2uc—€12” pPulle.

Como |@|*ully > 0, segue que

”Q u(l0 1o, < ”Q(a —cJeOlu + ”Q POCu — QHQ eV(ul) - vo

- UQ PO8(uL) + ”Q oPus

:le+12+13+14+15.

(3.29)

Vamos estimar cada [;, 1 < 1 < 4. Manteremos I5 como estd. Da desigualdade de

Holder e Young, obtemos

”Q(a— c)edul = 261 ”Q a—c)p0v/ulv/uc
251 ”Q udle)? + 5 ” la — cl*ud|el? (3.30)

1
<61” u&|e|2+—||a—c||zo2” wleP
Q 40, Q

Para estimar a segunda integral, notemos que

2t—-T T 0 o
0+& = < A2IM® e tn®())  Tg2, _
& at(T s at(T — t)e & (3.31)
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Também temos que

e47\HﬂO||oo
e4}\|‘ﬂ0||oo 3.32
L 332
er—yr TE
< 2TE2
Entao, como u = e 25*s3A1&3 por (3.31)) e (3.32)), obtemos
Qeul = | — 2e %A EP0 o0 + 3 ¥ sPA1ED, &

< 2e %N E3D o + e ¥SIA1E?D
< CT(S47\4E5672so¢ 4 33)\45’46725(x
g CTS47\4E’5e72S(x.

Logo, pela estimativa acima e usando a desigualdade de Young, segue que

s <” ol - 16] - [dulc
Q

<cCT ” SN EPe 2% . 0]
Q

CTv/25, ,
< W”'Q us§ |(P| -101¢

2
<62” uC|9|2+£” us?& ol
Q 52 JJq

Como s? < T? e u = e 25%s3\4E3, concluimos que

C
Io| < 2 ” ullef* + — ” sSTAYETe ¥ @?C, V&y > 0. (3.33)
Q 82 Jlq

A fim de estimar I, vamos encontrar uma estimativa para A(e 25*s3A*£3(). Primeiro

observemos que

A(e72scxs37\4£3c) — CA(ef2socS37\4£3) + ef2socs37\4£’3AC

(3.34)
+ 2V (e 2*s3\1E3) . VI
Vejamos também que
0 on° _
9& = 7\15, < GAE  poisn? € C*(Q).
an an
Logo, pela desigualdade acima, temos
IVE| = AEJVN°| < CAE,
(3.35)

AE = NAN” + NEIVN°P < CAPE.
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Tendo em vista a expressao em ([3.34)), vamos estimar A(e 25*s3A1E3) e V(e 25*s3A1E3).

Vejamos que

A(e™2%3NEY) = SALEPA(e725%) + 25° ATV (e72%) - V(E2) + e 2% ANIA(ED).

(3.36)

Vamos estimar cada um dos termos do lado direito usando as desigualdades em (3.35)).

Notemos que

0
— 95— e ¥x— 23£e’25“.
an an an

Assim,

V(e 25%) = 2se 2*VE.

Derivando novamente na direcao 1 < j < N, segue que

2(,—2sx 2 —2sx
0“(e ) 0°¢& i ﬁae

=9 —2sax”’ &
ax)? s¢ asz Sax,- 0%;
0%¢, 0§ |2
=9 —2sx” & 4 2,—2sx| )
se 2 + 4s%e axj

Pela expressao acima, obtemos

A (e77%%) = 2se  P*AE + 4s’e Y|V E|%.

Agora, para obter uma expressao para V (£2) e A (&2), primeiro vejamos que
no

d (&%) 5 0& 30
=3 — = 3N —
an E’ aX)' E aX)'

Entao, pela expressao acima, segue que

V (£%) =3a&’Vn’,

A (E7) = ON*EP V") + 3AEAn’.
Portanto, substituindo f em , temos
Ale™25%3NE3) = SAN1E3 (256 2 XAE + 4s%e 2%V E[?)
+25°A" (25e7VE) - (BAE’VN’) 4 e s AN (ONE’ V" + 3AEPAn?).
Por e pela expressao acima, obtemos
A(e 2% NE?) = 25"NETe ™ AN + 25N ETe 2 M P + 4s°A°E’ V"

+12$4}\6£4672soc|vn0’2 + 983}\6E’3672sa‘vn0|2 + 353}\45,36728“AT]0.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Ja que n° € C%(Q), existe C > 0 tal que
C > [V +|Aan’|.
Entao, pela expressao de A(e 25*s3A*E3) obtida anteriormente, segue que
A(e 25N ED) < Ce 2% (sIABES + sIASES + STABE? + s*ASE?
+ $PA0E? 4+ $PATE?) (3.42)
< C672socs5)\665'
Agora vejamos que
V(e72scxs37\4£3) — 83}\4v(672soca3)
— 837\4 <V(E’3)ef2soc + E’Sv(estcx)) )
Pela expressao anterior, por (3.37)) e (3.39)), temos
|V(e_28(x337\4(€,3)} — ‘537\4(53(257\6_25“£Vn0) + e—2$“3}\a3vn0)‘
— 284A5£4e—25alvn0| + 333}\4((.,36_28“|VT]0|,

isto é

V(e 2 %s*ATE?)| < Ce >*s'Agh. (3.43)
Entdo, de (3.34)—(3.43) e usando (3.28)), obtemos
[A(e**s*NEPQ)| < CA(e > *s*NEY) | + e > *PAEP | AL
+2|V(e %A - [V
< Ce (A8 C+ $"AEXC 2 + 'NE?).
Logo, pela expressao acima, seque que

in <c” |<p|-|e|e—2ws57\6<z5c+c” pll0le 25 s*A1E3 1/
Q Q

+ C JJ |(p||e|e—2306847\5£4cl/2
Q

zc” 0llBlus?AZE2C + C ” olBuc? + C ” QlIBIusAESY?.
Q Q Q

Como ([3.27)), supp ¢ C wy, ou seja, ¢!/? = 0, obtemos, usando a desigualdade de

Q/wo
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J |<p||e|us2x252c+c” ollBluc?
Q

Il < CJ
wo X (07T)
wqo X (O,T)

5 [ o) (] )"
) L )

1/2 \/g
e 2) (C JJ 2A2 2 2) ’
(”Quc| | wox(O,T)uS Elel 2/83

para todo &3 > 0. Usando a desigualdade de Young na desigualdade acima, obtemos

1] < ” u<:|e|2+c” e 254 TARE T 2
(,U0><(O,T)

JJ 725a83x4£3’(p’2 + CJJ 6728“85)\665’([)?.
wox(0,T) wo X% (0,T)

Como & > 4/T? e s > T?/4, segue que 1 < s&. Assim, concluimos que

C
1l < 5 ” ujof + U e 25 gTAS T2, (3.44)
Q 83 JJwox 0.1)

Agora, vamos estimar I,. Vejamos que, por (3.43)), vale

Holder, que
| Tolomsrec

Ll < 2”Q ol [V (u) - VO

<C|| lelIVO[[CVu+uV(]
dk)Q
< C |(P| |Ve| (ef2sas47\5£4c_i_ 672socs3}\4a3cl/2)
JJq

=C e2S“s>\2a|veys27\252y<p|cl/2+C” e XN E VO *A°E’ ol ¢
JJQ Q

Usando a desigualdade de Holder na ultima expressao acima, temos

1/2 /2
1Ly < \/E(JJ e2socs}\2a|ve|2> (CJJ 625“85)\6£5|(P|2C2) _
Q Q Ve
1/2 /2 4
_|_\/E (J'J e2socs7\2£|v9|2) <C JJ 625“57}\867|(P’2C2> —,
Q Q Ve

para todo € > 0. Usando mais uma vez que 1 < s& e a desigualdade de Young, obtemos

14| < e” e %N VO + & ” e 2%sTA%E . (3.45)
Q € wo X (0,T)
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6 4C?
Substituindo (3.30)), (3.33), (3.44)) e (3.45) em (3.29)), deduzimos que

1
” e 2% BNENBP 1, C < = ” ugof + Jla —cll2 ” ullof?
o 2J))a 4 Q

+6C ” e 25%sTAET > + 6C ”
Q

wo X (07T)

Agora, tomemos 8; = £ com 1 ={1,2,3} e ¢ = -, onde C ¢ a constante em 1)

1
67250c55}\8£7|(p|2 N JJ 672socs}\2a|ve|2
4C JJg
1
—|—C JJ e—QSaS7A8£7|(p|2 + — J‘[ 6_25“337\463|(p|2,
wox (0,T) Y JJQ
isto é,
” e U SBNIEY B2 1 o, < CJJ 6728“(’|a—c|’30837\4£3|(p|2 +S77\8£7|(p|2)
Q on(O,T)
1 C
_— JJ e—2socs}\2£|ve|2 + — JJ 6_25“53?\4E,3|(p|2.
2CJJg Y Q
Voltemos a expressao ((3.26]) e observemos que

(3.46)

Lo(s,A: @) + T(s,A: 0) < C Uj e 2N 3o + ” e—QS“s3A4a3|e|2] |
w’x(0,T) w’x(0,T)

Como w’ C wNOq4 C Q, temos

JJ ef2socs37\4£3|e|2 < JJ 6725a837\4a3’e|2]lod, (347)
w’x(0,T) Q

l” €f2sa837\4€3|(p|2 < JJ 6725cx$3}\4£3|(p|2‘ (348)
w’x(0,T) Q

Substituindo (3.47)) e (3.48) em (3.26]), temos

Lis. A 0) + s, 0) < € || sintettore o || e smsnigtopis, ).
Q Q
Substituindo (|3.46)) na expressao acima, segue que

Lis.he) + Lsxe) < C(C[| e (laclAsMeof + SAEoF)
on(O,T)

1 C
+— ” e BXSAEIVOI + = ” 6725“837\453’@2)
2C JJo Yo JJQ

— CJ:[ e*?SCX(HCL o C|‘2053}\4£3|(P’2 4 877\8£7|(p|2)
ng(O,T)
C —2sx . 3\4¢3 2 1 —25x .22 2
+— e SN Eo|” + = e SAE|VO|
Y*lla 2J)q
Subtraindo o ultimo termo em ambos os lados, obtemos

Ly(s, s @) + Ty (s, 1: 0) < C” e 2% (|l — c|Z8MENpf? + sAYE )

wo X (0,T)

C
+_2 JJ 6_25“837\4E,3|(p|2.
Y- JJQ
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Tomando s > CT2||a — ¢/|&°, a desigualdade acima se torna

Li(s, A @) + Ty(s.A:0) < c” e 25T
c wox(0.1) (3.49)
+_2 JJ 6725a87)\8£7|(p|2,
Y wox(0,T)
Vs > 59 =so(T+ T2+ TQ(HaHz({?’ + HcHi{?’ +|la— CH;{Q). (3.50)

Tomando 7y suficientemente grande, podemos absorver o tltimo termo do lado direito.

]

Agora, vamos introduzir novas func¢oes antes de enunciarmos o proximo resultado.

Consideremos
T2
) =4 4
t(T—1), seT/2<t<T,

se 0 <t<T/2,

e as fungoes

oAl _ oA (2[00 (x) A 2IN0 oot (x)

100) o b= 1(t)

Blx,t) =

p*(t) =maxB(x,t),  ¢*(t) =mind(x,t).

xeQ xe€Q
Proposicao 9. Sejam s e A como na Proposicao [§ e £, v grandes o suficiente. Entao

existe uma constante positiva C, dependendo de QO, w, Oq, s, A, ||alloo, ||C]lec € T, tal que

19(0)[220) + U e 2B (" dxdt + ” e 2P (*)3(6]2 dxdt
Q Q (3.51)
<C ” e 2B 7| dxdt
wx(0,T)

para todo @' € L2(Q), onde (@,0) € a solugdo de )

Demonstrag¢ao. Sejam s e A fixos como na Proposicao Vamos comecgar por mostrar
que podemos reescrever parte da desigualdade (3.17]) em termos de 3 e ¢ ao invés de
e &. Primeiro, vamos analisar as fun¢oes introduzidas anteriormente no intervalo [0, T/2].

Vejamos que nesse intervalo, ¢ e 3 sao limitadas por constantes que dependem de A e T,

a saber
e2M Ml e 3N oo
T2/4 s T2/4
e
el — @3AIM° oo _ e Ml
<P <

T12/4 T2/4 7
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para todo t € [0, T/2]. Assim, existe C; = C;(s, A, T) > 0 tal que

e 2Bp7” > Cy, em [0,T/2]. (3.52)

T

1
Por outro lado, sabemos que existe Co > 0 tal que e™" < C2—7, para todo v > 0.
T

Portanto,
e—2$0¢£7 < C2 1 E,7
=T (2sa)7
tT(T —t)7 eTM2IM oot (%))
=G el — eA2[n%llotn®(x)) ~ 47(T —¢)7
e21A Ml

< G Rl

isto é,

e T < Cy,  em [0,T/2]. (3.53)
Logo, fazendo C4 = C3/Cy, por (3.52)) e (3.53) obtemos que

e BT < Cue #Pp”  em [0,T/2],

e, portanto,

T/2 T/2
J J e25“a7|<p12<c4j J e 258 7| ]2, (3.54)
0 w 0 w

Agora, no intervalo [T/2,T], temos que x = 3 ¢ & = ¢. Assim,

T T
J J 625“63’@|2+J J ef2soc((_73‘e’2
T/2JQ T/2JQ

T T
:J J 6286¢3|@|2+J J 6725[3¢3|e|2.
T/2JQ T/2J0O

Dessa forma, podemos agora reescrever o lado direito da desigualdade (3.17) em termos

de B e ¢, pois, por (353), (B55), temos que

T/2 T
JJ 6725a57|(p|2 — J J €f2scx£7|(p’2 4 J' J 6725a57’(p|2
wx(0,T) 0 w T/2Jw

< Cy ” e P 7ol
wx(0,T)

(3.55)

(3.56)

De (3.17)), (3.55) e (3.56) chegamos a

T T
J JeQSBd)g’(P’Q—FJ Je2sﬁ¢3\9!2<C5” =Pl (3.57)
e} o) wx(0,T)

T/2 T/2
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Para obter uma desigualdade que envolve também o dominio QO x (0, T), usaremos a
estimativa classica de energia para o sistema (3.6)). Antes disso, consideremos uma fungao

n € C' ([0, T]) tal que

T
n=1em [0,T/2], n=0em [3—

C
/ <_'
LT e g

Consideremos também a funcao k(x,t) =n(T —t)@(x, T —t) e observemos que

ki =-n'0—ne,, Ak =nle.
Logo,
ki —Ak + ak = -n'e =M@ —MAe + ane

=-n'¢+nbly, emQ,

k|, =0,
k(x,0) =n(T)e(T) =0 em Q.

Aplicando a estimativa classica de energia (18|) para o sistema acima, temos

Jhax HkH%Q(Q) + Hk'H?_?(O,T;H(l)(Q)) <C (HHBH%HOJ;L?(Q) + Hﬂ/(PH2L2(o,T;L2(Q))> :

Como 1(0) = 1 ¢ [M(0)@(0)[2:0) = IK(TZa(q, < maxoceer k|2 o), segue pela

expressao acima que

||<P(0)||2L?(Q) + ||T](p||%2(0,T;H(1](Q)) <C <||T]e||%2(0,T;L2(Q) + Hn/(pH%_?(O,T;L?(Q))) . (3.58)

Vamos, em seguida, modificar o intervalo de integracao de alguns dos termos da ex-

pressao acima. Primeiro observemos, por defini¢ao, que nh Assim, temos

0,T/2]"
T
”n(pH%?(O,T;H})(Q)) - ||11(PH2H(1)(Q) dt
1/
P |ﬂ|2||<P||2H(1)(Q) dt
Ry
= Iy ||(P||121[1)(Q) dt,

isto é,

H(pH?_Z(O,T/Q;H(l)(Q)) g |‘1”I(PHQL2(0,T7H(1)(Q)) (359)
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Além disso, temos

T 3T/4
HneH2L2(o,T;L2(Q)) = L 1”I2HGH%2(Q) = L 712"9”%_2(9) < CH9H%2(0,3T/4;L2(Q)) (3-60)

e, como N’ é nula no exceto intervalo [T/2,3T/4], também temos que

T
||T1I<P||2L2(0,T;L2(Q))= |ﬂ/|2||(P||%2(Q
r3T/4
= ' Plelltz q)
ST/ (3.61)
(3T/4 2 ’
< H(PHLz
J1/2
C2

= ﬁH(P||%2(T/2,3T/4;L2(Q))-
Substituindo (3.59) - - em (3.58)), segue que

1
”(P(O)”%?(Q) + H(pH?_Q(O,T/ZH})(Q]) <C (H9”2L2(o,3T/4;L2(Q)) + ﬁH(pH%?(T/Z?)T/ZL;L?(Q))) .
Como H@H?ﬂ)(g] < [l @ll2(q), obtemos, ao adicionar [|81[32 1 /9.2 (q), em ambos os lados
da expressao acima, que

le(0)][f2(q) + lollf2 (0,T/2HL Q) T 18112207 /2:12(0))
(3.62)

1
2 2 2
<C (||9||L2(o,3T/4;L2(Q)) + ﬁ||<P||L2(T/2,3T/4;L2(Q)) + ||e||L2(0,T/2;L2(Q))> :
Vejamos que o termo com 0 pode ser absorvido pelo lado direito da desigualdade

(3.62)). Usando a estimativa de energia (em Q x (0,T/2) para a segunda equagao de
(3.6))), temos que

1 1
“eH%_?(O,T/Q;L?(Q)) <C (,}7||(P||%2(0,T/2;L2(Q)) + €_4||(p||%2(O,T;L2(O])>
- (3.63)
2
< min{,y47€4}||(pHL2(0,T/2;L2[Q))'
Substituindo (3.63) em (3.62)), temos
||(P(O)||%2 )+ ||(P||L2 (0,T/2H3(Q)) T ||e||%2(O,T/2;L2(Q))

(3.64)

1
<C (H9H2L2(T/2,3T/4;L2(Q)) + ﬁH(PH2L2(T/2,3T/4;L2(Q))) :

Como —2sf3 < 0 e ¢ é limitada em [0, T/2], segue que

e P %o’ < Clol>  em [0,T/2]. (3.65)
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Analogamente,

e =Pp30? < Clo*  em [0,T/2].

Substituindo (3.65)) e (3.66) em (3.64)), temos que

T/2 T/2
1@ (0) 22,0 + J J e25%31<p|2+J j &2 o2
0 Q 0 Q

1
<C (||e||%2(T/2,3T/4;L2(Q)) + ﬁ||(P||%2(T/2,3T/4;L2(Q))) :

Por outro lado, em [T/2,3T/4] temos

eAMOllee ANl

s S

1sto é

e 2P >C em [T/2,3T/4].

Também temos em [T/2,3T/4] que

A i
Zo 7T

Logo, por (3.68) e (3.69), segue que

3T /4 ~3T/4
J J ol < C J e 258 ]2,
T/2 JO J1/2 JO

Analogamente,

3T/4 r~3T/4
J J 02 < C J e 2P g3l0P.
172 Jo J1/2 Jo

Portanto, por (3.57)), (3.67)), (3.70) e (3.71), obtemos

T/2 T/2
||@(0)||%Z(Q)+J J e25f5¢3|<p|2+J J e P3P
0 Q 0 Q

3T/4 3T/4
<C J J e25f5c1>3|<p!2+J J e 2P p?lo)?
T2 JO T2 JO

< C” e 2Pl
wx (0,T)

Mais uma vez por (3.57)), e pela desigualdade acima, temos que

T/2 T/2
l(0)]2(0, + j J e 2B ¢ +J j e~25B 7o)
0 Q 0 Q

T T
_|_J J 62SB¢3|¢)|2+J J 67256¢3|9|2
Q Q

T/2 T/2

< C” e =P,
wx(0,T)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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isto é,

T T
Hcp(O)H%_z(QﬁJ J e—%%?"rcpruj J e—%%ﬂerkc” e 258 T ]2,
0 Jo o) wx (0,T)

0

Pela definicao de f* e ¢* e a desigualdade acima, segue o resultado.

]

Proposicao 10 (Desigualdade de Observabilidade). Sob as hipdteses da Proposi¢ao @
existem uma constante C > 0, dependendo apenas de Q, w, O, O4, ||a|loo, [IC|lc €T, €
uma funcao peso p = p(t) explodindo em t = T, dependendo apenas de Q, w, O, Og,
lallsos lIc]leo € T, tais que, para todo @' € 12(Q), a solugio (@,0) de (@ satisfaz

J lp(0)* dx + ” p 2102 dxdt < C ” lp|? dxdt. (3.72)
Q Q wx(0,T)

Demonstra¢ao. Consideremos s = s, como em e definamos p = e*P”. Assim, temos
que
p(t) = e ™ 5 400 quando t — T.
e =8N e Cy (A

Em seguida, notemos que, como 3 > 0 =7 0 existe C > 0 tal que

3o

1(t)

Por outro lado, ¢ < . Logo, pela expressao acima, segue que

1
e 2Pp7 < C11 =C. (3.73)
Portanto, de (3.51)) e (3.73)), temos que
| oo axt || oterperaxar<c|| op (3.74)
Q Q wx (0,T)

Finalmente, observemos que, pela definicao de ¢*, segue que

GO GO
W = T2/

Logo, substituindo (3.75)) em (3.74)), conseguimos obter

J |<p(0)|2dx+” p—2|e|2dxdt<C” oP.
o) Q wx(0,T)

(") = C. (3.75)



Capitulo 4

Controlabilidade

Este capitulo sera dedicado as demonstracoes dos Teoremas [20] e 2I] Controlar um
sistema significa influenciar seu comportamento ao longo do tempo por meio de acoes
ou comandos, chamados de controles, de forma a atingir certos objetivos desejados. O
objetivo em questao é levar a solucao y de (2.97)) no tempo final T para y*(T), isto é, achar
um controle h € L*(w x (0, T)) tal que a solucao correspondente satisfaca y(T) = y*(T).
Porém, como vimos no Capitulo [3] isto é equivalente a levar a solu¢ao a 0 no tempo final

T, via mudanca de variavel.

4.1 Caso Semilinear

Esta segao ¢ dedicada a demonstrar o Teorema[20] Primeiro, vamos mostrar o controle
aproximado mencionado na Proposi¢ao [11] para o caso linearizado. Para isso, definiremos
um funcional cujo minimo serd o controle desejado. Em seguida, utilizaremos um ar-
gumento de ponto fixo para mostrar o controle aproximado para o caso semilinear. E,
por fim, na passagem de limites, obteremos o controle nulo que, por sua vez, implicara
controle exato as trajetorias.

Dados a, ¢ € L*(Q), zg € L2(Q) e zq € L?(O4 x (0,T)), consideremos o sistema linear

( 1 1
zt—Az+az=hﬂw—€—2q]lo+17q em Q,
—di—Aq+cq=(z—2z4)1 em Q,

qi —Aq +cq=( a)lo, Q (4.1)
z=q=0 sobre X,

z(x,0) = zo(x), q(x,T) =0 em Q,

\

69
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com o sistema adjunto correspondente sendo (3.6). Observemos que o sistema acima é a

versao linearizada do sistema ([3.5)). Primeiro, vamos mostrar a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 11. Assumamos que w N Oq # 0. Seja C > 0 e p como na Proposicao 4.
Para todo € > 0, zg € L2(Q) ezq € L2(Og x (0,T)) tais que € satisfeita, existe um
controle lider hy € L%(w x (0,T)) tal que a solugdao de associada a (z.,q.) satisfaz

1ze(T)|l12(0) < €. (4.2)

Mais ainda, os controles {h}e~o sao uniformemente limitados em 12(w x (0,T)), isto

\-(..0 N

Ihellt2wx01)) < VC (IIzollt2(0) + lPzalliz(q)) , Ve > 0. (4.3)

Demonstra¢ao. Consideremos o funcional dado por:

1
ACH :—H of? dxdt+e||<pT||Lz(m+J 200 (0) dx
wx(0,T) Q

2
— ” 0z4 dxdt
OdX (O,T)

Vamos mostrar que tal funcional possui um minimo tnico. Para isso, vamos verificar que

(4.4)

F. ¢ continuo, estritamente convexo e coercivo (Teorema .
Continuo: Advém da continuidade da norma e do produto interno em L2(Q).
Estritamente Convexo: Sejam @/, @1 € [2(Q), 0 < 1 < 1 e (@4,0;) solucao de

1' associado a @i, i = 1,2. Como 1| é linear, temos que (¢,0) = ((1 — 1), +
T@2, (1 —1)0; + 103) & solucio de (3.6) associada a @' = (1 —1)@! + rod € L2(Q).

Lembrando que a funcao f(x) = x? é estritamente convexa, isto é,

Y

(1= 7)1 +10a|* < (1= 7)|@1|* + ||

podemos deduzir que
1 2
Fe((l=r)o] +70;) =3 ” |(1=7)@1 + 10| +e[(1=7)0] +710512(0)
wx(0,T)

+J 20((1 = 1) @1(0) + 192(0)) —” (1 =100, +18) 24
Q

Oa X (07T)

1—r T
< ” |<P1|2+—” o + (1 — 1) |97 [[12(0)
2 wx (0,T) 2 JJwx(o,1)

+ et [li2(0) + L) zo((1 = 1)@1(0) + 12(0))

—JJ ((1—1”)91‘1'1”92)2(1,
OdX(O,T)
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ou seja,
Fe((1=m)o] +79;) < (1—7)Fc(@]) +1Fc(@).

Coercivo: Como

P

FloN =5 || e axdtrelol i ~ | leal lo- || Pez,
2 ))wx o1 o Oax(0,T) P

deduzimos, usando a condicdo (1.11]), que (pzq)? é integravel em Og x (0,T). Assim,

usando a desigualdade de Young no lado direito da desigualdade acima segue que

1 1
aw%—” |<p|2dxdt+e||<pT||L2(Q)—cj |zO|2——J 0(0)
wx(0,T) Q Q

2 AC
Y
oexoT) ¢ 4CJJq ’

onde C > 0 ¢ a constante da Proposicao [I0l Usando a desigualdade de observabilidade

(3.72) na expressao anterior, segue que

1 1
T (o) > —” ol dxdt + ¢l 20 ——” 0P
2 JJwxom 4 JJwxo1)

—C (”ZOH%_?(Q) + ”pZdH2L2(odx(o,T)>

1
= Z JJ |(P|2 dxdt + €||(pT||L2(Q) —-C <||ZO||?_2(Q) + ||pzd||%2(od><(0"r)> .
wx(0,T)

Assim, Fe (@) = +o00 quando [|@"||i2(q) — +o0, isto é F, & coercivo.
Sendo continuo, estritamente convexo e coercivo entao, pelo Teorema[d] temos que F.

possui um tinico minimo, que denotaremos por @/! € 12(Q). Quando @] # 0, temos
Fllee' =0, Vo' el*(Q)

isto é,

]
I cpgcpﬂ( P ,cpT) T FEIORS | RIS
wx(0,T) H(psH Q 0ax(0,T)

para todo @' € 12(Q), onde (¢, 0.) é solucio de (3.6 associada & @/ .
Isolando o termo com produto interno em (4.5) e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, é possivel obter que

” %WJ zOcp(m—” 8.z < el 0" Iz (4.6)
wx(0,T) Q 04q%(0,T)

Pelo Teorema Fundamental do Calculo e o Teorema de Fubini, segue que

(2e(T), @0") 20y = R z.(T)e" dx
.

r

=1 z:(0)p(0) dx+J

JO 0

J (2.0), dxdt
Q

r

_ [ z.000) dx+J

Ze 1@ dxdt + ” z. @ dxdt.
Ja

Q Q
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Tomando h, = @1, obtemos por (3.6) e , e pela expressao acima, que

1 1
ze(0)(0) + ” <Aza —0ze + @elo — zqlo + ;q> ®

Q
+” ze (—Ap +ap —01p,).
Q

(Ze(T)> @T)LQ(Q) = J

Q

Distribuindo e cancelando os termos semelhantes do lado direto da expressao acima,

usando a Segunda Formula de Green (Teorema e o sistema (3.6]), temos que

(2T 0 oy = | 2:[00010) + ”Wm) G0+ ”Q (—ﬂécpno ; yicp) q

— J'J de]lod
Q

_ L 2(0)@(0) + ”MO’T) 0c0+ ”Q(et — A8+ c0)q.

— JJ dellod
OdX (O,T)

= [ =000+ ][ et | omam—| ewa.o

Q
+” 6(—q5,t—Aq£+cqs)—” z:.0
Q 0aqx(0,T)

- L z:(0)(0) + ”wxm) P +J o 0(z —za)lo,

— ” z.0
OdX (U,T)

:J zg(mcp(m” cpecp—” 0za.
Q wx(0,T) 04qx(0,T)

Pela ultima igualdade acima e por , obtemos que
(2e(T), 07) 20y < ell@[2@), Vol € L2(Q).
Portanto, podemos concluir que
ze(T)[|L2(0) < &

Agora, tomando @ = @/ em (4.5) obtemos que

.
” |<pal2+s( (p-i ,<pf> +J zo@e(0) —” 240 =0,
wx(0,T) o]l L2(0) Q 0ax(0,T)
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isto é,

” hel? :_J zOq)e(ow” 248 — @ liz0)
wx(0,T) Q 0ax(0,T)
P
<J 20] - @2 (0)] + ” P 6.
Q 04x(0,T) P

< 40, 1 ’ € 0 ’ _165 >
<( 20, Pzallo,); (@c(0), p ) L2(Q)xL2(Q)

< |[(=20, pzalo)|li2(a)x12(Q) - (@e(0), p7'0:) |lr2(0)x12(Q)
= Nzl + lpzallZaq) 10Oz + o710 22 .

Portanto, pela desigualdade de observabilidade em (3.72)), temos que

IhellE2(wx o)) < (I20lltzi0) + IPzalliz@)) VCIMelltz(wx 0,1

ou seja,

Ihelltzwx 0.1 < VC (Jlzolltzia) + lpzalliz(q) -

4.1.1 Demonstracao do Teorema

Demonstracao. Vamos provar uma propriedade de ponto fixo para obter um resultado de
controle aproximado para o sistema nao-liner (3.5)).
J& que f é continuamente diferenciavel, pelo Teorema Fundamental do Calculo, pode-
mos escrever
9(z) = G(x, t;2) - z,

onde G é uma funcao continua definida como

1

G(x, t;z) = J f'(y*(x, t) + oz) do.
0

Para cada ¢ € L2(Q), consideremos
a=a;=GxtC) e c=c=f(C+Yy"),

onde a e ¢ sdo como no sistema (4.1)). Como f é lipschitziana, temos que

(s +A) — f(s) fs+A) —f(s)| _ . LAl _
A

b A TSm0 A

A—0

L.

= lim
A—0

[£(s)l =

para todo s € R. Assim,

1

1
lac| :J |f’(y*+oc)ydo<J Ldo=1, (4.7)
0 0
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e, portanto,

laclle <Leflecllo <L, ¥ L*Q).

Pela Proposicao dado ¢ > 0 existe um controle h; = h¢(e) € L*®(w x (0,T)) tal

que a solucao (z¢, q¢) de (4.1) associada a a. e ¢, satisfaz

1ze(Dl2 () <&

Ainda,
Ihelliqwx o) < VE(lIzolliz(0) + llpzalliziq), V¢ € LX(Q). (4.8)
Consideremos a aplicagao A : [2(Q) — L?(Q) definida por Al = z; com (z¢, q¢)
sendo solugao de (4.1)) associada a a¢, c; e ao controle lider h,. Vamos mostrar que a
norma de z; em W(0, T) ¢ limitada pela norma de h; em L2(Q) mais uma constante que
depende de yp e yq. Relembremos que para { e y suficientemente grandes, mostramos

que existe (v, @) tal que

|y —yalliz(q) < +o0, onde y=1y(v, o),
isto é,
|z —zalli2(Q) < +o0, z=y—y* e za=ya—Yy"

Assim, pela estimativa de energia e pelo sistema (4.1)), temos

+ ||Zo||L2(Q)>

1 1
Izcllwiomy < Cu | helltzwsx o, + H——gqcﬂo + —dc
¢ Yool

1
<G (||hc||L2(wx(o,T)) + WHQCHLQ(Q) + HZOHL?(Q))
1
<Gy (||hc||L2(wx(0,T)) + MHZ_ZdHU(Q) + ||Zo||L2(Q)> :

Tomando £,y suficientemente grandes tal que m < 1, obtemos que

Izellwo,m) < Cs (IIelliziwsx o) + 1) < C, (4.9)

onde Cj depende de yq,yo. Logo, por (4.7)-(4.9), a aplicaggo A é limitada em um
subconjunto de W(0, T). Pelo Teorema de Aubin-Lions, W(0, T) < 1[%(Q). Portanto, A
¢ um operador compacto. (Existe K compacto tal que A(L*(Q)) C K).
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Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema /A possui um ponto fixo, que
denotaremos por z., onde (z., q.), e que, junto com h, := h,_, resolvem o problema

,

Zs,t_AZ£+G(X7t7Zs)Z£ :hs]lw_g%qs]lo+#qs €m Q>
—Ye, —A a+f/( *+Zs) eZ(Za_Z )]l em Y,
de,t —Aq Y q a)lo, Q (4.10)
ze =(e =0 sobre X,
\ZE(XJO) :ZO(X)7 q&(xaT) =0 em Q.

Para concluir a prova do Teorema [20] vamos a passagem de limite em ([{.10) e ([4.2).

Ja vimos que
1. Gragas & (4.8), {h¢}e~o ¢ uniformemente limitada.
2. {(z¢, qe)}e=0 pertence a um subconjunto compacto de W(0, T) x W(0, T).

Entao, tomando uma subsequéncia, se necessario, temos que

he — h fracamente em L?(w x (0,T)),

(ze,qe) — (z,q) em L?(Q) x L2(Q), (4.11)

ze(T) = z(T) em L2(Q),

\

quando ¢ — 0, para algum h € L?(w x (0,T)) e algum (z,q) € W(0,T) x W(0,T).
Como g é continuo, vale que g(z.) — g(z) em L*(Q), quando ¢ — 0. Dada ¢ €

L%(0, T; H3(Q)), consideremos os funcionais auxiliares F; : W(0, T) — R definidos por

rT

Fl (u) = (u‘m (b) H*l(Q)XH%(Q) dt7
JO
rT

F2 (u) = (V‘LL, vd))LQ(Q) dtu
JO
rT

Fs(u) = (u, d))LQ(Q) dt.
JO

Notemos que F; € (W(0,T))" para cada j = 1,2,3 e, portanto, pela Proposicio ,
Fj(un) — F(u) quando u, — u. Tomando u, = (z., q.), segue que F(z,, q.) = F(z,q).

Por outro lado, como (z., q.) sao solugoes de ({3.5)), entao

1 1
F1(25)+F2(Z5)+F3 (g(ze)_he]lw_f—ﬁqa]lo_ﬁqe) :Oa

Fi(—q¢) + Fal(qe) + F3<f’(25 +Y*)qe — (z¢ —zd)]lod) =0.
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Logo, sendo g e f’ continuas e pela unicidade do limite fraco, temos que

Fule) + Fala) + Fa (9(2) — M + gralo = zq) =0,
Y (4.12)
Fi(=q) + Fala) + Fo(F(z 4+ y7)d = (2= za) Lo, ) =0,

Além disso, dada qualquer ¢ € [2(Q), tem-se

(Z(‘,O) — Zo, C>L2(_Q) = <l%28(70) — Zo, C)[}(Q) - 07 Ve > 07

(A1), 0) 20y = (m qe(T),¢) 2o =0, Ve>0.

e—0

Assim, z(x,0) = zg(x) e q(x,T) =0 q.t.p em Q, mas, pela continuidade de z e q, segue
que

z(x,0) =z9(x) e q(x,T)=0, VxeQ. (4.13)

Portanto, devido a dependéncia continua dos dados iniciais, por (4.12)) e (4.13) temos que
(z, q) resolve (3.5) com o controle lider h e dado inicial zg. Vejamos ainda que h satisfaz
a propriedade de controle, pois, tomando ¢ — 0 em (4.2)) temos que

1z(T)||L2(0) =0,

isto é,

Isto prova que y(T) = y*(T) em L2(Q).

4.2 Caso linear

O objetivo desta segao ¢ demonstrar o Teorema [2I] Antes de iniciar a prova, apresen-

taremos algumas propriedades relacionadas aos conjuntos Vaq € Wqaq definidos em ([1.6)) e

(1.7), respectivamente.

4.2.1 Resultados preliminares

Lema 9. V.4 ¢ Vg sao fechados, nao-vazios, convexos e limitados em L2(Q) e L*(O x

(0,T)), respectivamente.
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Demonstragao. Faremos a demonstracao apenas para Yoq = { € L3(Q) : P(x,t) €
E, q.s.}, visto que a demonstracao para V.4 é feita de forma similar.

Que Yqq ¢ nao-vazio e limitado é claro pela definicao de E,.

Convexo: Sejam A € (0,1) e Py, Py € Waq. Consideremos a fungao P = Mp; + (1 —

AW, e Ny, Ny conjuntos de medida nula tais que

ll)l(X,t) & EQ,\V/(X,t) - Q\N1

¢2(X7t) S EQav(X)t) € Q\N2
Dado E5 = [a, b], temos, para todo (x,t) € Q \ (N; UNy), que

Analogamente, obtemos que a < P(x,t) para todo (x,t) € Q\ (N;UNsy). Como N;UN,
¢ de medida nula, segue que ¥4 é convexo.

Fechado: Seja {{}*_; C W,q tal que Y, — P em [*(Q). Em particular,

Pn(x,t) = P(x,t) q.s.

donde, como E, ¢é fechado, segue que P(x,t) € E5 q.s. Portanto, W4 ¢ fechado.
H

Em seguida, vamos garantir a existéncia do ponto de sela para J.(v,1). Para isso,

consideremos o resultado a seguir.

Proposicao 12 (Prop 2.1, p. 171, |[Ekeland e Témam (1999)). Seja | um funcional

definido em X XY, onde X e Y sao convexos, fechados, nao vazios e limitados. Se
1. YW e X, Y — J(v,) é concava e semicontinua superiormente,
2.V €Y, v J(v,h) € convera e semicontinua inferiormente,

entao | possui pelo menos um ponto de sela (\7,1T)) e

J(v, ) = min sup J(v, ) = max inf J(v, ).

veX Ppey Ppey veX
Vamos verificar que o funcional J.(v,{) satisfaz as hipoteses da proposi¢do 12. Se-
guindo a mesma logica do Capitulo , estamos interessados em derivar o funcional J, (v, ).

A regularidade de J,.(v,{) é explorada nos lemas a seguir.
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Lema 10. Sejam h € L*(w x (0,T)) eyo € L2(Q) dados. A aplicagio (v, ) — y(v, )
de Vaa x Waa em L2(0, T; HY(Q)) € afim, continua e tem derivada de Gateau y'(v', ')
em toda direcao (v, ') € L?(w x (0,T)) x L2(Q). Mais ainda, a derivada y'(v',1p’)

resolve o sistema linear
.

Yy —AY +ay’ =vlg+9’ emQ,

y' =0 em X, (4.14)

y'(x,0) =0 em Q.

Demonstragdo. Definamos a aplicagao G : L2(O x (0,T)) x L2(Q) — L%(0,T; HA(Q)) tal

que G(v,P) =y, onde y é solu¢ao do sistema linear

;

Yyt —Ay+ay=hly, +vlig+19P em Q
y=20 sobre X (4.15)

y(x,0) =yo(x) em Q,

onde a € L*(Q) e yo € L*(Q). Recordemos (ver |[Evans (2010) Cap. 7, por exemplo) que
para todo h € L?(w x (0,T)) e cada (v,) € Vagq X Yaq, 0 sistema acima possui uma
tinica solugao y € C([0, TI; L3(Q)) N L2(0, T; HL(Q)).

Afim: Consideremos a solugao y = G(0,0) do sistema linear

Yt —Ay+ay=hl, em Q,

=0 sobre X,

=gl

y(x,0) =yolx) em Q,

e a aplicacao
H:L*(w x (0,T)) x L*(Q) — L*(0, T; H{(Q))

(V’ I'I)) H g(v7 1]’))7
onde y é solugao do sistema
Yt —Ay+ay =vlp +1¢ em Q,
=0 sobre X, (4.16)

|

y(x,0) =0 em Q.

\

Por (4.16]), temos que H é linear. Além disso, notemos que se y é solugao de (4.15)), entao

y=y-+vy,
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ou seja,
G(v,¥) = G(0,0) + H(v, ).
Logo, G é uma composi¢ao de uma aplicacao linear com uma translagao, ou seja G é afim.
Continuidade: Seja {(vn, )}, sequéncia em L?(O x (0, T)) x L%(Q) que converge
para (v,\) € L2(O x (0,T)) x L3(Q). Temos que

G("nﬂbn) = G(O,O) =+ H(Vnall)n)-

Vejamos que, pela estimativa de energia classica no sistema (4.16)), vale

HOV, W20 mmz ) < CUVIox0m) + 1Wllz),

Assim,

HH(VJI)) - H(lel’n)Hw(o,T;Hg(Q)) — 0 quando (vn,Pn) — (v, ).

Logo, H(vn, ¥n) — H(v, ) em L*(0, T; H{(Q)) e, portanto, H é continua. Como G é
composi¢ao de aplicacoes continuas, segue que G é continua.

Diferenciabilidade: Consideremos y* = [y(v + A/, + AMp’) — y(v,P)]/A onde
(v/,’) é uma direcao qualquer em L2(O x (0,T)) x L2(Q). Como

y = G(0,0) + Hv+Av/ 4 +Ap’) — G(0,0) — H(v, )
B A
H(AV/, A’
= HOVAPT i,

temos que )l\in%)y}‘ =H(V',’). Assim, G possui derivada de Gateau e a derivada y’(v/, ')
—

satisfaz

4.2.2 Demonstracao do Teorema

Agora, demonstraremos o Teorema [21] Primeiro, garantiremos a existéncia do ponto
de sela. Para isso, vejamos na proposicao a seguir que o funcional |, satisfaz as hipoteses

da Proposigao [12]
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Proposigao 13. Sejam yy € L2(Q) e h € L*(w x (0,T)) dados. Entdo, paray suficien-

temente grande, valem:

1. Para todo \p € Yoq, v ] (v, ) € estritamente convero e semi-continuo inferior-

mente.

2. Para todov € Vqaq, Y +— J: (v, ) € estritamente concavo e semi-continuo superior-

mente.

Demonstragao. Provemos primeiramente o item 1. Pelo Lemal[10], ja temos que a aplicagao
v = J:(v,) é semicontinua inferiormente. Para mostrar a convexidade estrita, tomemos

A€ (0,1) e vi,vo € V4 € observemos que

LMot ) = 5|16 A+ A ) — gl dxat
¢ _ 2 qedt— 2 ([ o
+ 5 JJOX(O,T) [(1 —A)vi + Avy|” dxdt 5 ”Q [p|® dxdt.
Como
G((1 = Avi -+ 2w, ) = G(0,0) + H((1—Ajws +Avs, )
= (1= A+ A)G(0,0) + (1= AJH(vL, ) + AH(vz, )
= (1 - }\)G(Vlaw) +}\G(V27lb)
e

[(1—=A)@s +)\(92H%2(Q) <(1 _}\)H(le%ﬁ(Q) +)\H(P2H2L2(Q)> Vo1, @2 € L*(Q),

temos que

2

A
w5 e -varre ][ )
Oax(0,T) Ox(0,T)

—a=ren g | e

T (1= AJvy + Avg, ) < =N (”O LB e ”O . w)

= (L =A)Je(vi, %) + AJy (va, ).
Portanto, v — J,(v,1) é estritamente convexa, concluindo a prova do item 1
Agora mostremos o item 2. Pelo Lema [10] ja temos que { — J,(v, ) ¢ semicontinua
superiormente. Para mostrar a concavidade estrita, fixemos v, 1\ e . Consideremos a
aplicacao

g(t) = J, (v, ¥ + TP).
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Entao, é suficiente mostrar que g(t) é concava com respeito a T.

Derivando g(T) temos

1

o) = = 4 D) — D) —
o =5 || 2 (Cm )y 6+ ) -y

2

_ _”Q 2%(4) + 1) (W + ).

Observando que

G(v, p + 1) = G(0,0) + H(v, ¥) + TH(0, ) =y + 1y,
onde y’ é solugao de (4.14)) com v/ = 0, temos que

g'(t) = ”de(om(y + 1y’ —ya)y’ dxdt —v? ”Q(lb + TP ).

Derivando novamente, obtemos que

g’(t) = ” hy'|* dxdt —y? ” Wp[? dxdt. (4.17)
0ax(0,T) Q

Usando a estimativa classica de energia para o sistema ({4.14) com v/ = 0, temos que

HU/HQL?(odx(o,T)) < CHII)H%P(Q)'
Assim, por (4.17)), concluimos que
9"(1) < ~(v* = O)[Wllf2(q):

onde C depende de Q, Og4, ||al|l € T. Logo, para y suficientemente grande, g” (1) <
0, Vt € R. Portanto, I — J.(v,P) é estritamente concavo. Isto conclui a prova da
proposicao.

]

Retornando a prova do Teorema [21] temos, pelas Proposigoes [12] e [13] a existéncia de

pelo menos um ponto de sela (v, ) € Vog X Yaq. Em particular, ja que (v,V) é ponto

de sela, vale

T, ) < T (1 =A)v+2Av, ), Vv EVqq

ou, equivalentemente,

0< T (VFEAV=V), ) —J:(v,¥), Vv € Vaq.
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Dividindo a expressao acima por A, temos
VAV =), ) — ] (v,
o < A =) 9) ~ ], (5,b) 1s)

Como
G+ AV —=v),¥)=G(0,0) + HV + A(v—=v),))
= G(0,0) + HW,¥) + AH(v — v, 0)

:y+g7

onde y ¢é solugao de (4.14) e § é a derivada de (v,{) — y(v, V) na diregao (v —v,0) €

Vaa X Yaa, temos

erwv—v),w)—lrw,w:1” [y + A0 —yal’ —ly —yal
A 2 JJogx0T) A
2 - N 2__2
NG ” PV
2 JJoxwom A

Notemos que
WA+AV =V =P = ( Alv—v) )(\_)+7\(v—\_1)+\_1>
=Av—V)(2v+A(v—1V)),

Assim, combinando (4.18)—(4.20) e tomando o limite A — 0, obtemos que

o<” (y—yd)g+e2” v —).
O4x(0,T) Ox(0,T)

Consideremos o sistema adjunto

;

_qt_Aq+aq = (U_Ud)]lod €1 Q7

qg=0 sobre X,

q(x, T) =0 em Q.
\

Multiplicando (4.22); por § e integrando por partes, segue que

.
” (y—ya)g = J —qtg+” —gAq+” aqy
0gx(0,T) JJQ Q Q
B t=T ) . R
+” qyt—” qu+” aqy
Jo t=0 Q Q Q

r
_ J (4 — AQ + ag)q
Q

q9Y

N
= J (v—v)q.
JJOX(0,T)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Logo, por (4.21)) e pela expressdo acima, obtemos que

o<” (v—\‘))q—” (y—ya)g
Ox(0,T) Oqx(0,T)

<” (v—v)q+€2” v(iv—v).
Ox(0,T) 0x(0,T)

Portanto, colocando (v —v) em evidéncia, chegamos a

0< ” (q+ V) (v—"), VvE Vaa. (4.23)
Ox(0,T)

Por outro lado, ainda pela propriedade de ponto de sela, temos

J.(v, 1 =AY +2Mp) < T, (v,¥), YU € Yaa.

ou equivalentemente
Jo(v, (1 =AW + M) — J(v, ) 0.

Dividindo por A e fazendo A — 0, como anteriormente, obtemos

”QX(O,T)(H —YaJy -y ”me) ~1) <0,

onde y é solugao de 1} associada a (v, ) e y denota a derivada em (4.14) na diregao
(0,9 — ). Multiplicando )1 por y e integrando por partes, temos

HQ(—qt — Aq+ aq)y = Hodxm(y —ya)d

Logo
” (§e — A + af)q <v2” B — P,
Q Q
donde
J m)—ﬂ))q—v?” b —P) <0,
Q Q
isto é,

J (=Y V)W —1P) <0, Y€ Vaa. (4.24)
JQ
Assim, temos que (v,1) satisfaz o problema de controle robusto se (y, q,i,1|3) satis-

fazem 1D 1) (v, ) € Vag X Yaq € 0 sistema abaixo

(

Yt —Ay+ay =hl, +vlg +1 em Q,

—qt—Aq+aq=(y—yaq)lo, emQ,
gt q qg=Y —Yallo Q (4.25)

y:q:o SObreZ,

(y(x,0) =yo(x), q(x,T)=0 em Q.
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O proximo passo é obter um controle lider tal que a solugao y do sistema acoplado
satisfaz . Gracas a linearidade do sistema, isto é equivalente a provar que
y(T) = 0. A ideia é aplicar os resultados da se¢ao anterior.

Primeiro, notemos que se IT) satisfaz a desigualdade variacional em , entao 11_)

pode ser escrito como a projecao ortogonal sobre o conjunto W4 de #q, ou seja,

- 1
b =T, (F‘O |

(q — v, P _II))LQ(Q) <0,

De fato, por (4.24)), temos que

isto é,

1 _ _
(Vz 12(Q)

Assim (ver Brezis| (2011), Teorema 5.2), 1 caracteriza a projecao de #q no conjunto

convexo W.4. Analogamente, por (4.23) temos que

1
= r[vad (_E_quo> ‘

Dessa forma, podemos reescrever o sistema (4.25)) como

<

Yt — Ay +ay = hig + Ty, (—Edlo) To + Ty, (%q) em Q,
—qit —Aq+aq = (y—ya)lo, em Q,
y=q=0 sobre L,
y(x,0) =yolx), q(x,T)=0 em Q.

Agora, para todo z € L?(Q) podemos escrever TTy_.(z) = p(z)z onde

1 sez€e VYqq
p(z) =
MMy, (z)/z se nao.
Notemos que p é continua e limitada com ||p(z)||i~(q) < 1. De fato, para verificar
a continuidade, tomemos {z,,}%°_; C L%(Q) convergindo para z € L*(Q). Se z € intWqq
entao existe um ng € N tal que z, € int¥q, e, logo, p(zn) = 1 = p(z) para todo n > n,.
Se z & Waq entdo z # 0, e, como TTy_,(z) e 1/z sdo continuas, temos que p(z,) — p(z).

Por fim, se z € W4, entao p(z) = 1, pois W4 € fechado. Assim, basta mostrarmos que
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p(zn) — 1, onde z, & Yaa, ouseja, zn(x, 1) & [a,b] =t Ez. Logo |za|™" < (min{lal, [b[}) .

Entao,
H”‘i—’ad(zﬂ) _1 _ Hﬂwad _ZTL
n L2(Q) n L2(Q)
1

< My (zn) = znllt2(Q)
|zn L= (Q)

= C ||ﬂ\yad(Zn) - ﬂ\yad(l) - Zn + ZHLQ(Q)
< € (M (20) = My @iz + 2 = 2l12(0))
<2C|zn — Z||L2(Q) )

pois MMy _, (z) = z. Pela expressdo acima, fica claro que p(z,) — 1. Portanto, p é continua.

Agora, notemos que p(z) € L*(Q) e ||p(z)|1=(q) < 1, s@o obtidos como consequéncia

da proposicao abaixo.
Proposigao 14. Se z € [?(Q) \ Wqq, isto €,
zel?(Q) e z(x,t) € (—oc0,—a)U(b,+00) ¢ em Q,

entao

Mo (2ot = 4 & ot eloo=a)

b, se z(x,t) € (b, +00).
Em particular, My, (z)(x,1)| < |z(x, t)] ¢.s..

Demonstragao. Observemos que a projecao Iy , satisfaz
JJ (2 T E e dxde <0, vE e W
De fato, a partir do fato de TTy_,(z)(x,t) € [—a, b], deduzimos que
e Sez€ (—oo,—a),entdo z—Tly ,(z) =z+a<—a+a=0.
e Seze (b,+00), entdoz—Tly_,(z) =z—b>b—-b=0.

Além disso,

E—a>—-a+a=0, seze€(—o0,—a)
Ev_ﬂ‘*yad(z) =

E—b<b—-b=0, se z € (b, 400).

Em todo caso, temos que

(z =Ty, (2)) - (£ =TTy, (2)) <0.

Portanto, como z(x,t) ¢ [—a,b] q.s. e TTy_,(z) = —a ou b, obtemos que
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e Se z(x,t) < —a, entao Ny _,(z) = —a. Logo,

My, (2)(x, t)] < lz(x, )] g.s..

e Se z(x,t) > b, entao Ty _,(z) =b. Logo,

My, (2)(x, )] < lz(x, )] q.s..

Isso conclui a prova da proposigao.

]

Retornemos a prova do teorema. De forma anéaloga, podemos definir uma fungao o
tal que TTy_, (z) pode ser expressado da forma TTy,_, = 0(z)z para todo z € L2(Q x (0, T)).
Portanto, o problema de controlabilidade se resume a encontrar h € L2(w x (0,T)) tal

que a solucao de

/

Y — Ay +ay = hle, — 6(q)zqlo +6(q)5zq9 em Q,
—qt—Aq+aq=(y—vya)lo, em Q,
gt q q=l —Yallo Q (4.26)
y=q=0 sobre X,
y(X,O) ZHO(X)a q(xaT) =0 €m Q7
satisfaz y(T) = 0, onde 6(q) = o(—gqlo) e p(q) = p(529).
Para cada q € L2(Q), consideremos o sistema linear
(
Yo — Ay +ay =hle, —6(q)dlo +6(q)57q em Q,
—qt—Aq+aq=(y—yq)l em Q,
dt q q=1 —Yallo, Q (4.27)
y = q = 0 SObre Z,
y(X,O) :UO(X)y q(xaT) =0 em Q).

Podemos obter uma desigualdade de observabilidade, como em (3.72)), para o sistema
adjunto a (4.27), dado por

(

—¢r — A + ap =01y, em Q,
0y — A8+ 0 =—306(q)elo + 5p(q)e em Q,

e=0=0 sobre X,

e(x, T)=¢"(x), 0(x,0)=0 em Q.
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Observemos que o sistema acima ainda satisfaz todos os pontos cruciais como no caso
semilinear. De fato, como ||p(q)]|co, [|0(q)|lcc < 1, entdo

2

1 1 ?
o <~ 2
< (glot@le+ Bl ol

11\
<€—2+ﬂ}7 lpl°.

Logo, tomando A suficientemente grande, ainda podemos obter (3.26)).

Ainda com a propriedade de ||6(q)||co, [|P(q)]|c0 < 1, conseguimos manter as desigual-

dades em (3.29) e (3.63). Nas demais passagens para se obter (3.72)), a adi¢ao dos termos

0(q) e p(q) ndo interfere em nada.
Com essa nova observabilidade e seguindo os argumentos da secao {4.1.1, podemos

construir um controle h para cada g € L?(Q) tal que

UM l20) <&,

onde y denota a primeira componente de (y, q) solugao de (4.27) com esse controle. Mais
ainda, o controle h satisfaz

IM/lt2(wx 0,1 < C, (4.28)

como na Proposi¢ao . Gragas a (4.2§)), a solugao controlada (y, q), onde y ¢é solugao
associada a ¢, ¢ uniformemente limitada em W(0,T) x W(0,T), pois como em (4.9

conseguimos obter

191w,y < C (1 + [[hliziwx01)) -

o que implica, pela estimativa de energia em W(0,T), que

lallwom < C (0 —yallizcq)
< C(1+ [IRllz(wx o)) -
Portanto, podemos deduzir, via ponto fixo de Schauder, que o mapa q +— q solugao

de (4.27)) possui pelo menos um ponto fixo.

O resto da prova segue andlogo ao caso semilinear.
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