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Resumo

Neste trabalho, estuda-se subvariedades com bordo não vazio, propriamente mergulhadas em

variedades com bordo, com vistas à obtenção de resultados de rigidez e desigualdades espec-

trais. Em um primeiro momento, obtemos estimativas de área para hipersuperfícies capilares

estáveis com curvatura média constante Σ, com invariante de Yamabe não positivo, que são

propriamente mergulhadas em uma variedade Riemanniana n-dimensional M com curvatura

escalar RM e curvatura média do bordo H∂M limitadas inferiormente. Também demonstramos

um resultado de rigidez local no caso em que Σ é mergulhada e minimiza a J-energia. Em um

segundo momento, estabelecemos desigualdades espectrais envolvendo o k-ésimo autovalor de

Steklov para o operador Laplaciano definido em uma subvariedade com bordo conformemente

propriamente imersa na bola unitária do espaço Euclidiano em termos do volume conforme da

imersão, do volume do bordo e do volume da subvariedade. Mais geralmente, consideramos

operadores do tipo Schrödinger-Steklov, incluindo os casos do Laplaciano conforme. Por fim,

apresentamos um resultado de extremização do tipo Hersch e estimativas para o índice dos

operadores do tipo Schrödinger-Steklov.

Palavras-Chaves: Hipersuperfícies capilares, curvatura média constante, estabilidade, au-

tovalores de Steklov, operador do tipo Schrödinger-Steklov, desigualdades espectrais, índice

de estabilidade.
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Abstract

In this work, we study submanifolds with non-empty boundary properly immersed in manifolds

with boundary, aiming to obtain rigidity results and spectral inequalities. First, we derive

area estimates for stable capillary hypersurfaces with constant mean curvature Σ and non-

positive Yamabe invariant, properly immersed in an n-dimensional Riemannian manifold M

whose scalar curvature RM and boundary mean curvature H∂M are bounded below. We also

prove a local rigidity result in the case where Σ is immersed and minimizes the J-energy.

Next, we establish spectral inequalities involving the k-th Steklov eigenvalue for the Laplace

operator defined on a submanifold with boundary conformally properly immersed in the unit

ball of Euclidean space, in terms of the conformal volume of the immersion, the boundary

volume, and the volume of the submanifold. More generally, we consider Schrödinger–Steklov

type operators, including the conformal Laplacian as a particular case. Finally, we present a

Hersch-type extremal result and index estimates for Schrödinger–Steklov type operators.

Keywords: Capillary hypersurfaces; constant mean curvature; stability; Steklov eigenvalues;

Schrödinger–Steklov type operator; spectral inequalities; stability index.
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Introdução

Nas últimas décadas, o estudo de hipersuperfícies propriamente mergulhadas em variedades

com bordo tem-se destacado como uma área de grande interesse na geometria diferencial.

Diversos avanços foram obtidos, abrangendo desde resultados geométrico-topológicos, que

revelam fortes relações entre hipóteses sobre a curvatura do ambiente e propriedades topoló-

gicas das hipersuperfícies, até resultados de natureza analítica, como desigualdades espectrais

envolvendo autovalores de operadores elípticos com condições de contorno.

Diversos resultados de rigidez foram obtidos para superfícies (ou hipersuperfícies) míni-

mas ou de curvatura média constante (cmc), fechadas ou compactas com bordo capilar, sob

diferentes hipóteses sobre a curvatura escalar da variedade ambiente.

O estudo das superfícies capilares remonta ao célebre trabalho de T. Young [57], que

investigou o comportamento de um líquido incompressível em um recipiente na ausência de

gravidade. Variacionalmente, as superfícies capilares surgem como pontos críticos de um

funcional de energia que envolve a área da superfície de interface entre o fluido e o ar, a área

molhada no bordo do recipiente e o ângulo constante de contato entre a superfície de interface

e a borda do espaço ambiente (ver [22]).

Um grande número de trabalhos tem se dedicado ao estudo de superfícies capilares estáveis,

isto é, superfícies que minimizam a energia até a segunda ordem. Por exemplo, A. Ros e E.

Vergasta [47] demonstraram que hipersuperfícies mínimas com bordo livre mergulhadas em

uma bola de uma forma espacial são totalmente umbílicas. O caso das superfícies cmc com

bordo livre foi resolvido por meio da combinação dos esforços de [43] e [47] (ver também [7]).

Esse resultado foi finalmente estendido para hipersuperfícies cmc capilares em [55].

Com base nos teoremas de rigidez para superfícies fechadas minimizantes de área obti-

dos em [9, 10, 38, 44], L.C. Ambrozio [2] investigou a rigidez de superfícies com bordo livre

minimizantes de área mergulhadas em uma variedade riemanniana tridimensional M, estabe-

lecendo uma importante relação entre a curvatura escalar de M, a curvatura média de ∂M

10



Sumário 11

e a topologia (característica de Euler) de superfícies mínimas estáveis, a qual conduz a uma

decomposição local da variedade ambiente ao longo da superfície. O mesmo problema foi

investigado em [35, 37] para superfícies cmc capilares.

Em dimensões mais altas, resultados de rigidez foram obtidos para hipersuperfícies fechadas

em [11, 41], nas quais o invariante topológico considerado foi o chamado invariante de Yamabe,

em vez da característica de Euler. De fato, para variedades fechadas, o invariante de Yamabe

pode ser visto como uma generalização da característica de Euler, pois uma variedade com

invariante de Yamabe não positivo não admite uma métrica de curvatura escalar positiva (ver

[50], Lema 1.2).

Além disso, A. Barros e C. Cruz [8] obtiveram estimativas de área para hipersuperfícies

mínimas compactas e estáveis com bordo livre, em termos do invariante de Yamabe e da

curvatura escalar do ambiente. Eles também obtiveram resultados de rigidez e de divisão

local para variedades que possuem uma hipersuperfície que minimiza a área (ou a energia).

Recentemente, de Almeida e A. Mendes [16], entre outros resultados, estenderam os principais

resultados de [8] para o contexto de superfícies marginalmente aprisionadas exteriormente com

bordo livre (free boundary marginally outer trapped surfaces, MOTS), no contexto de dados

iniciais com bordo.

No primeiro capítulo desta tese, com base em [8, 37], obtemos resultados de rigidez

envolvendo hipersuperfícies cmc capilares compactas estáveis, através de desigualdades que

envolvem o invariante de Yamabe, bem como as áreas da hipersuperfície e de seu bordo.

No primeiro teorema, estabelecemos estimativas para a área do bordo e para a área da

própria hipersuperfície.

Teorema 1. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja Σn−1

uma hipersuperfície cmc capilar com ângulo de contato θ ∈ (0,π), compacta, propriamente

imersa em M, 2-lados e estável.

i) Suponha que H∂M +H cos θ ⩾ 0, inf RM + n
n−1H

2 < 0 e σ1,0(Σ,∂Σ) < 0. Então, a

área de Σ satisfaz

A(Σ)
2
n−1 ⩾

Q1,0
g (Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 ⩾
σ1,0(Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 . (1)

ii) Suponha que RM + n
n−1H

2 ⩾ 0, inf H∂M +H cos θ < 0 e σ0,1(Σ,∂Σ) < 0. Então, a

área de ∂Σ satisfaz

A(∂Σ)
1
n−2 ⩾

sin θ
2

Q0,1
g (Σ,∂Σ)

inf H∂M +H cos θ
⩾

sin θ
2

σ0,1(Σ,∂Σ)
inf H∂M +H cos θ

.
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No segundo resultado, investigamos a rigidez de variedades que contêm uma hipersuperfície

capilar que minimiza a energia, em relação ao funcional de energia J (ver. Seção 1.1). O

resultado deve ser comparado com [8, Teorema 2], e fornece um análogo para o caso de

curvatura média constante (cmc) que não foi considerado em [8, Teorema 3].

Teorema 2. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja Σn−1

uma hipersuperfície 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M, com ângulo

de contato θ ∈ (0,π), tal que H∂M+H cos θ ⩾ 0. Se inf RM+
n

n− 1
H2 < 0, σ1,0(Σ,∂Σ) <

0, e a igualdade ocorre em (1), então Σ é uma hipersuperfície mínima com bordo livre,

infinitesimalmente rígida e existe uma vizinhança de Σ em M isométrica a (−ε, ε) × Σ,

dotada da métrica dt2 + g, onde g é a métrica induzida em Σ, a qual é Einstein com

bordo totalmente geodésico ∂Σ.

No terceiro resultado, assumimos novas hipóteses sobre a curvatura escalar e sobre a

curvatura média do bordo da variedade ambiente.

Teorema 3. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja Σn−1

uma hipersuperfície 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M com ângulo

de contato θ ∈ (0,π), tal que H∂M+H cos θ ⩾ 0. Se RM+
n

n− 1
H2 ⩾ 0 e σ1,0(Σ,∂Σ) ⩽ 0,

então Σ é uma hipersuperfície cmc capilar de curvatura média constante infinitesimal-

mente rígida e existe uma vizinhança de Σ em M isométrica a (−ϵ, ϵ) × Σ, munida da

métrica dt2 + e−2Htg, onde g é a métrica induzida em Σ, a qual é Ricci plana com bordo

totalmente geodésico ∂Σ.

Em se tratando de desigualdades, nas últimas décadas foram obtidos diversos resultados

envolvendo os autovalores de operadores elípticos de segunda ordem em variedades fechadas

de dimensão n = 2. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos de Hersch [31] (1970), Yang e

Yau [56] (1980), Korevaar [33] (1993) e Hassannezhad [29] (2011), envolvendo o espectro do

operador Laplaciano, além do volume da variedade e de seu gênero.

Li e Yau [36], em dimensão n = 2, e, mais tarde, El Soufi e Ilias [17], em dimensões maiores,

mostraram que o primeiro autovalor do Laplaciano em uma variedade fechada (Σn,g) satisfaz

uma desigualdade envolvendo o m-volume conforme da própria variedade, além da dimensão

n. Em seguida, Kokarev [32], tendo em vista que o espectro do Laplaciano é discreto e

ilimitado, mostrou que os autovalores de ordem mais alta desse operador satisfazem uma
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desigualdade envolvendo o m-volume conforme da variedade e de uma constante dependendo

das dimensões m e n somente.

A. Fraser e R. Schoen [23] introduziram o que seria o m-volume relativo conforme para

variedades compactas com bordo, levando em conta imersões na bola, em analogia com o

m-dimensional volume conforme para variedades fechadas, considerando imersões na esfera,

introduzido por Li e Yau [36].

Foi mostrado em [23] que o m-volume relativo conforme fornece um limite superior geral

para o primeiro autovalor não nulo de Steklov σ1 de Σ. Mais precisamente, eles demonstraram

que

σ1 Vol(∂Σ)Vol(Σ)
2−n
n ⩽ Vrc(Σ,m)2/n · n.

Além disso, a igualdade ocorre se existir uma aplicação harmônica conforme

ψ : Σ→ Bm

que seja uma isometria em ∂Σ, com ψ(∂Σ) ⊂ ∂Bm, e tal que ψ(Σ) intercepte ∂Bm ortogo-

nalmente ao longo de ψ(∂Σ).

Em um primeiro momento, no terceiro capítulo desta tese, inspirados nos resultados obtidos

por Kokarev [32], demonstraremos estimativas superiores para o k-ésimo autovalor de Steklov,

envolvendo o m-volume conforme relativo introduzido em [23].

Teorema 4. Seja Σn uma variedade Riemanniana compacta com bordo não vazio e

dimensão n ⩾ 2, que admite uma imersão própria conforme ψ : Σn → Bm, tal que

ψ(∂Σn) ⊂ ∂Bm. Então, para cada k ⩾ 1, o k-ésimo autovalor de Steklov em Σ satisfaz a

desigualdade

σkVol(∂Σ)Vol(Σ)
2−n
n ⩽ C · Vrc(Σ,m)2/nk2/n,

onde C = C(n,m) > 0 depende apenas das dimensões n e m.

Inspirados em Kokarev [32] e Sire e Xu [49], demonstraremos o seguinte resultado que

trata de estimativas para o k-ésimo autovalor de um problema do tipo Schrödinger-Steklov,

mais especificamente, o operador Laplaciano conforme definido em uma variedade compacta

com bordo, envolvendo o m-volume conforme relativo da variedade. .

Teorema 5. Para toda métrica g̃ ∈ [g], o k-ésimo autovalor para o problema
−∆g̃u+ cnRg̃u = 0 em Σn

∂u

∂η̃
+ bnHg̃ = σu em ∂Σn,
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satisfaz a desigualdade

σk(Σ, g̃)Vol(Σ)
2−n
n

∫
∂Σ

u
2
n−2 ⩽ C(n)

[
Vrc(Σ,m,ϕ) + ||Rg||n2 + ||Hg||n2

(
Vol(∂Σ)

Vol(Σ)

)n−2
n

]
k

2
n ,

onde Rg̃ denota a curvatura escalar da variedade (Σn, g̃), Hg̃ denota a curvatura média

do bordo ∂Σn em relação à métrica g̃ e C(n) é uma constante que depende apenas de n.

Ainda no contexto do operador Laplaciano conforme, estudamos resultados de extremi-

zação de métricas do tipo Hersch. Hersch [29] provou que a métrica padrão maximiza o

primeiro autovalor do Laplaciano λ1 entre todas as métricas Riemannianas de mesma área.

Além disso, ela é a única maximizadora, a menos de isometria. Para um análogo do teorema

de Hersch para superfícies com bordo no contexto dos autovalores de Steklov, veja Fraser e

Schoen [23]. Na Seção 3.4, apresentamos um resultado do tipo Hersch no nosso contexto.

Mais precisamente, considerando o supremo sobre a classe conforme

Λk(Σ,g) = sup
g̃∈[g]

σk(Σ,g, g̃),

onde

σk(Σ,g, g̃) =
(
σk(Σ, g̃) ·

∫
∂Σ

u
2
n−2dv∂Σ

)
, para k ∈ N,

levando em conta os autovalores do problema dado no teorema 5, temos o seguinte resultado:

Teorema 6. Seja (Bn,g) a bola unitária munida com a métrica Euclidiana. Então

Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g,g).

Além disso, Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g, g̃) se, e somente se, g̃ é a métrica Euclidiana a menos

de um produto por escalar.

Existem também muitas estimativas envolvendo o número de autovalores negativos para

o operador de Schrödinger. Dentre elas, podemos citar um resultado devido a Grigor’yan,

Netrusov e Yau [27], onde mostram que, para todo potencial não-negativo V ∈ Lp(Σn), com

p > n/2, o número de autovalores negativos N(V) em uma variedade fechada (Σn,g) satisfaz

a desigualdade

N(V) ⩾
C

Volg(Σn)n/2−1

(∫
Σn

VdVolg

)n/2
,

onde a constante C depende apenas da classe conforme da métrica g. Neste sentido, Kokarev

[32] mostra que a dependência da constante C na classe conforme da métrica g pode ser

incorporada no volume conforme.
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Motivados nesses trabalhos, tratamos no Teorema 7 de uma desigualdade envolvendo o

número de autovalores negativos para operadores do tipo Schrödinger-Steklov, considerando

funções potenciais mais gerais.

Teorema 7. Seja Σn uma variedade Riemanniana compacta com ∂Σ ̸= ∅ e dimensão

n ⩾ 2. Então, para todo inteiro m > 0 onde o m-volume conforme de Σ está definido, e

para quaisquer funções V1 ∈ L∞(Σn) e V2 ∈ L∞+ (∂Σn), onde 0 não pertence ao espectro

de −(∆D + V1), o número de autovalores negativos para o problema
∆u+ V1u = 0 em Σ

∂u

∂η
− V2u = σu em ∂Σ,

(2)

satisfaz a desigualdade

N(V1,V2) ⩾
C(n,m)[

V∗
c(m,Σn) 2

n +

(∫
Σ

(V1)
n
2
−

) 2
n

]n
2

1
Volg(Σn)n/2−1

(∫
∂Σn

V2 dVolg
)n/2

,

onde C(n,m) é uma constante dependendo somente de n e m.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos algumas definições, notações e resultados que serão utilizados

nos capítulos seguintes. Inicialmente, abordaremos hipersuperfícies capilares, a J-estabilidade

e o problema de Yamabe. Em seguida, discutiremos resultados e definições envolvendo espa-

ços métricos com medida, definiremos o m-volume conforme relativo de uma hipersuperfície

compacta Σ com bordo ∂Σ, e apresentaremos uma caracterização variacional para o espec-

tro de Steklov, ou mais genericamente para o operador do tipo Schrödinger-Steklov. Não

demonstraremos todos os resultados, mas indicaremos as devidas referências.

1.1 Hipersuperfícies capilares

Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M ̸= ∅, Σm uma variedade diferen-

ciável com bordo ∂Σ ̸= ∅ e f : Σm →Mn uma aplicação diferenciável. Dizemos que f é uma

imersão suave com bordo quando dfp : TpΣ
m → Tf(p)M

n é injetiva para todo p ∈ TpΣ.

Quando m = n− 1, dizemos que f é uma hipersuperfície suave com bordo.

Dizemos que f é um mergulho suave com bordo quando:

(i) f é uma imersão suave com bordo.

(ii) f : Σn−1 → f(Σn−1) ⊂ Mn é um homeomorfismo, onde a topologia de f(Σn) é a

topologia subespaço.

Definição 1. Dizemos que f é uma imersão própria quando a mesma é uma imersão

e f(Σ) ∩ ∂M = f(∂Σ). Analogamente, dizemos que f é um mergulho próprio quando o

mesmo é um mergulho e f(Σ) ∩ ∂M = f(∂Σ).

16
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Definição 2. Dizemos que a hipersuperfície Σ é 2-lados quando existe um campo de

vetores normais definido globalmente em Σ .

Seja f : Σn−1 → Mn uma imersão suave com bordo. A métrica Riemanniana de Mn

induz de forma natural uma métrica Riemanniana em Σn, chamada de métrica induzida, dada

por

gp(v1, v2) = gf(p)(dfp(v1),dfp(v2)),

onde v1, v2 ∈ TpΣ. Com essa métrica, φ é chama de imersão isométrica.

Definiremos a segunda forma fundamental, a curvatura média e outros conceitos impor-

tantes para fixar a notação a ser utilizada no decorrer do texto.

Considere N o normal unitário de Σ ao longo de φ, ν o conormal unitário de ∂Σ em Σ

apontando para fora, N o normal unitário de ∂M apontando para fora e ν o normal unitário

de ∂Σ em ∂M tal que as bases {N,ν} e {N,ν} tenham a mesma orientação.

Definição 3. Seja φ : Σn−1 →Mn uma imersão própria 2-lados. Definimos por

1. A(X, Y) = g(−∇XN, Y) a segunda forma fundamental de Σ com respeito a N, onde

X, Y ∈ TΣ.

2. II∂M(Z,W) = g(∇ZN,W) a segunda forma fundamental de ∂M com respeito a

−N, onde Z,W ∈ T∂M.

3. h∂Σ(z,w) = g(∇zν,w) a segunda forma fundamental de ∂Σ com respeito a −ν,

onde z,w ∈ T∂Σ.

A curvatura média de Σ é definida como sendo

H =

n−1∑
i=1

A(ei, ei),

onde {ei}
n−1
i=1 ⊂ TΣ é um referencial ortonormal. Já a curvatura média de ∂Σ é dada por

kg =

n−2∑
i=1

h∂Σ(fi, fi),

onde {fi}
n−2
i=1 ⊂ T∂Σ é um referencial ortonormal. Analogamente, temos a definição de

curvatura média H∂M para a ∂M, usando II∂M.

Sejam X, Y,Z eW campos vetoriais definidos emM e F(M) o espaço de funções suaves de

M. O tensor curvatura de Riemann de M é a aplicação R : X(M)×X(M)×X(M) → F(M)

dada por

R(X, Y,Z,W) = ⟨∇Y∇XZ,W⟩− ⟨∇X∇YZ,W⟩− ⟨∇[X,Y]Z,W⟩.
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Considere {ei}
n−1
i=1 um referencial ortonormal em p ∈M. O tensor de Ricci de M em p é

dado por

Ric(X, Y) =
n−1∑
i=1

R(X, ei, Y, ei).

A curvatura escalar RM é a função RM :M→ R dada por

RM(p) = Tr(Ric) =

n−1∑
i=1

Ric(ei, ei),

onde {ei}
n−1
i=1 uma base ortonormal em p ∈M.

O lema a seguir terá um papel fundamental nas próximas demonstrações. A equação

apresentada nesse lema é conhecida como equação de Gauss.

Lema 1. Seja φ : Σn−1 →Mn uma imersão isométrica. Então

Ric(N,N) =
1
2
(RM − Rg +H

2 − |A|2).

Demonstração. Veja [34, Corolário 2.7].

Definição 4. Uma função Φ : Σn−1 × (−ϵ, ϵ) →Mn é chamada de variação própria da

imersão φ quando

1. φt : Σn−1 → Mn definida por φt(x) = Φ(x, t) é uma imersão própria para todo

t ∈ (−ϵ, ϵ).

2. φ0(x) = φ.

Seja Φ uma variação própria de φ. O campo variacional associado a essa variação é dado

por

ξ(x) =
∂Φ

∂t
(x, 0).

Definiremos alguns funcionais importantes relacionados a variação de uma imersão. O

funcional área A : (−ϵ, ϵ) → R é dado por

A(t) =

∫
Σ

dAφ∗
tg

,

onde dAφ∗
tg

denota o elemento de área de (Σ,φ∗
tg).

O funcional volume V : (−ϵ, ϵ) → R é dado por

V(t) =

∫
Σ×[0,t]

Φ∗(dV),
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onde dV denota o elemento de volume de M. V expressa o volume dado entre φt(Σ) e

φ0(Σ).

O funcional wetting area W : (−ϵ, ϵ) → R é dado por

W(t) =

∫
∂Σ×[0,t]

Φ∗(dA∂M),

onde dA∂M denota o elemento de área de ∂M.

O funcional J : (−ϵ, ϵ) → R é dado por

J(t) = A(t) − (cos θ)W(t) + (n− 1)V(t).

Seja Φ uma variação qualquer da imersão φ : Σ→M. As fórmulas de primeira variação

para A(t), V(t) e J(t) são dadas respectivamente por

A ′(0) = −

∫
Σ

HfdA+

∫
∂Σ

g(ξ,ν)dL

V ′(0) =
∫
Σ

fdA

J ′(0) =
∫
Σ

((n− 1) −H)fdA+

∫
∂Σ

g(ξ,ν− (cos θ)ν)dL,

onde f = g(ξ,N) e H é a curvatura média de Σ com respeito a N.

Dizemos que uma variação ϕ preserva volume quando V(t) = 0, ∀t ∈ (−ϵ, ϵ). Dizemos

também, que Σ é uma hipersuperfície capilar cmc quando tem curvatura média constante e

g(N,N) = cos θ ao longo de ∂Σ. Se Σ é mínima e g(N,N) = cos θ ao longo de ∂Σ, dizemos

Σ é uma hipersuperfície mínima capilar.

Figura 1.1: Adaptada de [37], pág 7.

Para uma hipersuperfície capilar cmc, com ângulo de contato θ ∈ (0,π), as bases orto-

normais {N, v} e {N, ν̄} se relacionam pelas seguintes equaçõesN = (cos θ)N+ (sin θ)ν

ν̄ = −(sin θ)N+ (cos θ)ν.
(1.1)

A seguir, temos caracterizações variacionais para essas classes de hipersuperfícies.
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Proposição 1. Σ é uma hipersuperfície capilar com curvatura média constante H = n−1

se, e somente se, J ′(0) = 0 para toda variação Φ de φ.

Demonstração. Suponha que Σ é cmc com H = n− 1 e capilar. Isto é,

⟨N̄,N⟩ = ⟨ν̄,ν⟩ = cos θ.

Sendo

ξ = ⟨ξ, ν̄⟩ν̄+ ⟨ξ, N̄⟩N̄,

obtemos

⟨ξ,ν− (cos θ)ν̄⟩ = ⟨ξ,ν⟩− (cos θ)⟨ξ, ν̄⟩

= ⟨⟨ξ, ν̄⟩ν̄+ ⟨ξ, N̄⟩N̄,ν⟩− (cos θ)⟨ξ, ν̄⟩

= ⟨ξ, ν̄⟩⟨ν̄,ν⟩+ ⟨ξ, N̄⟩⟨N̄,ν⟩− (cos θ)⟨ξ, ν̄⟩

= (cos θ)⟨ξ, ν̄⟩+ ⟨ξ, N̄⟩⟨N̄,ν⟩− (cos θ)⟨ξ, ν̄⟩

= ⟨ξ, N̄⟩⟨N̄,ν⟩ = 0,

onde usamos que ξ ∈ T∂M, por Φt(∂Σ) ⊂ ∂M, e que N̄ ∈ T∂M⊥.

Portanto, pela fórmula da primeira variação do funcional J, é direto que

J ′(0) =
∫
Σ

((n− 1) −H)f+
∫
∂Σ

⟨ξ,ν− (cos θ)ν̄⟩ = 0,

para toda variação Φ de φ.

Reciprocamente, seja, a priori, Φ uma variação própria com suporte compacto, com

f = ⟨ξ,N⟩, onde f ∈ C∞(Σ). Logo,

J ′(0) =
∫
Σ

((n− 1) −H)f = 0, ∀f ∈ C∞(Σ),

e portanto H = n− 1. Considere, agora, uma variação própria definida por

ξ = g⟨ν, ν̄⟩ν̄,

com g ∈ C∞(∂Σ). Desta forma,

0 = J ′(0) =

∫
Σ

((n− 1) −H)f+
∫
∂Σ

⟨ξ, ν̄− (cos θ)ν⟩

=

∫
∂Σ

⟨ξ,ν− (cos θ)ν̄⟩

=

∫
∂Σ

⟨g⟨ν, ν̄⟩ν̄,ν− (cos θ)ν̄⟩

=

∫
∂Σ

g⟨ν, ν̄⟩(⟨ν, ν̄⟩− (cos θ)), ∀g ∈ C∞(∂Σ),
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e assim

⟨ν, ν̄⟩(⟨ν, ν̄⟩− (cos θ)) = 0.

Portanto, ⟨ν, ν̄⟩ = 0 ou ⟨ν, ν̄⟩ = cos θ. Em qualquer caso, Σ é capilar.

1.2 J-estabilidade

Nesta seção veremos o conceito de J-estabilidade, que é um dos pré-requisitos necessários para

demonstrar os Teoremas 10 e 11 da Seção 2.2, bem como as proposições antes destes.

Proposição 2. Seja φ : Σn−1 → Mn uma imersão própria. Se f : Σn−1 → R é uma

função suave , então existe uma variação ϕ de φ tal que f = g(ξϕ,N), onde ξΦ é o

campo variacional associado a Φ.

Demonstração. Veja [[1], Proposição 2.1]

Proposição 3. Seja φ : Σn−1 → Mn uma imersão capilar cmc e f : Σn−1 → R uma

função suave qualquer. Seja Φ uma variação própria de φ tal que f = g(ξΦ,N). Então

J ′′(0) =
∫
Σ

||∇f||2 − (Ric(N,N) + |A|2)f2 −

∫
∂Σ

qf2,

onde

q =
1

sin θ
II∂M(v, v) + (cot θ)A(v, v).

Demonstração. Observe que

J ′(t) =

∫
Σ

(n− 1 −H(t))ftdAt +

∫
∂Σ

g(ξt,νt − (cosνt))dLt. (veja[46], Apêndice).

Desta forma, sabendo que H(0) = n− 1 obtemos

J"(0) = −

∫
Σ

H ′(0)fdA+ (n− 1 −H(0))
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∫
Σ

ftdAt

)
+
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∫
∂Σ

g(ξt,νt − (cosνt))dLt
)

= −

∫
Σ

H ′(0)fdA+
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∫
∂Σ

g(ξt,νt − (cosνt))dLt
)

=

∫
Σ

||∇f||2 − (Ric(N,N) + |A|2)f2 −

∫
∂Σ

qf2. (veja[46], Apêndice).

De posse dessa Proposição, podemos definir Estabilidade.
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Definição 5. Seja φ : Σ→M uma hipersuperfície propriamente imersa.

1. Dizemos que Σ é J-minimizante se ela for um mínimo para o funcional J, isto é,

J(0) ⩽ J(t) (1.2)

para toda variação própria Φ de φ.

2. Se Σ é uma hipersuperfície de curvatura média constante capilar, diz-se que ela é

estável quando

J ′′(0) ⩾ 0 (1.3)

para toda variação própria Φ de φ.

Proposição 4. φ : Σn−1 → Mn é uma imersão cmc capilar J-estável se, e somente se,

Q(f, f) ⩾ 0 ∀f ∈ H1(Σ).

Demonstração. Basta mostrarmos que o resultado é válido para f ∈ C∞(Σ), e a conclusão

segue do fato de que C∞(Σ) é denso em H1(Σ). Suponha que J ′′(0) ⩾ 0 para toda

variação Φ de φ. Dada f ∈ C∞(Σ), existe pela Proposição 2 uma variação Φ de φ com

f = g(ξΦ,N), onde pela Proposição 3 temos Q(f, f) = J ′′(0) ⩾ 0. Reciprocamente,

suponha que Q(f, f) ⩾ 0, para toda f ∈ C∞(Σ). Considere Φ uma variação de φ.

Tomando f = g(ξΦ,N), obtemos

J ′′(0) = Q(f, f) ⩾ 0.

A partir daí temos o lema seguinte, que é de bastante importância para os resultados que

seguem no capítulo seguinte.

Lema 2. Seja Mn uma variedade Riemanniana com ∂M ̸= ∅, e seja Σn−1 uma hiper-

superfície capilar, 2-lados, cmc mergulhada em M com ângulo de contato θ ∈ (0,π) e

curvatura média H. Então:

II(v, v) + (cos θ)A(v, v) + (sin θ)kg = H∂M +H cos θ.

Demonstração. Seja {ei}
n−2
i=1 uma base para T∂Σ. Desta forma temos que

A(v, v) +
n−2∑
i=1

A(ei, ei) = H.
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Note agora que

(cos θ)A(v, v) + (sin θ)kg −H cos θ = cos θ

(
H−

n−2∑
i=1

A(ei, ei)

)
+ (sin θ)kg −H cos θ

= − cos θ
n−2∑
i=1

A(ei, ei) + (sin θ)kg.

Substituindo kg e depois usando a compatibilidade da métrica teremos

− cos θ
n−2∑
i=1

A(ei, ei) + (sin θ)kg = − cos θ
n−2∑
i=1

⟨−∇eiN, ei⟩

+ (sin θ)
n−2∑
i=1

⟨∇eiν, ei⟩

= − cos θ
n−2∑
i=1

⟨∇eiei,N⟩

+ (sin θ)
n−2∑
i=1

⟨−∇eiei,ν⟩.

Organizando, obtemos

− cos θ
n−2∑
i=1

A(ei, ei) + (sin θ)kg =

n−2∑
i=1

⟨−∇eiei, (cos θ)N+ (sin θ)ν⟩

=

n−2∑
i=1

⟨−∇eiei,N⟩

=

n−2∑
i=1

II∂M(ei, ei).

Como {v, e1, ..., en−2} formam uma base em T∂M, então

II∂M(v, v) + (cos θ)A(v, v) + (sin θ)kg −H cos θ = II∂M(v, v) +
n−2∑
i=1

II∂M(ei, ei)

= H∂M.

Portanto,

II(v, v) + (cos θ)A(v, v) + (sin θ)kg = H∂M +H cos θ.

A seguir definiremos o conceito de rigidez infinitesimal para hipersuperfícies mínimas e

cmc.

Definição 6. Seja Σ uma hipersuperfície capilar 2-lados propriamente imersa em M.
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i) Quando Σ é cmc, com H > 0, diz-se que é infinitesimalmente rígida se for totalmente

umbílica, a curvatura escalar RM = inf RM, Ric(N,N) = − H2

n−1 ao longo de Σ,

H∂M = inf H∂M ao longo de ∂Σ e Σ é Einstein em relação à métrica induzida.

ii) Quando Σ é mínima, diz-se que é infinitesimalmente rígida se for totalmente geo-

désica, a curvatura escalar RM = inf RM, Ric(N,N) = 0 ao longo de Σ, H∂M =

inf H∂M ao longo de ∂Σ e Σ é Einstein em relação à métrica induzida.

1.3 Invariante de Yamabe e o problema de Yamabe

Uma questão natural em geometria diferencial é saber se uma dada variedade Riemanniana

compacta com bordo é necessariamente conforme a uma de curvatura escalar constante, onde a

curvatura média do bordo é nula. O problema onde a variedade tem bordo vazio, foi estudado

inicialmente por Yamabe, em 1960. Depois disso, vieram os trabalhos de Trundinger [52],

Aubin [5] e Schoen[48] complenetando esta parte da teoria. Em [20], Escobar estuda esse

problema para variedades com bordo não vazio.

Seja (Σ,g) uma variedade Riemanniana (n ⩾ 3) com bordo não-vazio ∂Σ. Para (a,b) ∈

R× R− {(0, 0)}, definimos o seguinte funcional

Qa,b
g (φ) =

∫
Σ

(
4(n− 1)
n− 2

||∇φ||2g + Rgφ2
)
dσ+ 2

∫
∂Σ

kgφ
2dσ∂Σ[

a

(∫
Σ

φ
2n
n−2dσ

)
+ b

(∫
∂Σ

φ
2(n−1)
n−2

)]n−2
n

,

onde kg denota a curvatura média de ∂Σ, Rg é a curvatura escalar de Σ, dσ e dσ∂Σ denotam

o elemento de área de Σ e de ∂Σ, respectivamente.

A constante de Yamabe de (Σ,g) é definida por

Qa,b
g (Σ,∂Σ) = inf

φ∈C∞(Σ,R+)
Qa,b
g (φ) : (a,b) ∈ {(0, 1), (1, 0)}

que é invariante sob mudança conforme da métrica g para (a,b) ∈ {(0, 1), (1, 0)} (Ver [21]).

Estudar o problema de Yamabe consiste em estudar a existência de uma solução suave

positiva em Σ para as equações
∆φ−

n− 3
4(n− 2)

Rgφ+
n− 3

4(n− 2)
Cφ

n+1
n−3 = 0 em Σ

∂φ

∂ν
−

n− 3
2(n− 2)

kgφ = 0 em ∂Σ,
(1.4)
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onde ν é o conormal de ∂Σ apontando para fora com respeito a métrica g e C é uma constante

cujo sinal é determinado de forma única pela estrutura conforme. A métrica g = φ
4
n−2g tem

curvatura escalar constante Rg̃ = C e curvatura média do bordo kg̃ = 0.

Foi provado por Escobar [[20], Thm 6.1], que se Q1,0
g (Σ,∂Σ) < Q(Sn+,∂Sn+), então existe

um mínimo para Q1,0
g (φ) sobre as funções φ ∈ H1(Σ). Em Cherrier [13], mostra-se que tal

função é suave. Além disso, observe que φ é solução para o problema 1.4.

Agora, sejam [g] a classe conforme associada à métrica g e C(Σ) o conjunto de todas as

classes conformes na variedade Σ. Com isso, é possível definir o invariante de Yamabe de uma

variedade compacta Σ com bordo ∂Σ como o supremo das constantes de Yamabe considerados

em todas as classes conformes da variedade:

σa,b(Σ,∂Σ) = sup
[g]∈C(Σ)

inf
φ>0

Qa,b
g (φ).

1.4 Decomposição de um espaço métrico com medida

por anéis

Nesta seção, introduzimos um dos resultados centrais para o desenvolvimento da teoria, bem

como algumas definições e notações auxiliares que serão utilizadas recorrentemente ao longo

do texto no cápitulo 3.

Seja (X,d) um espaço métrico separável. Considere um ponto a ∈ X e 0 ⩽ r < R <∞. Chamamos de anel centrado em a com raio interno r e raio externo R o conjunto:

A = {x ∈ X : 0 ⩽ r < d(x,a) < R < ∞}. De forma análoga, definimos o anel dilatado:

2A = {x ∈ X : 0 ⩽ r/2 < d(x,a) < 2R <∞}.

Definição 7. Dado um inteiro I > 1, dizemos que (X,d) satisfaz a propriedade global de

I-cobertura, se cada bola Br(a) pode ser coberta por I bolas de raio r/2.

Diversas classes de variedades Riemannianas completas satisfazem estas condições, dentre

as quais destacam-se: Variedades compactas e Variedades com curvatura de Ricci não negativa.

Em particular, este é o caso do espaço Euclidiano Rn+1. (Veja [30]).

Seja (X,d,µ) um espaço métrico com medida que satisfaz uma propriedade global de

cobertura I.

Definição 8. Uma medida µ ∈ M+(X) é não atômica se para qualquer conjunto mensurá-

vel A, com µ(A) > 0, existe um subconjunto mensurável B de A tal que µ(A) > µ(B) > 0.
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Lema 3. Seja ψ : Σn → Bm uma imersão conforme não degenerada. Considerando

a menor σ-álgebra de borel gerada pelos abertos de Rm, a medida µ, suportada em ∂Σ,

definida por

µ(A) =

∫
ψ−1(A∩Sm−1)

1 dvol∂Σ,

é não atômica.

Demonstração. De fato, mostremos que para todo p ∈ Rm, teremos µ({p}) = 0. Suponha

por absurdo que µ({p}) > 0. Desta forma,

µ({p}) =

∫
ψ−1({p}∩Sm−1)

1 dvol∂Σ = Vol∂Σ(ψ
−1(p)) > 0.

Como ψ é localmente injetiva (via Teorema do posto constante), se tomarmos dois pontos

p1 e p2 em ψ−1(p), vão existir vizinhaças Vp1 e Vp2 disjuntas onde vale a injetividade.

Desta forma, ψ−1(p) é um conjunto discreto e terá medida nula, o que é um absurdo!

Segue o resultado.

O núcleo da estratégia implementada por Kokarev em [32] para produzir estimativas para

autovalores de ordem superior é baseado no próximo lema, devido a A. Grigoryan, Y. Netrusov

e S.T. Yau [27, Thm.1,Cor.3.12] (veja também [26, 33]).

Lema 4. Suponha que (X,d) satisfaça a propriedade de I-cobertura para algum I > 1

e todas as suas bolas Br(a) sejam pré-compactadas. Então, para qualquer medida não

atômica finita µ em (X,d) e qualquer inteiro positivo k, existe uma coleção de k anéis

disjuntos {2Ai} tais que

µ(Ai) ⩾ C
µ(X)

k
,

para qualquer 1 ⩽ i ⩽ k, com C = 8−1I−12.

O Lema 4 será bastante utilizado nos resultados do Capítulo 3, onde demonstraremos

desigualdades envolvendo os autovalores para problemas do tipo Schrödinger-Steklov.

1.5 Volume conforme relativo

Seja Σ uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com fronteira ∂Σ ̸= ∅. Em 2010

Fraser e Schoen [23] introduziram um importante invariante conforme, chamado volume m-

conforme relativo de Σ. Suponha que Σ admita uma aplicação conforme ψ : Σ → Bm, onde

Bm é a bola unitária em Rm, com ψ(∂Σ) ⊂ Sm−1.
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Definição 9. O volume m-conforme relativo de ψ é definido por

Vrc(Σ,m,ψ) = sup
f∈G

Vol(f(ψ(Σ))),

onde G denota o grupo de difeomorfismos conformes de Bm. O volume m-conforme

relativo de Σ é então definido como

Vrc(Σ,m) = inf
ψ
Vrc(Σ,m,ψ),

onde o ínfimo está sobre todas as aplicações conformes não degeneradas ψ : Σ→ Bm tais

que ψ(∂Σ) ⊂ Sm−1.

Para qualquer variedade Σ de dimensão n com bordo, o m-volume conforme relativo é

limitado inferiormente pelo volume da bola m-dimensional:

Vrc(Σ,m) ⩾ Vol(Bm).

De fato, dado um ponto θ ∈ Sm−1 e t > 0, seja fθ(t) : Sm−1 → Sm−1 um difeomorfismo

conforme dado por

fθ(t) = Φ
−1
θ ◦ st ◦Φθ, (1.5)

onde Φθ : Sm−1\{θ} → Rm−1 é a projeção estereográfica de um ponto θ para o conjunto

{x ∈ Rm : ⟨x, θ⟩ = 0} e st : Rm−1 → Rm−1 é a aplicação de dilatação dada por st(v) = tv.

Veja que para qualquer t > 0, fθ(t) fixa os pontos θ e −θ. Seguindo [23, Rmk.5.8], se o

diferencial de ψ|∂Σ tem posto n em θ, o difeomorfismo conforme f−ψ(θ)(t) pode ser estendido

para um difeomorfismo conforme Fθ(t) : Bm → Bm e

lim
t→∞ Vol(F−ψ(θ)(t)(ψ(Σ))) = P · Vol(Bm),

onde P é um inteiro que nos dá a multiplicidade de ψ(∂Σ) em ψ(θ).

1.6 Operadores do tipo Schrödinger-Steklov

Seja (Σ,g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com bordo ∂Σ ̸= ∅. O

problema de Steklov em Σ é 
∆u = 0 em Σ,
∂u

∂η
= σu em ∂Σ,
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onde ∆ é o operador de Laplace-Beltrami e η é o vetor normal unitário de ∂Σ em Σ apontando

para fora.

Esse é um problema clássico em análise e geometria, que surge naturalmente em várias

áreas da Matemática e da Física, como Teoria do Potencial e Equações Diferenciais Parciais.

Dada uma função u ∈ C∞(∂Σ), seja ũ a extensão harmônica de u, ou seja,∆gũ = 0 em Σ,

ũ = u em ∂Σ.

O operador de Dirichlet–Neumann associado ao problema de Steklov é a aplicação

E : C∞(∂Σ) → C∞(∂Σ)
definida por

E(u) =
∂ũ

∂η

∣∣∣∣
∂Σ

, (1.6)

onde ũ é a extensão harmônica de u ao interior de Σ, e η denota o vetor normal unitário

exterior ao longo de ∂Σ. O operador de Dirichlet–Neumann é um operador pseudodiferencial

elíptico de primeira ordem. Como o resolvente de E é compacto, seu espectro é discreto e

ilimitado superiormente. Além disso, como as funções constantes estão no núcleo de E, o

menor autovalor σ1 de E é zero. Desta forma temos

0 = σ0 < σ1 ⩽ σ2 ⩽ · · · ↗ ∞.

Os autovalores desse problema foram discutidos pela primeira vez em 1902 por Steklov e são

frequentemente chamados de autovalores de Steklov.

Como o operador E é autoadjunto e não-negativo, com espectro discreto, podemos carac-

terizar seus autovalores variacionalmente. O quociente de Rayleigh associado ao problema de

Steklov é dado por

R(u) =

∫
Σ

|∇u|2dv∫
∂Σ

u2dv∂Σ

,

onde u ∈ H1(Σ) e u|∂Σ ̸≡ 0.

Os autovalores de Steklov σk são definidos via quociente de Rayleigh, como:

σk = inf
Gk+1

sup
u∈Gk+1\{0}

∫
Σ
|∇u|2 dv∫

∂Σ
u2 dv∂Σ

, (1.7)
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onde o ínfimo é tomado sobre subespaços (k+ 1)-dimensionais Gk+1 ⊂ H1(Σ) (Ver [39, 15]).

No terceiro capítulo, trabalharemos com operadores do tipo Schrödinger-Steklov, isto é,

com problemas da forma 
∆u+ V1u = 0 em Σ

∂u

∂η
− V2u = σu em ∂Σ,

em que as funções V1 ∈ L∞(Σn) e V2 ∈ L∞+ (∂Σn) são denominadas funções potenciais. Pre-

cisamos mostrar que tal problema de autovalores tem espectro discreto, tendendo ao infinito,

bem como a caracterização variacional de seus autovalores.

Seguindo as mesmas notações de [3], definimos o Laplaciano de Dirichlet com poten-

ciais −(∆D + V1) em L2(Σ) como
D(−∆D − V1) = {u ∈ H1

0(Σ) : ∆u+ V1u ∈ L2(Σ)},

(−∆D − V1)u = −∆u− V1u.

Analogamente, definimos o operador de Dirichlet-para-Neumann com potenciais em um

domínio Lipschitz Σ da seguinte forma: para λ ∈ R\σ(−∆D−V1), o Operador de Dirichlet-

para-Neumann com potenciais Dλ é definido em L2(∂Σ) por

D(Dλ) := {φ ∈ L2(∂Σ) : ∃u ∈ H1(Σ), u|∂Σ = φ, −∆u− V2u = λu,(
∂
∂ν

− V2
)
u ∈ L2(∂Σ)},

Dλφ =
(
∂
∂ν

− V2
)
u.

O seguinte resultado é crucial para mostrar que Dλ possui espectro discreto (veja [3]).

Teorema 8. Dλ é autoadjunto, limitado inferiormente e tem resolvente compacto.

Iremos fazer uso do seguinte resultado para a prova do Teorema 8.

Proposição 5. Para λ ∈ R \ σ(−∆D − V1), tem-se

H1(Σ) = H1
0(Σ)⊕H1(λ),

onde H1(λ) = {u ∈ H1(Σ) : −(∆+ V1)u = λu}.

Demonstração. a) Considere o operador A : H1
0(Σ) → H1

0(Σ)
′ dado por ⟨Au, v⟩ =∫

Σ
∇u∇v − V1uv. Assim, −(∆D + V1) é a parte de A em L2(Σ), onde consideramos
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L2(Σ) ↪→ H1
0(Σ)

′ através de ⟨f, v⟩ :=
∫
Σ
fv, f ∈ L2(Σ), v ∈ H1

0(Σ). De fato,

⟨Au, v⟩ =

∫
Σ

(∇u∇v− V1uv)

=

∫
Σ

(−v∆u+ V1uv) +

∫
Σ

v
∂u

∂ν

= ⟨−(∆+ V1)u, v⟩.

Segue de [4, Proposição 3.10.3] que σ(A) = σ(∆D). Assim, λ−A é invertível.

b) Seja u ∈ H1(Ω). Considere F ∈ H1
0(Ω) ′ dado por

F(v) =

∫
Σ

∇u∇v−
∫
Σ

V1uv− λ

∫
Σ

uv. (1.8)

Então, pelo item (a), existe u0 ∈ H1
0(Σ) tal que (λ−A)(u0) = F.

Isto significa que, para todo v ∈ H1
0(Σ),∫

Σ

∇u0 · ∇v−
∫
Σ

V1 u0v− λ

∫
Σ

u0v =

∫
Σ

∇u · ∇v−
∫
Σ

V1 uv− λ

∫
Σ

uv.

Defina u1 := u− u0. Desta forma, para todo v ∈ H1
0(Σ),∫

Σ

∇u1 · ∇v−
∫
Σ

V1 u1v = λ

∫
Σ

u1v.

Logo (−∆− V1)u1 = λu1, isto é, u1 ∈ H1(λ). Assim

u = u0 + u1, u0 ∈ H1
0(Σ), u1 ∈ H1(λ).

Como λ /∈ σ(−∆D − V1), segue que H1
0(Σ) ∩H1(λ) = {0}, e portanto

H1(Σ) = H1
0(Σ)⊕H1(λ).

Seja V := {u|Γ : u ∈ H1(Ω)} ⊂ L2(∂Σ) o espaço de traços, que é um subespaço de L2(Γ).

Se λ ∈ R \ σ(−∆D − V1), então o operador de traço restrito a H1(λ), isto é, a aplicação

u ∈ H1(λ) 7→ u|∂Σ ∈ V , é linear e bijetiva pelo Lema 3.2. Definindo ∥u|Γ∥V := ∥u∥H1(Σ),

o espaço V torna-se um espaço de Hilbert. Segue do teorema do gráfico fechado que uma

escolha diferente de λ ∈ R \ σ(−∆D − V1) leva a uma norma equivalente em V . Como o

operador de traço é compacto de H1(Σ) em L2(∂Σ), segue que a inclusão de V em L2(Γ) é

compacta. O Teorema de Stone–Weierstrass implica que V é denso em L2(∂Σ).

Seja λ ∈ R \ σ(−∆D − V1). Definimos a aplicação bilinear aλ : V × V → R por

aλ(φ,ψ) :=
∫
Σ

∇u · ∇v−
∫
Σ

V1uv− λ

∫
Σ

uv−

∫
∂Σ

V2uv,

onde u, v ∈ H1(λ) tais que φ = u|Γ , ψ = v|Γ . Então aλ é claramente contínua e simétrica.
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Proposição 6. A forma aλ é elíptica e Dλ é o operador em L2(Γ) associado a aλ.

Demonstração. Para mostrar a elipticidade aplicamos o Lema 3.1, apresentado em [3],

ao mergulho compacto T : H1(λ) → L2(Σ), u 7→ u, e ao operador de traço S : H1(λ) →

L2(∂Σ), u 7→ u|∂Σ, o qual é injetivo em H1(λ). Dado 1 > δ > 0, encontramos c > 0 tal

que
∫
Σ
u2 ⩽ δ∥u∥2

H1 + c
∫
∂Σ
u2 para todo u ∈ H1(λ). Como ∥u∥2

H1 =
∫
Σ
|∇u|2 +

∫
Σ
u2,

segue que ∫
Σ

u2 ⩽
δ

1 − δ

∫
Σ

|∇u|2 + c

1 − δ

∫
∂Σ

u2.

Assim, dado ε > 0, existe c1 ⩾ 0 tal que∫
Σ

u2 ⩽ ε
∫
Σ

|∇u|2 + c1

∫
∂Σ

u2. (3.1)

para todo u ∈ H1(λ).

Seja ε > 0 tal que ε(|λ| + 1/2) = 1/2, com λ = λ + ||V1||L∞(Σ) e defina ω = c1(|λ| +

1/2) + ||V2||L∞(∂Σ)).

Por (3.1), obtemos

aλ(u|Γ ) +ω

∫
Γ

u2 =

∫
Σ

|∇u|2 −
∫
Σ

V1u
2 − λ

∫
Σ

u2 −

∫
∂Σ

V2u
2 +ω

∫
∂Σ

u2

⩾
∫
Σ

|∇u|2 − ||V1||L∞(Σ)

∫
Σ

u2 − λ

∫
Σ

u2 − ||V2||L∞(∂Σ)

∫
∂Σ

u2

+ ω

∫
∂Σ

u2

=

∫
Σ

|∇u|2 − (λ+ ||V1||L∞(Σ))

∫
Σ

u2 + (ω− ||V2||L∞(∂Σ))

∫
∂Σ

u2

=

∫
Σ

|∇u|2 − λ
∫
Σ

u2 +ω

∫
∂Σ

u2

⩾
∫
Σ

|∇u|2 + 1
2

∫
Σ

u2 − (|λ|+ 1/2)
∫
Σ

u2 +ω

∫
∂Σ

u2

⩾
∫
Σ

|∇u|2 + 1
2

∫
Σ

u2 − ε(|λ|+ 1/2)
∫
Σ

|∇u|2

−(|λ|+ 1/2)c1

∫
∂Σ

u2 +ω

∫
∂Σ

u2

= 1
2∥u∥

2
H1 .

para todo u ∈ H1(λ).

2. Seja B o operador em L2(∂Σ) que está associado a aλ. Queremos mostrar que

B = Dλ. Seja u ∈ H1(λ),b ∈ L2(∂Σ). Então u|∂Σ ∈ D(B) e Bu|∂Σ = b se, e somente se,

∫
Σ

∇u · ∇v−
∫
Σ

V1uv− λ

∫
Σ

uv−

∫
∂Σ

V2uv =

∫
∂Σ

bv (1.9)
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para todo v ∈ H1(λ) e u ∈ H1(λ).

a) Suponha que u|∂Σ ∈ D(B) e Bu|∂Σ = b. Note que para u ∈ H1(λ) = {u ∈ H1(Σ) :

−(∆+ V1)u = λu} e v ∈ H1
0(Σ) tem-se∫

Σ

∇u∇v−
∫
Σ

V1uv− λ

∫
Σ

uv−

∫
∂Σ

V2uv = 0 =

∫
∂Σ

bv,

onde usamos que −(∆+ V1)u = λu. Como H1
0(Σ)⊕H1(λ) = H1(Σ), segue que (1.9) vale

para todo v0 + vλ = v ∈ H1(Σ).

Agora, usando −(∆+ V1)u = λu em (1.9), vê-se que∫
∂Σ

(
∂

∂ν
− V2

)
uv = 0 =

∫
∂Σ

bv,

para todo v ∈ H1(Σ). Portanto,
(
∂
∂ν

− V2
)
u = b. Portanto u ∈ D(Dλ) e Dλu = Bu.

b) Reciprocamente, seja φ ∈ D(Dλ) e Dλφ = b. Então existe u ∈ H1(λ) = {u ∈

H1(Σ) : −(∆+ V1)u = λu} tal que u|∂Σ = φ e
(
∂
∂ν

− V2
)
u = b. Logo∫

Σ

∇u∇v−
∫
Σ

V1uv− λ

∫
Σ

uv−

∫
∂Σ

V2uv =

∫
Σ

∇u∇v+
∫
Σ

v∆u

−

∫
∂Σ

V2uv

=

∫
∂Σ

∂u

∂ν
v−

∫
∂Σ

V2uv

=

∫
∂Σ

v

(
∂

∂ν
− V2

)
u.

para todo v ∈ H1(Σ). Segue que φ ∈ D(B) e Bφ = b. □

Desta forma, o problema envolvendo funções potenciais possui espectro discreto tendendo

ao infinito, com autovalores podendo ser negativos.

Define-se o quociente de Rayleigh associado ao problema de autovalores acima da seguinte

forma:

R(u) =

∫
Σ

|∇gu|2dv−
∫
Σ

V1u
2dv−

∫
∂Σ

V2u
2dv∂Σ∫

∂Σ

u2dv∂Σ

, (1.10)

com u ∈ H1(Σ) e u|∂Σ ̸≡ 0.

Os autovalores em questão, σk, são então definidos via quociente de Rayleigh, como:

σk = inf
Gk+1

sup
u∈Gk+1\{0}

R(u), (1.11)

onde o ínfimo é tomado sobre subespaços (k+ 1)-dimensionais Gk+1 ⊂ H1(Σ) (Ver [39, 15]).
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Rigidez de hipersuperfícies capilares

Neste capítulo, inicialmente, obteremos estimativas para o volume e área do bordo de hi-

persuperfícies capilares cmc’s estáveis. Posteriormente, faremos resultados de rigidez para o

caso em que a hipersuperfície considerada é mínima, seguida do caso em que a mesma tem

curvatura média constante. Um passo crucial na demonstração dos resultados de rigidez é a

construção de uma folheação cmc em torno da hipersuperfície.

2.1 Estimativas de área

Nesta seção, obteremos estimativas para o volume e a área do bordo de hipersuperfícies capi-

lares cmc estáveis, envolvendo a curvatura escalar e a curvatura média do bordo da variedade

ambiente, bem como o invariante de Yamabe da hipersuperfície. Para o que segue, sendo

(Σn−1,g) ⊂ (Mn,g) uma hipersuperfície imersa com métrica induzida g, denotaremos o vo-

lume de Σ por Vol(Σ) e a área de ∂Σ por Area(∂Σ), onde estamos considerando as medidas

de Hausdorff (n− 1)-dimensional e (n− 2)-dimensional, respectivamente.

Teorema 9. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja Σn−1

uma hipersuperfície cmc capilar com ângulo de contato θ ∈ (0,π), compacta, propriamente

imersa em M, 2-lados e estável.

i) Suponha que H∂M +H cos θ ⩾ 0, inf RM + n
n−1H

2 < 0 e σ1,0(Σ,∂Σ) < 0. Então, a

área de Σ satisfaz

A(Σ)
2
n−1 ⩾

Q1,0
g (Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 ⩾
σ1,0(Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 . (2.1)

33
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ii) Suponha que RM + n
n−1H

2 ⩾ 0, inf H∂M +H cos θ < 0 e σ0,1(Σ,∂Σ) < 0. Então, a

área de ∂Σ satisfaz

A(∂Σ)
1
n−2 ⩾

sin θ
2

Q0,1
g (Σ,∂Σ)

inf H∂M +H cos θ
⩾

sin θ
2

σ0,1(Σ,∂Σ)
inf H∂M +H cos θ

. (2.2)

Demonstração. Provemos inicialmente o caso i). Pela desigualdade de Newton e equação

de Gauss nós temos

Ric(N,N) + |A|2 ⩾
1
2

(
RM − Rg +

n

n− 1
H2
)

.

Usando o fato que Σn−1 é estável e o Lema 2, para φ ∈ C∞
+ (Σ) obtemos

0 ⩽ Q(φ,φ)

=

∫
Σ

||∇φ||2 − (Ric(N,N) + |A|2)φ2 −

∫
∂Σ

(
1

sin θ
II∂M(v, v) + (cot θ)A(v, v)

)
φ2

⩽
∫
Σ

||∇φ||2 − 1
2

∫
Σ

(RM − Rg +
n

n− 1
H2)φ2 −

∫
∂Σ

(
1

sin θ
H∂M +H cot θ− kg

)
φ2.

Multiplicando a expressão acima por dois e reorganizando, obtemos

0 ⩽
∫
Σ

(2||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2 −

∫
Σ

(
n

n− 1
H2 + RM

)
φ2 (2.3)

−

∫
∂Σ

2
sin θ

(H∂M +H cos θ)φ2.

Daí, como an =
4(n− 2)
n− 3

> 2 para n ⩾ 4 e H∂M +H cos θ ⩾ 0, chegamos em∫
Σ

(
inf RM +

n

n− 1
H2
)
φ2 ⩽

∫
Σ

(an||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2. (2.4)

Pela desigualdade de Hölder é fácil ver que∫
Σ

φ2 ⩽ A(Σ)
2
n−1

(∫
Σ

φ
2(n−1)
n−3

)n−3
n−1

. (2.5)

Sendo inf RM + n
n−1H

2 < 0, por (2.4) e (2.5) obtemos(
inf RM +

n

n− 1
H2
)
A(Σ)

2
n−1

(∫
Σ

φ
2(n−1)
n−3

)n−3
n−1

⩽
∫
Σ

(
inf RM +

n

n− 1
H2
)
φ2

⩽
∫
Σ

(an||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2.

Assim, (
inf RM +

n

n− 1
H2
)
A(Σ)

2
n−1 ⩽ Q1,0

g (φ).
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Desta forma,

A(Σ)
2
n−1 ⩾

Q1,0
g (Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 ⩾
σ1,0(Σ,∂Σ)

inf RM + n
n−1H

2 .

Para o item ii), seguindo os mesmos passos do caso i), temos

0 ⩽
∫
Σ

(2||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2 −

∫
Σ

(
n

n− 1
H2 + RM

)
φ2

−

∫
∂Σ

2
sin θ

(H∂M +H cos θ)φ2.

Como an =
4(n− 2)
n− 3

> 2, para n ⩾ 4 e RM + n
n−1H

2 ⩾ 0, obtemos

2
sin θ

(
inf H∂M +H cos θ

) ∫
∂Σ

φ2 ⩽
∫
Σ

(2||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2. (2.6)

Pela desigualdade de Hölder∫
∂Σ

φ2 ⩽ A(∂Σ)
1
n−2

(∫
∂Σ

φ
2(n−2)
n−3

)n−3
n−2

. (2.7)

Como inf H∂M +H cos θ < 0, por (2.6) e por (2.7) obtemos

2
sin θ

(
inf H∂M +H cos θ

)
A(∂Σ)

1
n−2

(∫
∂Σ

φ
2(n−2)
n−3

)n−3
n−2

⩽

2
sin θ

(
inf H∂M +H cos θ

) ∫
∂Σ

φ2 ⩽
∫
Σ

(an||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2.

Assim

2
sin θ

(
inf H∂M +H cos θ

)
A(∂Σ)

1
n−2 ⩽ Q0,1

g (φ).

Portanto,

A(∂Σ)
1
n−2 ⩾

sin θ
2

Q0,1
g (Σ,∂Σ)

inf H∂M +H cos θ
⩾

sin θ
2

σ0,1(Σ,∂Σ)
inf H∂M +H cos θ

. (2.8)

Quando Σ é uma hipersuperfície mínima, obtemos o seguinte resultado:

Corolário 1. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo não vazio ∂Mn

e seja Σn−1 ⊂Mn uma hipersuperfície mínima capilar com ângulo de contato θ ∈ (0,π),

compacta, propriamente imersa, 2-lados e estável.

i) Suponha que H∂M ⩾ 0 e inf RM < 0. Então, se σ1,0(Σ,∂Σ) < 0 , a área de Σ

satisfaz

A(Σ)
2
n−1 ⩾

Q1,0
g (Σ,∂Σ)
inf RM

⩾
σ1,0(Σ,∂Σ)

inf RM
.
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ii) Suponha que RM ⩾ 0 e inf H∂M < 0. Então, se σ0,1(Σ,∂Σ) < 0, a área de ∂Σ

satisfaz

A(∂Σ)
1
n−2 ⩾

sin θ
2
Q0,1
g (Σ,∂Σ)
inf H∂M

⩾
sin θ

2
σ0,1(Σ,∂Σ)
inf H∂M

.

2.2 Rigidez de hipersuperfícies capilares

Nosso objetivo principal nesta seção é demonstrar os teoremas de splitting local para hiper-

superfícies capilares cmc, a saber, os Teoremas 2 e 3 enunciados na Introdução. Além disso,

para demonstrá-los, precisaremos construir uma folheação cmc em torno de Σ, construção

essa, dada pela Proposição 9.

Inicialmente, mostraremos que Σ é infinitesimalmente rígida se estivermos sob as condições

do Teorema 10.

Proposição 7. Assuma que H∂M +H cos θ ⩾ 0, σ1,0(Σ,∂Σ) < 0, inf RM + n
n−1H

2 < 0 e

que vale a igualdade em (2.1), isto é,

A(Σ)
2
n−1 =

σ1,0(Σ,∂Σ)
inf RM + n

n−1H
2 . (2.9)

Então Σ é infinitesimalmente rígida, II∂M(v, v)+A(v, v) cos θ ao longo de ∂Σ e a métrica

induzida em Σ é Einstein com bordo totalmente geodésico ∂Σ.

Demonstração. A hipótese σ1,0(Σ,∂Σ) < 0 < Q1,0
g (Sn−1

+ ,∂Sn−1
+ ) garante a existência de

uma solução para o problema de Yamabe, isto é, existe φ = φmin > 0 para o qual

Q1,0
g (Σ,∂Σ) é atingido (veja Seção 1.3 ou [20]). Desta forma, todas as desigualdades na

demonstração do item i) do Teorema 9 são igualdades, e assim teremos que RM = inf RM,

|A|2 = H2

n−1 (Σ totalmente umbílica), H∂M + H cos θ = 0 ao longo de ∂Σ. Além disso,

como an > 2, ||∇φmin||2 = 0. Logo, φmin é constante.

Considere o problema abaixo
−∆Σϕ− (Ric(N,N) + |A|2)ϕ = λϕ em Σ,

∂ϕ

∂ν
= qϕ em ∂Σ,

(2.10)

onde

q =
1

sin θ
II∂M(v, v) + (cot θ)A(v, v).
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Multiplicando a primeira equação em (3.5) por ϕ e depois integrando, obtemos∫
Σ

−ϕ∆Σϕ− (Ric(N,N) + ||A||2)ϕ2 = λ

∫
Σ

ϕ2.

Integrando por partes,∫
Σ

||∇ϕ||2 −
∫
∂Σ

ϕ
∂ϕ

∂ν
−

∫
Σ

(Ric(N,N) + ||A||2)φ2 = λ

∫
Σ

ϕ2.

Pela segunda equação em (3.5) segue que∫
Σ

||∇ϕ||2 −
∫
Σ

(Ric(N,N) + ||A||2)ϕ2 −

∫
∂Σ

qϕ2 = λ

∫
Σ

ϕ2.

A caracterização variacional do primeiro autovalor nos diz que

λ1 = inf∫
Σϕ

2dσ=1

(∫
Σ

||∇ϕ||2 −
∫
Σ

(Ric(N,N) + ||A||2)ϕ2 −

∫
∂Σ

qϕ2
)

.

Desta forma, como vale a igualdade em (2.1) e Σ é estável, concluímos que

Q(φmin,φmin) =

∫
Σ

||∇φmin||2 −
∫
Σ

(Ric(N,N) + ||A||2)φ2
min −

∫
∂Σ

qφ2
min = 0.

Daí, temos que λ1 = Q(φmin,φmin) = 0 e φmin satisfaz o problema (3.5). Segue que

Ric(N,N) = − H2

n−1 e II∂M(v, v) = −A(v, v) cos θ = 0 ao longo de ∂Σ. Além disso, como

1
sin θ

II∂M(v, v) + (cot θ)A(v, v) = 0,

temos

kg = H∂M +H cos θ−
(

1
sin θ

II∂M(v, v) + cot θ)A(v, v)
)

= 0,

e assim a fronteira ∂Σ é uma hipersuperfície mínima. A métrica g ser Einstein com bordo

totalmente geodésico, segue da Proposição 1 em [8].

Agora estabelecemos a rigidez infinitesimal de Σ sob as hipóteses do Teorema 11.

Proposição 8. Se H∂M + H cos θ ⩾ 0, σ1,0(Σ,∂Σ) ⩽ 0 e RM +
n

n− 1
H2 ⩾ 0, então Σ

é infinitesimalmente rígida, II∂M(ν,ν) +A(ν,ν) cos θ = 0 ao longo de ∂Σ, σ1,0(Σ,∂Σ) =

0, e ∂Σ tem curvatura média nula. Além disso, Σ é Ricci plana com bordo totalmente

geodésico com respeito à métrica induzida.

Demonstração. Substituindo as hipóteses na desigualdade (2.3), obtemos

0 ⩽
∫
Σ

(2||∇φ||2 + Rgφ2) +

∫
∂Σ

2kgφ2.
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É fácil concluir que

0 ⩽ Q1,0
g (Σ,∂Σ) ⩽ σ1,0(Σ,∂Σ) ⩽ 0. (2.11)

Novamente, pela resolução do problema de Yamabe (veja Seção 1.3), existe φ =

φmin > 0 para o qual Q1,0
g (Σ,∂Σ) é atingido. Então, como vale a igualdade em (2.11),

claramente teremos RM = n
n−1H

2, H∂M = −H cos θ ao longo de ∂Σ e Σ é totalmente um-

bílica. Novamente teremos que φ = φmin é constante. Então usando o mesmo problema

de autovalor usado na Proposição 7, obtemos Ric(N,N) = − H2

n−1 em Σ, II∂M(v, v) +

A(v, v) cos θ = 0 em ∂Σ e kg = 0.

Observe agora que, pela equação de Gauss

Rg = RM +H2 − |A|2 − 2Ric(N,N) = 0.

Como na proposição 7, a métrica g é Einstein com bordo totalmente geodésico e desta

forma, como o Ricci de Σ é um múltiplo da curvatura escalar, é direto de Σ é Ricci

plana.

Um teorema de construção de uma folheação se faz necessário para o que segue. Para isso

necessitaremos de dois lemas importantes.

Lema 5. Seja Mn uma variedade Riemanniana com bordo não vazio e φ : Σn−1 →Mn

um mergulho próprio 2-lados de uma hipersuperfície com bordo não vazio. Considere

Φ : (−ϵ, ϵ)× Σ→M uma variação própria de φ. A função lapso ρt satisfaz
∂Ht

∂t
= ∆Σρt + (Ric(Nt,Nt) + |At|

2)ρt − dHt(ξ
⊥
Φ,t) em Σt,

∂(cos θt)
∂t

= −(sin θt)
∂ρt

∂νt
+ (cos θt)A(vt, vt)ρt + II∂M(νt,νt)ρt + dθt(Wt) em ∂Σt,

onde ξ⊥Φ,t é a projeção ortogonal de ξΦ,t em TΣt.

Demonstração. Veja [35].

Corolário 2. Seja (Σt)t∈(−ϵ,ϵ) uma família de hipersuperfícies capilares de curvatura

média constante e ângulo de contato θ ∈ (0,π). A função lapso ρt satisfaz
∂Ht

∂t
= ∆Σρt + (Ric(Nt,Nt) + |At|

2)ρt em Σt,

∂ρt

∂νt
=

(
1

sin θ
II∂M(νt,νt) + (cot θ)A(vt, vt)

)
ρt em ∂Σt,

(2.12)

onde ξ⊥Φ,t é a projeção ortogonal de ξΦ,t em TΣt.
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Demonstração. Veja [35].

Lema 6. Seja α ∈ (0, 1), f ∈ C0,α(Σ) e g ∈ C1,α(Σ) tal que∫
Σ

f =

∫
∂Σ

g.

Então existe uma única solução u ∈ C2,α(Σ) para o problema


∆Σu = f em Σ,

∂u

∂ν
= g em ∂Σ,

na classe

C =

{
u ∈ C2,α(Σ) :

∫
Σ

u = 0
}

.

Demonstração. Veja [42, Teorema 3.15].

Para a proposição seguinte adaptada de E. Longa [37], considere Z um campo de vetores

ao longo de Σ tal que g(Z,N) = 1, com Z tangente a ∂M ao longo de ∂Σ. Sem perda

de generalidade considere Z como sendo uma extensão à M onde Z ∈ T∂M. Além disso,

considere ϕ(x, t) o fluxo local de Z.

Proposição 9. Seja Mn uma variedade Riemanniana com bordo não vazio. Assuma que

Mn contém uma hipersuperfície mínima capilar propriamente mergulhada Σ tal que H∂M

e RM são limitadas inferiormente. Se Σ é infinitesimalmente rígida, então existem ε > 0

e uma função suave µ : (−ε, ε)× Σ→ R tal que

Σt := {ϕ(µ(t, x) + t, x) : x ∈ Σ}

é uma família de hipersuperfícies capilares com curvatura média constante. Além disso,

µ(0, x) = 0,
∂µ

∂t
(0, x) = 0 e

∫
Σ

µ(t, .) = 0 para todo x ∈ Σ e t ∈ (−ε, ε).

Demonstração. Seja En = {u ∈ Cn,α(Σ) :

∫
Σ

u = 0} um espaço de Banach com expoente

de Hölder α ∈ (0, 1) para cada n ∈ N. Dada uma função u ∈ C2,α(Σ) considere

Σu = {ϕ(u(x), x) : x ∈ Σ}.

Se a norma de u for pequena, Σu é uma hipersuperfície propriamente mergulhada em M.

Para Σu tome Nu como sendo o campo normal unitário de Σu, Zu = Z|∂Σ e H(u) é a

curvatura média de Σu. Agora, para τ > 0 e δ > 0 defina a aplicação

Ψ : (−τ, τ)× (Bδ(0) ∩ E2) → E0 × C1,α(∂Σ),



Capítulo 2. Hipersuperfícies capilares 40

dada por

Ψ(t,u) =
(
H(t+ u) −

1
vol(Σ)

∫
Σ

H(t+ u)dσ,g(Nt+u,Nt+u) − cos θ
)

,

onde Bδ(0) = {u ∈ C2,α(Σ) : ||u||2,α < δ} denota a bola aberta de raio δ centrada na

origem de E2 . Observe que Ψ(0, 0) = 0, uma vez que Σ é mínima capilar.

Mostraremos que (Dψ)(0,0) é um isomorfismo quando restrito a {0} × E2. De fato,

considere agora a aplicação Φ : (−τ, τ)× Σ→M definida por Φ(t, ·) = ϕ(tv(·), ·), onde

a mesma é uma variação para cada v ∈ E2, cujo campo variacional é dado por

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
Φ =

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
ϕ(tv(x), x) =

∂ϕ

∂t
(0, x) · v(x) = v(x)N(x).

Calculemos DΨ(0,0)(0, v) para cada v ∈ E2. Note que o Lema 5 nos dar que

d

ds
H(sv) = ∆Σv+ (Ric(N,N) + |A|2)v = ∆Σv,

uma vez que Σ é infinitesimalmente rígida, sabemos que Ric(N,N) = 0 e |A|2 = 0.

DΨ(0,0)(0, v) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

Ψ(0, sv)

=
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

(
H(sv) −

1
vol(Σ)

∫
Σ

H(sv)dσ,g(Nsv,Nsv) − cos θ
)

=

(
∆Σv−

1
vol(Σ)

∫
Σ

∆Σv dσ,−(sin θ)
∂v

∂ν

)
=

(
∆Σv−

1
vol(Σ)

∫
∂Σ

∂v

∂ν
dσ,−(sin θ)

∂v

∂ν

)
.

Mostremos que DΨ(0,0) é sobrejetiva. Dado (w, z) ∈ E0 × C1,α(∂Σ) considere o pro-

blema dado por 
∆Σv = w−

1
vol(Σ)

∫
∂Σ

z

sin θ
dσ em Σ,

∂v

∂ν
= −

z

sin θ
em ∂Σ.

(2.13)

Observe que∫
Σ

(
w−

1
vol(Σ)

∫
∂Σ

z

sin θ
dσ

)
=

∫
Σ

w dσ−

∫
∂Σ

z

sin θ
dσ =

∫
∂Σ

−
z

sin θ
dσ.

Desta forma, pelo Lema 6 existe uma única função γ solução do problema (2.13). Assim,

DΨ(0,0)(0,γ) = (w, z). Para a injetividade mostraremos que o núcleo deDΨ(0,0) é formado
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apenas pelo vetor nulo. De fato, o núcleo de tal operador é dado pelos vetores que

satisfazem o sistema 
∆Σv−

1
vol(Σ)

∫
∂Σ

∂v

∂ν
dσ = 0 em Σ,

−(sin θ)
∂v

∂ν
= 0 em ∂Σ,

ou ainda, 
∆Σv = 0 em Σ,
∂v

∂ν
= 0 em ∂Σ.

Como v satisfaz a equação de Neumann homogênea, então ela é constante e desta forma,

v = 0, uma vez que v ∈ E2, onde as funções tem média nula. Portanto, como DΨ(0,0) é

linear bijetivo, então é um isomorfismo quando restrito a {0}× E2.

Pelo teorema da função implícita, existe ε > 0 e uma função suave t ∈ (−ϵ, ϵ) 7→

µ(t)(x) ∈ Bδ(0) ∩ E2, onde

µ(0)(x) = µ(0, x) = 0 e Ψ(t,µ(t)) = Ψ(0, 0) = (0, 0).

Considere então a aplicação dada por

G(t, x) = ϕ(µ(t, x) + t, x),

onde o campo variacional é dado por

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
G(t, x) =

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
ϕ(µ(t, x) + t), x)

=
∂ϕ

∂t
(0, x)

(
1 +

∂µ

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
=

(
1 +

∂µ

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
Z(x).

Como

(0, 0) = Ψ(t,u(t)) (2.14)

=

(
H(t+ µ(t)) −

1
vol(Σ

∫
Σ

H(t+ µ(t))dσ,g(Nt+µ(t),Nt+µ(t)) − cos θ
)

,

segue que Σt é uma hipersuperfície capilar com curvatura média constante para todo

t ∈ (−ε, ε).
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Tome agora w : (−ε, ε)×Σ→ R, dada por w(t, x) = µ(t, x)+ t. Derivando (2.14) em

t = 0, obtemos:

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
Ψ =

∆Σ( ∂w∂t
∣∣∣∣
t=0

)
−

1
vol(Σ)

∫
Σ

∂

(
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
∂ν

dσ,−(sin θ)
∂

(
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
∂ν


= (0, 0).

Daí, segue que
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

satisfaz o problema de Neumann homogêneo, ou seja,
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

é

constante.

Agora, como µ(t, ·) ∈ E2 então∫
Σ

(w(t, x) − t)dσ =

∫
Σ

µ(t, x)dσ = 0.

Derivando a expressão acima obtemos∫
Σ

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0
dσ = vol(Σ),

o que nos diz que
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 1 e assim, como w(t, x) = µ(t, x) + t, teremos
∂µ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Logo é direto que

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0
G(t, x) =

(
∂µ

∂t

∣∣∣∣
t=0

+ 1
)
Z(x) = N(x).

Reduzindo ε, se necessário, segue o resultado.

O Lema abaixo é de grande importancia para a demonstração do Teorema 10.

Lema 7 (Lema de Gronwall - Forma diferencial). Sejam µ, : (−ε, ε) → R diferenciável,

β : (−ε, ε) → R contínua e t0 ∈ (−ε, ε), satisfazendo

µ ′(t) ⩽ β(t)µ(t),

para todo t ∈ (−ε, ε). Então

µ(t) ⩽ µ(t0) exp
(∫ t
t0

β(s)ds

)
,

para todo t ∈ (t0, ε).

Demonstração. Defina

x(t) = exp
(∫ t
t0

β(s)ds

)
, t > t0.
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Observe que x ′(t) = β(t)x(t), onde x(t0) = 1 e x(t) > 0, para todo t ∈ (t0, ε). Desta

forma,
d

dt

µ(t)

x(t)
=
µ ′(t) − β(t)µ(t)

x2(t)
⩽ 0.

Segue que
µ(t)

x(t)
é não crescente, e portanto

µ(t)

x(t)
⩽
µ(t0)

x(t0)
= µ(t0), ∀t > t0.

Observação 1. Veja que se t < t0, obteríamos que

µ(t)

x(t)
⩾
µ(t0)

x(t0)
= µ(t0), ∀t < t0.

Agora daremos a demonstração do Teorema 10.

Teorema 10. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja

Σn−1 uma hipersuperfície 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M, com

ângulo de contato θ ∈ (0,π), tal que H∂M + H cos θ ⩾ 0. Se inf RM +
n

n− 1
H2 < 0,

σ1,0(Σ,∂Σ) < 0, e a igualdade ocorre em (2.1), então Σ é uma hipersuperfície mínima

com bordo livre, infinitesimalmente rígida e existe uma vizinhança de Σ em M isométrica

a (−ε, ε) × Σ, dotada da métrica dt2 + g, onde g é a métrica induzida em Σ, a qual é

Einstein com bordo totalmente geodésico ∂Σ.

Demonstração. A proposição 7 mostra que Σ é infinitesimalmente rígida, e então, pela

proposição 9 podemos considerar uma folheação local por hipersuperfícies cmc capilares

Σt para t ∈ (−ε, ε), com ε suficientemente pequeno.

Pelo Corolário 2 a função lapso satisfaz


H ′(t) = ∆Σρt + (Ric(Nt,Nt) + |At|

2)ρt em Σt,

∂ρt

∂νt
=

(
1

sin θ
II∂M(νt,νt) + (cot θ)At(vt, vt)

)
ρt em ∂Σt.

Pela equação de Gauss e usando a desigualdade de Newton

Ric(Nt,Nt) + |A|2 ⩾
1
2

(
RMt − Rt +

n

n− 1
H(t)2

)
.

Substituindo na primeira equação, dividindo por ρt e multiplicando por 2, obtemos

2H ′(t)ρ−1
t ⩾ 2ρ−1

t ∆Σρt + R
M
t − Rt +

n

n− 1
H(t)2. (2.15)
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Denote por gt a métrica induzida em Σt. A solução do problema de Yamabe com

bordo (veja Seção 1.3) garante que para cada t ∈ (−ϵ, ϵ) existe uma métrica g̃t = u
4
n−3
t gt

com curvatura escalar constante igual a inf RM e bordo sendo uma hipersuperfície mínima.

Seja ut uma função positiva em Σt satisfazendo g̃t = u
4
n−3
t gt, onde a constante de Yamabe

é atingida.

Multiplicando (2.15) por u2
t e integrando, obtemos

2
∫
Σt

H ′(t)ρ−1
t u

2
t ⩾

∫
Σt

2ρ−1
t u

2
t∆Σρt +

∫
Σt

(
RMt +

n

n− 1
H(t)2

)
u2
t −

∫
Σt

u2
tRt (2.16)

= 2
∫
Σt

ρ−1
t u

2
t∆Σρt +

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t −

∫
Σt

u2
tRt.

Pelo teorema da divergência∫
Σt

ρ−1
t u

2
t∆Σρt +

∫
Σt

⟨∇(ρ−1
t u

2
t),∇ρt⟩ =

∫
∂Σt

ρ−1
t u

2
t

∂ρt

∂νt
,

ou seja,∫
Σt

ρ−1
t u

2
t∆Σρt =

∫
Σt

ρ−2
t u

2
t||∇ρt||2 − 2ρ−1

t ut⟨∇ut,∇ρt⟩+
∫
∂Σt

ρ−1
t u

2
t

∂ρt

∂νt
.

Substituindo em (2.16) e sabendo que Σt tem curvatura média constante, obtemos

2H ′(t)

∫
Σt

ρ−1
t u

2
t ⩾ 2

(∫
Σt

ρ−2
t u

2
t||∇ρt||2 − 2ρ−1

t ut⟨∇ut,∇ρt⟩+
∫
∂Σt

ρ−1
t u

2
t

∂ρt

∂νt

)

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t −

∫
Σt

u2
tRt (2.17)

Pela desigualdade de Young com ϵ tomando ϵ(t) = ρt
ut

, obtemos

2⟨∇ut,∇ρt⟩ ⩽ ||∇ut||2
ρt

ut
+ ||∇ρt||2

ut

ρt
.

Assim,

−||∇ut||2 ⩽ ||∇ρt||2
u2
t

ρ2
t

− 2
ut

ρt
⟨∇ut,∇ρt⟩. (2.18)

Utilizando o Lema 2, a equação (2.12) e substituindo (2.18) em (2.17), obtemos

2H ′(t)

∫
Σt

ρ−1
t u

2
t ⩾ −2

∫
Σt

||∇ut||2 + 2
∫
∂Σt

u2
t

(
1

sin θ
II∂M(ν,ν) + (cot θ)A(vt, vt)

)

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t −

∫
Σt

u2
tRt

= −

[∫
Σt

(2||∇ut||2 + u2
tRtdσt) + 2

∫
∂Σt

u2
tkt

]
+

2
sin θ

∫
∂Σt

u2
tH
∂M
t

+
2

sin θ

∫
∂Σt

(
H∂Mt +H(t) cos θ

)
u2
t +

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t.
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Como an = 4(n−2)
n−3 > 2 para n ⩾ 4, então

2H ′(t)

∫
Σt

ρ−1
t u

2
t ⩾ −

[∫
Σt

an||∇ut||2 + u2
tRtdσt + 2

∫
∂Σt

u2
tkt

]

+
2

sin θ

∫
∂Σt

(
H∂Mt +H(t) cos θ

)
u2
t +

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t.

Desde que H∂M ⩾ −H cos θ, obtemos

2H ′(t)

∫
Σt

ρ−1
t u

2
t ⩾ −

[∫
Σt

an||∇ut||2 + u2
tRtdσt + 2

∫
∂Σt

u2
tkt

]
+

2
sin θ

∫
∂Σt

(−H cos θ+H(t) cos θ)u2
t

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t

= −

[∫
Σt

an||∇ut||2 + u2
tRtdσt + 2

∫
∂Σt

u2
tkt

]

+ 2 (H(t) −H) cot θ
∫
∂Σt

u2
t +

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t,

e desta forma

H ′(t)ψ1(t) ⩾ −

∫
Σt

an||∇ut||2 + u2
tRtdσt + 2

∫
∂Σt

u2
tkt(∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

)n−3
n−1

+

2 (H(t) −H) cot θ
∫
∂Σt

u2
t(∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

)n−3
n−1

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

) ∫
Σt

u2
t(∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

)n−3
n−1

,

onde

ψ1(t) =

2
∫
Σt

ρ−1
t u

2
t(∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

)n−3
n−1

.

Tomando ψ2(t) =

2

∫
∂Σt

u2
t∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

n−3
n−1

e ψ3(t) =

∫
Σt

u2
t∫

Σt

u
2(n−1)
n−3
t dσt

n−3
n−1

⩽ A(Σt)
2
n−1 ,

obtemos

H ′(t)ψ1(t) ⩾ −Q1,0(ut) +ψ2(t) (H(t) −H) cot θ (2.19)

+ ψ3(t)

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

)
.
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Assuma que inf RM + n
n−1H

2 < 0. Suponhamos que valha a igualdade em (2.1), isto é,

A(Σ)
2
n−1 =

σ1,0(Σ,∂Σ)
inf RM + n

n−1H
2 . (2.20)

Nós temos que

H ′(t)ψ1(t) ⩾ −Q1,0(ut) +ψ2(t) (H(t) −H) cot θ+ψ3(t)

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

)
⩾ −σ1,0(Σ,∂Σ) +ψ2(t) (H(t) −H) cot θ

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

)
A(Σt)

2
n−1

= −

(
inf RM +

n

n− 1
H2
)
A(Σ)

2
n−1 +ψ2(t) (H(t) −H) cot θ

+

(
inf RM +

n

n− 1
H(t)2

)
A(Σt)

2
n−1

=

(
inf RM +

n

n− 1
H2
)
(A(Σt)

2
n−1 −A(Σ)

2
n−1 ) +ψ2(t) (H(t) −H) cot θ

+
n

n− 1
(
H(t)2 −H2)A(Σt) 2

n−1

Por outro lado,

A(Σt)
2
n−1 −A(Σ)

2
n−1 =

2
n− 1

∫ t
0

(
d

ds
A(Σs)

)
A(Σs)

3−n
n−1ds

= −
2

n− 1

∫ t
0
A(Σs)

3−n
n−1

(
H(s)

(∫
Σ

ρ(s)

)
+ cot θ

(∫
∂Σ

ρ(s)

))
,

e assim podemos reescrever nossa estimativa como sendo

H ′(t)ψ1(t) ⩾ −
2

n− 1

(
inf RM +

n

n− 1
H2
) ∫ t

0
(H(s)ξ(s) + η(s) cot θ)ds

+ψ2(t)(H(t) −H) cot θ+
n

n− 1
(H(t)2 −H2)A(Σt)

2
n−1 .

onde

ξ(s) = A(Σs)
3−n
n−1

∫
Σ

ρs e η(s) = A(Σs)
3−n
n−1

∫
∂Σ

ρs.

Agora, uma vez que a função lapso pode ser assumida positiva, podemos concluir que

H ′(t) ⩾

[
R0(t)

∫ t
0
η(s)ds+ R1(t)(H(t) −H)

]
cot θ+ R2(t)(H(t)

2 −H2), (2.21)

com

R0(t) = −
2

(n− 1)ψ1(t)

(
inf RM +

n

n− 1
H2
)

, R1(t) =
ψ2(t)

ψ1(t)
,
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e

R2(t) =
n

(n− 1)ψ1(t)
A(Σt)

2
n−1 .

Suponha que H > 0. Observe primeiro que H ′(0) ⩾ 0. Se H ′(0) > 0, então H(t) > H

para t positivo pequeno e pela primeira variação do funcional J obtemos

J(t) − J(0) =
∫ t
0
(H−H(s))

(∫
Σ

ρ(s)

)
ds < 0, (2.22)

o que contradiz o fato de que Σ é J-minimizante. Então H ′(0) = 0. Seja

g(t) =

[
R0(t)

∫ t
0
η(s)ds+ R1(t)(H(t) −H)

]
cot θ+ R2(t)(H(t)

2 −H2).

Derivando g(t), obtemos

g ′(t) =

[
R ′

0(t)

∫ t
0
η(s)ds+ η(s)R0(t) + R

′
1(t)(H(t) −H) +H

′(t)R1(t)

]
cot θ

+ R ′
2(t)(H(t)

2 −H2) + 2H ′(t)H(t)R2(t).

Sabendo que g(0) = 0, é verdade que

H ′(t) −H ′(0)
t

⩾
g(t) − g(0)

t
,

e desta forma,

H ′′(0) ⩾ g ′(0) = R0(0)η(0) cot θ.

Se H ′′(0) > 0, então H ′(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno, ou seja, H(t) seria

crescente, o que contradiz o fato de que Σ minimiza o funcional J. De forma seme-

lhante, se H ′′(0) < 0, então deduzimos que H ′(t) > 0 e H(t) seria crescente para t < 0

suficientemente pequeno, e chegamos à mesma contradição. Portanto, Σ deve ser uma

hipersuperfície com bordo livre. Assim, a desigualdade (2.21) reduz-se a

H ′(t) ⩾ R2(t)(H(t)
2 −H2).

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema 7) à função u(t) = H−H(t), obtemos

H(t) −H ⩾ (H(s) −H) exp
(∫ t
s

R2(τ)(H(τ) +H)dτ

)
,

para s < t. No entanto, H(0) = H implica que H(t) ⩾ H para t > 0 e H(t) ⩽ H para

t < 0, ou seja, J(t) ⩽ J(0), para todo t ∈ (−ε, ε) e J(t) = J(0) para todo t ∈ (−ε, ε)

devido ao fato de que Σ é minimizante para J. Portanto, H(t) ≡ H e cada Σt é uma
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hipersuperfície capilar estável de curvatura média constante. Por outro lado, aplicando o

Teorema 9, devemos ter

0 ⩽ A(Σt) −A(Σ) =
∫ t
0

d

ds
A(Σs)ds = −H

∫ t
0

(∫
Σ

ρ(s)ds

)
ds,

o que significa que H ⩽ 0, o que contradiz o fato de que H > 0. Se H = 0, também

concluimos que Σ é de bordo livre, e o resultado segue diretamente de [8, Thm.2].

Estamos prontos para demonstrar o Teorema 3, reescrito abaixo.

Teorema 11. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ⩾ 4) com bordo ∂M. Seja

Σn−1 uma hipersuperfície 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M com

ângulo de contato θ ∈ (0,π), tal que H∂M + H cos θ ⩾ 0. Se RM +
n

n− 1
H2 ⩾ 0 e

σ1,0(Σ,∂Σ) ⩽ 0, então Σ é uma hipersuperfície cmc capilar de curvatura média constante

infinitesimalmente rígida e existe uma vizinhança de Σ em M isométrica a (−ϵ, ϵ) × Σ,

munida da métrica dt2 + e−2Htg, onde g é a métrica induzida em Σ, a qual é Ricci plana

com bordo totalmente geodésico ∂Σ.

Demonstração. A proposição 7 mostra que Σ é infinitesimalmente rígida, e então, pela

proposição 8 podemos considerar uma folheação local por hipersuperfícies cmc capilares

Σt para t ∈ (−ε, ε), com ε > 0 suficientemente pequeno. Seguindo os mesmos passos da

demonstração do Teorema 10, sendo inf RM+ n
n−1H

2 ⩾ 0 e σ0,1(Σ,∂Σ) ⩽ 0, a desigualdade

em 2.19 se reduz a

H ′(t)ψ1(t) ⩾ ψ2(t) (H(t) −H) cot θ.

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema 7) para função u(t) = H−H(t), nós obtemos

H(t) −H ⩾ (H(s) −H) exp
(

cot θ
∫ t
s

ψ2(τ)

ψ1(τ)
dτ

)
,

para s < t. Como na demonstração do Teorema 10, segue da propriedade de minimização

de Σ que H(t) ≡ H e J(t) = J(0) para todo t ∈ (−ε, ε). Assim, cada Σt é uma hipersu-

perfície capilar de curvatura média constante estável. Aplicando a Proposição 8 para Σt,

concluímos que elas também são infinitesimalmente rígidas. Segue do Corolário 2 que ρt

satisfaz o seguinte problema de Neumann homogêneo
∆Σtρt = 0 em Σt,
∂ρt

∂νt
= 0 em ∂Σt.
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Portanto, ρt é constante e, sem perda de generalidade, podemos assumir ρt = 1. Assim, a

menos de isometria, podemos escrever a métrica deM, em uma vizinhança suficientemente

pequena de Σ, como g = dt2 + gt. Como Σt é totalmente umbílica, por [[28],Lema 7.4],

a métrica gt satisfaz a seguinte equação de evolução.

∂

∂t
gij(t) = −2Hρtgij(t).

Portanto, gt = e−2Htg para todo t ∈ (−ε, ε). Isso conclui a demonstração.



Capítulo 3

Estimativas Superiores para o Espectro

de Steklov

Neste capítulo, obteremos desigualdades envolvendo os autovalores associados a problemas

do tipo Steklov e Schrödinger-Steklov em termos do volume conforme relativo de uma sub-

variedade compacta com bordo, Σ, imersa conformemente na bola. Ademais, discutiremos

um resultado de extremização do tipo Hersch e obteremos uma estimativa inferior para a

quantidade de autovalores negativos associados a este tipo de problema.

3.1 Construção das funções testes

Nesta seção, focaremos na construção das funções teste para o quociente de Rayleigh associado

ao problema de Steklov. A construção se baseia na extensão Lipschitz das funções testes

construídas em [32].

Inicialmente, recordemos a construção das funções teste implementadas em [32]. Assim

como na Seção 1.5, para cada ponto θ ∈ Sm−1 e t > 0, tomemos fθ(t) : Sm−1 → Sm−1 um

difeomorfismo conforme definido por

fθ(t) = Φ
−1
θ ◦ st ◦Φθ,

onde Φθ : Sm−1\{θ} → Rm−1 é a projeção estereográfica de um ponto θ para o conjunto

{x ∈ Rm : ⟨x, θ⟩ = 0} e st : Rm−1 → Rm−1 é a aplicação de dilatação dada por st(v) = tv.

Para θ ∈ Sm−1 e R ∈ (0,π/2) fixados, é possível escolher um parâmetro t = t(R) > 0 tal

que fθ(t) mapeia a bola aberta B̃2R(θ) ⊂ Sm−1 conformemente no hemisfério Sm−1
+ = {ω ∈

Sm−1 : ⟨ω, θ⟩ > 0}.

50
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Para cada par (R, θ), Kokarev [32] definiu uma função φR,θ : Sm−1 → R como segue

φR,θ(x) =

 ⟨fθ(t)(x), θ⟩, if x ∈ B̃2R(θ),

0 if x /∈ B̃2R(θ),
(3.1)

onde B̃2R(θ) ⊂ Sm é a bola de raio 2R centrada em θ.

Similarmente, dado θ ∈ Sm−1 e r ∈ (0,π) podemos mapear a bola B̃r/2(θ) ⊂ Sm−1 no

hemisfério Sm−1
+ via um difeomorfismo conforme fθ(τ) para algum τ = τ(r) > 0. Neste caso,

o autor construiu em [32] uma função φ̄r,θ : Sm−1 → R dada por

φ̄r,θ(x) =

 0, if x ∈ B̃ r
2
,

−⟨fθ(τ)(x), θ⟩, if x /∈ B̃ r
2
,

(3.2)

onde B̃ r
2
⊂ Sm−1 é a bola de raio r/2 centrada em θ.

As funções φR,θ e φ̄r,θ satisfazem as seguintes estimativas.

Lema 8 (Lemas 2.3,2.4 em [32]). Seja θ ∈ Sm−1.

• Para cada R ∈ (0,π/2) temos suppφR,θ ⊂ B̃2R(θ) e

φR,θ(ω) ⩾
3
5

para todos ω ∈ B̃R(θ) ⊂ Sm−1.

• Para cada r ∈ (0,π) temos supp φ̄r,θ ⊂ Sm−1\B̃ r
2
(θ) e

φ̄r,θ(ω) ⩾
3
5

para todos ω /∈ B̃r(θ) ⊂ Sm−1.

A ideia é construir uma extensão conforme da função fθ(t) para a bola unitária. Vamos

considerar a aplicação F : Bm → Rm+ definida por

F(x1, . . . , xm) =
(

2x ′

(1 + xm)2 + |x ′|2
,

1 − |x|2

(1 + xm)2 + |x ′|2

)
, (3.3)

onde x ′ = (x1, . . . , xm−1). F é uma aplicação conforme (veja [18]) cujo inverso F−1 : Rm+ →

Bm é dado por

F−1(y1, . . . ,ym−1, t) =
(

2y
(1 + t)2 + |y|2

,
1 − t2 − |y|2

(1 + t)2 + |y|2

)
,

onde y = (y1, . . . ,ym−1). A restrição do mapa F à esfera é a projeção estereográfica através

do pólo sul θ ∈ Sm−1, ou seja, F(Sm−1\{θ}) = ∂Rm+ . Além disso, F(Dm−1) = Sm−1
+ ⊂ Rm+

onde Dm−1 ⊂ Bm é o disco equatorial.
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Para cada anel Ai = BRi\Bri ⊂ Rm dado pelo Lema 4, denote por Ãi ⊂ Sm−1 o anel

centrado em θi com raio interno r̃i > 0 e raio externo R̃i, ou seja, Ãi = B̃R̃i\B̃r̃i . Vamos

definir BRi = BRi ∩ Bm. Escreveremos ∂BRi = ∂0BRi ∪ ∂1BRi , onde

∂0BRi = ∂BRi ∩ intBm e ∂1BRi = ∂BRi ∩ Sm−1.

Para θi ∈ Sm−1 e R̃i ∈ (0,π/2) fixos, consideramos o difeomorfismo conforme fθi(ti) tal

que fθi(ti)(B̃2R̃i) = Sm−1
+ . Agora, seja Fi = Fθi(ti) : Bm → Bm o difeomorfismo conforme

que estende fθi(ti) dado por Fi = F−1 ◦ sti ◦ F, onde F é o difeomorfismo conforme definido

em (3.3), que estende a projeção estereográfica através do polo sul θi.

Para facilitar a notação, escreveremos simplesmente φi e φ̄i para denotar as funções

definidas em (3.1) e (3.2), respectivamente. Primeiro, consideramos uma função 1-Lipschitz

αi : ∂Fi(B2Ri) → R dada por

αi(y) =

 ⟨y, θi⟩, if y ∈ ∂1(Fi(B2Ri)) = Sm−1
+ ,

0, if y ∈ ∂0(Fi(B2Ri)).

Agora, tomamos uma extensão de Lipschitz de αi, ou seja, uma função βi : Fi(B2Ri) → R

tal que

LipFi(B2Ri)
(βi) = Lip∂Fi(B2Ri)

(αi).

Por exemplo, podemos considerar a função de extensão de McShane (veja [40]) definida como

βi(x) = sup
y∈∂Fi(B2Ri)

{α(y) − |x− y|} .

Podemos estender a função βi para a bola inteira Bm definindo βi(y) = 0 se y /∈ Fi(B2Ri).

Note que βi é uma função 1-Lipschitz definida em Bm e suportada em Fi(B2Ri). Definimos

Ψi : Bm → R por meio da composição Ψi = βi ◦ Fi.

De forma semelhante, podemos construir uma função Ψ̄i : Bm → R definida por Ψ̄i =

β̄i ◦ Fi, onde β̄i : Bm → R é uma extensão 1-Lipschitz da função

β̄i(y) =

 0, if y ∈ ∂0(Fi(B ri
2
)).

−⟨y, θi⟩, if y ∈ ∂1(Fi(B ri
2
)) = Sm−1

+ ,

tal que β̄i(y) = 0 se y /∈ Fi(B ri
2
).

A função teste para o quociente de Rayleigh em Bm é então definida como

ui =

 ΨiΨ̄i, if r̃i > 0,

Ψi, if r̃i = 0.

O lema a seguir será de grande importância para os resultados que seguem.
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Lema 9. ui é uma função Lipschitz em Bn satisfazendo

i) 0 ⩽ ui(x) ⩽ 1 para todo x ∈ Bn.

ii) ui(x) ⩾
9
25

para todo x ∈ 2Ai ∩ Sn.

iii) suppui ⊂ 2Ai.

Demonstração. Façamos o caso r̃i > 0. O caso r̃i = 0 é análogo. Por construção é direto

que suppui ⊂ 2Ai. Além disso, como ui coincide com φi em 2Ai ∩ Sn, é direto que

ui(x) ⩾
9
25

para todo x ∈ 2Ai ∩ Sn. Para i), observe que

αi(y) = ⟨y, θi⟩ = |y||θi| cos θ ∈ [−1, 1],

uma vez que y ∈ Sm−1 e θi ∈ Sm−1
+ . Logo

βi(x) = sup{αi(y) − |x− y|} ⩽ αi(y) ⩽ 1,∀x ∈ Bm.

Analogamente, βi ⩽ 1. Portanto

ui = (βi ◦ Fi)(βi ◦ Fi) ⩽ 1.

Como Fi(2Ai) ⊂ Sm−1
+ , e além disso Fi tem suporte em F−1

i (2Ai), com o mesmo valendo

para Fi, as funções βi ◦ Fi e βi ◦ Fi são não negativas, e desta forma

ui = (βi ◦ Fi)(βi ◦ Fi) ⩾ 0.

Ao tratarmos de resultados que envolvem a imersão conforme ψ : Σ → Bm, as funções

teste serão definidas simplesmente da seguinte forma:

ui =

 (Ψi · Ψ̄i) ◦ψ, if r̃i > 0,

Ψi ◦ψ, if r̃i = 0.

Observe que o suporte de Ψi ◦ ψ está contido em ψ−1(B2Ri). Além disso, ui restrito a ∂Σ

coincide com as funções de teste consideradas em [32], portanto, elas satisfazem o Lema 8.

Observamos que as funções ui são 1-Lipschitz com suporte contido no subconjunto 2Ai =

2Ai ∩ Bm, e ui|∂Σ , uj|∂Σ são L2-ortogonais em ∂Σ para i ̸= j.
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3.2 Estimativas para o espectro de Steklov via volume

conforme relativo

Nesta seção, estabeleceremos uma estimativa para o k-ésimo autovalor de Steklov em função

do volume conforme relativo.

Teorema 12. Seja Σn uma variedade Riemanniana compacta com bordo não vazio e

dimensão n ⩾ 2, que admite uma imersão própria conforme ψ : Σn → Bm, tal que

ψ(∂Σn) ⊂ ∂Bm. Então, para cada k ⩾ 1, o k-ésimo autovalor de Steklov em Σ satisfaz a

desigualdade

σk(Σ)Vol(∂Σ)Vol(Σ)
2−n
n ⩽ C · Vrc(Σ,m)2/nk2/n, (3.4)

onde C = C(n,m) > 0 depende apenas das dimensões n e m.

Demonstração. Seja ψ : Σ→ Bm uma imersão conforme (não degenerada) com ψ(∂Σ) ⊂

∂Bm. Consideramos no espaço Euclidiano a função distância usual dcan, e lembramos

que (Rm,dcan) satisfaz a propriedade global de I-cobertura. Considere agora ν a medida

dada pelo push-forward da medida de volume Volg em Σn com relação a imersão conforme

ψ : Σn → Bm. Como em [14], definimos uma medida de Borel µ suportada em ∂Σ como

segue: para qualquer conjunto aberto O ∈ Rm nós definimos

µ(O) =

∫
ψ−1(O∩Sm−1)

1dv∂Σ,

onde dv∂Σ denota a medida de volume em ∂Σ. Como a medida µ é não atômica, aplicando

o Lema 4 ao espaço métrico com medida (Rm,dgcan ,µ) podemos encontrar uma coleção

{Ai} de 2(k+ 1) anéis em Rm tal que

µ(Ai) ⩾ C
µ(Rm)
2(k+ 1)

⩾ C
µ(Rm)

4k
para todo i = 1, . . . , 2k+ 2, (3.5)

com C = 8−1I−12 > 0. Ademais, a coleção de anéis {2Ai} é mutuamente disjunta.

Reordenando-os, se necessário, podemos afirmar que os primeiros k+ 1 satisfazem

ν(2Ai) ⩽
ν(Bm)
k+ 1

⩽
ν(Bm)
k

. (3.6)

Considere estas desigualdades pra i = 1, · · ·k + 1. Depois, tome as funções teste de

Lipschitz W1,2 ortogonais com suporte em ψ−1(2Ai) construidas na seção anteior

ui =

 (Ψi ◦ψ) · (Ψ̄i ◦ψ), if r̃i > 0,

Ψi ◦ψ, if r̃i = 0.
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Sendo o quociente de Rayleigh dado por

R(u) =

∫
Σ

|∇u|2dv∫
∂Σ

u2dv∂Σ

,

para obter o resultado desejado, precisamos apenas mostrar que para toda u ∈ Span{ui}

R(u) ⩽ C · Vrc(Σ,m)2/n

Vol(∂Σ)Vol(Σ) 2−n
n

k2/n.

Vamos supor que r̃i > 0. O outro caso pode ser tratado da mesma maneira. Sabendo

que (Ψi ◦ψ)2 ⩽ 1, (Ψ̄i ◦ψ)2 ⩽ 1 e usando a desigualdade de Hölder obtemos∫
Σ

|∇ui|2dv ⩽ 2
(∫
ψ−1(2Ai)

(Ψ̄i ◦ψ)2|∇(Ψi ◦ψ)|2dv+
∫
ψ−1(2Ai)

(Ψi ◦ψ)2|∇(Ψ̄i ◦ψ)|2dv
)

⩽ 2
(∫
ψ−1(2Ai)

|∇(Ψi ◦ψ)|2dv+
∫
ψ−1(2Ai)

|∇(Ψ̄i ◦ψ)|2dv
)

⩽ 2

((∫
Σ

|∇(Ψi ◦ψ)|ndv
)2/n

+

(∫
Σ

|∇(Ψ̄i ◦ψ)|ndv
)2/n

)
Volg(ψ

−1(2Ai)1−
2
n .

Para a primeira integral, como βi é 1-Lipschitz, temos∫
Σ

|∇(Ψi ◦ψ)|n =

∫
Σ

|∇(βi ◦ Fi ◦ψ)|ndv

⩽
∫
Σ

|∇(Fi ◦ψ)|ndv

= nn/2Vol(Σ, (Fi ◦ψ)∗gcan)

⩽ nn/2Vrc(Σ,m,ψ),

onde gcan é a métrica canônica de Bm. Similarmente, obtemos∫
Σ

|∇(Ψ̄i ◦ψ)|ndv ⩽ nn/2Vrc(Σ,m,ψ).

Somando as desigualdades acima e usando (3.6) obtemos a seguinte estimativa∫
Σ

|∇ui|2dv ⩽ 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
nVolg(ψ

−1(2Ai))1−
2
n (3.7)

= 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
nν(2Ai)1−

2
n

⩽ 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
n

(
ν(Bm)
k

)1− 2
n

= 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
n

(
Vol(Σ)
k

)1− 2
n

.
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Agora, usando (3.5), também podemos estimar a integral de ui na fronteira ∂Σ como∫
∂Σ

u2
idv∂Σ =

∫
ψ−1(2Ai∩Sm)

u2
idv∂Σ (3.8)

⩾

(
3
5

)4

µ(2Ai)

⩾

(
3
5

)4

µ(Ai)

⩾
1
4

(
3
5

)4

C
µ(Rm)
k

=
1
4

(
3
5

)4

C
Vol(∂Σn)

k
.

Usando (3.7) e (3.8), obtemos

R(ui) ⩽ C · Vrc(Σ,m)2/n

Vol(∂Σ)Vol(Σ) 2−n
n

k2/n, (3.9)

E então, dada u ∈ Span{ui}, teremos

R(u) =

∫
Σ

∣∣∣∣∣∇
(∑

i

aiui

)∣∣∣∣∣
2

dv

∫
∂Σ

(∑
i

aiui

)2

dv∂Σ

=

∑
i

aiaj

∫
Σ

⟨∇ui,∇uj⟩dv∑
i

aiaj

∫
∂Σ

uiujdv∂Σ

=

∑
i

a2
i

∫
Σ

|∇ui|2dv∑
i

a2
i

∫
∂Σ

u2
idv∂Σ

⩽ C · Vrc(Σ,m)2/n

Vol(∂Σ)Vol(Σ) 2−n
n

k2/n,

onde usamos que que as funções teste são W1,2 ortogonais. Portanto, uando a caracteri-

zação Min-Max segue que

σkVol(∂Σ)Vol(Σ)
2−n
n ⩽ CVrc(Σn,m)2/nk2/n,

onde C = C(n,m) é uma constante que depende apenas das dimensões n e m.

Como uma consequência direta do Teorema 12, obtemos o seguinte resultado para super-

fícies.

Corolário 3. Seja Σ uma superfície compacta com bordo não vazio. Então

σk L(∂Σ) ⩽ C(m)Vrc(Σ,m)k, (3.10)

onde L(∂Σ) é o comprimento de ∂Σ.
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3.3 Estimativas para o operador Laplaciano Conforme

Seja (Σn,g), com n ⩾ 3, uma variedade compacta com bordo ∂Σ e curvatura escalar Rg.

Considere [g] a classe conforme de g. Dada uma métrica g̃ ∈ [g], escrevemos g̃ = u
4
n−2g

para alguma função suave e positiva u : Σn → R. Observamos que as formas de volume

Riemannianas em Σ e em ∂Σ estão relacionadas pela mudança conforme por dvg̃ = u
2n
n−2dvg

e dṽ∂Σ = u
2(n−1)
n−2 dv∂Σ, respectivamente.

Recordamos que o Laplaciano conforme é o operador que atua em C∞(Σ) definido por

Lgϕ = −∆ϕ+ cnRgϕ,

onde Rg é a curvatura escalar de (Σ,g) e cn = n−2
4(n−1) . O operador de bordo conforme

correspondente, atuando em C∞(∂Σ), é dado por

Bgϕ =
∂ϕ

∂νg
+ bnHgϕ,

onde Hg é a curvatura média do bordo ∂Σ, bn = n−2
2 , e ηg é o vetor normal unitário exterior

ao longo de ∂Σ. Dado g̃ ∈ [g], recordamos que a curvatura escalar e a curvatura média

satisfazem as seguintes leis de transformação:
Rg̃ = 4(n−1)

n−2 u
−n+2
n−2Lgu em Σ,

Hg̃ = 2
n−2u

− n
n−2Bgu em ∂Σ.

(3.11)

Estamos interessados no seguinte problema de autovalores:
Lgϕ = 0 em Σ,

Bgϕ = σϕ em ∂Σ.
(3.12)

O próximo teorema estabelece uma desigualdade envolvendo os autovalores do seguinte

problema associado ao Laplaciano conforme, considerando a bola Bn com a métrica euclidiana:
−∆g̃ϕ+ cnRg̃ϕ = 0 em Bn

∂ϕ

∂η̃
+ bnHg̃ϕ = σϕ em Sn−1.

Seja g a métrica Euclidiana em Bn e g̃ ∈ [g], onde g̃ = u
4
n−2g. Considere dv,dṽ as

medidas de volume induzidas pelas métricas g, g̃, respectivamente, além de suas restrições

dvSn−1 ,dṽSn−1 à esfera. Observe que, desta forma, dṽ = u
2n
n−2dv e dṽSn−1 = u

2(n−1)
n−2 dvSn−1 .

Fixada a notação, agora apresentaremos um lema essencial para a demonstração desse

resultado.
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Lema 10. Para toda função f Lipschitz, temos∫
Bn

|∇g̃f|2dṽ+ cn
∫
Bn
Rg̃f

2dṽ+ bn

∫
Sn−1

Hg̃f
2dṽSn−1 =∫

Bn
|∇g(uf)|2dv+ cn

∫
Bn
Rg(uf)

2dv+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1 .

Demonstração. Observe que∫
Bn

|∇g(uf)|2dv+ cn
∫
Bn
Rg(uf)

2dv+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1 =

−

∫
Bn
uf∆g(uf)dv+

∫
Sn−1

uf
∂(uf)

∂η
dvSn−1 + cn

∫
Bn
Rg(uf)

2dv+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1

=

∫
Bn
uf [−∆g + cnRg] (uf)dv+

∫
Sn−1

uf

[
∂(uf)

∂η
+ bnHguf

]
dvSn−1 .

Pelo Lema 4.1 em [49], obtemos∫
Bn

|∇g(uf)|2dv+ cn
∫
Bn
Rg(uf)

2dv+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1 =∫

Bn
f [−∆g̃ + cnRg̃] (f)u

2n
n−2dv+

∫
Sn−1

uf

[
∂(uf)

∂η
+ bnHguf

]
dvSn−1 .

Observe agora que

∂(uf)

∂η
+ bnHguf = u

∂f

∂η
+ f

(
∂u

∂η
+ bnHgu

)
= u

∂f

∂η̃
u

2
n−2 +

n− 2
2

fHg̃u
2
n−2

= u
n
n−2

[
∂u

∂η̃
+ bnHg̃u

]
,

onde usamos que
∂f

∂η̃
= u− 2

n−2
∂f

∂η
e a definição de Hg̃.

Desta forma∫
Bn

|∇g(uf)|2dv+ cn
∫
Bn
Rg(uf)

2dv+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1 =∫

Bn
f [−∆g̃ + cnRg̃] (f)u

2n
n−2dv+

∫
Sn−1

(uf)u
n
n−2

[
∂u

∂η̃
+ bnHg̃u

]
dvSn−1 =∫

Bn
f [−∆g̃ + cnRg̃] (f)dṽ+

∫
Sn−1

f

[
∂u

∂η̃
+ bnHg̃u

]
dṽSn−1

Pelo Teorema da divergência segue que∫
Bn
(|∇g̃f|2dṽ+ cnRg̃f2)dṽ+ bn

∫
Sn−1

Hg̃f
2dṽSn−1 =

∫
Bn

|∇g(uf)|2dv+ cn
∫
Bn
Rg(uf)

2dv

+ bn

∫
Sn−1

Hg(uf)
2dvSn−1 .
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Nosso primeiro objetivo nesta subseção é estender a estimativa obtida no Teorema 12 para

o Laplaciano conforme na classe de variedades Riemannianas compactas (Σn,g) com bordo

não vazio ∂Σ e dimensão n ⩾ 2, que admitem uma imersão conforme própria ψ : (Σ,g) →

(Bm,g0), onde g0 é a métrica canônica.

Considere ψ : (Σn,g) → (Bm,g0), com

g = ψ∗g0.

Seja g̃ ∈ [g] uma métrica conforme, que está relacionada a g por

g̃ = u
4
n−2g,

para alguma função u ∈ C∞(Σ).
Teorema 13. Para toda métrica g̃ ∈ [g], o k-ésimo autovalor para o problema

−∆g̃ϕ+ cnRg̃ϕ = 0 em Σn

∂ϕ

∂η̃
+ bnHg̃ϕ = σϕ em ∂Σn,

satisfaz a desigualdade

σk(Σ, g̃)volg(Σ)
2−n
n

∫
∂Σ

u
2
n−2 ⩽ C

[
Vrc(Σ,m,ϕ)

2
n + ||Rg||n2 + ||Hg||n2

(
volg(∂Σ)
volg(Σ)

)n−2
n

]
k

2
n ,

onde C > 0 é uma constante dependendo apenas de n.

Demonstração. Seja ψ : (Σ,g) → Bm uma imersão conforme própria. Consideramos a

medida de Borel

µ(O)
.
=

∫
ψ−1(O∩Sn−1)

u
2
n−2dv∂Σ,

definida para todo subconjunto aberto O ∈ Rm. Assim como na demonstração do Te-

orema 12, aplicamos o Lema 4 ao espaço métrico de medida (Rm,dcan,µ) e obtemos a

existência de 2(k+ 1) anéis {Ai} ⊂ Rm tais que

µ(Ai) ⩾ C
µ(Rm)

4k
= C

∫
Σ

u
2
n−2dv∂Σ

4k
, (3.13)

para todo i = 1, . . . , 2k + 2, e uma constante C > 0 que depende apenas de n. Como os

anéis {2Ai} são mutuamente disjuntos, reordenando os índices, temos também

volg(ψ−1(2Ai)) ⩽
volg(Σ)
k

e volg(ψ−1(2Ai ∩ Sm−1)) ⩽
volg(∂Σ)

k
, (3.14)
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onde 2Ai = 2Ai ∩ Bm.

Mais uma vez, para todo i = 1, . . . ,k + 1 definimos fi = ui
u

, onde ui são as funções

teste definidas na Seção 3.1 e u é a função positiva que satisfaz g̃ = u
4
n−2g. Assim,

podemos estimar ∫
∂Σ

f2idṽ∂Σ =

∫
∂Σ

u2
iu

2
n−2dv∂Σ

⩾
34

54

∫
ψ−1(2Ai∩Sm−1)

u
2
n−2dv∂Σ

=
34

54µ(2Ai)

⩾
34

54

c

k

∫
∂Σ

u
2
n−2dv∂Σ. (3.15)

Por outro lado, pelo Lema 10 sabemos que∫
Σ

|∇g̃fi|2dvg̃ + cn
∫
Σ

Rg̃f
2
idvg̃ + bn

∫
∂Σ

Hg̃f
2
idṽ∂Σ

=

∫
Σ

|∇gui|2dvg + cn
∫
Σ

Rgu
2
idvg + bn

∫
∂Σ

Hgu
2
idv∂Σ

=

∫
ψ−1(2Ai)

|∇gui|2dvg + cn
∫
ψ−1(2Ai)

Rgu
2
idvg + bn

∫
ψ−1(2Ai∩Sm−1)

Hgu
2
idvΣ. (3.16)

Seguindo o mesmo argumento da demonstração do Teorema 12 para estimar o termo do

gradiente (ver (3.7)), e aplicando as estimativas de (3.14), obtemos∫
ψ−1(2Ai)

|∇gui|2dvg ⩽

(∫
2Ai

|∇ui|ndvg
) 2
n

volg(2Ai)
n−2
n

⩽ 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
n

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

. (3.17)

Também podemos estimar os dois termos restantes no lado direito de (3.16) como

cn

∫
ψ−1(2Ai)

Rgu
2
idvg + bn

∫
ψ−1(2Ai∩Sm−1)

Hgu
2
idvΣ

⩽ cn

(∫
ψ−1(2Ai)

|Rg|
n
2

) 2
n
(∫
ψ−1(2Ai)

u
2n
n−2
i dvg

)n−2
n

+

bn

(∫
ψ−1(2Ai∩Sm−1)

|Hg|
n
2

) 2
n
(∫
ψ−1(2Ai∩Sm−1)

u
2n
n−2
i dσg

)n−2
n

⩽ cn

(∫
Σ

|Rg|
n
2

) 2
n
(

volg(Σ)
k

)n−2
n

+ bn

(∫
∂Σ

|Hg|
n
2

) 2
n
(

vol(∂Σ)
k

)n−2
n

. (3.18)
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Combinando (3.17) com (3.18), obtemos∫
Σ

|∇g̃fi|2dvg̃ + cn
∫
Σ

Rg̃f
2
idvg̃ + bn

∫
∂Σ

Hg̃f
2
idṽ∂Σ

⩽

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

[
4nVrc(Σ,m,ψ)

2
n + cn

(∫
Σ

|Rg|
n
2

) 2
n

]
+bn

(∫
∂Σ

|Hg|
n
2

) 2
n
(

vol(∂Σ)
k

)n−2
n

.

(3.19)

Portanto, substituindo (3.15) e (3.19) na caracterização min-max para o k-ésimo au-

tovalor de Steklov, concluímos que

σk(Σ, g̃) volg(Σ)
2−n
n

∫
∂Σ

u
2
n−2dv∂Σ ⩽[

4nVrc(Σ,m,ψ)
2
n + cn

(∫
Σ

|Rg|
n
2 dvg

) 2
n

+ bn

(∫
∂Σ

|Hg|
n
2 dv∂Σ

) 2
n
(

vol(∂Σ)
volg(Σ)

)n−2
n

]
k

2
n .

3.4 Resultados de Extremização do tipo Hersch

Seja (Σn,g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo ∂Σ ̸= ∅. Para toda métrica

g̃ ∈ [g] com g̃ = u
4
n−2g, nós definimos o funcional

σk(Σ,g, g̃) =
(
σk(Σ, g̃) ·

∫
∂Σ

u
2
n−2dv∂Σ

)
, para k ∈ N.

Na expressão acima, σk(Σ, g̃) está associado ao problema
−∆g̃ϕ+ cnRg̃ϕ = 0 em Bn

∂ϕ

∂η̃
+ bnHg̃ϕ = σϕ em Sn−1,

(3.20)

Desta forma, podemos considerar o supremo sobre a classe conforme

Λk(Σ,g) = sup
g̃∈[g]

σk(Σ,g, g̃).

O próximo teorema mostra que, ao considerarmos a bola unitária Bn com a métrica

euclidiana g, o supremo do funcional em questão na classe conforme de g é atingido pela

própria métrica g.
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Teorema 14. Seja (Bn,g) a bola unitária munida com a métrica Euclidiana. Então

Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g,g).

Além disso, Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g, g̃) se, e somente se, g̃ é a métrica Euclidiana a menos

de um produto por escalar.

Demonstração. Para toda g̃ ∈ [g], dada por g̃ = u
4
n−2g, considerando 1

u
a função teste

para o quociente de Rayleigh associado ao problema (3.20), obtemos

σ1(Bn, g̃) ⩽

∫
Bn

∣∣∣∣∇g̃( 1
u

)∣∣∣∣2 dṽ+ cn ∫
Bn
Rg̃

(
1
u

)2

dṽ+ bn

∫
Sn−1

Hg̃

(
1
u

)2

dṽSn−1∫
Sn−1

(
1
u

)2

dṽSn−1

⩽
bn

∫
Sn−1

HgdvSn−1∫
Sn−1

u
2
n−2dvSn−1

=

bnHg

∫
Sn−1

dvSn−1∫
Sn−1

u
2
n−2dvSn−1

=
σ1(Bn,g,g)∫

Sn−1
u

2
n−2dvSn−1

, (3.21)

onde usamos o Lema 10 e que em g̃ = g teremos u = 1, σ1(Bn,g) = bnHg. Desta forma,

σ1(Bn,g, g̃) = σ1(Bn, g̃) ·
∫
Sn−1

u
2
n−2dvSn−1 ⩽ σ1(Bn,g,g).

Tomando o supremo na classe conforme, obtemos

Λ1(Bn,g) ⩽ σ1(Bn,g,g).

Logo,

Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g,g).

Suponha agora que Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g, g̃). Desta forma

Λ1(Bn,g) = σ1(Bn,g, g̃) = σk(Bn, g̃) ·
∫
Sn−1

u
2
n−2dvSn−1 , (3.22)

e assim

σ1(Bn, g̃) =
Λ1(Bn,g)∫

Sn−1
u

2
n−2dvSn−1

=
σ1(Bn,g,g)∫

Sn−1
u

2
n−2dvSn−1

. (3.23)
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Segue que valem todas as igualdades em (3.21) e, portanto, 1
u

é uma autofunção com

autovalor σ1(Bn, g̃). Desta forma

σ1(Bn,g) =

(
∂

∂η
+ bnHg

)
1 = u

n
n−2

(
∂

∂η̃
+ bnHg̃

)(
u−1)

= σ1(Bn, g̃)u
2
n−2 .

Concluimos que u é uma função constante e isto finaliza a segunda parte da prova.

3.5 Operador do tipo Schrödinger-Steklov

Nesta seção, estabeleceremos uma desigualdade envolvendo o número de autovalores negativos

para o problema 
∆u+ V1u = 0 em Σ

∂u

∂η
− V2u = σu em ∂Σ,

(3.24)

onde V1 ∈ L∞(Σn) e V2 ∈ L∞+ (∂Σn) são funções potenciais. Definimos, neste contexto, o

quociente de Rayleigh da seguinte forma:

R(u) =

∫
Σ

|∇gu|2dv−
∫
Σ

V1u
2dv−

∫
∂Σ

V2u
2dv∂Σ∫

∂Σ

u2dv∂Σ

. (3.25)

Teorema 15. Seja Σn uma variedade Riemanniana compacta com ∂Σ ̸= ∅ e dimensão

n ⩾ 2. Então, para cada inteiro m > 0 onde o m-volume conforme relativo de Σ está

definido, e para funções potenciais V1 ∈ L∞(Σn) e V2 ∈ L∞+ (∂Σn), onde 0 não pertence

ao espectro de −(∆D + V1), o número de autovalores negativos para o problema (3.24)

satisfaz

N(V1,V2) ⩾
C[

Vrc(m,Σn) 2
n +

(∫
Σ

(V1)
n
2
−

) 2
n

]n
2

1
Volg(Σn)n/2−1

(∫
∂Σn

V2 dVolg
)n/2

,

(3.26)

onde C > 0 é uma constante dependendo somente de n e m.

Demonstração. Seguindo a notação da demonstração do Teorema 12, consideremosψ : Σ→

Bm uma imersão conforme própria. Assim como na demonstração de [32, Thm.1.12], con-

sideramos (Bm,ω), onde ω é a medida induzida pela medida de volume volg em Σ pela
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imersão conforme ψ, e (Rm,dcan,µ) munido da medida de Borel não atômica definida

por

µ(O) =

∫
ψ−1(O∩Sm−1)

V2dvΣ.

Podemos invocar o Lema 4 para garantir a existência de 2(k + 1) anéis mutuamente

disjuntos {Ai} ⊂ Rm tais que

µ(Ai) ⩾ C
µ(Rm)
2(k+ 1)

⩾ C
µ(Rm)

4k
, (3.27)

para todo i = 1, . . . , 2k+2. Como os anéis 2Ai são mutuamente disjuntos, também temos

para Ai = Ai ∩ Bm

ω(2Ai) ⩽
ω(Bm)
k+ 1

⩽
volg(Σ)
k

. (3.28)

Fixamos então k ⩾ 0 como a parte inteira de(
9C

2500

)n
2 volg(Σ)

2−n
2

n
n
2

[
Vrc(m,Σ) 2

n +

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n

]n
2

(∫
∂Σ

V2dv∂Σ

)n
2

,

onde C é a constante positiva dada em (3.27). O restante da demonstração consiste em

mostrar que existem k+1 funções teste ui, cujos suportes são mutuamente disjuntos, tais

que ∫
Σ

|∇ui|2dvg −
∫
Σ

V1u
2
idvg <

∫
∂Σ

V2u
2
idv∂Σ. (3.29)

De fato, essa última desigualdade implica que

N(V1,V2) ⩾ k+ 1 ⩾
Cvolg(Σ)

2−n
2[

Vrc(m,Σ) 2
n +

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n

]n
2

(∫
∂Σ

V2dv∂Σ

)n/2
.

Sejam ui as funções teste Lipschitz definidas na Seção 3.1, cujo suporte está contido

em ψ−1(2Ai). Usando (3.7), o lado esquerdo de (3.29) pode ser estimado como∫
Σ

|∇ui|2dvg −
∫
Σ

V1u
2
idvg ⩽ 4nVrc(Σ,m,ψ)

2
n

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

+

∫
ψ−1(2Ai)

V1−u
2
idvg

⩽ 4nVrc(Σ,m,ψ)
2
n

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

+

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n
(∫
ψ−1(2Ai)

u
2n
n−2
i dvg

)n−2
n

⩽

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

[
4nVrc(Σ,m,ψ)

2
n +

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n

]

<

(
volg(Σ)
k

)n−2
n

9n

[
Vrc(Σ,m,ψ)

2
n +

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n

]
.
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Por outro lado, o lado direito de (3.29) satisfaz∫
∂Σ

V2u
2
idvΣ ⩾

81
625

∫
ψ−1(Ai∩Sm−1)

V2dvΣ =
81
625

µ(Ai) ⩾
81C
2500

µ(Rm)
k

.

Reunindo essas duas estimativas, obtemos∫
Σ

|∇ui|2dvg −
∫
Σ

V1u
2
idvg∫

∂Σ

V2u
2
idvΣ

<
2500nvolg(Σ)

n−2
n

9Cµ(Rm)

[
Vrc(m,Σ,ψ)

2
n +

(∫
Σ

V1
n
2
−dvg

) 2
n

]
k

2
n ⩽ 1,

onde na última desigualdade foi usada a definição de k. Isso conclui a demonstração.

Aplicações para o operador de Jacobi-Steklov

Faremos agora um resultado relacionado ao índice de estabilidade, considerando um problema

associado ao operador de Jacobi. Problemas relacionados à este operador já foram considera-

dos nos trabalhos [6, 51].

Considere o problema abaixo, associado à forma de índice apresentada no Capítulo 1, onde

se assume Σn−1 ⊂Mn.
−∆Σϕ− (Ric(N,N) + |A|2)ϕ = λϕ em Σ,

∂ϕ

∂ν
= qϕ em ∂Σ,

onde q =
1

sin θ
II∂M(v, v) + (cot θ)A(v, v).

Sendo (Bn,g) a bola unitária munida da métrica canônica e Σn−1 ⊂ Bn uma hipersu-

perfície de bordo livre ∂Σ ̸= ∅, podemos denotar o operador de Jacobi por J = ∆ + |A|2 .

Considdere então, o problema do tipo Schrödinger-Steklov associado ao operador de Jacobi J:
∆u+ |A|2u = 0 em Σn−1,

∂u

∂η
− u = σu em ∂Σn−2.

Nesse caso, as funções potenciais são dadas por V1 = |A|2 e V2 = −IIS
n−1

(ν,ν) = 1, onde

usamos o fato de Σ ter bordo livre. Assim, temos o seguinte corolário, que se relaciona ao

índice da forma bilinear associada:

Corolário 4. Seja Σn−1 ⊂ Bn uma hipersuperfície 2-lados de bordo livre compacta. O

número de autovalores negativos para o problema
∆u+ |A|2u = 0 em Σn−1,

∂u

∂η
− u = σu em ∂Σn−2.
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satisfaz a desigualdade:

N(J) ⩾ C
volg(Σ)

2−n
n volg(∂Σ)n/2

Vrc(m,Σ)
,

onde C > 0 é uma constante dependendo somente de n e m.
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