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Resumo

Neste trabalho, estuda-se subvariedades com bordo ndo vazio, propriamente mergulhadas em
variedades com bordo, com vistas & obtenc3o de resultados de rigidez e desigualdades espec-
trais. Em um primeiro momento, obtemos estimativas de area para hipersuperficies capilares
estaveis com curvatura média constante X, com invariante de Yamabe n3o positivo, que sdo
propriamente mergulhadas em uma variedade Riemanniana n-dimensional M com curvatura
escalar RM e curvatura média do bordo H®™ limitadas inferiormente. Também demonstramos
um resultado de rigidez local no caso em que £ é mergulhada e minimiza a J-energia. Em um
segundo momento, estabelecemos desigualdades espectrais envolvendo o k-ésimo autovalor de
Steklov para o operador Laplaciano definido em uma subvariedade com bordo conformemente
propriamente imersa na bola unitéria do espaco Euclidiano em termos do volume conforme da
imers3o, do volume do bordo e do volume da subvariedade. Mais geralmente, consideramos
operadores do tipo Schrédinger-Steklov, incluindo os casos do Laplaciano conforme. Por fim,
apresentamos um resultado de extremizacdo do tipo Hersch e estimativas para o indice dos
operadores do tipo Schrédinger-Steklov.

Palavras-Chaves: Hipersuperficies capilares, curvatura média constante, estabilidade, au-
tovalores de Steklov, operador do tipo Schrodinger-Steklov, desigualdades espectrais, indice

de estabilidade.



Abstract

In this work, we study submanifolds with non-empty boundary properly immersed in manifolds
with boundary, aiming to obtain rigidity results and spectral inequalities. First, we derive
area estimates for stable capillary hypersurfaces with constant mean curvature £ and non-
positive Yamabe invariant, properly immersed in an n-dimensional Riemannian manifold M
whose scalar curvature RM and boundary mean curvature H°™ are bounded below. We also
prove a local rigidity result in the case where X is immersed and minimizes the J-energy.
Next, we establish spectral inequalities involving the k-th Steklov eigenvalue for the Laplace
operator defined on a submanifold with boundary conformally properly immersed in the unit
ball of Euclidean space, in terms of the conformal volume of the immersion, the boundary
volume, and the volume of the submanifold. More generally, we consider Schrédinger—Steklov
type operators, including the conformal Laplacian as a particular case. Finally, we present a
Hersch-type extremal result and index estimates for Schrédinger—Steklov type operators.

Keywords: Capillary hypersurfaces; constant mean curvature; stability; Steklov eigenvalues;

Schrodinger—Steklov type operator; spectral inequalities; stability index.
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Introducao

Nas altimas décadas, o estudo de hipersuperficies propriamente mergulhadas em variedades
com bordo tem-se destacado como uma area de grande interesse na geometria diferencial.
Diversos avancos foram obtidos, abrangendo desde resultados geométrico-topolégicos, que
revelam fortes relaces entre hipéteses sobre a curvatura do ambiente e propriedades topolé-
gicas das hipersuperficies, até resultados de natureza analitica, como desigualdades espectrais
envolvendo autovalores de operadores elipticos com condicées de contorno.

Diversos resultados de rigidez foram obtidos para superficies (ou hipersuperficies) mini-
mas ou de curvatura média constante (cmc), fechadas ou compactas com bordo capilar, sob
diferentes hipéteses sobre a curvatura escalar da variedade ambiente.

O estudo das superficies capilares remonta ao célebre trabalho de T. Young [57], que
investigou o comportamento de um liquido incompressivel em um recipiente na auséncia de
gravidade. Variacionalmente, as superficies capilares surgem como pontos criticos de um
funcional de energia que envolve a area da superficie de interface entre o fluido e o ar, a area
molhada no bordo do recipiente e o angulo constante de contato entre a superficie de interface
e a borda do espago ambiente (ver [22]).

Um grande namero de trabalhos tem se dedicado ao estudo de superficies capilares estaveis,
isto &, superficies que minimizam a energia até a segunda ordem. Por exemplo, A. Ros e E.
Vergasta [47] demonstraram que hipersuperficies minimas com bordo livre mergulhadas em
uma bola de uma forma espacial sdo totalmente umbilicas. O caso das superficies cmc com
bordo livre foi resolvido por meio da combinagdo dos esforcos de [43] e [47] (ver também [7]).
Esse resultado foi finalmente estendido para hipersuperficies cmc capilares em [55].

Com base nos teoremas de rigidez para superficies fechadas minimizantes de area obti-
dos em [9, [10, 38, 144], L.C. Ambrozio [2] investigou a rigidez de superficies com bordo livre
minimizantes de area mergulhadas em uma variedade riemanniana tridimensional M, estabe-

lecendo uma importante relacdo entre a curvatura escalar de M, a curvatura média de OM

10
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e a topologia (caracteristica de Euler) de superficies minimas estaveis, a qual conduz a uma
decomposicdo local da variedade ambiente ao longo da superficie. O mesmo problema foi
investigado em [35, [37] para superficies cmc capilares.

Em dimensdes mais altas, resultados de rigidez foram obtidos para hipersuperficies fechadas
em [L1} /4], nas quais o invariante topoldgico considerado foi o chamado invariante de Yamabe,
em vez da caracteristica de Euler. De fato, para variedades fechadas, o invariante de Yamabe
pode ser visto como uma generalizacdo da caracteristica de Euler, pois uma variedade com
invariante de Yamabe ndo positivo ndo admite uma métrica de curvatura escalar positiva (ver
[50], Lema 1.2).

Além disso, A. Barros e C. Cruz [8] obtiveram estimativas de area para hipersuperficies
minimas compactas e estaveis com bordo livre, em termos do invariante de Yamabe e da
curvatura escalar do ambiente. Eles também obtiveram resultados de rigidez e de divisdo
local para variedades que possuem uma hipersuperficie que minimiza a area (ou a energia).
Recentemente, de Almeida e A. Mendes [16], entre outros resultados, estenderam os principais
resultados de [8] para o contexto de superficies marginalmente aprisionadas exteriormente com
bordo livre (free boundary marginally outer trapped surfaces, MOTS), no contexto de dados
iniciais com bordo.

No primeiro capitulo desta tese, com base em [8, 37], obtemos resultados de rigidez
envolvendo hipersuperficies cmc capilares compactas estaveis, através de desigualdades que
envolvem o invariante de Yamabe, bem como as areas da hipersuperficie e de seu bordo.

No primeiro teorema, estabelecemos estimativas para a area do bordo e para a area da

prépria hipersuperficie.

Teorema 1. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo OM. Seja L™ !
uma hipersuperficie cmc capilar com dngulo de contato © € (0, 7), compacta, propriamente

imersa em M, 2-lados e estdvel.

i) Suponha que H*M +Hcos6 > 0, inf RM + 2-H? < 0 e ¢'°(X,0%) < 0. Entao, a

drea de L satisfaz

e Qy°(Z,0x) ol0(L,0)
A(ZD)oT > 9 > ’ . 1
(2) inf RM + —nTllHQ inf RM + —nTllHQ (1)

ii) Suponha que RM + —L-H? > 0, inf HOM 4 Hecos0 < 0 e 6"1(Z,0%) < 0. Entdo, a
drea de 0¥ satisfaz

sin@  Qy'(X,0%) _ sin@ o%1(Z,0%)

A(dZ)72 > > .
(02)r= 2 inf HAM 4+~ Hcos 9 2 inf HAM 4+~ Hcos 9
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No segundo resultado, investigamos a rigidez de variedades que contém uma hipersuperficie
capilar que minimiza a energia, em relagdo ao funcional de energia J (ver. Segdo [1.1)). O
resultado deve ser comparado com [8, Teorema 2|, e fornece um analogo para o caso de

curvatura média constante (cmc) que n&o foi considerado em [8, Teorema 3].

Teorema 2. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo OM. Seja ™1
uma hipersuperficie 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M, com dngulo
de contato 0 € (0, ), tal que HXM +Hcos® > 0. Se inf RM—F%HQ <0, 019(Z,0X) <
0, e a igualdade ocorre em (1)), entao X é uma hipersuperficie minima com bordo livre,
infinitesimalmente rigida e existe uma vizinhanca de £ em M isométrica a (—e,e) X X,
dotada da métrica dt> + g, onde g é a métrica induzida em X, a qual é Einstein com

bordo totalmente geodésico 0X.

No terceiro resultado, assumimos novas hip6teses sobre a curvatura escalar e sobre a

curvatura média do bordo da variedade ambiente.

Teorema 3. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo OM. Seja ™!
uma hipersuperficie 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M com dngulo
de contato © € (0,7), tal que HOM +Hcos0 > 0. Se RM—F%HZ >0eob?(Z,0%) <0,
entao L € uma hipersuperficie cmc capilar de curvatura média constante infinitesimal-
mente rigida e existe uma vizinhanga de L em M isométrica a (—e, €) X L, munida da
métrica dt?> + e 2Mtg, onde g € a métrica induzida em T, a qual é Ricci plana com bordo

totalmente geodésico 0L.

Em se tratando de desigualdades, nas altimas décadas foram obtidos diversos resultados
envolvendo os autovalores de operadores elipticos de segunda ordem em variedades fechadas
de dimensdo n = 2. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos de Hersch [3I] (1970), Yang e
Yau [56] (1980), Korevaar [33] (1993) e Hassannezhad [29] (2011), envolvendo o espectro do
operador Laplaciano, além do volume da variedade e de seu género.

Li e Yau [36], em dimensdo n = 2, e, mais tarde, El Soufi e llias [17], em dimens&es maiores,
mostraram que o primeiro autovalor do Laplaciano em uma variedade fechada (X", g) satisfaz
uma desigualdade envolvendo o m-volume conforme da prépria variedade, além da dimens&o
n. Em seguida, Kokarev [32], tendo em vista que o espectro do Laplaciano é discreto e

ilimitado, mostrou que os autovalores de ordem mais alta desse operador satisfazem uma
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desigualdade envolvendo o m-volume conforme da variedade e de uma constante dependendo
das dimensdes m e n somente.

A. Fraser e R. Schoen [23] introduziram o que seria o m-volume relativo conforme para
variedades compactas com bordo, levando em conta imersdes na bola, em analogia com o
m-dimensional volume conforme para variedades fechadas, considerando imersdes na esfera,
introduzido por Li e Yau [36].

Foi mostrado em [23] que o m-volume relativo conforme fornece um limite superior geral
para o primeiro autovalor ndo nulo de Steklov 01 de . Mais precisamente, eles demonstraram
que

2—m

o1 Vol(dZ) Vol(Z) ™ < V™ (Z, m)¥™ - n.
Além disso, a igualdade ocorre se existir uma aplicagdo harménica conforme
Pv: L —-B™

que seja uma isometria em 0L, com P(0X) C oB™, e tal que P(X) intercepte 0B™ ortogo-
nalmente ao longo de P (0X).

Em um primeiro momento, no terceiro capitulo desta tese, inspirados nos resultados obtidos
por Kokarev [32], demonstraremos estimativas superiores para o k-ésimo autovalor de Steklov,

envolvendo o m-volume conforme relativo introduzido em [23].

Teorema 4. Seja X™ wma variedade Riemanniana compacta com bordo nao vazio e
dimensao n > 2, que admite uma imersao propria conforme P : L™ — B™, tal que
P(0X™) C 0B™. Entao, para cada k > 1, o k-ésimo autovalor de Steklov em L satisfaz a
destgualdade

o Vol(dZ) Vol(£) =" < C - V™(Z, m)¥/ k2™,

onde C = C(n, m) > 0 depende apenas das dimensdes n e m.

Inspirados em Kokarev [32] e Sire e Xu [49], demonstraremos o seguinte resultado que
trata de estimativas para o k-ésimo autovalor de um problema do tipo Schrédinger-Steklov,
mais especificamente, o operador Laplaciano conforme definido em uma variedade compacta

com bordo, envolvendo o m-volume conforme relativo da variedade. .

Teorema 5. Para toda métrica g € [g], o k-ésimo autovalor para o problema

—Agu + CnRgu =0emXl™

a—LNL +b.Hg = ou em 0L",
on
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satisfaz a desiqualdade

ok(z,g)Voum%“J ws < C(n)

X

Vol(X)

VOl(@Z))nT_‘Q] 2

onde Ry denota a curvatura escalar da variedade (L™, g), Hg denota a curvatura média

do bordo OX™ em relagao a métrica g e C(n) é uma constante que depende apenas de n.

Ainda no contexto do operador Laplaciano conforme, estudamos resultados de extremi-
zag3do de métricas do tipo Hersch. Hersch [29] provou que a métrica padrdo maximiza o
primeiro autovalor do Laplaciano A; entre todas as métricas Riemannianas de mesma area.
Além disso, ela é a Gnica maximizadora, a menos de isometria. Para um analogo do teorema
de Hersch para superficies com bordo no contexto dos autovalores de Steklov, veja Fraser e
Schoen [23]. Na Sec¢do [3.4} apresentamos um resultado do tipo Hersch no nosso contexto.
Mais precisamente, considerando o supremo sobre a classe conforme

Ax(E,g) = sup ox(L,g,9),
gelgl

onde
6k(£7 9, g) = (Gk(za g) : J

levando em conta os autovalores do problema dado no teorema[f, temos o seguinte resultado:

un22dvaz) , para k € N,
ox

Teorema 6. Seja (B™, g) a bola unitdaria munida com a métrica Euclidiana. Entao
Al(Bna 9) =0 (Bna 9, 9)

Além disso, A1(B™, g) =01(B™, g,g) se, e somente se, § € a métrica Fuclidiana a menos

de um produto por escalar.

Existem também muitas estimativas envolvendo o niimero de autovalores negativos para
o operador de Schrédinger. Dentre elas, podemos citar um resultado devido a Grigor'yan,
Netrusov e Yau [27], onde mostram que, para todo potencial ndo-negativo V € LP(L™), com
P > 1n/2, o nimero de autovalores negativos N(V) em uma variedade fechada (X", g) satisfaz

a desigualdade

C n/2
>
N(Y) > Gy (anavmg) ,

onde a constante C depende apenas da classe conforme da métrica g. Neste sentido, Kokarev
[32] mostra que a dependéncia da constante C na classe conforme da métrica g pode ser

incorporada no volume conforme.
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Motivados nesses trabalhos, tratamos no Teorema [7| de uma desigualdade envolvendo o
namero de autovalores negativos para operadores do tipo Schrédinger-Steklov, considerando

funcdes potenciais mais gerais.

Teorema 7. Seja L™ uma variedade Riemanniana compacta com 0X # () e dimensdo
n > 2. Entao, para todo inteiro m > 0 onde o m-volume conforme de L esta definido, e
para quaisquer fungoes Vi € L®(Z™) e Vo € LY(OL™), onde 0 ndo pertence ao espectro

de —(AP + V1), o mimero de autovalores negativos para o problema

Au+Viu=0 em XL

satisfaz a desiqualdade

C(n,m) 1 n/2
N(Vy, V) > n Vv, dVol ,
(V1,V2) 27 Voly (Z)n/2-1 (LG 2 dVo g>
Ve(m, I + (J m))
b2

onde C(n, m) € uma constante dependendo somente de n e m.

i




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas definicdes, notacdes e resultados que serdo utilizados
nos capitulos seguintes. Inicialmente, abordaremos hipersuperficies capilares, a J-estabilidade
e o problema de Yamabe. Em seguida, discutiremos resultados e definicdes envolvendo espa-
¢os métricos com medida, definiremos o m-volume conforme relativo de uma hipersuperficie
compacta ¥ com bordo 90X, e apresentaremos uma caracterizagio variacional para o espec-
tro de Steklov, ou mais genericamente para o operador do tipo Schrédinger-Steklov. Nao

demonstraremos todos os resultados, mas indicaremos as devidas referéncias.

1.1 Hipersuperficies capilares

Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana com bordo 0M # (), X™ uma variedade diferen-
ciavel com bordo 0X # () e f: Z™ — M™ uma aplicacdo diferenciavel. Dizemos que f & uma
imersdo suave com bordo quando df, : T,Z™ — T¢;,)M™ & injetiva para todo p € T, L.
Quando m =n — 1, dizemos que f & uma hipersuperficie suave com bordo.

Dizemos que f € um mergulho suave com bordo quando:
(i) f & uma imers3o suave com bordo.

(i) f: ™! — f(E™ 1) € M™ & um homeomorfismo, onde a topologia de f(L") & a

topologia subespaco.

Definicao 1. Dizemos que f é uma imersao propria quando a mesma € uma 1mersao
e f(X)NOM = f(0X). Analogamente, dizemos que f é um mergulho proprio quando o
mesmo € um mergulho e f(X) N oM = f(9X).

16
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Definicao 2. Dizemos que a hipersuperficie L € 2-lados quando existe um campo de

vetores normais definido globalmente em X .

Seja f: Z™ 1 — M™ uma imersdo suave com bordo. A métrica Riemanniana de M™
induz de forma natural uma métrica Riemanniana em X", chamada de métrica induzida, dada
por

gp (V1,V2) = Ggpy (dfp (V1), dfpp (v2)),
onde vy, v, € T,Z. Com essa métrica, @ é chama de imersdo isométrica.

Definiremos a segunda forma fundamental, a curvatura média e outros conceitos impor-
tantes para fixar a notac3o a ser utilizada no decorrer do texto.

Considere N o normal unitario de X ao longo de @, v o conormal unitario de 0L em X
apontando para fora, N o normal unitario de 9M apontando para fora e ¥ o normal unitario

de 0Z em OM tal que as bases {N,v} e {N, ¥V} tenham a mesma orientacio.
Definicao 3. Seja @ : I 1 — M™ uma imersao propria 2-lados. Definimos por

1. A(X)Y) = g(—VxN,Y) a seqgunda forma fundamental de £ com respeito a N, onde
X, YeTL.

2. II°M(Z, W) = g(VzN,W) a sequnda forma fundamental de 9M com respeito a
—N, onde Z,W € TOM.

3. h%%(z,w) = g(V.v,w) a sequnda forma fundamental de 0L com respeito a —v,

onde z,w € TOX.

A curvatura média de X é definida como sendo
n—1
H= Z Alei,ei),
i=1

onde {e;}]'";' C TZ é um referencial ortonormal. J4 a curvatura média de 9% é dada por

n—2

kg = Z haz(f’b fi)7

i=1
onde {f;}!'"2 C TOZ & um referencial ortonormal. Analogamente, temos a definicio de
curvatura média H°™ para a OM, usando 11°M.
Sejam X, Y, Z e W campos vetoriais definidos em M e (M) o espaco de funcdes suaves de
M. O tensor curvatura de Riemann de M é a aplicacdo R: X(M) x X(M) x X(M) — F(M)
dada por
R(X,Y,Z,W) = (VyVxZ, W) —(VxVyZ,W) —(VixvZ,W).
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n—1

Considere {e;}i'";" um referencial ortonormal em p € M. O tensor de Ricci de M em p é

dado por
n—1
Ric(X,Y) = ) R(X,ei,Y,e).
i=1

A curvatura escalar RM é a funcdo RM : M — R dada por

n—1
RM(p) = Tr(Ric) = ) _Ric(ei, 1),
i=1

onde {e;}]""/' uma base ortonormal em p € M.

O lema a seguir terd um papel fundamental nas préximas demonstracdes. A equacio

apresentada nesse lema é conhecida como equacdo de Gauss.

Lema 1. Seja @ : I 1 — M™ uma imersao isométrica. Entdo
1
Ric(N,N) = 5(RM — Ry + H* —|AP).
Demonstracao. Veja [34, Corolario 2.7]. O

Definicao 4. Uma fungio @ : I x (—e, €) — M™ € chamada de variacio propria da

mmersao @ quando

1. @¢ : I — M™ definida por @¢(x) = ®(x,t) € uma imersao prépria para todo

te(—e,€).

2. @o(x) = o.

Seja @ uma variagdo proépria de @. O campo variacional associado a essa variacdo é dado

por

Definiremos alguns funcionais importantes relacionados a variagio de uma imersdo. O

funcional drea A : (—e, e) — R é dado por

Alt) = J dA g,
z

onde dA x4 denota o elemento de area de (%, @{g).

O funcional volume V : (—e, €) — R é dado por
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onde dV denota o elemento de volume de M. V expressa o volume dado entre @(Z) e
®o(Z).
O funcional wetting area W : (—e, €) — R & dado por

W(t) :J O (dAam),
90X x[0,t]

onde dAym denota o elemento de area de OM.

O funcional J : (—e, e) — R é dado por
Jt) = A(t) — (cosO)W(t) + (n —1)V(t).

Seja ® uma variacdo qualquer da imersdo @ : ¥ — M. As férmulas de primeira variacdo

para A(t), V(t) e J(t) sdo dadas respectivamente por

A’(O):—J HfdA+L g(&,v)dL
z z
V'(0) :J fdA

z

J'(0) = L((n —1) —H)fdA + Lz g(&,v—(cos0)v)dL,

onde f = g(&,N) e H é a curvatura média de ¥ com respeito a N.

Dizemos que uma variacdo ¢ preserva volume quando V(t) =0, Vt € (—e, €). Dizemos
também, que £ & uma hipersuperficie capilar cmc quando tem curvatura média constante e
g(N,N) = cos 0 ao longo de dZ. Se £ & minima e g(N,N) = cos 0 ao longo de 9%, dizemos

Y & uma hipersuperficie minima capilar.

Figura 1.1: Adaptada de [37], pag 7.

Para uma hipersuperficie capilar cmc, com angulo de contato 0 € (0, 7), as bases orto-
normais {N, v} e {N, v} se relacionam pelas seguintes equacdes
N = (cos0)N + (sin0)v
v =—(sin0)N + (cos0)v.

A seguir, temos caracterizacdes variacionais para essas classes de hipersuperficies.
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Proposicao 1. X ¢ uma hipersuperficie capilar com curvatura média constante H =n—1

se, e somente se, ]'(0) = 0 para toda variagao @ de .
Demonstra¢ao. Suponha que X é cmc com H =n — 1 e capilar. Isto é,
(N,N) = (v,v) =cos6.

Sendo

obtemos

(€, v—(cos0)v) = (& v)—(cosO)(E, V)
= ((&V)V+ (& N)N, v) — (cos B)(E, V)
(&, V)(V, V) + (& N)(N,v) — (cos 0) (€, V)
= (cos®)(&,V) + (&, N)(N,v) — (cos 0) (&, V)
= (& N)(N,v) =0,
onde usamos que & € TOM, por ®,(dL) C OM, e que N € TOM =,

Portanto, pela formula da primeira variacao do funcional g, é direto que

amn:Lun—n—Hﬁ+Lgav—@%mw=m

para toda variacao @ de @.
Reciprocamente, seja, a priori, ® uma variagao propria com suporte compacto, com

f= (& N), onde f € C*(X). Logo,
3«»=Jun—n—Hw=a Vi e C%(5),
>

e portanto H =n — 1. Considere, agora, uma variagao propria definida por

&= 9<V7\_/>\_/7
com g € C*®(0X). Desta forma,
0=7'(0) = P (n—1)— H)f+J (§,v — (cos0)v)

Jz dx

= (£, v —(cos0)v)
Jox

= <9<V,\_/>\_/,V— (COS@)\_/>
Jox

= g(v, v)((v,v) — (cos b)), Vge C*(oL),
Jox
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e assim

(v,v)({v,Vv) — (cos0)) = 0.

Portanto, (v,v) =0 ou (v,Vv) = cos 0. Em qualquer caso, X é capilar. ]

1.2 [J-estabilidade

Nesta secdo veremos o conceito de J-estabilidade, que € um dos pré-requisitos necessarios para

demonstrar os Teoremas [L0] e [11] da Se¢do[2.2, bem como as proposicdes antes destes.

Proposicao 2. Seja ¢ : I — M™ uma imersio propria. Se f: It — R € uma
fungao suave , entdao existe uma variagio ¢ de @ tal que f = g(&¢,N), onde Ep € o

campo variacional associado a @.
Demonstragao. Veja |[1], Proposigao 2.1] ]

Proposicao 3. Seja @ : I — M™ uma imersao capilar cme e f: 21 — R uma
fungio suave qualquer. Seja ® uma variagao propria de @ tal que f = g(&p, N). Entao
7(0) = | I = (Rie(NN) + AP~ | g

b ox
onde
1

q= EHW(@ V) + (cot 0)A (v, v).

Demonstrag¢ao. Observe que
J'(t) = J (n—1—H(t))fdA + J g(&, ve — (cosVy))dLy. (vejald6], Apéndice).
ba ox

Desta forma, sabendo que H(0) = n — 1 obtemos

" _ / 1 — i
J"0) = LH(O)fdA-l—(n 1—H(0) o _ (LftdAt)
+ % (Lz Q(Et,\/t — (COSVt))st>
=0

d
= — | H'(0)fdA + —
Jz (0) +dt

(J g(at,vt—(cosvt))au)
t=0 0x

= J HVfHQ—(Ric(N,N)—l—IAIQ)f?—J qf?. (vejald6], Apéndice).
b ox

De posse dessa Proposicdo, podemos definir Estabilidade.
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Definicao 5. Seja @ : £ — M uma hipersuperficie propriamente imersa.

1. Dizemos que X € J-minimizante se ela for um minimo para o funcional J, isto ¢,
4(0) < J(t) (1.2)
para toda variacao propria © de @.

2. Se X é uma hipersuperficie de curvatura média constante capilar, diz-se que ela €
estdvel quando

3"(0) = 0 (1.3)

para toda variagao propria © de @.

Proposicao 4. ¢ : Z™t — M™ ¢ uma imersao cmc capilar J-estdvel se, e somente se,

Q(f,f) = 0 Vf € HY(Z).

Demonstracao. Basta mostrarmos que o resultado é valido para f € C®(X), e a conclusao
segue do fato de que C®(X) ¢ denso em H!(XZ). Suponha que J”(0) > 0 para toda
variagao @ de @. Dada f € C*®(X), existe pela Proposi¢ao 2/ uma variagao @ de ¢ com
f = g(&o,N), onde pela Proposicao [3[ temos Q(f,f) = J”(0) > 0. Reciprocamente,
suponha que Q(f,f) > 0, para toda f € C®(Z). Considere @ uma variagdo de @.
Tomando f = g(&e, N), obtemos

3"(0) = Q(f,f) > 0.
[l

A partir dai temos o lema seguinte, que é de bastante importancia para os resultados que

seguem no capitulo seguinte.

Lema 2. Seja M™ uma variedade Riemanniana com OM # 0, e seja ™! uma hiper-
superficie capilar, 2-lados, cmc mergulhada em M com dngulo de contato © € (0,7) e

curvatura média H. Entao:
I1(v,V) + (cos )A(v,v) + (sin 0)ky = H®™ + Hcos 0.

Demonstragio. Seja {ei}!; uma base para TOL. Desta forma temos que

n—2
A(v,v) + Z Alei,e;) = H.

i=1
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Note agora que

n—2
(cos0)A(v,v) + (sinO)kg —Hcos® = cos0 (H — Z Aley, ei)> + (sin®)kg — Hcos 0
i=1

n—2

= —cosb Z Alei, ei) + (sin0)kg.

i=1

Substituindo kg e depois usando a compatibilidade da métrica teremos

n—2 n—2
—cosGZA(ei,ei) + (sin@)kg = —cos0 ) (=V¢ N, ey)

i=1 i=1

n—2

+ (sin9) (Ve v, eq)

i

I
_

2

= —cos0 Y (Vei,N)

;

fra
LI

+ (sin@) » (—V,.ei, V).

i=

=

Organizando, obtemos

n—2 n—2
—cos 0 Z Alei,ei) + (sinO)ky = (—=Ve,ei, (cosO)N + (sin0)v)

i=1 i=1
n—2

= Z(—Ve ei, N)
i=1
n—2

= ) II"M(e, e)
i=1

Como {v, ey, ..., en_»} formam uma base em TOM, entao

n—2
I1°M(9,9) 4 (cos 0)A(v,v) + (sin B)kg —Hcos® = II°M(©,9) + ) 1I°M(e;, )
i=1

= HM.
Portanto,
II(v,v) + (cos B)A(v,v) + (sinB)ky = H°M 4+ H cos .
O

A seguir definiremos o conceito de rigidez infinitesimal para hipersuperficies minimas e

cmc.

Definicao 6. Seja £ uma hipersuperficie capilar 2-lados propriamente imersa em M.
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i) Quando X é cme, com H > 0, diz-se que é infinitesimalmente rigida se for totalmente

umbilica, a curvatura escalar RM = inf RM, Ric(N,N) = —nH—_21 ao longo de X,

HOM = inf H®M a0 longo de 0L e L € Einstein em relagcdo d métrica induzida.

it) Quando ¥ € minima, diz-se que € infinitesimalmente rigida se for totalmente geo-
désica, a curvatura escalar RM = inf RM, Ric(N,N) = 0 ao longo de £, H?M =

inf HOM o longo de 0L e L € Einstein em relagdo & métrica induzida.

1.3 Invariante de Yamabe e o problema de Yamabe

Uma questdo natural em geometria diferencial é saber se uma dada variedade Riemanniana
compacta com bordo é necessariamente conforme a uma de curvatura escalar constante, onde a
curvatura média do bordo & nula. O problema onde a variedade tem bordo vazio, foi estudado
inicialmente por Yamabe, em 1960. Depois disso, vieram os trabalhos de Trundinger [52],
Aubin [5] e Schoen[48] complenetando esta parte da teoria. Em [20], Escobar estuda esse
problema para variedades com bordo n&o vazio.

Seja (X, g) uma variedade Riemanniana (n > 3) com bordo n3o-vazio 0X. Para (a,b) €
R x R —{(0,0)}, definimos o seguinte funcional

4n—1
J ((—)IIV@IIZ +Rg(p2> d0+2j kg(p2dcraz
a,b _Jz n—2 %

g @ n=z
on 2(n—1) n
(], ea) o (], o))
b 0x

onde kg denota a curvatura média de 0%, Ry é a curvatura escalar de £, do e doss denotam

o elemento de area de X e de 0L, respectivamente.
A constante de Yamabe de (£, g) é definida por

¢°(X,05) = inf §°(@): (a,b) €{(0,1),(1,0)}

@eC=(z,R+) Y

que é invariante sob mudan¢a conforme da métrica g para (a,b) € {(0,1), (1,0)} (Ver [21]).
Estudar o problema de Yamabe consiste em estudar a existéncia de uma solucdo suave
positiva em X para as equagdes

n—3 R o+ n—3
im—2)"9% " im_29)
0@ n—3

AL S A A o
ov 2(n—2) g =0 em ’

Ap — C(p%é:() em X
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onde v & o conormal de 0X apontando para fora com respeito a métrica g e C é uma constante
cujo sinal & determinado de forma anica pela estrutura conforme. A métrica g = @~2g tem
curvatura escalar constante Ry = C e curvatura média do bordo kg = 0.

Foi provado por Escobar [[20], Thm 6.1], que se Q;°(Z,0X) < Q(ST,dS?), entdo existe
um minimo para Q{°(¢) sobre as fungdes @ € H'(Z). Em Cherrier [13], mostra-se que tal
funcdo é suave. Além disso, observe que ¢ é solugdo para o problema[1.4]

Agora, sejam [g] a classe conforme associada & métrica g e C(X) o conjunto de todas as
classes conformes na variedade £. Com isso, & possivel definir o invariante de Yamabe de uma
variedade compacta £ com bordo 0X como o supremo das constantes de Yamabe considerados
em todas as classes conformes da variedade:

0%?(L,0Z) = sup inf Q°(e).
[glec(z) ®>0

1.4 Decomposicao de um espaco métrico com medida
por anéis

Nesta secdo, introduzimos um dos resultados centrais para o desenvolvimento da teoria, bem
como algumas definicdes e notacdes auxiliares que serdo utilizadas recorrentemente ao longo
do texto no capitulo 3]

Seja (X, d) um espaco métrico separavel. Considere um ponto a € X e 0 < r < R <
00. Chamamos de anel centrado em a com raio interno r e raio externo R o conjunto:
A={xeX:0<r<d(x,a) <R < oo}. De forma analoga, definimos o anel dilatado:
2A ={x € X: 0 < r/2 < d(x,a) < 2R < oo}.

Definigao 7. Dado um inteiro 1 > 1, dizemos que (X, d) satisfaz a propriedade global de

I-cobertura, se cada bola B.(a) pode ser coberta por 1 bolas de raio v/2.

Diversas classes de variedades Riemannianas completas satisfazem estas condicdes, dentre
as quais destacam-se: Variedades compactas e Variedades com curvatura de Ricci ndo negativa.
Em particular, este & o caso do espaco Euclidiano R™*!. (Veja [30]).

Seja (X, d, ) um espaco métrico com medida que satisfaz uma propriedade global de

cobertura I.

Definigao 8. Uma medida p € M (X) € nao atémica se para qualquer conjunto mensurd-

vel A, com w(A) > 0, existe um subconjunto mensurdvel B de A tal que u(A) > u(B) > 0.
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Lema 3. Seja P : &™ — B™ wma imersao conforme nao degenerada. Considerando
a menor o-dlgebra de borel gerada pelos abertos de R™, a medida w, suportada em 0X,
definida por

wA) = 1 dvolyys,

L)l(AmSml)
€ nao atémica.

Demonstragao. De fato, mostremos que para todo p € R™, teremos p({p}) = 0. Suponha
por absurdo que p({p}) > 0. Desta forma,

u(lp)) = J 1 dvolys = Vol (b (p)) > 0.
P~ ({pinsm—1)

Como 1 é localmente injetiva (via Teorema do posto constante), se tomarmos dois pontos
p1 e p2 em P~ '(p), vao existir vizinhacgas Vj,, e V,, disjuntas onde vale a injetividade.
Desta forma, {~!(p) é um conjunto discreto e terd medida nula, o que ¢ um absurdo!

Segue o resultado. m

O nucleo da estratégia implementada por Kokarev em [32] para produzir estimativas para

autovalores de ordem superior é baseado no préximo lema, devido a A. Grigoryan, Y. Netrusov

e S.T. Yau [27, Thm.1,Cor.3.12] (veja também [26] 33]).

Lema 4. Suponha que (X, d) satisfaca a propriedade de I-cobertura para algum 1 > 1
e todas as suas bolas B.(a) sejam pré-compactadas. Entao, para qualquer medida nao
atomica finita w em (X, d) e qualquer inteiro positivo k, existe uma colecao de k anéis
disjuntos {2A1} tais que

1(X)

para qualquer 1 <i <k, com C =8 11712,

O Lema /4] sera bastante utilizado nos resultados do Capitulo 3, onde demonstraremos

desigualdades envolvendo os autovalores para problemas do tipo Schrodinger-Steklov.

1.5 Volume conforme relativo

Seja £ uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com fronteira 90X # (). Em 2010
Fraser e Schoen [23] introduziram um importante invariante conforme, chamado volume m-
conforme relativo de . Suponha que £ admita uma aplicacdo conforme {: £ — B™, onde

B™ ¢ a bola unitaria em R™, com P(0X) C S™ L.
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Definicao 9. O volume m-conforme relativo de b € definido por
VL, m,p) = sup Vol(f((X))),
feG
onde G denota o grupo de difeomorfismos conformes de B™. O wvolume m-conforme

relativo de £ € entao definido como
V(E,m) = igfvrc(i,mﬂl)),

onde o infimo esta sobre todas as aplicacoes conformes nao degeneradas P : X — B™ tais

que P(oX) c S™ L.

Para qualquer variedade £ de dimensdo n com bordo, o m-volume conforme relativo é

limitado inferiormente pelo volume da bola m-dimensional:
V' (Z, m) > Vol(B™).

De fato, dado um ponto ® € S™ ! et > 0, seja fo(t) : S™ ! — S™ ! um difeomorfismo

conforme dado por

fo(t) = @yl o sy o Dy, (1.5)

onde ®g: S™1\{0} — R™ ! & a projecdo estereografica de um ponto 0 para o conjunto
{x € R™: (x,0) =0} e s¢: R™! — R™1 ¢ a aplicagdo de dilatagdo dada por s;(v) = tv.
Veja que para qualquer t > 0, fg(t) fixa os pontos 0 e —0. Seguindo [23, Rmk.5.8], se o
diferencial de \|,, tem posto n em 6, o difeomorfismo conforme f_,,()(t) pode ser estendido

para um difeomorfismo conforme Fg(t): B™ — B™ e

lim Vol(F_y,e) (1) (W(Z2))) = P - Vol (B™),

t—o00

onde P é um inteiro que nos da a multiplicidade de \(0X) em (0).

1.6 Operadores do tipo Schrodinger-Steklov

Seja (X, g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com bordo 90X # (. O
problema de Steklovem L é

Au=0 em X,
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onde A é o operador de Laplace-Beltrami e 1 € o vetor normal unitario de 0X em X apontando
para fora.

Esse € um problema classico em anélise e geometria, que surge naturalmente em varias
areas da Matematica e da Fisica, como Teoria do Potencial e Equacdes Diferenciais Parciais.

Dada uma funcdo u € C*(0L), seja 1t a extensdo harménica de u, ou seja,

Agu=0 em X,

=u em 0X.

o

O operador de Dirichlet—Neumann associado ao problema de Steklov é a aplicacdo
E:C®(0L) — C™(0X)

definida por
_oa
CUIPYS

onde 1L é a extens3o harménica de u ao interior de L, e 1 denota o vetor normal unitario

E(u) (1.6)

exterior ao longo de 0X. O operador de Dirichlet-Neumann é um operador pseudodiferencial
eliptico de primeira ordem. Como o resolvente de E é compacto, seu espectro é discreto e
ilimitado superiormente. Além disso, como as funcdes constantes estdo no nicleo de E, o

menor autovalor o, de E & zero. Desta forma temos
0=0p<o0; <0<+ S o0.

Os autovalores desse problema foram discutidos pela primeira vez em 1902 por Steklov e s3o
frequentemente chamados de autovalores de Steklov.

Como o operador E é autoadjunto e ndo-negativo, com espectro discreto, podemos carac-
terizar seus autovalores variacionalmente. O quociente de Rayleigh associado ao problema de

Steklov é dado por

J IVul>dv
3

R(u) = 45—
J u2d\)az
0x

onde u € H(X) e ulas # 0.
Os autovalores de Steklov oy sdo definidos via quociente de Rayleigh, como:

vul? d
o= inf sy AxVuCdY

1.7
Gl UEG41\{0} fazuz d\)azj ( )
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onde o infimo é tomado sobre subespacos (k + 1)-dimensionais Gy;; C H'(Z) (Ver [39, [15]).
No terceiro capitulo, trabalharemos com operadores do tipo Schrodinger-Steklov, isto é,
com problemas da forma

AU+V1UZO em X

0
au —Vou=o0ou em oL,
on

em que as fungdes V; € L*(L™) e Vo, € LP(0Z™) sdo denominadas funcdes potenciais. Pre-
cisamos mostrar que tal problema de autovalores tem espectro discreto, tendendo ao infinito,
bem como a caracterizacdo variacional de seus autovalores.

Seguindo as mesmas nota¢des de [3], definimos o Laplaciano de Dirichlet com poten-

ciais —(AP + V) em L2(Z) como
D(=AP — V) = {u € HA(E) : Au+Viu € [2(5)),

(—AP —V))u = —Au —Vu.

Analogamente, definimos o operador de Dirichlet-para-Neumann com potenciais em um
dominio Lipschitz £ da seguinte forma: para A € R\ o(—AP —V,;), o Operador de Dirichlet-

para-Neumann com potenciais D, é definido em L2(0%) por

D(Dy) :={p € L2(3%) : Fu € H'(X), ulsxr = @, —Au —Vou = Au,

(2 —Vy)uel?(d5)},

\Dxcp =(Z—Vy)u
O seguinte resultado é crucial para mostrar que D, possui espectro discreto (veja [3]).
Teorema 8. D, € autoadjunto, limitado inferiormente e tem resolvente compacto.
Iremos fazer uso do seguinte resultado para a prova do Teorema [8]
Proposicao 5. Para A € R\ o(—AP —V,), tem-se
HY(Z) = Ho(Z) @ HY(A),
onde H'(A) ={u € HY(Z) : —(A + V1)u = Au}.

Demonstragao. a) Considere o operador A : H}(X) — H}(XZ)’ dado por (Au,v) =
fs VuVv — Viuv. Assim, —(AP + V) é a parte de A em L*(Z), onde consideramos
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L?(Z) < H{(Z) através de (f,v) := [, fv, feL*(X), v e Hj(X). De fato,
(Au,v) = J (VuVv — Viuv)
s

= J (—vAu—leuv)—i—J v_—
5 5 ov

= (—(A+Viu,v).
Segue de |4, Proposigao 3.10.3] que o(A) = o(AP). Assim, A — A ¢é invertivel.
b) Seja u € HY(Q). Considere F € H}(Q)’ dado por

Fv) = L Vqu—Jz Vluv—AJ uv. (1.8)

s
Entao, pelo item (a), existe ug € H3(X) tal que (A —A)(ug) = F.

Isto significa que, para todo v € H}(X),

J Vuo-Vv—J Vluov—AJ uov:J Vu-Vv—J Vluv—AJ uv.
b3 b3 b3 b3 b3 b3

Defina u; := 1 — 1. Desta forma, para todo v € H}(Z),

J Vul-Vv—J Vlulv:AJ Uv.
b3 b3 b3

Logo (—A — Vi)u; = Auy, isto é, u; € HY(A). Assim
u=ug+ uy, up € H3(Z), wy € HY(A).
Como A ¢ o(—AP — V), segue que H(Z) N HY(A) = {0}, e portanto
HY(Z) = Hy(Z) @ HY(A).
]
Seja V:={ulr: u € HY(Q)} C L%(0X) o espaco de tracos, que é um subespaco de L2(T).
Se A € R\ o(—AP — V), entdo o operador de traco restrito a H'(A), isto é, a aplicagdo
u € HYA) — ulps €V, é linear e bijetiva pelo Lema 3.2. Definindo ||ulr|lv := ||u||ni(x),
o espaco V torna-se um espaco de Hilbert. Segue do teorema do grafico fechado que uma
escolha diferente de A € R\ o(—AP — V;) leva a uma norma equivalente em V. Como o
operador de traco é compacto de H!(Z) em L2(0X), segue que a inclusdo de V em L2(T") &

compacta. O Teorema de Stone—Weierstrass implica que V & denso em [2(9X).

Seja A € R\ o(—AP —V,). Definimos a aplicacdo bilinear a, : V x V — R por

ax(e, V) ::J Vu~Vv—J Vluv—AJ uv—J Vouv,
b b b o

onde u,v € H(A) tais que @ = ulr, P = v|r. Entdo a, é claramente continua e simétrica.
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Proposicao 6. A forma ay € eliptica e Dy € o operador em L2(T") associado a ay.

Demonstra¢ao. Para mostrar a elipticidade aplicamos o Lema 3.1, apresentado em [3],
ao mergulho compacto T : HY(A) — L2(Z), u — u, e ao operador de traco S : H'(A) —
[2(0X), u — ulas, o qual é injetivo em H!(A). Dado 1 > & > 0, encontramos ¢ > 0 tal
que [y u? < §||ull? + ¢ [,5 u? para todo u € H'(A). Como [[ul|Z, = [ [Vul* + [, u?
segue que

Assim, dado ¢ > 0, existe ¢; > 0 tal que

J u? < EJ |Vu|2+C1J u?. (3.1)
b3 T 2%

para todo u € H(A).

Seja € > 0 tal que €(|A| +1/2) = 1/2, com A = A + Vil (x) € defina w = cq(|A| +
1/2) + [[Valli=(ax))-

Por (3.1]), obtemos

a;\(ulr)—i—wJ u? = J IVulz—J Vluz—AJ uQ—J V2u2+wj u
r b3 b3 T 0% 0%
)

2
> J |VU|2—||V1||L°<>(Z)J uZ—AJ u2—||v2||Lm(azJ %
> > ox

>
+ wJ u?
0x

_ |Vu|2—m+||v1||m))J u2+(w—||v2||Lm(am)J W

JX > ox
= IVul> = A u2+wJ u?

JX JX ox
> [Vul> +1 u2—(|X|—|-1/2)J u2+wJ u?

JX JX > ox
> |Vu|2+% u2—£(IXI+1/2)J IVul?

JX JX >

—(|X|—|—1/2)C1J u2+wj u?

ox ox
Slullzy

para todo u € H!(A).
2. Seja B o operador em [2(0X) que estd associado a a,. Queremos mostrar que

B = D,. Sejau € H'Y(A),b € L2(0X). Entdo ulpr € D(B) e Bulyzr = b se, e somente se,

J Vu-Vv—J Vluv—AJ uv—J Vguv:J bv (1.9)
z z ba P or
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para todo v € HY(A) e u € HY(A).
a) Suponha que ulpr € D(B) e Bulyx = b. Note que para uw € H'(A) = {u € H}(X) :
—(A+Vi)u=2Au}ev e H}(X) tem-se

J Vqu—J Vluv—AJ uv—J Vguv:O:J bv,
b3 b3 b3 ox ox

onde usamos que —(A + V;)u = Au. Como H}(X) & H}(A) = H'(X), segue que (1.9) vale
para todo vg + vy =v € H(Z).

Agora, usando —(A + V;)u = Au em (|1.9)), vé-se que

J <i—\72)u\):0:J bv,
or \ 0V o

para todo v € H}(X). Portanto, (a% — Vg) u =>b. Portanto u € D(D,) e Du = Bu.
b) Reciprocamente, seja @ € D(Dy) e Dy = b. Entao existe u € H'(A) = {u €

HY(Z) : —(A+Vi)u = Au} tal que ulps = @ e (% — Vo) u=>b. Logo

ov
J Vqu—J Vluv—)\J uv—J YVouy = Vqu—FJ vAu
b3 b3 b ox Jz b3
— Vouv
ox
= a—uv—J Vouv
or OV 9%
[ 0
= — =V
azv (aV 2) b
para todo v € H!(Z). Segue que ¢ € D(B) e Bo =b. O H

Desta forma, o problema envolvendo funcées potenciais possui espectro discreto tendendo
ao infinito, com autovalores podendo ser negativos.

Define-se o quociente de Rayleigh associado ao problema de autovalores acima da seguinte
forma:

J IVguIde—J VlquV—J Vou?dvys
R(u) = == = or , (1.10)

J u2d\/az
or

comu € HY(Z) e ulss # 0.

Os autovalores em questdo, 0y, sdo entdo definidos via quociente de Rayleigh, como:

ox = inf sup  R(u), (1.11)
Gr+1 ueGy 1\{0}

onde o infimo & tomado sobre subespacos (k + 1)-dimensionais Gy 1 C H*(Z) (Ver [39, 15]).
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Rigidez de hipersuperficies capilares

Neste capitulo, inicialmente, obteremos estimativas para o volume e area do bordo de hi-
persuperficies capilares cmc's estaveis. Posteriormente, faremos resultados de rigidez para o
caso em que a hipersuperficie considerada é minima, seguida do caso em que a mesma tem
curvatura média constante. Um passo crucial na demonstracdo dos resultados de rigidez é a

construcdo de uma folheacdo cmc em torno da hipersuperficie.

2.1 Estimativas de area

Nesta secdo, obteremos estimativas para o volume e a area do bordo de hipersuperficies capi-
lares cmc estaveis, envolvendo a curvatura escalar e a curvatura média do bordo da variedade
ambiente, bem como o invariante de Yamabe da hipersuperficie. Para o que segue, sendo
("1 g) € (M™,3) uma hipersuperficie imersa com métrica induzida g, denotaremos o vo-
lume de £ por Vol(X) e a area de 0L por Area(0L), onde estamos considerando as medidas

de Hausdorff (n — 1)-dimensional e (n — 2)-dimensional, respectivamente.

Teorema 9. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo OM. Seja ™1
uma hipersuperficie cme capilar com dngulo de contato © € (0, 7), compacta, propriamente

imersa em M, 2-lados e estavel.

i) Suponha que H®™ + Hcos0 > 0, inf RM + —-H? <0 e 0"?(Z,0%) < 0. Entao, a

drea de L satisfaz

A s QD) elron)
inf RM + —1-H2 ~ inf RM 4 —B-H?2

(2.1)

33
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i) Suponha que RM + L-H? > 0, inf HOM + Hcos6 < 0 e 0*'(X,0%) < 0. Entdo, a
drea de 0¥ satisfaz

sin@  QY'(X,0Z) _ sin@ o%1(Z,9%)

A(dX)"z > > .
(0] > = = oM T Heos0 © 2 mfHOM + Hoos @

(2.2)

Demonstra¢ao. Provemos inicialmente o caso i). Pela desigualdade de Newton e equacao

de Gauss nos temos

1
Ric(N,N)+ A2 > = [RM — Ry + 1" 12).
2 n—1

Usando o fato que L™~ ! é estavel e o Lema , para @ € C®(X) obtemos

0 < Qle,0)

= [ 1l = (Riet, Ny + AP0 | (—
> 0xr

—II°M(%,%) + (cot 6)A(v,v)> @>
sin 0

1 1
< JHWIF——J (RM R, + HQW—J L oM 4 Heot®— kg ) @
z 2)s n—1 ax \sin®

Multiplicando a expressao acima por dois e reorganizando, obtemos

0 < | Ve +Re + | ke | (LHMRM) o (23)
b o s\n—1

2
— J ——(H°™ 4 Hcos 0) @2
d

s sin©
) 4(n—2) oM
Dai, como a,, = o3 >2paran >4 e H'" 4+ Hcos0 > 0, chegamos em
n_
J (infRM + LH?) ¢’ < J (anlVolP + Rye?) +J go?.  (24)
b n—1 b3 %

Pela desigualdade de Holder é facil ver que

n—3

| o* < am (J @25?‘3”> - (2.5)
b3 s
Sendo inf RM + 2-H? < 0, por (2.4) e (2.5]) obtemos
n—3
n 2 2(n-1) \ * T n
_]_l2 A(X)n=1 =3 < : fRM _H2 2
n—1 ) = l(L(p 3) L(m Tho >(p

< [ (anlVolr +Ree | 20
z oz

(inf RM 4+

Assim,
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Desta forma, o
O(X, 0% 1,0

A s Qe (20D o(Z08)

inf RM + T-H2 ~ inf RM 4 B H?2

Para o item 1ii), seguindo os mesmos passos do caso i), temos

0 < | Ve +Re + | et | (LH%RM) ¢
b 9z s\n—1

2
— J ——(H®™ £ Hcos0)p>.
d

5 sin O

4(n—2)

Como a,, =
n—3

> 2, paran >4 e RM + -H? > 0, obtemos

2

sin O

(inf H°M 4 H cos 9) J e’ < J 2V el + Rg(pz) +J 2kg(p2. (2.6)
d% b 0%

Pela desigualdade de Holder

9 1 2(n—2) 27:3
. < A(0X)n> . @ s : (2.7)
Como inf HYM 4+ Hcos 0 < 0, por (2.6) e por (2.7) obtemos

n—3

2 L o\ n2
- (inf H°M 4+ H cos 9) A(0L)n=2 <J (p2(n32)) <
sin O oL
2
— (inf H*™ + H cos 0) J p* < J (anllVelP + Ry9?) +J 2kgy 0.
sin © ox T or
Assim
2 1
—— (inf H*™M + Heos 0) A(dZ)72 < QY¥'(o).
sin 0 9
Portanto,
! sin  QY(X,0X) sin@  o%(Z,0X)
0L)n2 > J > ’ : 2.
Aloz)w= 2 inf HOM 4+ H cos 0 2 inf HOM 4+ H cos 0 (28)
]

Quando X & uma hipersuperficie minima, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo nao vazio OM™
e seja Tt C M™ uma hipersuperficie minima capilar com dngulo de contato 0 € (0,7),

compacta, propriamente imersa, 2-lados e estdvel.

i) Suponha que H®™ > 0 e inf RM < 0. FEntdo, se o°(Z,0%L) < 0, a drea de L

satisfaz
2o QP(5,00)  o'0(z,01)
inf RM 7 inf RM

A(Z)
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ii) Suponha que RM > 0 e inf HOM < 0. Entdo, se 0%1(Z,0L) < 0, a drea de 0X

satisfaz

sin @ QY'(Z,0X) _ sin® o%1(Z,0%)

A(dZ)w= > >
(02)m2 > === Friom 9 inf HOM

2.2 Rigidez de hipersuperficies capilares

Nosso objetivo principal nesta secdo é demonstrar os teoremas de splitting local para hiper-
superficies capilares cmc, a saber, os Teoremas [2] e [3| enunciados na Introducdo. Além disso,
para demonstra-los, precisaremos construir uma folheacdo cmc em torno de X, construcdo
essa, dada pela Proposicdo [9

Inicialmente, mostraremos que X é infinitesimalmente rigida se estivermos sob as condi¢cdes

do Teorema [10]

Proposigao 7. Assuma que H*™ +Hcos0 > 0, 0"°(Z,0L) < 0, inf RM + 2-H2 < 0 ¢

que vale a igualdade em (2.1)), isto €,

2 GI’O(Z a):)
A(D)T = 0=
(B = iRV +

(2.9)

Entao L € infinitesimalmente rigida, II°™M (v, V) +A(v,Vv) cos 0 ao longo de 0L e a métrica

induzida em L é Einstein com bordo totalmente geodésico OL.

Demonstragio. A hipotese o0(Z,0Z) < 0 < QL°(ST,0ST") garante a existéncia de
uma solugao para o problema de Yamabe, isto é, existe @ = @min > 0 para o qual
Q;O(Z, 0X) é atingido (veja Segao ou [20]). Desta forma, todas as desigualdades na
demonstracao do item i) do Teorema @ sao igualdades, e assim teremos que RM = inf RM,
A]2 = nH—_21 (£ totalmente umbilica), H®™ + Hcos® = 0 ao longo de dZ. Além disso,
como an > 2, |[V@minll> = 0. Logo, @min ¢ constante.

Considere o problema abaixo

—Asd — (Ric(N,N) +[A*)d =Ad em I,

0d
3y =4 em oL

(2.10)

onde

1
——II°™M (%, %) + (cot 0)A (v, V).
sin ©

q:
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Multiplicando a primeira equagao em (3.5 por ¢ e depois integrando, obtemos

J “$Ard — (Ric(N,N) + AIP)¢2 =AJ ¢,
> >

Integrando por partes,

2 o . 202 _ 2
| 1wl =] 037~ | (RieNN) + AR <A @2

Pela segunda equagao em ({3.5)) segue que

[ N A e N Y

pX z

A caracterizacao variacional do primeiro autovalor nos diz que

A = inf (L IV — L(RiC(N,N) +IAIP) o — LZ q(l>2) :

sy d2do=1

Desta forma, como vale a igualdade em (2.1)) e X é estavel, concluimos que
Qs Omin) = [ IVomanl? = [ (Ric(NN)+IAPI 02— | a0

Dai, temos que A; = Q(@min, Pmin) = 0 € @min satisfaz o problema (3.5). Segue que

Ric(N,N) = —nH—_21 e IIPM [V, V) = —A(v,v) cos 0 = 0 ao longo de 0X. Além disso, como

1
——II°M(%,9) + (cot 0)A(v,v) =0,
sin O

temos

1
kg =H®™ + Hcos 0 — (—HaM(v,v) + cot e)A(v,v)) =0,

sin O
e assim a fronteira 0X é uma hipersuperficie minima. A métrica g ser Einstein com bordo

totalmente geodésico, segue da Proposi¢ao 1 em [§]. O
Agora estabelecemos a rigidez infinitesimal de £ sob as hipéteses do Teorema [11]

Proposicao 8. Se H'M 4+ Hcos® > 0, o%%(Z,0%) < 0 e RM + %HQ > 0, entdo X
¢ infinitesimalmente rigida, II°™ (v, v) + A(v,v) cos® = 0 ao longo de 3L, o*°(X,0%) =
0, e 0L tem curvatura média nula. Além disso, ¥ é Ricci plana com bordo totalmente

geodésico com respeito a métrica induzida.

Demonstrag¢ao. Substituindo as hipoteses na desigualdade (2.3), obtemos

0 < jmuwu?wg@?w] 2y 0.
> 0Xr
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E facil concluir que
0 < Qg%Z,0%) < 0™(L,05) 0. (2.11)

Novamente, pela resolugdo do problema de Yamabe (veja Secdo , existe @ =
@min > 0 para o qual Q};’O(Z, 0X) ¢ atingido. Entao, como vale a igualdade em ([2.11]),
claramente teremos RM = %H{ HOM = —H cos 0 ao longo de 0% e L ¢ totalmente um-
bilica. Novamente teremos que @ = @mnin € constante. Entao usando o mesmo problema
de autovalor usado na Proposicdo [7, obtemos Ric(N,N) = _nH_j1 em X, I[I°™M(v,v) +
A(v,v)cos® =0 em 0X e kg = 0.

Observe agora que, pela equagao de Gauss
Ry = RM + H? — |A]* — 2Ric(N,N) = 0.

Como na proposigao [7], a métrica g é Einstein com bordo totalmente geodésico e desta
forma, como o Ricci de £ é um miltiplo da curvatura escalar, é direto de X é Ricci

plana. O

Um teorema de construcdo de uma folheacio se faz necessario para o que segue. Para isso

necessitaremos de dois lemas importantes.

Lema 5. Seja M™ uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio e @ : L™ 1 — M
um mergulho proprio 2-lados de uma hipersuperficie com bordo nao wvazio. Considere

D :(—e, e) x L — M uma variagao propria de @. A funcao lapso py satisfaz

oH )
att - A}__.pt + (RlC(Nt, Nt) ‘I‘ |At’2)pt - dHt(EvéS,t) em Zt;
0 0 o
—(Cgi d = —(sin 9t)a—$t + (cos 0¢)A(Ve, vi)pe + IIPM(Vy, Vi) pe + dO: (W,) em 00Xy,
t

onde Eéi € a projecao ortogonal de &g em TXy.
Demonstragao. Veja [35]. O

Corolario 2. Seja (Zi)ie(—e,e) uma familia de hipersuperficies capilares de curvatura

média constante e dngulo de contato © € (0,7). A funcao lapso py satisfaz

oH .
att = AZpt -+ (RlC(Nt, Nt) + |At|2)pt em Zt?
2.12)
3 (
ﬁ = ( - IIaM(Vt,Vt) + (COt G)A(Vt,vt)) Pt em aZt,
0Vvy sin ©

onde ‘Eat € a projecao ortogonal de Ep ¢ em TXy.
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Demonstracao. Veja [35]. O

Lema 6. Seja o € (0,1), f € CO%(X) e g € CH*(X) tal que

AR

Entao existe uma tinica solu¢io w € C**(X) para o problema

Asu =f em X,

0
% =g em 0ZX%,
na classe
Gz{uECQ’“(Z):J u= }
b3
Demonstragao. Veja [42], Teorema 3.15]. O

Para a proposi¢do seguinte adaptada de E. Longa [37], considere Z um campo de vetores
ao longo de X tal que g(Z,N) = 1, com Z tangente a OM ao longo de 0X. Sem perda
de generalidade considere Z como sendo uma extensdo a M onde Z € TOM. Além disso,

considere ¢ (x,t) o fluxo local de Z.

Proposigao 9. Seja M™ uma variedade Riemanniana com bordo nao vazio. Assuma que
M™ contém wma hipersuperficie minima capilar propriamente mergulhada £ tal que HOM
e RM sdo limitadas inferiormente. Se L € infinitesimalmente rigida, entao existem & > 0
e uma func¢ao suave w: (—e, ) X ¥ — R tal que

Lo ={p(u(t,x) +t,x) : x € X}
€ uma familia de hipersuperficies capilares com curvatura média constante. Além disso,

0

w(0,x) =0, a—t:(O,x) =0 eJ w(t,.) =0 para todox € Z et € (—¢,¢).

b

Demonstragao. Seja E,, ={u € C™*(X): J u = 0} um espaco de Banach com expoente

ba
de Holder « € (0,1) para cada n € N. Dada uma funcao u € C>*(X) considere
Yo ={b(u(x),x):x € I}

Se a norma de u for pequena, X, é uma hipersuperficie propriamente mergulhada em M.
Para X, tome N, como sendo o campo normal unitario de .., Z,, = Z|ps e H(u) é a

curvatura média de X,,. Agora, para T > 0 e & > 0 defina a aplicagao

Y (—1,7) x (Bs(0) N Ey) — Ey x CH*(0X),
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dada por

q](t,LL) = (H(t +LL) - H(t +U)d0, g(Nt—O-qut—i—u) — CO8 9) )

L J
vol(X) Jx
onde B5(0) = {u € C>*(X) : |lulla,x < 8} denota a bola aberta de raio & centrada na
origem de E5 . Observe que ¥(0,0) = 0, uma vez que X é minima capilar.

Mostraremos que (D)) ¢ um isomorfismo quando restrito a {0} x E;. De fato,
considere agora a aplicacao @ : (—t,T) X £ — M definida por @ (t,-) = ¢p(tv(-),"), onde

a mesma ¢ uma variacao para cada v € Eo, cujo campo variacional ¢ dado por

d(tv(x),x) = %(O,X) -v(x) = v(x)N(x).

0

ot

0

ot

t=0 t=0

Calculemos DV (g )(0,v) para cada v € E;. Note que o Lema |5/ nos dar que

d
£H(sv) = Asv + (Ric(N,N) + AP )v = Asv,

uma vez que X é infinitesimalmente rigida, sabemos que Ric(N,N) =0 e |A]? = 0.
0
0s
0
0s

D\P(O,O)(Oav) = \y(ov SV)

s=0

1 J—
s=0 (H(SV) B VOI(Z) JZ H(S\))dG’ g(Nsv; Nsv) — COS 6)

1 ov
= (Asv— A —(sin0)—
( =V ol(T) L zv do, —(sin )av)

1 ov ov
Asv — Y do, —(sin0)— ) .
( =V vol(X) Jaz avda’ (sin )av)

Mostremos que DY (o) é sobrejetiva. Dado (w,z) € Eg x CH*(0X) considere o pro-

blema dado por

1
Asv =w — d )X

V=W D) Lzsme oems (2.13)
N2 mos

v sing 0%

Observe que

1 z z z
— d = do— do = — do.
L (W vol(X) Jaz sin © G) L:W ° L): sin © ° ,[az sin © °

Desta forma, pelo Lema @ existe uma tnica fungdo y solug¢ao do problema (2.13)). Assim,

DV¥(p0)(0,v) = (w,z). Para a injetividade mostraremos que o niicleo de D¥ (o) é formado
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apenas pelo vetor nulo. De fato, o nticleo de tal operador é dado pelos vetores que

satisfazem o sistema

1 ov
Asv — —do = )3
v vol(X) Lz v’ Oemz,

—(sin G)a—v =0em 0L,
ov

ou ainda,
Az\) =0 em Z,
0
N — 0 em o5
ov

Como v satisfaz a equagao de Neumann homogénea, entao ela é constante e desta forma,
v = 0, uma vez que v € Ey, onde as fun¢oes tem média nula. Portanto, como DW ) €
linear bijetivo, entao ¢ um isomorfismo quando restrito a {0} x E,.

Pelo teorema da funcao implicita, existe € > 0 e uma funcdo suave t € (—e, €) —

u(t)(x) € Bs(0) N Ey, onde
r(0)(x) = p(0,x) =0 e W(t,pu(t)) =1¥(0,0) = (0,0).
Considere entio a aplicacio dada por
G(t,x) = p(ult, x) +t,x),

onde o campo variacional é dado por

6l = 2 et
t=0 t=0
00 ou
= s (5 )
(i
(l—l— ot t_O) Z(x).
Como
(0,0) = Wt u(t) (2.14)
= (M0t ) — g | RO 010, 9N, W) — cose)

segue que X ¢ uma hipersuperficie capilar com curvatura média constante para todo

te(—¢,¢).
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Tome agora w: (—¢, ¢) x £ — R, dada por w(t,x) = u(t,x) +t. Derivando ({2.14) em

t = 0, obtemos:

ow ow
0 0 1o 2\ae o\ ot
w
~ VYV = Az | — — t=07 4. —(sin@)——t=07
ot|,_, . ( ot t_o) vol(Z) JZ ov 0, ~(sin®)——57
= (0,0).

) ow ) ) Y i

Dai, segue que — satisfaz o problema de Neumann homogéneo, ou seja, 3t é
t=0 t=0
constante.
Agora, como u(t,-) € Ey entao
J (w(t,x) —t)do = J u(t,x)do = 0.
b b
Derivando a expressao acima obtemos
0
J o do =vol(X),
s 0t |,
. ow . ou
o que nos diz que — =1 e assim, como w(t,x) = u(t,x) + t, teremos — =0.
ot |, ot |,_,
Logo ¢ direto que
0 ou
s, et = (55 1)z =N

Reduzindo ¢, se necessario, segue o resultado. O

O Lema abaixo é de grande importancia para a demonstra¢do do Teorema [10]

Lema 7 (Lema de Gronwall - Forma diferencial). Sejam w,: (—e, e) — R diferencidvel,

B:(—¢, &) = R continua e tg € (—¢, €), satisfazendo
para todo t € (—e, ). Entao

para todo t € (tg, €).

Demonstracao. Defina

x(t) = exp (Jt B(s)ds) , t> 1.

to
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Observe que x’(t) = B(t)x(t), onde x(tg) = 1 e x(t) > 0, para todo t € (tg,¢). Desta

forma,
dp) _ pM Bl |
dt x(t) x2(t) =
t
Segue que M € nao crescente, e portanto
x(t)
t t
pit) < o) = u(to), Vt > to.

x(t)  x(to)

Observagao 1. Veja que se t < tg, obteriamos que

Rt _ plto)

x(t) 7 x(to)

= H(to), vt < to.
Agora daremos a demonstragdo do Teorema [10]

Teorema 10. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo OM. Seja
I"L wma hipersuperficie 2-lados J-minimizante, propriamente mergulhada em M, com
angulo de contato © € (0,7), tal que H®™ + Hcos® > 0. Se inf RM 4 %HQ < 0,
010(X,0X) < 0, e a igualdade ocorre em , entao X € uma hipersuperficie minima
com bordo livre, infinitesimalmente rigida e existe uma vizinhanga de £ em M isométrica

a (—¢,¢e) x X, dotada da métrica dt*> + g, onde g € a métrica induzida em X, a qual é

Finstein com bordo totalmente geodésico 0X.

Demonstracao. A proposicao [7] mostra que X ¢é infinitesimalmente rigida, e entao, pela
proposi¢ao [9] podemos considerar uma folheagao local por hipersuperficies cme capilares
Y para t € (—¢, ¢), com ¢ suficientemente pequeno.

Pelo Corolario [2| a fungao lapso satisfaz

H'(t) = Azpt+(RiC(Nt7Nt)+|At|2)pt em X,

0 1
o (o IPM (3, ¥5) + (cot ) A (ve,ve) | pe em DX
0Vy sin ©

Pela equacao de Gauss e usando a desigualdade de Newton
. 2 1 M n 2
RlC(Nt,Nt) +|A| = 5 Rt —Rt‘f—mH(t) .

Substituindo na primeira equacao, dividindo por py e multiplicando por 2, obtemos

_ _ n
2H'(t)p;* = 2p; 'Aspr + RM — R + mH(t)z. (2.15)
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Denote por g¢ a métrica induzida em X;. A solucao do problema de Yamabe com
4

bordo (veja Segao | garante que para cada t € (—e, €) existe uma métrica g, = Uy > gy

com curvatura escalar constante igual a inf RM e bordo sendo uma hipersuperficie minima.
4

Seja ut uma fungao positiva em Z; satisfazendo g = u{ > gy, onde a constante de Yamabe
¢ atingida.

Multiplicando ([2.15]) por u? e integrando, obtemos

2[ H (t)py 'uf > J 2pt‘1u%Azpt+J
Zt Zt Zt

(RN + LH(tP) u? —J uiR; (2.16)
n—1 5

Xt n—1 T, 5,

Pelo teorema da divergéncia

d
(V(pt‘luf),VpQ:J oy u2 bt

—1..2
u;A —,
Lt P th Zpt+J P tth

It

ou seja,

J pt_lu%Azpt = J

a _ 1. 50p
Pt 2U%HVPtH2 —2p; " (Vug, Vpe) + J Pt i
Zt Zt

P ¢ (A .
Substituindo em (2.16]) e sabendo que X tem curvatura média constante, obtemos

N N _ 1. 20p
2H’(t)J p lui > Q(J thu%IIthIIZ—2pt1ut<Vut,th>+J ptlui—t)
pas pat 0%, vy

+ (infRM + %H(t)Q) JZ ul — L uR, (2.17)

Pela desigualdade de Young com € tomando €(t) = ﬁ—i, obtemos
0 u
2Visy, Vou) < VP + Vo P2,
t

t

Assim,
u? u
IVl < Vel S5 =255V, Voo). (2.18)
t t
Utilizando o Lema[2] a equagao (2.12)) e substituindo (2.18)) em (2.17)), obtemos

1
0| et > 2| IVl ee | (Mmoot o)A w))

+ (inf RM + LH(’c)2) J u? —J u’R,
n—1 bt b

_ U VP + 12Redoy) + QJ
Zt azt

2 21 oM
usk u;H
t t:| + sin © Jazt vt

J (Hi’M + H(t) cos 9) ul + (inf RM 4+ LH(t)Q) J ul,
G n—1 5,

sin ©
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Como a,, = 4:‘—:32) > 2 para n > 4, entao
2H'(t) J o ul > — U anllVul® + wiRidoy + ZJ ufkt]
b b 3%,

2

sin ©

+ J (HIM + H(t) cos 0) uf + (infRM + LH(tﬁ) J u?.
0X¢ paey

n—1

Desde que H°™M > —H cos 0, obtemos
2H’(t)J oy u? > — U anlVul* + WRdoy + QJ ufkt}
Zt Zt azt
2 2
- (—Hcos© + H(t) cos 0) ug
sme dr
. M n 2 2
+ (mfR + ——H(t) > J uy
n—1 5,
= — U an ||Vl + uthth + QJ u%kt}
b 9%,

+ 2(H(t) — H) cot GJ ul + (inf RM + LH(tP) J u?,
o5, n—1 5.
e desta forma

Jan||Vut||2+uithot+2J uik, 2(H(t)—H)cotGJ u?
s

H (W) > - — —
(J u e th) (J u e th)
pa It
. |, v
-+ (inf RM + —H(t)2> = n-3>
n—1 2(n—1) n—1
(J u, "’ dct)
e
onde
2J St
1l)l(t): = n3
2(n—1) n—1
(J utn73 th)
¢
2J u? J u?
_ oL, _ pal 2o
Tomando P3(t) = 25— e hy(t) = 25— < ALY,
(J u " d0t> (J u "’ dot)
PN D
obtemos
H (01 (t) = —Q"(uy) +a(t) (H(t) —H) cot 6 (2.19)
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Assuma que inf RM + -H? < 0. Suponhamos que valha a igualdade em (2.1, isto ¢,

2 O'I’O(Z aZ)
) = 02
AR = IRv g = e

(2.20)

Nos temos que

H/(a(t) > —Q(w) + a(t) (H() — H) cot @ + at) (mfRM n %H(t)?)

> —0"%(Z,0%) + o(t) (H(t) — H) cot 6

+ (inf RM + LH(tP) A(Zy)™ T
n—1

T (H(? — H2) AL
Por outro lado,

ALY - AE)H = 2 Jt (EA(ZS)) A(Z,)+H ds

e s (o) on ] ).

e assim podemos reescrever nossa estimativa como sendo

H (s () > ——— (infRM + LH2> Jt(H(s)E(s) +1(s) cot 0)ds
n—1 1 0

onde

3—m

E(S)ZA(ZS)”L ps € n(S):A(ZS)iIJ‘aZ Ps-

Agora, uma vez que a fungao lapso pode ser assumida positiva, podemos concluir que

H (1) > {Ro(t) Jtn(s)ds LR (1) (H(t) — H)] cot 8+ Ro(t)(H()? —H?),  (2.21)
0
com
Rolt) =~ (R ) R =
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e
n

(n— 1)y (t)
Suponha que H > 0. Observe primeiro que H’(0) > 0. Se H’(0) > 0, entao H(t) > H

Ry(t) = A(Z)wT.

para t positivo pequeno e pela primeira variacao do funcional J obtemos
a0 -310 = [ tm=no) [ ots1) as <o (222)
o que contradiz o fato de que X é J-minimizante. Entao H’(0) = 0. Seja
g(t) = {Ro(t) J:n(s)ds + Ry (t)(H(t) — H)} cot 8 + R (t) (H(t)* — H?).
Derivando g(t), obtemos

g'(t) = {Ré(t)Ln(S)dern(S)Ro(t)+R{(t)(H(t)—H)+H’(t)R1(t) cot 0

4+ Ro(t)(H(t)* — H?) + 2H/(t)H(t)Ry(t).

Sabendo que g(0) = 0, é verdade que

H'(t) —H'(0) _ g(t) —g(0)
t t ’

e desta forma,

H"(0) > ¢/(0) = Ro(0)n(0) cot 6.

Se H”(0) > 0, entao H'(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno, ou seja, H(t) seria
crescente, o que contradiz o fato de que X minimiza o funcional J. De forma seme-
lhante, se H”(0) < 0, entao deduzimos que H’(t) > 0 e H(t) seria crescente para t < 0
suficientemente pequeno, e chegamos a mesma contradi¢ao. Portanto, £ deve ser uma

hipersuperficie com bordo livre. Assim, a desigualdade (2.21]) reduz-se a
H'(t) > Ro(t)(H(1)* —H?).

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema [7)) & func¢ao u(t) = H— H(t), obtemos
t

H(t) —H > (H(s) — H) exp (J

Ra(T)(H(T) + H) dT) ,
para s < t. No entanto, H(0) = H implica que H(t) > H parat > 0 e H(t) < H para
t < 0, ou seja, J(t) < J(0), para todo t € (—¢,¢) e J(t) = J(0) para todo t € (—¢,¢)

devido ao fato de que X ¢ minimizante para J. Portanto, H(t) = H e cada X; ¢ uma
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hipersuperficie capilar estavel de curvatura média constante. Por outro lado, aplicando o

Teorema [, devemos ter

0<A(Z)—A(Y) = L %A(Zs)ds =—H Jo (L p(s)ds) ds,

o que significa que H < 0, o que contradiz o fato de que H > 0. Se H = 0, também

concluimos que X é de bordo livre, e o resultado segue diretamente de [8, Thm.2|. ]
Estamos prontos para demonstrar o Teorema , reescrito abaixo.

Teorema 11. Seja M™ wuma variedade Riemanniana (m > 4) com bordo OM. Seja
I wma hipersuperficie 2-lados g-minimizante, propriamente mergulhada em M com
angulo de contato © € (0,7), tal que H®™ 4+ Hcos® > 0. Se RM + %HZ >0e
ol9(Z,0X) <0, entdo L é uma hipersuperficie cmce capilar de curvatura média constante
infinitesimalmente rigida e existe uma vizinhanga de ¥ em M isométrica a (—e, €) X X,

2

munida da métrica dt®+ e 2"tg, onde g € a métrica induzida em £, a qual é Ricci plana

com bordo totalmente geodésico 0X.

Demonstracao. A proposicao |7l mostra que X é infinitesimalmente rigida, e entao, pela
proposicao [§] podemos considerar uma folheacao local por hipersuperficies cme capilares
Y parat € (—e, ¢), com € > 0 suficientemente pequeno. Seguindo os mesmos passos da
demonstracao do Teorema sendo inf RM+-2-H? > 0 e 0!(X,0X) < 0, a desigualdade
em [2.19 se reduz a

H(H1(t) > a(t) (H(t) — H) cot 6.

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema 7)) para funcao u(t) = H — H(t), nos obtemos

s 1|)1(T)

para s < t. Como na demonstracao do Teorema 10, segue da propriedade de minimizacao

H(t) —H > (H(s) — H) exp (cot 0 Jt Wa(1) d’t> :

de X que H(t) = H e J(t) = J(0) para todo t € (—¢,¢). Assim, cada X; é uma hipersu-
perficie capilar de curvatura média constante estavel. Aplicando a Proposicao [8| para X,
concluimos que elas também sao infinitesimalmente rigidas. Segue do Corolario [2| que p+

satisfaz o seguinte problema de Neumann homogéneo

Aztpt =0 em Z‘h

% =0em 0X;.
th
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Portanto, p; é constante e, sem perda de generalidade, podemos assumir py = 1. Assim, a
menos de isometria, podemos escrever a métrica de M, em uma vizinhanca suficientemente
pequena de £, como g = dt? + g;. Como X é totalmente umbilica, por [[28],Lema 7.4],

a métrica g; satisfaz a seguinte equacao de evolugao.

0
3¢9 (t) = —2Hpgy;(t).

Portanto, g, = e~ 2Mtg para todo t € (—¢, ¢). Isso conclui a demonstracao. O



Capitulo 3

Estimativas Superiores para o Espectro

de Steklov

Neste capitulo, obteremos desigualdades envolvendo os autovalores associados a problemas
do tipo Steklov e Schrodinger-Steklov em termos do volume conforme relativo de uma sub-
variedade compacta com bordo, X, imersa conformemente na bola. Ademais, discutiremos
um resultado de extremizacdo do tipo Hersch e obteremos uma estimativa inferior para a

quantidade de autovalores negativos associados a este tipo de problema.

3.1 Construcao das funcoes testes

Nesta secdo, focaremos na construcio das funcdes teste para o quociente de Rayleigh associado
ao problema de Steklov. A construcdo se baseia na extensdo Lipschitz das fungdes testes
construidas em [32].

Inicialmente, recordemos a construcdo das funcdes teste implementadas em [32]. Assim
como na Segdo [1.5) para cada ponto € S™ ! e t > 0, tomemos fg(t) : S™ 1 — S™ 1 um

difeomorfismo conforme definido por
fo(t) = @y’ 0 s 0 Do,
onde @g: S™1\{0} — R™! é a projecdo estereografica de um ponto O para o conjunto
{x e R™: (x,0) =0} e sy: R™! — R™ 1 ¢ a aplicacdo de dilatacdo dada por s¢(v) = tv.
Para @ € S™ ! e R € (0,71/2) fixados, é possivel escolher um parametro t = t(R) > 0 tal

que fo(t) mapeia a bola aberta Byg(8) € S™ ! conformemente no hemisfério ST = {w €

S™ 1 (w,0) > 0},

50
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Para cada par (R, 0), Kokarev [32] definiu uma fungio @re: S™ ! — R como segue

(pR79 (X) _ <f9(t) (X)7 e>7 If X € ]?QR(B)a (31)
0 if x ¢ Bog(0),

onde Bor(0) C S™ & a bola de raio 2R centrada em 6.
Similarmente, dado © € S™! e r € (0,7) podemos mapear a bola BT/Q(G) c S™ ! no
hemisfério S™ ! via um difeomorfismo conforme fo(T) para algum © = t(r) > 0. Neste caso,

o autor construiu em [32] uma fun¢do @, : S™ ! — R dada por

0, if XGB%,

3.2
—(fo(T)(x),0), if x¢B;, (3-2)

(br,e (X) -

onde B% C S™! & a bola de raio 1/2 centrada em 0.
As fungdes @r o € @r o satisfazem as seguintes estimativas.
Lema 8 (Lemas 2.3,2.4 em [32]). Seja 6 € S™ 1.

e Para cada R € (0,7/2) temos supp @r,o C B (0) e

Prolw) > para todos w € Br(0) c S™ L.

ol W

e Para cada v € (0,7) temos supp @ro C Smfl\é%(e) e

_ 3 ~
Prolw) > s bora todos w ¢ B,(0) c S™ L.

A ideia é construir uma extensdo conforme da funcdo fg(t) para a bola unitaria. Vamos

considerar a aplicagdo F: B™ — RT* definida por

2x’ 1—[x]?
F ey Xm) = , ) 3.3
(Xla )y X ) ((1 + Xm)2 -+ |X/’2 (1 +Xm)2 + ’X,|2 ( )

onde X’ = (x1,...,Xm_1). F & uma aplicagdo conforme (veja [18]) cujo inverso F~1: R™ —

B™ é dado por

2y 1—t2—lyl2>

F 'y Ymos,t) =
Wi Ymo1, ) ((1+t)2+lyl2’(1+t)2+|y|2

ondey = (y1,...,Ym_1). A restricido do mapa F a esfera é a projecdo estereografica através
do pélo sul 6 € S™1, ou seja, F(S™ 1\{0}) = OR™. Além disso, F(D™ ') = ST ! C R

onde D™ ! C B™ é o disco equatorial.
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Para cada anel A; = Bg,\B;;, C R™ dado pelo Lema , denote por A; C S™! o anel

centrado em 0; com raio interno T; > 0 e raio externo R;, ou seja, A; = Bﬁi\Bfi. Vamos

definir Bg, = Bg, N B™. Escreveremos 0Bg, = 0¢Bg, U 01 Bg,, onde
aQBRi = aBRi NintB™ e alBRi = aBRi N Sm_l.

Para 0; € S™ ! e R; € (0,7/2) fixos, consideramos o difeomorfismo conforme fo.(ti) tal
que fei(ti)(f%?ﬁi) = S Agora, seja Fi = Fq,(ti): B™ — B™ o difeomorfismo conforme
que estende fq. (t;) dado por F; = F 1o s, oF, onde F é o difeomorfismo conforme definido
em (3.3), que estende a projecdo estereografica através do polo sul 6;.

Para facilitar a notacdo, escreveremos simplesmente @; e @; para denotar as funcdes
definidas em e , respectivamente. Primeiro, consideramos uma funcio 1-Lipschitz
i OF;i(Baog,) — R dada por

(y,0:), if yeodi(Fi(Bag,)) = Sil*ly
0, if ye dg(Fi(Bar,)).

xi(y) =

Agora, tomamos uma extensdo de Lipschitz de a4, ou seja, uma fungdo fi: Fi(Bag,) — R

tal que
LipFi(‘BZRi)(Bi) = LiPaFi(fBQRi)(CXi)-

Por exemplo, podemos considerar a fungdo de extensdo de McShane (veja [40]) definida como

Bi(x) = sup {ax(y) —Ix—yl}.

yEIFi(Bag,)

Podemos estender a fun¢do (3; para a bola inteira B™ definindo 3i(y) =0 se y & Fi(Bag,).

Note que (3; é uma fungdo 1-Lipschitz definida em B™ e suportada em Fi(Bag,). Definimos
Y:: B™ — R por meio da composicio ¥; = 3; o F;.

De forma semelhante, podemos construir uma funcio W;: B™ — R definida por ¥; =

RioFi, onde Bi: B™ — R é uma extensdo 1-Lipschitz da funcio
_ 0, if yeoo(Fi(Br)).
Bily) = _ :
_<yuei>’ if y € al(FL(B

tal que Bi(y) =0sey ¢ Fi(B%).

A func¢io teste para o quociente de Rayleigh em B™ é entdo definida como

I
n

3
ik

YW if F >0,
\yi; If fi = O

Uy =

O lema a seguir sera de grande importancia para os resultados que seguem.
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Lema 9. u; € uma func¢ao Lipschitz em B™ satisfazendo
i) 0 <ui(x) <1 para todo x € B™.
g 9
i) wi(x) > oF Pbara todo x € 2A; NS™.
iii) suppu; C 2A;.

Demonstracao. Facamos o caso T3 > 0. O caso 1y = 0 é analogo. Por construcgao é direto
que suppu; C 2A;. Além disso, como u; coincide com @; em 2A; N S™, é direto que

ui(x) > 2% para todo x € 2A; N S™. Para i), observe que
xi(y) = (y, 0:) = yllBi[cos 0 € [-1,1],
uma vez que y € S™ ! e 0; € STL. Logo
Bi(x) = sup{ai(y) — x —yl} < xi(y) < 1,vx € B™.
Analogamente, B; < 1. Portanto
u; = (BioF)(BioF) < 1.

Como Fi(2A4;) C ST}, e além disso F; tem suporte em F; '(2A4;), com o mesmo valendo

para Fi, as fungoes 3; o F; e 3; o F; s@o nao negativas, e desta forma

ui = (BioFy)(BioFi) > 0.
UJ

Ao tratarmos de resultados que envolvem a imersdo conforme { : £ — B™, as funcdes

teste serdo definidas simplesmente da seguinte forma:

(Wi - W) o, if T >0,
\Piolb, If f'l:O

Uy =

Observe que o suporte de W; o\ esta contido em P! (Byg.). Além disso, u; restrito a 0%
coincide com as funcdes de teste consideradas em [32], portanto, elas satisfazem o Lema .
Observamos que as funcdes u; sdo 1-Lipschitz com suporte contido no subconjunto 2A; =

2ANB™, e uy,,, Uy sdo L%-ortogonais em JX para i # j.
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3.2 Estimativas para o espectro de Steklov via volume
conforme relativo

Nesta secdo, estabeleceremos uma estimativa para o k-ésimo autovalor de Steklov em funcdo

do volume conforme relativo.

Teorema 12. Seja L™ uma variedade Riemanniana compacta com bordo nao vazio e
dimensao n > 2, que admite uma imersao propria conforme b : X™ — B™, tal que
P(0X™) C 0B™. Entao, para cada k > 1, o k-ésimo autovalor de Steklov em L satisfaz a

desigualdade
o (Z) Vol(3Z) Vol(£) " < C - V™¢(L, m)2/ ™K/, (3.4)

onde C = C(n,m) > 0 depende apenas das dimensoes n e m.

Demonstrag¢ao. Seja P: X — B™ uma imersao conforme (nao degenerada) com P (0X) C
0B™. Consideramos no espa¢o Euclidiano a funcao distancia usual dcqn, € lembramos
que (R™ d.q.n) satisfaz a propriedade global de I-cobertura. Considere agora v a medida
dada pelo push-forward da medida de volume Volg em L™ com relagao a imersao conforme
P: X" — B™. Como em [14], definimos uma medida de Borel p suportada em 0X como

segue: para qualquer conjunto aberto O € R™ noés definimos

n(O) = 1dvos,

le(OmSml)
onde dvys denota a medida de volume em 0X. Como a medida p é nao atomica, aplicando
o Lema 4| ao espaco métrico com medida (R™, dg,,,., ) podemos encontrar uma colecao
{Ai} de 2(k + 1) anéis em R™ tal que

p(R™) < p(R™)
20k+1) 7 7 4k

wAy) = C para todoi=1,...,2k + 2, (3.5)

1I—12

com C = 8~ > 0. Ademais, a colegao de anéis {2A;} é mutuamente disjunta.

Reordenando-os, se necessario, podemos afirmar que os primeiros k + 1 satisfazem

v(B™) o v(]B%m)‘

2i< X
vR2A) < 7 K

(3.6)

Considere estas desigualdades pra i = 1,---k + 1. Depois, tome as funcgoes teste de

Lipschitz W'? ortogonais com suporte em 1p~—!(2A;) construidas na secao anteior

(WioW) - (W;0w), if 7 >0,
Wiolj), 1f T~'l:0

uy =
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Sendo o quociente de Rayleigh dado por

J IVul?dv
s

J quVaz
oz

para obter o resultado desejado, precisamos apenas mostrar que para toda u € Span{u;}

Ru) =

)

Vrc(z’m)2/n k2/n

iR(U,) < C- 2-—n
Vol(0X)Vol(Z) =

Vamos supor que 1; > 0. O outro caso pode ser tratado da mesma maneira. Sabendo

que (Wio)? <1, (W; oP)? < 1 e usando a desigualdade de Holder obtemos

[ wutav <2 (j (W0 VYo W)y + (wiow)%vnhow)ﬁdv)
z P—1(2A44) P

“1(24;)

<2 (J v, o¢)|2dv+J (¥, ow)de)
Pp—1(24;) P—1(2A44)

2/n - 2/ 2
@((Jz’w%o“”’nd") + ([ vtk vinay) )Votg(w—l(zﬂi)l_n.

Para a primeira integral, como 3; é 1-Lipschitz, temos

J V(Y;o)|™ = J IV(BioFioy)|"dv
z z

< J IV (Fy o)™ dv
>
= nn/QVOI(Z, (Fl 9] 'l-l))*gcan)

< nVAVT(Zm ),
onde gcqn ¢ a métrica candnica de B™. Similarmente, obtemos
| v o wray < nveE(E m).
b
Somando as desigualdades acima e usando obtemos a seguinte estimativa

| ITuPay < vz mop)ivol, btz (3.7
z

V(24"
(v(Bm)

2o

= AnV™ (X, m, )

1—2

n

2o

< 4AnVT(Z, m,))

~

=

= V(L m)

(VOl(Z))l—i
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Agora, usando ({3.5)), também podemos estimar a integral de u; na fronteira X como

J u%d\)az = J u%d\)az (38)
) b(2A4;NS™)
3 4
> (g) nern
3 4
> (g) W(Ao)
e 4Cu(Rm):1 3 4CV01(E)Z“)
~ 4 \5 k 4\5 k

Usando (3.7) e (3.8), obtemos

Rw) <C

Vrc (27 m)2/n k2/n

’ 2—m ) (39)
Vol(0X)Vol(Z) =

E entao, dada u € Span{u,}, teremos

dv Z aia; J (Vuy, Vu,)dv
n b3

= 2
[ (mo) o Lol e
oz t
Za%J IV 2dv
s

i

2 2
E aiJ u;dvss
)

i

. VTC(Z,TTI)Q/“ k2/n
Vol(dZ)Vol(Z) ="

Y

onde usamos que que as funcoes teste sao W2 ortogonais. Portanto, uando a caracteri-

zagao Min-Max segue que
o Vol(dL)Vol(£) =" < CV™e (£, m)¥/ k¥,
onde C = C(n, m) é uma constante que depende apenas das dimensdes n e m. O

Como uma consequéncia direta do Teorema [12] obtemos o seguinte resultado para super-

ficies.
Corolario 3. Seja £ uma superficie compacta com bordo nao vazio. Entdao
o L(0X) < C(m) V™(Z, m)k, (3.10)

onde L(0X) € o comprimento de 0X.
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3.3 Estimativas para o operador Laplaciano Conforme

Seja (X™,g), com n > 3, uma variedade compacta com bordo 0L e curvatura escalar Ry.
: - - a4
Considere [g] a classe conforme de g. Dada uma métrica g € [g], escrevemos g = un-—2g
para alguma fungdo suave e positiva u: X" — R. Observamos que as formas de volume
. . ~ . 2n_
Riemannianas em L e em 0X estdo relacionadas pela mudanga conforme por dvg = un-=2dvg
N 2(n-1) .
e dvgy =u n2 dvyy, respectivamente.

Recordamos que o Laplaciano conforme é o operador que atua em C*(X) definido por

I—gd) = _Ad) + Cnqu)a

onde Rq é a curvatura escalar de (£,g) e ¢ = 4{:_21). O operador de bordo conforme

correspondente, atuando em C*(0L), é dado por

o
Bg(b - E + angd)a

onde Hgy & a curvatura média do bordo 0%, b,, = “T_Z e Mg & o vetor normal unitario exterior
ao longo de 0X. Dado g € [g], recordamos que a curvatura escalar e a curvatura média

satisfazem as seguintes leis de transformac3o:

Rg = %u_%gl_gu em X,
(3.11)
Hy = 25u "2Bsu  em 0L
Estamos interessados no seguinte problema de autovalores:
Lgdp =0 em X,
(3.12)

Byd =0p em 0L

O préximo teorema estabelece uma desigualdade envolvendo os autovalores do seguinte

problema associado ao Laplaciano conforme, considerando a bola B™ com a métrica euclidiana:

—Agd +cnRgp =0 em B™
g—g; +byHgp =0 em S
Seja g a métrica Euclidiana em B™ e § € [g], onde § = unzg. Considere dv,dv as
medidas de volume induzidas pelas métricas g, g, respectivamente, além de suas restricdes

~ . ~ 2n ~ 2(n—1)
dvgn-1, dVgn-1 a esfera. Observe que, desta forma, dv =un—z2dv e dvgn-1 = u 2 dvgn-1.

Fixada a notacdo, agora apresentaremos um lema essencial para a demonstracdo desse

resultado.
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Lema 10. Para toda funcao f Lipschitz, temos

Rgf?dv + by, J Hgf*dVgn1 =

S§n—1

J IVafl*dv + an

n

n

J ) Vg (uf)Pdv+ cyn J Rg(uf)*dv + by J Hg(uf)?dvgn 1.

S§n—1

Demonstracao. Observe que

J ) Vg (uf)Pdv + an

Rg(uf)de + by J Hg (uf)?dvgn-1 =
]Bn

Sn—1

o(uf
_ J ufAg(uf)dv + J uf (61111 ) dvgn-1 + cp J Rg(uf)*dv + by, J Hg (uf)?dvgn
n Snfl n Snfl
o(uf
= J U [—Ag + cnRy) (uf)dv + J uf [% + anguf} dvgn 1.
n Snfl

Pelo Lema 4.1 em [49], obtemos

J IVg(uf)IQd\)—l—an Rg(uf)zdv-f—an Hg (uf)?dvgn1 =

S§n—1

n

J f [—Ag + CnRg] (f)u% dv + J

uf [a(uf)
Snfl

T + angUf:| d\)gnfl .

Observe agora que

o(uf) of ou
—— +byHuf = u—+f(—+b,H
an + gu u’c)n + (aﬂ + gu>
of 2 m—2 2
= Ua—ﬁu“*2 +—2 fHgun—=
| Oou
= un-2 |:a—ﬁ —l—angu:| s
of of
onde usamos que P uRzI—ea definicao de Hg.
m m

Desta forma

Rg(uf)?dv + b, J Hg(uf)?dvgn1 =

J Vg (uf)Pdv + ¢, J
B Snfl

ou

on
J ) f[—Ag + cnRg] (flun—=2dv + J o

S§n—1

(uf)uvz [ +an§u1 dvgn-1 =

J f[—Ag + cnRgl (f)dv + J

d
f [—u + angu} dVgn s
S§n—1

on

Pelo Teorema da divergéncia segue que

Jn(!V§f|2d\7+cnRgf2)d\3+an Hgf?dvgn1 = JBn|vg(uf)|2dv+an Rg(uf)*dv

S§n—1 n

+ an Hg (uf)?dvgn 1.
S§n—1
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]

Nosso primeiro objetivo nesta subsecdo é estender a estimativa obtida no Teorema [12| para
o Laplaciano conforme na classe de variedades Riemannianas compactas (X", g) com bordo
ndo vazio 0X e dimensdo n > 2, que admitem uma imersdo conforme prépria ¥: (£, g) —
(B™, go), onde go é a métrica canénica.

Considere 1 : (X™, g) — (B™, go), com
g =1v"go.

Seja g € [g] uma métrica conforme, que esta relacionada a g por

~ _4
g=unrz3g,

para alguma funcdo u € C®(X).

Teorema 13. Para toda métrica g € [g], o k-ésimo autovalor para o problema

—Agd)—FCnRgd) =0 emX™
0
% +b.Hgp =0d em L™,

satisfaz a desiqualdade

2—m

(L ghvoly (D)7 | urr <
()X

n—2
) 1 (aZ) o 2
re(y 2 n n Volglo4) n
VIE(Z,m, )™ + [[Rglly + [Hgll (VOIQ(Z) ) ] K

onde C > 0 € uma constante dependendo apenas de m.

Demonstragao. Seja P: (£,g) — B™ uma imersao conforme propria. Consideramos a
medida de Borel

w(0) = unzdvyy,

lel(OmSnl)
definida para todo subconjunto aberto O € R™. Assim como na demonstragao do Te-

orema , aplicamos o Lema [4] ao espago métrico de medida (R™, dcan, ) € obtemos a
existéncia de 2(k + 1) anéis {A;} C R™ tais que

2
un—2 d\/az
p(R™) L
Ai) 2 C——=C=————, 1
WA = C—=p— = C— (3.13)
para todoi=1,...,2k + 2, e uma constante C > 0 que depende apenas de n. Como o0s

anéis {2A} sao mutuamente disjuntos, reordenando os indices, temos também

W) e ol A s ) < OE g

volg (1 (244)) <
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onde 2A; = 2A; N B™.

Ui

Mais uma vez, para todo i = 1,...,k + 1 definimos f; = <%, onde u; sdo as fungoes

teste definidas na Secao e u é a funcao positiva que satisfaz g = uﬁg. Assim,

podemos estimar

9 1~ 9 _2_
J fid\)az = J ujun-2 dvys
0x ()X

34

> —4J un? dvoy
5 w71(2AiﬁSm71)
34
= QHQAJ
34
> gﬂazufzd\)az. (3.15)

Por outro lado, pelo Lema [10] sabemos que

J IngiIdegchnJ Rgf%d\)g—i—bnj Hgf%d{/‘az
z z ox

= J IVguiIdeg + an Rgu%dvg + an ngfdva;
b3 b3 ox

= J Vouildvg + an Rouidvg + an Houidvs. (3.16)
P1(24;4) P1(244) Pp-1(2A;NS™1)

Seguindo o mesmo argumento da demonstragao do Teorema [12] para estimar o termo do

gradiente (ver (3.7))), e aplicando as estimativas de (3.14)), obtemos

n

J IVguiIdeg < (J IVuiI“dvg> volg(QAi)nT_2
W1(24;4) 2A4

#) 317

< ANV (L, m,P)* ( >

Também podemos estimar os dois termos restantes no lado direito de (3.16)) como

Cn J Rguidvg + by J Hguidvs
P1(244) P (2ANS™ )

n—2

2
A\ 2n n
<cCn (J IRg|2) (J u? dvg) +
Y—1(2A44) Pp1(2A44)
2 n—2
n n 27'“‘ n
Pp-I(2A;NS™L) PpH(2A;NS™—)

e (vol(a}:)

= volg(Z)\ ™ n i
) () e (fm) () e

(e
3
VR

3o

M ?
~
e

ol
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Combinando ([3.17)) com ({3.18)), obtemos

J |v§f1|2dV§+CnJ Rgf%dvg+bnj Hgfidvos
> > ox
n—2
o volg(Z)\ ™
b k

Portanto, substituindo (3.15)) e (3.19)) na caracteriza¢do min-max para o k-ésimo au-

n—2

2 n % n % 1 Z T
V(L m,B)? e (J |Rg|2) by (j |Hg|z> (Vo(a )> |
> ox k’

(3.19)

tovalor de Steklov, concluimos que

2—m

Gk(Z,Q)Volg(Z)nJ urzdvys <
0x

2 n—2
N N n R Y /vol(@E)\ ] e
V(s fxe (| R b, H vo K&
RVE(E, M) E e (Lr g|2dvg) i (Jaz| g|zdv62) (volg():)

3.4 Resultados de Extremizacao do tipo Hersch

Seja (™, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo 90X # (). Para toda métrica

g € [g] com § =uw=zg, nés definimos o funcional

(2,9, §) = (ok(z,g) J unizdvaz) , para k € N.
o
Na expressdo acima, oy (X, g) esta associado ao problema

—Ag(b + CnRgd) =0 emB"

a—d) +byHgp =0 em S™

on

(3.20)

Desta forma, podemos considerar o supremo sobre a classe conforme
/\k(za 9) = sup Ek(za g, 9)
gelgl
O proximo teorema mostra que, ao considerarmos a bola unitaria B™ com a métrica
euclidiana g, o supremo do funcional em questdo na classe conforme de g é atingido pela

prépria métrica g.
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Teorema 14. Seja (B™, g) a bola unitdaria munida com a métrica Euclidiana. Entao
Al(Bn7 g) = 61 (Bna 9, 9)

Além disso, A1 (B™,g) =01(B™, g,g) se, e somente se, g é a métrica Fuclidiana a menos

de um produto por escalar.

Demonstragao. Para toda g € [g], dada por g = uﬁg, considerando % a funcao teste

para o quociente de Rayleigh associado ao problema ([3.20)), obtemos

1 N 1\ .. 1\° _
Vgl = dv +cn Rg(—| dv+bn Hg [ — | dvgna
Bn u n u Snfl u

2

(O] (]Bna g) < 1 D)
J (—) d\jgnfl
s§n—1 uw
an Hgdvg 1 byH, J dvn 1
<: Snfl _ Snfl
= 2 o 2
J un-2dvgn-1 J un—2dvgn-1
S§n—1 S§n—1
6—1 (]Bn) 9, 9)

= , (3.21)
2
J w2 dvgn-1
Snfl

onde usamos o Lema [10|e que em g = g teremos u = 1, o1 (B™, g) = byHg. Desta forma,

al(Bnagvg) :Gl(]BTL)g) J luﬁdVSnfl <61(Bn79ag)'
sn—

Tomando o supremo na classe conforme, obtemos
A (B, g) < 01(B™, g, 9).
Logo,
Ai(B"™, g) =01(B", g, 9).
Suponha agora que A{(B™, g) = 01(B™, g, g). Desta forma

A (B™, g) = 5,(B™, g, §) = ox(B™, §) J 1u%d\;§nfl, (3.22)
Sn—

e assim

(B, ) = B9l @Bhe9) (3.23)

2 2
J un-2 dvgn-1 J U2 dvgn-1
Snfl Snfl
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Segue que valem todas as igualdades em (3.21]) e, portanto, ﬁ é uma autofuncao com

autovalor o1 (B™, g). Desta forma

0 n 0
o1(B",g) = (a + ang) l=unz (ﬁ + ang) (u™)

= o(B", gure.

Concluimos que u é uma funcao constante e isto finaliza a segunda parte da prova. [

3.5 Operador do tipo Schrodinger-Steklov

Nesta secdo, estabeleceremos uma desigualdade envolvendo o namero de autovalores negativos
para o problema

Au+\71u:0 em X

0
—u—\?guzc)'u em 0X,
on

onde V; € L®(X™) e V, € LY(0X™) sdo fungbes potenciais. Definimos, neste contexto, o

(3.24)

quociente de Rayleigh da seguinte forma:

J IVguIde — J Viutdv — J Vou?dvys
T T 2%

J u2d\)az
0x

Teorema 15. Seja L™ uma variedade Riemanniana compacta com 0L # () e dimensdo

R(u) =

(3.25)

n > 2. Entao, para cada inteiro m > 0 onde o m-volume conforme relativo de X estd
definido, e para fungoes potenciais Vi € L®(Z™) e Vo € LP(0L™), onde 0 ndo pertence
ao espectro de —(AP + V1), o nimero de autovalores negativos para o problema ([3.24)

satisfaz

C 1 n/2
>
N(Vy, V) > T Vol (T (Jazn vgdvolg) :
Vre(m, )2 + (J (\71)>
>

onde C > 0 € uma constante dependendo somente de n e m.

vl

(3.26)

Demonstragao. Seguindo a nota¢ao da demonstragao do Teoremal[l2], consideremos{: £ —
B™ uma imersao conforme propria. Assim como na demonstragao de [32, Thm.1.12|, con-

sideramos (B™, w), onde w ¢é a medida induzida pela medida de volume volg em X pela



Capitulo 3. Espectro de Steklov 64

imersao conforme 1\, ¢ (R™, deqn, t) munido da medida de Borel ndao atomica definida

por

w(O) = Vodvs.

J¢1(Oﬁ8ml)
Podemos invocar o Lema [| para garantir a existéncia de 2(k + 1) anéis mutuamente

disjuntos {A;} C R™ tais que

w(R™) Cu(Rm)

Ai)=>C > , 3.27
A = C5 =75 Ak (3.27)
paratodoi=1,...,2k+2. Como os anéis 2A; sao mutuamente disjuntos, também temos
para Ay = A;NB™
w(B™)  voly(X)
24;) < < —2= 3.28
wiZA) < 375 K (3.28)
Fixamos entao k > 0 como a parte inteira de
9C \ 2 volg ()2 J 3
o Vad )
(2500> 215 Uy 200"

nz

Vre(m, )% + (J Vlgdvg) ]
)y

onde C é a constante positiva dada em (3.27)). O restante da demonstracao consiste em

mostrar que existem k+ 1 fungoes teste u;, cujos suportes sao mutuamente disjuntos, tais

que
J IVuilzdvg —J Vlu%dvg < J VouZdves. (3.29)
b b ox
De fato, essa tultima desigualdade implica que

1,(2)%=" /2
NV, Vo) 2 k+12 Cvol(2) * - (J deV@Z) '
n a2 G
Vrc(m,Z)% + (J Vlidv9> ]
ba

Sejam u; as funcoes teste Lipschitz definidas na Secao [3.1], cujo suporte esta contido

em P~ 1(2A;). Usando (3.7), o lado esquerdo de (3.29) pode ser estimado como

n—2

1 Z o
J IVui*dvy —J Viuidvg < AnV™(Z, m, )+ (VOQT()) +,[ Vi uidvg
b3 b3 P (2A44)

2 [volg(£)\ ™ n
< ANV, mp)s (Vog—()) + (J Vlzdvg)
>

n—2

(J u;%d\)g) '
P1(2A44)
2
+ <J \712dvg) ]
z

Ve (L, m, b))+ (J védvg>
z

3o

k

n—2
o volg(Z)\ ™
h k
n—2

_ <V01i(2)) o an

2o

V(L m, )

2o

] |
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Por outro lado, o lado direito de (3.29) satisfaz
81 81 81C p(R™
J Vouidvsy > —J Vodvy = —u(Ay) > _H( ),
ox 625 Jy-1(A,nsm-1) 625 2500 k
Reunindo essas duas estimativas, obtemos
J IVuidvg —J Viuidv, nez 2
t 2500nvol, (X)) = 2 n nloy
= = s Ve (m, L, P)n J Vi2d kn <1
QCH(Rm) (m7 711)) + 5 1 Vg )

J ’VQU% d\)z
ox

onde na tltima desigualdade foi usada a definicao de k. Isso conclui a demonstracao. [J

Aplicagoes para o operador de Jacobi-Steklov

Faremos agora um resultado relacionado ao indice de estabilidade, considerando um problema

associado ao operador de Jacobi. Problemas relacionados a este operador ja foram considera-

dos nos trabalhos [6), 51].

Considere o problema abaixo, associado a forma de indice apresentada no Capitulo[L} onde

se assume L1 c M™.

—Asd — (Ric(N,N) +|AP)d =Adp em I,

¢

— =qb em 0L,

ov

onde g = .1 6HaM(V, V) + (cot 0)A (v, v).

S1n

Sendo (B™, g) a bola unitaria munida da métrica canénica e £™ ! C B™ uma hipersu-

perficie de bordo livre X # (), podemos denotar o operador de Jacobi por | = A + |AJ* .

Considdere entdo, o problema do tipo Schrodinger-Steklov associado ao operador de Jacobi J:

Au+|APu=0 emI™

0
M L=ou  emoZ™2
on
Nesse caso, as funcdes potenciais sdo dadas por V; = |A]? e Vy = —II

Snfl(

v,v) = 1, onde

usamos o fato de X ter bordo livre. Assim, temos o seguinte corolario, que se relaciona ao

indice da forma bilinear associada:

Corolério 4. Seja I™ ' C B™ wma hipersuperficie 2-lados de bordo livre compacta. O

numero de autovalores negativos para o problema

Au+]APU=0 emIn

a—u—uz(fu em 0X ™2,

on
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66

satisfaz a desigqualdade:

volg(Z)*+" voly (dZ)™/2

N(]) = C Vi (m. 5

onde C > 0 ¢ uma constante dependendo somente de n e m.

Y
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