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Resumo

Este trabalho, baseado em [27], teve como objetivo estudar a rigidez do primeiro nimero
de Betti para variedades abertas com curvatura de Ricci nao negativa, onde demonstramos
que o primeiro nimero de Betti é b;(M) = n—1 se, e somente se, a variedade é plana com
uma alma T™ !, um toro plano. Para isto, mostramos como o primeiro nimero de Betti
de um espaco controla o crescimento polinomial do seu grupo fundamental e relacionamos
este com o grupo das transformacoes de recobrimento. Além disto, exibimos exemplos
onde os casos bj1(M) =n —2 e b;(M) = n — 3 nao necessariamente garantem que M é
plana, e assim o Teorema Princial é sharp (i.e., ndo pode ser melhorado).

Palavras chaves: Variedades abertas, primeiro nimero de Betti, grupo fundamental,

grupo das transformagoes de recobrimento, alma.



Abstract

This work, based on [27], aimed to study the rigidity of the first Betti number for open
manifolds with nonnegative Ricci curvature. We show that the first Betti number is
b (M) = n—1 if and only if the manifold is flat with soul T™!, which is a flat torus. To
this end, we demonstrate how the first Betti number of a space controls the polynomial
growth of its fundamental group and relate this to the group of covering transformations.
Moreover, we present examples showing that the cases b1(M) =n—2 and by(M) =n—3
do not necessarily guarantee that M is flat. Hence, the main theorem is sharp (i.e., it
cannot be improved).

Keywords: Open manifolds, first Betti number, fundamental group, group of covering

transformations, soul.

vi



Sumario

Resumo
Abstract

1 Preliminares

1.1 Fatos bésicos de geometria Riemanniana . . . . . . . .. .. .. ... ...

1.2 Teoria de Grupos . . . . . . . . . .
1.2.1 Teorema de Bieberbach . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

1.2.2  Homologia Singular de Grupos

1.2.3  Grupo Fundamental e Espago de Recobrimento . . . . . . .. . ..

2 Crescimento de 6rbita polinomial

3 Realizacao do Crescimento Maximo de Orbitas

4 Rigidez e estimativa do primeiro nimero de Betti

Referéncias Bibliograficas

vil

vi

11
13

18

30

46

54



Introducao

Neste trabalho, baseado em [27], estudamos o primeiro ntiimero de Betti de uma variedade,
que é um invariante topoldgico definido como posto do primeiro grupo de homologia de
uma variedade. Intuitivamente, a teoria de homologia é uma forma alternativa de medir
“buracos”em uma variedade. Em particular, o primeiro niimero de Betti é o niimero de
buracos unidimensionais. Nessa perspectiva, vamos estimar o primeiro nimero de Betti
e finalmente, investigar a rigidez desse invariante para variedades abertas com curvatura
de Ricci nao negativa quando a igualdade acontece.

No caso compacto, se M™ é uma variedade compacta com curvatura de Ricci nao
negativa, em 1948, Bochner provou que b;(M) < n e a igualdade ocorre se, e somente
se, M ¢é um toro plano. Isto motivou o estudo deste objeto topoldgico para variedades
abertas (i.e., completa e ndo compacta) com curvatura de Ricci nao negativa.

O objetivo deste trabalho é estudar o caso nao compacto, o qual considera-se uma
variedade M™ aberta, com curvatura de Ricci nao negativa, para provar que b;(M) <
n — 1 e a igualdade ocorre se, e somente se, M é plana com T™ ! uma alma. Para isto,
investigamos o crescimento da érbita do grupo das transformacgoes de recobrimento e sua
relacao com a geometria da variedade.

No Capitulo 1, apresentamos definicoes e resultados preliminares importantes para o
desenvolvimento dos demais capitulos. As principais referéncias para este capitulo foram
3], [41,18], [9], [12], (13], [14], [15], [19] e [25].

No Capitulo 2, melhoramos a estimativa de volume de Cheeger-Gromoll, presente na
demonstragao do Teorema 4 de [5] e, com isto, relacionamos o crescimento da 6rbita
polinomial do grupo das tranformagoes de recobrimento com uma variedade plana.

No Capitulo 3, provamos uma série de resultados para obter propriedades de cresci-
mento polinomial, bem como estudar a maneira que o primeiro nimero de Betti controla

o crescimento polinomial do grupo fundamental de um espaco, incluindo o estudo do



Sumario 2

crescimento da orbita de variedades planas abertas.

No Capitulo 4, estimamos o primeiro nimero de Betti e investigamos a sua rigidez (i.e.,
quando vale a igualdade na estimativa). Finalmente, apresentamos uma classificagao para
variedades que tem crescimento de volume linear, cujo o seu recobrimento tem crescimento

de volume Euclideano.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢coes e resultados que serao fundamentais para o de-
senvolvimento dos capitulos subsequentes. As demonstracoes desses resultados nao serao
incluidas, sendo indicadas, quando apropriado, as referéncias correspondentes. Para a
leitura do texto, pressupoe-se que o leitor possua conhecimentos bésicos de Geometria
Riemanniana, incluindo nocoes de variedades diferenciaveis, métricas Riemannianas, co-

nexoes e curvatura.

1.1 Fatos basicos de geometria Riemanniana

Nesta secao, faremos um breve resumo de alguns fatos em Geometria Riemanniana, como
curvatura de Ricci e variedades Riemannnianas completas, que terao foco fundamental

nas hipoteses do resultado principal deste trabalho.

Definicao 1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dado por
R(X, Y)Z =VyvVxZ —VxVvyZ+ V[X’Y]Z, YAS %(M),
onde V € a conexdao Riemanniana de M.
Definicao 2. Dado p € M e um subespaco bidimensional o C T,M o nimero real
T XEIVE = (X,Y)

seccional de o em P.

5, onde {X,Y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura

Definicao 3. Dada uma variedade Riemanniana M™, o tensor
Ric(X,Y) =tr(Z — R(Z,X)Y),

3



Capitulo 1. Preliminares 4

¢ chamado de tensor de Ricci, onde X,Y,Z € X(M).
Se X = zy, € um vetor unitdrio em T,M, tomemos uma base ortonormal{z,,zs, ..., Zn_1}
do hiperplano de T,M ortogonal a X, definimos a curvatura de Ricci na dire¢cao X em p

por

1
Rle(X) = m <R(X,Zi)X,Zi>, 1= 1,...,TL—1.

Definigao 4. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para todo
P € M, a aplicagao exponencial, expy, estd definida para todo v € T,M, i.e, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.
O préximo teorema nos da um nocao de como caracterizar uma variedade completa.

Teorema 1. Seja M uma variedade Riemanniana e sejap € M. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(a) exp, estd definida em todo o T,M.
(b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
(c) M é completa como espago métrico.
(d) M € geodesicamente completa.
(e) Eziste uma sequécia de compactos K, C M, K CintKy g e U Kn =M, tais que,
se qn & Ky entao d(p, qn) — o0. (Aquiint A indica o z'ntem'oT;“ do conjunto A).
Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que

(f) Para todo q € M existe uma geodésica y ligando p a q com (y) = d(p, q), onde

L(y) € o comprimento dey.

Para uma demonstracao veja [8, Teorema 2.8].

Por fim, temos as seguintes defini¢oes sobre geodésicas.

Defini¢ao 5. Uma geodésica vy : (—oo,00) — M (resp. v : [0,00) — M), com velocidade

unitdria, é dita wma linha (resp. raio), se
d(Y(t1)>Y(t2)) - |tl _t2|7 para todo t17t2 € (—OO, OO), (7"6310- t171—'2 € [07 OO))

Isto €, todos sequimentos sao minimizantes. Ou equivalentemente, uma linha é uma

geodésica y: R — M que minimiza o comprimento de arco entre dois quaisquer de seus
t

pontos, ou seja, quando d(y(s),y(t)) :J ' (&)|d& para quaisquer s,t € R,s < t.

S
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Defini¢ao 6. Um raio é uma geodésica y : [0,00) — M minima e parametrizada pelo

comprimento de arco.

1.2 Teoria de Grupos

Uma vez que o leitor tenha uma boa nocao de grupos, aqui faremos um bom resumo
da teoria de grupos juntamente com algumas definicoes importantes usadas na prova do

resultado principal.

Definicao 7. Um conjunto G com uma operacao

GxG—G
(a,b)—~a-b

€ um grupo se as condigoes sao satisfeitas:
(i) A operagdao é associativa, isto é,

a-(b-¢c)=(a-b)-c, Va,b,c € G.

(i1) Eziste um elemento neutro, isto €,

JdJec Gtalque eca=a-e=a, VaeaG.

(11i) Todo elemento possui um elemento inverso, isto €,

Vae G, dbe Gtalque a-b=b-a=e.

O grupo € abeliano se:
(iv) A operacao é comutativa, isto €,

a-b=b-a, VabegG.

Muitas vezes deixaremos de indicar a operagao do grupo, escrevendo G para denotar
um grupo (G, ).
Agora sejam (Gy, *) e (Gg, o) dois grupos, e seja o conjunto dado pelo produto G x Gs.

Defina neste conjunto a operacao

(91,92) - (91, 9) = (g1 * g1, g2 0 G).
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Dai, (G; x Gg,-) é ainda um grupo, chamado produto direto de G; com G,, com

(e1, e2) o seu elemento neutro, onde e; é o elemento neutro de G; e o inverso de (g, go)
é(gr95")
Definigao 8. Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto nao-vazio H de G € um subgrupo de

G (denotamos H < G) quando, com a operacao de G, o conjunto H € um grupo.

Se S é um subconjunto nao-vazio do grupo G, o conjunto {s~';s € S} serd denotado

por S7! e definimos o conjunto gerado por S como sendo o conjunto
(S) ={ajay...an |n€EN, a;€Soua; €S}
Observe que o gerado por um elemento g € G é dado por

(9)={...(g7"% g " eqg, ¢ . J={g"Ite)

Proposicao 1. Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. Entao o conjunto

(S) € um subgrupo de G.

Para uma demonstracao ver Proposicao 5.2 de [9)].
Para o que segue, dizemos que um grupo G é finitamente gerado se existe um

subconjunto finito S tal que G = (§).

Definicao 9. Seja G grupo finitamente gerado. Dado S = {gi,...,gx} 0s geradores

simétricos de G, definimos o comprimento de palavra |g| de um elemento g € G por
gl = min{l | g = gi, - gi, -+~ g1, -
Definicao 10. Um grupo G € ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento, isto

¢, quando G = (g), para algum g € G.

Definigao 11. Seja G um grupo. O subgrupo ({xyx~'y=' | x,y € G}) € o subgrupo dos
comutadores do grupo G, que serd denotado por [G,G]. Note que G ¢ abeliano se, e

somente se, [G, G] ={e}.

Seja G grupo, lembre que a ordem de G é o nimero de elementos em G. Se g € G,
a ordem de g é a ordem do subgrupo gerado por g, isto é, a ordem de (g). Agora, dado

H < G, definimos a relagao de equivaléncia

y~x < Jdh e Htal que y=xh.
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Por definicao, a classe de equivaléncia que contém x é o conjunto
xH:={y e G|y~x}={xh|heH}

da qual chamaremos de classe lateral a esquerda de H em G que contém x. Analogamente,

definimos as classes laterais a direita de H em G, dada por
Hx = {hx | h € H}.

Definicao 12. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda € o indice de

H em G; que serd denotado por [G : H].

O conjunto

T(G)={geG|an#0mn-g=0)

i.e, o conjunto de todos os elementos de ordem finita, é chamado de subgrupo de

torgao.

Definicao 13. Dizemos que um grupo G € livre de tor¢ao se para todo g € G, g # e, ¢

tem ordem infinita.

Defini¢ao 14. Um subgrupo H é um subgrupo normal de G (e escrevemos H< G) se ele

satisfaz gHg™' = H, para todo g € G.

Teorema 2. Seja G um grupo e seja H um subgrupo normal de G. Entdao o conjunto das

classes laterais, com a opera¢ao (xH,yH) — xyH, é um grupo.
Para uma demonstracao veja [9, Teorema 5.2].

Definigao 15. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes

laterais, com a operagao induzida de G, é chamado de grupo quociente de G por H, e serd

denotado por G/H.

Definigao 16. Sejam (Gq,-) e (Ga, X) dois grupos. Uma funcio f : Gy — Gg € um
homomorfismo se

f(a-b) =f(a) x f(b), Va,b e G;.

Um homomorfismo f : G; — Gy é um isomorfismo se existe wm homomorfismo g :

Gy = Gy tal quefog=1idg, egof =1idg,.
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Definicao 17. Seja (G, ) um grupo. Um automorfismo de G € um isomorfismo f: G —
G. O conjunto dos automorfismo de G, denotado por Aut(G), € um grupo com a operacao

composicao de funcoes.

Definicao 18. Se G € um grupo abeliano, o posto de G € o maior inteiro k tal que existem

g1,--.,9x € G satisfazendo o sequinte
k
se Zligi =0 para algum \y € Z, entao 1, =1, =--- =0,
i=1
onde g1, ...,9k € G sao ditos independentes neste caso.

Denote rank(G) o posto de G.
Definicao 19. Seja G um grupo.
i) Uma série de subgrupos de G,
G=Gyg> Gy > > Gy ={e}, (1.1)
¢ dita uma série normal de G se temos Gy < G, para cada i =0,..., k.

ii) A cadeia em (1.1) € dita uma série subnormal de G se Giy1 < Gy para cada i =

0,....,k—1.

iii) Uma série normal de G (1.1) € dita central se todos os seus fatores sdo centrais, i.e,

(G, Git1] < Gy para todo 1.

Definicao 20. Um grupo G é dito nilpotente se a série central descendente de G tiver

comprimento finito, i.e, existir uma série normal descendente finita
G=Gy> G > > Gy ={e},
onde Gj =[G, Gj_1] (os comutadores) para todo 1 <j < k.
Definicao 21. Um grupo G € dito policiclico se existe uma série subnormal finita
G=Gn>Gu_1>-->Gy=A{e}
tal que Gj—1 < Gj e Gj/Gj_1 € ciclico para cada j e nao-trivial.

Definicao 22. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, entao o posto de nil-

poténcia de G € definido por

rank(G) = #{1 <j < m| Gj/Gj_1 ~ Z e nao-trivial}.



Capitulo 1. Preliminares 9

Dizemos que um grupo quase possui uma certa propriedade se ele tem um subgrupo
normal de indice finito que possui essa propriedade. Assim, um grupo G é quase livre

de torcgao se ele possui um subgrupo normal de indice finito que é livre de torcao.

Definicao 23. Um grupo G ¢é dito quase nilpotente se existe um subgrupo normal nilpo-

tente H com indice finito.

Os resultados a seguir sobre grupos serao ferramentas importantissimas na demons-

tracao de nossos resultados, uma delas sendo a Proposi¢ao 12.

Teorema 3. Todo grupo nilpotente finitamente gerado tem uma série central com fatores
ciclicos, e é quase livre de tor¢ao. Um grupo nilpotente finitamente gerado, livre de tor¢ao

tem uma série central com fatores ciclicos infinitos.
Para uma prova veja Teorema 17.2.2 de [12].

Teorema 4. Todo grupo ciclico infinito € isomorfo ao grupo Z.
Para uma prova veja Teorema 2.3.1 de [12].

Lema 1. Seja G um grupo quase nilpotente finitamente gerado. FEntao, cada subgrupo
nilpotente H com [G : H] < oo tem o mesmo posto de nilpoténcia. O posto comum é

chamado de posto de nilpoténcia de G, denotado por rank(G).
Para uma prova veja Lema 2.24 de [19].

Teorema 5. Sejam G um grupo abeliano finitamente gerado e T(G) seu subgrupo de
tor¢ao. Entao, existem um inteiro t > 0 (chamado de posto de G) e um subgrupo L ~ Z*

tais que G =T(G) @ L.

Para uma demonstragao veja o Teorema 9.1 de [9].

Uma consequencia do Teorema 3 é a seguinte:

Observacgao 1. Todos os grupos nilpotentes finitamente gerados sao policiclicos.

1.2.1 Teorema de Bieberbach

Nesta secao introduziremos o Teorema de Bieberbach, o qual utilizaremos nos capitulos

seguintes. A principal referéncia utilizada foi [25].
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Definicao 24. Uma aplicagao f: R™ — R™ € dita uma isometria se
d(x,y) = d(f(x), f(y)), para todox,y € R™.
Daqui em diante denotaremos por
E(n) = {f isometria de R™}

o conjunto de todas as isometrias de R™. Destacamos aqui que, com a opera¢ao com-

posi¢ao de fungdes, E(n) é um grupo (chamado grupo das isometrias de R™).

Proposigao 2. O conjunto de todas as translagoes de R™ é um subgrupo normal de E(n).
A funcao a — tq define um isomorfismo entre o grupo (R™ +) com o grupo de todas as

translagoes de R™.

Para uma demonstragao veja a Proposigao 1.5 de [25].
Com isto podemos denotar R™ como o grupo de todas as translagoes de R™.
Como conhecido na literatura, denotaremos aqui o conjunto O(n) a ser o grupo de

todas as aplicacoes lineares A : R™ — R™ ortogonais.

Proposicao 3. Qualquer isometria de R™ é a composi¢ao de uma aplicagao linear orto-

gonal e uma translacao.
Para uma demonstragao veja a Proposigao 1.2 de [25].

Definicao 25 (Produto semidireto de grupos). Se (K, ), (H,*) sdo dois grupos e
0: K —= Aut(H) € um automorfismo do grupo K no grupo dos automorfismos de H, entdao

0 denotard a operacdo definida sobre o conjunto K x H da sequinte maneira
(k,h)&(k',h') == (k-k, hxo(k)(h)).

O grupo (K x H, &) serd denotado por K x H, e serd chamado o produto semidireto de K

e H.
Um exemplo simples é o seguinte.

Exemplo 1. E(n) = O(n)xR™ € um produto semidireto com (A, a)(B,b) = (AB,Ab+a)
e age em R™ por (A,a) - x=A-x+ a.

Definigao 26. Um grupo G C E(n) € cristalogréfico se ¢ discreto e E(n)/G € compacto.

Se G ¢ livre de torcao, entao dizemos que G € um subgrupo de Bieberbach.
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Seja K subgrupo do grupo G. Dizemos que K é maximal abeliano se para qualquer
H < G abeliano implicar H C K.

Finalmente podemos enuciar um resultado crucial que usaremos neste trabalho.

Teorema 6 (Bieberbach). Se G C E(n) € um grupo cristalogrifico, entao o conjunto
de translagoes G N (I x R™) € um grupo abeliano, livre de torcdao e finitamente gerado de

posto n, e € mazrimal abeliano, subgrupo normal de indice finito de G.

Para uma prova veja Teorema 2.1 de [25].

1.2.2 Homologia Singular de Grupos

Nesta secao vamos revisar um pouco sobre Homologia singular, a qual serd necessaria
para entendermos o primeiro nimero de Betti, pois estaremos interessados na rigidez de
tal objeto.

Para qualquer inteiro p > 0, seja o p-simplexo padrao

n n
[607617-.-;ep]:{Ztiei;ti>oe Zti:l}:AP?
i=1 i=1

onde eg=0ee;=(0,...,1,...,0) para 1 <i<p.
Cada e; é dito um vértice do simplexo e cada simplexo gerado por um conjunto nao
vazio de A, é chamado de face de A,,.

Seja X um espago topoldgico.
Definigao 27. Um p-simplexo singular em X é um mapa continuo o : Ay, — X.

Seja Cp,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto de todos os p-simplexos sin-

gulares em X. Um elemento de Cp(X) é dito uma p-cadeia singular em X, o qual é uma
n

soma formal finita Z ai0i, com a; € Z e o3 : A, — X simplexo singular. O grupo C, (X)
¢ dito o grupo da;:éadeias singulares em dimensao p.

Seja K C R™ um conjunto convexo, para quaisquer vy, ..., v, € K, seja A(vg,...,vp):
Ap, — R™ o qual denota a aplicacao afim que leva e; em v; para i = 0,...,p. Pela
convexidade, a imagem estd contida em K, portanto, trata-se de um p-simplexo singular

em K, chamado de simplexo singular afim. Uma cadeia singular na qual todo simplexo

singular que aparece é afim é chamada de cadeia afim.
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Para cadai=0,...,p, seja Fi, : A, — A, o simplexo singular afim
Fip =Alep,...,€...,€p).
Dizemos que F;, ¢ a i-ésima aplicacao de face em dimensao p.

Definicao 28. Para qualquer simplexo singular o : A, — X, definimos uma (p—1)-cadeia

00 chamada bordo de o por
P

00 =) (—1)'ooFyy.

i=0
Isto se extente unicamente para o homomorfismo 9 : C,(X) — C,_;(X), chamado de

operador de bordo singular.

Defini¢ao 29. Os elementos do subgrupo Z,(X) = Kerd : C,(X) — C,_1(X) sao cha-
mados de p-ciclos e os elementos do subgrupo B, (X) = Imd : Cp,11(X) — C(X) sdo

chamados p-bordos.
Um resultado simples de ver é o seguinte:
Lema 2. Se ¢ € uma cadeia singular, entdao 0(9c) = 0.

Para uma demonstracao ver o Lema 13.1 de [13].

Pelo Lema 2, B, (X) é subgrupo de Z,(X).

Definicao 30. O p-ésimo grupo de homologia singular de X é definido como o grupo

quociente

Hy, (X) = Z,(X)/Bp(X) = Kerd,, /Imo, 1.

Definicao 31. Seja X um espaco topologico. O primeiro nimero de Betti de X,

denotado por bi(X), € o posto do seu primeiro grupo de homologia Hi(X).

A classe de equivaléncia de um p-ciclo ¢ em H, (X) é denotada por [c], e é chamada de
classe de homologia de c. Se dois p-ciclos determinam a mesma classe de homologia,
diz-se que eles sao homadlogos.

Dada uma aplicacao continua f : X — Y, seja fy : C,(X) = C,(Y) o homomorfismo
definido por

fyu(o)=foo
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para cada p-simplexo singular o. O fato principal é que fy comuta com os operadores de
fronteira, i.e.,

aof#:f#oa.

Portanto, f4 mapeia Z,(X) em Z,(Y) e B, (X) em B, (Y), e assim passa ao quociente para
definir um homomorfismo

Ty Hp(X) — Hp (Y)a

chamado de homomorfismo induzido por f.

1.2.3 Grupo Fundamental e Espaco de Recobrimento

Nesta se¢ao seguimos as referéncias [3] e [13], das quais recomendamos o leitor para uma

leitura mais profunda.

Definicao 32. Sejam X e Y espagos topologicos, e sejam f,g : X — Y aplicagoes
continuas. Uma homotopia de f para g € uma aplicagio continua H : X x [0,1] — Y
tal que para todo x € X,

H(x,0) = f(x) e H(x, 1) = g(x).

Se existe uma homotopia de f para g, dizemos que f e g sao homotopicos.
Exemplo 2. Definamos f,g: R — R? por
f(x) = (x,x*) e g(x) = (x,%).
Entao, a aplicacio H(x,t) = (x,x* — tx? + tx) € uma homotopia de f para g.
Seja X um espago topoldgico. Relembre que um caminho em X é uma aplicacao

continua f : [0, 1] — X. Os pontos p = f(0) e ¢ = f(1) sdo chamados de ponto inicial e

ponto final de f, respectivamente, e dizemos que f é um caminho de p para q.

Definicao 33. Sef e g sio caminhos em X de p para q, entao uma homotopia de caminho
de f para g é uma aplicacao continua H : [0,1] x [0, 1] — X tal que

H(s,0) = f(s), para todo s € [0, 1];

H(s, 1) = g(s), para todo s € [0, 1];

H(0,t) = p, para todo t € [0, 1];

H(1,t) = q, para todo t € [0, 1].
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Proposicao 4. Seja X um espago topologico. Para quaisquer p,q € X, homotopia de

caminhos é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos os caminhos em X de p

para q.

Para uma demonstragao veja a Proposigao 7.7 de [13].

Para qualquer caminho f em X, denotamos a classe de equivaléncia de f por
homotopia de caminhos por [f], e chamamos classe de f.

Todos os caminhos que comecam e terminam no mesmo ponto sao chamados de lago.
Se f é um lago cujo ponto inicial e final é p € X, dizemos que f é baseado em p, e
chamamos p de ponto base de f.

O conjunto de todos os lagos em X baseados em p é denotado por Q(X,p). O lago

constante c, € Q(X,p) ¢ a aplicacao cp(s) =p.

Definigao 34. Definimos o grupo fundamental de X baseado em p, denotado por m (X, p),

como sendo o conjunto das classes de caminhos de la¢os baseados em p.

Sejam f, g : [0,1] — X caminhos. Dizemos que f e g sdo caminhos composaveis se

f(1) = g(0). Se f e g sdo composaveis, definimos o produto f- g : [0,1] — X por

f(2s), 0

N

s <

?

N |—=

(f-g)(s) =
g(2s—1), 1<s<1

A condigao f(1) = g(0) garante a continuidade de f - g. Assim, o produto de classes de
caminhos ¢é definido por [f] - [g] = [f - g], onde f e g sdo composdveis. Portanto, com esse

produto, 7t; (X, p) é um grupo (onde o caminho inverso de f é f(s) = f(1 —s)).

Proposicao 5. Suponha que X € conexo por caminho, p,q € X, e g € qualquer caminho

de p para q. A aplicacao ¢g: m (X,p) = m(X, q) definida por

€ um isomorfismo, onde a inversa € ¢g.

Para uma demonstracao veja o Teorema 7.13 de [13].
Pela Proposicao 5, quando X é conexo por caminhos, as vezes usamos a notacao
imprecisa 71, (X) para nos referirmos ao grupo fundamental de X com respeito a um ponto

base nao especificado, caso o ponto base seja irrelevante.
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Se X é conexo por caminhos e m;(X) é trivial (ou seja, (X, p) = {[c,]} para todo
p € X), dizemos que X ¢ simplemente conexo. Por exemplo, a esfera S* é um espago

simplesmente conexo.

Proposigao 6. Se f, g : [0,1] — X sdo caminhos homotopicos e @ : X — Y € continua,
entao @ of e @ o g sao caminhos homotopicos. Ou seja, a relacao de homotopia de

caminhos € preservada por composi¢cao com aplicacoes continuas.

Para uma demonstragao veja a Proposigao 7.22 de [13].
Com isto, a aplicagao @ : X — Y induz um homomorfismo ¢, : 7 (X, p) — m (Y, @(p))
dado por
@.lfl = [@ o f].

Sejam Xj,..., X, espacos topolégicos e p; : X3 X .-+ X X — X; a projecao no i-ésimo

fator. Escolhendo pontos bases x; € X;, temos
Pix : Ttl(Xl X X Xna (Xla o 7XT1)) — Tcl(xiaxi)'

Assim, podemos definir a aplicacdo P : (X X -+ X Xp, (X1,...,Xn)) — 1 (Xq,%1) X
e X Wl(Xnaxn) por

PIf] = (p1.[fl, ..., Prslf]).
Proposicao 7. P ¢ um isomorfismo.
Para uma demonstragao veja a Proposigao 7.34 de [13].

Definicao 35. Seja @ : X — Y wuma aplicagao continua. Dizemos que outra aplicac¢do
continua b 1Y — X é uma homotopia inversa para @ se P o @ e Idx sao homotépicos,
@o e Idy sao homotdpicos. Se existe uma homotopia inversa para @, entdo @ € chamada

de uma equivaléncia homotdpica.

Definicao 36. Seja X um espago métrico e A C X um subespago.

(i) Uma aplica¢ao continua v : X — A é dito uma retragao se v ota = Ida, onde
ta i A — X

(ii) Sendo v : X — A uma retragdo, dizemos que v € uma retra¢ao por deformagdo se

existe uma homotopia H: X x [0,1] — X tal que :

H(x,0) = x, para todo x € X;
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H(x,1) € A para todo x € X;
H(a,1) = a, para todo a € A.

(111) Além disso, uma retragdo € uma retragao por deformacgao forte se satisfaz (ii) e
H(a,t) = a, para todo a € A e para todo t € [0, 1].

Definigao 37. Sejam E e X espagos topoldgicos, e q : E — X uma aplicagdo continua.
Um conjunto aberto U C X € dito ser uniformemente coberto por q se ¢~ *(U) € a unido
disjunta de abertos conexos de & (chamados de folhas do recobrimento sobre U) cada qual

aplicado homeomorficamente sobre U por q.

Definigao 38. Uma aplicagcao de recobrimento é uma aplicagao sobrejetiva continua q :
E — X tal que E € conexo e localmente conexo por caminho, e todos pontos de X tem
uma vizinhang¢a uniformemente coberta . Se q : E — X é uma aplica¢ao de recobrimento,

chamamos E de espaco de recobrimento de X, e X a base do recobrimento.

Exemplo 3. A aplicagio q : R — S, q(x) = (cos2x, sin2x) é uma aplicagio de

recobrimento.

Definigao 39. Se q: E — X € uma aplicacao de recobrimento e @ : Y — X uma aplicagao

continua qualquer, um levantamento de @ € uma aplicacao continua @ : Y — E tal que
qo® =o.

Proposicao 8. Seja q : E — X uma aplicacao de recobrimento. Para qualquer ponto
x € E, 0 homomorfismo induzido q. : 1 (E,x) — 1 (X, q(x)) € injetiva.

Para uma demonstracao veja o Teorema 11.16 de [13].

Definicao 40. Qualquer recobrimento de X por um espaco simplesmente conexo X ¢

chamado de recobrimento universal, e X € dito o espaco de recobrimento universal de X.

Definicao 41. Uma aplicagao de recobrimento q : E — X € chamada de recobrimento
normal se o subgrupo induzido q.(m(E,x)) é um subgrupo normal de (X, q(x)) para
algum x € E. Ou equivalentemente, se para cada x € X e cada X, %y € 4~ (x) existe uma

transformacao de recobrimento levando X a Xg.
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Suponha que q : E — X seja uma aplicacao de recobrimento. Um automorfismo
de g é um isomorfismo de recobrimento de q para si mesmo, isto é, um homeomorfismo
¢ : E — E tal que qop = q. Estes automorfismos de recobrimento também sao conhecidos
como transformacoes de recobrimento.

Denotemos por Autq(E) o conjunto de todos os automorfismos do recobrimento
q:E—=X E facil verificar que a composicao de dois automorfismos, o inverso de um
automorfismo e a aplicacao identidade de E sao todos automorfismos. Assim, Autq(E) é

um grupo, chamado de grupo de recobrimento.

Proposigao 9. Se q: X — X é um recobrimento universal, entao

Auty(X) = 7 (X, x0).

Para uma demonstragao veja o Corolario 6.10 de [3].

Para o que segue, qualquer caminho em X (ndo necessariamente um lago), denotamos
por [fl, sua classe de equivaléncia mdédulo homotopia de caminhos. Em particular, se
f é um lago baseado em p, entdo [f], é sua classe de caminho em 71;(X,p). De modo
semelhante, se ¢ é qualquer 1-cadeia, denotamos por [c]y sua classe de equivaléncia médulo
B (X), assim, se ¢ é um ciclo (por exemplo, um lago), entao [c]j é um elemento de H;(X).
Definimos uma aplicagao

h:m (X, p) = Hi(X),

chamada homomorfismo de Hurewicz, por

a qual é bem definida (veja o capitulo 13 de [13]).
Finalizamos este capitulo com o seguinte resultado que serd 1til na prova de nossos

resultados.

Teorema 7. Seja X um espago conexo por caminhos e seja x um ponto de X. FEntao,
¢ (X, x) — H{(X) € um homomorfismo sobrejetor cujo nicleo € o subgrupo comutador
de ™ (X,x). Consequentemente, Hy(X) € isomorfo a abelianizacao de 1 (X,x), i.e, €

isomorfo a m (X, x)/[m (X, x), 7t (X, x)].

Para uma demonstracao veja o Teorema 13.14 de [13].
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Crescimento de orbita polinomial

Neste capitulo, vamos relacionar o crescimento de érbita polinomial do grupo das tran-
formacgoes de recobrimento com uma variedade plana. As principais referéncias para este
capitulo incluem [5] e [27].

Iniciaremos com a seguinte defini¢ao.

Definicao 42. Denote por #(A) o nimero de elementos no conjunto A. Seja (X,d) um
espaco métrico e seja Isom(X) seu grupo de isometrias. Seja T um subgrupo de Isom(X).
Para todo x € X, ponha D" (x,1) ={g € T | d(x, g(x)) < 1}. Dado o € R, dizemos que T
tem crescimento de orbita polinomial relacionado a x de ordem > « (< «), se, e somente

se,
lim inf —#(Dr(x, ") > 0 (lim sup —#(Dr(x, ")

T—500 o o < 00).
T—00

Dizemos que T tem crescimento de orbita polinomial relacionado a x de ordem > « (< «),

se, e somente se,

fin HO < oo 20

Agora, considere M uma variedade Riemanniana completa. Parap € M, r > 0, sejam
D.(p) = {x € M;d(x,p) <1},
Ci(p) ={xeM;seqeMe d(q,x) >, entdo d(p,x) + d(x,q) —d(p,q) > 0},
N (p) =D (p) U C:(p).

Note que C,(p) é exatamente os pontos x € M tal que toda geodésica minimizante

ligando p e x nao pode ser estendida em x a uma geodésica minimizante de comprimento

18
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maior que d(p,x) + 1, pois, caso contrario, x pertenceria a uma geodésica minimizante
ligando p a g, implicando que d(p,x) + d(x,q) = d(p,q), uma contradi¢ao, ja que
x € Cy(p). Além disso, se d(q,x) > 7, entao d(p,x) + d(x,q) > d(p,x) + .

Lema 3. Seja xg € M, R >0, A = [som(M). Se M ndo contém linha, entao existe um

d > 0 tal que A - Br(xg) C Na(xg).

Demonstrac¢ao. Suponhamos por contradigao que isto nao seja verdade. Dali existiriam
di — o0, x;i € Br(xg) e fi € A tais que fi(xi) ¢ Ng,(x¢). Pela definicdo de N, (x0),
podemos obter geodésicas minimas de velocidade unitéria y; : [—d;, di] — M com y;(0) =
fi(xi). Mas, afirmamos que f;' o<y; converge para uma linha vy, com d(xp,y) < R.
Uma contradi¢ao, pois M nao contém linhas. Para provar o afirmado, vamos escrever
o =fi'ovyi.

Ao se caracterizar uma geodésica, basta saber a posicao dela em um instante e a velo-
cidade nesse mesmo instante. Nesse caso, passando para uma subsequéncia se necessario,
mostraremos que x; = «;(0) = x e «{(0) = v € TyM e que a geodésica y caracterizada
por Y(0) = x e y’(0) = v é a linha procurada.

Note que os vetores of(0) estdo em espagos tangentes diferentes (of(0) € Ty,M).
Entao a convergéncia o (0) — v nao faz muito sentido a priori, mas podemos considerar
a convergéncia (xi, {(0)) = (x,v) em TM.

Considere a sequéncia {(xi, ®{(0))}; € TM. Observe que como {xi}i € Bgr(xo), se-
gue da completude de M que, passando para uma subsequéncia, podemos supor que
Xi — X € Br(xg). Seja @ : U C R™ — M uma parametrizacio em torno de x. Seja
{X1,..., X} um referéncial ortonormal em torno de x. Entao, @ : U x R™ — TM, dada
por

(D(u'7 ap, ..., an) = ((P(U), Z anj|(p(u))u

¢ uma parametrizacio de TM. Seja B C U uma bola fechada contento @ ~!(x) e seja
B’ C R™ a bola unitaria fechada centrada na origem. Pelo fato de Xi,...,X,, ser um

refencial ortonormal, temos que

\Zajxﬂm(u)\ =(ay,...,an)l.

Logo,
OB xB) ={(qw) e TM|qepB) e <)
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Observe que para i suficientemente grande temos x; € @(B) (pois x € int(¢@(B)) e
xi — x). Logo, (xi,a{(0)) € ®(B x B’) para i grande (pois |«{(0)] = 1). Como B x B’
é compacto, @ (B x B’) também o é. Assim, passando para uma subsequéncia, podemos
admitir que (xi, o{(0)) — (x,v) € TM.

Considere a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco y que satisfaz as
condicoes iniciais y(0) = x e y'(0) = v. Como M é completa, y estd definida em R
e de fato y serd uma linha. Com efeito, veja que «;i(s) — y(s) para todo s € R. Aqui
observe que para s grande pode ocorrer de s ¢ [—di, d;] nos primeiros indices 1, mas
podemos usar que a geodésica oy estd definida em R, e que a sua restricao a [—d, di]
é minimizante (ou seja, o @ [—di,di] — M é a restricdo de uma geodésica definida
em R, que para simplificar chamamos de «; também). Seja s € R, com s > 0 (o caso
s < 0 é analogo). Temos que o;(s) = expx, (sf(0)). Como (xi,sx{(0)) — (x,sv) (pois

(xi, {(0)) = (x,V)), e como exp : TM — M ¢ continua, segue-se que
ai(s) = expx, (sa{(0)) = expx(sv) =y(s).

Por fim, mostremos que y é minimizante. Sejam s,t € R, com s < t. Para i sufici-
entemente grande temos s,t € [—di, d;]. Logo «; minimiza o comprimento de arco entre

oi(s) e xi(t). Assim,

t

MWBL%HDZJIM&WE:t—s

S

Pela continuidade de d : M x M — R, temos que
t—s=d(o(s), a(t)) = dly(s),y(t)) = dly(s),v(t)) =t—s.
Por outro lado, como y esta parametrizada pelo comprimento de arco, temos

t
t[wwamazt—a

S
o que conclui que Y minimiza o comprimento de arco entre y(s) e y(t). Portanto, y é uma
linha.

Finalmente,

d(x0,v(0)) = lim d(xo, ®;(0)) = lim d(xg,xi) = d(x0,%) < R.

1—00 1—00

Logo, d(xo,v) = %Iel]g d(xo,v(t)) <R, o lema segue. H
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O lema a seguir melhora a estimativa de Cheeger-Gromoll apresentada no Teorema 4

de [5].

Lema 4. Fize h > 0. Seja M™ wuma variedade Riemanniana completa com curvatura de

Ricci ndo negativa (m > 2). Parap € M, v > 0, seja W (p) = D.(p) N Cn(p). Entao,

i Vol(W}(p))

T—00 rm—1

=0.

Demonstracao. Considere os conjuntos

SoM ={v e T,M;|v| =1},
CpoM = {v € S, M; exp,, (tv)|(0,00) N0 é um raio},

CoM ={v € C,M;exp, (tv)|j,s+¢) ndo é geodésica minimizante para todo € > 0}.

Seja 0 a medida canonica em S,M. Dado p € M™, seja {x"}", as coordenadas polares

em T,M\ {p}, isto é,

v

xm(v) =t(v)=p e x'(v)=6!
vl

), 1<i<m—1,

onde {Gi}?sl sao as coordenadas locais em S, M. Temos entao o sistema de coordenadas

polares geodésico
x ={x' o exp,}: B(p,r) \ {p} = R™,

onde v = d(p, Cut(p)) o qual denotamos por

t=xMoexp,' e 0 =x'oexp,', i=1...,m—1,
tal que
o 0 o ., 0
a_(x )*aXm € ae—(x )*axi’

o qual forma uma base de campos de vetores em B(p,r) \ {p}. Usando o elemento de
volume em coordenadas geodésicas polares de T, M, temos por definigao
b(0)
Vouwp) =| | ufteyde,
crr*M Ja(e)

onde p(t,0)dtdo é a forma de volume de M em exp,(t0) e

o 0
u(t,8) = \/detgy = \/ det( oo 505

¢ a Jacobiana da exponencial.
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Baseado no Exercicio 1.85 de [7], assuma que as coordenadas {01} L em Sp,M que

1 .
satisfazem hm - = e; € I, M sao ortonormais, entao

J/detgy
lim YS90 (2.1)

00t

De fato, pelo lema de Gauss temos que grad t = em todos os pontos fora de Cut(p),

ot

2

0 0 0

_ - =1
ot <9mdt at> at(t) ’

tal que

gmm = |grad t)P? =

0 0 .
9““_<a_t’aei> =0, parai=1,..., m—1.

Logo, sendo (g)1; a matriz formada a partir de (gij){j_; retirando a linha 1 e a j-ésima

coluna, temos que
—1

detlgi)T}y = Y (<1 gy det(ghy = Y (~1)"*1gy; - detlg)y — detlgy I} )

j=1 j=1

Agora, definamos hy;(t) = Veja que, por hipdtese, hm hu( ) =

t ael t 69) >
(ei,e5) = i, e para i,j < m — 1 temos que

0 0
13 = oy Srow — t2hi' t .
9 <ael’aea> it

Logo, det gi; = t2 ™~ Ydet(hy;(t)), o que implica pu(t, 0) = y/det gi; = t™'\/det(hy;(t).
Como hy;(t) — 8;; para t — 0, temos que det(hy;(t)) — det(I) = 1. Portanto,
i u(t,0)
im

t—0 tm-—1

= 1 det(hij(t) =1.

Logo vale (2.1).

Agora, por definicao de limite, temos

—1 —1<e

<Eé=—¢€e¢<

Ve>0,306>0,0<t|<d= K
t —1 tmfl

sl-et™"l<p<(4+e)t™h

Logo, tomando £ << 1, temos que pu(t,0) <t™ ! Com isto,

b(0)

Vol(Wi(p)) < J J t™1dtde
cithM Ja(e)

b(0)
<J dq[ t™tdt  (pois CJP"M C S,M)
S, M a(0)
b(0)™ — a(6)™
= 6(S,M) - ()™ —a(6)™ (2.2)
m
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Note que b(0) —a(0) < he 0 < a(0) < b(0) < r para todo 0 € C;”‘M. De fato,
[a(0),b(0)] é o intervalo de valores t tais que exp,, (t0) € Wi (p). Por definigao, para 6 €
CL ™M, expyp (t0)[(0,r+h+e) N0 é minimizante para todo € > 0, ou seja, expp (t0)|g v n]
¢ minimizante. Assim, veja que exp,((r +h)0) € Cut(p). Logo, b(0) < v+ h e mais

ainda
r > d(p, expy, (b(8)8)) = d(exp, (06), exp, (b(6)8)) = d(0,b(8)) = b(8).

Além disso, a(0) > 0, pois exp,(t0) estd sendo definida para valores t > 0. Portanto,
0 < a(0) < b(0) < r. Para cada direcao 0 € C{,”‘M, seja s € [a(0),b(0)], temos
expp(s0) € W(p) e por defini¢do, a geodésica minimizante exp,, (t0)] ) ligando x a p
nao pode ser extendida em x a uma geodésica minimizante de comprimento maior que
d(p,x)+h = s+h. Logo, temos r—h < s, pois, caso contrario, s < r—h < r, implicando
s+h <1 < r+h, o que é uma contradicao, uma vez que exp, ((r+h)0) € Cut(p). E claro
que s < 1, pois s < b(0). Portanto, s € [r—h, 1] e por conseguinte [a(0),b(0)] C [r—h, 1],
donde, b(0) — a(0) < h. Com isto,

Vol(WR(p)) < o(S,M)

=0o(S,M)

< G(SPM)%me_l = G(SpM)hrm_l.
Portanto,
Vol(W(p)) < o(SpM)hr™ 1 (2.3)

¢ exatamente a estimativa de Cheeger-Gromoll em [5].

Por outro lado, veja que

C,'M C CM para 11 < T9; (2.4)

CoM = J oM (2.5)
>0

o(C,M) < oo0. (2.6)

De fato, se v € C'M entao expp (tv)|jo,r;+e) Ndo é minimizante para todo € > 0.
Como 11 < T3, expp(tv)|o,r,+e) N0 é minimizante para todo € > 0 (j4 que 12 =11 + €,

para algum € > 0). Logo, v € C}*M, provando (2.4).



Capitulo 2. Crescimento de érbita polinomial 24

Para provar (2.5), suponha que v ¢ C,M, dai v,(t) = expy(tv)ljp,c0) ¢ minimizante

e, assim, v & UJ,-o CL,M, logo, UJ,-,C;M C C,M. Por ouro lado, seja v € C,M,
entdo expy (tv)lp.) nao é raio, logo, existe ty = 0 tal que exp,(tov) € Cut(p), donde
expyp (tv)|j0,ty+e) N80 é minimizante para todo e > 0, logo, v € C;,OM C Us=o CiM,
provando (2.5).

Finalmente, seja @ : U — R™ uma carta em torno de p € M. Desde que @ é
um difeomorfismo sobre sua imagem, @, : T,M — T, R™ é isomorfismo, logo S,M
¢é topologicamente equivalente a S™ ! C R™ a qual tem o(S™ ') < oo, implicando
0(SpM) < 0o. Como C,M C S, M, temos que 6(C,M) < oo, provando (2.6).

Agora, observe que CY"M C CL*"M, implicando o(Cy"™M) < o(CL*"M). Além
disso, a equagao (2.5) juntamente com (2.6) implicam que G(C{,*hM) < 00. Logo, pode-

mos escrever

o(CIM*M — CY™) = o(CLT™M) — o(CY™M).

Para r >> 1 o lado direito da equagao acima se torna muito pequena, ou seja,

lim o(CL™"M — CY™™) = 0. (2.7)

T—00

Ponha A, = C;*hM — C;,/? M, dai para v > max{1, h}, de forma analoga ao calculo de

volume em (2.2), temos que

Vol(W(p) — W' (p)) = Vol(D.(p) N Cn(p) — D z(p) N Cr(p))
= Vol(Cw(p) N (D+(p) — D 4(p)))

:Jr

onde, como provado acima, também temos que g(0) — f(0) <he/r < f(0) <g(0) <r

g(0)
J u(t,0)dtdo < J

.
J t™1dtde,
f(0) Ar —h

(pois Wi*(p) — W\%(p) C D:(p) — D 4(p)) e as fungdes f e g sdo como as funcdes a e b

definidas anteriormente. Logo,

h h " m— _ m '
Volw(p) ~ W) < | | entaae = o(a,) —m—J B
=o(A,) ! ™ —(r—h)™
m-—1
_ ol r)h[rm_l +r™ 2 (r—h)+---+ (r—h)™ 1]
m_
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Assim, pelas equagdes (2.3) e (2.8), concluimos que

Vol(W!(p)) = Vol(W'-(p)) + Vol(W!(p)) — Vol(W"(p))

—1

= Vol(W(p)) + VoUW (p) — WIr(p)) < hlo(S,M)r™= + o(A,)r™ ).
Portanto, por (2.7), obtemos que

h
tim YO WY P (s, M) tim ™5 4 tim o(A,)] = 0.

T—00 rm—1 T—00 T—00

Isto termina a prova do lemma. O

Observacao 2. Sejam M e M variedades e m: M — M uma aplicacad de recobrimento.

SeT € o grupo das transformagées de recobrimento g: M — M, entio T’ < Isom(M).

De fato, para ver isto, basta verificar que uma transformacao de recobrimento qualquer
g : M — M ¢ uma isometria. Por definicdo, g é homeomorfismo e o g = 7. Veja que

! implicam na suavidade de g e g~1. Assim, sendo

as condigoes Tog =me M ="T0(g"
g homeomorfismo, segue na verdade que g ¢é difeomorfismo. Além disso, derivando de
ambos os lados de o g = 7t e utilizando o fato de 7t ser uma isometria local, temos para

qualquer p € M e u,v € Tpm que

<d9p(u)a dgp(v)> = <d7tg(p)(d9p(u))7 dﬂg(p)(dgp(v)» = <d7[g(p)(u)u chg(p)(V)) = (u,v).
Portanto, g é uma isometria.

Lema 5. Seja f: M — M o recobrimento universal Riemanniano. Se Ricpm = 0, entao

RiC’\N/l > 0.

Demonstracao. Sejap € Me {ei} um referencial mével em p. Note que f é uma isometria
local, logo existe U C /7\71, p € U tal que fly : U — f(U) é isometria, isto é, fly é

—~

difeomorfismo e uma imersao isométrica. Para X € X(M),

(Ricy)p(X,X) = tr(v € T,M = R(v,X)X) = Y (es,R(e, X)X) = Y _(f.eq, f.(R(es, X)X)).

Veja que em U, . (VxY) = Vi xfiY para X, Y € %(ﬁ). De fato, usando que f é isometria

em U e a formula de Koszul,

2f.(VxY), (£.2)) = 2(VxY, Z)
= X(Y,Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) — ([Y, Z],X) — ([X, Z],Y) — ([Y, X], Z).
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Por outro lado,

2V xf Y, £.Z) = (£.X)(£,Y, £.Z) + (£.Y){f,Z,£.X) — (£.Z)(f. X, £, Y) — ([f.Y, f.Z], £, X)

Veja que
(F.X){f.Y, . Z) = X({f.Y,f.Z) of).

Logo,

2V xF.Y, £.Z) = X((f,Y, £.Z) o f) + Y((f.Z, £.X) o f) — Z((£.Y, £.X) o f) — ([£.Y, f.Z], £.X)
—([f. X, f.Z],f.Z) — ([f.Y,f.X],f.Z)
=X(Y,Z) + Y(Z,X) — Z(Y,X) — ([, Z],X) — (X, Z], Z) — (Y. X], Z)
= 2(f.(VxY), (f.2)),

como haviamos afirmado. Assim, f,(R(e;, X)X) = R(f.ei, f.X)f.X , onde f, X deve ser

interpretado como o pushforword de X na vizinhanca U, a qual f é difeomorfismo. Logo,

(Ricgi)p(X.X) = D (f.e, R(f.eq, £.X)f.X)

= tr(v € TypyM = R(v, .X)f.X)

= (RiCM)f(p)(f*Xy f.X) > 0.
Portanto, sendo p arbitrario, segue que Ricg; = 0. O

Para o préximo resultado iremos fazer uso do seguinte resultado de Cheeger-Gromoll

em [5]:

Teorema 8. Seja M uma variedade completa com curvatura de Ricci nao negativa. Entao
M € o produto isométrico N x R¥, onde N ndo contém linhas e R* tem métrica plana

padrao.
Agora estamos em condigoes de provar o resultado principal deste capitulo:

Teorema 9. Seja M™ uma variedade aberta com curvatura de Ricci nao negativa. Seja
T : M — M recobrimento universal Riemanniano com o grupo das transformcoes de
recobrimento I'. Se M ndo € plana, entao T tem crescimento de orbita polinomial de

ordem < n — 1.
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Demonstragao. Fixe p € M. Como M nio é plana, temos que M # R™. Com isto,
pelo Lema 5 juntamente com o fato de M ser completa, obtemos pelo o Teorema 8 que
(ﬁ,ﬁ) = (N¥ x R™% (x¢,0)), onde N nao contém linhas e k > 2.

Fixe 1 > 0 tal que By(g1p) N Bi(g2p) = 0 para todo g1,92 € T, g1 # ¢o (pois,
como I' age propriamente descontinua em M, existe uma vizinhanca Uz de p tal que
g1(Up) N go(Us) = 0, implicando que g1p # g2p e sendo M Hausdorff, existe tal
l). Pelo Lema 3, existe d > 0 tal que A - By(xo) C Ng(xo), onde A = Isom(N).
Seja G = Isom(/l\7l). Afirmamos que G ~ A x Isom(R™¥). Com efeito, considere
¢ : Isom(N) xIsom(R™ %) — Isom(N xR" %) definida por ¢(h;, hy) = h; xhy = h, va-
mos provar que  tal aplicacao é um isomorfismo (pois assim

Isom(M) = Isom(N x R" %) ~ A x Isom(R™¥)). De fato, dados h = (hy, hy),

g=(9g1,92) € Isom(N) x Isom(R™¥) temos

d(h-g) = d((hi,he) - (g1,92)) = d(hyogi,hy0gs) = (hy0gi) x (hyogs).

Veja que para (x,y) € N x R" ¥ temos

((hyog1) x (hyog2))(x,y) = ((hy ogi)(x), (hy 0 g2)(y)) = (hi(g1(x)), ha(ga(x)))

= (hy x h2)(g1(x),92(y)) = (hy x hy) o (g1 X g2)(x,y).

Assim, ¢(h-g) = (hy x hy) o (g; X g2) = d(h) o d(g). Portanto, ¢ é um homomorfismo.
Agora, note que ¢ é claramente injetiva, pois, se ¢(hy, hy) = d(g1, g2), entao hy xhy =

g1 X gz, ou seja, para cada (p,v) € N x R" ¥ temos

(hi(p), h2(v)) = (h1 x hy)(p,v) = (g1 X g2)(p, V) = (91(p), g2(Vv)).

Implicando que hi(p) = gi(p) e ha(v) = g2(v). Sendo (p,v) arbitrario, segue que
(hi,hs) = (g1, 92).

Finalmente, ¢ é sobrejetiva, pois, se f € Isom(N x R™ %), f leva retas em retas,
fatores de R™% em fatores de R™* e fatores de N em fatores de N isometricamente.
Fixe x € Nev € R*¥ entao f:{x} x R"* — N x R** ¢ um mergulho isométrico
sobre {y} x R™ %, Também, f : N x {v} = N x R™** ¢ um mergulho isométrico sobre
N x {w}. Como T 1) (N X R %) ~ TN x T,R™ ¥ a aplicagao linear f,(x,v) é da forma
(A,B), onde A : TuN — TyN e B: T,R™* — T,,R" ¥ sdo isometrias. Assim, podemos
ter hy : N = N e hy : R"% — R™¥ jsometrias tais que (h;).(x) = A e (hy).(v) = B. Se
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tomarmos a isometria h = (hy,hy) : N x R % — N x R ¥ ¢ h,(x,v) = f.(x,Vv) entao
h = f, pois duas isometrias que tem o mesmo valor e a mesma diferencial em um ponto
devem ser iguais. Portanto, f = ¢(hy, hs), e ¢ é um isomorfismo.

Agora, dado g € T, (a qual temos g € G) podemos escrever g = g; X h € A X

Isom(R™%), daf
g(Bi(p)) = g1(Bi(x0)) x h(B1(0)) C Ng(xo) x R**.

Ou seja,

M Bi(p) C Nalxg) x R . (2.9)

Escrevendo I, = D"(p,7) ={g € T'| d(gp,p) < 7}, temos por (2.9), que

| | 9-Bi(p) € (Nalxo) NByrsi(x0)) X Byt (0). (2.10)

De fato, seja y € |_| g - B1(p), entdo existem g € I, (onde podemos escrever g =
ger:
g1 x h € A x Isom(R™¥)) e x = (x1,%2) € Bi(p) = Bi(xo) x B(0) tal que y = gx =

(g1 X h)(x1,%x2) = (g1x1, hx2). Como existe d > 0 tal que A-Bi(xo) C Ng(xo), temos que

g1(Bi(xo)) C Na(xo) e
r > d(gp,p) = d((g1 X h)(x0,0), (x0,0)) = d(g1x0,%0) + d(h(0),0).
Assim, para z € By(xq) temos que
d(g91z,x0) < d(g1z, g1x0) + d(gix0, Xo) = d(z,%0) + d(g1x0, x0) < T+ 1.
Logo, g1(Bi(x0)) € Na(xo) N Bri1(xg) e assim, g1x; € Ng(xo) N Bri1(xo). Além disso,
d(hx,,0) = d(x2,h 1 (0)) =d(x2,0) <1< r+1

entao, hxe € By11(0) e portanto, y = gx € (Na(xo) N Bri1(x0)) x Byy1(0), provando
(2.10).
Pelo Lema 4, podemos escrever Vol(W4(x)) = f(r)r*~!, onde lim f(r) = 0. Logo,

T—00
por (2.10),

#(I+) - Vol(Bi(p)) < Vol(Na(xo) N Bri1(x0))Vol(Br11(0))

= Vol(Nga(x0) N Bri1(x0))wn i (r+ 1)K,
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onde wy_, = Vol(B{(0)), B;(0) € R™¥. Agora, note que (considerando T+ 1 > d, pois

faremos 1 — 00),

Vol(Na(xp) N Bryi(xp)) = Vol((Dalxo) U Calxo)) N Brit(xo))
= Vol((Dq(xo) N Bryi(x0)) U (Calxo) N Bryi(x0)))
= Vol(Dq(xo) UWE (x0))

T

= Vol(Da(x0)) + VoUW, (x0))) — Vol(Dalxo) N Wy, (x0)))

T

< Vol(Dal(xo)) + Vol(W&, (%))
Assim,

#(T) - Vol(BL(P)) < Vol(Da(xo)) + VoL WS, (%)) wn_k(r+ 1) *

< Wnk(wed* +fr+ )+ D Hr4+ 1k,

desde que k > 2. Portanto,

#(D"(p,1))Vol(Bi(p)) Wnic(wid“ +fr+(r+ Y+ pn*

lim - < lim T
T—00 ™= T—00 ™m—
~ lim Wn_gwid*(r+ 1)k
e rn—1 ’
pois
k—1 n—k n—1 n—1
g FOHDEFVE)AUTE_ FERDOEUT s (1+1) ~0.
T—00 ™= T—00 rn— T—00 T

Além disso, pela férmula do Binémio de Newton, temos que

(r+yn* T (n—k (n—k—i)+1-nji  (n—k 1—(k+i)7i
—Tnfl = ' i T ' = Z i T [
1=0 i=0
Logo,
. wn_kwkdk(r + Unik
lim N =0,
T—00 Th—
e assim
D" (p
g £ B.1)
T—00 Th—

Portanto, I' tem crescimento polinomial da érbita de ordem <n — 1. O



Capitulo 3

Realizacao do Crescimento Maximo

de Orbitas

Neste capitulo, estudaremos alguns resultados que permitem obter o crescimento maximo
da orbita sob diversas condicoes. Esses resultados auxiliarao na obtencao da rigidez do
primeiro nimero de Betti.

Primeiramente, vejamos as seguintes defini¢oes.

Definigao 43. Seja I' um grupo discreto finitamente gerado, com geradores {g1, ..., s},
gi € I e considere U(r) ={g € T' | |g| <}, onde |g| comprimento de palavra de g € T. O

grupo I' tem crescimento polinomial de ordem = p se

lim inf &p(r)) >0,

T—00 T
e I' tem crescimento polinomial de ordem < p se

lim sup M < 00.
T—00 TP

Se ambas as equacoes acima ocorrem simultaneamente, I" terd crescimento polinomial de

ordem = p.

Definicao 44. Seja M™ wvariedade aberta e M seu recobrimento universal. Dizemos que
o grupo das transformacoes de recobrimento I' tem crescimento de orbita mdzrima se, e
somente se, I' tem crescimento de orbita polinomial de ordem > n — 1, isto €,

lim inf —#(Dr(%’ r)

T—00 T —1

> 0, para algum X € M.

30
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Para obter a propriedade de crescimento polinomial de um subgrupo finitamente ge-
rado de (M), Milnor [18] utilizou essencialmente o crescimento da érbita como uma

ponte:

Proposicao 10 (Milnor, [18]). Seja X um espago métrico, xo € X, T' < Isom(X) finita-

mente gerado, e S ={g1, ..., gk} um conjunto de geradores simétricos de I'. Ponha,
U(r) ={g € T'| 0o comprimento da palavra de g relacionado a S, |g| < 1},

h = max{d(xg, gixo) |1 =1,... ,k}

Entdo, U(r) € D"(xo,hr) = {g € T | d(x0, gxo) < hr}. Especialmente, se T tem cresci-
mento polinomial de ordem = p (> p), entao I' tem crescimento de orbita polinomial de

ordem = p (> p).

Demonstragao. Se g € U(r), podemos escrever g = gi,gi, - - - gi,, onde t < 71, gi; € S.
Usando a desigualdade triangular, obtemos
d(xo, gxo) = d(x0, 91,91, - - - i Xo) < d(Xo, gi,%0) + d(gi, X0, 91, inXo)
+ -+ d(gi, 91, - - - Gi 1 %05 911 Gis - - - GiXo)-

Como cada gy, ¢ isometria, temos que

d(9i, 9y - - - 9i; 1 %0, 91 iy - - - 9i;%0) = d(Xo, gi;%0) < h, para todo j.

Assim,

d(xo,gx0) < d(xo, gi,%0) + d(gi,%0, 91, 9i,%0) + -+ - + d(94, G4, - - - 91 1X05 91,94y - - - G X0)

< th<rh

Portanto, U(r) C D" (xg, hr). Com isto, segue por definicdo, a dltima implicacao.

]

Em seguida, vamos mostrar como o primeiro nimero de Betti de um espago controla
o crescimento polinomial de seu grupo fundamental. Da demonstracao do Teorema 1.3

em [1], temos a seguinte proposicao algébrica.

Proposigao 11. Seja X um espago conexo por caminho, xg € X. Se bi(X) =k, entdao
existe G < 11 (X, Xo) tal que G € gerado por k elementos e G tem crescimento polinomial

de ordem > k.
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Demonstracao. Seja h : m(X,x9) — Hi(X) o homomorfismo de Hurewicz. Desde que
b, (X) = k, podemos escolher yq,...,vx € Hi(X) independentes. Como h é sobrejetiva

(vide Teorema 7), podemos escolher g; € h™1(y;). Sejam
Sl = {917 <o gx, 9;17 SR 9121}7

52 = {y17 s 7Yk7YI_17 s »YEl}a
Gi = (Si) parai=1,2,
U;i(r) ={g € Gi | o comprimento de palavra de g relacionado a Si,|g| < r}.

Para todo r > 0, seja
Ay Us(r) — Uy(r)

Lyi+-+ by — gi'gy---gi

Veja que ho A, = Id. De fato,
K

hoA, (Z lm)z h(gi'gs® -~ gv) = h(gr) +h(gs) +- - +h(g¥) = Lyi +- - + v
i=1

Donde segue que A, é injetiva. Agora, note que Gy = ({y1,...,Yi, Vi -, Y '}) tem
crescimento polinomial de ordem > k. Com efeito, sendo H;(X) abeliano (pois é isomorfo
a 71 (X, Xo) abelianizado) temos que Gy < H;(X)também é abeliano. Como vy, ...,y sdo
independentes em Go, entao rank(Gsy) = k. Sendo G, grupo abeliano finitamente gerado,
pelo Teorema 5, Gy, = LB T(G;), com L ~ Z*, onde T(Gy) ={g € Gy | In #0;n-g =0}
Logo, Gy tem crescimento polinomial de ordem > k, pois Z* tem crescimento polinomial

de ordem > k. Por fim, pela injetividade de A., segue que

#Us (1) = #A, (Us(1)) < #Uy (1),

implicando que G; tem crescimento polinomial de ordem > k. Portanto, tomando G = Gy,

segue o resultado. O]
Similarmente, temos

Proposicao 12. Se G é um grupo quase nilpotente finitamente gerado com rank(G) = k,

entdio G tem crescimento polinomial de ordem > k.
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Demonstracao. Observe que se um subgrupo finitamente gerado I' de um grupo A tem

crescimento polinomial de ordem > k, entao

r
lim inf —#U. (r)

T—00 Tk
onde U"(r) ={g € T;|g| < }. Veja que U"(r) C U(r) e assim, #U" (r) < #U(r), donde
lim inf #U(r)

T—00 Tk

> 0,

> 0.

Portanto, A tem crescimento polinomial de ordem > k.

Agora, as hipdteses sobre G implicam que existe um subgrupo K de G nilpotente
finitamente gerado com indice finito, e que, pelo Teorema 3, K é quase livre de torcao.
Ademais, por defini¢ao, existe um subgrupo H de K, nilpotente finitamente gerado livre
de torgao com indice finito. Entéo, H tem rank(H) = k (vide Lema 1). Pela observagao
feita no inicio, para concluir a demonstracao é suficiente provar que H tem crescimento
polinomial de ordem > k. Para este fim, usando os Teoremas 3 e 4, existe uma série
normal

H:HkDkalb"'DHOZ{e},

tal que cada Hi/H;_; é isomorfo a Z. Denote por [hi] = hiH;_; um gerador de H;/H;_1.

Veja que
1:7% = H
(L., b)) — hi'---hy
é injetiva. De fato, se I(ly,..., 1) = I(my,..., my) entdo hi' - -h}f =h"---h.*. Note

que hy,...hx € Hy_1, e assim h}l o -hL“ e hi™ -+ - h** pertencem a Hy_;. Olhando para

H/Hy_1, temos que
(R = [hb - hi] = [R™ - R TR = [,

Como H/Hy 1 é isomorfo a Z, segue que 1, = my. Agora, removemos h}(“ e hy'™ na
igualdade e repetimos o mesmo argumento para Hy_1/Hy o para concluir que l,_; =
my_1. Prosseguindo recursivamente, temos que l; = m; para todoi=1,...,k e assim [
¢ injetiva.

Finalmente se escolhermos um conjunto finito de geradores de H contendo hy, ... hy,
entao o fato de I ser injetiva implica que H tem crescimento polinomial de ordem > k

. . . k . . .

com respeito ao conjunto destes geradores, pois Z* tem crescimento pollinomial de ordem

> k. Isto conclui a prova. O
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Agora, vamos estudar o crescimento da érbita de variedades planas abertas.

Lema 6. Seja (X,d) um espaco métrico e seja H < Isom(X). Seja K < H com indice
finito. Se K tem crescimento de orbita polinomial de ordem < k, entdo H também tem

crescimento de orbita polinomial de ordem < k.

Demonstracao. Escreva H como uma uniao disjunta de classes laterais a esquerda, i.e.,

Fixe um xo € X. Seja 19 = max{d(xo,hixo); i = 1,...,1}. Se h = hyb € D"(xq, 1) =

{g € H| d(x¢, gxo) < 7} para algum b € K, entao
d(bxo,xo) < d(bxo, hj 'xe) + d(hj ' x0,%0) < T+ 10,
pois d(hj_lxo,xo) < 1o e hyb € D" (x, 1), uma vez que, sendo h; isometria de X,
T > d(xo, hybxe) = d(hy 'xo, bXo).

Logo, b € D¥(xg, T+71p). Entao, dado h € H, escrevemos h = h;b para algum j =1,...,1

e b € K, e assim segue que
#DH(X’O) T) < l- #DK(XOa T+ TO)-
Donde segue o resultado. O

Para o que segue, precisamos de um conceito fundamental em geometria, que é o
conceito de alma de uma variedade.

Uma subvariedade S C M™ ¢é totalmente convexa se para todos x,y € S e qualquer
geodésica vy ligando x e y tem-se Yy C S. Dizemos que S é totalmente geodésica se a sua
segunda forma fundamental é nula ou equivalentemente se toda geodésica de S também

é geodésica de M.

Defini¢ao 45 (Alma de uma variedade). Dada M™ variedade riemanianna ndo compacta,
dizemos que uma subvariedade S de M € uma alma se S € fechada, totalmente conveza e

totalmente geodésica tal que M € difeomorfa ao fibrado normal de S.

Com esta defini¢ao, podemos enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 10 (Teorema da Alma, [6]). Se M € uma variedade aberta com curvatura

seccional nao negativa, entao M contém uma alma S.

Para uma demonstragao veja o Teorema 1.11 de [6].

Para o préximo resultado iremos fazer o uso do seguinte teorema (veja [23]).

Teorema 11 (Sharafutdinov, [23]). Seja M™ variedade Riemanniana aberta comn > 2 e
curvatura seccional nao negativa. Entao, para qualquer alma S de M existe uma retragao

por deformagao forte de M para S que nao aumenta a distancia.
Para uma prova veja Teorema 2.3 de [23].

Proposicao 13. Seja M™ wariedade plana aberta. Seja 7 : R™ — M o recobrimento

universal, com o grupo das transformacoes de recobrimento I'. Entao,

(i) T tem crescimento de drbita polinomial de ordem > k e < k, onde k € a dimensao

da alma S de M.

(ii) Se T ! é uma alma de M, entdo M € difeomorfa a R x T ! ou M2 x T2 (onde

M2 € a faiza de Mobius aberta). No primeiro caso, M € isométrica a R x T™ 1.

Demonstragao. Para provar (i), denote a retragdo de Sharafutdinov por r: M — S, a qual
¢ uma retragdo de deformagao forte que ndao aumenta distancias (veja que tal aplicagao
existe pelo Teorema 11). Escolha um ponto base xg € S e sejat: S < M a inclusao. Pode-
se assumir que (0,0,...,0) == 0™ € 7w 1(xg) e por t, : 7 (S,%9) — ™ (M, %), faremos a
identificacao 71 (M, xq) = 111(S, Xo).

As propriedades de S e r garantem os seguintes fatos:

(a) m(S) com a métrica induzida ¢ totalmente geodésica em R™ e
Te1(s) @ (0 1(S),0™) — (S,%¢) é o recobrimento universal Riemanniano de S.

Portanto, 7t 1(S) é um subespaco linear de R™ de dimensao k.

(b) Para todoy € 7;(S,x0),y € T (S), vy = .(y) -y, onde ambas as transformagoes

de recobrimento sao determinados pelo ponto base 0™.

Para provar (a), veja que 7 *(S) é totalmente geodésica. Com efeito, seja p € 7 1(S)
e Y uma geodésica partindo de p. Numa vizinhanca V de p, 7 é isometria, logo, em V,

oy é uma geodésica em S partindo de 7(p). Sendo S totalmente geodésica, tem-se
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que 7oy é geodésica em M. Portanto, como localmente, 71! ¢ isometria, segue que y é
geodésica em R™, ou seja, 7 1(S) é totalmente geodésica.

Agora, vamos verificar que 71 .-1(s) é uma aplicac@o de recobrimento. De fato, temos
que 7t é sobrejetiva e continua, e em particular, 71|,-1(s) também o é.
Todo ponto de S tem uma vizinhanca uniformemente coberta por 71| .-1(s). De fato, como
7t é uma aplicacao de recobrimento, entao existe uma cobertura aberta {Uy} de M, onde
cada U, é uniformemente coberto por 7, ou seja, Uy ) = |_| fo, sendo 7t: VI — Uy
um homeomorfismo para todo i € A. Veja que {Uy, N S} é ulrfl/; cobertura aberta de S.
Para cada «,

m (UeNS) =7 (Us) N () = | |(VEnm'(S)),
ieA

e : ViNna(S) = n(VL N l(S)) é homeomorfismo, por ser a restricio de
7: Vi — U, Também observe que 7t(Vi N7t 1(S)) = U, NS, pois 7 é bijecio em
Vi N (S). Portanto, Uy N'S é uniformemente coberta por 7. Finalmente, veja que
711(S) é conexo e localmente conexo por caminho. De fato, basta mostrar que existe uma
retragdo de R™ para 7t 1(S), assim, seja 7 : R™ — 7t (S) o levantamento de 1o 71 ).
Como T é retracao por deformacao forte, existe uma homotopia H : M x [0,1] — M tal
que

H(x,0) = x, para todo x € M,
H(x,1) € S para todo x € M;
H(a,1) = a, para todo a € S.
H(a,t) = a, para todo a € S e para todo t € [0, 1].

Dai, existe H:R™ x [0,1] — R™ levantamento de H o (7t x Idjo 1)) tal que ﬁ(x, 0) = x.

Logo,
ﬁ(x, 0) = x, para todo x € R™.
Além disso, dado x € R™, temos ﬂ(ﬁ(x, 1)) = H(mt(x),1) € S, pois (x) € M, assim

H(x,1) € m1(S) e sendo x arbitrario, segue que

H(x,1) € m (S), para todo x € R™.

Por fim, dados x € m !(S) e t € [0,1], temos 7(H(x,t)) = H(m(x),t) = 7(x), pois
7i(x) € S. Logo, H(x, [0,1]) ¢ 7 '(n(x)), para cada x € 7t (S). Veja que H(x, [0,1]) ¢
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conexo e 70 1 (7t(x)) é discreto (j& que 7 é aplicagao de recobrimento), entao ﬁ(x, [0,1]) é

um unico ponto. Assim,

H(x,t) = x, para todot € [0,1] e para todox € w !(S).

Portanto, T é uma retragao por deformagao forte, e segue (a).

O item (b), segue da identificagao feita anteriormente.

Agora, veja que 711(S, Xg) = 711 (M, X¢) ~ I". Com isso, vamos mostrar que I' é discreto
e por conseguinte 71 (S) também o é. Com efeito, se ' nao fosse discreto, existiria (f;) C T’
tal que f; — f € T' e f; # Id. Logo, para qualquer compacto K C R™, existem infinitos
f; tais que fi(K) N f(K) # (), um absurdo, j& que I' age propriamente descontinua em R™.
Além disso, sendo 71 ,-1(s) recobrimento universal, pela Proposicao 4.3 do capitulo 8 de

8], temos

S = (S)/m(S,x0) = R*/m(S, xo).

Logo, pela compacidade de S e a Proposicao 1.9 de [25], temos que Isom(R¥)/7; (S, xo) é
compacto. Assim, 7 (S, Xg) é um grupo cristalografico e, pelo Teorema 6, o conjunto das
translacoes 711 (S, xo) N (I x R*) tem indice finito, o qual é isomorfo a Z* (pois, ainda pelo
Teorema 6, 71 (S, %¢) N (I x R*) é grupo abeliano finitamente gerado de posto k e livre de
torcao, dai, pelo Teorema 5, segue que 7 (S, xo) N (I x R¥) ~ Z¥ ).

Pelo fato (b), 1.(Z*) < T tem crescimento de 6rbita polinomial de ordem < k e
> k (j& que Z* tem o mesmo crescimento). Entdo, segue que I' tem crescimento de
6rbita polinomial de ordem > k pelo argumento na demonstracao da Proposigao 12. Pelo
Lema 6, temos que ' tem crescimento de érbita polinomial de ordem < k, e o item (i)
esta provado.

Para provar o item (ii), temos por hipdtese que S = T™ !, logo, 71; (M, x¢) = 711 (S, X¢) =~
Z™ . Desde que todoy € Z™ ! age em R™ por isometria (isso porque ' age isometrica-

mente em R™ e 711(M, x¢) ~ '), podemos escrever
Y = (Ay,Vy) S O(T'L) X an

onde A, é uma aplicacdo ortogonal e v, é uma translagdo. Ponhamos A = 7 !(S).
Pelo item (a) visto em (i), podemos identificar A com R™™! e como Z™! age em A por

translagoes, para cada y € A e para todo y € (S, x¢), temos

Y Y=Y+,
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Por outro lado, cada t,(y) age em R™ como isometria, ou seja, para cada x € R™,
L(Y) x =Ay - X +Vy.

Restringindo-se a A e usando o item (b) visto em (i) (que nos diz que as agoes de L, (y) e

Y coincidem em A), temos

Ay y+vy=uLl¥) - y=v-y=y+vy, yeA

implicando que A, |x -y =y, para todoy € A. Assim, Av‘/\ = Id para todoy € Z™ 1.

Por (a), A é subespago linear de R™ de dimensao n — 1 (onde A ~ R™ ') logo
podemos escrever R™ = A @ AL, onde A+ é o complemento ortogonal de A. Entao, At é
um subespaco invariante 1-dimensional para cada A, ou seja, para cada A, Ay (w) € A+

para todo w € A+. De fato, dados A, e w € AL, para todo v € A, tem-se
<AY(W),V> = <Ay(w)aAv(V)> = <W,\)> =0.

Portanto, Ay (w) € A+. Como A+ ~ R, entdo para cada y, A,|r1 é uma reflexdo ou a
identidade. Com efeito, em dimensao 1, qualquer aplicacao linear é da forma f(x) = ax

com a € R uma constante. Supondo f ortogonal, temos que |f(x)| = |x| para todo x € R.

Logo,
x| = f(x)| = [ax| = [allx],
donde devemos ter |a] = 1, ou seja, a = 1 ou a = —1. Assim, para a = 1 temos a
identidade e para a = —1 temos uma reflexao.
Sejam e; = (1,...,0),...,en_1 = (0,...,1) os geradores canonicos de Z™ . Escreva

e; = (A, vi), e com isto, temos duas situacoes a analizar.

Primeiramente, se todos os A; sdo a identidade em AL, entao
ei - x = (A, Vi) - x = Aix +vi = x + ;.

Logo, dadoy € T, pondo vy = (my,...,Mn_1) € Z™ e (t,x1,...,Xn_1) € R x R}
temos

(M, M) - (X1, Xn1) = (%0 My, o Xy + M)

Assim, a acdo de Z™ ! em R x R"! ¢é da forma Z™ ' - (x,y) ={(x,v-y); Yy € Z" '}, e,
temos o seguinte isomorfismo ¢ : (R x R*1)/Z"1 — R x (R*1/Z"!) dado por

e(ZM - (xy)) = (x, 2" - y).
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De fato, veja que @ nao depende do representante (x,y) escolhido para a classe
Z™ 1. (x,y). Se (x',y’) é outro representante da mesma classe, existe y € Z"! tal
que (x',y) =v- (x,y) = (x,v-y). Logo,

!

e(Z™ ' (X, y) =2y ) = (2 (v y)) = (,ZM T y) = (2 (x,y).

Logo, nao depende da classe. Além disso, para quaisquer classes em (R x R™1)/Zn"1,

tem-se

eZ™ ' (oY) ZM (X oy ) =e(ZM ! (xy) - (X y)) = e(Z - (x Xy y)
=(xx, 2"y y) = (o x, 2y 2V )
= (¢, 2" y) - (2 -y
=@(Z™ " (x,y)) - e(Z™ - (X, y ).

Assim, ¢ é um homomorfismo. Para a sobrejetividade, seja (x, Z™1-x) € Rx (R™1/Z"1),
entdao o elemento Z™ ! (x,y) em (R x R™1)/Z"1 ¢ uma pré-imagem, pois @(Z" ! -
(x,y)) = (x,Z™!.y). Finalmente, veja que @ ¢é injetiva, pois se @(Z"! - (x,y)) =
@(Z™ ' (x',y") entdo (x,Z™ ' -y) = (x,Z" ' -y'). Logo,x =x e Z™ .y =7Z""1 .y
A segunda igualdade implica que existe y € Z™! tal que y/ =Y -y e assim (x/,y') =
(x,y-y) = v - (x,y). Portanto, (x,y) e (x',y’) pertencem a mesma classe, ou seja,

ZM . (x,y) =Z™ 1 (x',y'). Portanto, @ é um isomorfismo.

Com isto, temos a seguinte identificacao,

M=R"Y/Z"! = (RxR")/Z" 1 ~ R x (R™/Z" 1) =R x TV,

13

onde aqui “=”indica uma isometria entre os espagos M e R™/Z"! (vide Proposigao 4.3

do capitulo 8 de [8]).
Por outro lado, para a segunda situacao, sem perda de generalidade, assuma que
A1, ..., Aysaoreflexdesem At e Ay, ..., An_; sdo aidentidade em A+. Como{e,...,en_1}

é base de Z™ !, temos que
fi=e,fa=e—ey....,fi=e —e,fiii=ey1,....,fh1=€n1,
também ¢ base de Z™ 1. Assim,

= <€1,...,€n,1>

= (e1,e3—€1,...,€1 —€1,€141,---,€n_1)
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Agora, observe que (Ay,v, )" = (A}, —A'v,). Com efeito, (Ay,vy)(By, wy) = (e, €)
se, e somente se, Ay By, =ee Ay (wy)+v, =e, donde B, = A" e w, = —AJ'v,. Com

isto,

fo =ey—e; = (A, Vo) — (A1, V1) = (Ag, Vo) (A1, vi) ! = (Ag, va) (ALY, —AT V)

= (A2AT, —AsAT v + ).
Uma vez que A; é uma reflexdo em AL, temos que A;A; = Id, e assim
A1 - Alld - Al(AlAfl) - (AlAl)Afl - IdAfl - Afl

Além disso, para todo i = 1,...,1, Ajlar = —Id dai, AsAT AL = AsAi[ar = Id. Isto
juntamente com o fato de que para cada i, A; = Id em A, temos que fy = (Id,vo —v1) e

de forma andaloga, temos que f3 = (Id,v3 —vy),...,f; = (Id,v{ —v;). Portanto,
= <(A17v1)7 (IdaVQ _Vl)a ceey (Id,V[ —Vl), (Id7vl+1)7 sy (Idavn—1)>7

pois Ayy1,...,An_1 sao aplicagoes identidade em R™.

Considere, R? = AL @ SPAN{v;} e R"2 seu complemento ortogonal gerado por
Vo —Vi,..., VI — VI, Vi41, .., Vno1) Se x € R™, entao x = (x!,x?), onde x! € R? e
x? € R"2. Com isto, observe que v; = (vi,v}) é tal que v¥ = 0, logo, para (x,y) € R?,
tem-se

fl(x,y) :Al(x7y) +vy = (X—{-V%,V% _y)v

pois Ailar = —Id e Ao = Id. Além disso, Aij|x = Id onde A ~ R™!, logo, sendo
v? = 0 segue que fi|gn2 = Id (ou seja, a acdo de f; em R™ 2 é trivial). Agora, note
que fa,...,fn_1 agem trivialmente em R?. Com efeito, a coordenada ortogonal, i.e, a
coordenada da aplicagao ortogonal, de cada f; parai=2,...,n—1 ¢ a identidade e sendo
Vo—V1,...,Vi—V1,Vi41, ..., Vn_1 vetores em R™ 2, as coordenadas destes em R? sao nulas.
E claro que fa, ..., fn_1 agem por translacoes em R™ 2 pois cada f;, i=1,...,n—1, é

da forma (Id,w;). Portanto, como feito anteriormente, obtemos

M =R"/T
- (RQ X Rn_Q)/<(Alav1)7 (Idav2 —Vl), ey (Id,\)]_ _vl)v (Id,\)1+1), ey (Idavn—1)>
= (R2/<(A1,V1)>) X (Rn_g)/<(1d7v2 _V1)7 sy (Id,\)1 _V1)7 (Id7v1+1)a sy (Idvvn—1)>
= M? x T2
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Observe que pela Proposicao 10 sabemos que, para um grupo das transformacgoes de
recobrimento I', crescimento polinomial de ordem > k (> k) implica crescimento de érbita
polinomial de ordem > k (> k). Em [1], foi provado a seguinte desigualdade para I' com

crescimento de volume polinomial de ordem > k.
#U(r) - Vol(B:(xo)) < Vol(Ber(Xo))-
O préximo resultado é uma versao de orbita para a desigualdade acima.

Teorema 12. Seja M™ uma wvariedade Riemanniana completa. Seja
T (M,)ZO) — (M, xq) um recobrimento normal com o grupo das transformacées de

recobrimento I'. Entao, para todo v > 0, tem-se
#(D" (%o, 2r) - Vol(B,(x0)) = Vol(B(Xo)), (3.1)
#(D" (%o, 1) - Vol(B(x0)) < Vol(Bar(Xo)). (3.2)

Demonstra¢ao. Para provarmos (3.1), usaremos a nogao de dominio de Dirichlet como em

[1]. Para todo g € ', ponha
D, ={x € M| d(x,%o) < d(x, gxo)}.

Defina o dominio de Dirichlet F associado a Xy por

F= () D,

gel,g#e
Entao F é um dominio fundamental por agao de I'. De fato, para ver isto, basta verificar
que

gFNhF =0 paratodog#h e M:Ugf,

gel
onde F é o fecho de F. Primeiro, suponha que existe x € gF N hF com g # h. Entao,

g 'x,h™1x € F e por definicao, para todo k € T, k # e, temos
d(g ', %) < d(g 'x, k¥X) e d(h 'x,%) < d(hx, kXo).

Assim, tomando k = hg™! (o qual é diferente de e ja que h # g) e usando Observacao 2

—~

(' < Isom(M)), tem-se

d(X, 9720) = d(gilxw)z()) < d(gilx7 (hgil)i(]) = d(X, ]’DZO)
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De maneira andloga, tomando k = h™!g, tem-se
d(x,h¥y) = d(h 'x, %) < d(h'x, (h"'g)x0) = d(x, gxo).

Donde, d(x,gxq) < d(x,hXq) < d(x,gXo), o que é uma contradi¢do, e assim, segue que
gF N hF = () para todo g # h. Além disso, é claro que

UJgFc M,

ger

ja que

F= () xeMldx,%)<dxg%)}cM e g:M—M.
ger,g#e

Por outro lado, seja x € M. Como T age (propriamente descontinua) em /I\7l, entao
o conjunto ' - Xg = {gXo | g € T} é discreto. Com efeito, por definicdo, existe Ug,
vizinhanga de X tal que Uy, N g(Usg,) = () para todo g # e. Seja ¢(Uy,) uma vizinhanga
de ¢pxp onde ¢ € T. Se h € T é tal que hxy € d(Uy,), entdo ¢ hxy € Ug, e por T
agir propriamente descontinua em M, segue que ¢ 'h = e, ou seja, ¢ = h e portanto,
d(Us,) NT X ={P - Xo}. Logo, I - Xo é discreto.

Assim, o conjunto {d(x, gX¢); g € I'} atinge seu minimo, e dai, existe gg € I tal que
d(x, goXo) < d(x, gxo) para todo g € T. Implicando que d(gy 'x,%o) < d(gy'x, (g 'g)%o)
para todo g € T. Ou seja, g;'x € F e entdo x € goF. Sendo x arbitrario, segue que

M c U.cr gF. Portanto, F é um dominio fundamental por acdo de T.

gerlr

Agora, sejam B, (Xg) e B.(xg) bolas geodésicas. Entao,

7(By(X0) NF) = By(xo), %o = 7t(Xo), (3.3)
OF = F\ F tem medida Riemanniana nula em M, (3.4)
Vol(B,(X¢) N F) = Vol(B:(xo)). (3.5)

De fato, para ver (3.3), seja y : [0,1] — M uma geodésica minimizante com y(0) =
X0, Y(1) =x1 e L(y) < 7 (i.e, x; € B;(xg)). Seja ¥ o tnico levantamento de y a M com
Y(0) = Xo, ou seja, temos que 7oy =y, donde temos que dry(r) o ¥'(t) = y/(t). Com
isso, como 7t é isometria local, tem-se

1 1 1

drty () 0 V' ()] dt = L Y(b)ldt = L(y).

Liy) = J

0

V() dt =J

0
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Por propriedades de levantamento, X; = y(1) é um levantamento de x; em B, (Xq) e existe
um levantamento x| de x; com x| € F. Como o recobrimento é normal, existe g; € T tal

que X; = g1x{. Logo,
> L) = d(x1,%0) = d(gix],%Xo) = d(x{, g7 %) = d(x], Xo).

Assim, x| € B;(Xo) N F é um levantamento de x;, ou seja, 7t(x!) = x;, donde segue (3.3).

A equagao (3.4) segue do seguinte fato:

oF C U 0Dy, onde 0Dy tem medida nula.
ger

Primeiramente, note que tal uniao é enumeravel. Isso segue do fato de I' ser isomorfo a
(M, xo)/ﬂ*ﬂl(m,fcg) o qual é enumeravel, pois 711 (M, x¢) também o é. (veja Teorema
7.21, [13]). Agora, dado g # e, considere f : M — R dada por f(x) = d(x,Xo—gXg) a qual
é suave em M \ Cut(xo — g¥o) (vide Corolério 3.10 de [21]). Além disso, considerando

uma geodésica normalizada partindo de Xg — gXo, temos (pela Proposicao 3.11 de [21])
lgrad f| = [grad d(-, %o — g%o)| = 1.

Ou seja, grad f nao é nulo, donde 0 é valor regular de f restrita a M \ Cut(xo — gXo).
Pelo Coroldrio 5.14 de [14], f~1(0) N (ﬁ \ Cut(Xp — gXo)) é uma subvariedade regular de

dimensdo m — 1, onde f~*(0) = 9Dg4. Como,
dD, C [f71(0) N M\ Cut(xo — gXo)] U Cut(xe — gXo),

onde f~1(0) N M \ Cut(Xp — gxo) e Cut(xp — gXo) possuem medida nula pois um é sub-
variedade com dimensao menor que a dimensao de M e o outro é o cut locus, segue que
0Dy tem medida nula para qualquer g € I, provando (3.4).

Para provar (3.5), veja que 7t restrita a F é injetiva, pois dados p, q € F quaisquer com
ni(p) = m(q), e sendo 7t é um recobrimento normal, existe h € T tal que q = hp. Suponha

que h # e, dai, pela definicao de F e por h ser uma isometria, temos
d(p77_(0) < d(‘pah_lg0) = d(hpvh)_(()) < d(hanOL

ou seja, d(q,%o) < d(q,hxo) < d(q,Xo), o que é uma contradi¢ao, logo, p = q. A
injetividade de 7 em F juntamente com o fato de 7t ser isometria local, implica que 7t

é isometria em B.(Xo) N F, donde d7t é uma aplicacdo ortogonal em B, (Xo) N F. Assim,
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det(dm) = £1. Portanto, usando (3.3) e (3.4) e o Teorema de Mudanga de Variavel,

segue que

Vol(B,(xs) = Vol(n(B,(x)NF)) = J dM = J |det d7r|dM
7t(B+(X0)N F

Br(gO)OF

= J dM = Vol(B, (%) N F).
Br(iﬂ)mF

Isto conclui equagao (3.5).

Afirmagao 1.
U 9-(B:(xNF) D By(Xo).

gEDr(io,2r)
Com efeito, para todo y € By(Xo), seja gyXo € I' - X tal que
d(gyXo,y) = min d(gyXo,y).
gerlr
Entéo, d(gy)z(]?y) < d(ei(by) - d(i()?y) <T L0g07 Qy € Dr(io,QT), pOiS
d(X0, gyXo) < d(X0,y) + dly, gyXe) < 2r
e gy'y € Br(Xo), uma vez que d(Xo, g, 'y) = d(gyXo,y) < . Além disso,
d(gy'y, %) = min d(gy'y, g%o)- (3.6)

De fato, temos que

d(gy'y,%0) = dly, gyXe) < d(hXo,y) = d(g, ' hXo, g,'y), para todo h eT.

Seja g = g;lh, e dai, temos d(ggly,io) < d(ggly, gXo) para todo g € T'. Se Xy é o unico
ponto em T'- Xy que estd mais proximo de g;'y, entdo d(g,'y,Xe) < d(gy'y, g%o) para
todo g € T, ou seja, g;ly € Dy para todo g # e e por definigao, g;ly € F. Assim,
ggly € By (Xo) NF, implicando que y € gy - (B+(Xo) N F).

Por outro lado, considere os pontos pi # gy ly em uma geodésica minimizante ligando
Xo e g;ly tal que ili_glo d(pi, ggly) = 0. Logo, para todo g € T\ {e}, por (3.6) e pelo fato

da geodésica ligando xo e gy ly ser minimizante, temos
d(gxo, pi) = d(gxo, gy'y) — d(gy 'y, pi) = d(%e, gy 'y) — d(gy 'y, pi) = d(xo, Ps).
Agora) se d(g*Oapl) = db_COapiL entao

d(g%o, g 'y) = d(g%o, i) — dlgy 'y, pi) = d(Ro, 9y 'y),
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mas, isto nao pode acontecer, pois as geodésicas nao podem se ramificar. Logo, d(gXo, pi) >
d(Xo,pi). Desde que g # e é arbitrario, segue que p; € F e entao ggly € F. Portanto,
Y € gy - (Br(X0) N F), e segue a afirmacéo.

Como F é dominio fundamental, para todo g, # g, em T', tem-se
(g1 (Br(X0) NF)) N (g2 - (Br(%) NF)) = 0.
Logo, passando ao volume na afirmagao 1 e usando (3.4) e (3.5), temos

#(D" (X0, 2r) - Vol(B(xg)) = #(D" (X0, 2r) - Vol(B,(%o) N F)
= #(D" (X, 2r) - Vol(B,(x¢) N F)
> VOL(BT(RO))-

Isto termina (3.1).

Finalmente, para provar (3.2), veja que

J 9 (B:(xNF) C Bo(xo). (3.7)

geD (xo,7)

De fato, dado y na unido acima, entdo existem g, € D" (Xo,T) e x € B, (%o N F) tais que

Yy = gyx. Entao,
d(y, Xo) = d(gyx,Xo) < d(gyx, gyXo) + d(gyXo,Xo) = d(x,%o) + d(gyXo,Xo) < 2.

Como y ¢ arbitrério, segue (3.7).

De maneira andloga, passando ao volume em (3.7) e usando (3.5), temos
#(D" (X0, 7) - Vol(B+(xo)) = #(D" (X0, 1) - Vol(B.(x0) N'F) < Vol(Bar(Xo)).

Isto termina o teorema. O



Capitulo 4

Rigidez e estimativa do primeiro

numero de Betti

Neste capitulo, vamos provar uma estimativa para o primeiro nimero de Betti de uma
variedade aberta M™ com curvatura de Ricci nao negativa, e além disso obtemos uma
rigidez no caso da igualdade.

Primeiramente, lembremos do resultado classico quando a variedade é compacta. Em
1948, Bochner em [2] considerou uma variedade compacta e com curvatura de Ricci nao

negativa, e provou o seguinte resultado:

Teorema 13 (Bochner, [2]). Se M ¢é uma variedade Riemanniana compacta com Ricci
nao negativo, entao b1(M) < dimM = n, com a igualdade ocorrendo se, e somente se,

M for um toro plano.

Para uma demonstracao veja o Corolario 19 de [22].
Mais recentemente o caso completo foi abordado por Anderson em [1], onde ele provou

uma estimativa por cima para o primeiro numero de Betti, como mostra o seguinte:

Teorema 14 ([1]). Se M™ € uma variedade aberta (i.e, completa e nao compacta) com

curvatura de Ricci ndo negativa, entdo b1(M) <n—1.

Demonstracao. Seja Tt : (ﬁ,ﬁ) — (M, p) o recobrimento universal Riemanniano. Seja G
subgrupo finitamente gerado de 7t;(M,p). Dado S ={g1, ..., gi} os geradores simétricos
de G, considere o comprimento de palavra |g| de um elemento g € G, e seja U(r) ={g €

G; lgl <}

46
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Analogamente como no Teorema 12, podemos mostrar que
#(U(r)) - Vol(B:(p)) < Vol(Bc:(p)). (4.1)

De fato, considere o dominio de Dirichlet associado a p,
F= () Dg.
9€G,g7e
onde Dy = {x € M | d(x,p) < d(x,gp)}. Vimos que F é um dominio fundamental por
acao de G, isto é,
gFNhF=0paratodog#h e M= U gF,
gea

onde F é o fecho de F.

Para g € U(r), veja que Qg := By(gp) N gF = g(B.(p) N F). Com efeito, se y €
B, (gp) N gF, entao d(y,gp) < r e y = gx para algum x € F. Logo,

d(x,p) = d(gx,gp) = d(y,gp) <,

ie., x € B.(p)NF, e assim, y = gx € g(B,(p) N F).
Por outro lado, se y € g(B.(p) NF) entao existe x € B.(p) NF tal que y = gx e assim,

temos que y € gF. Além disso, veja que

d(y,gp) = d(gx,gp) = d(x,p) <,

portanto, y € B, (gp) N gF. Como queriamos.

Note que Qg N Qg =0, para g # g’, uma vez que F é um dominio fundamental. Seja
uw=max{d(gip,p) |1 =1,...,s}, entao d(gp,p) < ur. Logo, existe ¢ > 0, independente
de r, tal que para r >> 1, temos B, (gp) C B¢ (p). Assim,

U Q4 cBa(p).
geu(r)

Passando ao volume e usando a equagao (3.5), temos
#(U(r)) - Vol(B+(p)) = #(U(r)) - Vol(B.(p) N F) < Vol(Ber(p)).

Isto mostra a validade de (4.1).

Ademais, pela comparacao de volume de Bishop-Gromov, lembre que

lim Vol(B.(p)) <w..
T—00 ™
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onde w,, = Vol(B;(0)) e B;(0) C R™. Assim, existe a > 0 tal que Vol(B.(p)) < ar™.

Por outro lado, por Yau [26], (segue do Ric > 0)

R LU )]

T—00 T

> 0,

donde existe b > 0 tal que Vol(B,(p)) > br. Logo,
Vol(Be,(p)) _ ar™

u < < = Ar" L
HU S Vo, ) S or N
: #(U(r)) S o
Portanto, lim sup g < 00, implicando, pela arbitrariedade de G, que todo subgrupo
T—00

finitamente gerado de 71;(M, p) tem crescimento polinomial de ordem < n — 1. Assim,

pelo Teorema 1.3 de [1] concluimos que b; (M) < n— 1. O

Finalmente, podemos enunciar e provar o resultado principal deste trabalho, que € a

rigidez do teorema acima.

Teorema 15. Se M™ ¢ uma variedade aberta com curvatura de Ricci ndo negativa, entdao

b (M) =n—1 se, e somente se, M é plano com uma alma T™ .
Antes de apresentarmos a demonstracao, vale ressaltar algumas observacoes.

Observacao 3. Pela Proposicao 13, a variedade M no Teorema 15 possui apenas dois
possiveis tipos de difeomorfismo, que é R x T™! ou M? x T"2 (onde M? ¢ a faixa de

Mobius aberta). No primeiro caso, M é isométrica ao produto métrico R x T,
Observacao 4. O Teorema 15 é conhecido nos seguintes casos especiais:

(i) Para n = 3, Gang Liu em [17], provou que, se M? é uma variedade aberta com
curvatura de Ricci ndao negativa, entao, ou M? é difeomorfa a R?, ou o recobrimento
universal de M3 é isométrico a um produto riemanniano N? x R, onde N? e uma

variedade completa com curtatura seccional nao negativa.

(ii) Para a curvatura de Ricci estritamente positiva, tem-se que b;(M) < n — 3 (veja
Teorema 3.1 de [1]). Logo, se bj(M) = n — 3, entdo o doubly warped product
M* = [0, c0) x¢S? x1, St construido por Nabonnand em [20], tem curvatura de Ricci

estritamente positiva e by (M%) =1 =4 —3.

Observacao 5. O Teorema 15 é sharp (i.e., ndo tem como melhorar) no sentido de que,

se b;(M) = n — 2, entao M pode nao ser plana. Um exemplo é o produto métrico de
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um paraboldide com S'. Embora a variedade neste exemplo nao seja plana, ela possui
curvatura seccional nao negativa.

Com efeito, seja P = {(x,y,z) € R® | z = x® + y?} um paraboléide. Pelo
Teorema 7, H;(P x S') é isomorfo & abelianizacao de 7;(P x S'). Pela Proposicao 7,
(P x SY) ~ m(P) x 711 (SY) ~ {[e]} x Z ~ Z. Assim, m;(P x S') é abeliano e segue que a

abelianizacao de 7t; (P x S') é o préprio 7; (P x S'). Logo,
bi(P xS') =rankH;(P xS =1=3—-2.

Agora, calculemos a curvatura seccional de P x St. Seja o(x,y) o plano bidimensional
gerado por x e y. Se 0(x,y) C T(q+)(P x S') é tal que x,y € TqP, entao

4
Kngl(G) = KP(G) - (1 + 4x2 +4y2)2 >0,

pois em dimensao 2 a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana.

Se o(x,y) C Tiqr (P x S') é tal que x,y € T¢S', entdo
Kpxst(0) = Kgi (o) = 0.

Se 0(x,y) C Tiqr (P xS') étal que x € TyP ey € T4S', entao Kpygi(0) = 0. Assim,

P x S! tem curvatura seccional nao negativa e como Kp(o) > 0, P x S! nao é plana.
Finalmente, vamos a demonstragao do Teorema 15.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que b; (M) =n— 1. Entao 7t;(M) tem um sub-
grupo finitamente gerado de crescimento polinomial de ordem > n — 1 (ver Proposigao
11). Considerando 7t : M — M recobrimento universal Riemanniano, entao I' ~ 7; (M),
onde I' é o grupo das transformacoes de recobrimento. Logo, I' tem um subgrupo fini-
tamente gerado de crescimento polinomial de ordem > n — 1. Pela demonstracao da
Proposicao 12, obtemos que I' tem crescimento polinomial de ordem > n — 1 e usando a
Proposigao 10, temos que I' tem crescimento de 6rbita polinomial de ordem > n—1. Pelo
Teorema 9, M é plana. Usando o Teorema 10, existe uma alma S C M de M. Assim,
existe uma retragao por deformagao forte r : M — S (pelo Teorema 11), a qual é uma
equivaléncia homotdpica, pois existe ts : S — M (inclusdo) tal que ts o r é homotdpica a
Idm e rotg é homotépica a Ids. Logo, pelo Coroldrio 13.9 de [13], temos que H;(M) é
isomorfo a Hy(S). Assim,
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Portanto, como a dimensao de S é n—1 (isto acontece devido a Proposigao 13), pelo caso
compacto, S = T

Reciprocamente, pela Proposicao 13, temos que M é difeomorfa & R x T™ ! ou M? x
T™ 2. Logo, em ambos os casos tem-se que by (R x T" 1) =n —1 =b;(M? x T"2). De
fato, (para o entendimento da conta a seguir recomendamos o leitor ler o capitulo IV de

[3]) veja que

(Ho(M*) @ Ho(TM )1 = @D Hp(M?) ®@ Hq(T™?)

p+q=1

= H; (M?) ® Ho(T™ ) @ Ho(M?) ® Hy (T™?).

Como M? e T™ 2 sao conexos por caminhos, temos que Ho(M?) ~ Z ~ Hy(T™2). Além
disso, H;(M?) ~ Z (pois M? é homotopicamente equivalente a S') e H{(T™2) ~ Z"2
Logo,

(H.(M?) @H (T ), ¥ ZRZBZRIZY * ~Z 7™ 2.

Ademais, (H,(M?)*H, (T™ %))y = Tor(H(M?), Hy(T™ 2), mas Ho(M?) ~ Z ~ Hy(T™2)
e entdo Tor(Z,Z) = 0. Assim, pelo Teorema 1.6 do capitulo VI de [3],

Hy (M2 x TV 2) ~ Z@ZM 2 = by (M2 x TV 2) =n— 1.

Por fim, note que

7T1(R X Tnil) ~ ﬂl(R) X T(l(Tnil) ~ anl'

Donde, a abelianizacao de 7t; (R x T™1) é o prépio 7t (R x T 1), entao pelo Teorema 7,
Hi(Rx T 1) ~m (R x TV 1) ~ Z™ ! e portanto by (R x T ) =n — 1.
]

Finalizamos este trabalho com um resultado de classificacao via crescimento de volume
linear e Euclideano. Para isto, lembremos de algumas defini¢bes necessarias.

Seja M uma variedade, para qualquer xo € M, considere B.(xg) a bola geodésica de
raio T sobre Xg. Dizemos que M tem crescimento de volume polinomial se existem
c,k € RT tal que

Vol(B,(xp)) < c-r* parar > 1.

Se k = 1, entao M tem crescimento de volume linear. Ademais, dizemos que M™

tem crescimento de volume Euclideano se existem constantes ci, cs > 0 tais que para
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qualquer pontop € M er > 1, temos
cim™ < Vol(B,(p)) < cor™.

Agora observe que pelo Teorema 15, b;(M) = n—1 implica que M é plana, ou seja, o
seu recobrimento M = R™ (R™ tem crescimento de volume Euclideano). Além disso, M
é isométrica ao produto métrico R x T"! o0 qual tem crescimento de volume linear (pois
T™~! ¢ compacto e R tem crescimento de volume linear). Portanto, M tem crescimento

de volume linear e M tem crescimento de volume Euclideano. Isto motiva o seguinte.

Teorema 16. Seja M™ uma variedade aberta com curvatura de Ricci ndo negativa. Seja
m: M — M o recobrimento universal Riemanniano com o grupo das transformacoes de

recobrimento I'. Entdo, temos:

(i) M € plana com uma alma n— 1 dimensional se, e somente se, uma das condi¢ées a

Sequir ocorre:
(ii) Eziste G < (M) finitamente gerado tal que rank(G) =n —1;

(111) T falha em ter crescimento de orbita polinomial de ordem < n—1. Isto é, existe uma
sequéncia Ty — oo tal que

o D)
n—1

i—o00 .
Ty

> 0 para algum x € M.

(iv) T tem crescimento da orbita mdzima.
(v) M tem crescimento de volume linear e M tem crescimento de volume Euclideano.

Demonstragao. (i) = (ii): Temos que M é plana e possui uma alma S™ ! a qual é plana.
Afirmamos que 71;(S) é cristalografico. Uma vez provado o afirmado, pelo Teorema 6,
existe G < 711(S) subgrupo abeliano livre de torcao, finitamente gerado com rank(G) =
n — 1. Portanto, 71(S) tem subgrupo finitamente gerado de posto n — 1. Logo, pelo
Teorema 9.3 de [6], 1;(M) ~ 7;(S), donde 71;(M) tem subgrupo finitamente gerado de
posto m — 1.

Agora, provemos a afirmacdo. Com efeito, note que m;(S) ~ T'( vide Corolério
12.9 de [13]), e dai, mostraremos que I' é discreto, pois assim, 711 (S) também o é. De
fato, suponha que T nao seja discreto. Assim, existiria uma sequéncia f; C T tal que

fi = f € I'e f; £ 1d. Logo, para qualquer compacto K C R™, existem infinitos f; tais que
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fi(K) N f(K) # 0, uma contradi¢ao, ja que I' age propriamente descontinua em M. Além
disso, sendo 7t : 7t (S) — S recobrimento universal, pela Proposicao 4.3 do capitulo 8 de
[8], temos que

S~ (S)/m(S) =R /m(S).
Pela compacidade de S e a Proposicao 1.9 de [25] temos que Isom(R™')/m;(S) é com-
pacto. Portando, 71 (S) é cristalografico, como queriamos.

(i) = (iii): Por hipdtese, existe G < (M) finitamente gerado tal que
rank(G) = n — 1. Pelo Teorema 1 de [18] temos que G tem crescimento polinomial
e assim, pelo Teorema principal de [10], G é quase nilpotente e pela Proposicao 12, G tem
crescimento polinomial de ordem > n — 1. Logo, pela Proposicao 10, G tem crescimento
de 6rbita polinomial de ordem > n — 1 (vale destacar que podemos utilizar a Proposigao
10, pois 711 (M) ~T'). Por definigao, isto implica (iv), o qual segue (iii).

(iii) = (iv): Assumindo (iii), temos pelo Teorema 9, que M ¢é plana. Pela
Proposicao 13, T' tem crescimento de o6rbita polinomial de ordem > k e < k, onde k
¢ a dimensao da alma S de M. Por (iii), ndo podemos ter crescimento de 6rbita polino-
mial de ordem < n — 1, e assim, k =n — 1. Portanto, segue (iv).

(iv) < (v): Como 7t : M — M é recobrimento universal, M é simplesmente conexo,
ou seja, ﬂl(M) = {[e]} e assim, Tt*(m(ﬁ)) = {[e]} o qual é subgrupo normal de 7t;(M).
Logo, mt: M — M é um recobrimento normal. Assumindo (iv), tem-se

tim inf 2 Fo 1))

T—00 rn—1 ’
o que implica em #(D"(xg,7)) = cr™ ! para algum ¢ > 0. Pelo Corolario 1.68 de [7],
Vol(B.(xg)) = br para algum b > 0 (i.e., M tem crescimento de volume pelo menos li-
near). Por (3.2), cbr™ < Vol(Ba, (X)), donde, M tem crescimento de volume Euclideano.
Assim, temos também que existe a > 0 tal que Vol(Ba:(Xg)) < ar™ e novamente por

(3.2),
Vol(Byr(xo)) _ ar™
#(D" (%, 1)) ~ ern!
Ou seja, M tem crescimento de volume linear.

Vol(B,(xg)) < =: Ar.

Reciprocamente, assumindo (v), temos que
Vol(B,(x¢)) < cre Vol(B.(Xq)) > br™ para a,b > 0.
Logo, por (3.1), segue que

#(D" (%o, 21)) > Vol(B (%)) S brm

. n—1
~ Vol(B,(x0)) = er cre
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D' (%o, 2
Implicando que lim inf #(D_(X,2r))

T—00 -1

(iv) = (i): Assumindo (iv), podemos usar o Teorema 9, que nos assegura que M

> 0, ou seja, I' tem crescimento da orbita maxima.

¢ plana. Usando novamente a hipotese que I' tem crescimento de orbita polinomial de

ordem > n — 1, a Proposicao 13 nos garante que toda alma de M tem dimensao n — 1.

]
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