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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Método Proximal Gradiente, conhecido também na literatura
como forward-backward splitting (FBS). Este método visa resolver problemas de otimiza-
¢ao convexa nao-suaves em que a funcao objetivo é decomposta na soma de uma funcao
convexa diferenciavel e outra convexa nao-suave. Em geral, na literatura, a hipotese de
Lipschitz continuidade do gradiente da funcao diferenciavel é comumente empregada para
garantir a convergéncia do método para uma solucao 6tima do problema. No entanto, o
foco principal deste trabalho é investigar variagoes do método que empregam estratégias
de pesquisas lineares, garantindo a convergéncia das sequéncias geradas sem a suposi¢ao
de Lipschitz continuidade global. A analise engloba a investigacao de trés procedimentos
de Busca Linear que permitem relaxar significativamente tal suposi¢ao; um desses pro-
cedimentos é empregado em dois métodos distintos, incluindo uma versao acelerada. Ao
longo do trabalho, as propriedades, vantagens e desvantagens desses procedimentos sao
analisadas, juntamente com a anédlise de convergéncia das sequéncias geradas pelo Mé-
todo Proximal Gradiente. Adicionalmente, um estudo detalhado sobre a complexidade
dos métodos é apresentado.

Palavras-chave: Otimizacao, Método Gradiente, Método Ponto Proximal, Método

Proximal Gradiente, Busca Linear.



Abstract

In this work, we investigate the Proximal Gradient Method, well-known in the litera-
ture as forward-backward splitting (FBS). This method aims to solve nonsmooth convex
optimization problems where the objective function is decomposed into the sum of a dif-
ferentiable convex function and another nonsmooth convex function. Generally, in the
literature, the hypothesis of Lipschitz continuity of the gradient of the differentiable func-
tion is commonly employed to guarantee the convergence of the method to an optimal
solution of the problem. However, the main focus of this work is to investigate varia-
tions of the method that employ linesearch strategies, ensuring the convergence of the
generated sequences without the assumption of global Lipschitz continuity. The analy-
sis encompasses the investigation of three linesearch procedures that significantly relax
such an assumption; one of these procedures is employed in two distinct methods, in-
cluding an accelerated version. Throughout the work, the properties, advantages, and
disadvantages of these procedures are analyzed, alongside the convergence analysis of the
sequences generated by the Proximal Gradient Method. Additionally, a detailed study on
the complexity of the methods is presented.

Keywords: Optimization, Gradient Method, Proximal Point Method, Proximal Gra-
dient Method, Line Search.

vi



Sumario

Resumo v
Abstract vi
1 Nocgoes e Conceitos Preliminares 4
1.1 Conceitos Preliminares . . . . . . . . . . . 4

1.2 Métodos de Otimizagao . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.1 Meétodos de Descida (Gradiente) . . . . . . .. ... ... ... ... 9

1.2.2 Método do Ponto Proximal . . . . . . . . . . . . ... .. ... .. 15

1.2.3 Introdugao ao Método Proximal Gradiente . . . . . . . . . ... .. 21

2 Procedimentos de Buscas Lineares 23
2.1 Procedimento de Busca Linear 1 . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 27
2.2 Procedimento de Busca Linear 2 . . . . . . . . . . .. ... 29
2.3 Procedimento de Busca Linear 3. . . . . . . . . . .. ... ... 31

Método Proximal Gradiente com Buscas Lineares Implicita e Explicita 37
3.1 Método Proximal Gradiente com Procedimento de Busca Linear 1 (MPG1) 37

3.2 Método Proximal Gradiente Acelerado com Procedimento de Busca Linear

1 (MPG2) . . . 47
3.3 Método Proximal Gradiente com Busca Linear 2 ((MPG3). . . . . . . . .. 50
3.4 Método Proximal Gradiente 4 (MPG4) . . . ... .. ... ... ..... 60
Analise de Complexidade 75
4.1 Analise de Complexidade do MPG1 . . . . . .. ... ... .. .. .... 75
4.2  Analise de Complexidade do MPG2 . . . . . .. ... .. .. ... ..., 89
4.3 Analise de Complexidade do MPG3. . . . . .. .. .. ... ... ..... 93

Vil



Sumario viii

5 Conclusao 99
A Apéndice 100

Referéncias Bibliograficas 108



Introducao

Os problemas de otimizagao desempenham um papel fundamental em diversas areas
da ciéncia e engenharia, desde aprendizado de maquina e processamento de sinais até
financas e fisica. Frequentemente, a formulacao desses problemas envolve a minimizacao
de funcgoes objetivo que apresentam estruturas complexas, combinando termos suaves
(diferenciéveis) com termos que podem ser nao-diferenciaveis ou de dificil manipulagao
computacional.

Neste trabalho, focamos em uma classe particular de problemas de otimizacao con-
vexa, onde a fungao objetivo é expressa como a soma de duas fungoes, uma das quais é
diferenciavel e a outra pode nao ser diferencidvel. Mais especificamente, consideramos o
problema na forma

min F(x) = g(x) + h(x), (1)

x€R™

onde g : R™ — R := R U {400} é uma funcio convexa e diferenciavel ¢ h : R™ — R :=
R U {400} ¢ uma funcdo convexa, possivelmente nao-diferenciavel, mas cujo operador
proximal é eficientemente computavel.

Essa estrutura aditiva é ubiqua em diversas aplicagoes. Por exemplo, em problemas
de aprendizado de maquina com regularizacao, g(x) pode representar o termo de erro
(e.g., erro quadratico) e h(x) o termo de regularizagao (e.g., norma {; para promover
esparsidade ou a funcao indicadora de um conjunto convexo para impor restrigoes). A
presencga do termo nao-diferenciavel h(x) pode ser usado em métodos que envolvem o
operador proximal, por exemplo no Método do Ponto Proximal, porém este fato também
pode impedir a aplicagao direta a métodos classicos baseados no gradiente, como o Método
do Gradiente, que exige a diferenciabilidade da funcao objetivo completa.

Diante deste cenario, métodos que conseguem desacoplar as propriedades das fungoes
g e h sao essenciais. O Método Proximal Gradiente surge como uma ferramenta poderosa

e eficiente para resolver problemas da forma (1), combinando passos do gradiente para a
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componente suave g com passos do operador proximal para a componente h.

Esta dissertacao tem como inspiracao estudar os resultados propostos nos trabalhos
feitos por Bello Cruz, J.Y., Nghia, T.T.A em [9] e Bello Cruz, J.Y.; LI, G; Nghia, T.T.A
em [10]. No primeiro capitulo, a revisdo de conceitos classicos relacionados aos métodos
de descida e método do ponto proximal sdo baseados em [24, 29|. Enquanto resultados
auxiliares podem ser consultados também em [26, 27|, onde abordaremos conceitos pre-
liminares que serao de fundamental importancia para compreensao deste trabalho, bem
como uma explicagdo dos métodos de otimizagcao que utilizaremos ao decorrer do nosso
estudo.

O segundo capitulo serd dedicado aos procedimentos de Buscas Lineares vistos prin-
cipalmente em [9, 10]. No método proximal gradiente, escolher o comprimento de passo
é crucial para garantir a convergéncia e eficiéncia computacional. Dessa forma, existem
duas formas essenciais para determinar esses parametros a Busca Linear implicita e a
Busca Linear explicita, que diferem principalmente na forma como o operador proximal
é utilizado durante o processo iterativo. Na Busca Linear implicita, o tamanho do passo
é determinado por meio da resolugao repetida de subproblemas proximais até que uma
condicao de aceitabilidade seja satisfeita, o que, embora robusto, pode acarretar um custo
computacional elevado. Por outro lado, a Busca Linear explicita avalia a condigao de
aceitacao sem a necessidade de miltiplas computagoes do operador proximal, o que torna
o método computacionalmente mais eficiente.

O terceiro capitulo introduz quatro métodos do tipo proximal gradiente. Os dois pri-
meiros utilizam a Busca Linear 1, sendo o segundo uma variante acelerada, cujo principal
diferencial reside na obtenc¢ao de melhores cotas de complexidade iterativa, resultando em
convergéncia mais rapida. O terceiro método tem como novidade a utilizagdo da Busca
Linear explicita, sendo o tnico neste trabalho que utiliza tal busca. Ja o quarto método
utiliza uma Busca Linear implicita sendo, com os mesmos resultado dos anteriores exceto
a prova de complexidade.

O quarto capitulo apresenta o estudo sobre a taxa de complexidade, este fato é muito
importante no estudo de otimizacao, pois descreve a velocidade com que um algoritmo se
aproxima de uma solugao 6tima. Trazemos o resultado de complexidade dos trés primeiros
métodos abordados. Por tltimo, temos o apéndice, nele esta uma colecao de resultados

importantes de Anéalise convexa e Analise no R™ que podem ser encontradas em [3, 26, 27|
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ao qual recorremos ao longo deste trabalho.



Capitulo 1

Nocoes e Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos, defini¢oes e resultados principais que serao
necessarios para o nosso trabalho. Ressaltamos que a revisao realizada neste capitulo, bem
como a utilizagao de resultados classicos da literatura pertinente ao longo do trabalho,
serao complementadas pelo Apéndice A. A revisao de conceitos classicos relacionados
aos Métodos de Descida e Método Ponto Proximal sdo baseados em [24, 29]. Enquanto

resultados auxiliares podem ser consultados também em |3, 26, 27].

1.1 Conceitos Preliminares

Inicialmente, apresentamos algumas defini¢oes e resultados necessarios para o nosso tra-
balho. Comecaremos com a defini¢ao de fungao semicontinua inferiormente. Tal conceito

serd essencial, por exemplo, quando falarmos do Método Ponto Proximal na Secao 1.2.2.

Definigao 1.1. (Fung¢ao Semicontinua inferiormente) Dizemos que a fun¢io f: D — R €
semicontinua inferiormente (sci) no ponto x € D C R™, quando para qualquer sequéncia
x* = x, com k — oo tem-se,

lim inf f(x*) > f(x).

k—o0

Em outras palavras, a funcdo f é sci em x se para todo & € (—oo, f(x)], podemos

encontrar uma vizinhanca V de x tal que f(V) C (&, +o0].
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=

V)4

Figura 1.1: Fungao sci. [3]

Agora, relembramos algumas defini¢oes e propriedades comuns em Otimizagao. Uma

funcdo f: R™ — RU{+o0} := R ¢é dita ser propria, se o seu dominio efetivo, denotado por
dom(f) :={x € R™"| f(x) < +o0},

é nao-vazio. A seguir, recordamos a definicao de derivada direcional, a fim de relembrar

certas propriedades e conceitos que serao tuteis.
Definigao 1.2. (Derivada direcional) Para qualquer x € dom(f), a derivada direcional
de f em x na diregao d €,

f'(x;d) := lim fix +td) — (x)

t—0+ t

sempre que tal limite existe (embora possa ser infinito).

Proposicao 1.1 ([5], Proposicdo 17.2). Seja f : R™ — R uma funcio propria semiconti-
nua inferior e convexa (ver Definicao A.J). Entao, parax € dom(f) ey € R™ as sequintes

wgualdades sao verdadeiras:

(i) : R, — (—o0,+00], dada por $(t) — w € nao-decrescente.
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fix 4+ ty) — f(x))
. .

i) f'(x;y) existe e f'(x;y) = inf
Y Y

teR 4+

(i11) f'(x;y —x) + f(x) < f(y).

Demonstra¢ao. Para provar o item (i), tome o < (. Dai, considere t = % € (0,1) e
z = x+ By. Se f(z) = 400, entdo ¢(f) = 400, 0 que por sua vez implicaria que

d(ax) < d(P). Agora suponha que f(z) < +o0, entdo segue da Definigdo A.4 que

[0.6,¢ xx X X
f(x + ay) _f<X_F+F+ay) —f((l—g)x‘f—E(X‘F BU))
< %f(er By) + (1 — %)f(X)
0.8 X
= Ef(x + By) + f(x) — Ef(X)
— f(x) +%(f(x+ By) — f(x)).

Portanto, reorganizando os termos, obtemos que

f(x+oy) —f(x) < - (f(x + By) — f(x)) ,

x
0 que por sua vez, implica que

f(x+ ay) —f(x) o f(x + By) — f(x)
o = B '

Logo, ¢(a) < d(B), concluindo assim que ¢p(t) é ndo-decrescente, para t > 0.
O item (ii) segue diretamente de (i), visto que o infimo existe e coincide com a derivada

direcional

= inf ¢(t).

t>0

f'(x;y) = inf

teR,

(f(x+ ty) — f(x))
t

Agora, iremos provar o item (iii). Seja x € dom(f) e qualquer y € R™. Se y ¢ dom(f),
entdao f(y) = +oo. Logo, f'(x;y — x) + f(x) < f(y) = +o0, ocorre trivialmente. Se

y € dom(f), como f é convexa, para qualquer « € [0, 1) vale,

(1 —o)x+oy) =f(x + oy —x)) < (1 —a)f(x) + af(y)
= f(x) — af(x) + of(y)

= «(f(y) = f(x)) + f(x),

0 que por sua vez, implica que

f(x + a(y —x)) — f(x)
o

< fly) —f(x).
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Agora, tomando « — 0 o lado esquerdo converge para a derivada direcional, sendo assim
temos,

f'(x;y —x) + f(x) < fly),
como queriamos demonstrar. 0

A seguir relembramos a defini¢ao de globalmente Lipschitz continua do vetor gradiente
V1(-), a qual sera essencial no estudo de complexidade pior-caso dos métodos abordados

neste trabalho.

Definigao 1.3. (Lipschitz continuidade do gradiente) Dizemos que VT é globalmente Lips-

chitz continuo, se existe L > 0 tal que,
[IVE(x) = VI <Llx—yl, vx,yeR™

Em particular, dizemos que VT € localmente Lipschitz continuo em x*, se existe € > 0 tal
que,

IVE0) = V)l < Liix —yll. - ¥x,y € Be(x7),

onde B¢ (x*) € a bola fechada em R™ com centro x* e raio €.

Definigao 1.4. (Quasi-Fejér) Seja S C R™ wum conjunto nao-vazio. Uma sequéncia
(x*) C R™ € dita ser Quasi-Fejér convergente para o conjunto S se para todo x € S, ewiste

uma sequéncia (&) C R, tal que, para todo k € N temos que

o
) < xS =Xl el Y ek < oo
k=0

A sequéncia € dita ser Fejér convergente em relagao ao conjunto S, se na relagdo acima

ex = 0 para todo k € N.

Lema 1.1 ([25], Teorema 4.1). Se (x*) é Quasi-Fejér convergente para S, entdo as se-

gquintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) A sequéncia (x*) € limitada.

(ii) Se um ponto de acumulagdo de (x*) pertence a S, entdo (x*) converge para um

ponto em S.
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Demonstragdo. Provaremos inicialmente o item (i). Por hipotese, temos que (x*¥) é Quasi-

Fejér convergente, sendo assim
K
= x| < I = x| e < <X = + )€
j=0
(e 9]
<X =x+ ) & < oo.
j=0
Dali, temos que existe P € R tal que
o0
¥ = x|l < IX° = x|| + )i =P,
k=0

para qualquer x € S. Sendo assim, temos que a sequéncia (x*) estd contida na bola
fechada de centro x e raio P, logo (x¥) é limitada. Em particular, temos que (x¥) possui
ponto de acumulagao.

Agora, para provar o item (ii), suponha que existe ponto de acumulagao x* de (x*), o
qual pertence ao conjunto S. Ou seja, existe subsequéncia (x¥1) C (x*) convergindo para
x* € S. Entao,

0 < X —x*|| < |Ix* —x*|| + €7, VkeN. (1.1)

Dessa forma,

j+1
||Xk+1 _X*H < ka _X*H + €]2< < e < ”XO _X*||2 + Z 512(.
k=0

. Pt 00 2 . 2
Em particular, como a série ) [, € é convergente, temos £; — 0 quando k — oco. Logo,

dado 6 > 0 arbitrario pequeno, podemos escolher k; suficientemente grande tal que

Uma vez que x¥ — x*, temos que existe ko tal que

d
s — )P < 2

Dai, tomando k; > max{ki, ka}, obtemos que, para todo k > k;,

) 2

k—1 0
. . o b
I < P Y < P Y @< e =5
J=k; j=K;j

Logo, ||x* —x*||? < 8, ou seja, (x*) converge a x* que é uma solugiao do problema. O



Capitulo 1. Nocoes e Conceitos Preliminares 9

1.2 Métodos de Otimizacao

Nesta secao, abordaremos uma breve descricao dos principais métodos empregados
neste trabalho. Mais especificamente, focaremos nos métodos de descida, com énfase no
Método de Cauchy (ou Método do Gradiente), Método do Ponto Proximal e no cléassico

Método Proximal Gradiente.

1.2.1 Métodos de Descida (Gradiente)

Inicialmente, considere o seguinte problema de minimizar uma funcao f : R — R, o
qual iremos denotar da seguinte forma,

min (x). (1.2)

Nesta subseg¢ao, assumiremos que o conjunto solu¢gao do Problema 1.2, denotado por S*,
¢ nao-vazio.

Agora, estamos interessados em explorar os chamados métodos de descidas para resol-
ver o Problema 1.2, em especial o método do gradiente. Este método consiste em utilizar

a direcao de descida d* = —Vf(x*) e gerar uma sequéncia (x*¥) tal que,
x" € R™, X =x* — o VF(x*), k=0,1,2,...

onde ¢, > 0 denota o tamanho do passo. Tal comprimento de passo é tomado de forma
que f(x**1) < f(x*). Em seguida, ilustramos a ideia de um algoritimo de descida para

uma direcdo de descida d¥ arbitraria.

Método de Descida

Passo 0: Defina x° € R™, k := 0;

Passo 1: Calcule d* tal que (Vf(x*), d*) < 0;

Passo 2: Verifique se ||[Vf(x*)|| < e. Caso contrario, escolha o comprimento de
passo ti > 0 tal que f(x¥ 4 t,.d*) < f(x*);

Passo 3: Faca x**! = x* + t,,d*, k:=k + 1 e retorne ao Passo 1.

\. J

A estrutura de um método de descida, conforme discutida, baseia-se em dois conceitos
centrais: a direcao de descida d* e o comprimento de passo t. Na sequéncia, apresenta-

remos uma das abordagens para a determinacao de ty, realizada através de um dos mais
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conhecidos procedimentos de Busca Linear: a Regra de Armijo. Em resumo, dado
X € R™, uma direcao de descida d € R™ en € (0,1), a regra de Armijo consiste em
encontra t > 0 tal que,

f(x + td) < f(X) +nt(VF(x), d). (1.3)

A Regra de Armijo é um procedimento de Busca Linear frequentemente empregado
em algoritmos de otimizagao para determinar um comprimento de passo adequado. Em
esséncia, o procedimento consiste em verificar a chamada “condi¢ao de Armijo” dada pela
equacao (1.3) (ou outra condigdo de descida) para um valor inicial de comprimento de
passo t > 0. Caso esta condi¢ao nao seja satisfeita, adota-se um processo iterativo conhe-
cido como backtracking. Nesse processo, o comprimento de passo atual é multiplicado por
um fator de reducao n € (0, 1), com o objetivo de gerar um novo e menor comprimento de
passo. A condicao é entao reavaliada para este novo valor de t, e o processo de reducao é
repetido até que um comprimento de passo que a satisfaga seja encontrado.

A seguir, trazemos o resultado que apresenta a boa defini¢ao da Regra de Armijo.

Teorema 1.1. Considere uma func¢ao diferencidvel f: R™ — R, um ponto x € R™, uma

direcao de decida d € R™ en € (0,1). Entao, existe & > 0 tal que
f(x + td) < f(X) +nt(Vf(x), d),
para todo, t € [0, ).

Demonstracao. Inicialmente, como d € R™ é uma direcao de descida, segue do Lema A.2
que (Vf(x),d) < 0. Caso, (Vf(x),d) = 0 entao segue pela defini¢do de dire¢ao descida
(Definigao A.7) que existe & > 0 tal que para t € [0,0) vale f(x + td) < f(Xx). Agora,
suponha que (Vf(X),d) < 0. Segue da definigao de derivada direcional, do fato que f é
diferenciavel (veja Teorema A.3) e 0 <1 < 1, que

tim (M =) s 4y - vrR), a) < n(viR), ).

t—0 t

Dessa forma, segue da conservacao do limite, que existe & > 0, tal que

f(X + td) — f(X)
t

<n(Vf(x),d),
para todo t € (0,8). Ou seja,
f(x + td) < f(x) +nt(VF(x),d),

para todo t € [0,8), como queriamos demonstrar. H
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Para encontrar o comprimento de passo ty, utilizamos a Busca linear de Armijo,

descrita do seguinte modo:

Procedimento de Busca Linear de Armijo

Dados x € R™,d € R™ com d sendo direcao de decida, n € (0,1). Tome t = 1. Se

f(X + td) > f(%) +nt(VF(x), d).

Tome, t =nt.

A seguir, traremos uma forma geral de gerar uma diregao de descida para ser utilizada
no método de descida descrito acima. Seja H : R™ — R™ ™ uma fun¢ao continua que
associa a cada x € R™ uma matriz definida positiva H(x) € R™*™. Assim, se Vf(X) # 0
temos que d = —H(x)Vf(x) é uma direcao de decida, visto que a condicao suficiente do
Lema A.2 é satisfeita, ou seja, (Vf(x), d) < 0. Dessa forma, o método de descida descrito
acima pode ser reescrito da seguinte forma utilizando o procedimento de Busca Linear de

Armijo.

Método de Descida

Passo 0: Defina x° € R™, k := 0;
Passo 1: Defina d* = —H(x*)Vf(x*);
Passo 2: Verifique se HVf(xk)H < ¢. Caso contréario, compute ty > 0 satisfazendo
o procedimento de Busca Linear da Regra de Armijo (1.3).
Passo 3: Faca
XM = xR 4t dX, (1.4)

com k:=k+ 1 e retorne ao passo 1.

Por fim, o Método do Gradiente (ou de Cauchy) é caracterizado por empregar a
matriz H(x) = I, (matriz identidade de ordem 1) na determinagao da dire¢ao de descida.
Consequentemente, a direcao de descida d* torna-se a classica direcao de maxima descida,
definida por d* = —Vf(x¥).

Para realizarmos a anélise de convergéncia (total e parcial) do Método do Gradiente,
ou seja d* = —Vf(x*) com ty determinado pela Regra de Armijo, assumimos que a

sequéncia gerada (x*) ¢ infinita. Em outras palavras, essa suposicao implica que o critério
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de parada baseado no gradiente nulo nao é satisfeito em um nimero finito de iteracoes,

ou seja, ||[VF(x*)|| # 0 para todo k € N.

Teorema 1.2. (Convergéncia parcial) Considere uma fungao continuamente diferencidvel
f:R™ — R. Seja (x*) a sequéncia gerada pelo Método de descida e (ty) gerada pela regra

de Armijo. Entao todo ponto de acumulacdo de (x¥) € ponto estaciondrio.

Demonstracao. Sejam (x*) uma sequéncia gerada pelo algoritimo e x* um ponto de acu-
mulacao de (x*), ou seja, existe uma subsequéncia (x*) — x*. Vamos supor por absurdo
que x* nao é estacionario, isto é, Vf(x*) # 0. Como f é continua, temos (f(x*)) — f(x*).
Porém, como (f(x*¥)) é mondtona nao-crescente, (f(x*)) — f(x*). Por outro lado, obtemos

da Busca de Armijo (1.3),
FFY) = F(X* + tied®) <F(X*) +ntic(VH(XS), d¥),

e pelo método de descida (1.4), temos d* = —H(x*)Vf(x¥). Agora, como H(x) ¢ definida

positiva, obtemos
f(x*) — F(x*) =t (VF(xF), H(x*)VE(x¥) > 0.
Agora, utilizando o fato de (f(x*)) — f(x*) e o Teorema do Confronto, temos

lim t, (VF(x*), H(x*)VF(x*)) = 0.

k——+o0

Dai, separamos a analise em dois casos. Primeiro, se 0 < t < ty, para todo k € N, entéo o
resultado segue da tltima igualdade. Caso contrario, suponha sem perda de generalidade
que ty; — 0. Entao para k; € N suficientemente grande temos ty, < 1. Nesse caso, note
que

kjliriloowf(xy), H(x*)VF(xM)) = (VF(x*), H(x*) Vf(x*)) # 0.

th.

Agora, o passo %, com 0 € (0,1), existiu e foi recusado pelo procedimento de Busca

Linear de Armijo. Dai, por um lado, temos
(X9 + i d9) < F9) + it (VF(X'), d9),
por outro lado,

k. k.
f (xki + %dki) > f(xM) —|—n%(Vf(xki), dh).
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Agora, seja o(t) = f(xM +td"¥) — f(xM) —nt(Vf(x"), dY), onde o(t) é continua. Pelo
Teorema do Valor Intermediario (TVI) (A.1) e das tltimas duas desigualdades acima,

ty.
existe sy; € [ty;, —SL] tal que o(sy;) =0, isto &,

(X" + 51,d9) — F(x) = nsy (VF(x), d9).

Agora, pelo Teorema do Valor Médio (TVM) (A.2), existe By, € (0,1) tal que
sk (VXY + Busi,d™), d9) = F(x9 + 81,d9) — £(x¥9)
= sy, (VE(x),d9).
Sendo assim, como no método de descida, A% = —H(x¥)Vf(x*), obtemos
—51, (VXY + B 51, d9), H(X)VE(xY)) = sy ( VE(X9), H(X9 ) V(x)),
0 que por sua vez, organizando, temos
(VF(xM + B;sk; d¥), H(xX*)VF(xM)) = n( VF(x5), H(x*)VF(x)), (1.5)

tk. -
podemos perceber que ty; < sy; < -, dessa forma, como ty, — 0, entao sy, — 0. Por
consequeéncia y; Sy, d% — 0 e como vimos no inicio da prova que x¥ — x*, podemos

concluir que x% + B;sk; d% — x*. Dessa forma, fazendo k; — +o0 em (1.5), temos
(VI(x"), H(x")Vf(x")) =n{Vf(x"), Hx")VFf(x")), ne€(0,1).

Entretanto, a ultima igualdade s6 é verdade se (Vf(x*), H(x*)Vf(x*)) = 0, ou seja,
Vf(x*) = 0, o que por sua vez gera um absurdo, pois supomos que Vf(x*) # 0. Dessa

forma, todo ponto de acumulacao de (x*) é ponto estacionério. H

Apoés a demonstragao da convergéncia parcial do Método do Gradiente, a conclusao
da convergéncia total da sequéncia gerada para uma solugdo do Problema (1.2) requer,
como veremos a seguir, a suposicao adicional da convexidade da funcao objetivo, veja
Definicao A.4. Tal resultado se baseia fortemente na ideia de convergéncia Quasi-Fejér

(veja Definigao 1.4) e no Lema 1.1).

Teorema 1.3. (Convergéncia total) Seja (x*) a sequéncia gerada pelo Método de descida
que utiliza a regra de Armijo com n € (0,1), entdo (x*) converge para uwma solugao do

problema (1.2).
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Demonstracao. Uma vez que o conjunto solugao S* é nao-vazio, considere x* € S*. Entao,

X = 7 = T =

— ||Xk+1 . XkH2 + 2<Xk+1 o Xk,Xk o X*> + ||Xk o X*||2.
Segue do Passo 3 do Método de Descida (1.4) x*™! —x* = —t, Vf(x¥). Entao,

[ =2 = | = 6 V)P + 2(—t V() X —x7) + [[x* — x|

= 11| V() ||* 4+ 2t (VF(xS), x* — xF) 4+ |[x* — x*||*. (1.6)
Por outro lado, segue da Desigualdade do Gradiente, veja (A.1) que
£x) 2 F0c) + (VXS x* —x¥),
0 que por sua vez, implica que
(VE(xR), x* —x}) < F(x*) — f(x").
Sendo assim, substituindo a ultima desigualdade em (1.6), obtemos que

[ = < = V)P + 2t (F(x) — F(x*))

< XS =7+ VP, (1.7)

onde a tultima desigualdade segue do fato que f(x*) — f(x*) < 0 e t > 0.

Assim, observa-se que a desigualdade (1.7) estd bem proxima da desigualdade da
Defini¢ao 1.4, referente a Quasi-Fejér convergéncia, restando demonstrar que o termo
2| VE(x*)||*> ¢ somavel. Uma vez que, t, < 1 (uma condigdo usualmente garantida pela
regra de Busca Linear, como Armijo), segue que t2 < t,. Multiplicando ambos os lados

por ||[Vf(x¥)|?, concluimos que
I VF)* < tiel V) 2.
Sendo assim, segue do Teste da Comparagao de séries que é suficiente provar que
+o0
D i VEX)|? < +oo.
k=0
De fato, pela regra de Armijo (1.3), temos

ot [ VF(x9)||? < f(x*) — f(x*™!), VkeN.
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Somando essa desigualdade para k =0,..., N, obtemos
oztknw )2 < F) — £,

Agora, como f(x*) < f(xN*1), visto que x* € S*, entao —f(xN*1) < —f(x*). Substituindo,

obtemos que
oZtkHVf )P < F(x) — F(x*).

Passando limite com N — oo,
o) il VEM)|® < F(x") — f(x) < +oo.
kf

Em particular, seque que Y tx|| VF(x*)||* < +00. Logo (x*) é Quasi-Fejer convergente
em relagio ao conjunto S* com ¢y := ty|[Vf(x*)||. Dessa forma, segue do Lema 1.1 (i) que
(x¥) é limitada. Entao, existe (x}) C (x¥) tal que (x¥) — x. Dai, segue do Teorema 1.2
que Vf(x) = 0. Como f é uma fung¢ao convexa, segue do Teorema A.1 (Desigualdade do

Gradiente) que
fly) > f(x) + (VI(x),y —x) = f(x),

ou seja,

fly) > f(x), y e R™

Logo, x € S*. Pelo Lema 1.1 (ii), temos (x*) — x. Portanto, (x*) converge para um ponto

que é solugao do Problema (1.2). ]

1.2.2 Método do Ponto Proximal

Nesta subsecao, revisitamos o problema de minimizagao da secao anterior, com a
particularidade de que a fungao objetivo possui contradominio R := RU4o00. Em resumo,
considere o seguinte problema

){2%@1}1 f(x). (1.8)

onde f : R™ — R ¢é possivelmente nao-diferenciével, convexa e continua. De forma anéloga
a subsecao anterior, assumimos que o conjunto solu¢ao do Problema 1.8, denotado por S*,
¢ nao-vazio. Utilizaremos o chamado Método Ponto Proximal para resolver o problema

(1.8). Inicialmente, considere o chamado operador proximal para f(-), o qual é dado por

1
pros(x) = ang in {1y) + 5y~ X[} (19)

yeRn
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onde a norma, || - || ¢ induzida pelo produto interno de R™ (-,-), com || - || :== v/ (-, ).
O Método do Ponto Proximal pode ser interpretado como um método para resolver
inclusdes monotonas do tipo 0 € 0f(x), sendo o operador 0f maximal e mon6tono. Tendo

em vista a condi¢ao de otimalidade de (1.9), concluimos a seguinte inclusdo monotona:

0 € of(proxqs(x)) + %c (proxes(x) —x). (1.10)

Sendo assim, podemos dizer que existe um subgradiente z no subdiferencial of (prox,(x)),
tal que
1
z+ < (prox,¢(x) —x) = 0. (1.11)

A seguir, trazemos o classico Método do Ponto Proximal para resolver o Problema (1.8)

Método Pronto Proximal (MPP)

Seja a sequéncia (o) C Ry, tal que 0 < & < o < & para todo k € N.
Passo 1: X" € R™, k:=0;

Passo 2: Dado x* € R™;

1
R0 = pros ) marg iy {10y) 4 oy (LD

Passo 3: Se x*"! = x¥ pare. Caso contrario, faca k := k + 1 e retorne ao passo 2.

Proposigao 1.2. A sequéncia (x*) gerada pelo Método do Ponto Proximal dada em (1.12)

estd bem definida.

Demonstracao. A prova é feita por indugao. Dado k € N, considere a funcao fy : R™ — R
definida por

1
Felx) = ) + 5~ [x = x|
[%9%

Como S* # (), temos que f possui minimo, em particular, f é limitada inferiormente.
Sendo assim, fi () é também limitada inferiormente. Por outro lado, temos que f(-) é
uma fungdo convexa e continua, (o) é limitada e || - —x¥||* é continua e estritamente
convexa. Logo, podemos concluir que fi(-) é também continua (pois a soma de duas
fungoes continuas ¢ continua), estritamente convexa (pois ¢ a soma de uma fungao convexa
com uma estritamente convexa). Por fim, seja (y’) tal que (|[y’||) — oo, quando j — co.

Mas, lim f(y') > —oo, pois f(-) ¢ limitada inferiormente. Agora,
j—o00

Il = Iy —x* + x5 <y = x5+ [,
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isto é,
1< Iy =+ [
Uma vez que ||y’ || — oo, segue da tltima desigualdade acima que ||y’ —x*|| — oo, quando

j — 400. Entao, uma vez que ox > & > 0, temos

. . 1 .

lim fi(y') = lim (f(y]) + — Iy’ —xk||2) = +o0.
j—00 j—00 20(,k

Logo, segue da Defini¢ao (A.6) que fx(-) é coerciva. Sendo assim, como fy(x) é continua

e coerciva, entao possui minimo, veja Teorema (A.6). Finalmente, segue do fato de fy(x)

ser estritamente convexa que tal minimizador é tnico. Logo, x**! dado em (1.12) existe

e é tnico, ou seja, o método estd bem definido. O

A seguinte observagao é um fato muito ttil e bem conhecido em relagao ao Método do

Ponto Proximal. Tal fato, é bem 1til no que diz respeito ao critério de parada do método.

k+1 k

Proposigao 1.3. Seja x**! definido como em (1.12), temos que x = X" se, e somente

se, X ¢ solugdo do Problema 1.8.

Demonstragao. Inicialmente, lembre que x**! € R™ ¢ uma solugio global de (1.8), se e

somente se,

0 € of(x*"1).

Vamos supor primeiramente que x*! = x¥. Tendo em vista a condicao de otimalidade

k+1

do subproblema proximal dada em (1.10) com x = x*, & = o, e prox;(x) = x*™1, temos
1

0 € of(x 1) 4+ —(x* —x¥). (1.13)
Xy

Sendo assim, podemos dizer que existe um subgradiente zx no subdiferencial of(x**1),
tal que
1
zi + — (X —xF) = 0. (1.14)
Ky

k

Agora, desde que x**! = x*, concluimos que zx = 0. Utilizando a Definicio de Subgradi-

ente (veja Definigao (A.8)), temos
fly) = f(x* "+ (zi,y —x*), vy e R™,

0 que por sua vez, como z, = 0, implica em f(y) > f(x*™!). Logo x* = x**! & solucao

global de (1.8).
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Reciprocamente, vamos supor que x* & solucao global de (1.8), ou seja, para todo

y € R™ temos f(y) > f(x*). Em particular, tomando y = x**!, obtemos que
f(x*) > f(xM). (1.15)

Por outro lado, usando a desigualdade do subgradiente em x**! para qualquer z €
of(x**1), vale

f(x*) > F(x*) 4 (z,xF —xFT. (1.16)

Dai, segue da tultima desigualdade e de (1.15), que
0 > f(x*) — f(x ") > (z,x* —x*1).

Agora, segue novamente da condi¢ao de otimalidade do subproblema proximal dada em

1
(1.11), temos que z = —— (x**1 —x¥)
o

k

. Fazendo a substitui¢ao do valor de zy em z na

desigualdade anterior,

1
0> <__(Xk+1 o Xk),Xk _ Xk+1>
Xk
1
— (x_k<_(xk+1 _ Xk), Xk _ Xk+1>
Lokt kg2
= — X7 =x*IF = 0.
Por fim, desde que ogc > 0 e |[x*"! —x¥||? > 0, obtemos que x*™! = x¥, como queriamos
demonstrar. N

Teorema 1.4. Seja f : R™ — R uma fungio convexa. Suponha que o conjunto S*
de minimizadores de f em R™, ¢ nao-vazio. Entdo, a sequéncia (x*) gerada pelo MPP

converge para um ponto X* € S*.

Demonstracao. Provaremos que para todo k € N e todo X € §* vale a desigualdade,

k+1 k+1 —XkHQ.

[ =X < I —%]* — [l

Temos por hipotese que S* # 0, logo podemos pegar X € S*. Portanto,

k

||X v k—Xk+1+Xk+1

— x|
— ||Xk . Xk+1||2 + 2<Xk _ XkJrl’ Xk+1 o §> 4 ||Xk+1 o i||27
sendo assim,

I =R = [ = [ =R = 2 N ) (1)
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1
Por (1.11), podemos concluir que existe u**1 € 3f(x**1) tal que uk++—(x**1—xk) = 0.

Xk
Entao,
L N s
substituindo a igualdade anterior do lado direito em (1.17), obtemos
||Xk o i||2 o ka _ Xk+1H2 o ||Xk+1 _ %"2 — 2(xk<uk+l7xk+1 o §>. (1.18)

Por outro lado, como uf**! € 9f(x**!), entao obtemos pela desigualdade do subgradiente
que

f(y) 2 f(xk—H) + <uk+1’y o Xk+1>, Vy c R™.

O que por sua vez, implica que
f(Xk+1) . f(y) < <uk+17 Xk—b—l - U), Vy cR™.

Tomando y = x, temos

Uma vez que x € S*, entao f(x) < f(x*1), logo f(x**!) — f(x) > 0. Dai, concluimos que

k+1 k+1
)

(Wt x**t —x) > 0. Sendo assim, por (1.18) e pelo fato de o > 0, podemos concluir
que

[ = [J* — []x* — x| — [ =% > 0,

0 que por sua vez, implica que

k+1 k+1 _XkHz'

[ =X < I —x]* — [l

Dessa forma, podemos observar que a desigualdade que acabamos de provar nos diz que

a sequéncia (x*) é Fejér convergente em relacao ao conjunto S*, pois obtemos que

0 < [P =X < [x* =]

KL x¥|| = 0. Temos que (x*) é Fejér convergente

Agora provaremos que lim ||x
k—o0

em relacao a S*. Dessa forma, segue do Lema 1.1 (i) que (x*) é limitada, ou seja existe

(xM) C (x*¥) convergente, digamos que X — x*. Vimos anteriormente que (||x* —X||) &

mondtona, nao-crescente (pela definigdo de Fejér convergente), limitada (pois, é limitada

por cima por ||x" —X]||? e por baixo por zero). Logo, (|[x* —X||) ¢ convergente. Como

0 < [P —xF ) < [ = X]* = I =%,
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k+1

quando k — oo, temos que (||x*—x||>— ||x*" —X||?) converge para zero, pois (||x*—x]||) ¢

convergente. Sendo assim, pelo Teorema do Confronto, concluimos que lim ||x*™'—x*|| =
k—o00
0.

Por fim, provaremos que (x*) possui ponto de acumulacao em S*. Temos que x¥ — x*

K+1 _

e que lim [|x x*|| = 0, dessa forma, x} 1 — x*,
k—o00

Agora, fazendo uma manipulagao algébrica e utilizando a Desigualdade Triangular, temos
0 < XM = x| = (X9 =% 5 — x| < = x| [ =
0 que por sua vez, implica que

0 < [P = x| < X = x| 41X — 7.

kj+1 .

Quando k; — oo, temos que lim |[[x XM — 0 (pois, lim [x*** —x¥|| = 0) e
kj—o0 k—00

X — x*|| = 0, pois x¥ — x*. Portanto, pelo Teorema do Confronto, obtemos que
lim [[x* —x*|| = 0.
j

Dai, vimos anteriormente que a condicao de otimalidade do subproblema proximal

dada em (1.10) com x = x*, & = 0. e prox,(x) = x*"! nos fornece a seguinte inclusao

1
_o(_(xk—l—l _ Xk) c af(Xk+1).
k

Substituindo x* por x¥, temos

_L(karl _Xk]-) c af(xijrl)’

O(k].

o que por sua vez nos diz que existe Wt € of(x*1) tal que

. 1 . .
u'k)Jrl — (Xk]+1 _ Xk’).
Oékj
Temos que (o) € limitada e ||[x*™ —x*|| — 0, quando k; — co. Logo, tomando o limite
. . 1
com k; — oo na igualdade anterior, temos que uMtt = ——(x*™! —x*) — 0. Temos
Ky

também que || X! —x*|| — 0 e uMT € 9f(x*™1). Dessa forma, pelo Fato A.1 concluimos

que 0 € of(x*). Entao, segue do Teorema A.10 e da convexidade de f que x* € S*. Agora,

novamente pelo Lema 1.1 (ii) temos que a sequéncia (x*) converge para x*, o qual é um

ponto solugao do Problema (1.8).
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1.2.3 Introducao ao Método Proximal Gradiente

Nesta subsecao, focamos em uma classe particular de problemas de otimizacao con-
vexa, onde a fungao objetivo é expressa como a soma de duas fungoes, uma das quais
suposta ser continuamente diferenciavel e a outra possivelmente nao-diferenciavel. Mais
especificamente, consideramos o problema na formas:

){161]%11 F(x) = g(x) + h(x), (1.19)

onde g : R™ — R é uma funcdo convexa e diferenciavel e h : R™ — R := R U {400} é uma
funcao convexa, propria e possivelmente nao-diferenciavel.

Tal problema, na literatura relacionada é chamado de “composite problems”. Por exem-
plo, em problemas de aprendizado de maquina com regularizagao, g(x) pode representar
o termo de erro (i.e., erro quadratico) e h(x) o termo de regularizagao (i.e., norma {; para
promover esparsidade ou a func¢ao indicadora de um conjunto convexo para impor restri-
¢oes). Para mais detalhes, veja [9, 10, 11, 12, 13]. A presenca do termo nao-diferenciavel
h(x) impede a aplicacdo direta de métodos classicos, como o Método do Gradiente, que
exigem a diferenciabilidade da fungao objetivo completa.

Diante deste cenario, métodos que conseguem desacoplar as propriedades das fungoes
g e h sao essenciais. O Método Proximal Gradiente surge como uma ferramenta pode-
rosa e eficiente para resolver problemas da forma (1.19), combinando passos do gradiente
para a componente suave g com passos do operador proximal para a componente h. No
decorrer deste trabalho, detalharemos este método e exploraremos suas propriedades de
convergeéncia.

A etapa principal no método de proximal gradiente envolve avaliar o Operador Proxi-
mal definido como segue:

) 1
Proxgp(x) = arg min {h(y) + ol — XHQ} :

yeR™
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Método Proximal Gradiente Classico (MPG-C)

Seja x¢ € dom(h). Calcule Ay >0 e
Xy 1= Proxy, n (x* —AVg(x*)) . (1.20)
Escolha By € (0, 1] e calcule

Xier1 = X5+ Bre(Xe — x).

\. J

Os coeficientes Ay e Py, referidos como tamanhos de passo, podem ser determinados
com base em procedimentos de Busca Linear retrocedentes. Tais estratégias sao essenciais
sempre que a continuidade global L-Lipschitz do gradiente (Ver Defini¢ao 1.3) de g falha ou
mesmo quando calcular um limite superior aceitavel para L é desafiador. Essa situacao é
frequentemente encontrada em numerosas aplicagoes; por exemplo, em problemas inversos
baseados em normas nao euclidianas [16, 30] ou distancias de Bregman, como a divergéncia
de Kullback-Leibler [15, 19, 31, 33]. Além disso, mesmo quando L é conhecido, Buscas
Lineares podem permitir passos mais longos em dire¢ao a solucao usando informagoes
locais em cada iteragao.

Existem varias escolhas possiveis para esses tamanhos de passo, cada uma impactando
o desempenho do algoritmo de maneiras diferentes; veja, por exemplo, [9, 8, 31, 33]. E
importante notar que, para calcular o tamanho de passo Ax usando uma Busca Linear
retrocedente em cada iteracao k, o operador proximal pode precisar ser avaliado varias
vezes dentro do procedimento, nesse caso temos a chamada Busca Linear implicita. Por
outro lado, o tamanho de passo 3x pode ser selecionado avaliando o operador proximal
apenas uma vez por iteragao. Neste contexto, nos referiremos a Busca Linear explicita
para descrever um procedimento de retrocesso que determina (3 apods definir Ay como
uma constante para todo k. Tal dilema abordado acima, em relagao a possibilidade ou
nao do operador proximal ser resolvido mais de uma vez por iteragao é um dos principais
topicos a serem discutidos nos capitulos seguintes.

O tipo de estratégia explicita, apresentada pela primeira vez em [9], é particularmente
vantajosa, especialmente nos casos em que avaliar o operador proximal é desafiador. A
funcao h pode ser frequentemente complexa o suficiente para que o operador proximal

correspondente nao tenha uma solugao analitica.
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Procedimentos de Buscas Lineares

Antes de expormos os procedimentos de Buscas Lineares, tema central deste capitulo,
enunciaremos algumas hipoteses relativas as fungoes g e h, que desempenharao papel
essencial no decorrer deste trabalho.

Estamos interessados em resolver o seguinte problema de otimizacao:

min F(x) = g(x) + h(x). (2.1)

xeR™

onde g, h € TH(R™), de forma que IH(R™) é o conjunto de fungdes proprias, semi-continuas
inferior e convexas em R™. A func@o g é suposta ser diferenciavel no int(dom(g)) N
dom(h).

Agora, mostraremos as hipoteses principais para este trabalho, que envolvem caracte-

risticas para as fungoes g e h.

Al. g, h € IH(R™) com int(dom(g)) Ndom(h) # () e dom(h) C dom(g).

A2. A funcdo g é diferenciavel ao longo de um conjunto aberto que contém dom(h).
Além disso, o gradiente Vg é uniformemente continuo em qualquer subconjunto
limitado de dom(h) e mapeia qualquer subconjunto limitado de dom(h) para um

conjunto limitado de R™.

A3 - g é diferenciavel em todo ponto de int(dom(g)) N dom(h), Vg é uniformemente

continua em qualquer subconjunto compacto de int(dom(g)) N dom(h).

A4 - Para qualquer x € int(dom(g)) N dom(h), existe L.F(x) ={x € R™| ¢ < F(x)} C

int(dom(g)) N dom(h) e para qualquer subconjunto compacto de x de L.F(x),

23
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temos

d(x; R™ \ int(dom(g))) > 0. (2.2)
Sob essas hipoteses, definimos o operador proximal forward-backward
J : lint(dom(g)) Ndom(h)] x R, , — dom(h),
por

J(x, &) := prox,p, (x — aVg(x)), (2.3)

O lema apresentado a seguir, é consequéncia direta de [[5], Teorema 23.47| e serd

empregado na prova da boa-definicao Busca Linear 3.

Lema 2.1. Seja h € TH(R™) e seja o« > 0. Entdo, para todo x € dom(h), temos
prox,p, (x) — x, quando o« — 0. (2.4)

Observagao 2.1. Note que seque da condi¢ao de otimalidade vista em(1.10) com f =h
que

1
0 € Oh(proxun(z)) + &(mecxh(z) —z),
0 que por sua vez, reorganizando e lembrando que x > 0, temos

Z_L%‘h(z) € Oh(proxen(z)), VzeR™ (2.5)

Fazendo z =x — «Vg(x), obtemos

X — aVg(x) — prozap, (x — aVg(x))
o

€ Oh(proxyn(x — aVg(x)), (2.6)

0 que por sua vez, implica que

X — prozy, (x — aVg(x))

" € Vg(x) + oh(proxqan(x — aVg(x)).

Agora, como J(x, &) = prox,n (X — och(X)), obtemos

x4 ah(T(x, ). (2.7)

Seja S* o conjunto de solugoes dtimas do Problema (2.1) e x* um ponto no int(dom(g))N

dom(h). Pelo Teorema A.10, podemos concluir que x* € S* se, e somente se,

0€d(g+h)(x*) = Vg(x*) + dh(x*). (2.8)
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E importante salientar também a seguinte observacao, na qual utilizaremos com re-
corréncia na prova da boa definicao das Buscas Lineares, bem como no critério de parada

dos métodos a serem analisados.

Observacgao 2.2. Considere x € R™ e x € R, . Logo, x € S*, isto €, x € uma solug¢do
global para o Problema (2.1) se, e somente se, x = J(x, ).
Primeiramente vamos admitir que x € S*, sendo assim, temos que 0 € Vg(x)+0h(x),

ou seja, —Vg(x) € Oh(x). Multiplicando por o« > 0, temos
—aVg(x) € adh(x),
0 que por sua vez, implica que
x —aVg(x) —x € adh(x).
Utilizando a caracterizagao fundamental do Operador Proximal dada em (1.10), seque que
X = prozy;, (z) & z—x € adh(x).

Agora, fazendo z =x—aVg(x), obtemos que x = prozy, (x —aVg(x)). Dessa forma, por
(2.3), que diz que J(x, &) = prozy, (x — aVg(x)) concluimos que x = J(x, &).

Agora, se x = J(x, ) entao por (2.7) concluimos que

X—X

€ Vg(x) + oh(x),

sendo assim, 0 € Vg(x) + 0h(x), ou seja, x € ponto critico para o Problema (2.1), o que

por sua vez pela converidade da fungao objetivo implica que x € S*.

O seguinte Lema serd de grande importancia para nosso estudo, pois seré essencial

para mostrar que a primeira regra de Busca Linear esta bem definida.

Lema 2.2. Para qualquer x € int(dom(g)) N dom(h) , temos:
—x =T &) =[x = J(x, )| = [Ix = J(x, o). (2.9)
Para todo og > o1 > 0.

Demonstragao. Utilizando (2.5) com z = x — aVg(x), obtemos

x — aVg(x) — proxan(x — aVg(x))
0.6

€ Oh(proxen(x — aVg(x))).
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Agora utilizando (2.3), temos

x —aVg(x) — J(x, )

€ oh(J(x, «J).
x

Para qualquer o > 0, s > «; > 0 arbitrario, da inclusao anterior e utilizando a monoto-

nicidade de 9h(x), (veja (A.2)) temos:

0 <

<x — o Vg(x) — J(x, az) X o Vg(x) —J(x, 1)
X9 X1

,H&aﬂ—ﬂﬁaﬂ>
::<£:l§i¥l_(v9un——§:lgiﬁl+(V9RD,Hmaﬂ——Hmaﬂ>

[0 X1
= (x i) 2RI o))~ (x Txoa))
— _“iz<x —J(x, 02),x — J(x, 0t2)) + é(x— J(x; 00), x = J (%, 000))
— ail<x— Jx, 1), x — J(x, 1)) + (xil@c —J (%, 1), x — J(x, xta))
= _aiQHx— J(x, oa)|I* — (xilux— J(x, o )|* + (ocil + aiz) (e =TJ0x, o), x = J(x, o).

Multiplicando por o, temos:

0< —|x—TJ(x, a)|]* — z—ij— J(x, 00)|)* + (z—j + 1) (x — J(x, &2), % — J(x, ot1)).

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

0. < —fhx = e, 0)]? = 22 [x = Jx. ) 2+ (52 4+ Dlx = Jx, ) fpx = Jx, )|
1 X1
= 2 = Jx, o) | (x = J(x, 02 = flx = T x, 1))
1
— [ = Jx, o)1 - (Ix = T, )| = x = J0x, o))

—ﬂx—nmaﬁw—w-nmmﬂw(2ﬂx—ﬂxaﬂ%+v—umaw0,

Note que para a desigualdade anterior ser verdadeira, a multiplicacao entre ambos os
fatores devem ser ou os dois negativos ou os dois positivos. Para o caso positivo, note que
as duas desigualdades em (2.9) sdo imediatas.

Agora, vamos supor por contradi¢ao que ambos os termos sao negativos. Para facilitar
o argumento, vamos denotar a = [|[x — J(x, o1)|| e b = ||x — J(x, &2)||. Entdo, obtemos da

desigualdade anterior que

0< (b—a)(ka—"b), (2.10)

comkzi—f}l,poisoc22oc1>0.
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Desde que, k > 1 e a > 0 temos que ka > a, ou seja, 0 > ka—b > a—Db. Sendo
assim, temos a —b < 0, entao b —a > 0, o que por sua vez implica em uma contradicao,
pois a multiplicagdo de um namero negativo (ka —b) com um positivo (b — a) resultaria
em um numero negativo, o que contraria a nossa suposi¢ao de ambos os termos em (2.10)

serem negativos. O
A proposigao apresentado a seguir, é consequéncia direta de [|9], Proposigao 2.3].

Proposicao 2.1. Sejam g,h : R™ — R duas fungoes que satisfazem Al. Suponha que
dom(h) C dom(g), g € diferencidvel em um conjunto aberto contendo dom(h), e Vg é
continuo em dom(h). Entao, a hipdtese A2 é satisfeita. Consequentemente, se dom(h)
for fechado, a validade da hipdtese A2 € equivalente & afirmagao de que g € diferencidvel

em um conjunto aberto contendo dom(h) e que seu gradiente é continuo em dom(h).

Nas proximas segoes apresentaremos os procedimentos de Busca Linear estudados

neste trabalho.

2.1 Procedimento de Busca Linear 1

Nesta se¢ao, iremos dar inicio a explicagao dos procedimentos de Busca Linear, abor-
dando o primeiro dos trés procedimentos cruciais para a determinacao do comprimento
de passo. O primeiro procedimento de Busca Linear foi abordado em [9] para Problema

(2.1). Sua defini¢ao formal ¢ estabelecida a seguir.

Busca Linear 1 [9]

Dado x € dom(h), 0 >0, 0 € (0,1) and d € (0,1/2).
Entrada: Seja o =0 e J(x, ) :=prox,,(x — aVFf(x)).
Enquanto:
«[[Vg(J(x, o)) = Vg(x)[| > 8[]J(x, &) — x][. (2.11)
Faca: o = 0«.
Fim enquanto.

Saida «.

A saida o dessa Busca Linear 1 sera denotada por LS1(x,0,0,6). Primeiramente,

¢ fundamental observar que a Busca Linear 1, conforme abordada, apresenta a parti-
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cularidade de que, a cada tentativa de um comprimento de passo o« para satisfazer a
desigualdade da busca, o subproblema proximal (2.3) deve ser computado novamente.
Tal procedimento, é chamado na literatura relacionada de Regra de Busca Linear
Implicita.

O seguinte Lema mostra a boa definigao do procedimento de Busca Linear 1, ou seja,

mostramos que em um numero finito de passos é possivel achar « satisfazendo (2.11).
Lema 2.3. Se x € dom(h) entdo a Busca Linear 1 tem terminagao finita.

Demonstrag¢ao. Se x € S*, pela Observagao 2.2 temos que x = J(x, «), dessa forma, a
desigualdade da busca vista em (2.11) é satisfeita trivialmente na primeira tentativa de
comprimento de passo &« = 0©.

Agora, se x ¢ S* vamos supor por absurdo que a desigualdade da Busca Linear 1
nunca ¢ satisfeita para nenhum o := 0'0. Ou seja, para « € P := {0, 00, 002, - - - } temos
que

«[|[Vg(J(x, o)) = Vg(x)[| > 8][J(x, &) — x]}. (2.12)

Podemos observar que para j € N suficientemente grande, quando « := 0’0 € P esta
suficientemente proximo de zero. Por outro lado, temos pelo Lema 2.2 que J(x, ) é

uniformemente limitado. Dessa forma, podemos concluir de (2.12) e da hipotese A2, que

lim_[x— J(x, o) = 0.
ax—0t

Sendo assim, como x — J(x, &) pela igualdade anterior e utilizando a hipotese A2 nova-

mente, junto com a continuidade de Vg(-), obtemos que

lim [|Vg(J(x, «)) — Vg(x)] = 0.

x—0t

Dessa forma, utilizando o fato de o« > 0 e (2.12) concluimos que

= 0.

Logo, pelo teorema do confronto, podemos concluir que

= 0. (2.13)

e T w)
im —————
ax—0* x

Por outro lado, pela condi¢ao de otimalidade e utilizando z = x — aVg(x), temos

X=J0 X  Gax) + dh((x, o)),
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o que por sua vez tomando o« — 0, utilizando (2.13) e levando em conta o resultado de

grafico fechado Gph(0h) presente no Fato A.1 temos
0 € Vg(x) +0oh(x) C0o((g+ h)(x)).

Porém, isso gera uma contradigao, pois concluimos que 0 € 9(g + h)(x), ou seja, que x
é ponto critico do Problema 2.1, o que por sua vez pela convexidade da fun¢ao objetivo
implicaria que tal ponto é solucao global. O que leva a uma contradi¢cao com a hipotese

inicial de x ¢ S*. n

2.2 Procedimento de Busca Linear 2

Agora, estudaremos o segundo procedimento de Busca Linear, o qual foi analisado
também em [9]. Essa busca torna-se mais eficiente, uma vez que a desigualdade associada

ao procedimento de busca requer a resolucao de J(x, ®) apenas uma tunica vez.

Busca Linear 2 [9]

Dado x € dom(h) e © € (0,1).
Entrada: Defina f =1, J, := J(x, 1) = prox, (x — Vg(x)).

Enquanto:

(9+h)(x=B(x—TJx)) > (g+h)(x) = Blh(x) = h(]x)] (2.14)

P

» 2

—B(Vg(x),x —Jx) + S llx =T«

Atualiza: 3 =0f3.

Fim enquanto.

Saida: 3.

\. J

A saida  dessa Busca Linear 2 serda denotada por LS2(x,0). Alguns comentarios
importantes sao necesséarios. Primeiramente, note que ao resolver o subproblema proximal
(2.3) toma-se o valor de « = 1. Em seguida, note que o procedimento de Busca Linear
é feito efetivamente pelo parametro 3 > 0, o qual é computado dentro do argumento de
(g + h)(-) do lado esquerdo em (2.14). Por fim, note que em comparagao com a Busca
Linear 1, a Busca Linear 2 tem como principal caracteristica e vantagem o fato que exige a

resolucao do subproblema (2.3) apenas uma vez por iteragao, tal procedimento é chamado
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Regra de Busca Linear Explicita. Em geral, esse procedimento de busca se torna mais

barato.

Lema 2.4. Se x € dom(h), entdo o procedimento de Busca Linear 2 tem termina¢do

finita.

Demonstragao. Inicialmente, segue da Observagao 2.2 que, se x € S*, entao x = J(x,1).

Ou seja, a desigualdade em (2.14) é satisfeita trivialmente e retorna o comprimento de

passo 3 = 1.

Se x ¢ S*, vamos supor por contradicao que a Busca Linear 2 nao termina apdés um
numero finito de passos. Sendo assim, para todo 3 € Q := {1, 0,0%,...,0, .. }, temos
(g4 1) (x—Blx— 1) > (9 1) () — B [h(x) — (I — B(Vg(x), x—Tx) + & Jx— o

Reorganizando, obtemos

(9+h)(x—B(x—Jx)) —(g+h)(x]
8

F 00— RO+ (Vglx)x— T > sllx =
(2.15)
tomando 3 — 0, temos

i (9 —Bx—Jx)) — (g + h)(x)
f—0 B .

Note que o limite acima é a derivada direcional de g + h na direcao Jx — x, isto &,

(g+h)/(x;Jx —x). Como g é diferenciavel,

glx—B(x—Jx)) —g(x)
%ILI%) [5 - <V9(X)7Jx _X>7

e h é convexa, entao

o Rx = B(x—J.)) — h(x)

lim 3 =h'(x;Jx — x),

onde h'(x;Jx —x) é a derivada direcional de h em x na dire¢ao J, — x. Sendo assim, a

partir de (2.15) e das duas tultimas igualdades acima, obtemos que
1
(Vg(x), Jx =%) + h'(x;Jx = x) + [h(x) = h{T] + (Vg(x), x = ) > 5lx =Tl
0 que por sua vez, implica que

W =) + 00— 1> S~ Tl (2.16)
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Pela convexidade de h e pela Proposigao 1.1 (iii), concluimos que a derivada direcional
h'(x; Jx — x) satisfaz,

h(]x) 2 h(X) + h/(X; IX _X)'

Assim sendo,

h(x) +h'(x; ]« — x) — h(]) <0, (2.17)

dai e de (2.16), temos
1
0 >R/ (%] =x) + h(x) = h(]x) > 5 lx = Ju]*

Entao,

1
0> Slx=Jl

ou seja, X = Jx. Porém, se x = J, e Jx = proxn(x — Vf(x)), obtemos que x = prox,(x —
Vf(x)). Logo,
) 1
= arg iy {hy) + Jlly — (x = VgDl

yeRrn

Segue da condicao de otimalidade para este problema que para y = x, vale
0 € Oh(x) + (x — (x — Vg(x))) = 0h(x) + Vg(x),

dessa forma,

0 € 0h(x) + Vg(x) C d(g + h)(x),

sendo assim, x € S*. Absurdo, pois pela nossa hipotese inicial x ¢ S,. O]

2.3 Procedimento de Busca Linear 3

Agora, apresentaremos a Busca Linear de Beck-Teboulle [10], a qual denotaremos nessa
se¢ao e no restante do trabalho como Busca Linear 3. Tal busca, em geral, na literatura
relacionada é 1util para métodos forward-backward quando a constante de Lipschitz do

vetor gradiente Vg(-) ndo é conhecida ou é dificil de estimar.
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Busca Linear 3 [10]

Dada x € int(dom(g)) Ndom(h) , com o0 >0e 0 <6 < 1.

Entrada: Defina dx =0 e

J(x, &) = Proxan(x — aVg(x)). (2.18)
Enquanto:
o], 00) > gx) + (Vo). Jox, o) —x) + o[~ T o', (219
faca o = Box.

Fim enquanto:

Saida: «.

A saida « dessa Busca Linear 3 seré denotada por LS3(x, 0,0). Vamos agora mostrar

a boa defini¢ao e terminagao finita dessa Busca Linear sob as hipdteses A1-A4.

Proposicao 2.2. Suponhamos que as hipoteses A1l — A4 sejam vdlidas. Entao, para

qualquer x € int(dom(g)) N dom(h), temos:

(i) A Busca Linear 3 acima termina apds um nimero finito de iteragoes com saida

positiva « = LS3(x, 0,0).

(i) ||x —ul]2 —||]J(x, &) —ul]? = 2x[F(J(x, «)) — F(u)] para qualquer u € R™.

(111) F(J(x,x)) — F(x) < —%H](x, o) — x||? < 0. Consequentemente, pela hipdtese A4,
J(x, @) € int(dom(g)) N dom(h).

Demonstragao. Para provar o item (i), suponha x € int(dom(g)) N dom(h). Podemos
perceber que J(x,«) é bem definido para qualquer o« > 0, pois Vg(x) existe devido a
hipotese A4d. Se x € S*, entdo segue da Observagao 2.2 que x = J(x, 0). Assim, de forma
analoga as Buscas Lineares anteriores, temos que o procedimento de Busca Linear 3 é
satisfeita trivialmente para o = ©.

Para x ¢ S*, vamos supor por contradigdo que a Busca Linear nao termina apos um

nimero finito de passos. Sendo assim, para todo o« € P = {0, 00, 002, ...} temos que

9(10x, o)) > g0x) + (Vgx), Jox.0) =) + o fx—Jox . (220
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Utilizando a igualdade (2.18), temos
J(x, ) —x = prox,p, (x —aVg(x)) —x,

Agora, aplicando a norma de ambos os lados e utilizando a defini¢ao de J(x, «) dada em

(2.3), obtemos que

170x, o) = x| = [[proxen (x — aVg(x)) — x||

= [lprox,p (x — aVg(x)) — proxypn (x) + proxqp (x) — x||.
Entao, segue da desigualdade triangular que
17(x, o) = x|| < || proxgp (x — aVF(x)) — proxgp (x)[| + || proxen (x) — x||.
Como proxy;, € nao expansivo (veja (A.1)), temos
1706 &) = x| < x = «Vglx) = x| + || proxan (x) — x||,

0 que por sua vez, implica que

1T(x, o) = x[| < & Vg(x)[| + || proxen (x) — x|[. (2.21)
Pelo Lema 2.1, temos

|IT(x, ) —x|| — 0, quandoo — 0. (2.22)

Por outro lado, como g é convexa temos que g(y) > g(x) + (Vg(x),y —x). Sendo assim,

fazendo y = x e x = J(x, ), temos
g(x) —g(J(x, ) = (Vg(J(x, &), x — J(x,«)), V€ P

Segue da ultima desigualdade e de (2.20) que

ol @) 2 < g(](x,00) — glx) — (Vg (), J(x,00 %)

<(Vg(J(x,«)), J(x, ) —x) — (Vg(x), J(x, &) —x)
= (Vg(J(x, &) = Vg(x), J(x, o) —x).

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Sl =T @)l < [ValTx, @) — Vg0l 7%, 00 — x|
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Desde que J(x,«) # x, pois estamos no caso em que x ¢ S* (veja Observagao 2.2),

concluimos que

o It = x|
(0.8

<2||IVg(J(x,x)) —Vg(x)||, Vaec. (2.23)

Como ||x — J(x, &)|| = 0, quando & — 0 pela equagao (2.22) e x € int(dom(g)) N dom(h)
podemos concluir que J(x, &) € int(dom(g))Ndom(h) para & > 0 suficientemente pequeno.

Devido a continuidade de Vg em x € int(dom(g)) Ndom(h) pela afirmacao A4, temos
que

IVg(J(x,x) —Vg(x)|| = 0, quando o — 0.

Sendo assim, utilizando o resultado anterior e (2.23). Pelo Teorema do Confronto, obtemos

lim
x—0

x = J(x, 0|
. —0. (2.24)

Utilizando a condigao de otimalidade (2.7) e tomando limite quando &« — 0, temos do

[x—=J O, )]
x

Lema (2.1) que [|J(x, ) —x|| — 0 e por (2.24) obtemos que — 0. Sendo assim,
pela Defini¢ao de grafico fechado do subdiferencial visto em (A.1), temos —Vg(x) € oh(x).
Dessa forma, 0 € Vg(x)+ 0h(x), o que contradiz a nossa hipotese inicial de x ¢ S*. Logo,
a Busca Linear termina ap6s um ntmero finito de passos, com resultado «.

Agora, vamos provar o item (ii). Temos que vale a desigualdade da busca, sendo assim
_ _ 1 _
9(J(x, @) < g(x) +(Vg(x), J(x, @) —x) + —[x = J(x, X%, (2.25)

além disso, pela condigao de otimalidade (2.7), tem-se
x— J(x, & _
X T _ ggix) € on(ix,@).
Escolhendo qualquer u € R™, obtemos da definicao de subgradiente, com v € 0h(x) que

h(u) > h(y) + (v,u—y). Dadov = %ﬂxa] —Vg(x) ey =J(x, ), tem-se:

h(u) > h(J(x, )) + <%§’a) —Vg(x),u— ](x,&)> . (2.26)

Podemos perceber também pela desigualdade do gradiente (A.1) em g, que g(u) > g(x)+

(Vg(x),u—x). Dai, somando com (2.26), temos

X_I(X,&,)
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dessa forma,

(g+h)(u) =2 g(x) +h(J(x, &) + =(x = J(x, &) — Vg(x),u—J(x,a)) + (Vg(x),u —x)

Rl =Rl —

= g(X) + h(](x,&)) + <X_ ](Xaa)au_ ](Xaa» + <_V9(X),LL— ](X7&)>

+ <V9(X),U—X>
= gx) + R(J 0, %) + = x = J0x @) w6 @) + (Vg0x), 06,3 — )
+ <Vg(x),u—x>

= g0x) (6, %)) + = (x = J0x, @, (x, @) + (Vg(x), Jx @) — %)
Utilizando (2.25), temos
F(w) = (g-+h)(10) > (], 80)+h(](x,50) 4 (= (6,8, w0, @) — 56,50~
Dai, segue que
&g+ () > &g(106 @)+ h()(x, %) + (x— T, @ u—J0x, @) = 1106, — ¥
dessa forma,
= 70,30, 06 @) — ) > T @) — Flw)] = = 106,30 — ]
Agora, uma vez que |[x — ul|2 = (x — u,x — 1), obtemos

||X—'LL||2 = <(X_ ](Xva)) + (J(Xua) —U), (X’_ J(Xaa)) + (I(Xva) —U)>

=[x = J0, )+ 20¢ = T, &), J (%, ®) —w) + [[J(x, &) — >,
Em particular, temos que
20x — J(x, @), J(x, @) —w) = [[x —uf* — [lx = JOx, @)* — [T (x, &) —ul|.
Segue da tltima desigualdade e por (2.20) que
e =l =[x = T @ 1* = [T 0, &) — wfl* + [T (x, &) — x[|* = 2& [F(J (x, @) — F(w)],
0 que por sua vez, implica que
I —wll> = 17(x, 2) —ul* = 2 [F(J (x, 2)) — F(w)].

Como queriamos demonstrar em (ii).
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Agora para provar o item (iii), seja u = x, na desigualdade do item anterior, temos
e = x| = [[T(x, @) —x||* > 2& [F(J (x, &@)) — F(x)],
0 que por sua vez, implica que
—_ 1 —_ 2
FO(, ) = F(x) < == llJ0, &) — x| < 0.

Segue que J(x,®) pertence ao conjunto de nivel inferior L. F(x) e pela Hipotese A4,

J(x,x) € int(dom(g)) N dom(h), como queriamos demonstrar. ]



Capitulo 3

Método Proximal Gradiente com

Buscas Lineares Implicita e Explicita

Em geral, na literatura relacionada, ¢ comum que as propostas do Método Proximal
Gradiente exijam a hipotese de Lipschitz continuidade global do gradiente de g (Ver
Defini¢ao 1.3). Tal hipotese é essencial por diversos motivos, entre eles, a possibilidade
de escolha do comprimento de passo constante e/ou a limitagao inferior do comprimento
de passo em processos de Buscas Lineares, como os procedimentos estudados no Capitulo
anterior.

Neste capitulo sera abordado o Método Proximal Gradiente, utilizando os procedi-
mentos de Buscas Lineares vistos no Capitulo 2. Mais especificamente, na Se¢ao 3.1
apresentaremos o método com a Busca Linear 1, que denominaremos MPG1. Na Secao
3.2 sera tratada a versao acelerada, denotada por MPG2. A Secao 3.3 abordara o mé-
todo com a Busca Linear 2, denotado por MPG3 e na Sec¢ao 3.4 o correspondente com a

Busca Linear 3, sera denotado, respectivamente por MPG4.

3.1 Meétodo Proximal Gradiente com Procedimento de

Busca Linear 1 (MPG1)

Consideremos inicialmente o Método Proximal Gradiente com a Busca Linear 1, no
qual denotaremos por (MPG1). Como dito anteriormente tal método foi proposto e

analisado em [9].

37
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Método Proximal Gradiente 1 (MPG1) [9]

Passo de inicializagao: Tome x° € dom(h), 0> 0,0 € (0,1) e b € (07 %)

Passo iterativo: Dado x*, defina

X = J(xK, ) 1= Proxe,n(x* — aiVg(x¥)), (3.1)

com o = LS1(x*,0,0,8) e J(+,-) definido como em (2.3).
Critério de parada: Se x**! = x¥, pare. Caso contrario, tome k = k+1 e retorne

ao passo iterativo.

\. J

Lembremos que devido ao Lema (2.3), sabemos que a Busca Linear 1, termina com um
numero finito de passos, sendo assim, visto que o operador proximal estd bem definido,
temos que a sequéncia (x*) esta bem definida. A seguinte desigualdade da Busca Linear

1 também serd importante para nosso trabalho,
o [ Vg(x* ™) = Vg(x )| < 8fx ™ —xk], (3.2)

podemos perceber que se o MPG1 parar na iteracio k entdo, x¥ = proxgn(x* —
o Vg(x¥)), ou seja, x* € S*. Caso contrario, mostraremos que a sequéncia (x*) ge-
rada pelo MPG1 converge para algum x € S*. Para verificar esta afirmacao precisamos

da seguinte proposicao.

Proposigao 3.1. Seja o = Busca Linear 1 (x*,0,0,8). Para todok € N ex € dom(h),

temos:
(i) |x*—x|]? = [[x*T —x||? > 200 [(g + h) (x*) — (g + h) (x)] + (1 —28) ||x*+1 —x¥||2.

(i) (g + M) — (g + ) (k) < — (Ug) [hesr =¥

Xk
Demonstra¢ao. Vamos provar primeiramente o item (i). Temos da condigao de otimali-
dade do nosso subproblema (2.7), que

XEIOE 20 ¢ g1 4 OR((, ),

Xk
no qual por meio do MPG1, temos que x*™ = J(x¥, o), onde oy é o comprimento de
passo que satisfaz a Busca Linear 1. Dessa forma, utilizando a inclusao anterior obtemos

N

€ Vg(x*) + oh(x*). (3.3)
Ky
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Por outro lado, segue da convexidade de h e da desigualdade do subgradiente (A.8) que,

dado w € 0h(y), temos
h(x) > h(y)+ w,x—y), VxeR" ye dom(h).

Dai, tomando y = x**! juntamente com (3.3), obtemos
K k1

h(x) > h(x*™) + <
K

—Vg(xk),x—xk“>. (3.4)
Agora por outro lado, usando a convexidade de g (veja (A.1)), temos
9(x) = gly) + (Vg(y),x —y), VxeR™y e dom(h). (3:5)

Somando (3.4) e (3.5) com y = x* e x € dom(h) C dom(g), temos:

XK — k1

g(x) +h(x) = h(x*") + g(x*) + < — Vg(x"),x — Xk“> +{Vg(x"),x —x),

Xk

0 que por sua vez, implica que

(g+h)(x) > h(x*) + g(x*) + o%(xk — XM x — XM — (Vg(xF), x — xFT)
K

4 <V9(Xk),X—|—Xk+1 _Xk+1 —Xk>
1
_ h(xk+1) + g(Xk) + (x_<xk _Xk+1’x_xk+1> _ <Vg(Xk),X _Xk+1>
k

+(Vg(x ), x —x ) + (Vg(x*), x* " —x¥)

1
_ h(xk—H) + g(Xk) + (x_<xk —ka,x . Xk+1> + (Vg(xk),xk“ _ Xk>
k

1
— h(xk+1) + g(Xk) + oc_<Xk _ Xk+1’X o Xk+1>
k
+(Vg(x¥) + Vg(x*1) — Vg(x*H1), ¥+ —xk).

Dessa forma,

(g+h)(x) = h(x*™) +g(x*) + o%kbck — XM X — XM 4 (Vg (xR, xM T —xK) (3.6)
+(Vg(x*) — Vg(xFh), xkt —xk).
Agora, note que segue da desigualdade de Cauchy-Shcewarz, que
(Vg(x¥) = Vg(x* 1), = x¥)|| < [Vg(x*) = Vg [ [x —x¥|,

ou ainda,

—I{Vg(x") = Vg(x 1), x* 1 —x5)[| = —[[Vg(x*) — Vg(x [l —x¥]].
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Agora, segue que

(g+h)(x) = h(x"") +g(x*) + O%<Xk — X =) (Vg (), XM =) (3.7)
k

—[[Vg(x") = Vg )|[[lx " —x¥]|.
Pelo procedimento de Busca Linear 1, temos que

5
IVg(x**1) — Vg (x")|| < Cx—kllXk+l —x % (3:8)

Multiplicando (3.8) por (-1) e utilizando (3.7), temos

1
(g+h)(x) = g(x*) + h(x**!) + oc_k<Xk — XM x — xFTDY 4 (W g () XM — XK

_ o(_kHXk_H _ XkH2>

reorganizando e usando o > 0, temos
(X — xR ) > o [g(xF) Fh(xXT) — (g +h) (x) + (Vg (x* ), x* T —x®)] (3.9)

_5||Xk+1 _ XkHQ.
Por outro lado, sabemos que

2< k k+1 Jk+1

Xk x X —X> _ ka _Xk+1 +Xk+1 k _Xk—|—1H2 o H k+1

—x[* =[x X —x|?

k__ Xk+1||2 o || k+1

= [x* —x]* = [Ix X —x]]?,

usando (3.9) e a igualdade acima, temos

[’ = — [’ = x*FHJ2 — X = x||* > 200[g(x*) + h(x* ) — (g + M) (x)

+ <V9(Xk+l),xk+l —Xk>] o 25ka+l _ Xk”27
0 que por sua vez, implica que
[xF —x|I> — [|[x*"t = x||? = 206 [g(x*) + h(x*"1) — (g + h)(x) + (Vg(x* 1), x* ! —x})]

+ (1 —28) | — xX|2.

Desde que g é convexa, segue da desigualdade do gradiente (veja (A.5)), com y = x* e

k+1

X=X que

g(xk) _ g(XkJrl) 2 <vg(xk+1)7xk _ Xk+1>7
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0 que por sua vez, implica que

—200.(g(x*) — g(x*™1)) < 200 (Vg(x ), x* T —x¥).
Portanto,

[ = x[* =[x = x|* > 206 [g(x*) + h(x*") = (g + M) (x)] + 200 (g (x* ") — g(x*))
+ (1= 28) [ —xM|J?
= 200[(g + M) (x**1) = (g + h) ()] 4 (1 = 28)[|x* " — x |2,
sendo assim,

[ =2 = % = ]2 > 206[(g + h) (x**) = (g + R)(x)] + (1 — 28) [x*+ —x¥|12,

como queriamos demonstrar.

Para verificar o item (ii), vamos substituir no item anterior x = x*, sendo assim
[ =17 = [Ix* = x*H* > 200(g + h) () — (g + ) (x*)] + (1 —28) [x*+" —x¥|1%,
0 que por sua vez, implica que
200 [(g + ) (x*) — (g + h) (x*)] < —[]x* —x T2 — (1 —28) |x* ! — x¥||?
= —(1+1—28)|]x* —x¥|]?
= —(2 = 28) [ — |12,

Reorganizando os termos, obtemos que

(1—-29)

(g +M)(x") = (g +M)(x") < — [t =%, (3.10)

[]

Note que segue da Proposi¢io 3.1 item (i) com x = X € S* que a sequéncia (x*) é Fejér
convergente em rela¢ao ao conjunto solugao S*. De fato, segue da Proposi¢ao 3.1 item (i)

que
e =7 = [ XU > 2000+ ) () — (g R) ()] (1—28) [+ —xK|% (3.10)

Sabemos que [(g+h)(x*"1) — (g+h)(X)] = 0, ja que X € S* e (1 —28)||[x**t —x¥||*? > 0,
pois 6 € (0, %) Dai,

e N
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Logo, a sequéncia gerada pelo MPG1 é Fejér convergente no conjunto S*.

A Proposigao 3.1 (ii) mostra que o MPG1 é um método de descida, visto que o valor da
fungao de custo g+h em cada iterac¢ao esta diminuindo. Além disso pela Proposigao 3.1 (i)
a sequéncia gerada pelo MPG1 é Fejér convergente para o conjunto de solu¢ao 6tima S*
sempre que S* # (). Esta observacao é de fato o centro do seguinte resultado principal desta
secao, onde provamos a convergéncia da sequéncia (x*) gerada pelo MPG1 e também que
((g+h)(x*)) é uma sequéncia minimizante de g+h sem a suposicao de Lipschitz em Vg(-).
Até onde sabemos, este resultado melhora [|7], Teorema 1.2] e até os resultados classicos
para o método do gradiente com Buscas Lineares; veja, por exemplo, [14], Proposigao
1.3.3, [1]]. Além disso, mostraremos que a sequéncia ((g + h)(x*)) converge para o valor

infimo quando o conjunto de solugoes esta vazio.

Teorema 3.1. Sejam (x*) e (ou) as sequéncias geradas pelo MPG1. As sequintes

afirmacgoes sao verdadeiras:
(i) Se S* # 0, entao (x*) converge para um ponto em S* # 0. Além disso,

lim (g + h)(x*) = min(g + h)(x).

k—+o00 x€R
(ii) Se S* =0 entao temos

lim ||| =400 e lim (g+h)(x*) = inf (g+h)(x).
k—-+o0

k—+00 x€R™

Demonstragao. Vamos provar primeiro o item (i). Dado S* # (). Pela Proposi¢ao 3.1 (i),

para qualquer X € S*, temos
[ =%[> = I =%||* = 2e0[(g+h) (x*T1) — (g +h) (X)] + (1 —28)|[x* —xM||?, (3.12)
0 que por sua vez, implica que
I =% =[x =P = (1 - 28)[x"" —x*|* > 0. (3.13)

Dessa forma, podemos concluir pela Definicao (1.4) com &, = 0 que a sequéncia (x*)
& Fejér convergente. Pelo Lema 1.1 (i) garantimos também que (x*) é limitada. Pela

desigualdade (3.12), temos

0 < 200l(g + ) (x*) — (g + h) ()] < [|x* — x| =[x —x]|?

= (X" =X+ [ =% (" =[] =[x = x])),



Capitulo 3. Método Proximal Gradiente com Buscas Lineares Implicita e
Explicita 43
como (x*) é limitada, existe M > 0 tal que ||x* —X|| < M, Vk € N. Sendo assim

0 < 204 [(g + M) (x*™) — (g + h)(X)] < 2M(||x* —x|| — X" —x]|), (3.14)

por outro lado, utilizando a desigualdade triangular, temos:
xS = X[ = [’ =% X=X < =X T =
0 que por sua vez, implica que
I =% | > [ =[] =[x =],
dai, substituindo em (3.14), temos
0 < 200:[(g +h)(x*) — (g + M) (X)] < 2M|x* —x 1],
onde M = {sup||x* —X||[k € N < +o0}. Sendo assim,
(9 MX) = (g + (K] < o — x| (3.15)

Como a sequéncia (x*) é Fejér Convergente em relagao a S*, entao (||x*—x||) é convergente.
Sendo assim, pelo Teorema do Confronto e a desigualdade (3.13), temos que [[x*1—x*|| —

k+1

0. Pois, tomando k — +00, obtemos que |[x* —X|*> = a e [|x*! —%||?> = a, logo

a—a> lim (1—28)x*"* —x*|| >o0.
k—+o00
Portanto, lim [x*** —x*|| = 0.
k—+o00
Como (x*¥) ¢é limitada, existe uma subsequéncia (x™*) convergente. Vejamos os dois
casos possiveis.

Caso 1: Vamos supor que a sequéncia de comprimento de passos (o) definida pelo
MPGT1 nao converge para zero. Dessa forma, existe uma sequéncia (o, ) e B > 0 tal
que,

On, = P (3.16)

k1 xK|| — 0, utilizando a nossa afirmagao A2 e (3.2), temos

Como (x¥) é limitada e ||x
0t [[Vg(X™H) = Tg(x™ ) < Bffx"H — x|

por (3.16), temos

BIVg(x™ ) = Vg(x™)|| < an, [[Vg(x™ ") = Vg(x™)|| < §[x™ " — x|,
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0 que por sua vez nos permite concluir que,

BIIVg(x™ 1) — Tg(x™ || < 8ljx™*1 — x|
passando limite com k — 400, temos pelo teorema do confronto que

lim [[Vg(x™*!) — Vg(x™)| =0.

k—+o00
Segue da condigao de otimalidade vista em (2.5), substituindo z = x™ — a,,, Vg(x™*) e
levando em conta o MPG1 onde x™! = J(x™, a™), temos

XM — 0ty Vg(x™) — x™eFl

Oy

€ Oh(x™ ),

reorganizando,
Xﬂ.k . Xnk+1
- —Vg(x™) € oh(x™h),
Kn

k
0 que por sua vez, implica que
Xnk . Xnk+1

= —Vg(x™)+Vg(x") € Vg(x™ ) +oh(x™ ) C d(g+h)(x™ ). (3.17)

k
A sequéncia (x™**1) converge para x* € S* e como ||x"™* —x"™"!|| — 0 quando k — 400
na desigualdade anterior, utilizando a nossa afirmacao A2 de continuidade para o Vg
temos,

Xnk . Xnk+1

T —Vg(x™) 4+ Vg(x™) € 9(g + h)(x™).

On,

Agora utilizando o Teorema do Gréafico fechado (veja Fato (A.1)), podemos concluir que
0 € 3(g+h)(x*), logo x* € S*. Para completar a prova do item (i) temos que ((g+h)(x*))

¢ mondtona nao-crescente pela Proposigao 3.1 (ii), sendo assim, de (3.15) e (3.16) temos

k—Xk_HH,

M M
(g+h) (") —(g+h)(x) < “—ka — x| < =X
k

p

passando limite quando k — +o00 e lembrando que ||x* —x**1|| — 0, temos

lim (g+h)(x*"")—(g+h)(x) <0,

k——+o0

como x € S*, obtemos

lim (g+h)(x*™) < min (g + h)(x).

k——+o0 xXER™

Por outro lado, sabemos que

min (g 4+ h)(x) < lim (g-+h)(x*"),

x€eR" k——+oc0
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logo,

lim (g +h)(x*) = min (g + h)(x),

k—+o00 x€eR"

como queriamos demonstrar.
. ~ n
Caso 2: Agora vamos supor que kng %n, = 0. De forma que, o, := —g* > opyy, >0
e X" := J(x™, qy, ). Ou seja, &n, ndo passa a desigualdade da busca, pois é maior que

n.- Deste fato e do Lema (2.2), temos

. x
™ =T 0™, a | < = XM = T (™, o
a«nk
sendo assim, temos
e N (A [ s
= o, 0 Pl g '
k

Como (x™) é limitada entao a subsequéncia (X™*) também é limitada. Temos da Busca
Linear 1 que,

%n, [[Vg(X™) = Vg{x™ )| > 8[[X™ —x" ], (3.18)

como &, — 0 e as sequéncias (x™*) e (X™*) sdo limitadas, por a desigualdade anterior e
assumindo a nossa Hipotese A2, temos que lim [[X™ —x™|| = 0. E que (X™*) converge
k—+o00

para x* € S*. Sendo assim, pela nossa hipotese A2 novamente e (3.18), temos

lim [|[Vg(x™)—Vg(x™ )| =0. (3.19)

k——+o0

De (3.18), temos
~n TL 6 on n
IVg(x™) = Vg(x™ )| > = [Ix™ — x|,

passando limite quando k — 400, uma vez que & é uma constante, pelo Teorema do

Confronto, temos
|
lim ——

k—+o0 Al

=0. (3.20)
Usando a condi¢ao de otimalidade vista em (2.5) com z = x™ — &, Vf(x™*), temos

XM — 0y, Vg (x™e) — XM XM — XMk

= = —— — VI(x™ ) € oh(x™).
(Xnk (X‘le
Sendo assim, acrescentando Vg(X™*), temos
Xk YTk A~
—————— — Vg(x"™) + Vg(Xx™) € oh(x™*) + Vg(x™) C 9(g + h)(x™*),

L33

XMk —x "k

quando k — +o0, obtemos de (3.20) que *=—>— — 0, temos também de (3.19) que
My

Vg(x™) — Vg(x™). Dessa forma, utilizando Fato A.1 e lembrando que X™* — x*,
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obtemos que 0 € 9(g + h)(x*), logo x* € S*. Agora precisamos verificar a seguinte

igualdade klim (g +h)(x") = rn]iRn(g + h)(x). Utilizando o Lema 2.2, sabendo que
—+o0 xeR™

~ Kn ~ ~
Ony 1= —5= > 0y > 0 e X™ = J(x™, &y, ), temos

[ =R = s = T B )| = [ = T, o) |
e R [ e e |
Sendo assim,
e | (3:21)

Dividindo a desigualdade anterior por «,,, passando limite quando k — +o0o0 e utili-
s — x|

zando (3.20), temos que lim = 0. Pela Proposicao 3.1 (ii) temos que a

k—+o00 (Xnk

sequéncia ((g + h)(x*)) é decrescente, desde fato e de (3.15), obtemos

s — et
0= lim M > lim (g+h)(x™)— lim (g+ h)(x")

k——+o0 (Xnk k——+o0 k—+o0

= lim (g+h)(x*)— lim (g+h)(x*) >0,

k——+o0 k—+o0

pois x* € §*, logo

0> lim (g+h)(x*)— lim (g+h)(x*) >0,

k—+o0 k—+00
dessa forma,

lim (g+h)(x*) — lim (g+h)(x*) =0.

k——+o0 k——+o0

Portanto,

lim (g+h)(x*) = min(g +h)(x).

k—+o0

Agora iremos demonstrar o item (ii). Como vimos anteriormente na prova do item (i),
concluimos que se S* # (), entao a sequéncia (x*) é limitada. Além disso, todos os seus
pontos de acumulacao sao solucoes. Agora, suponha que S* = (), dessa forma qualquer
subsequéncia de (x¥) ¢ ilimitada, pois caso contrario, teria ponto de acumulacdo e tal
ponto seria solugao. Logo, ||x¥|| — +o00 quando k — +o0o. Além disso, segue da defini¢io
de infimo que,

s:= lim (g+h)(x*) > inf (g+h)(x),

k——+o0 xeR™

de forma que s existe pois ((g+h)(x*)) é monétona nao-crescente pela Proposicao 3.1 (ii).
Vamos supor que s > ian (g + h)(x). Dessa forma, podemos concluir que o seguinte
xER™

conjunto de nivel

Stev(x”) :={x € dom(g) : (g +h)(x) < (g +h)(x"), Vke N}
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nao é vazio. Agora, aplicando a Proposigao 3.1 (i) com x € Sy, (x°),

[xF — x> — [[x*"t —x||? = 2064c[(g + h)(x*T) — (g + h)(x)] + (1 —28)[[x*T —x¥||? > 0.

onde, na tltima desigualdade usamos que temos (g+h)(x**1)—(g+h)(x) = 0e 6 € (0, %)
Portanto, concluimos que a sequéncia (x*) é Fejér convergente para Sie,(x°). Sendo
assim, pelo Lema 1.1 (i) temos que a sequéncia (x*) ¢ limitada. O que por sua vez é uma
contradicao, pois supomos que a sequéncia era ilimitada. Logo, s = Xielrllgn(g + h)(x), ou
seja

lim (g+h)(x*) = inf (g4 h)(x).

k——+oc0 xXERM™

3.2 Método Proximal Gradiente Acelerado com Proce-

dimento de Busca Linear 1 (MPG2)

Nesta se¢ao, sera abordada uma versao alternativa do MPG1 visto na segao ante-
rior. Mais especificamente, serd analisada uma versao acelerada do método estudado,
novamente independentemente da hipotese de continuidade Lipschitz do gradiente de g.
Por fim, destaca-se que os resultados de complexidade de pior-caso relativos aos métodos
serao apresentados no Capitulo 4. O Método Proximal Gradiente 2 com Busca Linear 1

seréd denotado por MPG2 e é descrito como segue.
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Método Proximal Gradiente 2 (MPG2) [9]

Passo de inicializagao: Considere Q = dom(h), x ! = x° € dom(h), t, = 1,
0€(0,1),x;=0ebe(0,3).

Passo iterativo: Dado ty ¢ x*, defina

1+ /144t (3.22)
2 ’ '

te =
te —1 ~
Y =k 1 ( : ) (X —x<1) = Palyt), (3.23)
k+1
X =T (U, o) i= prox,, o (T* — . VE(T)), (3.24)

com oy = LS1(Y®, ap_1, 0, 8).

Critério de parada: Se x*"! = y*, pare. Caso contrério, faca k = k+1 e retorne

ao passo iterativo.

Podemos observar de (3.23) e (3.24) que y* e x* € dom(h). Como consequéncia
direta do Lema (2.3), o que satisfaz a condigao de Busca Linear 1 é sempre positivo e
nao-crescente, visto que o : = LS1(y*, g1, 0,8). Além disso, temos que se x*! = gk,

1

entdo x**! & solucdo 6tima. Um resultado da Busca Linear 1 que serd importante para

nosso trabalho sera:
i [[Vg(xir1) — Vg (@) < 8llx ! —g¥|, (3.25)

com d € (0, %)
Proposigao 3.2. Seja . definido no MPG2 e x € dom(h). Entao,

(g+h)(x) = (g+h)(x") > i (I =x]* = [y* =x[]*), VkeN.  (3.26)

Demonstragao. Dada a condi¢ao de otimalidade vista em (2.5), vamos substituir z =

U* — o Vg(y*). Sendo assim, temos

Uk — 4 Vg(y*) — proxy, (T — a Vg(y*))

o € Oh(prox,p, (Y* — V(7).

Entao, utilizando informagoes do MPG2, obtemos

ijk k1
S V(T € G, (3.27)

Pela defini¢do de subgradiente dada em (A.8), temos

h(y) > h(xX ) 4+ vy —x*N), Yy e R™, v e dh(x*).
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Tomando y = x e utilizando (3.27), obtemos

gk _ Xk+1

h(x) —h(x*™) > < —Vg(y"*), x — xk+1> . Vx € dom(h). (3.28)

Xk

Agora, usando a convexidade de g, pela Desigualdade do gradiente (A.5), temos
9(x) —g(y) = (Vyg(y), x —y), YxeR" y € dom(h).
Tomando y = y*, temos

g(x) —g(g") = (Vg(§"), x — §"). (3.29)

Somando (3.28) e (3.29), com algumas manipulagdes algébricas, temos

gk — xkr

(g +h)(x) > g(y") + h(x*") + < - Vg(ﬁk)7x—xk“> +(Vg(y"),x —7")

Xy
. 1 -~ -
=g(y") + h(x*") + (X—k<yk — XM =X 4+ (Vg (T), X —g)
- 1
— g(yk) + h(XkJrl) 4 (X_k<yk _ Xk+1, X — Xk+1>
+ (Vg(U*) — Vg(x* ) XM —g%) + (Vg (x*1), x* 1 —g*).

Em particular, utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz e a Busca Linear 1 (2.11),

temos

—I{Vg(y*) = Vgx ), x* T =g5) || = — [IVg(U*) — Vg(x* DlIx*** —g¥|

)
——x
09

WV

k+1 _ngQ‘

Sendo assim, temos
9+ M) > gF%) + h(x) + —— (G5 —x*+ = x) - %lek“ s Al
+ (Vg ), Xt =g,
reorganizando e multiplicando por &y, temos
(GF =X —x) > ouc[g(y™) + RO — (g + R ()] = 8[x T —gF* (3.30)

+ o (Vg(x ), x 1 —gk).

Podemos observar que

2(GH — X = x) =[G 2 — X = X — g
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combinando a igualdade anterior e (3.30), temos

155 = = I = x]* > 200[g(F*) + () = (g + )] + (1= 28)[x* ! — 5|

+ o (Vg(x ), x 1 —g*).
1
Agora, desde que d € (0, 5), temos que 1 — 28 > 0, logo obtemos

5 =X = ot = x|[* > 20 [g(F*) + R(x**1) = (g + 1) (0] + enc (Vg (x=+1), K+ — %),

(3.31)

k

Dai, segue da convexidade de g e do Teorema A.5 com y =y, e x = x**1, que

9(m*) — g(x*) = (Vg (x*"), gk —x*),

reorganizando,

g(Xk+1) - g(gk) < <vg(xk+1)7xk+1 _gk>'

Tendo em vista a desigualdade anterior e (3.31), obtemos

5% —x[? = 54" = x]? > 200 [g(F) + hx ") — (g + R)(x) + o) — g(G*)]

= 206c[(g + M) (X — (g + M) (x)].

Como por (3.23) y* = Pq(y*) entao, pela definigao de projegio (A.3), podemos concluir

que ||g* —x|| < [ly* —x|| para todo x € dom(h). Assim, da desigualdade anterior, temos
ly* = x|I* = [ = x|1* = 204l(g + h) (x**1) — (g + h) (x)],
multiplicando por (-1), temos

(9 () — (g + ROE) > (e = x? = y* = x|,
k

como queriamos demonstrar. 0

3.3 Método Proximal Gradiente com Busca Linear 2
(MPG3).

Vimos anteriormente que o MPG1, o qual utiliza o procedimento de Busca Linear
1, durante o processo de atualizacdo da iteracao x*™ = J(x*, o) precisava, em cada

iteragao, computar o operador proximal dado em (2.3) a cada tentativa de comprimento
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de passo &y para satisfazer a Busca Linear 1. Por este motivo, o MPG1 com tal procedi-

mento de Busca Linear pode muitas vezes ser ineficiente, caso o proximal nao seja facil de
calcular. Para tentar melhorar essa limitacao, vamos estudar uma modificacao do método
por meio da Busca Linear 2. Como observado anteriormente o procedimento de Busca
Linear 2 analisado na Se¢ao 2.2 tem a vantagem de resolver apenas uma vez o operador
proximal, a fim de computar J(x*,1) dado em (2.3) para todas tentativas de satisfazer a
Busca Linear. Assim, como o MPG1, iremos abordar alguns resultados auxiliares, bem

como a analise de convergéncia do método.

Método Proximal Gradiente 3 (MPG3) [9]

Passo de inicializagao: Tome x° € dom(h) e 6 € (0, 1).

Passo iterativo: Dado x*, defina
Ji = Proxn(x* — Vg(x¥)), (3.32)

X =M — Bk(xk — ), (3.33)

com By:= Busca Linear 2 (x*,0) e Ji := J(x*, 1) como em (2.3).
Critério de parada: Se x**! = x¥, pare. Caso contrario, faca k = k+1 e retorne

ao passo iterativo.

Como consequéncia direta do Lema (2.4) e da convexidade da fung¢éo h(-) temos que
x* € dom(h) para todo k € N. Além disso, segue-se da Busca Linear 2 (2.14) que para

x =x5, Jx = Jx e B = By, temos

(g+h) (¢ —Br(x*—Ti)) < (g+h)(xk)—[sk[h(xk)—h(lk)]—Bng(xk),xk—Jk>+%||xk—Jkll2,

Dai, utilizando (3.33),

(g+n) () < (g+h) (") = Bl (x*) = h(Ji)] = Bi(Vg(x ), x* — Ju) + %Hx“ = JxlP”
(3.34)

Em seguida, iremos obter alguns resultados auxiliares para o MPG3 que serao essen-

ciais na analise de convergéncia.

Proposigao 3.3. Seja x € dom(h). Entao temos que

I x[? < xS 209 +R) () (g +R) ()] +2Bi[(g+h) () — (g +h) (k)] Wk € N.
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Demonstrag¢ao. Dado x € dom(h), para simplicidade nas contas, vamos definir

Are 1= 20xF =k —x) = [T — xR R = x| — [ x)

Além disso, substituindo x*™! dado em (3.33) na igualdade anterior, temos

Bk (K Bl — Ju)), X — )

2
= (x* — (x* = Bix* — BrJi), X —x)

= (Br(x* = Ji),x* —x)
= Bk<xk - ]k,Xk —X>7

reorganizando, temos

Somando e subtraindo Vg(x*), temos

Ak

2B, = (VOB x5 =)+ (= Jie = Vg ), x* —x).

Agora, somando e subtraindo Jy,

2%; = (Vg(x*),x* —x) + (" = i = Vg(x*¥), Tk = x) + (x* = Jic = Vg(x"),x* = 1)
= <vg(xk)7xk - X> + <Xk - Jk - Vg(xk)7 ]k - X>
— (Vg(x*),x* = Ji) + (x* = Jie, x* = Jio),
ou seja,
S = (T9XH) X ) (6= glx), )= (Vg () X+ . (3:35)

De (3.32) e pela condicao de otimalidade (2.6) (vale lembrar que neste caso, « = 1) temos
que x* —Vg(x*)—TJ, € 0h(Jx). Dessa forma, aplicando a desigualdade do gradiente (A.1)
para g e do subgradiente (A.8) em (3.35) para h nos dois primeiros termos do lado direito
da igualdade acima, temos

Ak

B> > g(x*) — g(x) + h(Ji) — h(x) — (Vg(x*),x* — Ji) + [Ix* — Ji||% (3.36)

Sendo assim, organizando (3.34) temos,

(g-+M) (™) — (g +h) (x*) + Br[h(x*) —h(]x)] —ﬁHX —Jil? < —Br(Vg(x"), X" —Ji),
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o que por sua vez, dividindo por 3y > 0 nos fornece que

- [lg+ RIX"1) = (g4 h) ()] + hix*) = h(Ji) = 5 = Jull* < ~(Vgl). x* = Ju.

Somando a desigualdade anterior a (3.36), obtemos

Ax

T > 90+ (] — g+ h0) + L g+ M) — (g 4+ W) ()

B
RO~ () = I = Tl + e = il

= g(x*) +h(Ji) = (g+h)(x) + i (g + M) (1) — (g +h)(x)] + h(x*) — h(]x)

1 k 2
STl

> g+ R(X*) = (g RO+ 5-llg + RIX"1) = (g-+ h) ()] + 5 x* =

Portanto, concluimos que

Ak

i < g+ R0 = (g + MK+ 5-l(g-+ ) (x5) = (g-+ ) (=) = Fl1x* = il
k

B

Sendo assim, como Ay = [[x*T1 —xF||2 + ||x* — x||? — ||x*T — ||, podemos substituir Ay

na desigualdade acima, e encontramos

[ = x| < =X (X = x4 2Bxl(g + M) (x) — (g + R) (xF)]
+2[(g + M) (x*) = (g + M) (] = Buellx* = Jae| >
Como por (3.33) temos que x*™ —x* = By (x* —Ji) e B2 < Bx. Podemos concluir que,

[ = x[|? <[ = x4 (B (¢ = T [1? = Buellx — T |?
+2[(g+h)(x*) = (g + M) (x* )]+ 2Bx[(g + h)(x) — (g + h)(x*)]
=[x = x| + (B — Bi) Ix* = Tiell* + 2[(g + M) (x*) — (g + h) (x* )]
+2Bl(g + M) (x) — (g + ) (x*)]
<[ = x|* + 2[(g + M) (x*) = (g + M) (x**1)]

+2Bl(g +h)(x) — (g + h)(x")],
ou seja,
I —=x|[* < XM =x|*+2[(g+h) (x*)—(g+h) (x* T)1+2Bk[(g+h) (x)—(g+h) (x*)], Vk € N.

]
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Vale ressaltar que se usarmos x = x* € dom(h) na proposiciao anterior, temos

o ] < [ — X524 21(g + R) () — (g + h)(x )]
+ 2Bx[(g + h)(x*) — (g + h)(x*)]
=2[(g+h)(x*) — (g + h)(x*"")].

0 que por sua vez, implica que

1
(g +M)(x") — (g +h) (") > §ka+1 —x¥|* >0, (3.37)

sendo assim,

(g+h)(x*) = (g+h)(x) >0.

Logo,
(g+M)(x*) > (g +h)(x*"),

Podemos concluir entao, que o MPG3 também é um método de descida.
A seguir se encontra o resultado principal desta se¢ao, cujo a afirmagao é semelhante

ao Teorema 3.1.
Teorema 3.2. Seja (x¥) a sequéncia gerada pelo MPGS3, as sequintes afirmacoes valem.:

(i) Se S* # () entdo (x*) é Quasi-Fejér convergente para S* e converge para um ponto

em S*.
(ii) Se S* =0 entao temos

(g +h)(x*) = inf (g+ h)(x). (3.38)

lim ||x*|| =400 e lim
k—o00 k—o00 xER™

Demonstragao. Para justificar (i), vamos supor que S* # (). Empregando a Proposigao 3.3

com x = x* € §* C dom(h), temos

I =72 < = x4 21 + R)6K) — (g + W) (<)

+2B[(g + M) (x*) — (g + W) (x*)],
como x* € S*, entdo (g+h)(x*) < (g+h)(x¥). Sendo assim, vale a seguinte desigualdade

=) < xS = x| P+ 2l(g + ) () — (g + h)(x**)l, VkeN.  (3.39)
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Por (3.37), seja e, = 2[(g+h)(x*) — (g+h)(x*" )] > 0. Além disso, aplicando somatorio

dek=0,1,2,...,N, temos

N N
Zs ZZ g+ h)(x*) — (g +h)(x*1)],
k=0

k=0

utilizando soma telescopica no lado direito da igualdade, obtemos

N
D e <2(g+ N —(g+h) (N, (3.40)

k=0
como a fun¢@o (g + h)(x) é mono6tona nao-crescente e limitada inferiormente, temos pelo
Teorema da convergéncia mondtona que o lim (g +h)(x*) existe. Dessa forma, passando
k—o0

limite com N — oo em (3.40) temos

D& <2lg+h)(x) — lim (g +h) ()],

k=0

Como klim (g +h)(x*™) > inf (g + h)(x), podemos concluir da desigualdade anterior
— 00

x€ER™
que
D e <2g W)~ inf (g + W)

=2[(g +h)(x°) — (g + h)(x")],

pois o infimo é atingido em x* € §*. Sendo assim,

[e¢]

> e <2lg+ () — (g +h)(x)] < +oo.

k=0

Dessa forma, podemos concluir que €, é somavel e finito. Por (3.39), temos

k+1

e N

Logo, pela Definicao (1.4), a sequéncia (x*) ¢ Quasi-Féjer convergente em S*. Pelo
Lema 1.1 (i), temos que essa sequéncia (x*) ¢ limitada, sendo assim, possui ponto de
acumulacdo. Seja X um ponto de acumulacao de (x¥). Entao, existe uma subsequéncia
(x™) de (x*) que converge para X.

Agora, dividiremos nossa andlise em dois casos. O primeiro trata do caso que o
comprimento de passo i é limitado inferiormente por uma constante positiva, enquanto
o segundo caso admite que o comprimento de passo pode convergir a zero, ao menos em

alguma subsequéncia.
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Caso 1: A sequéncia (3, ) nao converge para zero, isto é, existe algum 3 > 0 e uma

subsequéncia de (f3,,) (sem reclassificacao) tal que
Pn, =B, VkeN. (3.41)
Reorganizando a Proposicao 3.3 com x = x* € §* e fazendo a divisao por 2, obtemos

Brl(g+h)(x*)—(g+h)(x*)] < %[ka—x*HQ—ka“—x*Hz]+[(g+h)(xk)—(g+h)(xk+1)],

aplicando o somatoério em k =0,1,2,3,..., m na desigualdade acima, temos
m 1 m . §
2 Billg + M) — (g + M) < 5 Y [IIXS —x|* = X"t = x|
k=0 k=0
+Z (g+h)(x*) — (g + h)(x*)].

=0

Calculando a soma telescopica no lado direito, obtemos que

D Billg+h)(x*) — (g +h)(x)] < 1||x =X = ™ = x|
k=0

+ g+ M) (") — (g+h)(x™)]

<SP + (g + W) — (g + ™).

Como (g + h)(x™*!) > (g + h)(x*), pois x* € S*, temos

m

Bullg +R)(x¥) = (g + ) (7)) < 5" —x*[12 + (g + W) — (g + h)(x").
0

k=

Tomando limite com m — 400, temos
D B [(g+N)x5) = (g+h)(x")] < +oo.
k=0

Como a série é convergente, entao seu termo geral tende a zero. Em particular, temos
que

Jim B, (g +R)(X™) = (g +h)(x")] =0,

e como [y, = > 0, podemos concluir que

lim [(g +h)(x™) — (g +h)(x")] =0,

k—o00

0 que por sua vez, implica que

lim (g + h)(x™) = (g + h)(x"). (3.42)

k—o0
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Agora, temos que g + h é semicontinua inferiormente em dom(h) com x™* — X. Sendo

assim, podemos concluir que klim inf(g 4+ h)(x™) > (g + h)(x). Como x* € S*, segue
— 00
que (g +h)(x*) < (g + h)(x). Sendo assim, combinando essas informagdes com (3.42),

obtemos

(9+M)(x") < (g+M)(®) < Jim inf(g+h)(x™) = lim (g +h)(x™) = (g +h)(x"),

k—00
Entao,
(g+h)(x) = (g+h)(x7).
Logo, x € S*.
Caso 2: hm By = 0. Vamos definir fy = % >0e
U = x = B = Ji) = (1= Bi)x® + Bk = x* — Brx® + BuJi. (3.43)

Note que uma vez que o comprimento de passo By é o primeito escalar da forma B, = 6’
que satisfaz a desigualdade da Busca Linear 2 em(2.14), temos que By ndo satisfaz a
desigualdade da busca. Sendo assim, utilizando a Busca Linear 2 (2.14) com §* dado em

(3.43) e x = x¥, temos

A

Bk

(g+N)(§%) > (g+h) (x*)—=Bih(x*) —h(Ji)] =B (Vg (x*), x*—Ji) + HX —Jul*. (3.44)

Reorganizando os termos,

0> —Pr(Vg(x*),x*—Ji) +(g+h) (x*) — (g + ) (§*) — Br[h(x*) — (]k)"i‘&HX —Jull?,

0 que por sua vez, implica que

A

B

0> —Br(Vg(x*), x*~Ji)+9(x*)—g(4*)+h(x*)—h(g*)—Bi [h(x*)—h(Ji )]+ = X =Tl

Desde que g é uma fungao convexa, utilizando a desigualdade do gradiente (A.5), com

f =g, temos
9(x") — g(y") > (Vg(y"),x* —g").

Dai e da desigualdade anterior, temos

0> —Bi(Vg(x ), x* = Ji) +(Vg(g*), X" ~5*) +h(x") —h(G*) = Br(x*) —h(Ji)] (3.45)
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Pela convexidade de h, obtemos que h(g*) < (1 — By )h(x*) + Brh(Ji). Além disso,

A

temos por (3.43) que x* = —Br(Jx —x*) = Br(x* —Ji). Sendo assim, fazendo essas

substitui¢oes em (3.45), resulta que

0> —Bi(Vg(x ), x* = Ji) + (Vg(*), Brx* = Ji)) +(x*) = ((1 = Bi)h(x*) + Bih(]x))

/\

— Buln(e) — () + Bk
= Be(V(5") — Vx ), X — i)+ h(xk) — h(x*) + Bh(x¥) — Byh(Ji)
— Bulh(e) — () + B
— B(Va(") — Volxk), X — i) + Bilh(e) — (Tl — Blh(x) — h(Jy)
+ B e
— B(Vg(5") — Vglxt)xk — Ju) + DXt —

= (V9(4") — Vgk), 2 — Ju) + 5lIx* — Tl
0 que por sua vez, implica que
SN = Tl < ~(V9(6") — Tg(xk), < ~ ).
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
%lek = Jll* < IVgg*) = Vg(x ) lIx* = Jill,

podemos dividir por ||x* — Ji|| # 0, pois caso contrério, terfamos 0 = 0 (absurdo), pois a

desigualdade da busca como vimos anteriormente nao ocorre. Dessa forma,
1 .
S5 = Tull < IV g(9%) — Vo)) (3.46)

Como Proxy (+) é ndo expansivo (veja o Corolario (A.1)), obtemos da definigao dada em

(3.32) que

T = Toll < Ix* = Vg(x*) — (x* = Vg(x")|
< X=X+ [Vg(x*) = Vg(x)|.

Agora, segue da limitacao de (x*), uma vez que (x*) ¢ limitada, veja Lema 1.1, que a
sequéncia (Ji) também é limitada pela hipotese A2. Temos juntamente com (3.43) e o

fato de Bx — 0 (por hipétese no caso 2), que [[§* —x*|| = 0 quando k — oco. Como
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Vg é uniformemente continuo em conjuntos limitados, podemos concluir que ||[Vg(g*) —

Vg(x*)|| = 0 quando k — co. Sendo assim, pelo Teorema do Confronto em (3.46), temos
lim ||x* —Ji|| = 0. (3.47)
k—o0

Novamente, como Vg é uniformemente continuo em conjuntos limitados, a desigualdade
anterior implica que

Jlim [[Vg(x*) = Vg(Ji)|| = 0. (3.48)

Utilizando (2.5) com z = x* — Vg(x*) e lembrando que no procedimento de Busca Linear

2 temos o« = 1, podemos concluir que
X< — Vg(x") — proxg, (x* — Vg(x¥)) € Oh(proxgy, (x* — Vg(x"))),
como prox,p, (x* — Vg(x*)) = Ji, temos
X< = Vg(x*¥) — Ji € Oh(Ji).
Dai, somando Vg(Jx) em ambos os lados da inclusao, temos
X = Vg(x"*) = Ji + Vg(Ji) € Vg(Ji) + 0h(Ji) € d(g +h)(Ji).

Passando limite sobre a subsequéncia (x™*) na inclusao acima e lembrando que (x™*) — x,
obtemos do Fato (A.1), (3.47) e (3.48) que 0 € 9(g + h)(x). Logo, x € S*. Podemos
perceber que nos dois casos listados, qualquer ponto de acumulacao de (x*) pertence ao
conjunto solucao S*. Dessa forma, pelo Lema 1.1 (ii) temos que (x*) converge para uma
solugao 6tima em S*, o que completa a prova de (i).

A prova do item (ii) segue de forma anéloga a prova do Teorema 3.1 (i), a qual sera

omitida por simplicidade. ]

De (3.38), e também do Teorema 3.1, pode-se questionar se no caso S* # (), vale

lim (g 4+ h)(x*) = min (g + h)(x). (3.49)
k—o0 x€R™
Nao conseguimos dizer que vale a resposta em geral, mas quando g + h é continua no
dominio h em condigbes finitas ou a sequéncia (i) ¢ limitada inferiormente por uma

constante positiva, a igualdade (3.49) é verdadeira, com uma complexidade adicional

discutida no proximo capitulo.
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3.4 Meétodo Proximal Gradiente 4 (MPG4)

Agora, iremos definir o chamado método forward-backward com o procedimento de
Busca Linear 3, estudado na Segao 2.3. Tal método foi proposto em [10].
Método Proximal Gradiente 4 (MPG4) [10]

Passo 0: Escolha x° € int(dom(g)) Ndom(h) , 0 >0e0 <6 < 1.

Passo iterativo: Dado x*, defina

X = J(x*, o) = proxn (x5 — Vg (x")) | (3.50)

com
A q1:=0 e oy:=LS3(x* o 1,0). (3.51)

Critério de parada: Se x**! = x¥, pare. Caso contrario, faca k = k+1 e retorne

ao passo iterativo.

O seguinte resultado, que é uma consequéncia direta da Proposicao 2.2 desempenha

um papel central em nosso estudo. Vamos mostrar agora, a boa definicao do método

MPG4.

Corolario 3.1. Suponha x° € int(dom(g)) Ndom(h). A sequéncia (x*) gerada pelo mé-
todo MPG /4 é bem definida, com x* € int(dom(g)) Ndom(h), e g ¢ diferencidvel em torno

de x* para todo k € N. Além disso, para qualquer x € R™, temos:
(i) X< =x|* = [ = x> > 204 [F(xX*H) = F(x)].

(i) FOST) = Fx¥) < =g [t =¥

Demonstragdo. Dado x* € int(dom(g)) N dom(h), temos pela Proposigao 2.2 (iii) com
x = x* 00 = o e J(x, ) = x* que x*! € int(dom(g)) Ndom(h) e g é diferenciavel em
qualquer x* pelas suposicoes de A3. Logo, a sequéncia (x*) gerada pelo método MPG4
¢ bem definida. Para provar o item (i) vamos substituir x = x* e @ = oy na Proposicao

2.2 (ii),
e =l = TS, ) —uf* > 200 [FJ(XS, o)) = F(w)],  Vu € R™
Agora, vamos substituir u = x e J(x*, o) = x*"! na desigualdade acima,

[ = x[|* =[x = x| > 200 [F(x*") = F(x)].
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Como queriamos demonstrar no item (i).

Para provar o item (ii) vamos fazer as seguintes substitui¢oes J(x, &) = x*™! e x = x*
na Proposi¢ao 2.2 (iii). Sendo assim, temos

1
F(Xk+1) _ F(Xk) < —— ”Xk+1 _ XkH2'
2(Xk

]

O seguinte resultado comprova a convergéncia global do método MPG4, sem supor
a continuidade Lipschitz do gradiente Vg (Ver Defini¢ao 1.3), conforme em ([9], Teo-
rema 4.2) e ([32], Teorema 3.18) com novas hipoteses simplificadas (A1-A4). A prova é

semelhante a de ([9], Teorema 4.2), com algumas modificagoes e ideias de [32].

Teorema 3.3. Seja (x*) a sequéncia gerada pelo método MPGY . As sequintes afirmagoes

sao vdlidas:

(i) Se S* #0, entdo (x*) converge para um ponto em S*. Além disso,

. ky .
klE;I;OF(X ) = min F(x). (3.52)
(ii) Se S* =10, entao temos:
. ki . ky .
kh_r)I;on | =400 e QI_EEOF(X ) = xlean“ F(x). (3.53)

Demonstragao. Vamos provar o item (i). Suponha que S* # (), entao pelo Corolario 3.1 (i)

fazendo a substituicao de x = x*, temos que para qualquer x* € S*, vale

k

3 —x*||2 =[x —x*||? = 200 [F(x*™!) — F(x*)] > 0. (3.54)

Podemos observar pela desigualdade (3.54) que a sequéncia (x*) ¢ Féjer convergente em

k+1

relagiao ao conjunto S*, pois |[x* —x*|| > ||x** — x*||2. Logo, pelo Lema 1.1 (ii), (x*)

¢ limitada. Vamos definir M := sup{||x* — x*|| : k € N} < oo para algum x* € S*.

Reorganizando (3.54), temos que
0 < 206 [F(F) = F(x)] < xR —x*[|2 =[x —x*||?,
0 que por sua vez, implica que

0 < 206 [F(x* ™) = Fx)] < (X" = x| + I = x* DI — x| — [ =),
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K1 _

Pela desigualdade triangular inversa ||x* —x*1|| > [||x* — x*|| — [|x x*||l, temos:
0< QOCK[F(Xk+1) _ F(X*)] < (ka _X*H + ||Xk+1 _X*H)ka _Xk+1||’
sendo assim, como M = sup{||x* — x*|| : k € N}, temos

0 < 200 [F(x*T) — F(x*)] < 2M|x* —x*H .

Agora, dividindo por 2 e usando o fato que oy > 0, temos

MHXk_XkJAH
[0.6% '

0 < [F(x*™) —F(x*)] < (3.55)

Reorganizando a desigualdade do Corolario 3.1 (ii), temos que

1
F(Xk) o F(Xk+l) > _ka—!—l —Xk||2.
20(k

Como 0 > oy, temos da desigualdade anterior que
20TF(x) = FX**1)] > 200 [F(x) — Fx<H 1) > [ = x=+12

Agora, desde que a sequéncia (F(x*)) seja mondtona nao-crescente e limitada inferiormente
por F(x*) com (x* € §*). Parak =0,1,2,..., N, temos

N

N N
20 ) [F(M) = FOXM) > 2000 ) [FOX) = F(I = ) Ik —x<11%,
k=0 k=0

k=0

dessa forma,

QO.Z k+1 > Z HX k—|—1||2.

Utilizando a série telescoplca do lado esquerdo da equagao anterior, temos

N
20[F(x%) = F(x™N )] = ) [l — X2, (3.56)

k=0
Temos que F(x*) < F(x*), para todo k € N. Concluimos assim, que —F(x*) > —F(x¥).

Em particular —F(x*) > —F(xN*1). Como o > 0, vale
20[F(x°) — F(x*)] > 20[F(x°) — F(xN1)],

o que por sua vez, combinando com (3.56) e a desigualdade anterior, temos

N
20[F(x%) — F(x*)] > ) ||x* — x|,
k=0
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Tomando o limite quando N — 400,

DI = xMP < 20[F(x") — F(x*)] < +o0. (3.57)
k=0

Logo, a série é convergente, ou seja, [|x* —x*™1||> — 0 quando k — oco. Vimos anteri-

K\ ~ N L. ~ . ~ %

ormente que (x*) é uma sequéncia Féjer convergente em relagdo ao conjunto solucao S*.

Portanto, pelo Lema 1.1 (i), é limitada. Sendo assim, vamos supor que X é um ponto de

acumulacdo dessa sequéncia (x*) e que (x™) ¢ uma subsequéncia de (x*) de forma que
XM — X.

Temos que F é semicontinua inferiormente, e que (F(x*)) é monétona nao-crescente,

sendo assim, como x™ — X, temos que

F(x*) > liminf F(x™) > F(x), Vk € N.

Kj—ro0
Em particular, vale para k = 0, logo F(x°) > F(x). Sendo assim, como sabemos que
x™ — x e (x™) é uma subsequéncia de (x*) onde (x*) C int(dom(g))Ndom(h). Podemos
concluir por A3 e A4 que g é diferenciavel em x € int(dom(g)) N dom(h). De fato, se
x € dom(h), sabemos que h(x*) < +oo, para todo k € N | pois h é semicontinua

inferiormente, logo
+o00 > liminf h(x®) > h(x) .. h(x) < +oo,

isto ¢, x € dom(h). Agora, se x € int(dom(g)): como x¥ € int(dom(g)), isto é, existe
ex > 0 com B(x", ex) C dom(g). Por outro lado, x* — X, isto €, para k; suficientemente

grande temos x € B(x", &) C dom(h).
. X € int(dom(g)) N dom(h).

Como (&) é monoétona nao-crescente por construgao vista na Busca Linear 3 (veja,
(3.51)), no qual o < o1 e além disso (o) é limitada inferiormente por zero. Por-
tanto, podemos concluir que a sequéncia (o) ¢ monoétona e limitada, logo convergente.
Suponha que lim o = lim oy, = o > 0.
k—o0 k—o00

Agora, precisamos verificar os casos o« > 0 e o = 0.

Caso 1: « > 0. Utilizando z = x™ — ,, Vg(x™*) em (2.5) e a definigao de x™x*?
dada em (3.50), obtemos,

X"k — oy, Vg (x™k) — x™Metl

Kn

€ Oh(x™h),

k
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0 que por sua vez, implica que

Xk X'rLk+1

— Vg(x™) + Vg(x™ ) € vVg(x™ ) + oh(x™ ). (3.58)

O,

Agora, segue do Corolario 3.1 (ii), que

nk+1 _ nil|2
1”X X || < F(Xnk) _ F(Xnk+1).

2 Xny

Aplicando somatoério de k =0, 1,..., N, na desigualdade anterior, temos

N | —

N ng+1l _ ngl|2 N
(B0 < o iriey — roeneo,
k=0 Tk

(06
k=0

Agora, utilizando soma telescopica no lado direito da desigualdade anterior, obtemos

N ng+1 _ ngl|2
(”X el ) < F(x") — FxNH. (3.59)
k=0 %ni

N | —

Como (F(x¥)) é monétona nao-crescente, temos que F(xN*1) > F(x*), que por sua vez,

implica que —F(xN*1) < —F(x*). Utilizando essa informagao com (3.59), obtemos

N

1 ne+1 _ Xk 2

32 (P ) <o e
k=0 Oy

Aplicando limite quando N — oo, temos

(N}

N | —

||Xnk+1 _ nkHQ
( " ) < F(x?) — F(x*) < +oo0. (3.60)
M

Logo, a série é convergente, ou seja, seu termo geral vai a zero, o que implica que
”Xnk—l—l _ Xnk||2 ||Xnk+1 _ XnkH

— 0. Porém, como oy, > o > 0, temos que — 0.

Pela mesma razao, utilizando (3.57), concluimos que |[x™*** —x™|| — 0, quando k — oo

e pela continuidade do gradiente em ¢ vista em A3, podemos concluir que ||Vg(x™<*!) —
Vg(x™)|| — 0, quando k — co. Como x™ — x e ||[x™<T! —x™|| — 0, quando k — oo,
entao x™ 1 — x.

Portanto, utilizando essas informacoes e o Teorema do grafico fechado do subdiferencial
(veja (A.1), temos que tomando o limite em (3.58) com ny — 400, que 0 € Vg(x)+0oh(x).
Portanto, x € S*. Além disso, como (F(x*)) é monétona nao-crescente, passando limite
quando k — oo em (3.55), obtemos

||xk_xk+1||
0< lim (F(x*) = F(x*)) < lim (M(x—)
k

k—o00 k—o00



Capitulo 3. Método Proximal Gradiente com Buscas Lineares Implicita e
Explicita 65
Vimos anteriormente que uma consequéncia direta de (3.57) é o fato que |[|[x*—x*"1|| — 0,

quando k — o0o. Sendo assim, como (&) é uma sequéncia limitada, obtemos

ka o Xk+1|| B

0.

lim
k—+o0 (067

Sendo assim, pelo Teorema do Confronto, obtemos que (F(xk) —F(x*)) — 0, quando

k — oo. Dessa forma, como x* € S*, entao

. ky . _
klgr;oF(x ) ){IglIIRITIIF(X) 0,

ou seja, lim F(x*) = min F(x).
k—o0 xeR™

Caso 2: o =0. Defina x = x™*, &,,, = % > 0, > 0e ™ =J(x™, &, ) € dom(h).

Fazendo essas substituigdes no procedimento de Busca Linear 3 (veja (2.19)), obtemos

g(R™) > g(x™) 4 (Vg(x™), K™ — x™) 4 ——||x™ — K|, (3.61)

20n,
De acordo com o Lema 2.2 e lembrando que para o MPG4 temos x™ ! = J(x™, oy, )

(veja (3.50)), concluimos que

X A &
e O Y (L
My
x 1
= gk “xnk _ ]’(Xnk’ O(le)H — 6HXnk . Xnk_HH,
Xn

k

0 que por sua vez, implica que
Ny oMk 1 11 8% nk+1
0 < [x™ =% < gllx™ = %™

Como 0 > 0 e [|[x™ —x™<*1|| - 0 quando k — 0o, concluimos pelo Teorema do Confronto
que [[x™ — x| — 0. Como x™* — X entdo X™* — X quando k — +o00. Ou seja, a
sequéncia (X™«) converge para algum ponto X € int(dom(g)) N dom(h).

Agora, vamos definir o conjunto A := {x, (x™*)}. No qual, denotamos anteriormente X
como um ponto de acumulacdo de (x*) e (x™) uma subsequéncia de (x*) que converge

para X. Sendo assim, segue que
A C Siev(xY) i= {x € int(dom(g)) N dom(h) : F(x) < F(x")},

com tal conjunto de nivel da fun¢ao F(x) = (g + h)(x), sendo um conjunto compacto. De

fato, uma vez que (F(x*)) é mondtona nao-crescente, entao vale

(g+h)(x™) < (g+h)(x"), VkeN.
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Logo, x™ € Siev(x°) para todo k € N. Como F é semicontinua inferior, entao

(9+M)(F) < liminf(g +h)(x™) < (g + ().

Dessa forma, (g + h)(X) < (g + h)(x°). Portanto, X € Sie,(x°). Ou seja, A C Sien(x°) &

um conjunto compacto. Por A4, temos que
d(A,R™/int(dom(g))) > 0.

Sendo assim, os pontos de A estao dentro do interior do dominio de g, de forma que nao
estao na “borda”.

Dessa forma, temos as seguintes informagoes x™ € int(dom(g)) N dom(h), ||x™ —
™| — 0 e d(A,R™/int(dom(g))) > 0, sendo assim, para k suficientemente grande,
temos que X™* € int(dom(g)), portanto X™* € int(dom(g))Ndom(h) para k suficientemente
grande.

Temos pela Hipotese A3 que g ¢ diferenciével em int(dom(g)) N dom(h), sendo assim
Vg(x) existe para todo x™ € int(dom(g)). Como X™* € int(dom(g)) para k suficiente-
mente grande, entdao Vg(x™*) existe e estd bem definido. Agora utilizando a desigualdade

do gradiente (A.5) em g, obtemos
g(x™) = g(&™) + (Vg(X™), x™ — x™).

Reorganizando (3.61), e utilizando a desigualdade anterior, vale

1

X — KPP < (Vg X — )+ g5 — g(x™)

k

= (Vg(x™),x™ — &™) — (Vg(x™), x™ — k")

= (Vg(x™) — Vg(x™ ), x™ — k™).

Utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos

1
20t

™ =™ < [Vg(x™) — Vg(x™)]| - [Jx™ —x™||.
k

Agora, note que |[x™ — X™|| # 0, pois caso contrario teriamos uma contradi¢do na
desigualdade anterior, ou ainda segue do fato de que x™* é a iterada obtida com oy e X™*

é obtida com &y . Entao, segue que

IVg(x™) — Vg(x™ )| > 9% ||x™ — %™ || > 0. (3.62)

k
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Como o conjunto {x, (x™¢), (x™)} é um subconjunto compacto de int(dom(g)) N dom(h)

e ||x™ — %™ || = 0 quando k — oo, podemos concluir pela Hipotese A3 que ||[Vg(x™) —
Vg(x™ )| — 0 quando k — oo. Sendo assim, como &,, > &n, > 0, passando limite

quando k — oo em (3.62) e utilizando o Teorema do Confronto, concluimos que

Mk _ Nk
lim X=X (3.63)
k—o0 O(nk
Substituindo z = x™ — &y, Vg(x™*) em (2.5), e lembrando das seguintes substituigoes
Proxgn (x™ — &n, Vg(x™)) = J(x™, &n, ) € J(x™, &n, ) = X™*, obtemos que

Xk — kMK

— Vg(x™) € oh(x™*),

A

Ty
acrescentando Vg(x™) em ambos os lados da inclusao anterior, vale
X‘I’lk _ )A(Tl.k

- —Vg(x™) + Vg(x™ ) € Vg(x™) 4+ oh(x™*).

Gn,
Temos as seguintes informagoes X™ — x, [[x™ — x™|| — 0 e que pela Hipotese A2 o
gradiente é uniformemente continuo. Sendo assim, podemos concluir que ||[Vg(x™<) —
Vg(x™)|| — 0 quando k — oo.

Utilizando as informagoes anteriores, (3.63) e o Fato (A.1), quando k — oo, obtemos

X — XMk

— Vg(x™) + Vg(x™) € Vg(x) + oh(x).

A

ng
Dessa forma, 0 € Vg(x) + 0h(x). Logo, x € S*.
Além disso, fazendo algumas modificagoes no Lema (2.9) com x = x™, & = &y, €

oy = &n,, e recordando que J(x™, &, ) = X™ e X" T = J(x™* oy, ), obtemos
[ = M| = ™ = T G )| =[x = T o )| =[x — x|

sendo assim,

[ = %] > flx™ —x™H)

Como &g, > oy, > 0, entao

™ — & [l — x|
>

- > - > 0.
Gn, Gn,
||Xnk _ Xnk+l||
Utilizando (3.63) e o Teorema do confronto, temos que lim - = 0. Dessa
k—o0 O(nk
. o, ) eHXnk _ X'r1k+1 ||
forma, como &, = —g*, onde 8 > 0. Obtemos que, lim = 0. Logo,
k—o00 ank
) XMk Xnk+1
lim | | =0.

k—o0 O(nk
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Ty _ N t1
Ix x I = 0. Sendo

Sabemos que (F(x*)) ¢ monoétona nao-crescente e lim
k—o0 O(nk

assim, aplicando limite quando k — oo, em (3.55), temos

||Xnk _ Xnk—HH _

0 < lim (F(x™") —F(x*)) < lim M

k—o00 k—o0 (Xﬂk

0.

o que por sua vez, pelo Teorema do confronto implica que, klim (F(x”““) — F(x*)) = 0.
— 00
Portanto,

. ky .
{1, FO) = T 7o)

Portanto, em ambos os casos analisados acima, obtemos (3.52). Além disso, concluimos
que dado qualquer ponto de acumulacao da sequéncia (x*), a qual provamos que é Fejér
convergente em relacao ao conjunto solucao S*, pertence ao conjunto S*.

A prova do item (ii) segue de maneira anéaloga & prova do Teorema 3.1 (ii). Como
vimos anteriormente na prova do item (i), concluimos que se S* # (), entdo a sequéncia
(x¥) ¢ limitada. Além disso, todos os seus pontos de acumulacao sao solucoes. Agora,
suponha que S* = (), dessa forma qualquer subsequéncia de (x*) é ilimitada, pois caso
contrario, teria ponto de acumulacio e tal ponto seria solucao. Logo, ||x*|| — +oco quando

k — 4+o00. Além disso, segue da definicao de infimo que,

s:= lim F(x*) > inf F(x),
k—+o0 x€ERM

de forma que s existe pois (F(x¥)) é mondtona nao-crescente pelo Corolario 3.1 (ii) e
também ¢é limitada inferiormente. Vamos supor que s > ian (g + h)(x). Dessa forma,
xER™

podemos concluir que o seguinte conjunto
Stev(x%) :={x € dom(g) : F(x) < F(x¥), Vk & N},
nao ¢ vazio. Agora, aplicando o Corolario 3.1 (i) com x € Sty (x°), obtemos que
X = x||? = [X** = x|* > 204 [F(x*") = F(x)] >0,

k)é

o que por sua vez, implica que [[x* — x||? > [[x*"! — x||?, ou seja, a sequéncia (x
Fejér convergente para Sie,(x°). Chegamos em um absurdo, pois pelo Lema 1.1 (i) a
N . k 2 1- . d E . .1- . d L
sequéncia (x*) é limitada. Entretanto, supomos anteriormente que era ilimitada. Logo,

s = ieann(g + h)(x). Sendo assim,

lim F(x*) = inf F(x).

k——+o0 xXERM™
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A proposigdo a seguir mostra que, quando g é localmente Lipschitz continua (Ver

Definigao 1.3), o tamanho do passo ay é limitado inferiormente por um namero positivo.

A segunda parte desse resultado coincide em [|7], Observagao 1.2].

Proposicao 3.4. Seja (x*) e (o) as duas sequéncias geradas pelo método MPGY.

Suponha que S* # () e que a sequéncia (x*) estd convergindo para algum x* € S*. Se g €
Localmente lipschitz continua em torno de x* com mddulo L, entao existe algum K € N

tal que

§)
ock>min{oq<,f}, VvV k> K. (364)

Consequentemente, para k > K, a Busca Linear LS3(x*, ot_1,0) precisa de no mdzimo
logg (min{1, %}) PASSOS.
Além disso, se Vg for globalmente Lipschitz continua em int(dom(g)) N dom(h) com

modulo uniforme L, entao
) 0
ock2m1n{ocl,f}, vV k > K.

Nesse caso, a Busca Linear LS3(x*, aq_1,0) precisa de no mdzimo logg (min{l, %}) Passos

para qualquer K.

Demonstracao. Para justificar, vamos supor que S* # (), que a sequéncia (x*) converge
para algum x* € S* e que Vg é Localmente Lipschitz continua em torno de x* (Ver
Defini¢ao 1.3) com constante L > 0.

Seja algum ¢ > 0, tal que
IVg(x) = Vgy)ll < Llix —yll, ¥ x,y € B(x"). (3.65)

Onde B, (x*) é a bola fechada em R™ com centro em x* e raio €.

Como (x*) converge para x*, entao existe k € N tal que
[xF —x*|| < O e, Vk>K (3.66)
2490

Com 0 < 0 < 1 definido na Busca Linear 3. Sendo assim, vamos assumir que
) 0
X = min {(X,k_l, E} , vV k > K. (367)

Supondo por contradigao, que

. 0
K < min {ockl, E} .
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Concluimos que, o < ot_1. Dessa forma, o loop da Busca Linear 3 em (x*, o, ) precisa

de mais uma iteragao. Sendo assim, seja & = 3 e X% == J(x*, &), temos de (3.61) que

g(X*) > g(x*) + (Vg(x¥), %% —x*) + KHXK — %<2 (3.68)
K
Além disso, pelo Lema (2.9), obtemos
. . &
I = &5 = [ = T (x5, dad) || < =[x = T, o)
(%93
X
|
K

1
= SlxE =X

0

Sendo assim,

1
X" =5[] < gl ==
Sabemos que pela desigualdade triangular, vale ||&* — x*|| < [|** — x¥|| + [|x* — x*||. Dai

e da desigualdade anterior, temos

ok

1
I =l < gl = x|+ I =X

0

Utilizando a desigualdade triangular novamente, [|x* —x*1|| < ||x* —x*|| + [|x* —x*|,

obtemos

) 1
%% — x| < 5(ka —x*| I =)+ =

Utilizando (3.66) na desigualdade anterior, temos

Kk x 1 Oe Oe D¢
%= =x"l < 3 + +

0 240 240 2+0
b 20¢ N O¢ _ 20¢ N 0%¢
O 2+0 2+0 204+02 20-+02
_ 0%e+20e (07 +20)e
20402 02+20

Logo, [|%* —x*|| < e.

Dessa forma da desigualdade anterior e de (3.66) podemos concluir que xk, xk €
B.(x*). Logo, qualquer ponto intermediirio estd dentro da bola, ou seja, a combina-
cao convexa x* 4+ t(x* —x*) € B.(x*), com t € [0,1]. Aplicando o Teorema Fundamental
do Calculo em g, temos

1
g(x*) —g(x*) = J (Vg(x® + (%" —x})), &% —x¥)dt,
0
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acrescentando —(Vg(x*), % — x¥) em ambos os lados da igualdade,

g(x*) — g(x*) — (Vg(x"), %% —x¥) = d(Vg(xk (xR — %K), £ —xM)dt

Jo

Aplicando Cauchy-Schwarz na integral,

g(x*) — g(x") — (Vg(x*), % —x*) < | [Vg(x" + t(x"* —x5)) = Vg(x ) - [ —x"||dt

= | t||Vg(x*) — Vg(x")| - [|x* —x¥| at.

Utilizando a condigao (3.65), temos

1
g(x*) — g(x") — (Vg(x"), %" —x¥) < J EL - [R5 = - f[x* — xS dt

O que por sua vez, implica que

L
g(%") = g(x*) — (Vg(x*), %" —x*) < S[[x* — x|
Dai e de (3.68), concluimos
ook oz o Brox ke
_ < = _
SR =X < SR

como [|x* —%x¥|| # 0, pois se fosse igual bateria a desigualdade da busca. Sendo assim,

temos que ﬁ < %, isto é ofy > % Além disso, como & 1= ¢, obtemos oy, > %

|

Chegamos em um absurdo, pois supomos que &, < . Se existe algum H > K com
H € N tal que oy > %, obtemos de (3.67) que o > % para todo k > H. Caso contrario,
o < % para todo k > K, o que implica que oy = )1 = g para todo k > K, devido a
(3.67) e também & propriedade decrescente da sequéncia (o). Em ambos os casos, temos
(3.64).

Agora, suponha que a Busca Linear LS3(x*, a_1, 0) precisa de d repeticoes. Ou seja,

o = o109, Sendo assim, utilizando (3.64), temos que

. 0
k0% > o = o 10¢ > min {‘XK7 E} y
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0 que por sua vez, implica que

ocKed > min {ocK, %} ,

dividindo por ax > 0, temos 09 > min {1, %} Como ambos os lados da desigualdade

sao positivos, podemos aplicar logaritmo na base 8. Sendo assim, temos

0
l 4) <1 in<1, —
Oge( ) 0&¢g (mln{ ; O(KL}) ;

lembrando que o sinal mudou, pois 0 < 0 < 1. Utilizando identidade trigonométrica,

temos que a desigualdade anterior, se torna

0
d<1 indl,— 5.
oo <mn{ M})

Vamos supor que Vg seja globalmente Lipschitz com constante L, no int(dom(g)) N
dom(h) C int(dom(g)). Usando a Proposicao 2.2 (iii), podemos repetir o argumento

acima sem nos preocuparmos com ¢, kK e substituir (3.67) por

04, = min 9
k = ;L .

Sendo assim, sob a hipotese de que o gradiente de g ¢ globalmente Lipschitz continuo,
a Busca Linear ¢ bem definida e termina ap6s um numero finito de redugoes em cada
iteragao. Além disso, os tamanhos de passo gerados pelo método admitem um limite

inferior positivo uniforme, nao se aproximando de zero ao longo do processo iterativo. [

Em seguida, apresentamos a complexidade assintotica o(k™!) do método MPG4 [[20],
Teorema 3|, mas sob as suposigoes consideradas nesse trabalho e considerando que Vg é
Localmente Lipschitz continuo. A complexidade permanece valida ao substituir a condigao
local de Lipschitz por a de que o tamanho do passo (o) é limitado por um nimero
positivo. Veja a Proposicao 3.4. Esta ideia foi iniciada em [|9], Teorema 4.3] em dimensoes
finitas e estendida a diferentes tipos de Busca Linear em espago de Hilbert em [[32],

Corolario 3.20]. Agora, estudaremos a convergéncia sublinear do MPG4.

Proposicao 3.5. Seja (x¥) a sequéncia gerada no método MPG4 . Suponha que S* # ()

e que Vg € Localmente Lipschitz continuo em torno de qualquer ponto em S*. Entao

lim k[F(x*) — min F(x)] = 0.

k—o0 x€ER™



Capitulo 3. Método Proximal Gradiente com Buscas Lineares Implicita e
Explicita 73
Demonstracao. Temos pela Proposicao 3.4, que o é limitado inferiormente por algum

o > 0. Sendo assim, tomando x* € S§* e fazendo a substituicao de x = x*, obtemos do

Corolério 3.1 (i) que
[} —x* |2 — [IxT — x| = 2a[F(x ) — F(x*)] > 0. (3.69)

Como |[x* — x*||? é decrescente, temos que ([|x* — x*||?) converge, j4 que a norma é
decrescente e limitada inferiormente por 0. (Teorema da convergéncia monétona). Dado
¢ > 0, existe K € N suficientemente grande, tal que [|x*™ —x*||? — ||x* —x*||* < ¢, para

qualquer k € N. Sendo assim, de (3.69), temos
€ > HXK _X*H2 _ ”XK+k _X*HQ > 20([F(Xk+1) _ F(X*)] > 07

aplicando o somatorio de L = K a (k+ K — 1), temos a seguinte soma telescopica.
k+K—1
2 [xXK —x|P = T =P = Y ([ =)
1=K
k+K—1

>20 Y [F(x') —F(x)].
1=K

Como (F(x*)) é monétona nao-crescente, ou seja, F(x¥) > F(x*+X)

k
(K+k)

, temos que

£ > 20k[F(x*%) — F(x*)] = 2 (K + k) (F(x*T%) — F(x*)),

0 que por sua vez, implica que
£ > 2ka(F(x*T%) — F(x*)),

sendo assim,

aplicando lim sup com k — oo

lim sup(K + k) (F(x*™%) — F(x*)) < —.
k—o0 20

Como K nao afeta o limite, temos
lim sup k(F(x*) — F(x*)) < —.
k—o0 20
E como F(x*) > F(x*), o limite inferior ¢ nao negativo, logo

0 < liginfk(F(xk) — F(x*)) < limsup k(F(x*) — F(x*))

k—o0

— Jim sup(K + k) (F(x**%) — F(x")) < —.
k—o0 20(
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Fazendo ¢ > 0 arbitrario tender a zero, pelo Teorema do Confronto, temos

lim k(F(x*) —F(x*)) =0,

k—o0

como x* € §*, temos

lim k(F(x*) — min F(x)) = 0.

k—o0 xeR™

Como queriamos demonstrar. O



Capitulo 4

Analise de Complexidade

O presente capitulo destina-se a abordar os resultados de analise de complexidade “pior-
caso” dos métodos MPG1, MPG2 e MPG3 no que diz respeito aos valores funcionais.
O estudo de complexidade pior-caso é importante na literatura relacionada pois ele oferece
uma garantia teodrica robusta sobre o desempenho maximo de um algoritmo, mesmo sob

as condi¢oes mais adversas ou desafiadoras.

4.1 Analise de Complexidade do MPG1

Apresentamos a anélise de complexidade do MPG1. Sob a suposi¢ao de que os compri-
mentos de passos gerados pelo procedimento de Busca Linear 1 sao limitados inferiormente
por um numero positivo, a seguinte analise ir4 mostrar que o erro esperado do valor de
custo na k-ésima iteracdo em relacao ao valor 6timo é da ordem o(k~!). Para maiores

detalhes, o leitor também pode consultar [9].

Teorema 4.1. Sejam (x*) e () as sequéncias geradas pelo MPG1. Suponha que

S* £ e que existe a« > 0 tal que . = & > 0 para todo k € N. Entao, temos

1 [dist(x?, $*)]?
(9+h)(xk)—g€1]iRrT11(g+h)(x)<%w, vk € N. (4.1)

Em particular,

lim k[(g + h)(x*) — min (g +h)(x)] = 0. (4.2)

k—o0 xeR™

Demonstracao. Para qualquer x* € S*, pela Proposigao 3.1 (i) e do fato que 6 € (0,1/2),

75
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temos:

1
0 2 (9 +h)(X*) - (9 +h)(xl+l) 2 TM(HXI_H _X*”2 o Hxl _X*H2 + (1 o 25)”7{1 _Xl—|—1”2)

1
P TM(HXLH — X2 =[xt = x* ).

Sendo assim,

1
0> (g+h)(x)—(g+n)x") > g(HXl+1 =X =Xt =x7)%, VIeN.  (4.3)
1

Agora, por hipotese, supomos que &, > «, entao 0%1 < %( Por outro lado, foi provado

anteriormente (veja Teorema 3.1 (i)) que a sequéncia gerada pelo método MPG1 é Fejér
convergente em relagdo ao conjunto solugao S*, em particular, podemos concluir que
[xFE —x*||2 — |Ix! — x*|| <0, para todo x* € S* e 1 € N. Entdo,

1

?1 (I = = It =x[l) = — (I =1 = [IxE = x"))-

1
o
Dai, pela desigualdade anterior e (4.3), temos que

1
0> (g+h)(x")—(g+h)(x"") > %((HXl+1 =X * = fIxt = x|

Dessa forma, aplicando somatoério na desigualdade acima de 1 =0,1,2,--- . k—1, obtemos

uma série telescopica no lado direito que nos fornece

k—1
1
(g +1)() = (g + M) = o (X" =x7|I* = X" = x7[1*),
1=0
reorganizando, temos
k—1 1
[(g+h)(x") — (g +h)(x")] < ﬁ(llXO =X = [ = %) (4.4)
1=0

Agora, observe que pela Proposicio 3.1 (ii), vale (g + h)(x'*™!) < (g + h)(x!) para todo

Ll < k—1. Em particular,

=~
—_

(g+h)(x'") > k(g +h)(x9).

,_‘
Il
)

Da equagao (4.4) e da desigualdade anterior, temos

Kllg + W) — (g + R < oo (b =<0 = i =< ),

como [|x* —x*||? > 0, entdo a desigualdade anterior, se torna

Kl(g + R)0) — (g + M) ()] < 5 —x'|P). (4.5
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Podemos perceber que ndo importa como escolhemos x* € S*; o valor 6timo (g+h)(x*) =
m%zn (f+g)(x) é fixo. Sendo assim, utilizando (4.5) e a definigao de distancia de um ponto
X€ER™

a um conjunto, temos

— 01|12 : 0 Qx*\12
ey =P 1 st 5]

Ky < —
(9+R)(x*) — min (g +h)(x) < Soyrss K 20 k ’

0 que por sua vez, implica que
1 [dist(x?, S*)]?

(9+ M) (x¥) — min (g +h)(x) < 5>,

provando assim, (4.1). Agora, vamos provar a segunda parte do Teorema. Vimos ante-

riormente, pelo Teorema 3.1 que a sequéncia (x*) converge para algum x* € S*, isto &,

|[x*—x*|| = 0 quando k — oco. Etéo, dado ¢ > 0, existe K € N tal que ||x* —x*|| < ¢ para

todo k > K. Para qualquer 1 > K obtemos da Proposicio 3.1 (i) que ||x'—x*|| > [[x"1—x*||
juntamente com (4.3) que
1
0> (g+R)0) = (g + W) > o (e =] = Jx =)
1
1 * * * *
= 5o (=7l It =) (I = = I = x71)
1
1
2 —— 9 XL+1__X* XL+1__X* _ xl__x*
Sl = (I = = =)
1 * * *
= — X" =T =] = =X
x1
€ . "
> — (I =T = X=X,
o

Dessa forma,
0> (9+R)(x) = (g + R > = (Ix! =x*| =[x =x*])).

Aplicando somatorio na desigualdade acima de 1 = K, K+1,..., K+ k—1., obtemos uma

série telescopica no lado direito que nos fornece

K+k—1
> lg+h)(x)—(g+h)")] > é(llxK+k —x*|| = ||} = x*])), (4.6)

1=K
como (g+h)(x') = (g +h)(x'"1) para 1 < K +k — 1, temos

K+k—1

D g+ = klg+h)( ).

1=K

Sendo assim, utilizando essa informacao em (4.6), encontramos
* € " .
kl(g+h)(x*) — (g +h)(x*T9)] > a(”xK+k — x| — [|x* —x*|)

> — S X=X
(06
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Como sabemos que ||x* —x*|| < ¢, entdo

82

kl(g +h)(x") = (g +h)(x )] > 0

0 que por sua vez, implica que

k(g + W) — (g + ) < &

Agora, multiplicando por % > (0, em ambos os lados da desigualdade anterior, temos
. K+k ¢
(K+1l(g + M) = (g + R (¥ )] < == - =,
tomando lim sup com k — 400, temos
K+k &2

limsup(K +k)[(g + h)(x* ™) — (g + h)(x*)] < limsup

)
k—+o00 k—+o00 k (06

como temos K fixo, o limsup ao longo de K 4 k é igual ao limsup ao longo de k, sendo

assim

limsup k[(g +h)(x*) — (g +h)(x*)] = limsup(K + k) [(g + ) (x" ) — (g + h)(x")]

k—+o0 k—+o00
. K+k &2 g2
< lim sup —_=—,
k—s+too K x

como € > () é arbitrario, vale

lim sup k[(g + ) (x*) — (g + h)(x")] <0.

k——+o0

Temos também que (g + h)(x*) > (g + h)(x*), pois x* € S*. Sendo assim, h}?l infk[(g +
— 00
h)(x*) — (g +h)(x*)] > 0, dessa forma

0 < liminfkl(g +h)(x*) = (g + ) (x*)] < limsupk[(g +h)(x*) = (g +h)(x*)] <O0.

k——+o0

Dessa forma,

lim Kl(g+h) () = (g +h)(x')] = 0,

0 que por sua vez, implica que

lim k[(g + h)(x*) — min (g + h)(x)] = 0.

k—o0 xeR™

O que verifica (4.2) e completa a demonstra¢ao do Teorema. O
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Vale mencionar que a taxa o(k™!) foi obtida em [21, 22, 23]. Anteriormente ao utilizar
o método do ponto proximal para resolver o Problema 2.1 com g = 0. Nosso resultado
acima poderia ser considerado uma extensao de alguns resultados desses artigos, em par-
ticular, [[22], Corolario 3.1|, para o quadro mais geral do (2.1) com Busca Linear. Quando
os tamanhos dos passos nao sao limitados inferiormente por uma constante positiva, dis-

cutimos a possivel validade da mesma complexidade da seguinte forma.

Observagao 4.1. Surge a sequinte questao do Teorema acima: podemos ter a comple-
zidade o(k™Y) da diferenca (g + h)(x*) — ){rel]iRI%(g + h)(x) quando lilzri)iorolf = 07 Suponha
que (x*) converge para algum x* € S*. Veja o Teorema 3.1. Analisando cuidadosamente
a demostragao de (4.1) presente no Teorema (4.1), observamos que a complexidade de
o(k™1) permanece quando a sequinte condicao € vdlida: Existe A € [—1,1) tal que
lim sup —HXk — < +o00, (4.7)
k—o00 Xk

0 que pode permitir que Xy se aproxime de 0.

Temos que (4.7) vale quando oy € limitado inferiormente por um numero positivo.
O exemplo simples a seguir mostra a possivel validade de (4.7) mesmo quando o — 0
a medida que k — co. Assim, a complexidade o(k™!) dos valores da funcio permanece
verdadeira no exemplo abaixo. No entanto, em geral, verificar (4.7) pode nao ser trivial,

uma vez que x* é desconhecido.

Exemplo 4.1. Seja:

1
1+

g(x) X" com 0<p<1l e h(x)=238m(x).

Observe que nesse caso o problema (2.1) tem solucao unica, sendo estd x* = 0. Podemos
perceber também que para x > 0, temos que esse problema se resume a um problema

restrito no qual recorremos a um problema irrestrito do tipo

min h(x) + 80,00) ().

Sendo assim, temos
. 1 9
J(x, &) = proxan(x — aVg(x)) =arg min h(y) + —[ly — (x — aVg(x))||
yeRrn 2x

. 1 9
=arg min §joc)(y) + 5|y — (x —aVgx))[*,
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como x > 0, entao

1+

Vi) = g'0x) = DT = =7, (48)

dessa forma, a igualdade anterior se torna

1
= 1 _ — — P 2
J(x, @) = arg min §.0)(y) + 5 [ly — (x — eox?) |

ye
1

—arg min —|ly— (x — oaxP)|?

5 min Ly = (x— )|

= P[Oyoo)(x — OCXP)

= max{x — axP, 0}.

ou seja,

X1 = J(x, ) = max{x — axP, 0}. (4.9)

Para que nao haja confusao entre a sequéncia do MPG1 e a da itera¢ao, vamos escrever
(xx) em vez de (x¥). Com o intuito de evitar o caso trivial, vamos supor que xx > 0 para

todo k € N. Pois, caso contrdrio se xx =0, temos
X1 = J(xk, oac) = max{xyx — ogexic”, 0}
= max{0 — xg07, 0}
= max{—ag, 0}

=0.

Dessa forma, a sequéncia estacionaria em zero, para toda iteracao sequinte, o que acaba
sendo trivial, pois a solugao otima x* = 0, jd foi alcancada e o algoritmo nao precisaria

continuar. Sendo assim, supondo que xi > 0, temos
0< Xk+1 = Xk — ockxi < Xk,

pois, o >0 e xx > 0. Sendo assim, utilizando o procedimento de Busca Linear 1 (2.11)
com (4.8), obtemos

o[ (T0x, &) —xicP | < BT (%, o) — xael,

0 que por sua vez, implica que

o[ XE 11 — XLl < 8l xacrn — x| (4.10)
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Aplicando o Teorema do Valor Médio na func¢ao auxiliar @(t) = tP no intervalo entre Xy 1
e Xx. Utilizando uma combinacao convexra entre os pontos Xyx e Xxi1, podemos concluir

que existen € [0,1] e c =Nxy1 + (1 —M)xy, tal que

@ (xs1) — @(xi) = @'(e) (Xpq1 — Xx),

dessa forma, aplicando a norma euclidiana em ambos os lados da igualdade anterior,

temos
IXpo1 — Xkl = X1 — xxl - pm(xiqr) + (1 —)xlP

reorganizando, temos
xR — xRl = e — xil - pn(xicir —xi) + x|, (4.11)
como M(Xiq1 — Xi) + x| = |xi| temos que,
X1 — Xkl P - MO — xi) +xxPH = i — xad - p - P
Utilizando (4.11) e a desigualdade anterior, temos
XD — XPI = Ixaer — Xl - p e xaP
Dai, e de (4.10), temos que
Sxiq1 — Xil = oelxf ., — xR > oxelxierr —xxl - p - [P,
0 que por sua vez, implica que
SPxicr1 — Xl = otclxasr —xal - p - P

Como vimos anteriormente Xy 1 < Xik. Sendo assim, podemos dividir a desigualdade
anterior por Xy 1 — x| # 0, obtendo assim, & > i - p - [xi [P~ 0 que por sua vez, pode
ser reescrita como, o < 8- pxi['7P. Supondo que xic — 0, quando k — co podemos
concluir que ogc < 8 - p Hxi/'"P — 0, quando k — oo, logo o — 0. Dessa forma,
podemos supor sem perca de generalidade que xy < ©.

Vamos definir & := %% e X1 = J(xk, &). Sendo assim, utilizando a Busca Linear

0
1 (2.11), obtemos

ot | Vg(J (xk, 6u) — Vg(x)| > 8] (xx, &) — xicl-
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Lembrando que Vg(x) = xP, temos
o0l (T (xic, &i))P — xP | > 8T (i, &) — xxel,
0 que por sua vez, implica que
ol Xh 1 — xRl > 8%yt — xil. (4.12)
Utilizando (4.9), temos que 0 < X411 < X, pois

. o X
J(xx, &) =] (xk, Fk) = max {xx — oix}, 0}.

Sendo assim, temos dois casos possiveis para o valor de J(xy, &y ).

Caso 1: J(xy, &) =0,

0 < X1 = J(xx, &x) = max {x, — & (x)?,0} =0

dessa forma, 0 < X1 < Xk
Caso 2: ](Xk, &k) = Xk — oékxE,

temos que dy = ¢ >0 e xc > 0 entdo
0 < ﬁk"’l < Xk.

Supondo que X1 > 0, temos X1 < X elevando a potencia p, temos Xj., < X}
dessa forma,
xp —xb., > 0. (4.13)

1
7 Rkt

1
'X.k7

dessa forma All,p > %p, 0 que por
Xk+1 Xy

como Xxi1 < Xk, podemos concluir que >

sua vez, implica que fci: > xﬁ_l, dividindo a ultima desigualdade por X1, temos
RP >R R
Dai e de (4.13), obtemos
0<xP—%P,, <xP =% % = X0 (e — Raean),
multiplicando por & > 0 e usando (4.12),

el xic [P e — K| > Gk — %P, | > 8% 1 — xil,
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dessa forma,

e xi P e — K| > Ok — xal,

como |Xxs1 — Xkl # 0, pois Xxy1 < X, podemos dividir a desigualdade anterior por

X1 — Xx|, sendo assim, obtemos que & < Su|xk [P~ como & = %k, temos Sk >

07 |Xk|p xxlp—T7
reorganizando, obtemos % > m, 0 que por sua vez, implica que % > M. Temos
por hipdtese que x* =0 e pela Busca Linear 1 que b € (0, %) dessa forma,

1 =17
0 0673
Fazendo N = —p € [—1.1) e passando lim sup quando k — +o0o na desigualdade anterior,
obtemos (4.7)
. XK —x | (1+A)
lim sup ——— < +o00.
k—+00 Ky

Como queriamos demonstrar.

Proposicao 4.1. Seja (o) a sequéncia gerada pelo MPG1. As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

(i) Se o gradiente de g é globalmente Lipschitz continuo (1.3) em dom(h) com constante

L > 0, entio o« > min{o, %} para todo k € N.

(11) Suponha que S* # 0. Se Vg(x) € localmente Lipschitz continuo em qualquer x € S*,
entao existe x* € S* tal que

o . 50
liminf o > min ¢ 0, — ¢,

k——+o0 L

onde L > 0, é uma constante de Lipschitz de Vg ao redor de x*. Consequentemente,

existe « > 0 tal que o, > «, Vk € N.

Demonstracao. Vamos supor que Vg seja globalmente Lipschitz continuo com constante
L > 0. Se ax < 0, vamos definir & = %= > 0 e ¥* = J(x*, &). Combinando essas

informagbes com a Busca Linear 1 (2.11), obtemos

o[ Vg(x*) — Vg(x )| > 8[|%* —x*|. (4.14)

Observe que [[&* — x¥|| # 0. Pois, caso contrario terfamos %% = x*, no qual fazendo

estas substitui¢oes em (2.7), implicaria que 0 € Vg(x*) + 0h(x*), ou seja, x* € S*, o que
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contradiz a falha da condi¢ao da Busca Linear para o passo &i. Além disso, como Vg é

globalmente Lipschitz continuo com L > 0, temos
IVg(x*) — Vg(x")| < Lx*—%¥||, VkeN.
Dai, e de (4.14), temos
BII%* — x|l < duc[Vg(x¥) — Vg(x )| < ducL|]x" —=%¥[,

sendo assim,
8% —xM|| < duL[Ix* —x¥[,

como [|** —x¥| # 0, entdo podemos concluir que & < éxL. Temos que &y = %= > 0,

(Xkl_

sendo assim 6 < 5

, 0 que por sua vez, implica que o, > %, quando o, < 0. Logo,

2 in {0,
Xk = min O',L .

Como queriamos verificar no item (i).
Para provar o item (ii) vamos supor que S* # () e que g é localmente Lipschitz continua
em qualquer ponto de S*. Pelo Teorema 3.1, (x*) converge para algum x* € S*. Como

temos que Vg é localmente Lipschitz continuo em x*, entao existem ¢, L > 0 tal que
IVg(x) = Vg(y)l| < Lllx —yll, Vx,y e Be(x). (4.15)

Onde B, (x*) ¢ a esfera fechada em R™ com centro x* e raio €. Dessa forma, como (x*)
converge para Xx*, entao existe K € N tal que

0
< — x| < 2+—€e <& Vk>K (4.16)

Com 0 € (0,1) definido anteriormente na Busca linear 1 (2.11). Seja k > K qualquer,
se oy < 0, analogamente & primeira parte, definimos &y = G > 0 e Xy := J(x5, éq).
Sendo assim, fazendo estas substitui¢oes na Busca linear 1, obtemos novamente (4.14).

Utilizando o Lema 2.2, temos que

A

N Xk
X = J(x*, & < a—kak — J(x*, o) ||,

dessa forma,

. 1 1
I = 25 < b = 0, e | = gl = x
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0 que por sua vez, implica que

A 1
Ixk =54 <

ka o Xk+1||.

Somando [|x* —x*|| em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos
R B A R ey |
Dai, utilizando desigualdade triangular, temos
I =[] < IRF =)+ [ =7 < éHXk =X+ I =l (4.17)
Aplicando a desigualdade triangular em ||x* —x**1|| e utilizando (4.16), temos

[ — X o — x| 4 ] — x|
Oe O¢
< + .
2+0 2406

Pois, (4.16) vale para todo k € K. Sendo assim, vale para k = k 4+ 1. Dessa forma,
utilizando a desigualdade anterior e (4.17), obtemos

l 20¢ . O¢
0 2+06 2460

2 O¢e
_2+9+2+e
_e(2+0)

~ o0

I =] < IRF =+ [ =] <

Logo, ||%% —x*|| < &. Ou seja, ** € B.(x*). Temos de (4.16) que ||x* —x*|| < ¢, sendo

assim, x* € B¢ (x*). Dessa forma, de (4.15), como %* e x* € B, (x*), vale
IVg(x*) = Vg(x“)|| < LIx* —x¥||.
Dai, e de (4.14), obtemos
B[%* —x¥|| < e[| Vg(x*) — Vg(x")|| < ducL[[x* —x¥]],
0 que por sua vez, implica que
SII%" — xM|| < dqcL||x* — %6

Como vimos anteriormente || —x¥|| # 0, dessa forma, utilizando a desigualdade anterior

temos & < &L. Como & = %, concluimos que oy, > e—f’. Consequentemente, como

Xy < 0, obtemos o > min {0, 2}, Vk > K. Dessa forma,

. ) 06
liminf og > min< o, — ¢ .
k—o00 L



Capitulo 4. Analise de Complexidade 86

Como queriamos, agora como & > 0 para k € N, temos que

. 00
oK = oc::mm{oq,...,ocK,T,G} > 0.
Dessa forma, o, > «, para todo k € N. Concluimos assim, a tltima parte da proposicao.

]

Vale lembrar que a suposi¢ao da Proposigao 4.1 (i) de que Vg é globalmente Lipschitz
continua em dom(h) também ¢é suficiente para a Hipotese A2. As suposi¢oes da Pro-
posi¢ao 4.1 (ii) certamente nao sdo suficientes para garantir a Hipotese A2. No entanto,
existem muitas classes amplas de fungoes que satisfazem todas elas. Por exemplo, quando
dom(h) é fechado, uma fungao g, que é diferenciavel com gradiente localmente Lipschitz
continuo em dom(h), satisfaz todos os requisitos; veja também a Proposigao 2.1.

O Teorema 4.1, junto com a Proposicao 4.1 e os Teorema 4.2, nos levam ao seguinte

resultado.

Corolario 4.1. Seja (x*) a sequéncia gerada pelo MPG1. Adicionalmente, suponha que

S* #£0.
(i) Se o gradiente de g for globalmente Lipschitz continuo em dom(h), entio temos

(g +h)(x*) — min(g+h)(x) = O(k ™).

x€eRM

(11) Se o gradiente de g é localmente Lipschitz continuo em S*, entdo temos

(g +h)(x*) — min(g+h)(x) = o(k™).

Obtemos convergéncia linear quando os tamanhos de passo sao limitados inferiormente

por um numero positivo e ou g ou h é fortemente convexa (ver, Observagao A.1).

Teorema 4.2. Sejam (x*) e (o) as sequéncias geradas pelo MPG1. Suponha que

S* £ 0, que existe & > 0 satisfazendo o, > o > 0 para todo k € N, e que g ou h ¢

fortemente convexa com constante u > 0. Entao S* = {x*} € um conjunto unitdrio e

x| e
v1+ap

k+1
|Ix x5 —x*|| < ( ) IX° —x*||, VkeN. (4.18)

1
< —
ST+ ap

Ou seja, a sequéncia (x*) converge para x* com a taxa linear < 1. Consequen-

1
V14 ap

temente, se g ou h € fortemente convexra e Vg € Localmente Lipschitz continua em S*,

entio (x*) converge linearmente para a tnica solu¢do dtima.
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Demonstracao. Temos que g ou h sao fungoes fortemente convexas com constante p > 0,
entao a soma g + h também ¢é fortemente convexa com constante p > 0, em particular
g + h é estritamente convexa. Logo, temos também que $* é um conjunto unitéario (isto

é, S* ={x*}). Além disso, usando a Proposi¢ao 3.1 (i) com x = x*, temos que
Ik =72 > I — X2 + 206l + R) () — (g + ) (x7).
Agora, utilizando a convexidade forte de g + h, o qual nos permite concluir que temos

(g+h)(x*") = (g +h)(x*) = &[x*" —x*||%. Dessa forma, subtituindo na desigualdade

anterior, obtemos
[ =12 = [ =) 4 oaep X — X%,
0 que por sua vez, implica que
[ = X2 > (14 o) [ — x|

Reorganizando e utilizanto o fato que o > «, temos

k+1_X*||2 < HXk_X*H2

, oo, u>0.
S Tran 28

I

Aplicando raiz quadrada de ambos os lados, concluimos que

k+1 %

1
IIx x| € ——|Ix"* — %7 (4.19)

Temos que para k =0 em (4.19), obtemos

|

1
xh—x*[| < \/ﬁtﬂxo—x

Para k =1,
e = x|l € X! — x|
V14 op
1 1 0 *
< %" —x*|
VI+oap \V1+ap
2
<(———) | —x
SA\VIFan '
Para k = 2,

I — x|

1
3 *
X — X < ——
| ||\\/1+oq4

< ! ( 1 )Wﬂ—vn
S VI Fop \\VT+apn

3
< ; 0 _ *
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dessa forma, em k = k 4 1, obtemos a partir de (4.19) que

1 1 k+1
k+1 * k * 0 *
HX + — X H gTaHHX — < (m) ||X —X ||, Vk e N.
como queriamos demonstrar. ]

Como a condi¢do x = J(x, &) para & > 0 é necessaria e suficiente para que x seja uma
solugao 6tima do Problema 2.1 (veja Observagao 2.2), ¢ interessante estudar a complexi-
dade de [|x* — J(x*, a4 )|| para o método MPG1. A velocidade da convergéncia obtida

abaixo nao é afetada pelo comportamento dos tamanhos de passo o.

Teorema 4.3. Sejam (x*) e (o) as sequéncias geradas pelo MPG1. Entdo temos

hmmf\/_ [x* —J(x*, )| = 0. (4.20)

Demonstragao. Vamos supor que nao ocorre (4.20). Sendo assim, o limite inferior nao é
zero, ou seja, podemos encontrar um nimero € > 0 tal que para algum K € N suficiente-

mente grande, temos vk|[x* — J(x*, o )|| = €, 0 que por sua vez, implica que

£
% = J(x*, g || = N vk > K.

Sendo assim, elevando ambos os lados da desigualdade anterior ao quadrado, obtemos

£
X = T, )| >

aplicando o somatoério de k = K até +o0, temos

o o
1
Z [} —J(x5, o) ||? = €2 Z i = oo, —série divergente.
K=K

Sendo assim,

SR = J(x*, o) |2 = +oo. (4.21)
k=K

Por outro lado, utilizando a Proposigao 3.1 (ii), obtemos para todo k > K, que

(g + R ) — (g + h)(x4)] < — (ﬂ) T — |2,

(%99

o qual por sua vez, reorganizando os termos e usando a identidade em (3.1) implica que

P < =g+ (") — (g +h) ().

k_ k 2 _ ||vk -
[ =T, cu) [P =[x = <
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Agora, como pelo MPG1 o < 0, entao para todo k € K, temos que a desigualdade
anterior se torna,

o

= [(g+ (¥ = (g + )]

[ —J(x* — o)||* <

Somando a desigualdade anterior de ambos os lados para k =K, ... N, temos

N N
Y I — I < 2 Y (g RE) — (g + ] (4.22)
k=K k=K

Agora, escrevendo o somatoério do lado direito, obtemos a seguinte soma telescopica,
> [(g+n)x5) = (g+h) ()] =(g+N)(x") = (g+h) (N
k=K

< (g+h) () = (g +h)(x").

Sendo assim,

N

D [g+M)() = (g+ R ] < (g+h) (F) =g+ (M) < (g+h) (x*)—(g+h) (x").
k=K

Dai e de (4.22), tomando o limite com N — +o0 temos,
Z I =0 — )P < T llg + M(x") — (g + ) (x")] < +oo,
absurdo, pois contraria (4.21). Logo,
ngi(gfﬁo [x* = J(x*, )| = 0.

Como queriamos demostrar.

4.2 Analise de Complexidade do MPG2

Nesta segao, de forma analoga a segao anterior iremos tratar dos resultados de com-
plexidade pior-caso relativos ao método MPG2, comprovando, no que diz respeito a

complexidade que as alteracoes estudadas melhoram a complexidade do método.
<) %) as sequéncias geradas pelo MPG2. Suponha que

Teorema 4.4. Sejam (x*) e (x

S* £ e exista o« > 0 tal que . = & > 0 para todo k € N. Entdo, temos
2(fIx —x*[|2 + 2a[(g + M) (x°) — min (g + h)(x)])

(9+h)(x) — min(g +h)(x) < T ,

para todo k € N.
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Demonstragao. Seja x* € S*. Pelo Lema (A.1) (i) temos que, % < k%q’ reorganizando,

temos ty > % fazendo k = k+ 1, obtemos ty, 1 > % 0 que por sua vez, implica que

tp = L
Como ty ;1 = 1, podemos concluir que t[}rl € [0, 1]. Utilizando a convexidade de g, e

o fato de x* e x* pertencerem ao dom(g), encontramos a seguinte conbinacao convexa,
_4—1 % —1 k
x =t X"+ (1=t )x" € dom(h).
Aplicando a Proposic¢ao 3.2 para esse novo x, obtemos

o U = (chx” (1=t DX = Hly™ = (e + (1=t )x5)IF)
< (g+h)(tf x* + (1=t )x") — (g + h) (x*)

=t 1, (g+h)(x)+ (1 —t.1)(g +h)(xF) — (g+h)(x*),

reorganizando, temos

(g+h)(x") = (g +M)(x") + tig, (g +h)(x*) + (1 =t ) (g + h) (x*) — (g +h) (x*)

1 1 _ _
> Yor (HXkH - (tk—bl—lx +(1 _tkil)xk)|’2 ly* — tk+1X +(1 _tkil)xk)”Q) ;

multiplicando o lado direito da desigualdade anterior por ti 41 Do numerador e denomi-

nador, obtemos

(1 —tip)[(g +h)(x¥) = (g + M) (x*)] = [(g + h) (x*") — (g + h) (x")]
1

> o (™! = (" + (e = DX * = teay® = (¢ + (e = DX
ety

Multiplicando por t3 ,, temos
1 K+
Yo (Htk+1X — (X" + (ter — D)x ” - Htk+1y — (X" + (ter — D)x ” )
Xk
< (4 — b)) (g + R)(X) = (g + h) (X)) — t5 1 [(g + R (™) — (g + M) (x")],
usando (3.23) e o Lema (A.1)(ii), temos
1
Do (Mt = (s — DX =X = [[trepax® — (B — Dx* " = x*|)

k
<(thr =t (g + ) (xF) — (g + h) (x*)] — ., [(g + h) (x1) — (g +h)(x")]
=(t% + tier — tis)[(g + M) () = (g + R ()] =t [(g + R) () — (g + h) (x*)]

=(t¢l(g+h)(x*) = (g +h)(x)] =t [(g + R)(x*™) — (g + h) (x")]).
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Sendo assim, multiplicando por (-1), temos
[teeix® — (e — Dx* 1 = x*)|? — [t x™ ™ = (e — Dx* —x*|)?
> 2ot [(g + M) (x1) — (g + h) (x")] — £2[(g + h)(x*) — (g + h)(x"))
= 2oty [(g + ) (X = (g + M) (x)] — 2 (g + h) (x*) — (g + M) (x)],
como o = o1 = LS1 (U5, o4, 0,8) e (g +h)(x*™) — (g + h)(x*) = 0, temos
[t — (e = 17 = x* |2 = [t — (g — Dx —x7|?
> 200011t [(g + h) (XY — (g + h) (x")] — 2a4.5E [(g + M) (x*) — (g + h) (x*)].
Reorganizando a desigualdade acima e aplicando indugao em k decrescendo, obtemos
2001t 4[(g + R (X)) — (g + h)(x")]
< X T = (e — DXF = x| + 200017 4, [(g + R) (X
— (g +h)(x7)]
< It = (te — DX = %P + 20087 [(g + M) () — (g + h) (x*)]

< ltox? = (to — Dx T = X2 + 200t5[(g + M) (x°) — (g + h) (x7)],
como ty = 1 pelo MPG2, temos

200121 [(g + M) (X)) — (g + h)(x)]
<x° = (1= D)x " —=x*| + 2001%[(g + M) (x°) — (g 4+ h) (x.)]

= [[x" = x*[I* + 200 [(g + h) (x") — (g + M) (x")],
lembrando que xx < o, Vk € N, temos
200t [(g + ) (x*) = (g + h)(x)] < [X* = x*[|* + 20((g + h) (x") — (g + ) (x")],

usando o fato de x* € §*, a desigualdade anterior e o Lema A.1 (i), obtemos

(9+M)(x*) — min(g+h)(x) < 2oiti(”xo = x|+ 20((g + M) (x") — min (g + h)(x))

4
< 0_ * |12
RS

+20((g +h)(x) — min (g + h) (x)))
% (X" =x[1* +201(g + ) (x") — min (g +h)(x)])

<
(k+1)2

para todo x* € §*, como queriamos demostrar. O
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Podemos perceber com este Teorema que o erro esperado dos iterados gerados pelo
MPG2 apos k iteracoes é o(k~?) quando os tamanhos dos passos sao limitados inferior-
mente por uma constante positiva. De maneira semelhante a Proposicao 4.1, provaremos
no resultado seguinte, que tal requisito é satisfeito sob a suposicao de Lipschitz global so-
bre o gradiente de g. A complexidade o(k~2) para o método acelerado, de maneira similar
(3.23)-(4.15), foi obtida recentemente em |2, 18] sob a suposicao de Lipschitz global. Seria
interessante combinar sua tecnica com as nossas para uma complexidade semelhante sob

a suposigao mais fraca de continuidade de Lipschitz local, como na Proposi¢ao 4.1 (ii).

Proposigao 4.2. Seja (xyx) a sequéncia gerada pela Busca Linear 1 em MPG2. Se o
gradiente de g for globalmente Lipschitz continuo em dom(h), entao existe algum o > 0

tal que o > « para todo k € N.

Demonstra¢ao. Vamos supor que Vg é globalmente Lipschitz continuo no dom(h) com
constante L > 0. Como oy é a sequéncia gerada pela Busca Linear 1, entao sabemos que
é nao negativa, decrescente e limitada, logo existe « tal que o — o« quando k — +o0.
Sendo assim, se & < % podemos encontrar K € N tal que o < %, Yk > K. Vamos
definir &y = & > 0e g* = J(U*, &) = proxg, n (U*—&Vg(y*)) € dom(h). Se oy < oty

para k < K temos pela Busca Linear 1 (2.11), que
6llVg(g*) — Vg(g*)ll > 8lly* — y*]. (4.23)

Como Vg ¢ Lipschitz continuo em dom(h) com constante L, entdao para §* = x e §* =y,
obtemos

a[[Vg(u*) — Vg )| < aaLf[g* —g*|.

Dai, e de (4.23), temos
o L[[g* —g°|| > 8l[g* — 5"

Dessa forma, dividindo por ||§j — y|| > 0, pois caso contrario a desigualdade nao faria
sentido. Obtemos,
&kL > 9.

Como &y = %=, temos S:L > §, ou seja, o > 32

Chegamos em um absurdo, pois supomos que o < %. Logo, o > %, ou seja,

o> %. Logo, existe « > 0, tal que oy > «, para todo k € N. O
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Vamos completar a se¢ao com uma consequéncia direta da Proposicao acima e do

Teorema (4.4).

Corolario 4.2. Seja (x*) a sequéncia gerada pelo MPG?2. Suponha que S* # 0 e que o

gradiente de g seja continuamente Lipschitz em dom(h). Entao, temos

. 1
(9+h)(x*) — min (g +h)(x) = O <(k+—1)2> :

4.3 Analise de Complexidade do MPG3.

Nesta subsecao, mostraremos a complexidade do MPG3 com uma taxa semelhante

ao Teorema 4.1.

Teorema 4.5. Sejam (x*) e (Byx) as sequéncias geradas pelo MPGS3. Suponha que
S* £ e exista algum B > 0 satisfazendo By = B > 0 para todo k € N. Entao,
| ldist(x®, $")]? +2[(g + h) (x°) — min (g + h)(x)]

(9+M)(<") — min(g +h)(x) < 35 Kk

(4.24)
Além disso,

Jim. k[(g 4+ h)(x*) — min (g + h)(x)] = 0. (4.25)

xER™

Demonstracao. Usando a Proposicao 3.3, com 1 € N e x* € §*, obtemos

0> (g+h)(x*)—(g+h)(x")
> %(uxm o2 = =) 4 20(g + )Y — (g + R ),
1

como By = B e a sequéncia (x*) gerada pelo MPG3 é Quasi-Fejér, temos

1
(9 (") = (g+R) (™) > g (™ =x" [P~ o =x" )+ 2l(g +R) ()~ (g + h) (),
(4.26)
Para todo 1 € N. Somando a desigualdade acima para 1=0,1,...,k— 1, tem-se a partir

da soma telescopica que

k—1

D [(g+R)(x)—(g+h)(x" )] > %(llxk—x*H2—|rx°—x*||2)+2[(g+h)(x‘<)—(g+h)(xon,
1=0

como (g +h)(x*) > (g + h)(x*), pois x* € S*, entao

=~
—

[(g+h)(x")—(g+Nn)(x" )] > %(HX“—X*||2—|\X0—X*||2)+2[(9+h)(><*)—(9+h)(xo)].

,_.
I
=)

(4.27)
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De (3.37) temos que (g+h)(x!) > (g+h)(x'*1) paratodol=0,1,--- ,k—1. Combinando

este resultado com a desigualdade anterior, temos

Kl(g+n)(x") = (g+h)(x")] > %(HX“—X*HQ— Ix? —=x*[1*) +2[(g + M) (x*) = (g +h) (x")].
Multiplicando por (—1), temos

(P =X = [l = x*)?) + 2[(g + h) (x°) — (g + h)(x*)]
23 k ’

(g+h)(x*) = (g+h)(x") <

0 que por sua vez, implica que

o LI =)+ 20(g + W) — (g + M) ()]

(94 W6) — (g +(x) < 55 -

Utilizando a defini¢ao de ponto conjunto, temos

 [dist(x%, S7)* + 2((g + 1) (x") — min (g +h)(x)]

(9-+M)(x") — min(g +h)(x) < 37 k

(4.28)
Para todo x* € S*, como querfamos em (4.24). Para justificar (4.25), vamos supor pelo
Teorema (3.2) que (x*) converge para algum x* € S*. Sendo assim, para qualquer & > 0,

existe algum k > 0 tal que
X —x*|<e e (g+h)(x*)—(g+h)(x*)<e, VkeKkK (4.29)

Onde a tltima desigualdade vem de (4.28). Aplicando somatoério em (4.26) para | =

K, K+1,--- K+ k—1 e utilizando soma telescopica, temos
K+k—1 |
D (g R — g+ RO > S x| = x|
1=k

+2[(g + h)(x*"*) — (g + h) (x*)],

como por (4.26) vale (g+h)(x'™) > (g+h)(x***) para todo 1l = K, K+1,--- [ K+k—1,
temos que

1
2p
+2[(g +h) (") — (g + h) (x")],

kl(g +h)(x") — (g + R (xT) = = (" —x*[* = Ix* —x**)

utilizando (4.29), obtemos

kl(g+h)(x*) = (g + ) (x" )] > —(—x" —=x*|I” + 2[(g + h) (x*)) — (g + ) (x*)])

>

1
26
1
55 (€2 20).
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Aplicando lim sup com k — oo e utilizando a desigualdade anterior, obtemos

limsupk[(g + h)(x*) — (g + h)(x*)] = limsup = (K +k)[(g +h)(x*T*) — (g + h)(x*)]

k—o00 k—o0
K+k €2+ 2¢
< limsu .
k—)oop k 2[?’
242
— T

Como esta desigualdade é valida para todo € > 0. Podemos concluir a seguinte desigual-
dade limsup k[(g + h)(x*) — (g + h)(x*)] < 0. Por outro lado, como x* € S*, podemos

k—o0

perceber que (g +h)(x*) — (g+h)(x*) =0, Vk € N. Dessa forma,
(g+h)(x*) —(g+h)(x*) =0.

Ou seja,

(9+h)(x*) — min (g +h)(x) =0,

completando assim, a prova de (4.25). ]

Similarmente a Proposicao 4.1, apresentamos algumas condigoes suficientes para que o

passo gerado pela Busca Linear 2 seja limitado inferiormente por uma constante positiva.

Proposigao 4.3. Seja (Bx) a sequéncia gerada pela Busca Linear 2 no MPG3. As

sequintes informacoes sao vdlidas:

(i) Se o gradiente de g € globalmente Lipschitz continuo em dom(h) com constante

0

L >0, entdo By = min{l, 57} para todo k € N.

(11) Suponha que S* # (. Se Vg € localmente Lipschitz continua em qualquer x € S*,

entao existe x* € S* tal que
lim inf B > min 4 1, (4.30)
iminf Bx > minq 1, o- ¢, )

onde, L > 0 € a constante de Lipschitz continua do Vg em torno de x*. Consequen-

temente, existe 3 > 0 tal que By = B, para todo k € N.

Demonstra¢ao. Vamos verificar primeiro o item (i), supondo que o gradiente de g seja

globalmente Lipschitz continuo em dom(h) com constante L > 0. Defina By == % >0e

N

G = BrJi + (1= Br)x® =x* — Br(x* — Tio). (4.31)
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Se Bk < 1, obtemos da Busca Linear 2 (2.14) que

(g +h)(G5) > (g +h)(x") = Brh(x*) = ()] = Bi(Vg(x ), x* = Ji) + 5° B HX — Jill.

Podemos observar que x* # Ji, pois caso contrario utilizando (4.31) e x* = Jy, em (2.7),
implicaria que 0 € Vg(x*) +0h(x*), ou seja, x* € S*, o que contradiz a falha da condigio
da Busca Linear para o passo fx. Outra consequéncia deste fato é que ¥ # x¥, pois por
(4.31), temos §* —x* = By (x* —Ji), aplicando norma, ||g* —x¥|| = || (x* — Ji)]|, como
Br > 0 e |xk —Ji|| # 0, entdo ||§* —x¥|| > 0, logo §* # x*. Além disso, ¢ similar a
(3.46) na prova do Teorema 3.2 que ||x* — Ji|| < [[Vg(g*) — Vg(x*)|. Dai, juntamente

a continuidade de Lipschitz com constante L de Vg e (4.31), temos

1 ) )
§||Xk —Jiell S LIG* = %X = LRx* — -

Como |[x*—Jx|| # 0, a desigualdade acima resulta em By > 5 e portanto By > 2 quando

Bx < 1. Dessa forma, concluimos que 3x = min {1, %}, como queriamos demonstrar.
Para verificar a segunda parte, vamos supor que Vg seja localmente Lipschitz continuo

em qualquer x € S*. Pelo Teorema 3.2, suponha que (x*) converge para x* € S*. Portanto,

existem ¢, L > 0 tais que
IVg(x) = Vgy)ll < Llix—yll, vxy € Be(x").

Como x* — x* quando k — 0o, encontramos k > 0 tal que |[x* —x*|| < & para todo
k > K. Para qualquer k > K, se By < 1, Vamos definir f, = ﬁk 0% = BiJr+ (1—PBr)xk

De forma semelhante ao argumento acima da primeira parte, temos ||x* —Ji | # 0 e
1 .
I =Tl < Vg(y*) = Va(x)ll. (4.32)

Agora consideramos dois casos semelhantemente ao Teorema 3.2.

Caso 1: A sequéncia (1) é limitada inferiormente por um ntmero positivo 3 > 0.

Dessa forma, By > B > 0. Utilizando (3.33), temos que x*—x**! = By (J,,—x*), aplicando
norma, obtemos
XK k1 XK k1
B B

Temos que By ¢ uma sequéncia limitada e x* — x*, dessa forma |[x* —x**1|| — 0, o que
por sua vez, implica que [|Jx —x*|| = 0 quando k — oco. Utilizando (4.31) e aplicando

norma, temos

k AkH Bk

X =95 = 5 I =TI,
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como ||[x* — Ji|| = 0, obtemos que ||[x* —¢*| — 0, quando k — oo. O que nos diz que
(U*) esta convergindo para x*. Portanto, existe K; > K tal que §* € B.(x*) para todo

k > K. Dai e de (4.32) obtemos
1 A )
§|’Xk = Jill S LJG* = x| = LRxlx* = Tiell,  Vk > K.

Como [|x* — Ji|| # 0, podemos concluir que % < LBy, isto é, By = % para todo k > Kj.
Caso 2: A sequéncia yx nao é limitada inferiormente por um ntmero positivo f3.
Portanto, podemos encontrar uma subsequéncia 3y que converge para 0, isto €, B — 0.

Por (4.31), temos que §% —x* = By (x* — J) aplicando norma,
15 =x I = Bl (x* =T > 0. (4.33)

A demonstracao de que (x*) e (Ji) sdo limitadas ¢ semelhante ao do Teorema 3.2. Temos
de (4.31) e do fato de B — 0 (por hipétese no caso 2), que ||[§* — x*|| — 0 quando
k — o0o. Sendo assim, como (x*) e (Ji) sdo limitadas, temos que ||[x* — Ji|| é limitada,

dessa forma, aplicando limite em (4.33) com k — oo, temos
fm [/ — ¥ = lim PE e g =0
k—o0 k—oo O ’

pois, 8 > 0 e By — 0. Portanto como (x*) — x*, concluimos que (§*) — x*. Semelhan-
temente a prova do caso 1, temos que, como (%) — x* existe K; > K tal que §* € B, (x*)

para todo k > K;. Dai e de (4.32) obtemos
1 N
I =Tl S TGS = x5 = LBxlx" = Jill, vk > K.

Como [|x* — Ji|| # 0, podemos concluir que % < LBy, isto ¢, By > % para todo k > Kj.

Chegamos em um absurdo, pois supomos no inicio que B, — 0 e % > 0. Portanto, o

Caso 2 nao pode ocorrer, ou seja, (Bx) ¢ de fato limitada inferiormente por uma constante

positiva. A partir da analise de ambos os casos acima, encontramos K; > 0 tal que 3 > %

se By < 1 para qualquer k > K;. Isso significa que By > min{l, %} para k > K;. Em
particular
0
liminf Bx > min< 1, —
mint pu > min {1, 57 .
e existe 3 > 0 tal que Bx = 3 para todo k € N. O

Vamos concluir a se¢ao apresentando um corolario correspondente ao Corolario 4.1,

que é facilmente derivado do Teorema 4.5 e da Proposicao 4.3.
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Corolario 4.3. Seja (x*) a sequéncia gerada pelo MPG3. Suponha que S* # 0.

(i) Se o gradiente de g for globalmente Lipschitz continuo em dom(h), entio

(g +h)(x*) — min(g+h)(x) = O(k ™).

xERM

(ii) Se o gradiente de g € localmente Lipschitz continuo em S*, entdo temos

(9+h)(x*) — min (g +h)(x) = o(k™").
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Conclusao

No espaco euclidiano R™, é bem conhecido que a convexidade das fungoes envolvidas,
juntamente com a continuidade global de Lipschitz do gradiente da funcao g, sao condicoes
suficientes para garantir a convergéncia da sequéncia gerada pelos métodos de separacao
forward—backward na resolu¢ao do Problema (1.19). No entanto, a hipotese de Lipschitz
para o gradiente, em muitas situagoes particulares ¢ uma restricao significativa. Neste
trabalho, analisamos a convergéncia do método de divisao forward—backward aplicado
a problemas de otimizagao convexa no espago euclidiano R™, explorando estratégias de
Busca Linear. Essa abordagem nao apenas elimina a principal desvantagem associada a
necessidade de estimar previamente a constante de Lipschitz para a escolha do tamanho
do passo, como também permite estabelecer diversos resultados de complexidade sem
impor tal hipotese. Ademais, os esquemas estudados, baseados em procedimentos de
Busca Linear, fornecem mecanismos rigorosos e implementéaveis para a atualizagao das

iteragoes, os quais podem ser facilmente adaptados a diferentes aplicagoes préticas.
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Apéndice A
Apéndice

O presente apéndice destina-se a reunir, de forma organizada e acessivel, uma colecao
de resultados fundamentais, defini¢oes, lemas e teoremas que foram empregados ao longo
deste trabalho. A inclusao desses elementos visa proporcionar uma referéncia rapida e
conveniente. Ao compilar este material, objetiva-se facilitar a compreensao e a validagao
dos argumentos desenvolvidos nos capitulos principais, garantindo que o leitor tenha a
disposicao todos os subsidios tedricos necessarios para acompanhar as demonstragoes e

discussoes apresentadas. Para maiores detalhes técnicos, o leitor pode ver |26, 27].

Analise no R"

Em seguida veremos o Teorema do valor Intermediério e Teorema do Valor Médio, os
mesmos serao de suma importancia para a prova de convergéncia do Método do Gradiente

que por sua vez utiliza a Busca de Armijo.

Teorema A.1l. (Teorema do Valor Intermedidrio - TVI) Seja f : D — R uma fun¢do
continua definida em um conjunto X C R™. Se existirem a,b € X e d € R tais que

f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € X tal que f(c) = d.

Teorema A.2. (Teorema do Valor Médio - TVM) Seja f : [a,b] — R™ um caminho
continuo, diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |[f'(t)] < M para todo t € (a,b),

entao |f(b) —f(a)| < M(b — a).

Teorema A.3. Dada a funcao diferencidvel f : D — R, definida no aberto D C R™

definiremos o gradiente de f no ponto a € D como o vetor Vf(a), que corresponde ao

100
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vetor
of of
(VH(a)v) = 5ola) =) 5-(a)- e
para todo v = (o1, Xg, . .., &n ). Em particular (Vf(a),ei) =>_ aa—xfi(a), logo
_ (99 99
grad gla) = (32 (a),..., 22 (a).

Definicao A.1. Dizemos que um ponto x* € D C R™ ¢

(i) minimizador global de f em D, se

f(x) < f(x), VxeD.

(11) minimizador local de f em D, se existe uma vizinhan¢a U de x tal que

f(x) <f(x), YxeDnNU.
De forma equivalente, x € D é minimizador local se existe € > 0 tal que f(x) < f(x) para
todox € {x € D | ||[x — x| < ¢}

Lema A.1. A sequéncia positiva (ty) gerada pelo MPG2 vista em (3.22) satisfaz, para
todo k € N,

. 1 2
(1) & < &

(i) thpr — e =t

Analise Convexa

A seguir, trazemos uma colegao de resultados de Analise Convexa utilizados ao longo

do trabalho.

Defini¢ao A.2. (Conjunto Convexo) Um conjunto C C R™ € dito convezo quando dados

x,y € C, o segmento [x,y] ={(1 —t)x + tylt € [0, 1]} estiver inteiramente contido em C.

Definicao A.3. Seja D um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo. O operador
projecao em D, denotado por Pp : H — D, € definido da sequinte forma:
Para cada x € R™, Pp(x) € o tinico ponto em D que minimiza a distancia euclidiana

de x a D. Em outras palavras, Pp(x) € o ponto x € D tal que:

b _ i — il
x = Pp(x) arggggllx y||
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Teorema A.4. (Teorema da Projecio) Seja D C R™ um conjunto convexo e fechado.

Entao, para todo x € R™, a projecao de x sobre D, denotada por Pp(x), existe e € unica.

Além disso, x = Pp(x) se, e somente se,

xeD, (x—x,y—x)<0, VyeD.

Corolario A.1. (Operador de proje¢cao é mondtono e nao-expansivo) Seja D C R™ um

conjunto convexo e fechado. Entao para x € R™ ey € R™ quaisquer,
(Po(x) —Pp(y),x —y) > |[Po(x) — Pp(y)||* > 0,
IPo(x) = Po(y)ll < [[x —yl.
Em particular, Pp(-) € continuo no R™.
Dado a € R e A > 0, usaremos as seguintes convengoes aritméticas envolvendo +oco:
a+ (+oo0) =400, 0-(+00) =0, A-(+00)=+o00.

Definigdo A.4. (i) Uma fung¢io f : R™ — R := R U {+oo} € dita convezxa se para

quaisquer x,y € R™ e qualquer A € [0,1], a sequinte desigualdade € satisfeita:

f(Ax + (1 —A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y).

(i1) Uma funcio f : R™ — R = R U {400} € dita estritamente convezxa se para
quaisquer x,y € R™ com x # vy, e qualquer A € (0,1), a sequinte desigualdade é

satisfeita:
f(AX + (1 —A)y) < AMf(x) + (1 —A)f(y).
(i) Uma funcio f : R™ — R := R U{+oo} € dita fortemente convexa com mddulo

w > 0 se para quaisquer x,y € R™ e qualquer XN € [0, 1], a sequinte desigualdade €

satisfeita:
1
FAx + (1= A)y) < Af(x) + (1 = A)f(y) — SuA(l —A)x -yl
onde || - || denota a norma euclidiana em R™.

Teorema A.5. (Desigualdade do gradiente) Seja f : D — R uma fungdo conveza e

diferencidvel. Dado, x € dom(f), entdo para todo y € R™ temos que

fly) = f(x) + (V(x),y — ). (A1)
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Observagao A.1. Note que seque do Fato A.1 que a definicao A.4 (iii) se torna equiva-

lente a sequinte condi¢ao
A 2 n
) > fly) + (vix—y) + S lx—yl",  vx € R (y,v) € Gph of.

Definicao A.5. O conjunto de nivel da fungao f : R™ — R associado a ¢ € R, € o

conjunto dado por,

Stev(c) ={x e R™ [ f(x) < c}.

Definicao A.6. Dizemos que a func¢ao f: R™ — R € coerciva em R™, quando para cada
sequéncia (x*) C R™ tal que ||x*|| — oo, tem-se que
lim f(x*) = +o0.

k—o00

Teorema A.6. Seja f : R™ — R wuma func¢ao continua e coerciva. FEntao, f tem um

manimaizador global.

Demonstracao. Dado a € R™. Seja b = f(a). Como f é coerciva, entao vale

ou seja, existe r > 0 tal que f(x) > b param todo x € R™ sempre que ||x|| > r. Observe
que o conjunto B ={x € R™| ||x|| < 7} é compacto e f é continua, entdo existe x* € B tal

que f(x*) < f(x), Vx € B. Além disso, a € B pois f(a) =b. Sendo assim, temos que
f(x) >b="f(a) > f(x*),

dessa forma,

f(x*) < f(x), VxeR™

Logo, f tem um minimo global. O

Definigao A.7. (Dire¢ao de descida) Dizemos que d € R™ é uma diregao de descida de

f:R™ — R no ponto x € R™, se existe ¢ > 0 tal que,
f(x +td) < f(x), Vte(0,¢l].
Denotamos por D¢(x) o conjunto de todas as diregoes de descida da fungao f no ponto x.

Lema A.2. (Diregoes de descida) Seja f: R™ — R uma funcao diferencidvel no ponto

x € R™. Entao:
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(i) Para todo d € D¢(x), tem-se (Vf(x),d) < 0.
(i1) Se d € R™ satisfaz (VFf(x),d) < 0, tem-se que d € D¢(x).

Demonstra¢ao. Vamos provar primeiro o item (i). Seja d € D¢(x). Ou seja, existe € > 0
tal que
f(x+td) < f(x), Vte(0,¢], ke N.

Utilizando a diferenciabilidade de f no ponto x , temos
f(x + td) = f(x) + t(VF(x),d) + o(t).
Sendo assim, da desigualdade anterior e do fato de d ser dire¢ao de descida, obtemos
0> f(x + td) — f(x) = t(Vf(x),d) + o(t),
0 que por sua vez, implica que
t(Vf(x),d) + o(t) <0,

dividindo a desigualdade anterior por t > 0, temos

(VF(x),d) + %t) < 0.

Agora, passando limite quando t — 0%, obtemos

iy (1910001 %) <o

t—0t+

Daf, (Vf(x),d) < 0.
Agora, vamos provar o item (ii). Vamos supor que (Vf(x),d) < 0. Sendo assim, pela

diferenciabilidade de f no ponto x , temos
f(x +td) = f(x) + t(VFf(x),d) + o(t).

Dividindo por t > 0,

f(x + td) — f(x) = t(Vf(x),d) + OTt).

Levando em conta que (Vf(x), d) < 0 e utilizando t > 0 suficientemente pequeno, obtemos

(vitx). @)+ 2 <

n (Vf(x),d) <0.

DN | —
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Dessa forma, para t > 0 suficientemente pequeno, temos que
f(x +td) — f(x) <0,
ou seja,
f(x +td) < f(x).
Logo, d € D¢(x). H

Teorema A.7. (Condi¢ao necessaria de primeira ordem) Suponhamos que a fun¢ao f :
R™ — R seja diferencidvel no ponto x € R™. Se x é um minimizador local irrestrito de f,

entao

V(%) = 0.

Teorema A.8. (Convezidade de conjuntos de nivel de fungoes convezras) Suponhamos
que o conjunto D C R™ seja convexo e a fun¢ao f: D — R seja convexa em D. Entdao o

conjunto de nivel,

Stev(c) ={x € D | f(x) < c},
€ convexo para todo c € R.

Proposicao A.1. Seja f: R™ — R uma funcao convexa e x tal que VI(x) = 0. Entdao x

€ um minimizador de f.

Demonstragao. Temos que f é convexa, logo vale a desigualdade do gradiente (A.1)
fly) —f(x) = (VI(x),y —x),

substituindo x = x temos que para todo y € R™,
fly) —f(x) > (VI(x),y —x),

como Vf(x) =0, temos
fly) > f(x).

Logo, x é ponto de minimo de f. O

Definicdo A.8. (Subgradiente) Seja f : R™ — R wma funcdo conveza. Dizemos que

y € R™ ¢ um subgradiente de f no ponto x € dom(f) se,
f(z) > f(x) + (y,z—x), VzeR™

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, denotado por 0f(x), se chama o subdife-

renctal de f em .
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Proposicao A.2. (Monotonicidade do subdiferencial) Seja f : R™ — R uma fungdo
conveza. Entao,

(u—v,x—y) >0, Yueof(x), Vv e of(y).

Fato A.1. ([17] Teorema 4.7.1 e Proposi¢ao 4.2.1(1)) O operador subdiferencial 9f €
mazimalmente mondtono, ou seja, nao possui extensao mondtona propria no sentido de
inclusao de grdfico. Além disso, o grafico de of, Gph(of) ={(x,v) € R™ x R™"lv € 0f(x)}
¢ semi-fechado, ou seja, se a sequéncia (x*,v¥) C Gph(0f) satisfaz que (x*) converge
“)

para x e (V<) converge para v entio (x,v) € Gph(0f).

Considerando z € R™ como z = x+ ad, onde d € R™, o« > 0, a definicao de subgradi-

ente pode ser escrita da maneira seguinte:

f(x + ad) — f(x)
x

y € 0f(x) — > (y,d), vdeR", Va>0.

Quando a func¢ao é nao-decrescente e possui um limite quando o« — 0+. Temos que a

desigualdade anterior é equivalente a condicao seguinte:

f(x + ad) — f(x)
o—0+ X

> (y,d), VdeR™
Sendo assim, temos as seguintes defini¢oes equivalentes do subdiferencial:

of(x) ={y e R" | f(z) = f(x) + (y,z—x) Vz e R"}

—{y eR" | f'(x;d) > (y,d) VdeR").

Teorema A.9. (O subdiferencial de fun¢ao convera) Seja f : R™ — R uma fun¢ao
conveza. Entao para todo x € R™, o conjunto 0f(x) € convexo, compacto e nao-vazio.

Além disso, para todo d € R™, tem-se

f/(x:d) = dy.
(x;d) yg@@@; )

Teorema A.10. (Condi¢ao de otimalidade para minimiza¢iao de uma fun¢io convexa
num conjunto convexo) Sejam f : R™ — R uma func¢ao convexa e D C R™ um conjunto

convexo. Entao x € D € um minimizador de f em D se, e somente se,
Jy € of(x) tal que (y,x —x) >0, VYxeD,

ou, equivalentemente,

0 € of(x) + Np(x).



Apéndice A. Apéndice 107

Em particular, x € R™ é um minimizador de f no R™ se, e somente se,

0 € df(x). (A.2)
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