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CENTRO DE CIÊNCIAS DA NATUREZA 

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA 

 
Um Estudo do Método Proximal Grandiente com Buscas Lineares 

 
Maiara Veras de Brito 

 
Esta Dissertação foi submetida como parte dos requisitos necessários à 
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Método Proximal Gradiente, conhecido também na literatura

como forward-backward splitting (FBS). Este método visa resolver problemas de otimiza-

ção convexa não-suaves em que a função objetivo é decomposta na soma de uma função

convexa diferenciável e outra convexa não-suave. Em geral, na literatura, a hipótese de

Lipschitz continuidade do gradiente da função diferenciável é comumente empregada para

garantir a convergência do método para uma solução ótima do problema. No entanto, o

foco principal deste trabalho é investigar variações do método que empregam estratégias

de pesquisas lineares, garantindo a convergência das sequências geradas sem a suposição

de Lipschitz continuidade global. A análise engloba a investigação de três procedimentos

de Busca Linear que permitem relaxar significativamente tal suposição; um desses pro-

cedimentos é empregado em dois métodos distintos, incluindo uma versão acelerada. Ao

longo do trabalho, as propriedades, vantagens e desvantagens desses procedimentos são

analisadas, juntamente com a análise de convergência das sequências geradas pelo Mé-

todo Proximal Gradiente. Adicionalmente, um estudo detalhado sobre a complexidade

dos métodos é apresentado.

Palavras-chave: Otimização, Método Gradiente, Método Ponto Proximal, Método

Proximal Gradiente, Busca Linear.
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Abstract

In this work, we investigate the Proximal Gradient Method, well-known in the litera-

ture as forward-backward splitting (FBS). This method aims to solve nonsmooth convex

optimization problems where the objective function is decomposed into the sum of a dif-

ferentiable convex function and another nonsmooth convex function. Generally, in the

literature, the hypothesis of Lipschitz continuity of the gradient of the differentiable func-

tion is commonly employed to guarantee the convergence of the method to an optimal

solution of the problem. However, the main focus of this work is to investigate varia-

tions of the method that employ linesearch strategies, ensuring the convergence of the

generated sequences without the assumption of global Lipschitz continuity. The analy-

sis encompasses the investigation of three linesearch procedures that significantly relax

such an assumption; one of these procedures is employed in two distinct methods, in-

cluding an accelerated version. Throughout the work, the properties, advantages, and

disadvantages of these procedures are analyzed, alongside the convergence analysis of the

sequences generated by the Proximal Gradient Method. Additionally, a detailed study on

the complexity of the methods is presented.

Keywords: Optimization, Gradient Method, Proximal Point Method, Proximal Gra-

dient Method, Line Search.
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Introdução

Os problemas de otimização desempenham um papel fundamental em diversas áreas

da ciência e engenharia, desde aprendizado de máquina e processamento de sinais até

finanças e física. Frequentemente, a formulação desses problemas envolve a minimização

de funções objetivo que apresentam estruturas complexas, combinando termos suaves

(diferenciáveis) com termos que podem ser não-diferenciáveis ou de difícil manipulação

computacional.

Neste trabalho, focamos em uma classe particular de problemas de otimização con-

vexa, onde a função objetivo é expressa como a soma de duas funções, uma das quais é

diferenciável e a outra pode não ser diferenciável. Mais especificamente, consideramos o

problema na forma

min
x∈Rn

F(x) = g(x) + h(x), (1)

onde g : Rn → R := R ∪ {+∞} é uma função convexa e diferenciável e h : Rn → R :=

R ∪ {+∞} é uma função convexa, possivelmente não-diferenciável, mas cujo operador

proximal é eficientemente computável.

Essa estrutura aditiva é ubíqua em diversas aplicações. Por exemplo, em problemas

de aprendizado de máquina com regularização, g(x) pode representar o termo de erro

(e.g., erro quadrático) e h(x) o termo de regularização (e.g., norma ℓ1 para promover

esparsidade ou a função indicadora de um conjunto convexo para impor restrições). A

presença do termo não-diferenciável h(x) pode ser usado em métodos que envolvem o

operador proximal, por exemplo no Método do Ponto Proximal, porém este fato também

pode impedir à aplicação direta à métodos clássicos baseados no gradiente, como o Método

do Gradiente, que exige a diferenciabilidade da função objetivo completa.

Diante deste cenário, métodos que conseguem desacoplar as propriedades das funções

g e h são essenciais. O Método Proximal Gradiente surge como uma ferramenta poderosa

e eficiente para resolver problemas da forma (1), combinando passos do gradiente para a

1



Sumário 2

componente suave g com passos do operador proximal para a componente h.

Esta dissertação tem como inspiração estudar os resultados propostos nos trabalhos

feitos por Bello Cruz, J.Y., Nghia, T.T.A em [9] e Bello Cruz, J.Y.; LI, G; Nghia, T.T.A

em [10]. No primeiro capítulo, a revisão de conceitos clássicos relacionados aos métodos

de descida e método do ponto proximal são baseados em [24, 29]. Enquanto resultados

auxiliares podem ser consultados também em [26, 27], onde abordaremos conceitos pre-

liminares que serão de fundamental importância para compreensão deste trabalho, bem

como uma explicação dos métodos de otimização que utilizaremos ao decorrer do nosso

estudo.

O segundo capítulo será dedicado aos procedimentos de Buscas Lineares vistos prin-

cipalmente em [9, 10]. No método proximal gradiente, escolher o comprimento de passo

é crucial para garantir a convergência e eficiência computacional. Dessa forma, existem

duas formas essenciais para determinar esses parâmetros a Busca Linear implícita e a

Busca Linear explícita, que diferem principalmente na forma como o operador proximal

é utilizado durante o processo iterativo. Na Busca Linear implícita, o tamanho do passo

é determinado por meio da resolução repetida de subproblemas proximais até que uma

condição de aceitabilidade seja satisfeita, o que, embora robusto, pode acarretar um custo

computacional elevado. Por outro lado, a Busca Linear explícita avalia a condição de

aceitação sem a necessidade de múltiplas computações do operador proximal, o que torna

o método computacionalmente mais eficiente.

O terceiro capítulo introduz quatro métodos do tipo proximal gradiente. Os dois pri-

meiros utilizam a Busca Linear 1, sendo o segundo uma variante acelerada, cujo principal

diferencial reside na obtenção de melhores cotas de complexidade iterativa, resultando em

convergência mais rápida. O terceiro método tem como novidade a utilização da Busca

Linear explicita, sendo o único neste trabalho que utiliza tal busca. Já o quarto método

utiliza uma Busca Linear implícita sendo, com os mesmos resultado dos anteriores exceto

a prova de complexidade.

O quarto capítulo apresenta o estudo sobre a taxa de complexidade, este fato é muito

importante no estudo de otimização, pois descreve a velocidade com que um algoritmo se

aproxima de uma solução ótima. Trazemos o resultado de complexidade dos três primeiros

métodos abordados. Por último, temos o apêndice, nele está uma coleção de resultados

importantes de Análise convexa e Análise no Rn que podem ser encontradas em [3, 26, 27]
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ao qual recorremos ao longo deste trabalho.



Capítulo 1

Noções e Conceitos Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos os conceitos, definições e resultados principais que serão

necessários para o nosso trabalho. Ressaltamos que a revisão realizada neste capítulo, bem

como a utilização de resultados clássicos da literatura pertinente ao longo do trabalho,

serão complementadas pelo Apêndice A. A revisão de conceitos clássicos relacionados

aos Métodos de Descida e Método Ponto Proximal são baseados em [24, 29]. Enquanto

resultados auxiliares podem ser consultados também em [3, 26, 27].

1.1 Conceitos Preliminares

Inicialmente, apresentamos algumas definições e resultados necessários para o nosso tra-

balho. Começaremos com a definição de função semicontínua inferiormente. Tal conceito

será essencial, por exemplo, quando falarmos do Método Ponto Proximal na Seção 1.2.2.

Definição 1.1. (Função Semicontínua inferiormente) Dizemos que a função f : D → R é

semicontínua inferiormente (sci) no ponto x ∈ D ⊂ Rn, quando para qualquer sequência

xk → x, com k → ∞ tem-se,

lim inf
k→∞ f(xk) ⩾ f(x).

Em outras palavras, a função f é sci em x se para todo ξ ∈ (−∞, f(x)], podemos

encontrar uma vizinhança V de x tal que f(V) ⊂ (ξ,+∞].

4



Capítulo 1. Noções e Conceitos Preliminares 5

Figura 1.1: Função sci. [3]

Agora, relembramos algumas definições e propriedades comuns em Otimização. Uma

função f : Rn → R∪ {+∞} := R é dita ser própria, se o seu domínio efetivo, denotado por

dom(f) := {x ∈ Rn | f(x) < +∞},

é não-vazio. A seguir, recordamos a definição de derivada direcional, a fim de relembrar

certas propriedades e conceitos que serão úteis.

Definição 1.2. (Derivada direcional) Para qualquer x ∈ dom(f), a derivada direcional

de f em x na direção d é,

f ′(x;d) := lim
t→0+

f(x+ td) − f(x)

t
,

sempre que tal limite existe (embora possa ser infinito).

Proposição 1.1 ([5], Proposição 17.2). Seja f : Rn → R uma função própria semicontí-

nua inferior e convexa (ver Definição A.4). Então, para x ∈ dom(f) e y ∈ Rn as seguintes

igualdades são verdadeiras:

(i) ϕ : R++ → (−∞,+∞], dada por ϕ(t) 7→ f(x+ty)−f(x)
t

é não-decrescente.
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(ii) f ′(x;y) existe e f ′(x;y) = inf
t∈R++

(
f(x+ ty) − f(x)

t

)
.

(iii) f ′(x;y− x) + f(x) ⩽ f(y).

Demonstração. Para provar o item (i), tome α < β. Daí, considere t = α
β

∈ (0, 1) e

z = x + βy. Se f(z) = +∞, então ϕ(β) = +∞, o que por sua vez implicaria que

ϕ(α) ⩽ ϕ(β). Agora suponha que f(z) < +∞, então segue da Definição A.4 que

f (x+ αy) = f

(
x−

αx

β
+

αx

β
+ αy

)
= f

(
(1 −

α

β
)x+

α

β
(x+ βy)

)
⩽

α

β
f(x+ βy) + (1 −

α

β
)f(x)

=
α

β
f(x+ βy) + f(x) −

α

β
f(x)

= f(x) +
α

β
(f(x+ βy) − f(x)) .

Portanto, reorganizando os termos, obtemos que

f (x+ αy) − f(x) ⩽
α

β
(f(x+ βy) − f(x)) ,

o que por sua vez, implica que

f (x+ αy) − f(x)

α
⩽

f(x+ βy) − f(x)

β
.

Logo, ϕ(α) ⩽ ϕ(β), concluindo assim que ϕ(t) é não-decrescente, para t > 0.

O item (ii) segue diretamente de (i), visto que o ínfimo existe e coincide com a derivada

direcional

f ′(x;y) = inf
t∈R+

(
f(x+ ty) − f(x)

t

)
= inf

t>0
ϕ(t).

Agora, iremos provar o item (iii). Seja x ∈ dom(f) e qualquer y ∈ Rn. Se y /∈ dom(f),

então f(y) = +∞. Logo, f ′(x;y − x) + f(x) ⩽ f(y) = +∞, ocorre trivialmente. Se

y ∈ dom(f), como f é convexa, para qualquer α ∈ [0, 1) vale,

f ((1 − α)x+ αy) = f(x+ α(y− x)) ⩽ (1 − α)f(x) + αf(y)

= f(x) − αf(x) + αf(y)

= α(f(y) − f(x)) + f(x),

o que por sua vez, implica que

f(x+ α(y− x)) − f(x)

α
⩽ f(y) − f(x).
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Agora, tomando α → 0 o lado esquerdo converge para a derivada direcional, sendo assim

temos,

f ′(x;y− x) + f(x) ⩽ f(y),

como queríamos demonstrar.

A seguir relembramos a definição de globalmente Lipschitz contínua do vetor gradiente

∇f(·), a qual será essencial no estudo de complexidade pior-caso dos métodos abordados

neste trabalho.

Definição 1.3. (Lipschitz contínuidade do gradiente) Dizemos que ∇f é globalmente Lips-

chitz contínuo, se existe L > 0 tal que,

∥∇f(x) −∇f(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Rn.

Em particular, dizemos que ∇f é localmente Lipschitz contínuo em x∗, se existe ε > 0 tal

que,

∥∇f(x) −∇f(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Bε(x
∗),

onde Bε(x
∗) é a bola fechada em Rn com centro x∗ e raio ε.

Definição 1.4. (Quasi-Fejér) Seja S ⊂ Rn um conjunto não-vazio. Uma sequência

(xk) ⊂ Rn é dita ser Quasi-Fejér convergente para o conjunto S se para todo x ∈ S, existe

uma sequência (εk) ⊂ R+ tal que, para todo k ∈ N temos que

∥xk+1 − x∥ ⩽ ∥xk − x∥+ ε2
k;

∞∑
k=0

ε2
k < +∞.

A sequência é dita ser Fejér convergente em relação ao conjunto S, se na relação acima

εk ≡ 0 para todo k ∈ N.

Lema 1.1 ([25], Teorema 4.1). Se (xk) é Quasi-Fejér convergente para S, então as se-

guintes afirmações são válidas:

(i) A sequência (xk) é limitada.

(ii) Se um ponto de acumulação de (xk) pertence a S, então (xk) converge para um

ponto em S.
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Demonstração. Provaremos inicialmente o item (i). Por hipótese, temos que (xk) é Quasi-

Fejér convergente, sendo assim

∥xk+1 − x∥ ⩽ ∥xk − x∥+ ε2
k ⩽ · · · ⩽ ∥x0 − x∥+

k∑
j=0

ε2
j

⩽ ∥x0 − x∥+
∞∑
j=0

ε2
j < ∞.

Daí, temos que existe P ∈ R tal que

∥xk − x∥ ⩽ ∥x0 − x∥+
∞∑

k=0

ε2
k := P,

para qualquer x ∈ S. Sendo assim, temos que a sequência (xk) está contida na bola

fechada de centro x e raio P, logo (xk) é limitada. Em particular, temos que (xk) possui

ponto de acumulação.

Agora, para provar o item (ii), suponha que existe ponto de acumulação x∗ de (xk), o

qual pertence ao conjunto S. Ou seja, existe subsequência (xkj) ⊂ (xk) convergindo para

x∗ ∈ S. Então,

0 ⩽ ∥xk+1 − x∗∥ ⩽ ∥xk − x∗∥+ ε2
k, ∀k ∈ N. (1.1)

Dessa forma,

∥xk+1 − x∗∥ ⩽ ∥xk − x∗∥+ ε2
k ⩽ · · · ⩽ ∥x0 − x∗∥2 +

j+1∑
k=0

ε2
k.

Em particular, como a série
∑∞

k=0 ε
2
k é convergente, temos ε2

k → 0 quando k → ∞. Logo,

dado δ > 0 arbitrário pequeno, podemos escolher k1 suficientemente grande tal que

k+1∑
j=k1

ε2
j <

δ

2
.

Uma vez que xkj → x∗, temos que existe k2 tal que

∥xkj − x∗∥2 <
δ

2
.

Daí, tomando kj ⩾ max{k1, k2}, obtemos que, para todo k ⩾ kj,

∥xk − x∗∥2 ⩽ ∥xkj − x∗∥2 +

k−1∑
j=kj

ε2
j ⩽ ∥xkj − x∗∥2 +

∞∑
j=kj

ε2
j <

δ

2
+

δ

2
= δ.

Logo, ∥xk − x∗∥2 < δ, ou seja, (xk) converge a x∗ que é uma solução do problema.
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1.2 Métodos de Otimização

Nesta seção, abordaremos uma breve descrição dos principais métodos empregados

neste trabalho. Mais especificamente, focaremos nos métodos de descida, com ênfase no

Método de Cauchy (ou Método do Gradiente), Método do Ponto Proximal e no clássico

Método Proximal Gradiente.

1.2.1 Métodos de Descida (Gradiente)

Inicialmente, considere o seguinte problema de minimizar uma função f : Rn → R, o

qual iremos denotar da seguinte forma,

min
x∈Rn

f(x). (1.2)

Nesta subseção, assumiremos que o conjunto solução do Problema 1.2, denotado por S∗,

é não-vazio.

Agora, estamos interessados em explorar os chamados métodos de descidas para resol-

ver o Problema 1.2, em especial o método do gradiente. Este método consiste em utilizar

a direção de descida dk = −∇f(xk) e gerar uma sequência (xk) tal que,

x0 ∈ Rn, xk+1 = xk − αk∇f(xk), k = 0, 1, 2, . . .

onde αk > 0 denota o tamanho do passo. Tal comprimento de passo é tomado de forma

que f(xk+1) ⩽ f(xk). Em seguida, ilustramos a ideia de um algorítimo de descida para

uma direção de descida dk arbitrária.

Método de Descida

Passo 0: Defina x0 ∈ Rn, k := 0;

Passo 1: Calcule dk tal que ⟨∇f(xk),dk⟩ < 0;

Passo 2: Verifique se ∥∇f(xk)∥ < ε. Caso contrário, escolha o comprimento de

passo tk > 0 tal que f(xk + tkd
k) < f(xk);

Passo 3: Faça xk+1 = xk + tkd
k, k := k+ 1 e retorne ao Passo 1.

A estrutura de um método de descida, conforme discutida, baseia-se em dois conceitos

centrais: a direção de descida dk e o comprimento de passo tk. Na sequência, apresenta-

remos uma das abordagens para a determinação de tk, realizada através de um dos mais
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conhecidos procedimentos de Busca Linear: a Regra de Armijo. Em resumo, dado

x ∈ Rn, uma direção de descida d ∈ Rn e η ∈ (0, 1), a regra de Armijo consiste em

encontra t > 0 tal que,

f(x+ td) ⩽ f(x) + ηt⟨∇f(x),d⟩. (1.3)

A Regra de Armijo é um procedimento de Busca Linear frequentemente empregado

em algoritmos de otimização para determinar um comprimento de passo adequado. Em

essência, o procedimento consiste em verificar a chamada “condição de Armijo” dada pela

equação (1.3) (ou outra condição de descida) para um valor inicial de comprimento de

passo t > 0. Caso esta condição não seja satisfeita, adota-se um processo iterativo conhe-

cido como backtracking. Nesse processo, o comprimento de passo atual é multiplicado por

um fator de redução η ∈ (0, 1), com o objetivo de gerar um novo e menor comprimento de

passo. A condição é então reavaliada para este novo valor de t, e o processo de redução é

repetido até que um comprimento de passo que a satisfaça seja encontrado.

A seguir, trazemos o resultado que apresenta a boa definição da Regra de Armijo.

Teorema 1.1. Considere uma função diferenciável f : Rn → R, um ponto x ∈ Rn, uma

direção de decida d ∈ Rn e η ∈ (0, 1). Então, existe δ > 0 tal que

f(x+ td) ⩽ f(x) + ηt⟨∇f(x),d⟩,

para todo, t ∈ [0, δ).

Demonstração. Inicialmente, como d ∈ Rn é uma direção de descida, segue do Lema A.2

que ⟨∇f(x),d⟩ ⩽ 0. Caso, ⟨∇f(x),d⟩ = 0 então segue pela definição de direção descida

(Definição A.7) que existe δ > 0 tal que para t ∈ [0, δ) vale f(x + td) ⩽ f(x). Agora,

suponha que ⟨∇f(x),d⟩ < 0. Segue da definição de derivada direcional, do fato que f é

diferenciável (veja Teorema A.3) e 0 < η < 1, que

lim
t→0

f(x+ td) − f(x)

t
= f ′(x̄,d) = ⟨∇f(x),d⟩ < η⟨∇f(x),d⟩.

Dessa forma, segue da conservação do limite, que existe δ > 0, tal que

f(x+ td) − f(x)

t
< η⟨∇f(x),d⟩,

para todo t ∈ (0, δ). Ou seja,

f(x+ td) ⩽ f(x) + ηt⟨∇f(x),d⟩,

para todo t ∈ [0, δ), como queríamos demonstrar.
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Para encontrar o comprimento de passo tk, utilizamos a Busca linear de Armijo,

descrita do seguinte modo:

Procedimento de Busca Linear de Armijo

Dados x ∈ Rn,d ∈ Rn com d sendo direção de decida, η ∈ (0, 1). Tome t = 1. Se

f(x+ td) > f(x) + ηt⟨∇f(x),d⟩.

Tome, t = ηt.

A seguir, traremos uma forma geral de gerar uma direção de descida para ser utilizada

no método de descida descrito acima. Seja H : Rn → Rn×n uma função continua que

associa a cada x ∈ Rn uma matriz definida positiva H(x) ∈ Rn×n. Assim, se ∇f(x) ̸= 0

temos que d = −H(x)∇f(x) é uma direção de decida, visto que a condição suficiente do

Lema A.2 é satisfeita, ou seja, ⟨∇f(x),d⟩ < 0. Dessa forma, o método de descida descrito

acima pode ser reescrito da seguinte forma utilizando o procedimento de Busca Linear de

Armijo.

Método de Descida

Passo 0: Defina x0 ∈ Rn, k := 0;

Passo 1: Defina dk = −H(xk)∇f(xk);

Passo 2: Verifique se
∥∥∇f(xk)

∥∥ < ε. Caso contrário, compute tk > 0 satisfazendo

o procedimento de Busca Linear da Regra de Armijo (1.3).

Passo 3: Faça

xk+1 = xk + tkd
k, (1.4)

com k := k+ 1 e retorne ao passo 1.

Por fim, o Método do Gradiente (ou de Cauchy) é caracterizado por empregar a

matriz H(x) = In (matriz identidade de ordem n) na determinação da direção de descida.

Consequentemente, a direção de descida dk torna-se a clássica direção de máxima descida,

definida por dk = −∇f(xk).

Para realizarmos a análise de convergência (total e parcial) do Método do Gradiente,

ou seja dk = −∇f(xk) com tk determinado pela Regra de Armijo, assumimos que a

sequência gerada (xk) é infinita. Em outras palavras, essa suposição implica que o critério
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de parada baseado no gradiente nulo não é satisfeito em um número finito de iterações,

ou seja, ∥∇f(xk)∥ ̸= 0 para todo k ∈ N.

Teorema 1.2. (Convergência parcial) Considere uma função continuamente diferenciável

f : Rn → R. Seja (xk) a sequência gerada pelo Método de descida e (tk) gerada pela regra

de Armijo. Então todo ponto de acumulação de (xk) é ponto estacionário.

Demonstração. Sejam (xk) uma sequência gerada pelo algorítimo e x∗ um ponto de acu-

mulação de (xk), ou seja, existe uma subsequência (xkj) → x∗. Vamos supor por absurdo

que x∗ não é estacionário, isto é, ∇f(x∗) ̸= 0. Como f é contínua, temos (f(xkj)) → f(x∗).

Porém, como (f(xk)) é monótona não-crescente, (f(xk)) → f(x∗). Por outro lado, obtemos

da Busca de Armijo (1.3),

f(xk+1) = f(xk + tkd
k) ⩽ f(xk) + ηtk⟨∇f(xk),dk⟩,

e pelo método de descida (1.4), temos dk = −H(xk)∇f(xk). Agora, como H(x) é definida

positiva, obtemos

f(xk) − f(xk+1) ⩾ ηtk⟨∇f(xk),H(xk)∇f(xk)⟩ ⩾ 0.

Agora, utilizando o fato de (f(xk)) → f(x∗) e o Teorema do Confronto, temos

lim
k→+∞ tk⟨∇f(xk),H(xk)∇f(xk)⟩ = 0.

Daí, separamos a análise em dois casos. Primeiro, se 0 < t̄ ⩽ tk, para todo k ∈ N, então o

resultado segue da última igualdade. Caso contrário, suponha sem perda de generalidade

que tkj
→ 0. Então para kj ∈ N suficientemente grande temos tkj

< 1. Nesse caso, note

que

lim
kj→+∞⟨∇f(xkj ),H(xkj)∇f(xkj)⟩ = ⟨∇f(x∗),H(x∗)∇f(x∗)⟩ ̸= 0.

Agora, o passo
tkj
θ

, com θ ∈ (0, 1), existiu e foi recusado pelo procedimento de Busca

Linear de Armijo. Daí, por um lado, temos

f(xkj + tkj
dkj) ⩽ f(xkj) + ηtkj

⟨∇f(xkj),dkj⟩,

por outro lado,

f

(
xkj +

tkj

θ
dkj

)
> f(xkj) + η

tkj

θ
⟨∇f(xkj),dkj⟩.



Capítulo 1. Noções e Conceitos Preliminares 13

Agora, seja σ(t) = f(xkj + tdkj) − f(xkj) − ηt⟨∇f(xkj),dkj⟩, onde σ(t) é contínua. Pelo

Teorema do Valor Intermediário (TVI) (A.1) e das últimas duas desigualdades acima,

existe skj
∈ [tkj

,
tkj
θ
] tal que σ(skj

) = 0, isto é,

f(xkj + skj
dkj) − f(xkj) = ηskj

⟨∇f(xkj),dkj⟩.

Agora, pelo Teorema do Valor Médio (TVM) (A.2), existe βkj
∈ (0, 1) tal que

skj
⟨∇f(xkj + βkj

skj
dkj),dkj) = f(xkj + skj

dkj) − f(xkj)

= ηskj
⟨∇f(xkj),dkj⟩.

Sendo assim, como no método de descida, dkj = −H(xkj)∇f(xkj), obtemos

−skj
⟨∇f(xkj + βkj

skj
dkj),H(xkj)∇f(xkj)⟩ = −ηskj

⟨∇f(xkj),H(xkj)∇f(xkj)⟩,

o que por sua vez, organizando, temos

⟨∇f(xkj + βkj
skj

dkj),H(xkj)∇f(xkj)⟩ = η⟨∇f(xkj),H(xkj)∇f(xkj)⟩, (1.5)

podemos perceber que tkj
⩽ skj

⩽
tkj
θ

, dessa forma, como tkj
→ 0, então skj

→ 0. Por

consequência βkj
skj

dkj → 0 e como vimos no início da prova que xkj → x∗, podemos

concluir que xkj + βkj
skj

dkj → x∗. Dessa forma, fazendo kj → +∞ em (1.5), temos

⟨∇f(x∗),H(x∗)∇f(x∗)⟩ = η⟨∇f(x∗),H(x∗)∇f(x∗)⟩, η ∈ (0, 1).

Entretanto, a última igualdade só é verdade se ⟨∇f(x∗),H(x∗)∇f(x∗)⟩ = 0, ou seja,

∇f(x∗) = 0, o que por sua vez gera um absurdo, pois supomos que ∇f(x∗) ̸= 0. Dessa

forma, todo ponto de acumulação de (xk) é ponto estacionário.

Após a demonstração da convergência parcial do Método do Gradiente, a conclusão

da convergência total da sequência gerada para uma solução do Problema (1.2) requer,

como veremos a seguir, a suposição adicional da convexidade da função objetivo, veja

Definição A.4. Tal resultado se baseia fortemente na ideia de convergência Quasi-Fejér

(veja Definição 1.4) e no Lema 1.1).

Teorema 1.3. (Convergência total) Seja (xk) a sequência gerada pelo Método de descida

que utiliza a regra de Armijo com η ∈ (0, 1), então (xk) converge para uma solução do

problema (1.2).
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Demonstração. Uma vez que o conjunto solução S∗ é não-vazio, considere x∗ ∈ S∗. Então,

∥xk+1 − x∗∥2 = ∥xk+1 − xk + xk − x∗∥2

= ∥xk+1 − xk∥2 + 2⟨xk+1 − xk, xk − x∗⟩+ ∥xk − x∗∥2.

Segue do Passo 3 do Método de Descida (1.4) xk+1 − xk = −tk∇f(xk). Então,

∥xk+1 − x∗∥2 = ∥− tk∇f(xk)∥2 + 2⟨−tk∇f(xk), xk − x∗⟩+ ∥xk − x∗∥2

= t2k∥∇f(xk)∥2 + 2tk⟨∇f(xk), x∗ − xk⟩+ ∥xk − x∗∥2. (1.6)

Por outro lado, segue da Desigualdade do Gradiente, veja (A.1) que

f(x∗) ⩾ f(xk) + ⟨∇f(xk), x∗ − xk⟩,

o que por sua vez, implica que

⟨∇f(xk), x∗ − xk⟩ ⩽ f(x∗) − f(xk).

Sendo assim, substituindo a última desigualdade em (1.6), obtemos que

∥xk+1 − x∗∥2 ⩽ ∥xk − x∗∥2 + t2k∥∇f(xk)∥2 + 2tk(f(x∗) − f(xk))

⩽ ∥xk − x∗∥2 + t2k∥∇f(xk)∥2, (1.7)

onde a última desigualdade segue do fato que f(x∗) − f(xk) ⩽ 0 e tk > 0.

Assim, observa-se que a desigualdade (1.7) está bem próxima da desigualdade da

Definição 1.4, referente a Quasi-Fejér convergência, restando demonstrar que o termo

t2k∥∇f(xk)∥2 é somável. Uma vez que, tk ⩽ 1 (uma condição usualmente garantida pela

regra de Busca Linear, como Armijo), segue que t2k ⩽ tk. Multiplicando ambos os lados

por ∥∇f(xk)∥2, concluímos que

t2k∥∇f(xk)∥2 ⩽ tk∥∇f(xk)∥2.

Sendo assim, segue do Teste da Comparação de séries que é suficiente provar que

+∞∑
k=0

tk∥∇f(xk)∥2 < +∞.

De fato, pela regra de Armijo (1.3), temos

σtk∥∇f(xk)∥2 ⩽ f(xk) − f(xk+1), ∀ k ∈ N.
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Somando essa desigualdade para k = 0, . . . ,N, obtemos

σ

N∑
k=0

tk∥∇f(xk)∥2 ⩽ f(x0) − f(xN+1).

Agora, como f(x∗) ⩽ f(xN+1), visto que x∗ ∈ S∗, então −f(xN+1) ⩽ −f(x∗). Substituindo,

obtemos que

σ

N∑
k=0

tk∥∇f(xk)∥2 ⩽ f(x0) − f(x∗).

Passando limite com N → ∞,

σ

∞∑
k=0

tk∥∇f(xk)∥2 ⩽ f(x0) − f(x∗) < +∞.

Em particular, seque que
∑∞

k=0 tk∥∇f(xk)∥2 < +∞. Logo (xk) é Quasi-Fejer convergente

em relação ao conjunto S∗ com εk := tk∥∇f(xk)∥. Dessa forma, segue do Lema 1.1 (i) que

(xk) é limitada. Então, existe (xkj) ⊂ (xk) tal que (xkj) → x̄. Daí, segue do Teorema 1.2

que ∇f(x̄) = 0. Como f é uma função convexa, segue do Teorema A.1 (Desigualdade do

Gradiente) que

f(y) ⩾ f(x̄) + ⟨∇f(x̄),y− x̄⟩ = f(x̄),

ou seja,

f(y) ⩾ f(x̄), y ∈ Rn.

Logo, x̄ ∈ S∗. Pelo Lema 1.1 (ii), temos (xk) → x̄. Portanto, (xk) converge para um ponto

que é solução do Problema (1.2).

1.2.2 Método do Ponto Proximal

Nesta subseção, revisitamos o problema de minimização da seção anterior, com a

particularidade de que a função objetivo possui contradomínio R := R∪+∞. Em resumo,

considere o seguinte problema

min
x∈Rn

f(x). (1.8)

onde f : Rn → R é possivelmente não-diferenciável, convexa e contínua. De forma análoga

à subseção anterior, assumimos que o conjunto solução do Problema 1.8, denotado por S∗,

é não-vazio. Utilizaremos o chamado Método Ponto Proximal para resolver o problema

(1.8). Inicialmente, considere o chamado operador proximal para f(·), o qual é dado por

proxαf(x) := arg min
y∈Rn

{
f(y) +

1
2α

∥y− x∥2
}

, (1.9)
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onde a norma, ∥ · ∥ é induzida pelo produto interno de Rn ⟨·, ·⟩, com ∥ · ∥ :=
√
⟨·, ·⟩.

O Método do Ponto Proximal pode ser interpretado como um método para resolver

inclusões monótonas do tipo 0 ∈ ∂f(x), sendo o operador ∂f maximal e monótono. Tendo

em vista a condição de otimalidade de (1.9), concluímos a seguinte inclusão monótona:

0 ∈ ∂f(proxαf(x)) +
1
α
(proxαf(x) − x) . (1.10)

Sendo assim, podemos dizer que existe um subgradiente z no subdiferencial ∂f(proxαf(x)),

tal que

z+
1
α
(proxαf(x) − x) = 0. (1.11)

A seguir, trazemos o clássico Método do Ponto Proximal para resolver o Problema (1.8)

Método Pronto Proximal (MPP)

Seja a sequência (αk) ⊂ R++, tal que 0 < α̂ ⩽ αk ⩽ α para todo k ∈ N.

Passo 1: x0 ∈ Rn, k := 0;

Passo 2: Dado xk ∈ Rn;

xk+1 = proxαkf
(xk) := arg min

y∈Rn

{
f(y) +

1
2αk

∥y− xk∥2
}

. (1.12)

Passo 3: Se xk+1 = xk pare. Caso contrário, faça k := k+ 1 e retorne ao passo 2.

Proposição 1.2. A sequência (xk) gerada pelo Método do Ponto Proximal dada em (1.12)

está bem definida.

Demonstração. A prova é feita por indução. Dado k ∈ N, considere a função fk : Rn → R

definida por

fk(x) = f(x) +
1

2αk

∥x− xk∥2.

Como S∗ ̸= ∅, temos que f possui mínimo, em particular, f é limitada inferiormente.

Sendo assim, fk(·) é também limitada inferiormente. Por outro lado, temos que f(·) é

uma função convexa e continua, (αk) é limitada e ∥ · −xk∥2 é continua e estritamente

convexa. Logo, podemos concluir que fk(·) é também continua (pois a soma de duas

funções continuas é continua), estritamente convexa (pois é a soma de uma função convexa

com uma estritamente convexa). Por fim, seja (yj) tal que (∥yj∥) → ∞, quando j → ∞.

Mas, lim
j→∞ f(yj) > −∞, pois f(·) é limitada inferiormente. Agora,

∥yj∥ = ∥yj − xk + xk∥ ⩽ ∥yj − xk∥+ ∥xk∥,
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isto é,

∥yj∥ ⩽ ∥yj − xk∥+ ∥xk∥.

Uma vez que ∥yj∥ → ∞, segue da última desigualdade acima que ∥yj−xk∥ → ∞, quando

j → +∞. Então, uma vez que αk > α̂ > 0, temos

lim
j→∞ fk(y

j) = lim
j→∞

(
f(yj) +

1
2αk

∥yj − xk∥2
)

= +∞.

Logo, segue da Definição (A.6) que fk(·) é coerciva. Sendo assim, como fk(x) é contínua

e coerciva, então possui mínimo, veja Teorema (A.6). Finalmente, segue do fato de fk(x)

ser estritamente convexa que tal minimizador é único. Logo, xk+1 dado em (1.12) existe

e é único, ou seja, o método está bem definido.

A seguinte observação é um fato muito útil e bem conhecido em relação ao Método do

Ponto Proximal. Tal fato, é bem útil no que diz respeito ao critério de parada do método.

Proposição 1.3. Seja xk+1 definido como em (1.12), temos que xk+1 = xk se, e somente

se, xk é solução do Problema 1.8.

Demonstração. Inicialmente, lembre que xk+1 ∈ Rn é uma solução global de (1.8), se e

somente se,

0 ∈ ∂f(xk+1).

Vamos supor primeiramente que xk+1 = xk. Tendo em vista a condição de otimalidade

do subproblema proximal dada em (1.10) com x = xk,α = αk, e proxαf(x) = xk+1, temos

0 ∈ ∂f(xk+1) +
1
αk

(xk+1 − xk). (1.13)

Sendo assim, podemos dizer que existe um subgradiente zk no subdiferencial ∂f(xk+1),

tal que

zk +
1
αk

(xk+1 − xk) = 0. (1.14)

Agora, desde que xk+1 = xk, concluímos que zk = 0. Utilizando a Definição de Subgradi-

ente (veja Definição (A.8)), temos

f(y) ⩾ f(xk+1) + ⟨zk,y− xk+1⟩, ∀y ∈ Rn.

o que por sua vez, como zk = 0, implica em f(y) ⩾ f(xk+1). Logo xk = xk+1 é solução

global de (1.8).
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Reciprocamente, vamos supor que xk é solução global de (1.8), ou seja, para todo

y ∈ Rn temos f(y) ⩾ f(xk). Em particular, tomando y = xk+1, obtemos que

f(xk+1) ⩾ f(xk). (1.15)

Por outro lado, usando a desigualdade do subgradiente em xk+1 para qualquer z ∈

∂f(xk+1), vale

f(xk) ⩾ f(xk+1) + ⟨z, xk − xk+1⟩. (1.16)

Daí, segue da última desigualdade e de (1.15), que

0 ⩾ f(xk) − f(xk+1) ⩾ ⟨z, xk − xk+1⟩.

Agora, segue novamente da condição de otimalidade do subproblema proximal dada em

(1.11), temos que zk = −
1
αk

(xk+1 − xk). Fazendo a substituição do valor de zk em z na

desigualdade anterior,

0 ⩾ ⟨− 1
αk

(xk+1 − xk), xk − xk+1⟩

=
1
αk

⟨−(xk+1 − xk), xk − xk+1⟩

=
1
αk

∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0.

Por fim, desde que αk > 0 e ∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0, obtemos que xk+1 = xk, como queríamos

demonstrar.

Teorema 1.4. Seja f : Rn → R uma função convexa. Suponha que o conjunto S∗

de minimizadores de f em Rn, é não-vazio. Então, a sequência (xk) gerada pelo MPP

converge para um ponto x∗ ∈ S∗.

Demonstração. Provaremos que para todo k ∈ N e todo x ∈ S∗ vale a desigualdade,

∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − xk∥2.

Temos por hipótese que S∗ ̸= 0, logo podemos pegar x ∈ S∗. Portanto,

∥xk − x∥2 = ∥xk − xk+1 + xk+1 − x∥2

= ∥xk − xk+1∥2 + 2⟨xk − xk+1, xk+1 − x⟩+ ∥xk+1 − x∥2,

sendo assim,

∥xk − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2 = 2⟨xk − xk+1, xk+1 − x⟩. (1.17)
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Por (1.11), podemos concluir que existe uk+1 ∈ ∂f(xk+1) tal que uk+1+
1
αk

(xk+1−xk) = 0.

Então,

xk − xk+1 = αku
k+1,

substituindo a igualdade anterior do lado direito em (1.17), obtemos

∥xk − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2 = 2αk⟨uk+1, xk+1 − x⟩. (1.18)

Por outro lado, como uk+1 ∈ ∂f(xk+1), então obtemos pela desigualdade do subgradiente

que

f(y) ⩾ f(xk+1) + ⟨uk+1,y− xk+1⟩, ∀y ∈ Rn.

O que por sua vez, implica que

f(xk+1) − f(y) ⩽ ⟨uk+1, xk+1 − y⟩, ∀y ∈ Rn.

Tomando y = x̄, temos

f(xk+1) − f(x̄) ⩽ ⟨uk+1, xk+1 − x̄⟩.

Uma vez que x̄ ∈ S∗, então f(x̄) ⩽ f(xk+1), logo f(xk+1) − f(x̄) ⩾ 0. Daí, concluímos que

⟨uk+1, xk+1 − x̄⟩ ⩾ 0. Sendo assim, por (1.18) e pelo fato de αk > 0, podemos concluir

que

∥xk − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 0,

o que por sua vez, implica que

∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − xk∥2.

Dessa forma, podemos observar que a desigualdade que acabamos de provar nos diz que

a sequência (xk) é Fejér convergente em relação ao conjunto S∗, pois obtemos que

0 ⩽ ∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk − x∥2.

Agora provaremos que lim
k→∞ ∥xk+1 − xk∥ = 0. Temos que (xk) é Fejér convergente

em relação à S∗. Dessa forma, segue do Lema 1.1 (i) que (xk) é limitada, ou seja existe

(xkj) ⊂ (xk) convergente, digamos que xkj → x∗. Vimos anteriormente que (∥xk − x∥) é

monótona, não-crescente (pela definição de Fejér convergente), limitada (pois, é limitada

por cima por ∥x0 − x∥2 e por baixo por zero). Logo, (∥xk − x∥) é convergente. Como

0 ⩽ ∥xk+1 − xk∥2 ⩽ ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2,
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quando k → ∞, temos que (∥xk−x∥2−∥xk+1−x∥2) converge para zero, pois (∥xk−x∥) é

convergente. Sendo assim, pelo Teorema do Confronto, concluímos que lim
k→∞ ∥xk+1−xk∥ =

0.

Por fim, provaremos que (xk) possui ponto de acumulação em S∗. Temos que xkj → x∗

e que lim
k→∞ ∥xk+1 − xk∥ = 0, dessa forma, xkj+1 → x∗.

Agora, fazendo uma manipulação algébrica e utilizando a Desigualdade Triangular, temos

0 ⩽ ∥xkj+1 − x∗∥ = ∥xkj+1 − xkj + xkj − x∗∥ ⩽ ∥xkj+1 − xkj∥+ ∥xkj − x∗∥,

o que por sua vez, implica que

0 ⩽ ∥xkj+1 − x∗∥ ⩽ ∥xkj+1 − xkj∥+ ∥xkj − x∗∥.

Quando kj → ∞, temos que lim
kj→∞ ∥xkj+1 − xkj∥ → 0 (pois, lim

k→∞ ∥xk+1 − xk∥ = 0) e

∥xkj − x∗∥ → 0, pois xkj → x∗. Portanto, pelo Teorema do Confronto, obtemos que

lim
kj→∞ ∥xkj+1 − x∗∥ = 0.

Daí, vimos anteriormente que a condição de otimalidade do subproblema proximal

dada em (1.10) com x = xk,α = αk e proxαf(x) = xk+1 nos fornece a seguinte inclusão

−
1
αk

(xk+1 − xk) ∈ ∂f(xk+1).

Substituindo xk por xkj , temos

−
1
αkj

(xkj+1 − xkj) ∈ ∂f(xkj+1),

o que por sua vez nos diz que existe ukj+1 ∈ ∂f(xkj+1) tal que

ukj+1 = −
1
αkj

(xkj+1 − xkj).

Temos que (αk) é limitada e ∥xkj+1−xkj∥ → 0, quando kj → ∞. Logo, tomando o limite

com kj → ∞ na igualdade anterior, temos que ukj+1 = −
1
αk

(xkj+1 − xkj) → 0. Temos

também que ∥xkj+1−x∗∥ → 0 e ukj+1 ∈ ∂f(xk+1). Dessa forma, pelo Fato A.1 concluímos

que 0 ∈ ∂f(x∗). Então, segue do Teorema A.10 e da convexidade de f que x∗ ∈ S∗. Agora,

novamente pelo Lema 1.1 (ii) temos que a sequência (xk) converge para x∗, o qual é um

ponto solução do Problema (1.8).
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1.2.3 Introdução ao Método Proximal Gradiente

Nesta subseção, focamos em uma classe particular de problemas de otimização con-

vexa, onde a função objetivo é expressa como a soma de duas funções, uma das quais

suposta ser continuamente diferenciável e a outra possivelmente não-diferenciável. Mais

especificamente, consideramos o problema na forma:

min
x∈Rn

F(x) = g(x) + h(x), (1.19)

onde g : Rn → R é uma função convexa e diferenciável e h : Rn → R := R∪ {+∞} é uma

função convexa, própria e possivelmente não-diferenciável.

Tal problema, na literatura relacionada é chamado de “composite problems”. Por exem-

plo, em problemas de aprendizado de máquina com regularização, g(x) pode representar

o termo de erro (i.e., erro quadrático) e h(x) o termo de regularização (i.e., norma ℓ1 para

promover esparsidade ou a função indicadora de um conjunto convexo para impor restri-

ções). Para mais detalhes, veja [9, 10, 11, 12, 13]. A presença do termo não-diferenciável

h(x) impede a aplicação direta de métodos clássicos, como o Método do Gradiente, que

exigem a diferenciabilidade da função objetivo completa.

Diante deste cenário, métodos que conseguem desacoplar as propriedades das funções

g e h são essenciais. O Método Proximal Gradiente surge como uma ferramenta pode-

rosa e eficiente para resolver problemas da forma (1.19), combinando passos do gradiente

para a componente suave g com passos do operador proximal para a componente h. No

decorrer deste trabalho, detalharemos este método e exploraremos suas propriedades de

convergência.

A etapa principal no método de proximal gradiente envolve avaliar o Operador Proxi-

mal definido como segue:

proxαh(x) := arg min
y∈Rn

{
h(y) +

1
2α

∥y− x∥2
}

.
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Método Proximal Gradiente Clássico (MPG-C)

Seja x0 ∈ dom(h). Calcule λk > 0 e

x̃k := proxαkh

(
xk − λk∇g(xk)

)
. (1.20)

Escolha βk ∈ (0, 1] e calcule

xk+1 := xk + βk(x̃k − xk).

Os coeficientes λk e βk, referidos como tamanhos de passo, podem ser determinados

com base em procedimentos de Busca Linear retrocedentes. Tais estratégias são essenciais

sempre que a continuidade global L-Lipschitz do gradiente (Ver Definição 1.3) de g falha ou

mesmo quando calcular um limite superior aceitável para L é desafiador. Essa situação é

frequentemente encontrada em numerosas aplicações; por exemplo, em problemas inversos

baseados em normas não euclidianas [16, 30] ou distâncias de Bregman, como a divergência

de Kullback–Leibler [15, 19, 31, 33]. Além disso, mesmo quando L é conhecido, Buscas

Lineares podem permitir passos mais longos em direção à solução usando informações

locais em cada iteração.

Existem várias escolhas possíveis para esses tamanhos de passo, cada uma impactando

o desempenho do algoritmo de maneiras diferentes; veja, por exemplo, [9, 8, 31, 33]. É

importante notar que, para calcular o tamanho de passo λk usando uma Busca Linear

retrocedente em cada iteração k, o operador proximal pode precisar ser avaliado várias

vezes dentro do procedimento, nesse caso temos a chamada Busca Linear implícita. Por

outro lado, o tamanho de passo βk pode ser selecionado avaliando o operador proximal

apenas uma vez por iteração. Neste contexto, nos referiremos a Busca Linear explícita

para descrever um procedimento de retrocesso que determina βk após definir λk como

uma constante para todo k. Tal dilema abordado acima, em relação a possibilidade ou

não do operador proximal ser resolvido mais de uma vez por iteração é um dos principais

tópicos a serem discutidos nos capítulos seguintes.

O tipo de estratégia explícita, apresentada pela primeira vez em [9], é particularmente

vantajosa, especialmente nos casos em que avaliar o operador proximal é desafiador. A

função h pode ser frequentemente complexa o suficiente para que o operador proximal

correspondente não tenha uma solução analítica.



Capítulo 2

Procedimentos de Buscas Lineares

Antes de expormos os procedimentos de Buscas Lineares, tema central deste capítulo,

enunciaremos algumas hipóteses relativas às funções g e h, que desempenharão papel

essencial no decorrer deste trabalho.

Estamos interessados em resolver o seguinte problema de otimização:

min
x∈Rn

F(x) = g(x) + h(x). (2.1)

onde g,h ∈ Γ0(Rn), de forma que Γ0(Rn) é o conjunto de funções próprias, semi-contínuas

inferior e convexas em Rn. A função g é suposta ser diferenciável no int(dom(g)) ∩

dom(h).

Agora, mostraremos as hipóteses principais para este trabalho, que envolvem caracte-

rísticas para as funções g e h.

A1. g,h ∈ Γ0(Rn) com int(dom(g)) ∩ dom(h) ̸= ∅ e dom(h) ⊆ dom(g).

A2. A função g é diferenciável ao longo de um conjunto aberto que contém dom(h).

Além disso, o gradiente ∇g é uniformemente contínuo em qualquer subconjunto

limitado de dom(h) e mapeia qualquer subconjunto limitado de dom(h) para um

conjunto limitado de Rn.

A3 - g é diferenciável em todo ponto de int(dom(g)) ∩ dom(h),∇g é uniformemente

contínua em qualquer subconjunto compacto de int(dom(g)) ∩ dom(h).

A4 - Para qualquer x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h), existe LcF(x) = {x ∈ Rn| c ⩽ F(x)} ⊂

int(dom(g)) ∩ dom(h) e para qualquer subconjunto compacto de x de LcF(x),

23
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temos

d(x;Rn \ int(dom(g))) > 0. (2.2)

Sob essas hipóteses, definimos o operador proximal forward-backward

J : [int(dom(g))∩ dom(h)]× R++ → dom(h),

por

J(x,α) := proxαh

(
x− α∇g(x)

)
, (2.3)

O lema apresentado a seguir, é consequência direta de [[5], Teorema 23.47] e será

empregado na prova da boa-definição Busca Linear 3.

Lema 2.1. Seja h ∈ Γ0(Rn) e seja α > 0. Então, para todo x ∈ dom(h), temos

proxαh(x) → x, quando α → 0. (2.4)

Observação 2.1. Note que segue da condição de otimalidade vista em(1.10) com f = h

que

0 ∈ ∂h(proxαh(z)) +
1
α
(proxαh(z) − z),

o que por sua vez, reorganizando e lembrando que α > 0, temos

z− proxαh(z)

α
∈ ∂h(proxαh(z)), ∀ z ∈ Rn. (2.5)

Fazendo z = x− α∇g(x), obtemos

x− α∇g(x) − proxαh(x− α∇g(x))

α
∈ ∂h(proxαh(x− α∇g(x)), (2.6)

o que por sua vez, implica que

x− proxαh(x− α∇g(x))

α
∈ ∇g(x) + ∂h(proxαh(x− α∇g(x)).

Agora, como J(x,α) = proxαh

(
x− α∇g(x)

)
, obtemos

x− J(x,α)
α

∈ ∇g(x) + ∂h(J(x,α)). (2.7)

Seja S∗ o conjunto de soluções ótimas do Problema (2.1) e x∗ um ponto no int(dom(g))∩

dom(h). Pelo Teorema A.10, podemos concluir que x∗ ∈ S∗ se, e somente se,

0 ∈ ∂(g+ h)(x∗) = ∇g(x∗) + ∂h(x∗). (2.8)
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É importante salientar também a seguinte observação, na qual utilizaremos com re-

corrência na prova da boa definição das Buscas Lineares, bem como no critério de parada

dos métodos a serem analisados.

Observação 2.2. Considere x ∈ Rn e α ∈ R++. Logo, x ∈ S∗, isto é, x é uma solução

global para o Problema (2.1) se, e somente se, x = J(x,α).

Primeiramente vamos admitir que x ∈ S∗, sendo assim, temos que 0 ∈ ∇g(x)+∂h(x),

ou seja, −∇g(x) ∈ ∂h(x). Multiplicando por α > 0, temos

−α∇g(x) ∈ α∂h(x),

o que por sua vez, implica que

x− α∇g(x) − x ∈ α∂h(x).

Utilizando a caracterização fundamental do Operador Proximal dada em (1.10), segue que

x = proxαh(z) ⇔ z− x ∈ α∂h(x).

Agora, fazendo z = x−α∇g(x), obtemos que x = proxαh(x−α∇g(x)). Dessa forma, por

(2.3), que diz que J(x,α) = proxαh(x− α∇g(x)) concluímos que x = J(x,α).

Agora, se x = J(x,α) então por (2.7) concluímos que

x− x

α
∈ ∇g(x) + ∂h(x),

sendo assim, 0 ∈ ∇g(x) + ∂h(x), ou seja, x é ponto crítico para o Problema (2.1), o que

por sua vez pela convexidade da função objetivo implica que x ∈ S∗.

O seguinte Lema será de grande importância para nosso estudo, pois será essencial

para mostrar que a primeira regra de Busca Linear está bem definida.

Lema 2.2. Para qualquer x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h) , temos:

α2

α1
∥x− J(x,α1)∥ ⩾ ∥x− J(x,α2)∥ ⩾ ∥x− J(x,α1)∥. (2.9)

Para todo α2 ⩾ α1 > 0.

Demonstração. Utilizando (2.5) com z = x− α∇g(x), obtemos

x− α∇g(x) − proxαh(x− α∇g(x))

α
∈ ∂h(proxαh(x− α∇g(x))).
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Agora utilizando (2.3), temos

x− α∇g(x) − J(x,α)
α

∈ ∂h(J(x,α)).

Para qualquer α > 0, α2 ⩾ α1 > 0 arbitrário, da inclusão anterior e utilizando a monoto-

nicidade de ∂h(x), (veja (A.2)) temos:

0 ⩽

〈
x− α2∇g(x) − J(x,α2)

α2
−

x− α1∇g(x) − J(x,α1)

α1
, J(x,α2) − J(x,α1)

〉
=

〈
x− J(x,α2)

α2
− (∇g(x)) −

x− J(x,α1)

α1
+ (∇g(x)), J(x,α2) − J(x,α1)

〉
=

〈
x− J(x,α2)

α2
−

x− J(x,α1)

α1
, (x− J(x,α1)) − (x− J(x,α2))

〉
= −

1
α2

⟨x− J(x,α2), x− J(x,α2)⟩+
1
α2

⟨x− J(x,α2), x− J(x,α1)⟩

−
1
α1

⟨x− J(x,α1), x− J(x,α1)⟩+
1
α1

⟨x− J(x,α1), x− J(x,α2)⟩

= −
1
α2

∥x− J(x,α2)∥2 −
1
α1

∥x− J(x,α1)∥2 +

(
1
α1

+
1
α2

)
⟨x− J(x,α2), x− J(x,α1)⟩.

Multiplicando por α2, temos:

0 ⩽ −∥x− J(x,α2)∥2 −
α2

α1
∥x− J(x,α1)∥2 + (

α2

α1
+ 1)⟨x− J(x,α2), x− J(x,α1)⟩.

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

0 ⩽ −∥x− J(x,α2)∥2 −
α2

α1
∥x− J(x,α1)∥2 + (

α2

α1
+ 1)∥x− J(x,α2)∥∥x− J(x,α1)∥

=
α2

α1
∥x− J(x,α1)∥ (∥x− J(x,α2)∥− ∥x− J(x,α1)∥)

− ∥x− J(x,α2)∥ · (∥x− J(x,α2)∥− ∥x− J(x,α1)∥)

= (∥x− J(x,α2)∥− ∥x− J(x,α1)∥) .
(
α2

α1
∥x− J(x,α1)∥− ∥x− J(x,α2)∥

)
,

Note que para a desigualdade anterior ser verdadeira, a multiplicação entre ambos os

fatores devem ser ou os dois negativos ou os dois positivos. Para o caso positivo, note que

as duas desigualdades em (2.9) são imediatas.

Agora, vamos supor por contradição que ambos os termos são negativos. Para facilitar

o argumento, vamos denotar a = ∥x− J(x,α1)∥ e b = ∥x− J(x,α2)∥. Então, obtemos da

desigualdade anterior que

0 ⩽ (b− a)(ka− b), (2.10)

com k = α2
α1

⩾ 1, pois α2 ⩾ α1 > 0.
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Desde que, k ⩾ 1 e a > 0 temos que ka ⩾ a, ou seja, 0 > ka − b ⩾ a − b. Sendo

assim, temos a− b < 0, então b− a > 0, o que por sua vez implica em uma contradição,

pois a multiplicação de um número negativo (ka− b) com um positivo (b− a) resultaria

em um número negativo, o que contrária a nossa suposição de ambos os termos em (2.10)

serem negativos.

A proposição apresentado a seguir, é consequência direta de [[9], Proposição 2.3].

Proposição 2.1. Sejam g,h : Rn → R duas funções que satisfazem A1. Suponha que

dom(h) ⊂ dom(g), g é diferenciável em um conjunto aberto contendo dom(h), e ∇g é

contínuo em dom(h). Então, a hipótese A2 é satisfeita. Consequentemente, se dom(h)

for fechado, a validade da hipótese A2 é equivalente à afirmação de que g é diferenciável

em um conjunto aberto contendo dom(h) e que seu gradiente é contínuo em dom(h).

Nas próximas seções apresentaremos os procedimentos de Busca Linear estudados

neste trabalho.

2.1 Procedimento de Busca Linear 1

Nesta seção, iremos dar início à explicação dos procedimentos de Busca Linear, abor-

dando o primeiro dos três procedimentos cruciais para a determinação do comprimento

de passo. O primeiro procedimento de Busca Linear foi abordado em [9] para Problema

(2.1). Sua definição formal é estabelecida a seguir.

Busca Linear 1 [9]

Dado x ∈ dom(h), σ > 0, θ ∈ (0, 1) and δ ∈ (0, 1/2).

Entrada: Seja α = σ e J(x,α) := proxαh(x− α∇f(x)).

Enquanto:

α∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ > δ∥J(x,α) − x∥. (2.11)

Faça: α = θα.

Fim enquanto.

Saída α.

A saída α dessa Busca Linear 1 será denotada por LS1(x,σ, θ, δ). Primeiramente,

é fundamental observar que a Busca Linear 1, conforme abordada, apresenta a parti-
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cularidade de que, a cada tentativa de um comprimento de passo α para satisfazer a

desigualdade da busca, o subproblema proximal (2.3) deve ser computado novamente.

Tal procedimento, é chamado na literatura relacionada de Regra de Busca Linear

Implícita.

O seguinte Lema mostra a boa definição do procedimento de Busca Linear 1, ou seja,

mostramos que em um número finito de passos é possível achar α satisfazendo (2.11).

Lema 2.3. Se x ∈ dom(h) então a Busca Linear 1 tem terminação finita.

Demonstração. Se x ∈ S∗, pela Observação 2.2 temos que x = J(x,α), dessa forma, a

desigualdade da busca vista em (2.11) é satisfeita trivialmente na primeira tentativa de

comprimento de passo α = σ.

Agora, se x /∈ S∗ vamos supor por absurdo que a desigualdade da Busca Linear 1

nunca é satisfeita para nenhum α := θjσ. Ou seja, para α ∈ P := {σ,σθ,σθ2, · · · } temos

que

α∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ > δ∥J(x,α) − x∥. (2.12)

Podemos observar que para j ∈ N suficientemente grande, quando α := θjσ ∈ P está

suficientemente próximo de zero. Por outro lado, temos pelo Lema 2.2 que J(x,α) é

uniformemente limitado. Dessa forma, podemos concluir de (2.12) e da hipótese A2, que

lim
α→0+

∥x− J(x,α)∥ = 0.

Sendo assim, como x → J(x,α) pela igualdade anterior e utilizando a hipótese A2 nova-

mente, junto com a continuidade de ∇g(·), obtemos que

lim
α→0+

∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ = 0.

Dessa forma, utilizando o fato de α > 0 e (2.12) concluímos que

∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ >
δ∥J(x,α) − x∥

α
⩾ 0.

Logo, pelo teorema do confronto, podemos concluir que

lim
α→0+

∥x− J(x,α)∥
α

= 0. (2.13)

Por outro lado, pela condição de otimalidade e utilizando z = x− α∇g(x), temos

x− J(x,α)
α

∈ ∇g(x) + ∂h(J(x,α)),
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o que por sua vez tomando α → 0, utilizando (2.13) e levando em conta o resultado de

gráfico fechado Gph(∂h) presente no Fato A.1 temos

0 ∈ ∇g(x) + ∂h(x) ⊆ ∂((g+ h)(x)).

Porém, isso gera uma contradição, pois concluímos que 0 ∈ ∂(g + h)(x), ou seja, que x

é ponto crítico do Problema 2.1, o que por sua vez pela convexidade da função objetivo

implicaria que tal ponto é solução global. O que leva a uma contradição com a hipótese

inicial de x /∈ S∗.

2.2 Procedimento de Busca Linear 2

Agora, estudaremos o segundo procedimento de Busca Linear, o qual foi analisado

também em [9]. Essa busca torna-se mais eficiente, uma vez que a desigualdade associada

ao procedimento de busca requer a resolução de J(x,α) apenas uma única vez.

Busca Linear 2 [9]

Dado x ∈ dom(h) e θ ∈ (0, 1).

Entrada: Defina β = 1, Jx := J(x, 1) = proxh(x−∇g(x)).

Enquanto:

(g+ h)(x− β(x− Jx)) > (g+ h)(x) − β[h(x) − h(Jx)] (2.14)

−β⟨∇g(x), x− Jx⟩+
β

2
∥x− Jx∥2.

Atualiza: β = θβ.

Fim enquanto.

Saída: β.

A saída β dessa Busca Linear 2 será denotada por LS2(x, θ). Alguns comentários

importantes são necessários. Primeiramente, note que ao resolver o subproblema proximal

(2.3) toma-se o valor de α = 1. Em seguida, note que o procedimento de Busca Linear

é feito efetivamente pelo parâmetro β > 0, o qual é computado dentro do argumento de

(g + h)(·) do lado esquerdo em (2.14). Por fim, note que em comparação com a Busca

Linear 1, a Busca Linear 2 tem como principal característica e vantagem o fato que exige a

resolução do subproblema (2.3) apenas uma vez por iteração, tal procedimento é chamado
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Regra de Busca Linear Explícita. Em geral, esse procedimento de busca se torna mais

barato.

Lema 2.4. Se x ∈ dom(h), então o procedimento de Busca Linear 2 tem terminação

finita.

Demonstração. Inicialmente, segue da Observação 2.2 que, se x ∈ S∗, então x = J(x, 1).

Ou seja, a desigualdade em (2.14) é satisfeita trivialmente e retorna o comprimento de

passo β = 1.

Se x /∈ S∗, vamos supor por contradição que a Busca Linear 2 não termina após um

número finito de passos. Sendo assim, para todo β ∈ Q :=
{
1, θ, θ2, . . . ,θj, · · ·

}
, temos

(g+ h) (x− β(x− Jx)) > (g+ h) (x)−β [h(x) − h(Jx)]−β⟨∇g(x), x− Jx⟩+
β

2
∥x− Jx∥2.

Reorganizando, obtemos

(g+ h) (x− β(x− Jx)) − (g+ h) (x)

β
+ [h(x) − h(Jx)] + ⟨∇g(x), x− Jx⟩ >

1
2
∥x− Jx∥2,

(2.15)

tomando β → 0, temos

lim
β→0

(g+ h)(x− β(x− Jx)) − (g+ h)(x)

β
.

Note que o limite acima é a derivada direcional de g + h na direção Jx − x, isto é,

(g+ h) ′(x; Jx − x). Como g é diferenciável,

lim
β→0

g(x− β(x− Jx)) − g(x)

β
= ⟨∇g(x), Jx − x⟩,

e h é convexa, então

lim
β→0

h(x− β(x− Jx)) − h(x)

β
= h ′(x; Jx − x),

onde h ′(x; Jx − x) é a derivada direcional de h em x na direção Jx − x. Sendo assim, a

partir de (2.15) e das duas últimas igualdades acima, obtemos que

⟨∇g(x), Jx − x⟩+ h ′(x; Jx − x) + [h(x) − h(Jx)] + ⟨∇g(x), x− Jx⟩ ⩾
1
2
∥x− Jx∥2,

o que por sua vez, implica que

h ′(x; Jx − x) + [h(x) − h(Jx)] ⩾
1
2
∥x− Jx∥2. (2.16)
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Pela convexidade de h e pela Proposição 1.1 (iii), concluímos que a derivada direcional

h ′(x; Jx − x) satisfaz,

h(Jx) ⩾ h(x) + h ′(x; Jx − x).

Assim sendo,

h(x) + h ′(x; Jx − x) − h(Jx) ⩽ 0, (2.17)

daí e de (2.16), temos

0 ⩾ h ′(x; Jx − x) + h(x) − h(Jx) ⩾
1
2
∥x− Jx∥2.

Então,

0 ⩾
1
2
∥x− Jx∥2,

ou seja, x = Jx. Porém, se x = Jx e Jx = proxh(x−∇f(x)), obtemos que x = proxh(x−

∇f(x)). Logo,

x = arg min
y∈Rn

{
h(y) +

1
2
∥y− (x−∇g(x))∥2

}
.

Segue da condição de otimalidade para este problema que para y = x, vale

0 ∈ ∂h(x) + (x− (x−∇g(x))) = ∂h(x) +∇g(x),

dessa forma,

0 ∈ ∂h(x) +∇g(x) ⊆ ∂(g+ h)(x),

sendo assim, x ∈ S∗. Absurdo, pois pela nossa hipótese inicial x /∈ S∗.

2.3 Procedimento de Busca Linear 3

Agora, apresentaremos a Busca Linear de Beck-Teboulle [10], a qual denotaremos nessa

seção e no restante do trabalho como Busca Linear 3. Tal busca, em geral, na literatura

relacionada é útil para métodos forward-backward quando a constante de Lipschitz do

vetor gradiente ∇g(·) não é conhecida ou é difícil de estimar.
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Busca Linear 3 [10]

Dada x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h) , com σ > 0 e 0 < θ < 1.

Entrada: Defina α = σ e

J(x,α) = proxαh(x− α∇g(x)). (2.18)

Enquanto:

g(J(x,α)) > g(x) + ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩+ 1
2α

∥x− J(x,α)∥2, (2.19)

faça α = θα.

Fim enquanto:

Saída: α.

A saída α dessa Busca Linear 3 será denotada por LS3(x,σ, θ). Vamos agora mostrar

a boa definição e terminação finita dessa Busca Linear sob as hipóteses A1-A4.

Proposição 2.2. Suponhamos que as hipóteses A1 − A4 sejam válidas. Então, para

qualquer x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h), temos:

(i) A Busca Linear 3 acima termina após um número finito de iterações com saída

positiva ᾱ = LS3(x,σ,θ).

(ii) ∥x− u∥2 − ∥J(x, ᾱ) − u∥2 ⩾ 2ᾱ[F(J(x, ᾱ)) − F(u)] para qualquer u ∈ Rn.

(iii) F(J(x, ᾱ)) − F(x) ⩽ − 1
2ᾱ∥J(x, ᾱ) − x∥2 ⩽ 0. Consequentemente, pela hipótese A4,

J(x, ᾱ) ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h).

Demonstração. Para provar o item (i), suponha x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h). Podemos

perceber que J(x,α) é bem definido para qualquer α > 0, pois ∇g(x) existe devido à

hipótese A4. Se x ∈ S∗, então segue da Observação 2.2 que x = J(x,σ). Assim, de forma

análoga às Buscas Lineares anteriores, temos que o procedimento de Busca Linear 3 é

satisfeita trivialmente para α = σ.

Para x /∈ S∗, vamos supor por contradição que a Busca Linear não termina após um

número finito de passos. Sendo assim, para todo α ∈ P := {σ,σθ,σθ2, . . .} temos que

g
(
J(x,α)

)
> g(x) + ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩+ 1

2α
∥x− J(x,α)∥2. (2.20)
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Utilizando a igualdade (2.18), temos

J(x,α) − x = proxαh(x− α∇g(x)) − x,

Agora, aplicando a norma de ambos os lados e utilizando a definição de J(x,α) dada em

(2.3), obtemos que

∥J(x,α) − x∥ = ∥proxαh(x− α∇g(x)) − x∥

= ∥proxαh(x− α∇g(x)) − proxαh(x) + proxαh(x) − x∥ .

Então, segue da desigualdade triangular que

∥J(x,α) − x∥ ⩽ ∥ proxαh(x− α∇f(x)) − proxαh(x)∥+ ∥ proxαh(x) − x∥.

Como proxαh é não expansivo (veja (A.1)), temos

∥J(x,α) − x∥ ⩽ ∥x− α∇g(x) − x∥+ ∥ proxαh(x) − x∥,

o que por sua vez, implica que

∥J(x,α) − x∥ ⩽ α∥∇g(x)∥+ ∥ proxαh(x) − x∥. (2.21)

Pelo Lema 2.1, temos

∥J(x,α) − x∥ −→ 0, quandoα → 0. (2.22)

Por outro lado, como g é convexa temos que g(y) ⩾ g(x) + ⟨∇g(x),y− x⟩. Sendo assim,

fazendo y = x e x = J(x,α), temos

g(x) − g(J(x,α)) ⩾ ⟨∇g(J(x,α)), x− J(x,α)⟩, ∀ α ∈ P.

Segue da última desigualdade e de (2.20) que

1
2α

∥x− J(x,α)∥2 < g(J(x,α)) − g(x) − ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩

< ⟨∇g(J(x,α)), J(x,α) − x⟩− ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩

= ⟨∇g(J(x,α)) −∇g(x), J(x,α) − x⟩.

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1
2α

∥x− J(x,α)∥2 ⩽ ∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ · ∥ J(x,α) − x∥.
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Desde que J(x,α) ̸= x, pois estamos no caso em que x /∈ S∗ (veja Observação 2.2),

concluímos que

0 <
∥J(x,α) − x∥

α
< 2 ∥∇g(J(x,α)) −∇g(x)∥ , ∀ α ∈ P. (2.23)

Como ∥x− J(x,α)∥ → 0, quando α → 0 pela equação (2.22) e x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h)

podemos concluir que J(x,α) ∈ int(dom(g))∩dom(h) para α > 0 suficientemente pequeno.

Devido à continuidade de ∇g em x ∈ int(dom(g))∩ dom(h) pela afirmação A4, temos

que

∥∇g(J(x,α) −∇g(x)∥ → 0, quando α → 0.

Sendo assim, utilizando o resultado anterior e (2.23). Pelo Teorema do Confronto, obtemos

lim
α→0

∥x− J(x,α)∥
α

= 0. (2.24)

Utilizando a condição de otimalidade (2.7) e tomando limite quando α → 0, temos do

Lema (2.1) que ∥J(x,α)−x∥ −→ 0 e por (2.24) obtemos que ∥x−J(x,α)∥
α

→ 0. Sendo assim,

pela Definição de gráfico fechado do subdiferencial visto em (A.1), temos −∇g(x) ∈ ∂h(x).

Dessa forma, 0 ∈ ∇g(x)+∂h(x), o que contradiz a nossa hipótese inicial de x /∈ S∗. Logo,

a Busca Linear termina após um número finito de passos, com resultado α.

Agora, vamos provar o item (ii). Temos que vale a desigualdade da busca, sendo assim

g(J(x,α)) ⩽ g(x) + ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩+ 1
2α

∥x− J(x,α)∥2, (2.25)

além disso, pela condição de otimalidade (2.7), tem-se

x− J(x,α)
α

−∇g(x) ∈ ∂h(J(x,α)).

Escolhendo qualquer u ∈ Rn, obtemos da definição de subgradiente, com v ∈ ∂h(x) que

h(u) ⩾ h(y) + ⟨v,u− y⟩. Dado v = x−J(x,α)
α

−∇g(x) e y = J(x,α), tem-se:

h(u) ⩾ h(J(x,α)) +
〈
x− J(x,α)

α
−∇g(x),u− J(x,α)

〉
. (2.26)

Podemos perceber também pela desigualdade do gradiente (A.1) em g, que g(u) ⩾ g(x)+

⟨∇g(x),u− x⟩. Daí, somando com (2.26), temos

g(u) + h(u) ⩾ h(J(x,α)) + g(x) +

〈
x− J(x,α)

α
−∇g(x),u− J(x,α)

〉
+ ⟨∇g(x),u− x⟩,
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dessa forma,

(g+ h)(u) ⩾ g(x) + h(J(x,α)) +
1
α
⟨x− J(x,α) −∇g(x),u− J(x,α)⟩+ ⟨∇g(x),u− x⟩

= g(x) + h(J(x,α)) +
1
α
⟨x− J(x,α),u− J(x,α)⟩+ ⟨−∇g(x),u− J(x,α)⟩

+ ⟨∇g(x),u− x⟩

= g(x) + h(J(x,α)) +
1
α
⟨x− J(x,α),u− J(x,α)⟩+ ⟨∇g(x), J(x,α) − u⟩

+ ⟨∇g(x),u− x⟩

= g(x) + h(J(x,α)) +
1
α
⟨x− J(x,α),u− J(x,α)⟩+ ⟨∇g(x), J(x,α) − x⟩.

Utilizando (2.25), temos

F(u) = (g+h)(u) ⩾ g(J(x,α))+h(J(x,α))+
1
α
⟨x−J(x,α),u−J(x,α)⟩− 1

2α
∥J(x,α)−x∥2.

Daí, segue que

α(g+ h)(u) ⩾ α(g(J(x,α) + h(J(x,α)) + ⟨x− J(x,α),u− J(x,α)⟩− 1
2
∥J(x,α) − x∥2,

dessa forma,

⟨x− J(x,α), J(x,α) − u⟩ ⩾ α [F(J(x,α)) − F(u)] −
1
α
∥J(x,α) − x∥2.

Agora, uma vez que ∥x− u∥2 = ⟨x− u, x− u⟩, obtemos

∥x− u∥2 = ⟨(x− J(x,α)) + (J(x,α) − u), (x− J(x,α)) + (J(x,α) − u)⟩

= ∥x− J(x,α)∥2 + 2⟨x− J(x,α), J(x,α) − u⟩+ ∥J(x,α) − u∥2.

Em particular, temos que

2⟨x− J(x,α), J(x,α) − u⟩ = ∥x− u∥2 − ∥x− J(x,α)∥2 − ∥J(x,α) − u∥2.

Segue da última desigualdade e por (2.20) que

∥x− u∥2 − ∥x− J(x,α)∥2 − ∥J(x,α) − u∥2 + ∥J(x,α) − x∥2 ⩾ 2α [F(J(x,α)) − F(u)] ,

o que por sua vez, implica que

∥x− u∥2 − ∥J(x, z̄) − u∥2 ⩾ 2α [F(J(x, z̄)) − F(u)] .

Como queríamos demonstrar em (ii).
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Agora para provar o item (iii), seja u = x, na desigualdade do item anterior, temos

∥x− x∥2 − ∥J(x,α) − x∥2 ⩾ 2α [F(J(x,α)) − F(x)] ,

o que por sua vez, implica que

F(J(x,α)) − F(x) ⩽ −
1

2α
∥J(x,α) − x∥2 ⩽ 0.

Segue que J(x,α) pertence ao conjunto de nível inferior LcF(x) e pela Hipótese A4,

J(x,α) ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h), como queríamos demonstrar.



Capítulo 3

Método Proximal Gradiente com

Buscas Lineares Implícita e Explícita

Em geral, na literatura relacionada, é comum que as propostas do Método Proximal

Gradiente exijam a hipótese de Lipschitz continuidade global do gradiente de g (Ver

Definição 1.3). Tal hipótese é essencial por diversos motivos, entre eles, a possibilidade

de escolha do comprimento de passo constante e/ou a limitação inferior do comprimento

de passo em processos de Buscas Lineares, como os procedimentos estudados no Capítulo

anterior.

Neste capítulo será abordado o Método Proximal Gradiente, utilizando os procedi-

mentos de Buscas Lineares vistos no Capítulo 2. Mais especificamente, na Seção 3.1

apresentaremos o método com a Busca Linear 1, que denominaremos MPG1. Na Seção

3.2 será tratada a versão acelerada, denotada por MPG2. A Seção 3.3 abordará o mé-

todo com a Busca Linear 2, denotado por MPG3 e na Seção 3.4 o correspondente com a

Busca Linear 3, será denotado, respectivamente por MPG4.

3.1 Método Proximal Gradiente com Procedimento de

Busca Linear 1 (MPG1)

Consideremos inicialmente o Método Proximal Gradiente com a Busca Linear 1, no

qual denotaremos por (MPG1). Como dito anteriormente tal método foi proposto e

analisado em [9].

37
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Método Proximal Gradiente 1 (MPG1) [9]

Passo de inicialização: Tome x0 ∈ dom(h), σ > 0, θ ∈ (0, 1) e δ ∈
(
0, 1

2

)
.

Passo iterativo: Dado xk, defina

xk+1 = J(xk,αk) := proxαkh(x
k − αk∇g(xk)), (3.1)

com αk := LS1(xk,σ,θ, δ) e J(·, ·) definido como em (2.3).

Critério de parada: Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, tome k = k+1 e retorne

ao passo iterativo.

Lembremos que devido ao Lema (2.3), sabemos que a Busca Linear 1, termina com um

número finito de passos, sendo assim, visto que o operador proximal está bem definido,

temos que a sequência (xk) está bem definida. A seguinte desigualdade da Busca Linear

1 também será importante para nosso trabalho,

αk∥∇g(xk+1) −∇g(xk)∥ ⩽ δ∥xk+1 − xk∥, (3.2)

podemos perceber que se o MPG1 parar na iteração k então, xk = proxαkh(x
k −

αk∇g(xk)), ou seja, xk ∈ S∗. Caso contrário, mostraremos que a sequência (xk) ge-

rada pelo MPG1 converge para algum x ∈ S∗. Para verificar está afirmação precisamos

da seguinte proposição.

Proposição 3.1. Seja αk = Busca Linear 1 (xk,σ, θ, δ). Para todo k ∈ N e x ∈ dom(h),

temos:

(i) ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] + (1− 2δ)∥xk+1 − xk∥2.

(ii) (g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk) ⩽ −
(

(1−δ)
αk

)
∥xk+1 − xk∥2.

Demonstração. Vamos provar primeiramente o item (i). Temos da condição de otimali-

dade do nosso subproblema (2.7), que

xk − J(xk,αk)

αk

∈ ∇g(xk) + ∂h(J(xk,αk)),

no qual por meio do MPG1, temos que xk+1 = J(xk,αk), onde αk é o comprimento de

passo que satisfaz a Busca Linear 1. Dessa forma, utilizando a inclusão anterior obtemos

xk − xk+1

αk

∈ ∇g(xk) + ∂h(xk+1). (3.3)
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Por outro lado, segue da convexidade de h e da desigualdade do subgradiente (A.8) que,

dado w ∈ ∂h(y), temos

h(x) ⩾ h(y) + ⟨w, x− y⟩, ∀ x ∈ Rn, y ∈ dom(h).

Daí, tomando y = xk+1 juntamente com (3.3), obtemos

h(x) ⩾ h(xk+1) +

〈
xk − xk+1

αk

−∇g(xk), x− xk+1
〉

. (3.4)

Agora por outro lado, usando a convexidade de g (veja (A.1)), temos

g(x) ⩾ g(y) + ⟨∇g(y), x− y⟩, ∀x ∈ Rn,y ∈ dom(h). (3.5)

Somando (3.4) e (3.5) com y = xk e x ∈ dom(h) ⊆ dom(g), temos:

g(x) + h(x) ⩾ h(xk+1) + g(xk) +

〈
xk − xk+1

αk

−∇g(xk), x− xk+1
〉
+ ⟨∇g(xk), x− xk⟩,

o que por sua vez, implica que

(g+ h)(x) ⩾ h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩− ⟨∇g(xk), x− xk+1⟩

+ ⟨∇g(xk), x+ xk+1 − xk+1 − xk⟩

= h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩− ⟨∇g(xk), x− xk+1⟩

+ ⟨∇g(xk), x− xk+1⟩+ ⟨∇g(xk), xk+1 − xk⟩

= h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩+ ⟨∇g(xk), xk+1 − xk⟩

= h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩

+ ⟨∇g(xk) +∇g(xk+1) −∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩.

Dessa forma,

(g+ h)(x) ⩾ h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩ (3.6)

+⟨∇g(xk) −∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩.

Agora, note que segue da desigualdade de Cauchy-Shcwarz, que

∥⟨∇g(xk) −∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩∥ ⩽ ∥∇g(xk) −∇g(xk+1)∥∥xk+1 − xk∥,

ou ainda,

−∥⟨∇g(xk) −∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩∥ ⩾ −∥∇g(xk) −∇g(xk+1)∥∥xk+1 − xk∥.
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Agora, segue que

(g+ h)(x) ⩾ h(xk+1) + g(xk) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩ (3.7)

−∥∇g(xk) −∇g(xk+1)∥∥xk+1 − xk∥.

Pelo procedimento de Busca Linear 1, temos que

∥∇g(xk+1) −∇g(xk)∥ ⩽
δ

αk

∥xk+1 − xk∥2. (3.8)

Multiplicando (3.8) por (-1) e utilizando (3.7), temos

(g+ h)(x) ⩾ g(xk) + h(xk+1) +
1
αk

⟨xk − xk+1, x− xk+1⟩+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩

−
δ

αk

∥xk+1 − xk∥2,

reorganizando e usando α > 0, temos

⟨xk − xk+1, xk+1 − x⟩ ⩾ αk[g(x
k) +h(xk+1) − (g+h)(x) + ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩] (3.9)

−δ∥xk+1 − xk∥2.

Por outro lado, sabemos que

2⟨xk − xk+1, xk+1 − x⟩ = ∥xk − xk+1 + xk+1 − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2

= ∥xk − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2,

usando (3.9) e a igualdade acima, temos

∥xk − x∥2 − ∥xk − xk+1∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[g(x
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x)

+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩] − 2δ∥xk+1 − xk∥2,

o que por sua vez, implica que

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[g(x
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x) + ⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩]

+ (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2.

Desde que g é convexa, segue da desigualdade do gradiente (veja (A.5)), com y = xk e

x = xk+1 que

g(xk) − g(xk+1) ⩾ ⟨∇g(xk+1), xk − xk+1⟩,
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o que por sua vez, implica que

−2αk(g(x
k) − g(xk+1)) ⩽ 2αk⟨∇g(xk+1), xk+1 − xk⟩.

Portanto,

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[g(x
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x)] + 2αk(g(x

k+1) − g(xk))

+ (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2

= 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] + (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2,

sendo assim,

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] + (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2,

como queríamos demonstrar.

Para verificar o item (ii), vamos substituir no item anterior x = xk, sendo assim

∥xk − xk∥2 − ∥xk − xk+1∥2 ⩾ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)] + (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2,

o que por sua vez, implica que

2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)] ⩽ −∥xk − xk+1∥2 − (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2

= −(1 + 1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2

= −(2 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2.

Reorganizando os termos, obtemos que

(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk) ⩽ −
(1 − δ)

αk

∥xk+1 − xk∥2. (3.10)

Note que segue da Proposição 3.1 item (i) com x = x ∈ S∗ que a sequência (xk) é Fejér

convergente em relação ao conjunto solução S∗. De fato, segue da Proposição 3.1 item (i)

que

∥xk−x∥2−∥xk+1−x∥2 ⩾ 2αk[(g+h)(xk+1)−(g+h)(x)]+(1−2δ)∥xk+1−xk∥2. (3.11)

Sabemos que [(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] ⩾ 0, já que x ∈ S∗ e (1− 2δ)∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0,

pois δ ∈ (0, 1
2). Daí,

∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk − x∥2.
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Logo, a sequência gerada pelo MPG1 é Fejér convergente no conjunto S∗.

A Proposição 3.1 (ii) mostra que o MPG1 é um método de descida, visto que o valor da

função de custo g+h em cada iteração está diminuindo. Além disso pela Proposição 3.1 (i)

a sequência gerada pelo MPG1 é Fejér convergente para o conjunto de solução ótima S∗

sempre que S∗ ̸= ∅. Esta observação é de fato o centro do seguinte resultado principal desta

seção, onde provamos a convergência da sequência (xk) gerada pelo MPG1 e também que

((g+h)(xk)) é uma sequência minimizante de g+h sem a suposição de Lipschitz em ∇g(·).

Até onde sabemos, este resultado melhora [[7], Teorema 1.2] e até os resultados clássicos

para o método do gradiente com Buscas Lineares; veja, por exemplo, [14], Proposição

1.3.3, [1]]. Além disso, mostraremos que a sequência ((g+ h)(xk)) converge para o valor

ínfimo quando o conjunto de soluções está vazio.

Teorema 3.1. Sejam (xk) e (αk) as sequências geradas pelo MPG1 . As seguintes

afirmações são verdadeiras:

(i) Se S∗ ̸= ∅, então (xk) converge para um ponto em S∗ ̸= ∅. Além disso,

lim
k→+∞(g+ h)(xk) = min

x∈R
(g+ h)(x).

(ii) Se S∗ = ∅ então temos

lim
k→+∞ ∥xk∥ = +∞ e lim

k→+∞(g+ h)(xk) = inf
x∈Rn

(g+ h)(x).

Demonstração. Vamos provar primeiro o item (i). Dado S∗ ̸= ∅. Pela Proposição 3.1 (i),

para qualquer x ∈ S∗, temos

∥xk−x∥2−∥xk+1−x∥2 ⩾ 2αk[(g+h)(xk+1)−(g+h)(x)]+(1−2δ)∥xk+1−xk∥2, (3.12)

o que por sua vez, implica que

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0. (3.13)

Dessa forma, podemos concluir pela Definição (1.4) com εk ≡ 0 que a sequência (xk)

é Fejér convergente. Pelo Lema 1.1 (i) garantimos também que (xk) é limitada. Pela

desigualdade (3.12), temos

0 ⩽ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] ⩽ ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2

= (∥xk − x∥+ ∥xk+1 − x∥)(∥xk − x∥− ∥xk+1 − x∥),
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como (xk) é limitada, existe M > 0 tal que ∥xk − x∥ < M, ∀k ∈ N. Sendo assim

0 ⩽ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] ⩽ 2M(∥xk − x∥− ∥xk+1 − x∥), (3.14)

por outro lado, utilizando a desigualdade triangular, temos:

∥xk − x∥ = ∥xk − xk+1 + xk+1 − x∥ ⩽ ∥xk − xk+1∥+ ∥xk+1 − x∥,

o que por sua vez, implica que

∥xk − xk+1∥ ⩾ ∥xk − x∥− ∥xk+1 − x∥,

daí, substituindo em (3.14), temos

0 ⩽ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] ⩽ 2M∥xk − xk+1∥,

onde M =
{
sup∥xk − x∥|k ∈ N < +∞}

. Sendo assim,

(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x) ⩽
M

αk

∥xk − xk+1∥. (3.15)

Como a sequência (xk) é Fejér Convergente em relação a S∗, então (∥xk−x∥) é convergente.

Sendo assim, pelo Teorema do Confronto e a desigualdade (3.13), temos que ∥xk+1−xk∥ →

0. Pois, tomando k → +∞, obtemos que ∥xk − x∥2 → a e ∥xk+1 − x∥2 → a, logo

a− a ⩾ lim
k→+∞(1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥ ⩾ 0.

Portanto, lim
k→+∞ ∥xk+1 − xk∥ = 0.

Como (xk) é limitada, existe uma subsequência (xnk) convergente. Vejamos os dois

casos possíveis.

Caso 1: Vamos supor que a sequência de comprimento de passos (αk) definida pelo

MPG1 não converge para zero. Dessa forma, existe uma sequência (αnk
) e β > 0 tal

que,

αnk
⩾ β. (3.16)

Como (xk) é limitada e ∥xk+1 − xk∥ → 0, utilizando a nossa afirmação A2 e (3.2), temos

αnk
∥∇g(xnk+1) −∇g(xnk)∥ ⩽ δ∥xnk+1 − xnk∥,

por (3.16), temos

β∥∇g(xnk+1) −∇g(xnk)∥ ⩽ αnk
∥∇g(xnk+1) −∇g(xnk)∥ ⩽ δ∥xnk+1 − xnk∥,
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o que por sua vez nos permite concluir que,

β∥∇g(xnk+1) −∇g(xnk)∥ ⩽ δ∥xnk+1 − xnk∥,

passando limite com k → +∞, temos pelo teorema do confronto que

lim
k→+∞ ∥∇g(xnk+1) −∇g(xnk)∥ = 0.

Segue da condição de otimalidade vista em (2.5), substituindo z = xnk − αnk
∇g(xnk) e

levando em conta o MPG1 onde xnk+1 = J(xnk ,αnk), temos

xnk − αnk
∇g(xnk) − xnk+1

αnk

∈ ∂h(xnk+1),

reorganizando,
xnk − xnk+1

αnk

−∇g(xnk) ∈ ∂h(xnk+1),

o que por sua vez, implica que

xnk − xnk+1

αnk

−∇g(xnk)+∇g(xnk+1) ∈ ∇g(xnk+1)+∂h(xnk+1) ⊆ ∂(g+h)(xnk+1). (3.17)

A sequência (xnk+1) converge para x∗ ∈ S∗ e como ∥xnk − xnk+1∥ → 0 quando k → +∞
na desigualdade anterior, utilizando a nossa afirmação A2 de continuidade para o ∇g

temos,
xnk − xnk+1

αnk

−∇g(xnk) +∇g(xnk+1) ∈ ∂(g+ h)(xnk+1).

Agora utilizando o Teorema do Gráfico fechado (veja Fato (A.1)), podemos concluir que

0 ∈ ∂(g+h)(x∗), logo x∗ ∈ S∗. Para completar a prova do item (i) temos que ((g+h)(xk))

é monótona não-crescente pela Proposição 3.1 (ii), sendo assim, de (3.15) e (3.16) temos

(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x) ⩽
M

αk

∥xk − xk+1∥ ⩽
M

β
∥xk − xk+1∥,

passando limite quando k → +∞ e lembrando que ∥xk − xk+1∥ → 0, temos

lim
k→+∞(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x) ⩽ 0,

como x̄ ∈ S∗, obtemos

lim
k→+∞(g+ h)(xk+1) ⩽ min

x∈Rn
(g+ h)(x).

Por outro lado, sabemos que

min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽ lim
k→+∞(g+ h)(xk+1),
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logo,

lim
k→+∞(g+ h)(xk) = min

x∈Rn
(g+ h)(x),

como queríamos demonstrar.

Caso 2: Agora vamos supor que lim
k→+∞αnk

= 0. De forma que, α̂nk
:=

αnk

θ
> αnk

> 0

e x̂nk := J(xnk , α̂nk
). Ou seja, α̂nk

não passa a desigualdade da busca, pois é maior que

αnk
. Deste fato e do Lema (2.2), temos

∥xnk − J(xnk , α̂nk
)∥ ⩽

α̂nk

αnk

∥xnk − J(xnk ,αnk
)∥,

sendo assim, temos

∥xnk − x̂nk∥ ⩽
αnk

αnk
θ
∥xnk − J(xnk ,αnk

)∥ =
1
θ
∥xnk − xnk+1∥.

Como (xnk) é limitada então a subsequência (x̂nk) também é limitada. Temos da Busca

Linear 1 que,

α̂nk
∥∇g(x̂nk) −∇g(xnk)∥ > δ∥x̂nk − xnk∥, (3.18)

como α̂nk
→ 0 e as sequências (xnk) e (x̂nk) são limitadas, por a desigualdade anterior e

assumindo a nossa Hipótese A2, temos que lim
k→+∞ ∥x̂nk − xnk∥ = 0. E que (x̂nk) converge

para x∗ ∈ S∗. Sendo assim, pela nossa hipótese A2 novamente e (3.18), temos

lim
k→+∞ ∥∇g(x̂nk) −∇g(xnk)∥ = 0. (3.19)

De (3.18), temos

∥∇g(x̂nk) −∇g(xnk)∥ >
δ

α̂nk
∥x̂nk − xnk∥,

passando limite quando k → +∞, uma vez que δ é uma constante, pelo Teorema do

Confronto, temos

lim
k→+∞

||x̂nk − xnk ||

α̂nk
= 0. (3.20)

Usando a condição de otimalidade vista em (2.5) com z = xnk − α̂nk
∇f(xnk), temos

xnk − α̂nk
∇g(xnk) − x̂nk

α̂nk

=
xnk − x̂nk

α̂nk

−∇f(xnk) ∈ ∂h(x̂nk).

Sendo assim, acrescentando ∇g(x̂nk), temos

xnk − x̂nk

α̂nk

−∇g(xnk) +∇g(x̂nk) ∈ ∂h(x̂nk) +∇g(x̂nk) ⊆ ∂(g+ h)(x̂nk),

quando k → +∞, obtemos de (3.20) que xnk−x̂nk

α̂nk

→ 0, temos também de (3.19) que

∇g(xnk) → ∇g(x̂nk). Dessa forma, utilizando Fato A.1 e lembrando que x̂nk → x∗,
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obtemos que 0 ∈ ∂(g + h)(x∗), logo x∗ ∈ S∗. Agora precisamos verificar a seguinte

igualdade lim
k→+∞(g + h)(xk) = min

x∈Rn
(g + h)(x). Utilizando o Lema 2.2, sabendo que

α̂nk
:=

αnk

θ
> αnk

> 0 e x̂nk := J(xnk , α̂nk
), temos

∥xnk − x̂nk∥ = ∥xnk − J(xnk , α̂nk
)∥ = ∥xnk − J(xnk ,

αnk

θ
)∥

⩾ ∥xnk − J(xnk ,αnk
)∥ = ∥xnk − xnk+1∥.

Sendo assim,

∥xnk − x̂nk∥ ⩾ ∥xnk − xnk+1∥. (3.21)

Dividindo a desigualdade anterior por αnk
, passando limite quando k → +∞ e utili-

zando (3.20), temos que lim
k→+∞

∥xnk − xnk+1∥
αnk

= 0. Pela Proposição 3.1 (ii) temos que a

sequência ((g+ h)(xk)) é decrescente, desde fato e de (3.15), obtemos

0 = lim
k→+∞M

∥xnk − xnk+1∥
αnk

⩾ lim
k→+∞(g+ h)(xnk) − lim

k→+∞(g+ h)(x∗)

= lim
k→+∞(g+ h)(xk) − lim

k→+∞(g+ h)(x∗) ⩾ 0,

pois x∗ ∈ S∗, logo

0 ⩾ lim
k→+∞(g+ h)(xk) − lim

k→+∞(g+ h)(x∗) ⩾ 0,

dessa forma,

lim
k→+∞(g+ h)(xk) − lim

k→+∞(g+ h)(x∗) = 0.

Portanto,

lim
k→+∞(g+ h)(xk) = min

x∈R
(g+ h)(x).

Agora iremos demonstrar o item (ii). Como vimos anteriormente na prova do item (i),

concluímos que se S∗ ̸= ∅, então a sequência (xk) é limitada. Além disso, todos os seus

pontos de acumulação são soluções. Agora, suponha que S∗ = ∅, dessa forma qualquer

subsequência de (xk) é ilimitada, pois caso contrário, teria ponto de acumulação e tal

ponto seria solução. Logo, ∥xk∥ → +∞ quando k → +∞. Além disso, segue da definição

de ínfimo que,

s := lim
k→+∞(g+ h)(xk) ⩾ inf

x∈Rn
(g+ h)(x),

de forma que s existe pois ((g+h)(xk)) é monótona não-crescente pela Proposição 3.1 (ii).

Vamos supor que s > inf
x∈Rn

(g + h)(x). Dessa forma, podemos concluir que o seguinte

conjunto de nível

Slev(x
0) := {x ∈ dom(g) : (g+ h)(x) ⩽ (g+ h)(xk), ∀k ∈ N},
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não é vazio. Agora, aplicando a Proposição 3.1 (i) com x ∈ Slev(x

0),

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)] + (1 − 2δ)∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0.

onde, na última desigualdade usamos que temos (g+h)(xk+1)−(g+h)(x) ⩾ 0 e δ ∈ (0, 1
2).

Portanto, concluímos que a sequência (xk) é Fejér convergente para Slev(x
0). Sendo

assim, pelo Lema 1.1 (i) temos que a sequência (xk) é limitada. O que por sua vez é uma

contradição, pois supomos que a sequência era ilimitada. Logo, s = inf
x∈Rn

(g + h)(x), ou

seja

lim
k→+∞(g+ h)(xk) = inf

x∈Rn
(g+ h)(x).

3.2 Método Proximal Gradiente Acelerado com Proce-

dimento de Busca Linear 1 (MPG2)

Nesta seção, será abordada uma versão alternativa do MPG1 visto na seção ante-

rior. Mais especificamente, será analisada uma versão acelerada do método estudado,

novamente independentemente da hipótese de continuidade Lipschitz do gradiente de g.

Por fim, destaca-se que os resultados de complexidade de pior-caso relativos aos métodos

serão apresentados no Capítulo 4. O Método Proximal Gradiente 2 com Busca Linear 1

será denotado por MPG2 e é descrito como segue.
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Método Proximal Gradiente 2 (MPG2) [9]

Passo de inicialização: Considere Ω = dom(h), x−1 = x0 ∈ dom(h), t0 = 1,

θ ∈ (0, 1), α1 = σ e δ ∈ (0, 1
2).

Passo iterativo: Dado tk e xk, defina

tk+1 =
1 +

√
1 + 4t2k
2

, (3.22)

yk =xk +

(
tk − 1
tk+1

)(
xk − xk−1) , ỹk = PΩ(yk), (3.23)

xk+1 =J
(
ỹk,αk

)
:= proxαkg

(ỹk − αk∇f(ỹk)), (3.24)

com αk := LS1(ỹk,αk−1, θ, δ).

Critério de parada: Se xk+1 = ỹk, pare. Caso contrário, faça k = k+ 1 e retorne

ao passo iterativo.

Podemos observar de (3.23) e (3.24) que ỹk e xk ∈ dom(h). Como consequência

direta do Lema (2.3), αk que satisfaz a condição de Busca Linear 1 é sempre positivo e

não-crescente, visto que αk : = LS1(ỹk,αk−1, θ, δ). Além disso, temos que se xk+1 = ỹk,

então xk+1 é solução ótima. Um resultado da Busca Linear 1 que será importante para

nosso trabalho será:

αk∥∇g(xk+1) −∇g(ỹk)∥ ⩽ δ∥xk+1 − ỹk∥, (3.25)

com δ ∈
(
0, 1

2

)
.

Proposição 3.2. Seja αk definido no MPG2 e x ∈ dom(h). Então,

(g+ h)(x) − (g+ h)(xk+1) ⩾
1

2αk

(
∥xk+1 − x∥2 − ∥yk − x∥2) , ∀k ∈ N. (3.26)

Demonstração. Dada a condição de otimalidade vista em (2.5), vamos substituir z =

ỹk − αk∇g(ỹk). Sendo assim, temos

ỹk − αk∇g(ỹk) − proxαh

(
ỹk − αk∇g(ỹk))

αk

∈ ∂h(proxαh(ỹ
k − αk∇g(ỹk))).

Então, utilizando informações do MPG2, obtemos

ỹk − xk+1

αk

−∇g(ỹk) ∈ ∂h(xk+1). (3.27)

Pela definição de subgradiente dada em (A.8), temos

h(y) ⩾ h(xk+1) + ⟨v,y− xk+1⟩, ∀y ∈ Rn, v ∈ ∂h(xk+1).
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Tomando y = x e utilizando (3.27), obtemos

h(x) − h(xk+1) ⩾

〈
ỹk − xk+1

αk

−∇g(ỹk), x− xk+1
〉

, ∀x ∈ dom(h) . (3.28)

Agora, usando a convexidade de g, pela Desigualdade do gradiente (A.5), temos

g(x) − g(y) ⩾ ⟨∇g(y), x− y⟩, ∀x ∈ Rn, y ∈ dom(h) .

Tomando y = ỹk, temos

g(x) − g(ỹk) ⩾ ⟨∇g(ỹk), x− ỹk⟩. (3.29)

Somando (3.28) e (3.29), com algumas manipulações algébricas, temos

(g+ h)(x) ⩾ g(ỹk) + h(xk+1) +

〈
ỹk − xk+1

αk

−∇g(ỹk), x− xk+1
〉
+ ⟨∇g(ỹk), x− ỹk⟩

= g(ỹk) + h(xk+1) +
1
αk

⟨ỹk − xk+1, x− xk+1⟩+ ⟨∇g(ỹk), xk+1 − ỹk⟩

= g(ỹk) + h(xk+1) +
1
αk

⟨ỹk − xk+1, x− xk+1⟩

+ ⟨∇g(ỹk) −∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩.

Em particular, utilizando a desigualdade de Cauchy–Schwarz e a Busca Linear 1 (2.11),

temos

−∥⟨∇g(ỹk) −∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩∥ ⩾− ∥∇g(ỹk) −∇g(xk+1)∥∥xk+1 − ỹk∥

⩾−
δ

αk

∥xk+1 − ỹk∥2.

Sendo assim, temos

(g+ h)(x) ⩾ g(ỹk) + h(xk+1) +
1
αk

⟨ỹk − xk+1, x− xk+1⟩− δ

αk

∥xk+1 − ỹk∥2

+ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩,

reorganizando e multiplicando por αk, temos

⟨ỹk − xk+1, xk+1 − x⟩ ⩾ αk[g(ỹ
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x)] − δ∥xk+1 − ỹk∥2 (3.30)

+ αk⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩.

Podemos observar que

2⟨ỹk − xk+1, xk+1 − x⟩ = ∥ỹk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 − ∥ỹk − xk+1∥2,
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combinando a igualdade anterior e (3.30), temos

∥ỹk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[g(ỹ
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x)] + (1 − 2δ)∥xk+1 − ỹk∥2

+ αk⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩.

Agora, desde que δ ∈
(

0,
1
2

)
, temos que 1 − 2δ > 0, logo obtemos

∥ỹk−x∥2 − ∥xk+1 −x∥2 ⩾ 2αk[g(ỹ
k)+h(xk+1)− (g+h)(x)]+αk⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩.

(3.31)

Daí, segue da convexidade de g e do Teorema A.5 com y = ỹk, e x = xk+1, que

g(ỹk) − g(xk+1) ⩾ ⟨∇g(xk+1), ỹk − xk+1⟩,

reorganizando,

g(xk+1) − g(ỹk) ⩽ ⟨∇g(xk+1), xk+1 − ỹk⟩.

Tendo em vista a desigualdade anterior e (3.31), obtemos

∥ỹk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[g(ỹ
k) + h(xk+1) − (g+ h)(x) + g(xk+1) − g(ỹk)]

= 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)].

Como por (3.23) ỹk = PΩ(yk) então, pela definição de projeção (A.3), podemos concluír

que ∥ỹk − x∥ ⩽ ∥yk − x∥ para todo x ∈ dom(h). Assim, da desigualdade anterior, temos

∥yk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x)],

multiplicando por (-1), temos

(g+ h)(x) − (g+ h)(xk+1) ⩾
1

2αk

(∥xk+1 − x∥2 − ∥yk − x∥2),

como queríamos demonstrar.

3.3 Método Proximal Gradiente com Busca Linear 2

(MPG3).

Vimos anteriormente que o MPG1, o qual utiliza o procedimento de Busca Linear

1, durante o processo de atualização da iteração xk+1 = J(xk,αk) precisava, em cada

iteração, computar o operador proximal dado em (2.3) a cada tentativa de comprimento
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de passo αk para satisfazer a Busca Linear 1. Por este motivo, o MPG1 com tal procedi-

mento de Busca Linear pode muitas vezes ser ineficiente, caso o proximal não seja fácil de

calcular. Para tentar melhorar essa limitação, vamos estudar uma modificação do método

por meio da Busca Linear 2. Como observado anteriormente o procedimento de Busca

Linear 2 analisado na Seção 2.2 tem a vantagem de resolver apenas uma vez o operador

proximal, a fim de computar J(xk, 1) dado em (2.3) para todas tentativas de satisfazer a

Busca Linear. Assim, como o MPG1, iremos abordar alguns resultados auxiliares, bem

como a análise de convergência do método.

Método Proximal Gradiente 3 (MPG3) [9]

Passo de inicialização: Tome x0 ∈ dom(h) e θ ∈ (0, 1).

Passo iterativo: Dado xk, defina

Jk = Proxh(x
k −∇g(xk)), (3.32)

xk+1 = xk − βk(x
k − Jk), (3.33)

com βk:= Busca Linear 2 (xk, θ) e Jk := J(xk, 1) como em (2.3).

Critério de parada: Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k = k+ 1 e retorne

ao passo iterativo.

Como consequência direta do Lema (2.4) e da convexidade da função h(·) temos que

xk ∈ dom(h) para todo k ∈ N. Além disso, segue-se da Busca Linear 2 (2.14) que para

x = xk, Jx = Jk e β = βk, temos

(g+h)(xk−βk(x
k−Jk)) ⩽ (g+h)(xk)−βk[h(x

k)−h(Jk)]−βk⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+
βk

2
∥xk−Jk∥2,

Daí, utilizando (3.33),

(g+ h)(xk+1) ⩽ (g+ h)(xk) −βk[h(x
k) − h(Jk)] −βk⟨∇g(xk), xk − Jk⟩+

βk

2
∥xk − Jk∥2.

(3.34)

Em seguida, iremos obter alguns resultados auxiliares para o MPG3 que serão essen-

ciais na análise de convergência.

Proposição 3.3. Seja x ∈ dom(h). Então temos que

∥xk+1−x∥2 ⩽ ∥xk−x∥2+2[(g+h)(xk)−(g+h)(xk+1)]+2βk[(g+h)(x)−(g+h)(xk)], ∀k ∈ N.
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Demonstração. Dado x ∈ dom(h), para simplicidade nas contas, vamos definir

Ak := 2⟨xk − xk+1, xk − x⟩ = ∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2.

Além disso, substituindo xk+1 dado em (3.33) na igualdade anterior, temos

Ak

2
= ⟨xk − (xk − βk(x

k − Jk)), xk − x⟩

= ⟨xk − (xk − βkx
k − βkJk), xk − x⟩

= ⟨βk(x
k − Jk), xk − x⟩

= βk⟨xk − Jk, xk − x⟩,

reorganizando, temos
Ak

2βk

= ⟨xk − Jk, xk − x⟩.

Somando e subtraindo ∇g(xk), temos

Ak

2βk

= ⟨∇g(xk), xk − x⟩+ ⟨xk − Jk −∇g(xk), xk − x⟩.

Agora, somando e subtraindo Jk,

Ak

2βk

= ⟨∇g(xk), xk − x⟩+ ⟨xk − Jk −∇g(xk), Jk − x⟩+ ⟨xk − Jk −∇g(xk), xk − Jk⟩

= ⟨∇g(xk), xk − x⟩+ ⟨xk − Jk −∇g(xk), Jk − x⟩

− ⟨∇g(xk), xk − Jk⟩+ ⟨xk − Jk, xk − Jk⟩,

ou seja,

Ak

2βk

= ⟨∇g(xk), xk−x⟩+⟨xk−Jk−∇g(xk), Jk−x⟩−⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+∥xk−Jk∥2. (3.35)

De (3.32) e pela condição de otimalidade (2.6) (vale lembrar que neste caso, α = 1) temos

que xk−∇g(xk)−Jk ∈ ∂h(Jk). Dessa forma, aplicando a desigualdade do gradiente (A.1)

para g e do subgradiente (A.8) em (3.35) para h nos dois primeiros termos do lado direito

da igualdade acima, temos

Ak

2βk

⩾ g(xk) − g(x) + h(Jk) − h(x) − ⟨∇g(xk), xk − Jk⟩+ ∥xk − Jk∥2. (3.36)

Sendo assim, organizando (3.34) temos,

(g+h)(xk+1)− (g+h)(xk)+βk[h(x
k)−h(Jk)]−

βk

2
∥xk− Jk∥2 ⩽ −βk⟨∇g(xk), xk− Jk⟩,
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o que por sua vez, dividindo por βk > 0 nos fornece que

1
βk

[
(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)

]
+ h(xk) − h(Jk) −

1
2
∥xk − Jk∥2 ⩽ −⟨∇g(xk), xk − Jk⟩.

Somando a desigualdade anterior a (3.36), obtemos

Ak

2βk

⩾ g(xk) + h(Jk) − (g+ h)(x) +
1
βk

[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)]

+ h(xk) − h(Jk) −
1
2
∥xk − Jk∥2 + ∥xk − Jk∥2

= g(xk) + h(Jk) − (g+ h)(x) +
1
βk

[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)] + h(xk) − h(Jk)

+
1
2
∥xk − Jk∥2

⩾ [(g+ h)(xk) − (g+ h)(x)] +
1
βk

[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)] +
1
2
∥xk − Jk∥2.

Portanto, concluímos que

−
Ak

2βk

⩽ [(g+ h)(x) − (g+ h)(xk)] +
1
βk

[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)] −
1
2
∥xk − Jk∥2.

Sendo assim, como Ak = ∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2, podemos substituir Ak

na desigualdade acima, e encontramos

∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − x∥2 + 2βk[(g+ h)(x) − (g+ h)(xk)]

+ 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)] − βk∥xk − Jk∥2.

Como por (3.33) temos que xk+1 − xk = βk(x
k − Jk) e β2

k ⩽ βk. Podemos concluir que,

∥xk+1 − x∥2 ⩽ ∥xk − x∥2 + ∥βk(x
k − Jk)∥2 − βk∥xk − Jk∥2

+ 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)] + 2βk[(g+ h)(x) − (g+ h)(xk)]

= ∥xk − x∥2 + (β2
k − βk)∥xk − Jk∥2 + 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)]

+ 2βk[(g+ h)(x) − (g+ h)(xk)]

⩽ ∥xk − x∥2 + 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)]

+ 2βk[(g+ h)(x) − (g+ h)(xk)],

ou seja,

∥xk+1−x∥2 ⩽ ∥xk−x∥2+2[(g+h)(xk)−(g+h)(xk+1)]+2βk[(g+h)(x)−(g+h)(xk)], ∀k ∈ N.
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Vale ressaltar que se usarmos x = xk ∈ dom(h) na proposição anterior, temos

∥xk+1 − xk∥2 ⩽ ∥xk − xk∥2 + 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)]

+ 2βk[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk)]

= 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)].

o que por sua vez, implica que

(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1) ⩾
1
2
∥xk+1 − xk∥2 ⩾ 0, (3.37)

sendo assim,

(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1) ⩾ 0.

Logo,

(g+ h)(xk) ⩾ (g+ h)(xk+1).

Podemos concluir então, que o MPG3 também é um método de descida.

A seguir se encontra o resultado principal desta seção, cujo a afirmação é semelhante

ao Teorema 3.1.

Teorema 3.2. Seja (xk) a sequência gerada pelo MPG3 , as seguintes afirmações valem:

(i) Se S∗ ̸= ∅ então (xk) é Quasi-Fejér convergente para S∗ e converge para um ponto

em S∗.

(ii) Se S∗ = ∅ então temos

lim
k→∞ ∥xk∥ = +∞ e lim

k→∞(g+ h)(xk) = inf
x∈Rn

(g+ h)(x). (3.38)

Demonstração. Para justificar (i), vamos supor que S∗ ̸= ∅. Empregando a Proposição 3.3

com x = x∗ ∈ S∗ ⊆ dom(h), temos

∥xk+1 − x∗∥2 ⩽ ∥xk − x∗∥2 + 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)]

+ 2βk[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xk)],

como x∗ ∈ S∗, então (g+h)(x∗) ⩽ (g+h)(xk). Sendo assim, vale a seguinte desigualdade

∥xk+1 − x∗∥2 ⩽ ∥xk − x∗∥2 + 2[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)], ∀k ∈ N. (3.39)
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Por (3.37), seja εk = 2[(g+h)(xk)− (g+h)(xk+1)] ⩾ 0. Além disso, aplicando somatório

de k = 0, 1, 2, . . . ,N, temos

N∑
k=0

εk = 2
N∑

k=0

[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)],

utilizando soma telescópica no lado direito da igualdade, obtemos

N∑
k=0

εk ⩽ 2[(g+ h)(x0) − (g+ h)(xN+1)], (3.40)

como a função (g+ h)(x) é monótona não-crescente e limitada inferiormente, temos pelo

Teorema da convergência monótona que o lim
k→∞(g+h)(xk) existe. Dessa forma, passando

limite com N → ∞ em (3.40) temos

∞∑
k=0

εk ⩽ 2[(g+ h)(x0) − lim
k→∞(g+ h)(xk+1)].

Como lim
k→∞(g + h)(xk+1) ⩾ inf

x∈Rn
(g + h)(x), podemos concluir da desigualdade anterior

que
∞∑

k=0

εk ⩽ 2[(g+ h)(x0) − inf
x∈Rn

(g+ h)(x)]

= 2[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)],

pois o ínfimo é atingido em x∗ ∈ S∗. Sendo assim,
∞∑

k=0

εk ⩽ 2[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)] < +∞.

Dessa forma, podemos concluir que εk é somável e finito. Por (3.39), temos

∥xk+1 − x∗∥2 ⩽ ∥xk − x∗∥2 + εk.

Logo, pela Definição (1.4), a sequência (xk) é Quasi-Féjer convergente em S∗. Pelo

Lema 1.1 (i), temos que essa sequência (xk) é limitada, sendo assim, possui ponto de

acumulação. Seja x um ponto de acumulação de (xk). Então, existe uma subsequência

(xnk) de (xk) que converge para x.

Agora, dividiremos nossa análise em dois casos. O primeiro trata do caso que o

comprimento de passo βk é limitado inferiormente por uma constante positiva, enquanto

o segundo caso admite que o comprimento de passo pode convergir a zero, ao menos em

alguma subsequência.
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Caso 1: A sequência (βnk
) não converge para zero, isto é, existe algum β > 0 e uma

subsequência de (βnk
) (sem reclassificação) tal que

βnk
⩾ β, ∀k ∈ N. (3.41)

Reorganizando a Proposição 3.3 com x = x∗ ∈ S∗ e fazendo a divisão por 2, obtemos

βk[(g+h)(xk)−(g+h)(x∗)] ⩽
1
2
[∥xk−x∗∥2−∥xk+1−x∗∥2]+[(g+h)(xk)−(g+h)(xk+1)],

aplicando o somatório em k = 0, 1, 2, 3, . . . ,m na desigualdade acima, temos
m∑

k=0

βk[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1
2

m∑
k=0

[∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2]

+

m∑
k=0

[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)].

Calculando a soma telescópica no lado direito, obtemos que
m∑

k=0

βk[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1
2
[∥x0 − x∗∥2 − ∥xm+1 − x∗∥2]

+ [(g+ h)(x0) − (g+ h)(xm+1)]

⩽
1
2
∥x0 − x∗∥2 + (g+ h)(x0) − (g+ h)(xm+1).

Como (g+ h)(xm+1) ⩾ (g+ h)(x∗), pois x∗ ∈ S∗, temos

m∑
k=0

βk[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1
2
∥x0 − x∗∥2 + (g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗).

Tomando limite com m → +∞, temos
∞∑

k=0

βk

[
(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)

]
< +∞.

Como a série é convergente, então seu termo geral tende a zero. Em particular, temos

que

lim
k→∞βnk

[(g+ h)(xnk) − (g+ h)(x∗)] = 0,

e como βnk
⩾ β > 0, podemos concluir que

lim
k→∞[(g+ h)(xnk) − (g+ h)(x∗)] = 0,

o que por sua vez, implica que

lim
k→∞(g+ h)(xnk) = (g+ h)(x∗). (3.42)
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Agora, temos que g + h é semicontínua inferiormente em dom(h) com xnk → x. Sendo

assim, podemos concluir que lim
k→∞ inf(g + h)(xnk) ⩾ (g + h)(x). Como x∗ ∈ S∗, segue

que (g + h)(x∗) ⩽ (g + h)(x). Sendo assim, combinando essas informações com (3.42),

obtemos

(g+ h)(x∗) ⩽ (g+ h)(x) ⩽ lim
k→∞ inf(g+ h)(xnk) = lim

k→∞(g+ h)(xnk) = (g+ h)(x∗).

Então,

(g+ h)(x) = (g+ h)(x∗).

Logo, x ∈ S∗.

Caso 2: lim
k→∞βk = 0. Vamos definir β̂k =

βk

θ
> 0 e

ŷk := xk − β̂k(x
k − Jk) = (1 − β̂k)x

k + β̂kJk = xk − β̂kx
k + β̂kJk. (3.43)

Note que uma vez que o comprimento de passo βk é o primeito escalar da forma βk = θj

que satisfaz a desigualdade da Busca Linear 2 em(2.14), temos que β̂k não satisfaz a

desigualdade da busca. Sendo assim, utilizando a Busca Linear 2 (2.14) com ŷk dado em

(3.43) e x = xk, temos

(g+h)(ŷk) > (g+h)(xk)−β̂k[h(x
k)−h(Jk)]−β̂k⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+

β̂k

2
∥xk−Jk∥2. (3.44)

Reorganizando os termos,

0 > −β̂k⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+(g+h)(xk)−(g+h)(ŷk)− β̂k[h(x
k)−h(Jk)]+

β̂k

2
∥xk−Jk∥2,

o que por sua vez, implica que

0 > −β̂k⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+g(xk)−g(ŷk)+h(xk)−h(ŷk)−β̂k[h(x
k)−h(Jk)]+

β̂k

2
∥xk−Jk∥2.

Desde que g é uma função convexa, utilizando a desigualdade do gradiente (A.5), com

f = g, temos

g(xk) − g(ŷk) ⩾ ⟨∇g(ŷk), xk − ŷk⟩.

Daí e da desigualdade anterior, temos

0 > −β̂k⟨∇g(xk), xk−Jk⟩+⟨∇g(ŷk), xk−ŷk⟩+h(xk)−h(ŷk)−β̂k[h(x
k)−h(Jk)] (3.45)

+
β̂k

2
∥xk − Jk∥2.
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Pela convexidade de h, obtemos que h(ŷk) ⩽ (1 − β̂k)h(x

k) + β̂kh(Jk). Além disso,

temos por (3.43) que xk − ŷk = −β̂k(Jk − xk) = β̂k(x
k − Jk). Sendo assim, fazendo essas

substituições em (3.45), resulta que

0 > −β̂k⟨∇g(xk), xk − Jk⟩+ ⟨∇g(ŷk), β̂k(x
k − Jk)⟩+ h(xk) − ((1 − β̂k)h(x

k) + β̂kh(Jk))

− β̂k[h(x
k) − h(Jk)] +

β̂k

2
∥xk − Jk∥2

= β̂k⟨∇g(ŷk) −∇g(xk), xk − Jk⟩+ h(xk) − h(xk) + β̂kh(x
k) − β̂kh(Jk)

− β̂k[h(x
k) − h(Jk)] +

β̂k

2
∥xk − Jk∥2

= β̂k⟨∇g(ŷk) −∇g(xk), xk − Jk⟩+ β̂k[h(x
k) − h(Jk)] − β̂k[h(x

k) − h(Jk)]

+
β̂k

2
∥xk − Jk∥2

= β̂k⟨∇g(ŷk) −∇g(xk), xk − Jk⟩+
β̂k

2
∥xk − Jk∥2

= ⟨∇g(ŷk) −∇g(xk), xk − Jk⟩+
1
2
∥xk − Jk∥2,

o que por sua vez, implica que

1
2
∥xk − Jk∥2 < −⟨∇g(ŷk) −∇g(xk), xk − Jk⟩.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1
2
∥xk − Jk∥2 ⩽ ∥∇g(ŷk) −∇g(xk)∥∥xk − Jk∥,

podemos dividir por ∥xk − Jk∥ ̸= 0, pois caso contrário, teríamos 0 = 0 (absurdo), pois a

desigualdade da busca como vimos anteriormente não ocorre. Dessa forma,

1
2
∥xk − Jk∥ ⩽ ∥∇g(ŷk) −∇g(xk)∥. (3.46)

Como Proxh(·) é não expansivo (veja o Corolário (A.1)), obtemos da definição dada em

(3.32) que

∥Jk − J0∥ ⩽ ∥xk −∇g(xk) − (x0 −∇g(x0))∥

⩽ ∥xk − x0∥+ ∥∇g(xk) −∇g(x0)∥.

Agora, segue da limitação de (xk), uma vez que (xk) é limitada, veja Lema 1.1, que a

sequência (Jk) também é limitada pela hipótese A2. Temos juntamente com (3.43) e o

fato de βk → 0 (por hipótese no caso 2), que ∥ŷk − xk∥ → 0 quando k → ∞. Como



Capítulo 3. Método Proximal Gradiente com Buscas Lineares Implícita e
Explícita 59
∇g é uniformemente contínuo em conjuntos limitados, podemos concluir que ∥∇g(ŷk) −

∇g(xk)∥ → 0 quando k → ∞. Sendo assim, pelo Teorema do Confronto em (3.46), temos

lim
k→∞ ∥xk − Jk∥ = 0. (3.47)

Novamente, como ∇g é uniformemente contínuo em conjuntos limitados, a desigualdade

anterior implica que

lim
k→∞ ∥∇g(xk) −∇g(Jk)∥ = 0. (3.48)

Utilizando (2.5) com z = xk−∇g(xk) e lembrando que no procedimento de Busca Linear

2 temos α = 1, podemos concluir que

xk −∇g(xk) − proxαh(x
k −∇g(xk)) ∈ ∂h(proxαh(x

k −∇g(xk))),

como proxαh(x
k −∇g(xk)) = Jk, temos

xk −∇g(xk) − Jk ∈ ∂h(Jk).

Daí, somando ∇g(Jk) em ambos os lados da inclusão, temos

xk −∇g(xk) − Jk +∇g(Jk) ∈ ∇g(Jk) + ∂h(Jk) ⊆ ∂(g+ h)(Jk).

Passando limite sobre a subsequência (xnk) na inclusão acima e lembrando que (xnk) → x̄,

obtemos do Fato (A.1), (3.47) e (3.48) que 0 ∈ ∂(g + h)(x̄). Logo, x̄ ∈ S∗. Podemos

perceber que nos dois casos listados, qualquer ponto de acumulação de (xk) pertence ao

conjunto solução S∗. Dessa forma, pelo Lema 1.1 (ii) temos que (xk) converge para uma

solução ótima em S∗, o que completa a prova de (i).

A prova do item (ii) segue de forma análoga à prova do Teorema 3.1 (i), a qual será

omitida por simplicidade.

De (3.38), e também do Teorema 3.1, pode-se questionar se no caso S∗ ̸= ∅, vale

lim
k→∞(g+ h)(xk) = min

x∈Rn
(g+ h)(x). (3.49)

Não conseguimos dizer que vale a resposta em geral, mas quando g + h é contínua no

domínio h em condições finitas ou a sequência (βk) é limitada inferiormente por uma

constante positiva, a igualdade (3.49) é verdadeira, com uma complexidade adicional

discutida no próximo capítulo.
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3.4 Método Proximal Gradiente 4 (MPG4)

Agora, iremos definir o chamado método forward-backward com o procedimento de

Busca Linear 3, estudado na Seção 2.3. Tal método foi proposto em [10].

Método Proximal Gradiente 4 (MPG4) [10]

Passo 0: Escolha x0 ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h) , σ > 0 e 0 < θ < 1.

Passo iterativo: Dado xk, defina

xk+1 := J(xk,αk) = proxαh

(
xk − αk∇g(xk)

)
, (3.50)

com

α−1 := σ e αk := LS3(xk,αk−1, θ). (3.51)

Critério de parada: Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k = k+ 1 e retorne

ao passo iterativo.

O seguinte resultado, que é uma consequência direta da Proposição 2.2 desempenha

um papel central em nosso estudo. Vamos mostrar agora, a boa definição do método

MPG4.

Corolário 3.1. Suponha x0 ∈ int(dom(g))∩ dom(h). A sequência (xk) gerada pelo mé-

todo MPG4é bem definida, com xk ∈ int(dom(g))∩ dom(h), e g é diferenciável em torno

de xk para todo k ∈ N. Além disso, para qualquer x ∈ Rn, temos:

(i) ∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk

[
F(xk+1) − F(x)

]
.

(ii) F(xk+1) − F(xk) ⩽ − 1
2αk

∥xk+1 − xk∥2.

Demonstração. Dado xk ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h), temos pela Proposição 2.2 (iii) com

x = xk, ᾱ = αk e J(x, ᾱ) = xk+1 que xk+1 ∈ int(dom(g))∩ dom(h) e g é diferenciável em

qualquer xk pelas suposições de A3. Logo, a sequência (xk) gerada pelo método MPG4

é bem definida. Para provar o item (i) vamos substituir x = xk e α = αk na Proposição

2.2 (ii),

∥xk − u∥2 − ∥J(xk,αk) − u∥2 ⩾ 2αk [F(J(x
k,αk)) − F(u)], ∀u ∈ Rn.

Agora, vamos substituir u = x e J(xk,αk) = xk+1 na desigualdade acima,

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk[F(x
k+1) − F(x)].
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Como queríamos demonstrar no item (i).

Para provar o item (ii) vamos fazer as seguintes substituições J(x,α) = xk+1 e x = xk

na Proposição 2.2 (iii). Sendo assim, temos

F(xk+1) − F(xk) ⩽ −
1

2αk

∥xk+1 − xk∥2.

O seguinte resultado comprova a convergência global do método MPG4, sem supor

a continuidade Lipschitz do gradiente ∇g (Ver Definição 1.3), conforme em ([9], Teo-

rema 4.2) e ([32], Teorema 3.18) com novas hipóteses simplificadas (A1-A4). A prova é

semelhante à de ([9], Teorema 4.2), com algumas modificações e ideias de [32].

Teorema 3.3. Seja (xk) a sequência gerada pelo método MPG4 . As seguintes afirmações

são válidas:

(i) Se S∗ ̸= ∅, então (xk) converge para um ponto em S∗. Além disso,

lim
k→∞ F(xk) = min

x∈Rn
F(x). (3.52)

(ii) Se S∗ = ∅, então temos:

lim
k→∞ ∥xk∥ = +∞ e lim

k→∞ F(xk) = inf
x∈Rn

F(x). (3.53)

Demonstração. Vamos provar o item (i). Suponha que S∗ ̸= ∅, então pelo Corolário 3.1 (i)

fazendo a substituição de x = x∗, temos que para qualquer x∗ ∈ S∗, vale

∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 ⩾ 2αk[F(x
k+1) − F(x∗)] ⩾ 0. (3.54)

Podemos observar pela desigualdade (3.54) que a sequência (xk) é Féjer convergente em

relação ao conjunto S∗, pois ∥xk − x∗∥ ⩾ ∥xk+1 − x∗∥2. Logo, pelo Lema 1.1 (ii), (xk)

é limitada. Vamos definir M := sup{∥xk − x∗∥ : k ∈ N} < ∞ para algum x∗ ∈ S∗.

Reorganizando (3.54), temos que

0 ⩽ 2αk[F(x
k+1) − F(x∗)] ⩽ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2,

o que por sua vez, implica que

0 ⩽ 2αk[F(x
k+1) − F(x∗)] ⩽ (∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥)(∥xk − x∗∥− ∥xk+1 − x∗∥).
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Pela desigualdade triangular inversa ∥xk − xk+1∥ ⩾ |∥xk − x∗∥− ∥xk+1 − x∗∥|, temos:

0 ⩽ 2αk[F(x
k+1) − F(x∗)] ⩽ (∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥)∥xk − xk+1∥,

sendo assim, como M = sup{∥xk − x∗∥ : k ∈ N}, temos

0 ⩽ 2αk[F(x
k+1) − F(x∗)] ⩽ 2M∥xk − xk+1∥.

Agora, dividindo por 2 e usando o fato que αk > 0, temos

0 ⩽ [F(xk+1) − F(x∗)] ⩽
M∥xk − xk+1∥

αk

. (3.55)

Reorganizando a desigualdade do Corolário 3.1 (ii), temos que

F(xk) − F(xk+1) ⩾
1

2αk

∥xk+1 − xk∥2.

Como σ ⩾ αk, temos da desigualdade anterior que

2σ[F(xk) − F(xk+1)] ⩾ 2αk[F(x
k) − F(xk+1)] ⩾ ∥xk − xk+1∥2.

Agora, desde que a sequência (F(xk)) seja monótona não-crescente e limitada inferiormente

por F(x∗) com (x∗ ∈ S∗). Para k = 0, 1, 2, . . . ,N, temos

2σ
N∑

k=0

[F(xk) − F(xk+1)] ⩾ 2αk

N∑
k=0

[F(xk) − F(xk+1)] ⩾
N∑

k=0

∥xk − xk+1∥2,

dessa forma,

2σ
N∑

k=0

[F(xk) − F(xk+1)] ⩾
N∑

k=0

∥xk − xk+1∥2.

Utilizando a série telescópica do lado esquerdo da equação anterior, temos

2σ[F(x0) − F(xN+1)] ⩾
N∑

k=0

∥xk − xk+1∥2. (3.56)

Temos que F(x∗) ⩽ F(xk), para todo k ∈ N. Concluímos assim, que −F(x∗) ⩾ −F(xk).

Em particular −F(x∗) ⩾ −F(xN+1). Como σ > 0, vale

2σ[F(x0) − F(x∗)] ⩾ 2σ[F(x0) − F(xN+1)],

o que por sua vez, combinando com (3.56) e a desigualdade anterior, temos

2σ[F(x0) − F(x∗)] ⩾
N∑

k=0

∥xk − xk+1∥2.
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Tomando o limite quando N → +∞,

∞∑
k=0

∥xk − xk+1∥2 ⩽ 2σ[F(x0) − F(x∗)] < +∞. (3.57)

Logo, a série é convergente, ou seja, ∥xk − xk+1∥2 → 0 quando k → ∞. Vimos anteri-

ormente que (xk) é uma sequência Féjer convergente em relação ao conjunto solução S∗.

Portanto, pelo Lema 1.1 (i), é limitada. Sendo assim, vamos supor que x é um ponto de

acumulação dessa sequência (xk) e que (xnk) é uma subsequência de (xk) de forma que

xnk → x.

Temos que F é semicontínua inferiormente, e que (F(xk)) é monótona não-crescente,

sendo assim, como xnk → x̄, temos que

F(xk) ⩾ lim inf
kj→∞ F(xkj) ⩾ F(x̄), ∀k ∈ N.

Em particular, vale para k = 0, logo F(x0) ⩾ F(x̄). Sendo assim, como sabemos que

xnk → x̄ e (xnk) é uma subsequência de (xk) onde (xk) ⊂ int(dom(g))∩dom(h). Podemos

concluir por A3 e A4 que g é diferenciável em x̄ ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h). De fato, se

x̄ ∈ dom(h), sabemos que h(xk) < +∞, para todo k ∈ N , pois h é semicontínua

inferiormente, logo

+∞ > lim inf h(xkj) ⩾ h(x̄) ∴ h(x̄) < +∞,

isto é, x̄ ∈ dom(h). Agora, se x̄ ∈ int(dom(g)): como xkj ∈ int(dom(g)), isto é, existe

εk > 0 com B(xkj , εk) ⊂ dom(g). Por outro lado, xkj → x̄, isto é, para kj suficientemente

grande temos x̄ ∈ B(xkj , εk) ⊂ dom(h).

∴ x̄ ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h).

Como (αk) é monótona não-crescente por construção vista na Busca Linear 3 (veja,

(3.51)), no qual αk ⩽ αk−1 e além disso (αk) é limitada inferiormente por zero. Por-

tanto, podemos concluir que a sequência (αk) é monótona e limitada, logo convergente.

Suponha que lim
k→∞αk = lim

k→∞αnk
= α ⩾ 0.

Agora, precisamos verificar os casos α > 0 e α = 0.

Caso 1: α > 0. Utilizando z = xnk − αnk
∇g(xnk) em (2.5) e a definição de xnk+1

dada em (3.50), obtemos,

xnk − αnk
∇g(xnk) − xnk+1

αnk

∈ ∂h(xnk+1),
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o que por sua vez, implica que

xnk − xnk+1

αnk

−∇g(xnk) +∇g(xnk+1) ∈ ∇g(xnk+1) + ∂h(xnk+1). (3.58)

Agora, segue do Corolário 3.1 (ii), que

1
2
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

⩽ F(xnk) − F(xnk+1).

Aplicando somatório de k = 0, 1, . . . ,N, na desigualdade anterior, temos

1
2

N∑
k=0

(
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

)
⩽

N∑
k=0

(F(xnk) − F(xnk+1)).

Agora, utilizando soma telescópica no lado direito da desigualdade anterior, obtemos

1
2

N∑
k=0

(
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

)
⩽ F(x0) − F(xN+1). (3.59)

Como (F(xk)) é monótona não-crescente, temos que F(xN+1) ⩾ F(x∗), que por sua vez,

implica que −F(xN+1) ⩽ −F(x∗). Utilizando essa informação com (3.59), obtemos

1
2

N∑
k=0

(
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

)
⩽ F(x0) − F(x∗).

Aplicando limite quando N → ∞, temos

1
2

∞∑
k=0

(
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

)
⩽ F(x0) − F(x∗) < +∞. (3.60)

Logo, a série é convergente, ou seja, seu termo geral vai a zero, o que implica que
∥xnk+1 − xnk∥2

αnk

→ 0. Porém, como αnk
> α > 0, temos que

∥xnk+1 − xnk∥
αnk

→ 0.

Pela mesma razão, utilizando (3.57), concluímos que ∥xnk+1 − xnk∥ → 0, quando k → ∞
e pela continuidade do gradiente em g vista em A3, podemos concluir que ∥∇g(xnk+1) −

∇g(xnk)∥ → 0, quando k → ∞. Como xnk → x̄ e ∥xnk+1 − xnk∥ → 0, quando k → ∞,

então xnk+1 → x̄.

Portanto, utilizando essas informações e o Teorema do gráfico fechado do subdiferencial

(veja (A.1), temos que tomando o limite em (3.58) com nk → +∞, que 0 ∈ ∇g(x̄)+∂h(x̄).

Portanto, x̄ ∈ S∗. Além disso, como (F(xk)) é monótona não-crescente, passando limite

quando k → ∞ em (3.55), obtemos

0 ⩽ lim
k→∞

(
F(xk) − F(x∗)

)
⩽ lim

k→∞
(
M

∥xk − xk+1∥
αk

)
.
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Vimos anteriormente que uma consequência direta de (3.57) é o fato que ∥xk−xk+1∥ → 0,

quando k → ∞. Sendo assim, como (αk) é uma sequência limitada, obtemos

lim
k→+∞

∥xk − xk+1∥
αk

= 0.

Sendo assim, pelo Teorema do Confronto, obtemos que
(
F(xk) − F(x∗)

)
→ 0, quando

k → ∞. Dessa forma, como x∗ ∈ S∗, então

lim
k→∞ F(xk) − min

x∈Rn
F(x) = 0,

ou seja, lim
k→∞ F(xk) = min

x∈Rn
F(x).

Caso 2: α = 0. Defina x = xnk , α̂nk
=

αnk

θ
> αnk

> 0 e x̂nk = J(xnk , α̂nk
) ∈ dom(h).

Fazendo essas substituições no procedimento de Busca Linear 3 (veja (2.19)), obtemos

g(x̂nk) > g(xnk) + ⟨∇g(xnk), x̂nk − xnk⟩+ 1
2α̂nk

∥xnk − x̂nk∥2. (3.61)

De acordo com o Lema 2.2 e lembrando que para o MPG4 temos xnk+1 = J(xnk ,αnk
)

(veja (3.50)), concluímos que

∥xnk − x̂nk∥ = ∥xnk − J(xnk , α̂nk
)∥ ⩽

α̂nk

αnk

∥xnk − J(xnk ,αnk
)∥

=
αnk

θ
αnk

∥xnk − J(xnk ,αnk
)∥ =

1
θ
∥xnk − xnk+1∥,

o que por sua vez, implica que

0 ⩽ ∥xnk − x̂nk∥ ⩽
1
θ
∥xnk − xnk+1∥.

Como θ > 0 e ∥xnk −xnk+1∥ → 0 quando k → ∞, concluímos pelo Teorema do Confronto

que ∥xnk − x̂nk∥ → 0. Como xnk → x então x̂nk → x quando k → +∞. Ou seja, a

sequência (x̂nk) converge para algum ponto x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h).

Agora, vamos definir o conjunto A := {x̄, (xnk)}. No qual, denotamos anteriormente x

como um ponto de acumulação de (xk) e (xnk) uma subsequência de (xk) que converge

para x. Sendo assim, segue que

A ⊂ Slev(x
0) := {x ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h) : F(x) ⩽ F(x0)},

com tal conjunto de nível da função F(x) = (g+h)(x), sendo um conjunto compacto. De

fato, uma vez que (F(xk)) é monótona não-crescente, então vale

(g+ h)(xnk) ⩽ (g+ h)(x0), ∀ k ∈ N.
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Logo, xnk ∈ Slev(x

0) para todo k ∈ N. Como F é semicontínua inferior, então

(g+ h)(x) ⩽ lim inf
k→∞ (g+ h)(xnk) ⩽ (g+ h)(x0).

Dessa forma, (g + h)(x) ⩽ (g + h)(x0). Portanto, x ∈ Slev(x
0). Ou seja, A ⊆ Slev(x

0) é

um conjunto compacto. Por A4, temos que

d(A,Rn/int(dom(g))) > 0.

Sendo assim, os pontos de A estão dentro do interior do domínio de g, de forma que não

estão na “borda”.

Dessa forma, temos as seguintes informações xnk ∈ int(dom(g)) ∩ dom(h), ∥xnk −

x̂nk∥ → 0 e d(A,Rn/int(dom(g))) > 0, sendo assim, para k suficientemente grande,

temos que x̂nk ∈ int(dom(g)), portanto x̂nk ∈ int(dom(g))∩dom(h) para k suficientemente

grande.

Temos pela Hipótese A3 que g é diferenciável em int(dom(g)) ∩ dom(h), sendo assim

∇g(x) existe para todo xnk ∈ int(dom(g)). Como x̂nk ∈ int(dom(g)) para k suficiente-

mente grande, então ∇g(x̂nk) existe e está bem definido. Agora utilizando a desigualdade

do gradiente (A.5) em g, obtemos

g(xnk) ⩾ g(x̂nk) + ⟨∇g(x̂nk), xnk − x̂nk⟩.

Reorganizando (3.61), e utilizando a desigualdade anterior, vale

1
2α̂nk

∥xnk − x̂nk∥2 < ⟨∇g(xnk), xnk − x̂nk⟩+ g(x̂nk) − g(xnk)

= ⟨∇g(xnk), xnk − x̂nk⟩− ⟨∇g(x̂nk), xnk − x̂nk⟩

= ⟨∇g(xnk) −∇g(x̂nk), xnk − x̂nk⟩.

Utilizando a desigualdade de Cauchy–Schwarz, temos

1
2α̂nk

∥xnk − x̂nk∥2 ⩽ ∥∇g(xnk) −∇g(x̂nk)∥ · ∥xnk − x̂nk∥.

Agora, note que ∥xnk − x̂nk∥ ̸= 0, pois caso contrário teríamos uma contradição na

desigualdade anterior, ou ainda segue do fato de que xnk é a iterada obtida com αk e x̂nk

é obtida com α̂k. Então, segue que

∥∇g(xnk) −∇g(x̂nk)∥ ⩾
1

2α̂nk

∥xnk − x̂nk∥ ⩾ 0. (3.62)
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Como o conjunto {x̄, (xnk), (x̂nk)} é um subconjunto compacto de int(dom(g)) ∩ dom(h)

e ∥xnk − x̂nk∥ → 0 quando k → ∞, podemos concluir pela Hipótese A3 que ∥∇g(xnk) −

∇g(x̂nk)∥ → 0 quando k → ∞. Sendo assim, como α̂nk
> αnk

> 0, passando limite

quando k → ∞ em (3.62) e utilizando o Teorema do Confronto, concluímos que

lim
k→∞

∥xnk − x̂nk∥
α̂nk

= 0. (3.63)

Substituindo z = xnk − α̂nk
∇g(xnk) em (2.5), e lembrando das seguintes substituições

Proxαh(x
nk − α̂nk

∇g(xnk)) = J(xnk , α̂nk
) e J(xnk , α̂nk

) = x̂nk , obtemos que

xnk − x̂nk

α̂nk

−∇g(xnk) ∈ ∂h(x̂nk),

acrescentando ∇g(x̂nk) em ambos os lados da inclusão anterior, vale

xnk − x̂nk

α̂nk

−∇g(xnk) +∇g(x̂nk) ∈ ∇g(x̂nk) + ∂h(x̂nk).

Temos as seguintes informações x̂nk → x̄, ∥xnk − x̂nk∥ → 0 e que pela Hipótese A2 o

gradiente é uniformemente contínuo. Sendo assim, podemos concluir que ∥∇g(xnk) −

∇g(x̂nk)∥ → 0 quando k → ∞.

Utilizando as informações anteriores, (3.63) e o Fato (A.1), quando k → ∞, obtemos

xnk − x̂nk

α̂nk

−∇g(xnk) +∇g(xnk) ∈ ∇g(x̄) + ∂h(x̄).

Dessa forma, 0 ∈ ∇g(x̄) + ∂h(x̄). Logo, x̄ ∈ S∗.

Além disso, fazendo algumas modificações no Lema (2.9) com x = xnk , α1 = αnk
e

α2 = α̂nk
, e recordando que J(xnk , α̂nk

) = x̂nk e xnk+1 = J(xnk ,αnk
), obtemos

∥xnk − x̂nk∥ = ∥xnk − J(xnk , α̂nk
)∥ ⩾ ∥xnk − J(xnk ,αnk

)∥ = ∥xnk − xnk+1∥,

sendo assim,

∥xnk − x̂nk∥ ⩾ ∥xnk − xnk+1∥.

Como α̂nk
> αnk

> 0, então

∥xnk − x̂nk∥
α̂nk

⩾
∥xnk − xnk+1∥

α̂nk

> 0.

Utilizando (3.63) e o Teorema do confronto, temos que lim
k→∞

∥xnk − xnk+1∥
α̂nk

= 0. Dessa

forma, como α̂nk
=

αnk

θ
, onde θ > 0. Obtemos que, lim

k→∞
θ∥xnk − xnk+1∥

αnk

= 0. Logo,

lim
k→∞

∥xnk − xnk+1∥
αnk

= 0.
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Sabemos que (F(xk)) é monótona não-crescente e lim
k→∞

∥xnk − xnk+1∥
αnk

= 0. Sendo

assim, aplicando limite quando k → ∞, em (3.55), temos

0 ⩽ lim
k→∞

(
F(xnk+1) − F(x∗)

)
⩽ lim

k→∞M
∥xnk − xnk+1∥

αnk

= 0.

o que por sua vez, pelo Teorema do confronto implica que, lim
k→∞

(
F(xnk+1) − F(x∗)

)
= 0.

Portanto,

lim
k→∞ F(xk) = min

x∈Rn
F(x).

Portanto, em ambos os casos analisados acima, obtemos (3.52). Além disso, concluímos

que dado qualquer ponto de acumulação da sequência (xk), a qual provamos que é Fejér

convergente em relação ao conjunto solução S∗, pertence ao conjunto S∗.

A prova do item (ii) segue de maneira análoga à prova do Teorema 3.1 (ii). Como

vimos anteriormente na prova do item (i), concluímos que se S∗ ̸= ∅, então a sequência

(xk) é limitada. Além disso, todos os seus pontos de acumulação são soluções. Agora,

suponha que S∗ = ∅, dessa forma qualquer subsequência de (xk) é ilimitada, pois caso

contrário, teria ponto de acumulação e tal ponto seria solução. Logo, ∥xk∥ → +∞ quando

k → +∞. Além disso, segue da definição de ínfimo que,

s := lim
k→+∞ F(xk) ⩾ inf

x∈Rn
F(x),

de forma que s existe pois (F(xk)) é monótona não-crescente pelo Corolário 3.1 (ii) e

também é limitada inferiormente. Vamos supor que s > inf
x∈Rn

(g + h)(x). Dessa forma,

podemos concluir que o seguinte conjunto

Slev(x
0) := {x ∈ dom(g) : F(x) ⩽ F(xk), ∀k ∈ N},

não é vazio. Agora, aplicando o Corolário 3.1 (i) com x ∈ Slev(x
0), obtemos que

∥xk − x∥2 − ∥xk+1 − x∥2 ⩾ 2αk

[
F(xk+1) − F(x)

]
> 0,

o que por sua vez, implica que ∥xk − x∥2 > ∥xk+1 − x∥2, ou seja, a sequência (xk) é

Fejér convergente para Slev(x
0). Chegamos em um absurdo, pois pelo Lema 1.1 (i) a

sequência (xk) é limitada. Entretanto, supomos anteriormente que era ilimitada. Logo,

s = inf
x∈Rn

(g+ h)(x). Sendo assim,

lim
k→+∞ F(xk) = inf

x∈Rn
F(x).
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A proposição a seguir mostra que, quando g é localmente Lipschitz contínua (Ver

Definição 1.3), o tamanho do passo αk é limitado inferiormente por um número positivo.

A segunda parte desse resultado coincide em [[7], Observação 1.2].

Proposição 3.4. Seja (xk) e (αk) as duas sequências geradas pelo método MPG4 .

Suponha que S∗ ̸= ∅ e que a sequência (xk) está convergindo para algum x∗ ∈ S∗. Se g é

Localmente lipschitz contínua em torno de x∗ com módulo L, então existe algum K ∈ N

tal que

αk ⩾ min
{
αK,

θ

L

}
, ∀ k > K. (3.64)

Consequentemente, para k > K, a Busca Linear LS3(xk,αk−1, θ) precisa de no máximo

logθ(min{1, θ
αkL

}) passos.

Além disso, se ∇g for globalmente Lipschitz contínua em int(dom(g)) ∩ dom(h) com

módulo uniforme L, então

αk ⩾ min
{
α1,

θ

L

}
, ∀ k > K.

Nesse caso, a Busca Linear LS3(xk,αk−1, θ) precisa de no máximo logθ(min{1, θ
σL

}) passos

para qualquer k.

Demonstração. Para justificar, vamos supor que S∗ ̸= ∅, que a sequência (xk) converge

para algum x∗ ∈ S∗ e que ∇g é Localmente Lipschitz contínua em torno de x∗ (Ver

Definição 1.3) com constante L > 0.

Seja algum ε > 0, tal que

∥∇g(x) −∇g(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, ∀ x,y ∈ Bε(x
∗). (3.65)

Onde Bε(x
∗) é a bola fechada em Rn com centro em x∗ e raio ε.

Como (xk) converge para x∗, então existe k ∈ N tal que

∥xk − x∗∥ ⩽
θε

2 + θ
< ε, ∀ k > K. (3.66)

Com 0 < θ < 1 definido na Busca Linear 3. Sendo assim, vamos assumir que

αk ⩾ min
{
αk−1,

θ

L

}
, ∀ k > K. (3.67)

Supondo por contradição, que

αk < min
{
αk−1,

θ

L

}
.
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Concluímos que, αk < αk−1. Dessa forma, o loop da Busca Linear 3 em (xk,αk−1) precisa

de mais uma iteração. Sendo assim, seja α̂k := αk

θ
e x̂k := J(xk, α̂k), temos de (3.61) que

g(x̂k) > g(xk) +
〈
∇g(xk), x̂k − xk

〉
+

1
2α̂k

∥xk − x̂k∥2. (3.68)

Além disso, pelo Lema (2.9), obtemos

∥xk − x̂k∥ = ∥xk − J(xk, α̂k)∥ ⩽
α̂k

αk

∥xk − J(xk,αk)∥

=
αk

θ

αk

∥xk − xk+1∥

=
1
θ
∥xk − xk+1∥.

Sendo assim,

∥xk − x̂k∥ ⩽
1
θ
∥xk − xk+1∥.

Sabemos que pela desigualdade triangular, vale ∥x̂k − x∗∥ ⩽ ∥x̂k − xk∥ + ∥xk − x∗∥. Daí

e da desigualdade anterior, temos

∥x̂k − x∗∥ ⩽
1
θ
∥xk − xk+1∥+ ∥xk − x∗∥.

Utilizando a desigualdade triangular novamente, ∥xk − xk+1∥ ⩽ ∥xk − x∗∥+ ∥x∗ − xk+1∥,

obtemos

∥x̂k − x∗∥ ⩽
1
θ
(∥xk − x∗∥+ ∥x∗ − xk+1∥) + ∥xk − x∗∥.

Utilizando (3.66) na desigualdade anterior, temos

∥x̂k − x∗∥ ⩽
1
θ
·
(

θε

2 + θ
+

θε

2 + θ

)
+

θε

2 + θ

=
1
θ
· 2θε
2 + θ

+
θε

2 + θ
=

2θε
2θ+ θ2 +

θ2ε

2θ+ θ2

=
θ2ε+ 2θε
2θ+ θ2 =

(θ2 + 2θ)ε
θ2 + 2θ

= ε.

Logo, ∥x̂k − x∗∥ ⩽ ε.

Dessa forma da desigualdade anterior e de (3.66) podemos concluir que xk, x̂k ∈

Bε(x
∗). Logo, qualquer ponto intermediário está dentro da bola, ou seja, a combina-

ção convexa xk+ t(x̂k− xk) ∈ Bε(x
∗), com t ∈ [0, 1]. Aplicando o Teorema Fundamental

do Cálculo em g, temos

g(x̂k) − g(xk) =

∫ 1

0
⟨∇g(xk + t(x̂k − xk)), x̂k − xk⟩dt,
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acrescentando −⟨∇g(xk), x̂k − xk⟩ em ambos os lados da igualdade,

g(x̂k) − g(xk) − ⟨∇g(xk), x̂k − xk⟩ =
∫ 1

0
⟨∇g(xk + t(x̂k − xk)), x̂k − xk⟩dt

− ⟨∇g(xk), x̂k − xk⟩

=

∫ 1

0
⟨∇g (xk + t(x̂k − xk)) −∇g(xk), x̂k − xk⟩dt.

Aplicando Cauchy-Schwarz na integral,

g(x̂k) − g(xk) − ⟨∇g(xk), x̂k − xk⟩ ⩽
∫ 1

0
∥∇g(xk + t(x̂k − xk)) −∇g(xk)∥ · ∥x̂k − xk∥dt

=

∫ 1

0
∥∇g(t(x̂k − xk))∥ · ∥x̂k − xk∥dt

=

∫ 1

0
t∥∇g(x̂k) −∇g(xk)∥ · ∥x̂k − xk∥dt.

Utilizando a condição (3.65), temos

g(x̂k) − g(xk) − ⟨∇g(xk), x̂k − xk⟩ ⩽
∫ 1

0
tL · ∥x̂k − xk∥ · ∥x̂k − xk∥dt

=

∫ 1

0
tL∥x̂k − xk∥2dt

=
L

2
∥x̂k − xk∥2.

O que por sua vez, implica que

g(x̂k) − g(xk) −
〈
∇g(xk), x̂k − xk

〉
⩽

L

2
∥x̂k − xk∥2.

Daí e de (3.68), concluímos

1
2α̂k

∥x̂k − xk∥2 ⩽
L

2
∥x̂k − xk∥2,

como ∥xk − x̂k∥ ̸= 0, pois se fosse igual bateria a desigualdade da busca. Sendo assim,

temos que 1
2α̂k

⩽ L
2 , isto é α̂k ⩾ 1

L
. Além disso, como α̂k := αk

θ
, obtemos αk ⩾ θ

L
.

Chegamos em um absurdo, pois supomos que αk < θ
L
. Se existe algum H > K com

H ∈ N tal que αH > θ
L
, obtemos de (3.67) que αk ⩾ θ

L
para todo k ⩾ H. Caso contrário,

αk < θ
L

para todo k > K, o que implica que αk = αk−1 = αK para todo k > K, devido a

(3.67) e também à propriedade decrescente da sequência (αk). Em ambos os casos, temos

(3.64).

Agora, suponha que a Busca Linear LS3(xk,αk−1, θ) precisa de d repetições. Ou seja,

αk = αk−1θ
d. Sendo assim, utilizando (3.64), temos que

αKθ
d ⩾ αk = αk−1θ

d ⩾ min
{
αK,

θ

L

}
,
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o que por sua vez, implica que

αKθ
d ⩾ min

{
αK,

θ

L

}
,

dividindo por αK > 0, temos θd ⩾ min
{

1, θ
αkL

}
. Como ambos os lados da desigualdade

são positivos, podemos aplicar logaritmo na base θ. Sendo assim, temos

logθ(θ
d) ⩽ logθ

(
min

{
1,

θ

αKL

})
,

lembrando que o sinal mudou, pois 0 < θ < 1. Utilizando identidade trigonométrica,

temos que a desigualdade anterior, se torna

d ⩽ logθ

(
min

{
1,

θ

αKL

})
.

Vamos supor que ∇g seja globalmente Lipschitz com constante L, no int(dom(g)) ∩

dom(h) ⊂ int(dom(g)). Usando a Proposição 2.2 (iii), podemos repetir o argumento

acima sem nos preocuparmos com ε, k e substituir (3.67) por

αk ⩾ min
{
σ,

θ

L

}
.

Sendo assim, sob a hipótese de que o gradiente de g é globalmente Lipschitz contínuo,

a Busca Linear é bem definida e termina após um número finito de reduções em cada

iteração. Além disso, os tamanhos de passo gerados pelo método admitem um limite

inferior positivo uniforme, não se aproximando de zero ao longo do processo iterativo.

Em seguida, apresentamos a complexidade assintótica o(k−1) do método MPG4 [[20],

Teorema 3], mas sob as suposições consideradas nesse trabalho e considerando que ∇g é

Localmente Lipschitz contínuo. A complexidade permanece válida ao substituir a condição

local de Lipschitz por a de que o tamanho do passo (αk) é limitado por um número

positivo. Veja a Proposição 3.4. Esta ideia foi iniciada em [[9], Teorema 4.3] em dimensões

finitas e estendida a diferentes tipos de Busca Linear em espaço de Hilbert em [[32],

Corolário 3.20]. Agora, estudaremos a convergência sublinear do MPG4.

Proposição 3.5. Seja (xk) a sequência gerada no método MPG4 . Suponha que S∗ ̸= ∅

e que ∇g é Localmente Lipschitz contínuo em torno de qualquer ponto em S∗. Então

lim
k→∞k[F(xk) − min

x∈Rn
F(x)] = 0.
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Demonstração. Temos pela Proposição 3.4, que αk é limitado inferiormente por algum

α > 0. Sendo assim, tomando x∗ ∈ S∗ e fazendo a substituição de x = x∗, obtemos do

Corolário 3.1 (i) que

∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 ⩾ 2α[F(xk+1) − F(x∗)] ⩾ 0. (3.69)

Como ∥xk − x∗∥2 é decrescente, temos que (∥xk − x∗∥2) converge, já que a norma é

decrescente e limitada inferiormente por 0. (Teorema da convergência monótona). Dado

ε > 0, existe K ∈ N suficientemente grande, tal que ∥xK+k − x∗∥2 − ∥xK − x∗∥2 ⩽ ε, para

qualquer k ∈ N. Sendo assim, de (3.69), temos

ε ⩾ ∥xK − x∗∥2 − ∥xK+k − x∗∥2 ⩾ 2α[F(xk+1) − F(x∗)] ⩾ 0,

aplicando o somatório de l = K a (k+ K− 1), temos a seguinte soma telescópica.

ε ⩾ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+K − x∗∥2 =

k+K−1∑
l=K

(∥xl − x∗∥2 − ∥xl+1 − x∗∥2)

⩾ 2α
k+K−1∑
l=K

[F(xl+1) − F(x∗)].

Como (F(xk)) é monótona não-crescente, ou seja, F(xk) ⩾ F(xk+K), temos que

ε ⩾ 2αk[F(xk+K) − F(x∗)] = 2α
k

(K+ k)
(K+ k)(F(xK+k) − F(x∗)),

o que por sua vez, implica que

ε ⩾ 2kα(F(xK+k) − F(x∗)),

sendo assim,

k(F(xK+k) − F(x∗)) ⩽
ε

2α
,

aplicando lim sup com k → ∞
lim
k→∞ sup(K+ k)(F(xK+k) − F(x∗)) ⩽

ε

2α
.

Como K não afeta o limite, temos

lim sup
k→∞ k(F(xk) − F(x∗)) ⩽

ε

2α
.

E como F(xk) ⩾ F(x∗), o limite inferior é não negativo, logo

0 ⩽ lim inf
k→∞ k(F(xk) − F(x∗)) ⩽ lim sup

k→∞ k(F(xk) − F(x∗))

= lim
k→∞ sup(K+ k)(F(xK+k) − F(x∗)) ⩽

ε

2α
.
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Fazendo ε > 0 arbitrário tender a zero, pelo Teorema do Confronto, temos

lim
k→∞k(F(xk) − F(x∗)) = 0,

como x∗ ∈ S∗, temos

lim
k→∞k(F(xk) − min

x∈Rn
F(x)) = 0.

Como queríamos demonstrar.



Capítulo 4

Análise de Complexidade

O presente capítulo destina-se a abordar os resultados de análise de complexidade “pior-

caso” dos métodos MPG1, MPG2 e MPG3 no que diz respeito aos valores funcionais.

O estudo de complexidade pior-caso é importante na literatura relacionada pois ele oferece

uma garantia teórica robusta sobre o desempenho máximo de um algoritmo, mesmo sob

as condições mais adversas ou desafiadoras.

4.1 Análise de Complexidade do MPG1

Apresentamos a análise de complexidade do MPG1. Sob a suposição de que os compri-

mentos de passos gerados pelo procedimento de Busca Linear 1 são limitados inferiormente

por um número positivo, a seguinte análise irá mostrar que o erro esperado do valor de

custo na k-ésima iteração em relação ao valor ótimo é da ordem o(k−1). Para maiores

detalhes, o leitor também pode consultar [9].

Teorema 4.1. Sejam (xk) e (αk) as sequências geradas pelo MPG1 . Suponha que

S∗ ̸= ∅ e que existe α > 0 tal que αk ⩾ α > 0 para todo k ∈ N. Então, temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2α
[dist(x0,S∗)]2

k
, ∀k ∈ N. (4.1)

Em particular,

lim
k→∞k[(g+ h)(xk) − min

x∈Rn
(g+ h)(x)] = 0. (4.2)

Demonstração. Para qualquer x∗ ∈ S∗, pela Proposição 3.1 (i) e do fato que δ ∈ (0, 1/2),

75
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temos:

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1) ⩾
1

2αl

(∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥2 + (1 − 2δ)∥xl − xl+1∥2)

⩾
1

2αl

(∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥2).

Sendo assim,

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1) ⩾
1

2αl

(∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥)2, ∀l ∈ N. (4.3)

Agora, por hipótese, supomos que αl ⩾ α, então 1
αl

⩽ 1
α
. Por outro lado, foi provado

anteriormente (veja Teorema 3.1 (i)) que a sequência gerada pelo método MPG1 é Fejér

convergente em relação ao conjunto solução S∗, em particular, podemos concluir que

∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥ ⩽ 0, para todo x∗ ∈ S∗ e l ∈ N. Então,

1
αl

(
∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥

)
⩾

1
α

(
∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥

)
.

Daí, pela desigualdade anterior e (4.3), temos que

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1) ⩾
1

2α
(∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥)2.

Dessa forma, aplicando somatório na desigualdade acima de l = 0, 1, 2, · · · , k−1, obtemos

uma série telescópica no lado direito que nos fornece

k−1∑
l=0

[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1)] ⩾
1

2α
(∥xk − x∗∥2 − ∥x0 − x∗∥2),

reorganizando, temos

k−1∑
l=0

[(g+ h)(xl+1) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1

2α
(∥x0 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2). (4.4)

Agora, observe que pela Proposição 3.1 (ii), vale (g + h)(xl+1) ⩽ (g + h)(xl) para todo

l ⩽ k− 1. Em particular,

k−1∑
l=0

(g+ h)(xl+1) ⩾ k(g+ h)(xk).

Da equação (4.4) e da desigualdade anterior, temos

k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1

2α
(∥x∗ − x0∥2 − ∥xk − x∗∥2),

como ∥xk − x∗∥2 ⩾ 0, então a desigualdade anterior, se torna

k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽
1

2α
(∥x∗ − x0∥2). (4.5)
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Podemos perceber que não importa como escolhemos x∗ ∈ S∗, o valor ótimo (g+h)(x∗) =

min
x∈Rn

(f+g)(x) é fixo. Sendo assim, utilizando (4.5) e a definição de distancia de um ponto

a um conjunto, temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2α
inf
y∈S∗

∥y− x0∥2

k
=

1
2α

[dist(x0,S∗)]2

k
,

o que por sua vez, implica que

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2α
[dist(x0,S∗)]2

k
,

provando assim, (4.1). Agora, vamos provar a segunda parte do Teorema. Vimos ante-

riormente, pelo Teorema 3.1 que a sequência (xk) converge para algum x∗ ∈ S∗, isto é,

∥xk−x∗∥ → 0 quando k → ∞. Etão, dado ε > 0, existe K ∈ N tal que ∥xk−x∗∥ < ε para

todo k ⩾ K. Para qualquer l ⩾ K obtemos da Proposição 3.1 (i) que ∥xl−x∗∥ ⩾ ∥xl+1−x∗∥

juntamente com (4.3) que

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1) ⩾
1

2αl

(
∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥

)2
=

1
2αl

(
∥xl+1 − x∗∥+ ∥xl − x∗∥

) (
∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥

)
⩾

1
2αl

2∥xl+1 − x∗∥
(
∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥

)
=

1
αl

∥xl+1 − x∗∥(∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥)

⩾
ε

α
(∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥).

Dessa forma,

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1) ⩾
ε

α
(∥xl+1 − x∗∥− ∥xl − x∗∥).

Aplicando somatório na desigualdade acima de l = K,K+ 1, . . . ,K+ k− 1., obtemos uma

série telescópica no lado direito que nos fornece
K+k−1∑
l=K

[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1)] ⩾
ε

α
(∥xK+k − x∗∥− ∥xK − x∗∥), (4.6)

como (g+ h)(xl) ⩾ (g+ h)(xl+1) para l ⩽ K+ k− 1, temos
K+k−1∑
l=K

(g+ h)(xl+1) ⩾ k(g+ h)(xK+k).

Sendo assim, utilizando essa informação em (4.6), encontramos

k[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xK+k)] ⩾
ε

α
(∥xK+k − x∗∥− ∥xK − x∗∥)

⩾ −
ε

α
∥xK − x∗∥.
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Como sabemos que ∥xK − x∗∥ < ε, então

k[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xK+k)] ⩾ −
ε2

α
,

o que por sua vez, implica que

k[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(x∗)] ⩽
ε2

α
.

Agora, multiplicando por K+k
k

> 0, em ambos os lados da desigualdade anterior, temos

(K+ k)[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(x∗)] ⩽
K+ k

k
· ε

2

α
,

tomando lim sup com k → +∞, temos

lim sup
k→+∞ (K+ k)[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(x∗)] ⩽ lim sup

k→+∞
K+ k

k
· ε

2

α
,

como temos K fixo, o lim sup ao longo de K + k é igual ao lim sup ao longo de k, sendo

assim

lim sup
k→+∞ k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] = lim sup

k→+∞ (K+ k)[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(x∗)]

⩽ lim sup
k→+∞

K+ k

k
· ε

2

α
=

ε2

α
,

como ε > 0 é arbitrário, vale

lim sup
k→+∞ k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽ 0.

Temos também que (g+ h)(xk) ⩾ (g+ h)(x∗), pois x∗ ∈ S∗. Sendo assim, lim inf
k→∞ k[(g+

h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩾ 0, dessa forma

0 ⩽ lim inf
k→∞ k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽ lim sup

k→+∞ k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽ 0.

Dessa forma,

lim
k→∞k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] = 0,

o que por sua vez, implica que

lim
k→∞k[(g+ h)(xk) − min

x∈Rn
(g+ h)(x)] = 0.

O que verifica (4.2) e completa a demonstração do Teorema.
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Vale mencionar que a taxa o(k−1) foi obtida em [21, 22, 23]. Anteriormente ao utilizar

o método do ponto proximal para resolver o Problema 2.1 com g ≡ 0. Nosso resultado

acima poderia ser considerado uma extensão de alguns resultados desses artigos, em par-

ticular, [[22], Corolário 3.1], para o quadro mais geral do (2.1) com Busca Linear. Quando

os tamanhos dos passos não são limitados inferiormente por uma constante positiva, dis-

cutimos a possível validade da mesma complexidade da seguinte forma.

Observação 4.1. Surge a seguinte questão do Teorema acima: podemos ter a comple-

xidade o(k−1) da diferença (g + h)(xk) − min
x∈Rn

(g + h)(x) quando lim inf
k→∞ = 0? Suponha

que (xk) converge para algum x∗ ∈ S∗. Veja o Teorema 3.1. Analisando cuidadosamente

a demostração de (4.1) presente no Teorema (4.1), observamos que a complexidade de

o(k−1) permanece quando a seguinte condição é válida: Existe λ ∈ [−1, 1) tal que

lim sup
k→∞

∥xk − x∗∥1+λ

αk

< +∞, (4.7)

o que pode permitir que αk se aproxime de 0.

Temos que (4.7) vale quando αk é limitado inferiormente por um número positivo.

O exemplo simples a seguir mostra a possível validade de (4.7) mesmo quando αk → 0

à medida que k → ∞. Assim, a complexidade o(k−1) dos valores da função permanece

verdadeira no exemplo abaixo. No entanto, em geral, verificar (4.7) pode não ser trivial,

uma vez que x∗ é desconhecido.

Exemplo 4.1. Seja:

g(x) =
1

1 + p
|x|1+p com 0 < p < 1 e h(x) = δ[0,∞)(x).

Observe que nesse caso o problema (2.1) tem solução única, sendo está x∗ = 0. Podemos

perceber também que para x > 0, temos que esse problema se resume a um problema

restrito no qual recorremos a um problema irrestrito do tipo

min
x∈Rn

h(x) + δ[0,∞)(x).

Sendo assim, temos

J(x,α) = proxαh(x− α∇g(x)) = arg min
y∈Rn

h(y) +
1

2α
∥y− (x− α∇g(x))∥2

= arg min
y∈Rn

δ[0,∞)(y) +
1

2α
∥y− (x− α∇g(x))∥2,
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como x > 0, então

∇g(x) = g ′(x) =
1 + p

1 + p
|x|(1+p)−1 = |x|p = xp, (4.8)

dessa forma, a igualdade anterior se torna

J(x,α) = arg min
y∈Rn

δ[0,∞)(y) +
1

2α
∥y− (x− αxp)∥2

= arg min
y∈[0,+∞)

1
2α

∥y− (x− αxp)∥2

= P[0,∞)(x− αxp)

= max{x− αxp, 0}.

ou seja,

xk+1 = J(x,α) = max{x− αxp, 0}. (4.9)

Para que não haja confusão entre a sequência do MPG1 e a da iteração, vamos escrever

(xk) em vez de (xk). Com o intuito de evitar o caso trivial, vamos supor que xk > 0 para

todo k ∈ N. Pois, caso contrário se xk = 0, temos

xk+1 = J(xk,αk) = max{xk − αkxk
p, 0}

= max{0 − α00p, 0}

= max{−α0, 0}

= 0.

Dessa forma, a sequência estacionaria em zero, para toda iteração seguinte, o que acaba

sendo trivial, pois a solução ótima x∗ = 0, já foi alcançada e o algoritmo não precisaria

continuar. Sendo assim, supondo que xk > 0, temos

0 < xk+1 = xk − αkx
p
k < xk,

pois, αk > 0 e xk > 0. Sendo assim, utilizando o procedimento de Busca Linear 1 (2.11)

com (4.8), obtemos

αk∥(J(x,α))p − xk
p∥ ⩽ δ∥J(x,α) − xk∥,

o que por sua vez, implica que

αk∥xpk+1 − xpk∥ ⩽ δ∥xk+1 − xk∥. (4.10)
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Aplicando o Teorema do Valor Médio na função auxiliar φ(t) = tp no intervalo entre xk+1

e xk. Utilizando uma combinação convexa entre os pontos xk e xk+1, podemos concluir

que existe η ∈ [0, 1] e c = ηxk+1 + (1 − η)xk, tal que

φ(xk+1) −φ(xk) = φ ′(c)(xk+1 − xk),

dessa forma, aplicando a norma euclidiana em ambos os lados da igualdade anterior,

temos

|xpk+1 − xpk | = |xk+1 − xk| · p|η(xk+1) + (1 − η)xk|
p−1,

reorganizando, temos

|xpk+1 − xpk | = |xk+1 − xk| · p|η(xk+1 − xk) + xk|
p−1, (4.11)

como |η(xk+1 − xk) + xk| ⩾ |xk| temos que,

|xk+1 − xk| · p · |η(xk+1 − xk) + xk|
p−1 ⩾ |xk+1 − xk| · p · |xk|p−1.

Utilizando (4.11) e a desigualdade anterior, temos

|xpk+1 − xpk | ⩾ |xk+1 − xk| · p · |xk|p−1.

Daí, e de (4.10), temos que

δ|xk+1 − xk| ⩾ αk|x
p
k+1 − xpk | ⩾ αk|xk+1 − xk| · p · |xk|p−1,

o que por sua vez, implica que

δ|xk+1 − xk| ⩾ αk|xk+1 − xk| · p · |xk|p−1.

Como vimos anteriormente xk+1 < xk. Sendo assim, podemos dividir a desigualdade

anterior por |xk+1 − xk| ̸= 0, obtendo assim, δ ⩾ αk · p · |xk|p−1 o que por sua vez, pode

ser reescrita como, αk ⩽ δ · p−1|xk|
1−p. Supondo que xk → 0, quando k → ∞ podemos

concluir que αk ⩽ δ · p−1|xk|
1−p → 0, quando k → ∞, logo αk → 0. Dessa forma,

podemos supor sem perca de generalidade que αk < σ.

Vamos definir α̂k := αk

θ
e x̂k+1 = J(xk, α̂k). Sendo assim, utilizando a Busca Linear

1 (2.11), obtemos

α̂k|∇g(J(xk, α̂k) −∇g(x)| > δ|J(xk, α̂k) − xk|.
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Lembrando que ∇g(x) = xp, temos

α̂k|(J(xk, α̂k))
p − xpk | > δ|J(xk, α̂k) − xk|,

o que por sua vez, implica que

α̂k|x̂
p
k+1 − xpk | > δ|x̂k+1 − xk|. (4.12)

Utilizando (4.9), temos que 0 ⩽ x̂k+1 < xk, pois

J(xk, α̂k) = J
(
xk,

αk

θ

)
= max {xk − α̂kx

p
k, 0} .

Sendo assim, temos dois casos possíveis para o valor de J(xk, α̂k).

Caso 1: J(xk, α̂k) = 0,

0 ⩽ x̂k+1 = J(xk, α̂k) = max {xk − α̂k(xk)
p, 0} = 0

0 ⩽ x̂k+1 = 0 < xk,

dessa forma, 0 ⩽ x̂k+1 < xk.

Caso 2: J(xk, α̂k) = xk − α̂kx
p
k,

temos que α̂k = αk

θ
> 0 e xk > 0 então

0 ⩽ x̂k+1 < xk.

Supondo que x̂k+1 > 0, temos x̂k+1 < xk elevando a potencia p, temos x̂pk+1 < xpk

dessa forma,

xpk − x̂pk+1 > 0. (4.13)

como x̂k+1 < xk, podemos concluir que, 1
x̂k+1

> 1
xk

, dessa forma 1
x̂

1−p
k+1

> 1
x

1−p
k

, o que por

sua vez, implica que x̂p−1
k+1 > xp−1

k , dividindo a última desigualdade por x̂k+1, temos

x̂pk+1 > x̂p−1
k x̂k+1.

Daí e de (4.13), obtemos

0 < xpk − x̂pk+1 < xpk − x̂p−1
k x̂k+1 = xp−1

k (xk − x̂k+1),

multiplicando por α̂k > 0 e usando (4.12),

α̂k|xk|
p−1|xk − x̂k+1| > α̂k|x̂

p
k − x̂pk+1| > δ|x̂k+1 − xk|,
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dessa forma,

α̂k|xk|
p−1|xk − x̂k+1| > δ|x̂k+1 − xk|,

como |x̂k+1 − xk| ̸= 0, pois x̂k+1 < xk, podemos dividir a desigualdade anterior por

|x̂k+1 − xk|, sendo assim, obtemos que δ < α̂k|xk|
p−1 como α̂k = αk

θ
, temos αk

θ
> δ

|xk|p−1 ,

reorganizando, obtemos 1
θ
> δ

|xk|p−1αk
, o que por sua vez, implica que 1

θ
>

δ|xk|
1−p

αk
. Temos

por hipótese que x∗ = 0 e pela Busca Linear 1 que δ ∈ (0, 1
2) dessa forma,

1
θ
>

|xk − x∗|1−p

αk

.

Fazendo λ = −p ∈ [−1.1) e passando lim sup quando k → +∞ na desigualdade anterior,

obtemos (4.7)

lim sup
k→+∞

|xk − x∗|(1+λ)

αk

< +∞.

Como queríamos demonstrar.

Proposição 4.1. Seja (αk) a sequência gerada pelo MPG1 . As seguintes afirmações

são verdadeiras:

(i) Se o gradiente de g é globalmente Lipschitz continuo (1.3) em dom(h) com constante

L > 0, então αk ⩾ min{σ, δθ
L
} para todo k ∈ N.

(ii) Suponha que S∗ ̸= 0. Se ∇g(x) é localmente Lipschitz contínuo em qualquer x ∈ S∗,

então existe x∗ ∈ S∗ tal que

lim inf
k→+∞ αk ⩾ min

{
σ,

δθ

L

}
,

onde L > 0, é uma constante de Lipschitz de ∇g ao redor de x∗. Consequentemente,

existe α > 0 tal que αk ⩾ α, ∀k ∈ N.

Demonstração. Vamos supor que ∇g seja globalmente Lipschitz continuo com constante

L > 0. Se αk < σ, vamos definir α̂k := αk

θ
> 0 e x̂k := J(xk, α̂k). Combinando essas

informações com a Busca Linear 1 (2.11), obtemos

α̂k∥∇g(x̂k) −∇g(xk)∥ > δ∥x̂k − xk∥. (4.14)

Observe que ∥x̂k − xk∥ ̸= 0. Pois, caso contrário teríamos x̂k = xk, no qual fazendo

estas substituições em (2.7), implicaria que 0 ∈ ∇g(xk) + ∂h(xk), ou seja, xk ∈ S∗, o que
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contradiz a falha da condição da Busca Linear para o passo α̂k. Além disso, como ∇g é

globalmente Lipschitz continuo com L > 0, temos

∥∇g(xk) −∇g(x̂k)∥ ⩽ L∥xk − x̂k∥, ∀k ∈ N.

Daí, e de (4.14), temos

δ∥x̂k − xk∥ < α̂k∥∇g(x̂k) −∇g(xk)∥ ⩽ α̂kL∥xk − x̂k∥,

sendo assim,

δ∥x̂k − xk∥ < α̂kL∥xk − x̂k∥,

como ∥x̂k − xk∥ ̸= 0, então podemos concluir que δ < α̂kL. Temos que α̂k := αk

θ
> 0,

sendo assim δ < αkL
θ

, o que por sua vez, implica que αk ⩾ δθ
L

, quando αk < σ. Logo,

αk ⩾ min
{
σ,

δθ

L

}
.

Como queríamos verificar no item (i).

Para provar o item (ii) vamos supor que S∗ ̸= ∅ e que g é localmente Lipschitz contínua

em qualquer ponto de S∗. Pelo Teorema 3.1, (xk) converge para algum x∗ ∈ S∗. Como

temos que ∇g é localmente Lipschitz continuo em x∗, então existem ε,L > 0 tal que

∥∇g(x) −∇g(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Bε(x
∗). (4.15)

Onde Bε(x
∗) é a esfera fechada em Rn com centro x∗ e raio ε. Dessa forma, como (xk)

converge para x∗, então existe K ∈ N tal que

∥xk − x∗∥ ⩽
θε

2 + θ
< ε, ∀k > K. (4.16)

Com θ ∈ (0, 1) definido anteriormente na Busca linear 1 (2.11). Seja k > K qualquer,

se αk < σ, analogamente à primeira parte, definimos α̂k := αk

θ
> 0 e x̂k := J(xk, α̂k).

Sendo assim, fazendo estas substituições na Busca linear 1, obtemos novamente (4.14).

Utilizando o Lema 2.2, temos que

∥xk − J(xk, α̂k)∥ ⩽
α̂k

αk

∥xk − J(xk,αk)∥,

dessa forma,

∥xk − x̂k∥ ⩽
1
θ
∥xk − J(xk,αk)∥ =

1
θ
∥xk − xk+1∥,
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o que por sua vez, implica que

∥xk − x̂k∥ ⩽
1
θ
∥xk − xk+1∥.

Somando ∥xk − x∗∥ em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos

∥xk − x̂k∥+ ∥xk − x∗∥ ⩽
1
θ
∥xk − xk+1∥+ ∥xk − x∗∥.

Daí, utilizando desigualdade triangular, temos

∥x̂k − x∗∥ ⩽ ∥x̂k − xk∥+ ∥xk − x∗∥ ⩽
1
θ
∥xk − xk+1∥+ ∥xk − x∗∥, (4.17)

Aplicando a desigualdade triangular em ∥xk − xk+1∥ e utilizando (4.16), temos

∥xk − xk+1∥ ⩽ ∥xk − x∗∥+ ∥x∗ − xk+1∥

⩽
θε

2 + θ
+

θε

2 + θ
.

Pois, (4.16) vale para todo k ∈ K. Sendo assim, vale para k = k + 1. Dessa forma,

utilizando a desigualdade anterior e (4.17), obtemos

∥x̂k − x∗∥ ⩽ ∥x̂k − xk∥+ ∥xk − x∗∥ ⩽
1
θ
· 2θε
2 + θ

+
θε

2 + θ

=
2ε

2 + θ
+

θε

2 + θ

=
ε(2 + θ)

2 + θ
= ε.

Logo, ∥x̂k − x∗∥ ⩽ ε. Ou seja, x̂k ∈ Bε(x
∗). Temos de (4.16) que ∥xk − x∗∥ < ε, sendo

assim, xk ∈ Bε(x
∗). Dessa forma, de (4.15), como x̂k e xk ∈ Bε(x

∗), vale

∥∇g(xk) −∇g(x̂k)∥ ⩽ L ∥xk − x̂k∥.

Daí, e de (4.14), obtemos

δ∥x̂k − xk∥ < α̂k∥∇g(xk) −∇g(x̂k)∥ ⩽ α̂kL∥xk − x̂k∥,

o que por sua vez, implica que

δ∥x̂k − xk∥ < α̂kL∥xk − x̂k∥.

Como vimos anteriormente ∥x̂k−xk∥ ̸= 0, dessa forma, utilizando a desigualdade anterior

temos δ < α̂kL. Como α̂k = αk

θ
, concluímos que αk ⩾ θδ

L
. Consequentemente, como

αk < σ, obtemos αk ⩾ min
{
σ, θδ

L

}
, ∀k > K. Dessa forma,

lim inf
k→∞ αk ⩾ min

{
σ,

θδ

L

}
.
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Como queríamos, agora como αk > 0 para k ∈ N, temos que

αk ⩾ α := min
{
α1, . . . ,αK,

θδ

L
,σ

}
> 0.

Dessa forma, αk ⩾ α, para todo k ∈ N. Concluímos assim, a última parte da proposição.

Vale lembrar que a suposição da Proposição 4.1 (i) de que ∇g é globalmente Lipschitz

contínua em dom(h) também é suficiente para a Hipótese A2. As suposições da Pro-

posição 4.1 (ii) certamente não são suficientes para garantir a Hipótese A2. No entanto,

existem muitas classes amplas de funções que satisfazem todas elas. Por exemplo, quando

dom(h) é fechado, uma função g, que é diferenciável com gradiente localmente Lipschitz

contínuo em dom(h), satisfaz todos os requisitos; veja também a Proposição 2.1.

O Teorema 4.1, junto com a Proposição 4.1 e os Teorema 4.2, nos levam ao seguinte

resultado.

Corolário 4.1. Seja (xk) a sequência gerada pelo MPG1 . Adicionalmente, suponha que

S∗ ̸= ∅.

(i) Se o gradiente de g for globalmente Lipschitz contínuo em dom(h), então temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = O(k−1).

(ii) Se o gradiente de g é localmente Lipschitz contínuo em S∗, então temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = o(k−1).

Obtemos convergência linear quando os tamanhos de passo são limitados inferiormente

por um número positivo e ou g ou h é fortemente convexa (ver, Observação A.1).

Teorema 4.2. Sejam (xk) e (αk) as sequências geradas pelo MPG1 . Suponha que

S∗ ̸= ∅, que existe α > 0 satisfazendo αk ⩾ α > 0 para todo k ∈ N, e que g ou h é

fortemente convexa com constante µ > 0. Então S∗ = {x∗} é um conjunto unitário e

∥xk+1 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
∥xk − x∗∥ ⩽

(
1√

1 + αµ

)k+1

∥x0 − x∗∥, ∀k ∈ N. (4.18)

Ou seja, a sequência (xk) converge para x∗ com a taxa linear
1√

1 + αµ
< 1. Consequen-

temente, se g ou h é fortemente convexa e ∇g é Localmente Lipschitz contínua em S∗,

então (xk) converge linearmente para a única solução ótima.
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Demonstração. Temos que g ou h são funções fortemente convexas com constante µ > 0,

então a soma g + h também é fortemente convexa com constante µ > 0, em particular

g + h é estritamente convexa. Logo, temos também que S∗ é um conjunto unitário (isto

é, S∗ = {x∗}). Além disso, usando a Proposição 3.1 (i) com x = x∗, temos que

∥xk − x∗∥2 ⩾ ∥xk+1 − x∗∥2 + 2αk[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)].

Agora, utilizando a convexidade forte de g + h, o qual nos permite concluir que temos

(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗) ⩾ µ
2 ∥x

k+1 − x∗∥2. Dessa forma, subtituindo na desigualdade

anterior, obtemos

∥xk − x∗∥2 ⩾ ∥xk+1 − x∗∥2 + αkµ∥xk+1 − x∗∥2,

o que por sua vez, implica que

∥xk − x∗∥2 ⩾ (1 + αµ)∥xk+1 − x∗∥2.

Reorganizando e utilizanto o fato que αk ⩾ α, temos

∥xk+1 − x∗∥2 ⩽
∥xk − x∗∥2

1 + αµ
, α,µ > 0.

Aplicando raiz quadrada de ambos os lados, concluímos que

∥xk+1 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
∥xk − x∗∥. (4.19)

Temos que para k = 0 em (4.19), obtemos

∥x1 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
∥x0 − x∗∥.

Para k = 1,

∥x2 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
∥x1 − x∗∥

⩽
1√

1 + αµ

(
1√

1 + αµ
∥x0 − x∗∥

)
⩽

(
1√

1 + αµ

)2

∥x0 − x∗∥.

Para k = 2,

∥x3 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
∥x2 − x∗∥

⩽
1√

1 + αµ

((
1√

1 + αµ

)2

∥x0 − x∗∥

)

⩽

(
1√

1 + αµ

)3

∥x0 − x∗∥,

...
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dessa forma, em k = k+ 1, obtemos a partir de (4.19) que

∥xk+1 − x∗∥ ⩽
1√

1 + αµ
·
∥∥xk − x∗

∥∥ ⩽

(
1√

1 + αµ

)k+1 ∥∥x0 − x∗
∥∥ , ∀ k ∈ N.

como queríamos demonstrar.

Como a condição x = J(x,α) para α > 0 é necessária e suficiente para que x seja uma

solução ótima do Problema 2.1 (veja Observação 2.2), é interessante estudar a complexi-

dade de ∥xk − J(xk,αk)∥ para o método MPG1. A velocidade da convergência obtida

abaixo não é afetada pelo comportamento dos tamanhos de passo αk.

Teorema 4.3. Sejam (xk) e (αk) as sequências geradas pelo MPG1 . Então temos

lim inf
k→∞

√
k · ∥xk − J(xk,αk)∥ = 0. (4.20)

Demonstração. Vamos supor que não ocorre (4.20). Sendo assim, o limite inferior não é

zero, ou seja, podemos encontrar um número ε > 0 tal que para algum K ∈ N suficiente-

mente grande, temos
√
k∥xk − J(xk,αk)∥ ⩾ ε, o que por sua vez, implica que

∥xk − J(xk,αk)∥ ⩾
ε√
k

, ∀k ⩾ K.

Sendo assim, elevando ambos os lados da desigualdade anterior ao quadrado, obtemos

∥xk − J(xk,αk)∥2 ⩾
ε2

k
,

aplicando o somatório de k = K até +∞, temos

∞∑
k=K

∥xk − J(xk,αk)∥2 ⩾ ε2
∞∑

k=K

1
k
= +∞, → série divergente.

Sendo assim, ∞∑
k=K

∥xk − J(xk,αk)∥2 = +∞. (4.21)

Por outro lado, utilizando a Proposição 3.1 (ii), obtemos para todo k ⩾ K, que

[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(xk)] ⩽ −

(
1 − δ

αk

)
∥xk+1 − xk∥2,

o qual por sua vez, reorganizando os termos e usando a identidade em (3.1) implica que

∥xk − J(xk,αk)∥2 = ∥xk − xk+1∥2 ⩽
αk

1 − δ
[(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)].
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Agora, como pelo MPG1 αk < σ, então para todo k ∈ K, temos que a desigualdade

anterior se torna,

∥xk − J(xk − αk)∥2 ⩽
σ

1 − δ

[
(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)

]
.

Somando a desigualdade anterior de ambos os lados para k = K, . . . ,N, temos
N∑

k=K

∥xk − J(xk − αk)∥2 ⩽
σ

1 − δ

N∑
k=K

[
(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)

]
. (4.22)

Agora, escrevendo o somatório do lado direito, obtemos a seguinte soma telescópica,
N∑

k=K

[
(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)

]
= (g+ h)(xK) − (g+ h)(xN+1)

⩽ (g+ h)(xK) − (g+ h)(x∗).

Sendo assim,
N∑

k=K

[
(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)

]
⩽ (g+h)(xK)−(g+h)(xN) ⩽ (g+h)(xK)−(g+h)(x∗).

Daí e de (4.22), tomando o limite com N → +∞ temos,
∞∑

k=K

∥xk − J(xk − αk)∥2 ⩽
σ

1 − δ
[(g+ h)(xK) − (g+ h)(x∗)] < +∞,

absurdo, pois contrária (4.21). Logo,

lim inf
k→∞

√
k · ∥xk − J(xk,αk)∥ = 0.

Como queríamos demostrar.

4.2 Análise de Complexidade do MPG2

Nesta seção, de forma análoga à seção anterior iremos tratar dos resultados de com-

plexidade pior-caso relativos ao método MPG2, comprovando, no que diz respeito a

complexidade que as alterações estudadas melhoram a complexidade do método.

Teorema 4.4. Sejam (xk) e (αk) as sequências geradas pelo MPG2 . Suponha que

S∗ ̸= ∅ e exista α > 0 tal que αk ⩾ α > 0 para todo k ∈ N. Então, temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽

2
α
(∥x0 − x∗∥2 + 2α[(g+ h)(x0) − min

x∈Rn
(g+ h)(x)])

(k+ 1)2
,

para todo k ∈ N.
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Demonstração. Seja x∗ ∈ S∗. Pelo Lema (A.1) (i) temos que, 1
tk

⩽ 2
k+1 , reorganizando,

temos tk ⩾ k+1
2 fazendo k = k+ 1, obtemos tk+1 ⩾ k+1+1

2 o que por sua vez, implica que

tk+1 ⩾ 1.

Como tk+1 ⩾ 1, podemos concluir que t−1
k+1 ∈ [0, 1]. Utilizando a convexidade de g, e

o fato de x∗ e xk pertencerem ao dom(g), encontramos a seguinte conbinação convexa,

x = t−1
k+1x

∗ + (1 − t−1
k+1)x

k ∈ dom(h).

Aplicando a Proposição 3.2 para esse novo x, obtemos

1
2αk

(
∥xk+1 − (t−1

k+1x
∗ + (1 − t−1

k+1))x
k∥2 − ∥yk − (t−1

k+1x
∗ + (1 − t−1

k+1)x
k)∥2)

⩽ (g+ h)(t−1
k+1x

∗ + (1 − t−1
k+1)x

k) − (g+ h)(xk+1)

= t−1
k+1(g+ h)(x∗) + (1 − t−1

k+1)(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1),

reorganizando, temos

(g+ h)(x∗) − (g+ h)(x∗) + t−1
k+1(g+ h)(x∗) + (1 − t−1

k+1)(g+ h)(xk) − (g+ h)(xk+1)

⩾
1

2αk

(
∥xk+1 − (t−1

k+1x
∗ + (1 − t−1

k+1)x
k)∥2 − ∥yk − (t−1

k+1x
∗ + (1 − t−1

k+1)x
k)∥2) ,

multiplicando o lado direito da desigualdade anterior por t
2

k+1 no numerador e denomi-

nador, obtemos

(1 − t−1
k+1)[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] − [(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]

⩾
1

2αkt
2

k+1

(
∥tk+1x

k+1 − (x∗ + (tk+1 − 1)xk)∥2 − ∥tk+1y
k − (x∗ + (tk+1 − 1)xk)∥2) .

Multiplicando por t2k+1, temos

1
2αk

(
∥tk+1x

k+1 − (x∗ + (tk+1 − 1)xk)∥2 − ∥tk+1y
k − (x∗ + (tk+1 − 1)xk)∥2)

⩽ (t2k+1 − tk+1)[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] − t2k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)],

usando (3.23) e o Lema (A.1)(ii), temos

1
2αk

(
∥tk+1x

k+1 − (tk+1 − 1)xk − x∗∥2 − ∥tk+1x
k − (tk − 1)xk−1 − x∗∥2)

⩽(t2k+1 − tk+1)[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] − t2k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]

=(t2k + tk+1 − tk+1)[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] − t2k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]

=(t2k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] − t2k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]).
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Sendo assim, multiplicando por (-1), temos

∥tk+1x
k − (tk − 1)xk−1 − x∗∥2 − ∥tk+1x

k+1 − (tk+1 − 1)xk − x∗∥2

⩾ 2αk(t
2
k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)] − t2k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗))

= 2αkt
2
k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)] − 2αkt

2
k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)],

como αk ⩾ αk+1 = LS1 (ỹk,αk, θ, δ) e (g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗) ⩾ 0, temos

∥tk+1x
k − (tk − 1)xk−1 − x∗∥2 − ∥tk+1x

k+1 − (tk+1 − 1)xk − x∗∥2

⩾ 2αk+1t
2
k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)] − 2αkt

2
k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)].

Reorganizando a desigualdade acima e aplicando indução em k decrescendo, obtemos

2αk+1t
2
k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]

⩽ ∥tk+1x
k+1 − (tk+1 − 1)xk − x∗∥2 + 2αk+1t

2
k+1[(g+ h)(xk+1)

− (g+ h)(x∗)]

⩽ ∥tkxk − (tk − 1)xk−1 − x∗||2 + 2αkt
2
k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)]

⩽ · · · ⩽ ∥t0x0 − (t0 − 1)x−1 − x∗||2 + 2α0t
2
0[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)],

como t0 = 1 pelo MPG2, temos

2αk+1t
2
k+1[(g+ h)(xk+1) − (g+ h)(x∗)]

⩽ ∥x0 − (1 − 1)x−1 − x∗∥2 + 2α012[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x⋆)]

= ∥x0 − x∗∥2 + 2α0[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)],

lembrando que αk ⩽ σ, ∀k ∈ N, temos

2αkt
2
k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] ⩽ ∥x0 − x∗∥2 + 2σ[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)],

usando o fato de x∗ ∈ S∗, a desigualdade anterior e o Lema A.1 (i), obtemos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2αkt
2
k

(∥x0 − x∗∥2 + 2σ[(g+ h)(x0) − min
x∈Rn

(g+ h)(x)])

⩽
4

2αk(k+ 1)2
(∥x0 − x∗∥2

+ 2σ[(g+ h)(x0) − min
x∈Rn

(g+ h)(x)])

⩽

2
α
· (∥x0 − x∗∥2 + 2σ[(g+ h)(x0) − min

x∈Rn
(g+ h)(x)])

(k+ 1)2
.

para todo x∗ ∈ S∗, como queríamos demostrar.
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Podemos perceber com este Teorema que o erro esperado dos iterados gerados pelo

MPG2 após k iterações é o(k−2) quando os tamanhos dos passos são limitados inferior-

mente por uma constante positiva. De maneira semelhante a Proposição 4.1, provaremos

no resultado seguinte, que tal requisito é satisfeito sob a suposição de Lipschitz global so-

bre o gradiente de g. A complexidade o(k−2) para o método acelerado, de maneira similar

(3.23)-(4.15), foi obtida recentemente em [2, 18] sob a suposição de Lipschitz global. Seria

interessante combinar sua tecnica com as nossas para uma complexidade semelhante sob

a suposição mais fraca de continuidade de Lipschitz local, como na Proposição 4.1 (ii).

Proposição 4.2. Seja (αk) a sequência gerada pela Busca Linear 1 em MPG2. Se o

gradiente de g for globalmente Lipschitz continuo em dom(h), então existe algum α > 0

tal que αk ⩾ α para todo k ∈ N.

Demonstração. Vamos supor que ∇g é globalmente Lipschitz contínuo no dom(h) com

constante L > 0. Como αk é a sequência gerada pela Busca Linear 1, então sabemos que

é não negativa, decrescente e limitada, logo existe α tal que αk → α quando k → +∞.

Sendo assim, se α < δθ
L

podemos encontrar K ∈ N tal que αk < δθ
L

, ∀k > K. Vamos

definir α̂k = αk

θ
> 0 e ŷk = J(ỹk, α̂k) = proxα̂kh

(ỹk−α̂k∇g(ỹk)) ∈ dom(h). Se αk < αk−1

para k < K temos pela Busca Linear 1 (2.11), que

α̂k∥∇g(ŷk) −∇g(ỹk)∥ > δ∥ŷk − ỹk∥. (4.23)

Como ∇g é Lipschitz contínuo em dom(h) com constante L, então para ŷk = x e ỹk = y,

obtemos

α̂k∥∇g(ŷk) −∇g(ỹk)∥ ⩽ α̂kL∥ŷk − ỹk∥.

Daí, e de (4.23), temos

α̂kL∥ŷk − ỹk∥ > δ∥ŷk − ỹk∥.

Dessa forma, dividindo por ∥ŷ − ỹ∥ > 0, pois caso contrário a desigualdade não faria

sentido. Obtemos,

α̂kL > δ.

Como α̂k = αk

θ
, temos αk

θ
L > δ, ou seja, αk ⩾ δθ

L
.

Chegamos em um absurdo, pois supomos que αk < δθ
L

. Logo, αk ⩾ δθ
L

, ou seja,

α > δθ
L

. Logo, existe α > 0, tal que αk ⩾ α, para todo k ∈ N.
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Vamos completar a seção com uma consequência direta da Proposição acima e do

Teorema (4.4).

Corolário 4.2. Seja (xk) a sequência gerada pelo MPG2 . Suponha que S∗ ̸= ∅ e que o

gradiente de g seja continuamente Lipschitz em dom(h). Então, temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = O

(
1

(k+ 1)2

)
.

4.3 Análise de Complexidade do MPG3.

Nesta subseção, mostraremos a complexidade do MPG3 com uma taxa semelhante

ao Teorema 4.1.

Teorema 4.5. Sejam (xk) e (βk) as sequências geradas pelo MPG3 . Suponha que

S∗ ̸= ∅ e exista algum β > 0 satisfazendo βk ⩾ β > 0 para todo k ∈ N. Então,

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2β

[dist(x0,S∗)]2 + 2[(g+ h)(x0) − min
x∈Rn

(g+ h)(x)]

k
.

(4.24)

Além disso,

lim
k→∞k[(g+ h)(xk) − min

x∈Rn
(g+ h)(x)] = 0. (4.25)

Demonstração. Usando a Proposição 3.3, com l ∈ N e x∗ ∈ S∗, obtemos

0 ⩾ (g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1)

⩾
1

2βl

(∥xl+1 − x∗∥2 − ∥xl − x∗∥2) + 2[(g+ h)(xl+1) − (g+ h)(xl)],

como βk ⩾ β e a sequência (xk) gerada pelo MPG3 é Quasi-Fejér, temos

(g+h)(x∗)−(g+h)(xl+1) ⩾
1

2β
(∥xl+1−x∗∥2−∥xl−x∗∥2)+2[(g+h)(xl+1)−(g+h)(xl)],

(4.26)

Para todo l ∈ N. Somando a desigualdade acima para l = 0, 1, . . . ,k− 1, tem-se a partir

da soma telescópica que
k−1∑
l=0

[(g+h)(x∗)−(g+h)(xl+1)] ⩾
1

2β
(∥xk−x∗∥2−∥x0−x∗∥2)+2[(g+h)(xk)−(g+h)(x0)],

como (g+ h)(xk) ⩾ (g+ h)(x∗), pois x∗ ∈ S∗, então
k−1∑
l=0

[(g+h)(x∗)−(g+h)(xl+1)] ⩾
1

2β
(∥xk−x∗∥2−∥x0−x∗∥2)+2[(g+h)(x∗)−(g+h)(x0)].

(4.27)
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De (3.37) temos que (g+h)(xl) ⩾ (g+h)(xl+1) para todo l = 0, 1, · · · , k−1. Combinando

este resultado com a desigualdade anterior, temos

k[(g+h)(x∗)− (g+h)(xk)] ⩾
1

2β
(∥xk−x∗∥2 −∥x0 −x∗∥2)+ 2[(g+h)(x∗)− (g+h)(x0)].

Multiplicando por (−1), temos

(g+h)(xk)−(g+h)(x∗) ⩽
1

2β
(∥x0 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2) + 2[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)]

k
,

o que por sua vez, implica que

(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗) ⩽
1

2β
∥x0 − x∗∥2 + 2[(g+ h)(x0) − (g+ h)(x∗)]

k
.

Utilizando a definição de ponto conjunto, temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) ⩽
1

2β

[dist(x0,S∗)]2 + 2[(g+ h)(x0) − min
x∈Rn

(g+ h)(x)]

k
.

(4.28)

Para todo x∗ ∈ S∗, como queríamos em (4.24). Para justificar (4.25), vamos supor pelo

Teorema (3.2) que (xk) converge para algum x∗ ∈ S∗. Sendo assim, para qualquer ε > 0,

existe algum k > 0 tal que

∥xk − x∗∥ ⩽ ε e (g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗) ⩽ ε, ∀ k ∈ K. (4.29)

Onde a última desigualdade vem de (4.28). Aplicando somatório em (4.26) para l =

K,K+ 1, · · · ,K+ k− 1 e utilizando soma telescópica, temos
K+k−1∑
l=k

[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xl+1)] ⩾
1

2β
(∥xK+k − x∗∥2 − ∥xK − x∗∥2)

+ 2[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(xK)],

como por (4.26) vale (g+h)(xl+1) ⩾ (g+h)(xK+k) para todo l = K,K+1, · · · ,K+k−1,

temos que

k[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xK+k)] ⩾
1

2β
(∥xK+k − x∗∥2 − ∥xK − x∗∥2)

+ 2[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(xK)],

utilizando (4.29), obtemos

k[(g+ h)(x∗) − (g+ h)(xK+k)] ⩾
1

2β
(−∥xK − x∗∥2 + 2[(g+ h)(x∗)) − (g+ h)(xK)])

⩾
1

2β
(
−ε2 − 2ε

)
.
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Aplicando lim sup com k → ∞ e utilizando a desigualdade anterior, obtemos

lim sup
k→∞ k[(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗)] = lim sup

k→∞ = (K+ k)[(g+ h)(xK+k) − (g+ h)(x∗)]

⩽ lim sup
k→∞

K+ k

k
· ε

2 + 2ε
2β

=
ε2 + 2ε

2β
.

Como está desigualdade é valida para todo ε > 0. Podemos concluir a seguinte desigual-

dade lim sup
k→∞ k[(g + h)(xk) − (g + h)(x∗)] ⩽ 0. Por outro lado, como x∗ ∈ S∗, podemos

perceber que (g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗) ⩾ 0, ∀k ∈ N. Dessa forma,

(g+ h)(xk) − (g+ h)(x∗) = 0.

Ou seja,

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = 0,

completando assim, a prova de (4.25).

Similarmente a Proposição 4.1, apresentamos algumas condições suficientes para que o

passo gerado pela Busca Linear 2 seja limitado inferiormente por uma constante positiva.

Proposição 4.3. Seja (βk) a sequência gerada pela Busca Linear 2 no MPG3 . As

seguintes informações são válidas:

(i) Se o gradiente de g é globalmente Lipschitz contínuo em dom(h) com constante

L > 0, então βk ⩾ min{1, θ
2L } para todo k ∈ N.

(ii) Suponha que S∗ ̸= ∅. Se ∇g é localmente Lipschitz contínua em qualquer x ∈ S∗,

então existe x∗ ∈ S∗ tal que

lim inf
k→∞ βk ⩾ min

{
1,

θ

2L

}
, (4.30)

onde, L > 0 é a constante de Lipschitz continua do ∇g em torno de x∗. Consequen-

temente, existe β > 0 tal que βk ⩾ β, para todo k ∈ N.

Demonstração. Vamos verificar primeiro o item (i), supondo que o gradiente de g seja

globalmente Lipschitz contínuo em dom(h) com constante L > 0. Defina β̂k := β
θ
> 0 e

ŷk := β̂kJk + (1 − β̂k)x
k = xk − β̂k(x

k − Jk). (4.31)
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Se βk < 1, obtemos da Busca Linear 2 (2.14) que

(g+ h)(ŷk) > (g+ h)(xk) − β̂k[h(x
k) − h(Jk)] − β̂k⟨∇g(xk), xk − Jk⟩+

β̂k

2
∥xk − Jk∥2.

Podemos observar que xk ̸= Jk, pois caso contrário utilizando (4.31) e xk = Jk, em (2.7),

implicaria que 0 ∈ ∇g(xk)+∂h(xk), ou seja, xk ∈ S∗, o que contradiz a falha da condição

da Busca Linear para o passo β̂k. Outra consequência deste fato é que ŷk ̸= xk, pois por

(4.31), temos ŷk − xk = β̂k(x
k − Jk), aplicando norma, ∥ŷk − xk∥ = β̂k∥(xk − Jk)∥, como

β̂k > 0 e ∥xk − Jk∥ ̸= 0, então ∥ŷk − xk∥ > 0, logo ŷk ̸= xk. Além disso, é similar a

(3.46) na prova do Teorema 3.2 que 1
2∥x

k − Jk∥ ⩽ ∥∇g(ŷk) −∇g(xk)∥. Daí, juntamente

à continuidade de Lipschitz com constante L de ∇g e (4.31), temos

1
2
∥xk − Jk∥ ⩽ L∥ŷk − xk∥ = Lβ̂k∥xk − Jk∥.

Como ∥xk−Jk∥ ̸= 0, a desigualdade acima resulta em β̂k ⩾ 1
2L e portanto β̂k ⩾ θ

2L quando

βk < 1. Dessa forma, concluímos que βk ⩾ min
{
1, θ

2L

}
, como queríamos demonstrar.

Para verificar a segunda parte, vamos supor que ∇g seja localmente Lipschitz contínuo

em qualquer x ∈ S∗. Pelo Teorema 3.2, suponha que (xk) converge para x∗ ∈ S∗. Portanto,

existem ε,L > 0 tais que

∥∇g(x) −∇g(y)∥ ⩽ L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Bε(x
∗).

Como xk → x∗ quando k → ∞, encontramos k > 0 tal que ∥xk − x∗∥ < ε para todo

k > K. Para qualquer k > K, se βk < 1, Vamos definir β̂k = βk

θ
e ŷk = β̂kJk+(1− β̂k)x

k.

De forma semelhante ao argumento acima da primeira parte, temos ∥xk − Jk∥ ̸= 0 e

1
2
∥xk − Jk∥ ⩽ ∥∇g(ŷk) −∇g(xk)∥. (4.32)

Agora consideramos dois casos semelhantemente ao Teorema 3.2.

Caso 1: A sequência (βk) é limitada inferiormente por um número positivo β > 0.

Dessa forma, βk ⩾ β > 0. Utilizando (3.33), temos que xk−xk+1 = βk(Jk−xk), aplicando

norma, obtemos

∥Jk − xk∥ =
∥xk − xk+1∥

βk

⩽
∥xk − xk+1∥

β
.

Temos que βk é uma sequência limitada e xk → x∗, dessa forma ∥xk − xk+1∥ → 0, o que

por sua vez, implica que ∥Jk − xk∥ → 0 quando k → ∞. Utilizando (4.31) e aplicando

norma, temos

∥xk − ŷk∥ =
βk

θ
∥xk − Jk∥,
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como ∥xk − Jk∥ → 0, obtemos que ∥xk − ŷk∥ → 0, quando k → ∞. O que nos diz que

(ŷk) está convergindo para x∗. Portanto, existe K1 > K tal que ŷk ∈ Bε(x
∗) para todo

k > K1. Daí e de (4.32) obtemos

1
2
∥xk − Jk∥ ⩽ L∥ŷk − xk∥ = Lβ̂k∥xk − Jk∥, ∀k > K1.

Como ∥xk − Jk∥ ̸= 0, podemos concluir que 1
2 ⩽ Lβ̂k, isto é, βk ⩾ θ

2L para todo k > K1.

Caso 2: A sequência βk não é limitada inferiormente por um número positivo β.

Portanto, podemos encontrar uma subsequência βk que converge para 0, isto é, βk → 0.

Por (4.31), temos que ŷk − xk = β̂k(x
k − Jk) aplicando norma,

∥ŷk − xk∥ = β̂k∥(xk − Jk)∥ > 0. (4.33)

A demonstração de que (xk) e (Jk) são limitadas é semelhante ao do Teorema 3.2. Temos

de (4.31) e do fato de βk → 0 (por hipótese no caso 2), que ∥ŷk − xk∥ → 0 quando

k → ∞. Sendo assim, como (xk) e (Jk) são limitadas, temos que ∥xk − Jk∥ é limitada,

dessa forma, aplicando limite em (4.33) com k → ∞, temos

lim
k→∞ ∥ŷk − xk∥ = lim

k→∞
βk

θ
∥xk − Jk∥ = 0,

pois, θ > 0 e βk → 0. Portanto como (xk) → x∗, concluímos que (ŷk) → x∗. Semelhan-

temente a prova do caso 1, temos que, como (ŷk) → x∗ existe K1 > K tal que ŷk ∈ Bε(x
∗)

para todo k > K1. Daí e de (4.32) obtemos

1
2
∥xk − Jk∥ ⩽ L∥ŷk − xk∥ = Lβ̂k∥xk − Jk∥, ∀k > K1.

Como ∥xk − Jk∥ ̸= 0, podemos concluir que 1
2 ⩽ Lβ̂k, isto é, βk ⩾ θ

2L para todo k > K1.

Chegamos em um absurdo, pois supomos no início que βk → 0 e θ
2L > 0. Portanto, o

Caso 2 não pode ocorrer, ou seja, (βk) é de fato limitada inferiormente por uma constante

positiva. A partir da análise de ambos os casos acima, encontramos K1 > 0 tal que βk ⩾ θ
2L

se βk < 1 para qualquer k > K1. Isso significa que βk ⩾ min{1, θ
2L } para k > K1. Em

particular

lim inf
k→∞ βk ⩾ min

{
1,

θ

2L

}
,

e existe β > 0 tal que βk ⩾ β para todo k ∈ N.

Vamos concluir a seção apresentando um corolário correspondente ao Corolário 4.1,

que é facilmente derivado do Teorema 4.5 e da Proposição 4.3.
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Corolário 4.3. Seja (xk) a sequência gerada pelo MPG3 . Suponha que S∗ ̸= ∅.

(i) Se o gradiente de g for globalmente Lipschitz contínuo em dom(h), então

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = O(k−1).

(ii) Se o gradiente de g é localmente Lipschitz contínuo em S∗, então temos

(g+ h)(xk) − min
x∈Rn

(g+ h)(x) = o(k−1).



Capítulo 5

Conclusão

No espaço euclidiano Rn, é bem conhecido que a convexidade das funções envolvidas,

juntamente com a continuidade global de Lipschitz do gradiente da função g, são condições

suficientes para garantir a convergência da sequência gerada pelos métodos de separação

forward–backward na resolução do Problema (1.19). No entanto, a hipótese de Lipschitz

para o gradiente, em muitas situações particulares é uma restrição significativa. Neste

trabalho, analisamos a convergência do método de divisão forward–backward aplicado

a problemas de otimização convexa no espaço euclidiano Rn, explorando estratégias de

Busca Linear. Essa abordagem não apenas elimina a principal desvantagem associada à

necessidade de estimar previamente a constante de Lipschitz para a escolha do tamanho

do passo, como também permite estabelecer diversos resultados de complexidade sem

impor tal hipótese. Ademais, os esquemas estudados, baseados em procedimentos de

Busca Linear, fornecem mecanismos rigorosos e implementáveis para a atualização das

iterações, os quais podem ser facilmente adaptados a diferentes aplicações práticas.
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Apêndice A

Apêndice

O presente apêndice destina-se a reunir, de forma organizada e acessível, uma coleção

de resultados fundamentais, definições, lemas e teoremas que foram empregados ao longo

deste trabalho. A inclusão desses elementos visa proporcionar uma referência rápida e

conveniente. Ao compilar este material, objetiva-se facilitar a compreensão e a validação

dos argumentos desenvolvidos nos capítulos principais, garantindo que o leitor tenha à

disposição todos os subsídios teóricos necessários para acompanhar as demonstrações e

discussões apresentadas. Para maiores detalhes técnicos, o leitor pode ver [26, 27].

Análise no Rn

Em seguida veremos o Teorema do valor Intermediário e Teorema do Valor Médio, os

mesmos serão de suma importância para a prova de convergência do Método do Gradiente

que por sua vez utiliza a Busca de Armijo.

Teorema A.1. (Teorema do Valor Intermediário - TVI) Seja f : D → R uma função

contínua definida em um conjunto X ⊂ Rn. Se existirem a,b ∈ X e d ∈ R tais que

f(a) < d < f(b) então existe c ∈ X tal que f(c) = d.

Teorema A.2. (Teorema do Valor Médio - TVM) Seja f : [a,b] → Rn um caminho

contínuo, diferenciável no intervalo aberto (a,b). Se |f ′(t)| ⩽ M para todo t ∈ (a,b),

então |f(b) − f(a)| ⩽ M(b− a).

Teorema A.3. Dada a função diferenciável f : D → R, definida no aberto D ⊂ Rn

definiremos o gradiente de f no ponto a ∈ D como o vetor ∇f(a), que corresponde ao

100
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vetor

⟨∇f(a), v⟩ = ∂f

∂v
(a) =

∑ ∂f

∂xi
(a) · αi

para todo v = (α1,α2, . . . ,αn). Em particular ⟨∇f(a), ei⟩ =
∑

∂f
∂xi

(a), logo

grad g(a) =

(
∂g

∂x1
(a), . . . ,

∂g

∂xn
(a)

)
.

Definição A.1. Dizemos que um ponto x∗ ∈ D ⊂ Rn é

(i) minimizador global de f em D, se

f(x̄) ⩽ f(x), ∀ x ∈ D.

(ii) minimizador local de f em D, se existe uma vizinhança U de x̄ tal que

f(x̄) ⩽ f(x), ∀ x ∈ D ∩U.

De forma equivalente, x̄ ∈ D é minimizador local se existe ε > 0 tal que f(x̄) ⩽ f(x) para

todo x ∈ {x ∈ D | ∥x− x̄∥ ⩽ ε}.

Lema A.1. A sequência positiva (tk) gerada pelo MPG2 vista em (3.22) satisfaz, para

todo k ∈ N,

(i) 1
tk

⩽ 2
k+1 .

(ii) t2k+1 − tk+1 = t2k.

Análise Convexa

A seguir, trazemos uma coleção de resultados de Análise Convexa utilizados ao longo

do trabalho.

Definição A.2. (Conjunto Convexo) Um conjunto C ⊂ Rn é dito convexo quando dados

x,y ∈ C, o segmento [x,y] = {(1 − t)x+ ty|t ∈ [0, 1]} estiver inteiramente contido em C.

Definição A.3. Seja D um subconjunto não-vazio, fechado e convexo. O operador

projeção em D, denotado por PD : H → D, é definido da seguinte forma:

Para cada x ∈ Rn, PD(x) é o único ponto em D que minimiza a distância euclidiana

de x a D. Em outras palavras, PD(x) é o ponto x̄ ∈ D tal que:

x̄ = PD(x) = arg min
y∈D

∥x− y∥.
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Teorema A.4. (Teorema da Projeção) Seja D ⊂ Rn um conjunto convexo e fechado.

Então, para todo x ∈ Rn, a projeção de x sobre D, denotada por PD(x), existe e é única.

Além disso, x̄ = PD(x) se, e somente se,

x̄ ∈ D, ⟨x− x̄, y− x̄⟩ ⩽ 0, ∀y ∈ D.

Corolário A.1. (Operador de projeção é monótono e não-expansivo) Seja D ⊆ Rn um

conjunto convexo e fechado. Então para x ∈ Rn e y ∈ Rn quaisquer,

(PD(x) − PD(y), x− y) ⩾ ∥PD(x) − PD(y)∥2 ⩾ 0,

∥PD(x) − PD(y)∥ ⩽ ∥x− y∥.

Em particular, PD(·) é contínuo no Rn.

Dado a ∈ R e λ > 0, usaremos as seguintes convenções aritméticas envolvendo +∞:

a+ (+∞) = +∞, 0 · (+∞) = 0, λ · (+∞) = +∞.

Definição A.4. (i) Uma função f : Rn → R := R ∪ {+∞} é dita convexa se para

quaisquer x,y ∈ Rn e qualquer λ ∈ [0, 1], a seguinte desigualdade é satisfeita:

f(λx+ (1 − λ)y) ⩽ λf(x) + (1 − λ)f(y).

(ii) Uma função f : Rn → R := R ∪ {+∞} é dita estritamente convexa se para

quaisquer x,y ∈ Rn com x ̸= y, e qualquer λ ∈ (0, 1), a seguinte desigualdade é

satisfeita:

f(λx+ (1 − λ)y) < λf(x) + (1 − λ)f(y).

(iii) Uma função f : Rn → R := R ∪ {+∞} é dita fortemente convexa com módulo

µ > 0 se para quaisquer x,y ∈ Rn e qualquer λ ∈ [0, 1], a seguinte desigualdade é

satisfeita:

f(λx+ (1 − λ)y) ⩽ λf(x) + (1 − λ)f(y) −
1
2
µλ(1 − λ)∥x− y∥2,

onde ∥ · ∥ denota a norma euclidiana em Rn.

Teorema A.5. (Desigualdade do gradiente) Seja f : D → R uma função convexa e

diferenciável. Dado, x ∈ dom(f), então para todo y ∈ Rn temos que

f(y) ⩾ f(x) + ⟨∇f(x),y− x⟩. (A.1)
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Observação A.1. Note que segue do Fato A.1 que a definição A.4 (iii) se torna equiva-

lente à seguinte condição

f(x) ⩾ f(y) + ⟨v, x− y⟩+ λ

2
∥x− y∥2, ∀x ∈ Rn, (y, v) ∈ Gph ∂f.

Definição A.5. O conjunto de nível da função f : Rn → R associado a c ∈ R, é o

conjunto dado por,

Slev(c) = {x ∈ Rn | f(x) ⩽ c}.

Definição A.6. Dizemos que a função f : Rn → R é coerciva em Rn, quando para cada

sequência (xk) ⊂ Rn tal que ∥xk∥ → ∞, tem-se que

lim
k→∞ f(xk) = +∞.

Teorema A.6. Seja f : Rn → R uma função contínua e coerciva. Então, f tem um

minimizador global.

Demonstração. Dado a ∈ Rn. Seja b = f(a). Como f é coerciva, então vale

lim
∥x∥→∞ f(x) = ∞,

ou seja, existe r > 0 tal que f(x) > b param todo x ∈ Rn sempre que ∥x∥ > r. Observe

que o conjunto B = {x ∈ Rn| ∥x∥ ⩽ r} é compacto e f é contínua, então existe x∗ ∈ B tal

que f(x∗) ⩽ f(x), ∀x ∈ B. Além disso, a ∈ B pois f(a) = b. Sendo assim, temos que

f(x) > b = f(a) ⩾ f(x∗),

dessa forma,

f(x∗) < f(x), ∀x ∈ Rn.

Logo, f tem um mínimo global.

Definição A.7. (Direção de descida) Dizemos que d ∈ Rn é uma direção de descida de

f : Rn → R no ponto x ∈ Rn, se existe ε > 0 tal que,

f(x+ td) < f(x), ∀t ∈ (0, ε].

Denotamos por Df(x) o conjunto de todas as direções de descida da função f no ponto x.

Lema A.2. (Direções de descida) Seja f : Rn → R uma função diferenciável no ponto

x ∈ Rn. Então:
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(i) Para todo d ∈ Df(x), tem-se ⟨∇f(x),d⟩ ⩽ 0.

(ii) Se d ∈ Rn satisfaz ⟨∇f(x),d⟩ < 0, tem-se que d ∈ Df(x).

Demonstração. Vamos provar primeiro o item (i). Seja d ∈ Df(x). Ou seja, existe ε > 0

tal que

f(x+ td) < f(x), ∀ t ∈ (0, ε], k ∈ N.

Utilizando a diferenciabilidade de f no ponto x , temos

f(x+ td) = f(x) + t⟨∇f(x),d⟩+ o(t).

Sendo assim, da desigualdade anterior e do fato de d ser direção de descida, obtemos

0 > f(x+ td) − f(x) = t⟨∇f(x),d⟩+ o(t),

o que por sua vez, implica que

t⟨∇f(x),d⟩+ o(t) < 0,

dividindo a desigualdade anterior por t > 0, temos

⟨∇f(x),d⟩+ o(t)

t
< 0.

Agora, passando limite quando t → 0+, obtemos

lim
t→0+

(
⟨∇f(x),d⟩+ o(t)

t

)
< 0.

Daí, ⟨∇f(x),d⟩ ⩽ 0.

Agora, vamos provar o item (ii). Vamos supor que ⟨∇f(x),d⟩ < 0. Sendo assim, pela

diferenciabilidade de f no ponto x , temos

f(x+ td) = f(x) + t⟨∇f(x),d⟩+ o(t).

Dividindo por t > 0,

f(x+ td) − f(x) = t⟨∇f(x),d⟩+ o(t)

t
.

Levando em conta que ⟨∇f(x),d⟩ < 0 e utilizando t > 0 suficientemente pequeno, obtemos

⟨∇f(x),d⟩+ o(t)

t
⩽

1
2
⟨∇f(x),d⟩ < 0.
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Dessa forma, para t > 0 suficientemente pequeno, temos que

f(x+ td) − f(x) < 0,

ou seja,

f(x+ td) < f(x).

Logo, d ∈ Df(x).

Teorema A.7. (Condição necessária de primeira ordem) Suponhamos que a função f :

Rn → R seja diferenciável no ponto x̄ ∈ Rn. Se x̄ é um minimizador local irrestrito de f,

então

∇f(x̄) = 0.

Teorema A.8. (Convexidade de conjuntos de nível de funções convexas) Suponhamos

que o conjunto D ⊂ Rn seja convexo e a função f : D → R seja convexa em D. Então o

conjunto de nível,

Slev(c) = {x ∈ D | f(x) ⩽ c},

é convexo para todo c ∈ R.

Proposição A.1. Seja f : Rn → R uma função convexa e x̄ tal que ∇f(x̄) = 0. Então x̄

é um minimizador de f.

Demonstração. Temos que f é convexa, logo vale a desigualdade do gradiente (A.1)

f(y) − f(x) ⩾ ⟨∇f(x),y− x⟩,

substituindo x = x̄ temos que para todo y ∈ Rn,

f(y) − f(x̄) ⩾ ⟨∇f(x̄),y− x̄⟩,

como ∇f(x̄) = 0, temos

f(y) ⩾ f(x̄).

Logo, x̄ é ponto de mínimo de f.

Definição A.8. (Subgradiente) Seja f : Rn → R uma função convexa. Dizemos que

y ∈ Rn é um subgradiente de f no ponto x ∈ dom(f) se,

f(z) ⩾ f(x) + ⟨y, z− x⟩, ∀z ∈ Rn.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, denotado por ∂f(x), se chama o subdife-

rencial de f em x.
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Proposição A.2. (Monotonicidade do subdiferencial) Seja f : Rn → R uma função

convexa. Então,

⟨u− v, x− y⟩ ⩾ 0, ∀u ∈ ∂f(x), ∀v ∈ ∂f(y).

Fato A.1. ([17] Teorema 4.7.1 e Proposição 4.2.1(i)) O operador subdiferencial ∂f é

maximalmente monótono, ou seja, não possui extensão monótona própria no sentido de

inclusão de gráfico. Além disso, o gráfico de ∂f, Gph(∂f) = {(x, v) ∈ Rn ×Rn|v ∈ ∂f(x)}

é semi-fechado, ou seja, se a sequência (xk, vk) ⊂ Gph(∂f) satisfaz que (xk) converge

para x e (vk) converge para v então (x, v) ∈ Gph(∂f).

Considerando z ∈ Rn como z = x+αd, onde d ∈ Rn, α > 0, a definição de subgradi-

ente pode ser escrita da maneira seguinte:

y ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x+ αd) − f(x)

α
⩾ ⟨y,d⟩, ∀d ∈ Rn, ∀α > 0.

Quando a função é não-decrescente e possui um limite quando α → 0+. Temos que a

desigualdade anterior é equivalente à condição seguinte:

f ′(x;d) = lim
α→0+

f(x+ αd) − f(x)

α
⩾ ⟨y,d⟩, ∀d ∈ Rn.

Sendo assim, temos as seguintes definições equivalentes do subdiferencial:

∂f(x) = {y ∈ Rn | f(z) ⩾ f(x) + ⟨y, z− x⟩ ∀z ∈ Rn}

= {y ∈ Rn | f ′(x;d) ⩾ ⟨y,d⟩ ∀d ∈ Rn}.

Teorema A.9. (O subdiferencial de função convexa) Seja f : Rn → R uma função

convexa. Então para todo x ∈ Rn, o conjunto ∂f(x) é convexo, compacto e não-vazio.

Além disso, para todo d ∈ Rn, tem-se

f ′(x;d) = max
y∈∂f(x)

⟨y,d⟩.

Teorema A.10. (Condição de otimalidade para minimização de uma função convexa

num conjunto convexo) Sejam f : Rn → R uma função convexa e D ⊂ Rn um conjunto

convexo. Então x̄ ∈ D é um minimizador de f em D se, e somente se,

∃ y ∈ ∂f(x̄) tal que ⟨y, x− x̄⟩ ⩾ 0, ∀x ∈ D,

ou, equivalentemente,

0 ∈ ∂f(x) +ND(x).
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Em particular, x ∈ Rn é um minimizador de f no Rn se, e somente se,

0 ∈ ∂f(x). (A.2)
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