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Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar as solugoes conhecidas para o Problema de
Bernstein Estavel em R™ para hipersuperficies 2-lados, com 3 < n < 6. Para isso,
estudamos as propriedades gerais das hipersuperficies minimas estaveis e os resultados
classicos relacionados ao problema. Além do resultado classico para o caso de superficies,
apresentamos a resolucao do problema por meio do método dos conjuntos de niveis de
funcoes harmonicas, para n = 4, e as solucoes dadas através do método de p-bolhas
para 3 < n < 6. Para cada dimensao, analisamos o comportamento da estabilidade em
conjunto com ferramentas classicas e modernas da analise geométrica.

Palavras-chave: hipersuperficies minimas, estabilidade, teorema de Bernstein, conjuntos

de niveis de funcées harmonicas, método de p-bolha.



Abstract

The objective of this dissertation is to present the known solutions to the Stable Bernstein
Problem in R™ for two-sided hypersurfaces, with 3 < n < 6. To this end, we study the
general properties of stable minimal hypersurfaces and the classical results related to the
problem. In addition to the classical result for the case of surfaces, we present a resolution
of the problem via the level-set method of harmonic functions for n = 4, as well as the
solutions obtained through the p-bubble method for 3 < n < 6. For each dimension,
we analyze the behavior of stability in conjunction with classical and modern tools from
geometric analysis.

Keywords: minimal hypersurfaces, stability, Bernstein theorem, level sets of harmonic

functions, pu-bubble method.
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Introducao

A teoria das hipersuperficies minimas no espaco Euclidiano ocupa um lugar central na
Geometria Diferencial e na Anélise Geométrica, surgindo naturalmente no estudo de pro-
blemas variacionais associados ao funcional 4rea. Uma hipersuperficie imersa M™~! C R™
é dita ser minima quando sua curvatura média é identicamente nula. No caso de hipersu-
perficies em R™"!, se M é dada localmente como um grafico de uma funcao u: Q — R,
para algum Q C R™, o fato de ser minima é equivalente ao fato de u satisfazer a equacgao

quasilinear eliptica das superficies minimas, dada por

) Vu B

Neste contexto, é natural se perguntar como se comportam (e se existem) graficos da
forma uw : R™ — R™"! que satisfazem a equacao (1). A primeira resposta para este
problema foi dada por S. Bernstein em 1915, ao estabelecer que toda solucao global da
equagao das superficies minimas (1) em R? é necessariamente afim. Geometricamente,
isso equivale a dizer que as tnicas superficies minimas inteiras em R? s3o os planos. Este
resultado, juntamente com as tentativas de generalizd-lo, inaugurou uma extensa linha
de pesquisa voltada a compreensao da rigidez geométrica de hipersuperficies minimas em
dimensoes mais altas. Por este motivo, a busca por uma generalizacao deste problema
passou a ser conhecido como Problema de Bernstein Cldssico.

A generalizagdo do Problema de Bernstein para dimensodes superiores consiste em
perguntar se toda hipersuperficie minima inteira em R™ deve ser um hiperplano. Ao
longo do século XX, diversos trabalhos mostraram que a resposta a essa questao depende
de maneira essencial da dimensao do espaco ambiente. Para graficos minimos em R™,
este problema foi resolvido por De Giorgi [21] em 1965 para n = 4, por F. J. Almgren

[1] em 1966 para n = 5, e por L. Simon [45] em 1968 para n < 7, e um argumento
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de regularidade interior permite extender a dimensao n = 8. Posteriormente, usando o
método de Simons, De Giorgi, E. Giusti e E. Bombieri mostraram em [9] que o Problema
de Bernstein é falso para n > 8, ao construir um cone minimo estavel nao-planar.
Superficies minimas nasceram com o intuito de que, dada uma variacao suave com
bordo fixado, dentre todas as superficies obtidas, ela seja a de menor area, dai o nome
minima. No entanto, nem toda hipersuperficie com curvatura média identicamente nula
satisfaz esta definicao de minimizacao de area para qualquer dominio da superficie. A
classe especifica de hipersuperficies minimas que minimizam sempre a area, estas sao as

hipersuperficies minimas estdveis, isto é, hipersuperficies M tais que

J AP dp < J IVMo?dpn, Ve € CX(M),
M M

onde A denota a segunda forma fundamental de M, VM é o gradiente associado & mé-
trica Riemanniana induzida em M e du representa o elemento de volume de M. Essa

desigualdade expressa a nao negatividade do operador de Jacobi
L=aM 4 (AP,

e impoe restricoes severas sobre o comportamento geométrico da hipersuperficie.

Em 1979 M. do Carmo e C. K. Peng mostraram em [13] um resultado analogo ao
Teorema cléssico de Bernstein: que toda superficie minima estavel orientavel e completa
deve ser um plano. Este resultado era um pouco mais geral que o de Bernstein pois nao
exige mais que a superficie seja um grafico. Em 1980, D. Fischer-Colbrie e R. Schoen
mostraram em [24] e Pogorelov em [38] (1981) obtiveram o mesmo resultado de forma
independente. A tentativa de generalizar este resultado inaugurou uma nova classe de
problemas, conhecido como o Problema de Bernstein Estdvel. Vérios autores investigaram
este problema e obtiveram resultados para casos especificos. Destacamos principalmente

o seguinte célebre resultado

Teorema 1 (Schoen-Simon-Yau [41]). Se Z"~! € R™, n < 6, é uma hipersuperficie
minima completa, estdvel, 2-lados e existe V < oo tal que
Vol (Br(0)N X
oy YOLBR(O)OT) o)

R>0 Rn—1
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entao X € planar.

Iremos apresentar este resultado com mais detalhes na secao 1.5. Como pode ser visto
no enunciado, este resultado impode limitacao para a dimensao do ambiente, o que causou
uma aparente dificuldade inicial para a adaptacao do método para hipersuperficies em
RS. No entanto, existe um resultado recente, dado por C. Bellettini em [8], que generaliza,
este o resultado de Schoen-Simon-Yau para R® com a hipotese adicional da imersio ser
propria e que ha crescimento de volume Euclidiano no infinito.

Uma vez que todo grafico minimo é estavel, o contra-exemplo apresentado por Bombieri-
De Giorgi-Giusti nos afirma que o problema de Bernstein estavel é falso para dimensao
n > 9. Mais que isso, o artigo original [9] apresenta uma hipersuperficie minima esta-
vel 2-lados que nao é um grafico, limitando a possibilidade de validade do problema de
Bernstein estével para 3 < n < 7. Apesar de todos os esforcos na dire¢do de resolver o
Problema de Bernstein FEstdvel para hipersuperficies minimas de dimensao maior que 2,
este problema ficou em aberto por varias décadas. Recentemente, O. Chodosh e C. Li [15]
propuseram uma abordagem inovadora que resolveu o caso de dimensao n = 4, abrindo
espaco para que novos desenvolvimentos fossem dados nesta teoria.

O objetivo principal desta dissertacao é estudar o Problema de Bernstein Estdvel em
R™, para 3 < n < 6, apresentando os principais resultados conhecidos e destacando o
papel desempenhado pela estabilidade na obtencao de teoremas de rigidez em diferentes
dimensoes. Ressaltamos que até o presente momento o problema para a dimensao n =7
encontra-se em aberto.

No Capitulo 1, sao introduzidos conceitos fundamentais de geometria Riemanniana
e de hipersuperficies minimas, com énfase na definicao de estabilidade e em suas con-
sequéncias analiticas. Apresentaremos com mais detalhes um comportamento assintotico
das hipersuperficies minimas estaveis de dimensao mais alta, assim como a prova do re-
sultado de Schoen-Yau, acima citado. Também iremos apresentar uma generalizacao da
classica desigualdade isoperimétrica, proposta por S. Brendle em [10]| que sera util ao
longo do texto.

No Capitulo 2, trataremos de apresentar em detalhes a solucao cléssica, proposta por
M. do Carmo e K. Peng em [13|, para o Problema de Bernstein Estdvel em R®. Mostra-
remos também um resultado equivalente ao Teorema de Bernstein que serda importante

para a solucdo do problema em R*.
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No capitulo 3, apresentaremos a primeira prova para o Problema de Bernstein Estdvel
dada por O. Chodosh e C. Li em [15]. Estudaremos o comportamento das fun¢oes de Green
em hipersuperficies minimas estaveis. Em seguida, encontraremos desigualdades para a
energia de Dirichlet da funcao de Green nas superficies de nivel e para a segunda forma,
de modo que juntamente com a equivaléncia obtida no capitulo anterior, estabelecem o
Problema de Bernstein Estdvel em R*.

Destacamos que, ap6s a prova apresentada por Chodosh e Li, descrita no Capitulo 3,
surgiram duas novas provas para o Problema de Bernstein Estdvel em R*, uma proposta
por G. Catino, P. Mastrolia e A. Roncoroni em [20] e outra por O. Chodosh e C. Li em
[16]. Dedicaremos o Capitulo 4 a apresentar esta tltima. O motivo de apresentar esta
solucao é porque seu argumento é a base para a solucao conhecida nas dimensoes n = 5, 6.
Neste capitulo, apresentaremos uma deformagao conforme da métrica, chamada métrica
de Gulliver-Lawson, e o método das pu-bolhas, fundamentais para as generalizagoes do
Problema de Bernstein Estdvel.

No Capitulo 5, investigamos como o método das p-bolhas apresentado no Capitulo 4
foi adaptado por O. Chodosh, C. Li, P. Minter e D. Stryker em [18] para resolver o
Problema de Bernstein Estdvel em R®. A principal diferenca é a introducao da curvatura
bi-Ricci a0 método anterior e como esta afeta o fenomeno da estabilidade.

No Capitulo 6, apresentamos a prova proposta por L. Mazet em [34] para o Problema
de Bernstein Estdvel em R® a partir do método usado no Capitulo 5 e da introducao
de uma generalizacao da curvatura bi-Ricci, chamada curvatura a-bi-Ricci, para a > 0.
Novamente o capitulo dedica-se a estudar como esta nova curvatura interfere na estabili-
dade.

Por fim, colocamos no Apéndice os resultados que destoam do contexto ou necessitam
de mais preparacao para serem introduzidos, a destacar a importante Desigualdade de

Harnack.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definicoes e resultados basicos sobre a geometria das
imersoes minimas, a teoria das hipersuperficies minimas com suas propriedades classicas
e resultados de outros trabalhos que serao importantes para o presente texto, bem como
para fixar as notacoes que serao usadas ao longo do texto. Daremos particular atengao
aos resultados de Cao-Shen-Zhu em [12] sobre o estudo do comportamento assintotico de
hipersuperficies minimas estaveis; de S. Brendle em |[10] para obter uma nova desigualdade
geométrica e de Schoen-Yau em [42] para estudar as hipersuperficies minimas de cresci-
mento Euclidiano devido sua importancia para o Texto. Também faremos uma breve
apresentacdo aos conjuntos de perimetro finito. Admitimos que o leitor tenha familiari-
dade com conceitos basicos de Geometria Riemanniana, como a definicao de variedades
diferenciaveis e plano Tangente. Doravante, entendemos por fungao suave uma func¢ao

que seja C* no espaco onde esteja definida.

1.1 Geometria das Subvariedades

Considere £* uma subvariedade Riemanniana (ndo excluindo a possibilidade de ter fron-
teira) de uma variedade Riemanniana n-dimensional V dotada da métrica g e da derivada
Vy.!

Dado um campo vetorial X em L, podemos escrever X = X' + X+, onde X e X+ sdo

as componentes tangencial e normal de X, respectivamente. A derivada covariante Vy

! Apesar de utilizarmos apenas o espaco Euclidiano R™ no decorrer do texto, iremos considerar o caso
geral para uma revisao mais abrangente.
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em M induz uma derivada covariante Vy em X, dada por:
VeXi= (VyX)'.

Podemos entao definir a sequnda forma fundamental Asx de X da seguinte forma: Dados
X,Y € T,X, entao
As(X,Y) = (VxY)".

Observe que

n—k n—k n—k
D gAY, NN =D g (Z Y, Nl> Ni=—) g(Y,VxN)Ny,
1=1 1=1 X 1=1

onde {N{} é uma base ortonormal de campos vetoriais para o espago normal a £ em uma
vizinhanca de x.

Com isto, podemos definir o vetor curvatura média H em x por

H - ZA): (Ei7 El) ; (].].)

i=1
onde E; é uma base ortonormal para T, X.

Observacao 1. Sabemos que no caso onde Kk =n—1 o espaco normal a £ em x € gerado
por um unico vetor unitdrio, o vetor normal externo que, a menos de mencao explicita do

contrdrio, serd denotado por v. Entao, por (1.1), H ¢ dado por

Nestas condigoes, chamamos H(x) de curvatura média em x. Esta situacao ird se repetir
com frequéncia ao longo deste trabalho e nao faremos distincdo de notacao entre o vetor

curvatura média e a curvatura média, mas isto nao deve gerar confusoes.

Agora, considere f: £ — R uma func¢ao suave. Podemos definir o gradiente de f como

o unico campo vetorial Vsf em XL que satisfaz

para todo campo vetorial X em Z. Fixado um referencial ortonormal {E, ..., E,,} em uma
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vizinhanca de x € X, vale que

Vif=) E(f)E;.
j=1

Além disso, podemos definir a divergéncia do campo X como

n—1
divyiX:= > g(VeXEi).

i=1

Defina o operador de Laplace-Beltrami ou Laplaciano Ay em X por
Asf :=divyg (Vgf).

Por fim, defina o Hessiano da funcao f no vetor v.€ T,M como
(DEf)x(v) =V, VA,

e, para campos de vetores X e Y em X, a forma quadrdtica Hessiana ou simplesmente

Hessiana por

Dif(X,Y):= <D22f(X),Y>
Para uma exposi¢ao mais detalhada e para a prova das afirmagdes acima, consulte [30].

Observacao 2. Sempre que estiver claro no contexto, iremos omitir o simbolo do ambi-

ente nas aplicacoes acima definidas.

Definigao 1. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana, p € M e {eih1<i<n uma base

ortonormal para T,M. Se R denota a curvatura escalar em M e a € R, definimos:

1. A curvatura de Ricct por

n
Ric(er, e2) := ) Rley, e, e, €1);
i2
2. A curvatura bi-Ricci por
n n
bi-Ric(ei, ) == ) Rlei,ex, ex,ei) + > _Rlej er er, e);
k=2 1=3
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3. E a curvatura a-bi-Ricct por

n

bi-Ricq (e, €5) = Z R(ei, ey, ex, ei) + GZ R(ej, e, ey, €;)

k=2 1=3

Observe que estas definicoes dependem fortemente da métrica e, em geral, nao ha uma
forma conhecida de relacionar os valores acima para métricas distintas, exceto para o caso
especifico onde uma métrica é conforme a outra. Devido a sua importancia neste artigo,
iremos agora explicd-la em mais detalhes.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Uma outra métrica g é dita
ser conforme & métrica g se existe uma fungao suave positiva f: M — R tal que g = fg.
Como a funcao f é positiva, é comum escrever f(x) = e’ onde h: M — R é uma

funcao suave.

Observacao 3. Como dito antes, as quantidades geométricas dependentes da métrica
mudam de valor quando alterada a métrica. FEntao, se g é conforme a g, a menos de
mensao explicita do contrdrio, as quantidades geométricas referentes a métrica g terao o

!/

simbolo ' ~'. Por exemplo, se A € o operador de Laplace-Beltrami referente a (M, g),

entao EM ¢ o operador de Laplace-Beltrami referente a (M, g).

Seja {Eq, ..., E} um referencial ortonormal, com relacao a métrica g, em um aberto

U C M,. Se g = e?"g é uma métrica conforme, entao

g (eihEiJ eith) = e*th (Eia E]) =d (Eia E]) = 6ij7
donde segue que {e "Eq, ..., e "E,} é um referencial ortonormal para U C M, com relacao
a métrica g.

O proximo resultado nos mostra como ¢é feita a relacao de certas quantidades geomé-

tricas entre métricas conformes (veja capitulo 7 de [30]).

Proposiciao 1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e g = €*g, com h: M — R
suave. Entao, para quaisquer campos vetoriais X,Y em M, e f : M — R uma funcdo

suave, vale que
(a) Vuf =e 2"V,

(b) VxY = VxY + XY + Y(h)X — g(X,Y)Vmh;
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(c) divX = divX + nX(h); e
(d) Af = e "(Af 4+ (n—2)g(Vf, Vh)).
Além disso, é possivel relacionar as curvaturas com relagao as métricas g e g.

Proposicao 2 (Proposicio 7.30, [30]). Se R e R denotam respectivamente as curvaturas

escalares nao-normalizadas de M com respeito as métricas g e g = e*™g, entdo
eMR=R—2(n—1)Ah— (n—1)(n— 2)|Vh[%.

Para uso futuro, mostraremos também como as distancias intrinsecas se relacionam, em
uma variedade conexa compacta, sob uma mudanca conforme induzida por uma imersao

(vide |16, Lema 6.2]).

Lema 1. Sejam N¥ k < 1, uma variedade conera compacta, possivelmente com bordo, e

r(x) := dgrm(0,x). Entao

1. Considere uma imersio N* — R™\ {0} e p,q € N com dg(p,q) < D, onde

g=r1"2g e g é a métrica induzida em N. Entao r(p) < ePr(q).

2. Considere uma imersio @ : N¥ < R™ com 0 € @(N) e sejam p,q € N\ ¢ 1(0)
com dg(p,q) < D. Se 1(x) = dg(@ 1(0),x) denota a distancia intrinseca em N,

entio T(p) < ePr(q).

Demonstracao. Item 1.: escolha uma curva vy : [0, L] — N, parametrizada pela velocidade

g-unitaria, conectando p e q, tal que L < D + €. Calculamos

L d L
logv(q) —logr(p) = | gclogr(v(v) dt = | () g (Vry'(1)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando que [Vr|g < 1,

rL

log(q) —logT(p) < T (v(t) " VTl (1)l dt
"L

< | riy() T (b)g dt




Capitulo 1. Preliminares 10

Entdo, 1(q) < eP*er(p). O resultado segue fazendo € — 0.
Item 2.: comecemos notando que |[V1|g =1 e 1(x) < 7(x) para qualquer x € N. Entao,

como antes,

rL L
log¥(q) —log(p) = | Srlog?(v(1) de = | v (v()™ g (Vry/[1)) at
L
< | r(y() VTGl (t)]g dt
. L
— | vy ol at :j Y(Olgdt =L

Jo 0

Isto completa a prova. O

1.2 Hipersuperficies Minimas Estaveis

Apresentaremos agora os principais objetos de estudo deste trabalho. Esta e as proximas
duas se¢oes sao baseadas no Capitulo 1 de [19] e nos Capitulos 1, 2 e 8 de [14].

Suponha que w: Q C R — R é uma funcao de classe C? e considere seu grafico
Graph,, ={(x,u(x)) € R™; z € Q}.

Entao sua area é dada por

Area(Graph, ) = J
Q

Aplicando isto a uma familia a 1-parametro de graficos Graph, ., onde v|,, = 0, temos

que
Area(Graph, ) = J V14 [Vu+tVv2
e}
Logo,
d (Vu, Vv)
—|  Area(Graph,_ ) = J —_——r
dt|,_, i a1+ [Vuf?

J div | v vu J vdi vu
= v — | — w| ——— | .
Q V14 |Vul? Q 14 |Vul?

Pelo Teorema da Divergéncia, fQ divv = 0, segue que se u é ponto critico do funcional
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area, entao safisfaz a equacao

Vu
v (W) = 0. (1.3)

Esta equacao é conhecida como equacao das superficies minimas e foi descoberta por L.
Euler e J. L. Lagrange no século XVIII com o intuito de encontrar uma superficie que
minimizasse a sua area ao ser delimitada por uma curva fechada fixa no espago (problema
este que posteriormente veio a ser conhecido como o “Problema de Plateau”), dai o nome
minima. O grafico de uma solucao da equagao das superficies minimas minimiza a area,
mas apenas das superficies delimitadas pelo cilindro gerado pela curva dada. De fato,

usando o método de calibragao é possivel obter o seguinte resultado

Proposigdo 3 (Lema 1.1, [19]). Seu: Q C R" ! — R satisfaz a equacio das superficies

minimas (1.3) e £ C Q x R € qualquer outra superficie com 9L = 9Graph,,, entdo

w)

Area (Graph,,) < Area(X).

Como ¢é natural, surgiu o questionamento se hipersuperficies minimas minimizam a

area de classes de variagoes mais gerais, e este é o desenvolvimento que segue.

1.2.1 Variacoes de Area

Primeiramente, precisamos generalizar a discursao anterior que deu origem a equagao das
superficies minimas. Para isto, precisamos da seguinte definicdo. Seja F: Zx (—e,e) — N

uma variacao de X com suporte compacto e bordo fixo, i.e., F = Id fora de um conjunto

compacto,
F(x,0) =x,
e para todo x € 0%,
F(x,t) = x.
O campo vetorial 2F restrito a £ é chamado o campo vetorial de variagées, ou sim-

t

plesmente campo de variacoes de F.

Definigao 2. Sejam I™ < N™ uma subvariedade e F uma variagio de £. Definimos o
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funcional drea por

A(Q) = th dp = L F*dp, (1.4)

onde Q¢ = F(Q,t), Q C X, du, € o elemento de volume em Q¢ e * denota a operagdo
de pullback.

Teorema 2 (Primeira Variacio de Area). Seja F: £ x (—e,€) — M uma variacio de

>~ C M com campo variacional Fy := %. Suponha que X € orientdvel e compacta. Entao

d

o A(Qt):—L<X,H> du+J (Fe,v) do,

ox

t=0

onde v € o campo normal externo ao bordo de X tangente a X, du € o elemento de volume

de X e do € o elemento de drea de 0X.

OF  OF )
aXi7 an

(28, 28) Defina & = +/det(gsj(t))\/det(gl(0)), onde g¥ & o (i,j)-elemento da matriz

aXi ’ aX]'

Demonstragao. Seja (Xi) uma carta local sobre X, nesta carta, gi;(t) := g

inversa de g. Entao,

A(Q) = L dpe = L /det (gi5(1))/det(gV(0)) det(gy; (0)) dx

L Ery/det(gy;(0)) dx = L & dpy.

Assim,

LA = JZ £ (60 VAei(gT0) dx. (1.5)

dt
Agora, para qualquer x € X, escolhemos uma carta em X de modo que gi;(0) = 8y e

V/det(gi;(0)) = y/det(gl(0)) = 1. Com isto,

d d _ 1 1 d
- &t = 7 ( det(gy;(t det g¥v (0 ) = c—F——= 7 det (g3;(0
a5 al (935 (1)) gi(0)) ) = 3 oo 0 dtle, (9;(0))
k
1d 1 (d 1l d
= - -/ dt ij = —t, - i't = = - Fi,Fi
2 dt|,_, etlgu(0)) 2r<dtt_09’()) 2;dtt_0< )
k k k
=Y (ViFo, Fi) =) (VeF, F)+ > (Ve Fy, Fi)
i=1 i=1 i=1

divsFy +divsFy = diveF' — (Fo, H). (1.6)
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Substituindo (1.6) em (1.5) e usando o Teorema de Stokes, obtemos que

d

dt

At) = L divsFy — (Fo, H) dp = J

(Fg, V) dU—J (Fo,v) dp.
0x >

t=0

Como Vv é tangente a X, podemos escrever

d

dt

Al = |

) - J (Fo,v) dus,

t=0 z

como desejavamos. O

Corolario 1. Nas condicoes do Teorema anterior, se F € uma variacao com suporte

compacto, vale que
d

dt

A(t) = —JZ<F0,V> dp.()

t=0

Primeiramente, observe que o Corolario acima mostra que a definicao de hipersuperfi-
cie minima dada no inicio deste capitulo coincide com a definicao de minima como solucao
da equagao das superficies minimas (1.3). Além disso, podemos concluir que estas sao
pontos criticos do funcional area. Como pontos criticos nao sao necessariamente pontos
de minimo, precisamos calcular a segunda derivada do funcional area.

Suponha que £*¥ C M™ é uma hipersuperficie minima e, como antes, F é uma variacao
de X com suporte compacto. Sem perda de generalidade, podemos supor que F é uma

variacao normal de X, i.e.,

Fl =0.

Teorema 3 (Segunda Variagao de Area). Suponha que ¢ C M™ seja uma subvariedade
minima. Seja F um variacao normal de £ com suporte compacto e cujo campo variacional
seja Fy, entao

d2
at?

A(Q) = —J (AC, ), FOP + [VNF — Rie(Fo, Fy) dio.

t=0 z

Demonstracao. Como na primeira variacao, seja (X;) um sistema de coordenadas locais, a
principio arbitrario, sobre X, e defina gi;(t) = gi(Xi, Xj) = (Xi, Xj) e & = /det(gy;(t))
det(g¥(t)). Entao,

d2
A= 5

d2

d2
& £, det(gij(U))ZJ L

s dt?

& dpo. (1.7)
0

t=0 t=0 t=
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Pela regra da cadeia,

Multiplicando os dois lados por y/det(g¥(0)), obtemos que
d _ ! lm
24760 ="Tr (gi;(1)g"™ (1)) &

Logo,

d

= Tr (g5 (1)g"™ () + g5 (1) (g'™)' (1)) &x + Tr (g5 (t)g"™ (1)) -

Por (1.6), temos que

2

2%& =Tr (gfj(t)g"™ (t) + g¢; (1) (g"™) (1)) + % (Tr (g5 (g™ (V) & (1.8)

Como antes, escolhemos um sistema de coordenadas (X;) ortonormal em x, de modo que
gY(t)gjk(t) = dy;. Diferenciando esta relagio, obtemos que (g9)’(t) gk (t) = —gV (t)gj’k(t)
e portanto, (g4)"(0) = 859, (0). Usando isto em (1.8), obtemos que

d2

2 —

S =T (g (0) ~ T (950090 0) + 3 (Tr (90 (19

t=0

Por outro lado, sabemos que Vg, Fy, — VE,, Ft = [F¢, Fx,] = 0, entdo

d

gi/j(o) = a Q(Fij) = th(Fi,Fj)

t=0

= g(thFi, FJ) + g(Fi7 V) = g(vFiFt7 FJ) + g(Fi’ VFiFt)

=Fig(Fe, F) — g(Fe, Vi Fy) + Fg(Fi, Fe) — Q(VFjFia Ft)
= —g(Fe, (Vi F)N) — 9((VF)~F1)N> Fi) = —g(F¢, Az (Fi, F5))
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Com isso,

_29 (Ft7 AZ(Fi7 F]))

r (g4;(0 Z 91 (0
k
= _29 (Ft7 Z A(Fia F))) = _29(Ft7 H) = 07

||
.
M=
I

i=1
pois £ é minima. Entdo podemos reescrever (1.8) como

2
o &
dt?

& = Tr (g{5(0)) —Tr (9¢;(0)g{, (0)) - (1.11)

t=0

Agora, note que por (1.9)

k k
> g(Fie, F) =D g(Ve, Vi Fi,Fo)
i=1 i=1
k k
= Z 9(VE, Ve Ft = VEVE, — Vi raFe B + Z 9(VE, Ve Fi, Fi)
i=1 i=1
k
=Y g(Rm(Fe, F)F, Fi) +divy (Fu) .
i=1
Portanto,
k k
91) Z Jii Z g (Fiee, Fi) + 29 (Fit, Fit)
i=1
k
=2 Z g (Rm(Fe, Fi)Fy, Fi) + 2dive (Fu) +2 ) g (Fie, Fir)
i=1
= 2Z g (Rm(Fe, Fi)Fy, Fi) + 2divs (Fu)
k
+ 2Z g (Fi Flo) +2 ) g (Fi Fh). (1.12)
i=1 i=1

Usando isto e o fato da variacao ser normal, obtemos que
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k k k
Y g(FluFl) =) g((VRF), (Ve F)T) =D g((VeF)', (VEF)T)
i=1 i=1 i=1
k Kk k
=Y g(D 9(VeFLFF, Y g(vFiFt,Fxl)Fxl)
i=1 j=1 i=1
k
= Z g (Vg Fy, Fj) g(VeF,Fi)g (Fj7 F)
i,j,1=1
k
= Z g (Vg Fy, Fj) g (Ve Fe, Fr) d51
i,j,1=1
K
=Y g(VeF.F)?
i,j=1
K
= Y (Fig(F., F) —g(Fe, Vi Fy))*
i,j=1
K k )
= > (9F.VeF) = Y g (Fu (V)Y
i,j=1 i,j=1
K
= Z g(AZ(FiJFj)JFt)Z' (113)
i,j=1
Agora, por (1.9), vale que
k k
> 9(FuF) =D g((VeF)*, (ViF)Y)
i=1 i=1
k
= g((VrF)' (VEFOY)
i=1
k 2
= Z g ‘(VF Fy) ‘
i=1
_ (v%a)ﬂ (1.14)
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Substituindo (1.13) e (1.14), temos que

k
Tr (g4(0)) = 2divs(Fu) +2 ) g(Rm(Fe, Fi)Fi, Fi)

i=1
k
+ 3 g(Ac(Fi, F), F)? + 2 |VEF [ (1.15)
i,j=1

Usando (1.10),

I
MW

k
91) )9/:(0 Z_ g4;(0

-
.
\ |

k
(—2g(Ax(Fi, Fy), Z (Ax(Fi, F),F))2  (1.16)

1

P

Il
'M”

)

Substituindo (1.15) e (1.16) em (1.11), obtemos que

d2 K 2 1 2
e b= _-j; (9(Ax(Fi, F5), F))* + [V
—Zg Ram (Fe, Fi)Fi, Fe) + divs (Feo). (1.17)
Substituindo (1.17) em (1.5),
d? -
—| A@t)=-— A(F,F), Fo)2d
G AW MZ_1L< (Fu Fy), Fo)? dig
2
by
k
—ZJ Rna(Fo, FoFs, Fo) dito,
como desejavamos. O

Com isto, podemos finalmente definir:

Definicao 3. Dizemos que uma hipersuperficie minima £ C R™ € estdvel se, para todas

as variagoes F de L, com suporte compacto, tivermos A”(0) > 0.

Logo, hipersuperficies minimas estaveis sao exatamente aquelas que se procurava desde
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a definicao de superficie minimas, isto é, sao as minimizantes de area sob uma variacao
suave arbitraria de superficies.

Agora, defina o operador auto-adjunto, conhecido como operador de estabilidade,
LX = AL X + Tr (Rpm (-, X)) + B(X), (1.18)

para campos vetoriais normais X em X. Acima, B é o operador de Simon definido por

k

> g(As(E. E), X)A(E, )

ij=1
Para hipersuperficies com fibrado trivial (como o caso de hipersuperficies em R™), o
operador de estabilidade pode ser simplificado da seguinte forma: Se considerarmos X =

fv, para uma funcao suave f dada, entao
Lf = Asf + [Axz]* + Ricm (v, V),

onde Ricap é o tensor de Ricei em M.
Observe que a segunda variacdo implica que se £ C M™ é uma subvariedade minima,

entao a Hessiana do funcional area em X é dada por

- | e

Com isto, podemos dizer que I* é estavel se para qualquer variacao F com suporte com-

pacto, vale que
d2

dt?

Vol(F(t)) = —L (Ft,LF) > 0.

t=0
Lema 2 (Desigualdade de Estabilidade, [19]). Suponha que L™~ ' C M™ ¢é uma hipersu-
perficie minima estdvel com fibrado normal trivial, entao para toda funcao Lipschitiziana

f com suporte compacto

J (Riem(v,v) + Az P) f2<J Vs
> >
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Demonstracao. Como X é estével,
0 < —J fLf = —J (fA};f + |Az|2f2 + RiCz (V, V)f2) .
b b
Integrando por partes,

J (Riet (v, ) + A5 ) 2 <J VLt
> >

como desejavamos. O

Exemplo 1. Seja QO C R™ um dominio limitado. Se u: Q — R satisfaz a equacao das

superficies minimas, entao w € estdvel.

De fato, seja Fy : Q — R™!, Fy(x) = (x, u(x)+t) uma variacio de Q. Escolha fy : Q — Q
tal que Fy = F; o f; é uma variacdo normal. Entdo, se {Ei,...,Ens1} € um referencial

ortonormal, vale que

0

n Feofy =Enq + Fjof. (1.19)

t=0

Ft:_

t=0

COIHO f/ é um campo vetorial em Q F/ O f/ é um campo vetorial tangente ao grafico u.
0 > 10 0

Entao odemos escolher f; de modo que cancele com a componente tangencial de E 1
3 t n+1,

logo
0

T Fe=Ep = (Enyr, V) V. (1.20)

t=0

Este processo produz uma variagao Fy com campo de variagoes fv na origem. Isto implica

que

d
0= —

H, = —Af — |A]*f 1.21
at t | | ) ( )

t=0

e entdo Lyf = 0. Note que (E,1,Vv) > 0, entdo pelo Teorema de Barta (Proposigao 5,
que sera apresentado mais adiante) isto implica que Graph,, é estavel.

Como sabemos, toda hipersuperficie suave é localmente um grafico, entao toda hiper-
superficie minima é localmente estdvel. Neste ponto surge naturalmente a pergunta que
motivou o Teorema de Bernstein classico: existe alguma hipersuperficie minima de R™,
nao planar, que ¢ globalmente um gréfico (e portanto estavel)? Esta pergunta constitui,
como sabemos, o problema classico de Bernstein, cuja resposta é negativa para n = 3,

como foi provado por Bernstein em 1915; negativa para 4 < n < 8 e positiva para n > 9,
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por Bombieri-De Giorgi-Giusti em [9].

1.2.2 Propriedades das Hipersuperficies Estaveis

Passaremos agora a estudar algumas das principais propriedades que derivam do con-
ceito de estabilidade. Comecemos com uma importante caracterizagao variacional para o
primeiro autovalor associado ao operador de estabilidade de uma hipersuperfifie minima

estavel.

Lema 3 (Lema 1.34, [19]). Sejam L o operador de estabilidade, Q C L um dominio

limitado e Ay = A(Q, L) o primeiro autovalor associado a L. Entdo vale que

Vsf]? — |As|?f? — Ricm (v, v)f?
7\1:inf{‘rz| zf — | Zf' 5 dom (v, v) ; feWé’Q(Q)}. (1.22)
b
Além disso, se u € Wé’z(Q) satisfazendo
/s IVsuP —[AzPu® — Ricm (v, v)u? . (1.23)

2
Jru
entdo w € suave e Lu = —A;u.

Da Teoria Espectral, sabemos que associado o espectro do operador de estabilidade
Ly é discreto e dado por uma sequéncia de autovalores Ay < Ay < --- — oo eque Lgf >0
se, e somente se, A; > 0. Isto mostra que a estabilidade estd diretamente conectada com
o valor do primeiro autovalor do operador de estabilidade. J& o seguinte resultado mostra

que a primeira autofuncao nao muda de sinal.

Lema 4 (Lema 1.35, [19]). Se u é uma func¢do suave em Q que se anula em 0Q e

Lu=—Au onde Ay = A (Q; L), entdo w nao muda de sinal em Q.

Uma condigao suficiente para garantir a estabilidade de uma hipersuperficie é dada

no seguinte resultado.

Lema 5 ([7]). Seja £ uma hipersuperficie minima com fibrado normal nao-trivial, L o
operador de estabilidade e QO C L um dominio limitado. Se existe uma funcao positiva w

em Q com Lu =0, entao Q ¢ estavel.
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Demonstragdo. Seja q = |As> + Ricm (v, v), entdao L = Ay + q. Como u > 0, podemos

definir w := logu e calcular Vw = u~'Vu,

A):LL

Asw = — ’V):WP =—(q— ’VZW’Q- (124)

Seja f € C®(Q). Multiplicando ambos os lados de (1.24) por f? e integrando, obtemos
que

J f2q + 2| Vsw|? = —J f2Asw.
Q Q

Integrando por partes e usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,

—J f2Azw:J 2(fVsf, Viw) < J
O Q

AV IV sw| < J
Q

f2|vZW|2 + J ’sz|2.
(0}

Q

Portanto,

J f2q gJ Vs f. (1.25)
Q o]

Como fLf = fVsf+ f2q = JAs 2 — [V + 2q, (1.25) implica que
—J fLF >0,
ol

como desejavamos. O]

O seguinte classico resultado, devido a Fischer-Colbrie D. e Schoen R. [24], estabele
uma importante equivaléncia entre estabilidade e existéncia de uma funcao positiva que

anula o operador de estabilidade.

Proposicao 4 (|24]). Se L ¢ uma hipersuperficie minima completa nao-compacta com

fibrado normal trivial, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) M(Q,L) > 0 para qualquer dominio limitado Q C L;
(b) M(Q,L) >0 para qualquer dominio limitado Q C L;
(¢) FEziste uma func¢dao positiva w tal que Lu = 0.

Demonstragao. Pelo Lema 5 temos que o item (c) implica no item (a). Também clara-

mente (b) implica (a). Agora, suponha que vale (a) e considere um dominio limitado
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arbitrario Qy C X. Escolha outro dominio limitado QQ; C X suficientemente grande de

modo que Qg C Q. Pelo Lema 3,

Seja ug a primeira autofuncao para L em Qg e defina

ug(x), se x € (g,
u(x) :=
0, caso contrario
Suponha que ocorre a igualdade em (1.26). Entdo Lu; = —Aju em Q; e, pelo Lema

4, u > 0 em Qq, mas isto € um absurdo, pois por definicio u é identicamente nulo em
Q1 \ Q. Portanto A;(Q; L) > 0, estabelecendo que (a) e (b) sao equivalentes.

Resta entdo estabelecer que (b) implica (c). Para isto, para cada r > 0, considere B=(p)
a bola intrinseca aberta de raio r centrada em p € £. Como por hipétese A, (B=(p); L) > 0,
segue da Alternativa de Fredholm (vide, por exemplo, [11, Teorema 6.6]) que existe uma,

unica funcao v, com

Lv, = —|As]? — Ricm (v, V) em BX(p),

v, =0, em 0BZ(p).

Escrevendo u, = v, + 1 na equagao acima obteremos

Lu, =0, em BZ(p),
(1.27)

u, =1, em 0BZ(p).

Suponha que A = {x € BX(p); u.(x) < 0} # 0. Entdo, existe uma componente conexa
C nao-vazia de A. Por construcao, u, < 0 em C e u, = 0 em 0C, logo pelo Lema 4,
AL(Q;L) = 0, um absurdo. Logo u, > 0 em B>(p) e, pelo Principio do Méximo, u, > 0
em By (p).

Agora, para v > 0, defina

Wy = (ur (P))_l Uy

e observe que Lw, = 0 e w,.(p) = 1. Considere K um conjunto compacto com K C B%O (p).
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Como w, é uma fungao positiva, segue da Desigualdade de Harnack (Proposicao 32) que,
para qualquer v > 2Ry,

supw, < Ck.
K

Segue entao das Estimativas Interior e de Fronteira de Schauder (consultar, por exemplo,

[47]) que

!

[Wellez) < Cc

Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, podemos tomar uma subsequéncia de w, que converge
C%% -uniformemente em conjuntos compactos para uma funcio w. Esta convergéncia ga-
rante que Lw = 0,w > 0 e w(p) = 1. Pela Desigualdade de Harnack (Proposicao 32), isto

implica que w ¢é positiva, sendo portanto a funcao procurada. Isto completa a prova. [J

Lema 6 (Schoen-Yau, [42]). Se Z™' € M™ ¢ uma hipersuperficie minima 2-lados, entao
vale que

Ry = 2Ricg (v, v) + 11> + Ry, (1.28)

ao longo de L.

Demonstragao. Seja {ey, .., en} uma base ortonormal para T,Z. Entdo {ey, ..., en, v} ¢ uma

base ortonormal para T, M. Logo,

3
L

Ry = Ricg(v,v) + ) Ricg(ei, ;)

i=1
n—1 n—1
= Ricg(v,Vv) + Z Rglei,v,v,e) + Z Rg(ei, €5, €1, €5)

i=1 17J:1
1
= 2Ricq (v, v) + Rgy(ei, e, e, €5)

1

3

‘i'7].

Isto por definicao implica que
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n—1
Ry = 2Ricg(v,¥) + > g(Ve,Ve,€5 — Ve, V&) — Vie, e, €1)
i,j=1
n—1
= 2Ricg(v,v) + Z (Vei(VeZ]_ — II(ej, €5)v) — Vo, (Vfie]- + 1I(es, e5)v)

ij=1

o (v%ei,ej] + II([ei’ e]']a ej))7 ei)

Logo,
n—1
Rg = 2Ricg(v,v) = > g (VeiVé ej — Ve, Vi ej — Vie e85 ei>

ij=1

n—1
= 2Ricg(v,Vv) — Z II(ei, e5)g(Ve, v, €1)

i,j=1
n—1
§ DI PN IR B >

+ g (veive]- ej - Vejveiej - v[euej}eb ei)
i,j=1

n—1
= 2Rng(V7V) — Z 11(617 e]-)g(VeiV, ei) + Ry.

ij=1

Pela Compatibilidade da conexao,
9(Ve,v,e) = eig(v,e) —g(v, Veer) = —(Vee) T = —Il(es, e1).

Logo,

n—1
Rg = 2Ricg(v,v) + > II(e—1i,¢)II(e;, ei) + Ry

ij=1

O

Observacao 4. Observe que, analisando melhor a prova acima, € fdcil ver que, para

hipersuperficies em geral, vale
Ry = 2Ricg(v,v) +|As[* + Ry — H, (1.29)

onde H € a curvatura média de X.

Uma propriedade importante que hipersuperficies minimas possuem é que a proprie-

dade de estabilidade pode ser passada para o recobrimento universal, de modo, sempre
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que necessario e em condicoes favoraveis, é se de hipersuperficies minimas estaveis conexas

podem ser

Proposigao 5 (Barta, [7]). Uma hipersuperficie minima 2-lados £ — (M™"1 g) € estdvel
se, e somente se, existe uma funcdiou € C®(X\0X) comu > 0 em Z\OL, tal que Lyu < 0,

onde Ly := A+ |Ax|? + Ric(v, V) € o operador de estabilidade.

Demonstracao. Suponha que X é estavel. Se X é compacta, notemos que a primeira
autofuncao de Ly satisfaz Ly = —A@ < 0, pois A > 0,9 > 0. Se £ é nao-compacta,
escolha p € Q; C Q, C --- uma exaustao por regioes compactas com fronteiras suaves
de . Fixe @; a primeira autofuncao de Ly em Q;, normalizada de modo que @;(p) = 1.

Note que a caracterizagao variacional do primeiro autovalor (Lema 3) nos da

JsIVeiP = Vol |5 @ilzes

0 <A(Qiq1) < =
i fz(P% fz(p%

= MQ).

Logo, A(Q;) — A, > 0 quando i — oco. Entao, para qualquer conjunto compacto fixado
K C X, obtemos que @; safistaz a EDP dada por LX@; + A(Q;)@; = 0, com limitacao
uniforme dos coefientes em K. Entao, pela desigualdade de Harnack (Proposigao 32), para
K’ € K, temos

SUp @i < Cill<1/f ¢i < Coi(p) =C.
K/

Pela Teoria de Schauder (consultar [47]), obtemos que

@il crekry < C,

para todo k € IN, onde K” &€ K’. Podemos entao passar para a subsequéncia diagonal

para obter @; — wem C (X) tal que

loc

Note que uw > 0, u(p) =1 e que pelo Principio do Méximo, u > 0 em L\ 0L.
Suponha agora que existe u > 0 em L\ 0X com Lyu < 0. E suficiente mostrar que

A(Q) > 0 para qualquer Q € X\ 0L com bordo suave. Coloque w := logu. Entao,

A
Vw = %‘ S Aw= T“ VWP <=V — |VwP
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Para f € C®(Q), multiplique por f? e integrando por partes

r

J V2 + Vw2 < | (Vw, VF?)
z

Jx

= | 2/f[|[Vw||VA|

Jx

IVw|?f2 + VT2
JX

N

Entao, obtemos que

J % <J |V,
> >

estabelecendo a estabilidade. ]

Corolario 2. Se ™ — (M™"l g) é uma hipersuperficie minima estdvel 2-lados e Tt :
¥ — ¥ € o recobrimento universal de L, entio £ — (M, g) € uma hipersuperficie minima

estdvel.

1.3 Fins de Hipersuperficies Minimas Estaveis

Nesta se¢ao estudaremos o comportamento dos fins de uma hipersuperfici minima. Intui-
tivamente, compreendemos um fim de uma variedade como um "pedaco da variedade que
se extende ao infinito". Apesar da aparente generalidade e, por consequéncia, dificuldade
em obter informacoes tteis, existe uma vasta gama de resultados profundos envolvendo o
nimero e comportamento do fins de superficies minimas. Por exemplo, o classico resul-
tado devido a Schoen em [39] que afirma que o catendide é a unica superficie minima em
R? com curvatura total finita e dois fins mergulhados. Devido a estes resultados, é natural
tentar estudar os fins de hipersuperficies minimas. No entanto, em R™ com n > 4, Cao-
Shen-Zhu descobriram em [12] um resultado supreendente: toda hipersuperficie minima
estavel 2-lados em R™ possui um tinico fim. Dedicaremos esta secao para apresentar este

resultado.

Definicao 4. Dada uma variedade Riemanniana (M™, g), dizemos que um conjunto E é
um fim com respeito a um subconjunto O C M, se este for uma componente conexa
ilimitada de M\ Q. Se E for um fim para qualquer subconjunto compacto QO C M, entao

dizemos que E € um fim.

Para isto, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 7 (Yau, [48]). Seja £™ — R™"' uma imersio minima. Se ds(x,0%L) > Tt para

algum x € L, entao

|BX(x)] = [B1(0) ™,
onde B1(0) € a bola Euclidiana n-dimensional de raio v centrada na origem.

Teorema 4 (Schoen-Yau, [42]). Se I™ — R™" ¢ uma hipersuperficie minima estdvel,
2-lados, completa, entdo nao pode existir uma fungcao harmonica W nao constante em X

com |[V*ul € L2(X).

Demonstracao. Suponha por absurdo que existe uma tal funcao u e tome uma funcao
teste g € C®(Z). Defininido f = [V*ulg e substituindo na desigualdade de estabilidade,

obtemos

[ e Ivaur g < [ 956 = [ 1997 [95u] + 95| vEgl

> JX )N

— | ¢*|gV™ |VEu||" +2¢|VEu| (VT [VZu|, VEg) + |[VEu|* Vgl
JX

r

= [ @ V5 (vl + £ (V5 [vEuf 97 ) + [VEuf [V
Jx

Integrando por partes, obtemos que

J Axl IVrul g < J g |V [V¥u| — L g?Ar IVsuf + [VEul’ [VEg|"
x by

= [ Vo Az 19zl + (9 [
ba
Usando a Férmula de Bochner (lembrando que a curvatura de Ricci é nula em R™),
1
J As?|Vsul g < J T ]VZ !Vzu‘ ]2 + A5 ]VZu} 2g° + ’VZLL‘Q ’VZQ|2.
ba ba -

Reorganizando,

[ L iwe vl g < [ [v5uf vl
sn—1 s

Agora tome R > 0. Escolha g de tal modo que g = 1 em B%(0) e g = 0 fora de B,(0).

Entdo VZg < CR™!, para alguma constante C > 0. Logo,

J e v <o) J Veu? =0 (R2).
BI(o) N —1 x
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Fazendo R — o0, obtemos que |[V*|V*ul| = 0, portanto |[V*ul deve ser constante. Como

u é ndo-constante, o valor de [VZu| é ndo-nulo. Mas isto contradiz o Lema 7. O
Podemos agora mostrar o resultado principal desta segao.

Teorema 5 (Cao-Shen-Zhu, [12]). Seja M™ uma hipersuperficie minima em R™", para

m > 3. Se M ¢ estdvel, entao M possut um unico fim.

Demonstracao. Suponha que o resultado seja falso. Entao é possivel escolher uma exaus-
tdo por conjuntos abertos pré-compactos (i.e., cujo fecho é um conjunto compacto) Q; C
Qs C --- tal que X\ ()j tenha pelo menos duas componentes conexas ilimitadas, para todo
j € IN. Portanto, é possivel escrever £\ Q; = E; UE; U E3, onde Eq, E; sao ilimitados e Ej
(que pode ser vazio) é a unido de outras componentes com o conjunto 9, = 00; N Ey.

Seja u; a solugao do problema

;

Azle (x) =0, X € Qj,
U; (X) = 1, X € 610_5, (130)
u(x) =0, X € 0505 U 050;.

Note que

2 2
J IV sUjfml éJ Vi,
s s

para m > 0, pois Uj; minimiza a energia de Dirichlet para fungdes com mesmo dado
de bordo. Como u; é harmonica em ()j, segue do Principio do Méaximo que 0 < u; < 1.
Entao, a menos de uma subsequéncia, podemos assumir que u; converge para uma funcao
harmonica 0 < u < 1 em X com energia de Dirichlet finita.

Agora, pelo Teorema 4, u deve ser constante. Nos resta provar que isto nao é possivel.
Para isto, defina w := u;(1 — u;). Segue da Desigualdade de Michael-Simon-Sobolev

(Proposicao 31) que

J (uj(l—uj))f“%CJ (VW)™
= ba

n

=C <2J (1 _uj)2 !Vzqu —l—u? ]VzujIQ) N = 0(1),
b
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quando j — oo, pois u tem energia de Dirichlet finita. Entao, pelo Lema de Fatou,

J (u(l —u))™2 < limian (u (1 —u]-))% < 00.
bx )= Jy
Pelo Lema 7, [BZ(x)| > w,r™, sempre que ds(x,0Q;) > r. Entdo fazendo v — oo (que
é possivel devido a infinitude de E; e E;), devemos ter que os volumes de E; e Ey sdo
infinitos. Pelo Teorema 4 u deve ser constante, entao pelo principio do maximo u = 1 ou
u = 0. Assuma que u =1 (caso contrario, tome 1 —u).

Escolha uma funcao de corte ¢ tal que ¢ =1 em E; e ¢ = 0 fora de um compacto de

2. Entao, considerando ¢u;, vale pelo argumento anterior que

L (pu;)~= < C (2 L Vbl + ¢ Ivzqu) = 0(1). (1.31)
Novamente fazendo j — oo e aplicando o Lema de Fatou, obtemos que

2n
J b2 < oo.
>

Mas isto implica que E5 tem volume finito, um absurdo. O

1.4 Uma Desigualdade Isoperimétrica

Esta secao dedica-se a estabelecer uma generalizagao para subvariedades mais gerais da
Desigualdade Isoperimétrica, que é um resultado classico e muito importante para a Ge-
ometria Diferencial. Este celebre resultado, devido a S. Brendle em [10] ¢ fundamental
para o que segue. Todos os resultados desta se¢ao seguem do trabalho de [10].

No que segue B™ denota a bhola unitaria em R™.

Teorema 6. Seja X uma subvariedade compacta n-dimensional de R™™ (possivelmente

com bordo), onde m > 2. Seja f uma funcio suave positiva em X. Entdo

J \/|vif|2+f2|H|2+J foq (EMIBTEA an“—l S (1.32)
ba pa m|B™| ba
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Primeiramente, suponha X conexa. Considere o problema

divs (fVsu) = nfes — [V + PHP,  emZ,
ou _
ov

(1.33)
1 em 0X.

Por [47, Teorema 6.30] existe uma fungdo suave u: X — R que resolve o problema acima,
eu e CMNX) paray € (0,1)..

Entao, pelo Teorema da Divergéncia,

J nfet — \/|vzﬂ2 + f2HP2 = J
z

>

divs (fV*u) :J fa—” :J f,
or OV %

Agora, defina os conjuntos

Q:={xeZ\dL |Vru(x)| < 1},
U:={(x,y) € (£\ %) x (TLL);[VZu(x)P + [yl < 1}
A :={(x,y) € U;D?*Zu(x) — (A(x),y) > 0}.

Além disso, defina o mapa G : U — R™™ por
G(x,y) = V*u(x) +vy.

Note que, como u ¢ de classe C>Y,G é de classe C*Y para cada 0 < y < 1. Como

Vsu(x) e ,Z ey € TXLZ sao ortogonais, obtemos que
IG(x,y)P = Vsux)P + [yP < 1,

para todo (x,y) € U. Entao valem os seguintes resultados.
Lema 8. A imagem G(A) € a bola aberta unitdria B,

Demonstrac¢ao. Por definicito, A € U C Q, logo G(A) € G(U) € G(Q) € B™™,

Precisamos entao provar a inclusdo reversa. Fixe v € B™™ e defina w : £ — R dada por
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w(x) :=u(x) — (x,v). Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

<Vzw(x), v(x)> = <Vzu(x), v(x)> — (v, v(x)) = }Vzu(x)] [v(x)| — (v, v(x))

=1—(v,v(x)) >0,

para cada x € 0X. Como X é fechado, ela atinge seu minimo no interior de X, seja
X € £\ 0L este ponto. Pela suavidade de w, isto implica que VZw(x) = 0. Isto implica
que v = VZu(x)+y para algum y € T Z. Consequentemente, !Vzu(i) ‘2—1—!@!2 =W? < 1.

Além disso, DZw(x) > 0. Logo DZu(x) — (As(x),v) = 0. Como
(Ax(x),v) = (Az(x), VFu(x) +y) = (As(x, ),
concluimos que
Diu(x) — (Az(x),y) > 0.
Portanto, (x,y) € A e G(x,y) =v, logo B*™ € G(A). ]

Lema 9. A matriz Jacobiana de G € dada por
det dG(x,y) = det (dFu(x) — (As(x),y)),

para todo (x,y) € U.

Demonstracao. Fixe um ponto (a,b) € U. Sejam {E, ..., E,,} uma base ortonormal para o
espaco tangente ToX e (X4, ..., X, ) um sistema de coordenadas locais em I tal que a%_l =E;
no ponto a. Além disso, seja {vy,..., vi;n} um referencial ortonormal local para o espacgo
normal T+Z. Entao qualquer vetor normal y pode ser escrito da forma y = Y ™ yivi.
Com estas escolhas, (X1, ..., Xn, Y1, ..., Yn) ¢ um sistema de coordenadas locais no espaco

total do fibrado normal T+ Z. Podemos ent&o calcular

< 06 (a,b), Ej> = (de, (V*W), E;) + ) b (de,vi. )

Oxs
Xi i=1

= (Du) (Ex, Ej) — (A(Ex, Ey), b),
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onde na tltima igualdade usamos que (A(Ey, E;)) = —(&eivi, E;). Além disso,

0G 0G
<6_i(a’b)’Ej> =(vi,E5) =0 e <a—yi(a,b),\/1> = (vi, V1) = dir.
Com isto, obtemos que
D2u(a) — (A(a),b) 0
det dG(a,p) — | Pr@) — (Ala)b) — det (D2u(a) — (A(a), b)) .

* Id

Lema 10. O determinante Jacobiano de G satisfaz

n

0 < det G'(x,y) < F(x)™T,

para todo (x,y) € A.

Demonstracao. Considere um ponto (x,y) € A. Usando a defini¢ao de A e a Desigualdade

de Cauchy-Schwarz, obtemos

—(VH(x), VFu(x)) — f(x)(H(x),y) < (VH(x) + fF(x)H(x), VFu(x) +y)
< |VH(x) + f(x)HX) | [VFu(x) +y|
< VIVEFR + FPHE) 170 + lyl?

< \VIVEFRE 4+ F(x)2H(x)L

Como u é solucio de (1.33), divy (fV™u) = nfrt — VIVEF? + f2[H]?, deduzimos que

Asu(x) — (H(x),y) = f(x) 'divs (fvzu) —f(x) ! <sz, Vzu> — (H(x),y)

= nf(x)nt — f(x)'VIVEFX)P + F(x)2H(x)]
— f(x) (V*f, V u) — (H(x),y)

< nf(x)nT.

]

Voltemos a prova do Teorema 6. Pelo Lema 8 temos que {0? < |G(x,y)]? < 1} C
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G(Q x{y e TLZ; 02 <|G(x,y)]* < 1}). Entdo, pela Féormula da Mudanga de Variaveis,

IB"*™ (1 —0) = dzéj dz

J{zeRn; o2<|z|2<1} G(OX{yeTLL; 02<|G(x,y)[2<1})
x

<j (J |detDG(x7y)rIA(x7y)dy) du(x).
Q {yeTLs; o2<|G(x,y)|2 <1}

Entao pelo Lema 10,

n

BR (14 0™ < J f(x)nl) dux).

Q (J{y ETLL; 02<|VEIu(x)2+|yl2<1}

Fazendo uma mudanca de varidveis e usando a férmula da coarea,

J 1 dy :J . | Idetg’(z)|dz
{YeTds; o2<|VEiu(x)|2+]yl2<1} {z€TLE; (02—-VEu(x)2) 2 <z< (1-|VE]) 2}

— |]Bm|J . dvol(z)
{z€TL L5 (02-VEu(x)[2) ? <z<(1-|VE]) 2}

— |B™| ((1 — \Vzu(X)lgf - (02 - \Vzu(x)f)

f3
~_

+

Onde g é a mudanca de coordenadas |[y[* — z. Isto implica que

’Bn+m| (1 + O_n+m) < |Bn+m‘J
Q

((1 — ‘Vzu(X)’2> 7 (o — }vmu)\)f) f(x)noT,
(1.34)

para todo 0 < 0 < 1. Como m > 2, segue do Teorema do Valor Médio que bz —az <

F(b—a), para quaisquer 0 < a < b < 1. Consequentemente,

m m
2

(1= [v=u)*) " = (o= [V=u ") " < T (1= [VRul[) = (o - \vzu(x)|2>+>

(1 - O-Q)a

+

<

|3

para todo x € Q e todo 0 < 0 < 1. Substituindo este resultado em (1.34), obtemos que

m
< —

B (1 0™ < BB (1- %) | e,

Q

para todo 0 < o < 1. Dividindo a desigualdade acima por 1 — ¢ e usando a identidade
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1—o™™m=(1—0)(c™™ 1 +...4 0+ 1), obtemos

n+m
. m n
IB™t™| (Z G“J”“_‘) < 5 BT+ o)J fis,

i=1 Q

Fazendo o — 1, segue que

(n+m)[B™M < mlIB‘“lJ

fis < mIIBmIJ' =4
o)

>

Combinando este resultado com (1.33), obtemos

n+m % =
J \/lefl2+f2!Hl2+J f:J froT >n((n+m)\]}3 !) (J fnnl) |
Z o b m|B™| s

Como desejavamos.

Agora suponha que X é desconexa. Neste caso, a desigualdade acima se verifica para

cada componente de £, entao podemos somar todas as componentes. Como

n—1
n

3=

A" b >a(a+b) " =(a+Db)

para quaisquer a,b > 0, e n > 3, concluimos entao

1 n—1
b o m|B™| ba

completando a prova do Teorema 6.

Corolario 3. Se L ¢ uma imersio minima compacta n-dimensional de R™2, entdo
satisfaz

05 < n B 5]

1.5 Estabilidade para Hipersuperficies com Crescimento

Euclidiano

Uma das mais importantes contribui¢oes para o estudo da estabilidade em hipersuper-
ficies minimas foi feita por R. Schoen, L. Simon e S. T. Yau em [41], onde estudaram

o comportamento de hipersuperficies com crescimento Euclidiano. Nesta secao, iremos
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apresentar os principais resultados deste artigo, que serao de fundamental importancia
para a continuacao deste trabalho.

A principal inspiracao para o resultado principal é a classica identidade de Simons:

Teorema 7 (Simons, [45]). Seja I™ < R™"! uma imersio minima. Entdo, a sequnda

forma fundamental satisfaz a identidade
1
§Az Azl + A5 = [V Az

ao longo de L.
Comecemos com a seguinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Simons:

Proposicao 6. Suponha que I™ < R™"! é uma imersao minima. Entao

VAL ()P > (1 i %) VIAs (I, (1.35)

sempre que As(x) # 0.

Demonstracao. Escolha um referencial ortonormal {Eq, ..., E,,} paralelo e diagonalizante

de Ay em p € X. Entao,

Ve, |As[F =2 Z (Ve As) (5, Ex) As (B, Ex) = QZ Ve As) (B, B5) As (B, &),

j k=1 j=1

e pela desigualdade Cauchy-Schwarz,

41AsP IV A5 = —4

o 2
(Z Ve As) (B, E) As (F—jan))
j=1
VE,

o () (£ e

n

=4]As” ) (VeAs) (B, ).

i,j=1

- -
L'M= M\’Iﬁ
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Isto implica que

n

VIAsIP < ) (Ve As) (§, E)?
=1
= Z (Ve,Ax) (Ej, F—j)Q + Z (Ve,As) (B, Ey)?
i#£j i=1

2
= (VeAs) (B, E)? Z (Z Ve Az) (Ej,Ej)>

i#j i=1 \j#i
<) (VEAs) (B, E)+(n—1)) (Ve As) (B, E)*
i# kat!
=n) (VeAs)(E,E).
i#)

Entao, pelas equacoes de Codazzi,

2 2 = 2 2
(1+E> V1AL € 3 (VeAs) (6,6)" +2 (TeiAs) ()
i,j= 17)

=Y (Ve AD) (B, )+ Y (VeAs) (B, Eo)
i#] i=1
+2) (VeAsr) ().
i#j

Reorganizando,

2 n
(1+H) VIA < 3 (VeAs) (6 B+ 3 (VeAs) (B B
145 1=

+ Z (Ve,Ax) (Eq, Ej)g + Z (Ve As) (Ej, Ey)’
1] i#j

= |VAs|]”.

A partir destes resultados, obtem-se o seguinte Teorema:

Teorema 8 (Shoen-Simon-Yau [41]). Suponha que ™' C R™ é uma hipersuperficie
minima estdvel 2-lados. Para todo p € [2,2 + ,/%) e cada funcao ¢ Lipschitziana

nao-negativa, vale que

J AP 2P < C(n,p)J V[P, (1.36)
b pX



Capitulo 1. Preliminares 37

Demonstrag¢io. Se tomarmos 11 = |A['*9f,0 < q < /=%, na desigualdade de estabili-

n—1’

dade, obtemos

J |A|4+2qf2 < |vZ(|A|1+qf|2 — J ‘va|A|1+q + |A|1+quf‘2
z z =

J

= | (FVHA HIA[TIVEL FVEAITY + ATV
z

— f2 <VZ|A|1+q, VZ|A|1+q> + 2f|A|1+q <VZ|A|1+q7 Vf>
JX
+J APT29(VEf, VEf)
by
=(1+ q)QJ ALY | VAl +2(1 + q)J fIA[' 29 (VAL V>f)
x z

+J AP |7 (1.37)
b
Agora, multiplicando a desigualdade de Simons (cf, [41])
4 2 2
IAJAIA[+ A" = —— [VIA[]",
n—1

por |A|?9f2 e integrando, obtemos

2
_ J ’V|A||2 |A|2qf2 < J |A|1+2qf2A|A| + |A|4+2qf2

= J |A[4F2a¢2 — 2J fIA|*T29(Vf, VIA|)
> >

1+ 2q)J PIAPY VAL (1.38)
>

Combinando (1.37) e (1.38), vale

2
— J IVIAIP |A[29£2 < (1+q)2j f2|A[2d \WAIHJ A2 |V
n—1)s b 5

+2(1+q) J fIA["T29 (VA V*F)
z

— 2J fIAI"29 (V>f, VIA])
z

—(1+2q)J A2 | VEIA|”
z
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Dai

2
(ﬁ - qQ) J AP IVIAIP 2 < J APV + QqJ fIA[29 (VEF, VE(A])
> > by
<| 1Apawee s eq | Pape AR
z >

+9J VAP,
€ Js

1
€

onde na tultima desigualdade usamos que 2xy < ex? + ty?, para qualquer € > 0. Entao,

2 2 21212 Sial2 qJ T o12) A 1242
——q° — f2|A |7 Al < (1+-= fI2|A[#T24. 1.
(n_l q eq)L AP VEAI < (14 0) | I9EPIA (1.39)

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (1.37), iremos obter

J |A|4+2qf2 < (1+q)2J f2|vZ|A||2|A|2q+J |A|2+2q|Vf|2
z z z

+2(1+q) J A9V ] [ V>A]] (1.40)
b3
Substituindo (1.39) na equagdo acima,

J |A[1T29£2 < 2(1 + q)QJ f2|A 24 |VZ|A||2 + QJ |A[29+2|Vf?
Py > Py

. <2(1 +q)%(1+9)

147 e

+ 2) J AP |7
z

Se colocarmos p=2+qef=¢P,entao 2 <p <2+ @/ﬁ e aplicando a desigualdade

de Holder, obtemos

-

p—1

e < | apr-zge(oraf <o ([ ama) " (] vl
z z z z

P
)

para algum ¢ = c(n, p), como desejavamos. m

Observacao 5. Eriste a sequinte versao melhorada do Teorema 8, também conhecido

como Teorema de Schoen-Simon-Yau (veja e.g. Teorema 8.16 de [1/]).

Teorema 9 (Schoen-Simon-Yau, [41]). Seja ™ — R™"" uma imersao minima completa

2-lados. Entdo, para qualquer « € [2=2,1 + \/%) existe uma constante C = C(n, «) tal

n
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que

J A£l? < CJ IV
b b
para qualquer f € CY(X).

Provemos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 10 (Schoen-Simon-Yau [41]). Se "1 C R™ ¢é uma hipersuperficie minima

estdvel 2-lados, completa, n < 6, e existe V < oo tal que

Vol (Bg(0) N X)
sup

R>0 Rt

<V, (1.41)

entao X € planar.

Demonstragao. Para cadar > 0, existe uma fungao de corte ¢ com ¢lg, (o) = 1, dlp,,(0)
0 e tal que ¢ decai linearmente na direcao radial no anel By, (0) \ B,(0). Combinando a

limitacao da norma LP de |A|? do Teorema 8 para esta ¢ e

7 8
2p =4 - <4 —_
P +\/; +\/n—1’

com a limitagdo do volume (1.41), obtemos

J AVE < Cm,p)r+VEVol (Boy (0) N E)
B, (0)NZ

< C(n, p)2“’1Vr“’5’\/§.

Como n—5—\/§ constante, fazendo r — oo, obtemos que |A]?> = 0, como desejavamos. [

1.6 Conjuntos de Perimetro Finito

Esta secao dedica-se a apresentacao dos conjuntos de perimetro finito que serao impor-
tantes para o decorrer deste trabalho. Estes conjuntos possuem uma larga aplicagao no
estudo de subvariedades minimas, a destacar a prova do Teorema classico de Bernstein
em R™ para n < 6, dada por E. Bombieri, E. De Giorgi e E. Giusti em [9] e suas ligacoes
com a Teoria Geométrica da Medida, uma area muito estudada atualmente. Devido a sua
complexidade que se distancia do objetivo deste texto, iremos nos restringir a apresentar

as definicoes e propriedades basicas.
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Definicao 5. Sejam Q C R™ um conjunto aberto e f € L*(Q). Defina
J |Df| := sup {J fdiv(g) dx; g = (9g1,...,gn) € C5(Q; R™) e |g(x)| < 1, parax € Q} )
Q Q

Como estamos em R™, div(g) = Zn 99i

i=1 aXi .

Exemplo 2. Se f € C1{(Q), entdo por integracio por partes,

= df
fdiv( )dx:—J ~—gi dx,
JQ J QZaXig

i=1

para qualquer g € CL(Q;R™), tal que

J DA :J |V£] dx.
e} o

Mais geralmente, se f € WH(Q), entdo

J DA :J V£l dx
o} e}

Definicdo 6. Uma fungao f € L'(Q) ¢ dita ser de variagao limitada em Q se [, |Df| <

0o. Definimos BV(Q) como o espaco das funcoes em L1(Q) com variacao limitada.

Pelo Exemplo 2, temos que WH1(Q) C BV(Q). O fato destes dois espacos nao sao

iguais segue do seguinte exemplo.

Exemplo 3. Suponha que E C R™ tem fronteira C? e considere Xe a funcdo caracteristica
de E. Se E for limitado, sabemos que Xg € L'(Q). No entanto, é conhecido que xg &
Wl,l(Q)

Suponha que g € C{(Q). Entdo, seque do Teorema da Divergéncia que

J xediv(g) :J div(g) :J (g, V).
e} E O
Se |g(x)| < 1, entdo seque da Desigualdade de Cauchy-Schwarz
J (g, V) SH"HIEN Q) < oo, (1.42)
)3

onde H™ 1 ¢ a medida (n — 1)-dimensional de Lebesque que em conjuntos requlares pode
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ser identificado com a medida de volume usual, como pode ser visto na Proposicao 30. A
equacdo (1.42) mostra que X € BV(Q), logo nao se pode ter BV(Q) Cc WHH(Q).

Por outro lado, observe que, como E tem fronteira C%, v(x) é um campo vetorial com
lv(x)| = 1, e pode ser extendido para um campo vetorial N em todo o R™, de modo que
N € CH(R™;R"), com IN(x)| =1 para todo x. Agora, sem € C(Q) e m| < 1, vale que,
escrevendo h =N,

J div(g) dx = J ndx™~ 1,
E dOE

entao

| oxelzswd | gasrt gecrianig<i}zarpene) 1)
Q OE
Combinando as equagdes (1.42) e (1.43), obtemos que
J Dye| = H" 1 (JE N Q).
Q
O exemplo acima mostra que, restrito ao R™, [ [Dxgl| representa o perimetro de 9E

em Q). Isto motiva a seguinte definicao,

Definicao 7. Sejam E um conjunto de Borel e () um conjunto aberto em R™. Defina o

perimetro de E em () como

P(E, Q) = L Dxel = sup {JE div(g): g € CHQ:R™), lghu)l < 1}.

Se Q =R"™, P(E) =P(E;R").
Se E for um conjunto de Borel localmente de perimetro finito, i.e., P(E; Q) < oo para

qualquer conjunto aberto Q, dizemos que E é um conjunto de Caccioppola.

Existe uma vasta literatura e muitas aplicagoes acerca dos conjuntos de Caccioppoli
(como ja citamos, a prova geral do Teorema de Bernstein classico é uma delas) que foge
do escopo deste trabalho. Iremos nos restringir a apresentar as propriedades bésicas que

serao uteis neste trabalho.

Teorema 11 (Semicontinuidade Inferior, [25]). Seja QO C R™ um conjunto aberto e {fj}en
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1

loc (Q) para uma funcao f. Entao

uma sequéncia de funcoes em BV(Q) que converge em L

J IDf| < limian ID;|. (1.44)
Q = Jo
Demonstragdo. Seja g € Ch(Q;R™) tal que |g| < 1. Entao pelo Teorema da Convergéncia

Dominada,

J fdiv(g) dx = lim J fjdiv(g) dx < lim ian |Dfj],
Q Q Q

j—o0 j—00

basta entdo tomar o supremo na relacdo acima para obter (1.44). O



Capitulo 2

Superficies Minimas Estaveis em R?

Neste capitulo, apresentaremos a solucao do Problema de Bernstein para superficies mi-
nimas estaveis em R? descoberta por M. do Carmo e K. Peng em [13]. Além disso,
apresentaremos um importante e classico resultado, que pode ser encontrado em [14], que
mostra uma rigidez de crescimento para hipersuperficies minimas e mostraremos que estes

resultados sao equivalentes.

2.1 Teorema de Bernstein Estavel em R?

Nesta secao provaremos a versao mais simples do Teorema de Bernstein estavel, que
depende apenas da estabilidade e suas propriedades. Esta também representa a origem

do problema que motiva este texto.

Teorema 12 ([5]). Seja X : M — R? wma imersio minima estdvel, 2-lados, coneza.

Entao X(M) C R? € um plano.

Demonstracao. Pela Proposicao 5 podemos assumir que M é simplesmente conexa. Pelo
Teorema de Uniformizacgao e a estrutura complexa dada por X, M deve ser conformemente
equivalente ou a todo o plano complexo C ou ao disco unitario B ={z € C;|z| < 1}, e a
métrica induzida ds? em M é dada por ds? = A%|dz|?, A # 0. Analisemos cada caso:

Caso 1. Considere o caso do disco unitério B. Suponha que qualquer subdominio relativo

compacto D C M ¢ estavel, entao tem-se que

JM(uAMu —2u*K) <0, (2.1)

43
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para toda fun¢ao suave por partes u de suporte compacto em M. Entao

1 1
K=—s3Alogh, dM =NdA, Ay = A (2.2)
Logo podemos reescrever (2.1) como
J (uAuL + u?Alog A?) < 0. (2.3)
B

Tomando ¢ = A~! e substituindo u por @u em (2.3), obtemos que
3JB IVeol|u? < L @%Vul — QL ou(Vu- Vo). (2.4)
Dado € > 0, seque da desigualdade de Holder que
| ek < B[ orvmur (25)
M M

Agora, escolha uma familia de bolas geodésicas Bg de raio R que formam uma exaustao

de M, fixe 0 € (0,1) e defina a funcao continua u: M — R dada por

'LL(X) = 1, X € BGR;

R—d , X
u(x) = %}:); x € Bg \ Beg, (2.6)
u(x) =0, x € M\ Bg.

Por (2.5) obtemos que

B _ B B __mB
JBR IVmeol* < m JB ¢’ = (1—0)2R2 (1 — 0)2R? JB - (1—9)2R?’

Fazendo R — oo, concluimos que |Vo| = 0, i.e., A é constante, mas isto contradiz a

completeza de ds? = A%|dz/2. Logo M ndo pode ser conformemente equivalente a B.

Caso 2. Agora, considere o caso onde M é conformemente equivalente ao plano complexo

C. Tomando P = Alog A%, podemos escrever (2.3) como

Jctqu < JCIVuIQ. (2.7)
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Por um lado, se K nao é identicamente nula, podemos escrever que Ap log(—K) = 4K.

Isto implica que Alogp + 1 = 0, entao
DAY +* = [V, (2.8)
Substituindo u por Ppu em (2.7), obtemos
L Pi3u? L P2 Vul? + J@ W V? + J@ Puw(Vu, V). (2.9)

Por outro lado, multiplicando (2.8) por u?, integrando sobre C e adicionando o resul-

tado em (2.9), iremos obter
J (VA [2u? gJ P?[Vul?. (2.10)
c c

Novamente pela desigualde de Young, temos que 2ab < ea? + %bQ, para todo € > 0.

Substituindo este resultado em (2.9) e usando (2.10), obtemos

2 s —t 2t
ll)2|vu’2 = 'LLQ (¢2@> < u2 (“_lb2s + O('_ (|vu|> ) ’
w S t u

que vale para todo o > 0 e todo 1 < s,t < 00, com %+%: 1. Escolha s = %,t:i’) e x

_3 vz 6
o V=ull Hara obter que

suficientemente pequeno de modo que %chll):)’ L K0

—3 6

3,2 _ & J [u
u < — —_—.
Jcll) T3 c ut

A expressao acima ¢ valida para qualquer u € C®(C), a mesma deve valer para u® €

C>(C). Definindo B4 := %, obtemos que

J VRTINS (33J Vul®, (2.11)
C C

para alguma constante 33. A desigualdade acima implica que, escolhendo a funcao u como
em (2.6) na bola geodésica Bg C C de raio R, que {* = 0, entdao K =0 ¢ X(M) deve ser

um plano. Isto conclui a prova do teorema. O

Munidos deste resultado, somos capazes de apresentar uma prova mais simples para o

classico Teorema de Bernstein:
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Corolario 4. Se u:R? — R ¢ uma funcio suave que satisfaz a equacdo das superficies

minimas (1.3), entdo w € linear, i.e., u(x,y) = ax + by + ¢ para constantes a,b,c € R.

Demonstra¢ao. Como visto no Exemplo 1, devemos ter que Graph, é uma superficie

minima estavel. Entao, pelo Teorema 12, Graph,, é planar, o que implica que u é linear.

]

2.2 Resultados Equivalentes

Uma consequéncia importante do Teorema 12 é que imersoes minimas orientaveis com
bordo possuem curvatura (Gaussiana estimada superiormente pela distancia até o bordo.
Este resultado foi provado originalmente por R. Schoen em [40] e a equivaléncia abaixo é

um resultado bastante conhecido (consultar, por exemplo, [14]).
Teorema 13. Para n > 2, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) Qualquer imersio L™ — R™"! minima estdvel, 2-lados conexa deve ser planar;

(b) Eziste uma constante C > 0 tal que qualquer imersao L™ — R™"! minima estdvel

2-lados satisfaz

|AZ(X)| d):(x7 aZ) < CJ

onde ds ¢ a distdncia intrinseca em X.

Para provar este resultado precisamos de uma nocao de convergéncia de imersoes co-
nhecida como Convergéncia de Gromov-Hausdorff pontuada. Dizemos que uma sequéncia
de imersdes pontuadas (Xy : L < R™™! py) converge suavemente para uma imersao
pontuada (X : £ < R™! p.) se existir uma exaustao Q; C Qy C -+ C L, de I

por conjuntos abertos conexos e difeomorfismos ¢y : Qy — d(Qy) C Ly tal que
[Xoo = Xk © dxl[cx () — 0

quando k — co. Sobre esta nogao é bastante conhecido o seguinte resultado (consultar,

por exemplo, o capitulo 7 de [19])

Proposic¢ao 7. Suponha que (Xi : L — R™"! py) € uma sequéncia de imersoes minimas

com [ Xy (pi)l < d € (0,00), sups, [Az| < C e ds, (Poo, 0Z) = Ry, para uma sequéncia
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{Re} — R € (0,00]. Entao, a menos de uma subsequéncia, (Xy : L — R™ py) converge,
no sentido acima, para uma imersio minima (X : I8 < R™ py) com [Xoo(Poo)| <

d, sups_|As | < Ceds (Peo,0Z) =R,
De posse deste resultado, somos capazes de demonstrar o Teorema 13

Demonstracao do Teorema 13. Sabemos que nao existem hipersuperficies minimas fecha-
das em R™"!. Entao se vale (b) para £™ < R™! completa, entdo deve-se ter que
ds(x,0X) = co. Entdo As(x) = 0, isto implica que X deve ser planar.

Reciprovamente, suponha que vale (a) e que (b) ndo vale. Entao existe uma sequéncia

{1 — R} e de imersoes minimas 2-lados tais que

sup |Ag, (x)| ds, (x,0Zy) — oo.
XEX

Seja {QF}iew uma exaustao compacta de Iy tal que UienQF = Zy. Entao é possivel
escolher, para cada k € N um Q* C X, de modo a uma sequéncia {Qy }xen de variedades

compactas com bordo tais que

sup |A_()_k (X)| ko (X, an) — OQ.
xEQk

Como |Aq, (x)|da, (x,0Q) é uma fun¢ao continua definida em um compacto, atinge seu
maximo. A menos de uma translacao, podemos supor que o maximo é atigindo em x = 0.
Defina 1y := do, (0,0Qx) e sk :=|Aq, (0)] (note que TS — 00).

Agora, defina Q| = skBﬁk(O), onde B?kk(O) ¢ a bola intrinseca de Q. centrada na
origem de raio 1. Note que

|Aq;| (0)=s" 1A, |(0) =1

e para qualquer x € Q. temos que

Aoy

(¥)day (x 004) < |Aqy| (0)do; (0,00}) = dag (0,00L) = sire.
Para x € Q) com dg(0,x) < R, temos que

(x)<&—>1.

/\fY XX
‘ k SkTk — R
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Isto implica que Q) tem curvatura uniformemente limitada em conjuntos compactos.
Portanto, é possivel escolher uma subsequéncia convergente de imersoes {Q }xenw que
converge para uma imersio minima estavel Q/, — R™"!. Por construcdo, |Aq, (0)] = 1,

entao Q/ nao ¢é planar, o que contraria (a). O



Capitulo 3

Hipersuperficies Minimas Estaveis em

R4

3.1 Propriedades da Funcao de Green em Hipersuper-
ficies Minimas

Nesta secao iremos apresentar algumas propriedades referentes a funcao de Green de

hipersuperficies minimas estaveis, sobretudo com respeito aos seus conjuntos de nivel.

Proposigao 8 (Proposi¢ao 9, [15]). Paran > 2, seja M™ < R™"! uma imersao minima
estavel, completa, 2-lados, simplesmente conexa com curvatura uniformemente limitada,
IAm| < C para algum C € Ry.. Entao, para p € M, existe w € C2_ (M \ {p}) com as

loc

sequintes propriedades:
(a) Au=0 em M\ {p};
(b) u>0em M\ {p} einfu=0;

(¢c) Valem as seguintes estimativas, para X — p :

u(x) = cn(14+0(1))dm(x, p)* ™,

Vul(x) = (n—2)en(l+0(1))dm(x,p) "
Yu

<V|Vu|, Yl

> = (n—1)(n—2)en(1+ o(1))dm(x,p)™;

49
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(d) Se K é um conjunto compacto contendo uma vizinhanga aberta de p, entdo
J IVul? < oo;
M\ K

(e) u(x) = 0 quando dm(x,p) — oo;
(f) Para todo s € (0,00), o conjunto Qg :={u > s}U{p} é compacto; e

(9) Se's € (0,00) € um valor regular de u, entdo 0Qs = u~'(x) := ¢ € uma hipersu-

perfie conexa fechada de M.

Demonstracao. Se M = R™, entao u ¢ a funcao de Green usual de R™, donde segue todas
as propriedades acima. Suponhamos que M seja nao planar.
Considere uma exaustao Q; C Qy C --- C M pré-compacta de M, com p € Q, e

0Q); suave, para cada i. A funcdo de Green de Dirichlet para Q;, u; = g©(p, x) satisfaz

Aui(x) =0 x € QO \ {p},

ui(x) >0 x € Qj, (3.1)

ui(x) =0 x € 00);.

Ademais, seu comportamento assintotico em torno de p garante que

ui(x) = cn(l 4 0(1))dm(x, P)*~

IVil(x) = (n —2)en(l +o(1))dm(x,p)' T,

Vu,

VIVuyl,
< Vuil

> — = 1)(n—2)en(l + 0(1))dm(x, p)™,

quando x — p, (veja [4, 32, 43]).

Afirmamos que u;i(x) < uj(x) para i <jex € Qi \{p}. De fato, pelo comportamento
assintotico das fun¢des u; em torno de p, dado & > 0, vale que ui(x) < (1 4+ d)uy(x)
para x € 0B.(p) para todo € > 0 suficientemente pequeno (dependente de §). Como
0 =u;i(x) < uj(x) para x € 0Q;, obtemos, pelo Principio do Maximo, que u; < (1 + 0)u;

em Q; \ Be(p). Fazendo 6, e — 0, verificamos a desigualdade w;(x) < u;(x).
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Agora, defina

Wi = max ui(x). (3.2)

De modo analogo ao que foi feito acima, podemos utilizar o comportamento assintotico

de uy e o Principio do Maximo para concluir que
w <y <w g em O\ {ph (3.3)

Pelas propriedades da sequéncia {u; }ien, tem-se que {1 }ienw € uma sequéncia nao-decrescente
de numeros reais. Provemos que {{;}ien possui uma subsequéncia convergente.

De fato, deve-se ter que ou {|; }ien € superiormente limitada (e portanto vale a afirma-
¢a0) ou deve possuir uma subsequéncia crescente ilimitada. Suponha entdo, sem perda de
generalidade, que pn; — oo quando i — oco. Pela Desigualdade de Harnack (Proposicao 31,

a sequéncia de funcoes harmonicas {iui}iem é localmente uniformemente limitada. Segue

do Teorema de Ascoli-Arzel4 que, a menos de passagem a uma subsequéncia, {iui}ie]N

%)
loc

(M\{p}) para alguma func¢ao harmonica nao negativa u € C (M\{p}).

converge em C Toc

Dividindo (3.3) por p; e fazendo 1 — oo, obtemos que 0 < u < 1 em Q4 \ {p}. Por

outro lado, segue do Principio do Maximo que

max u; € a(Ql \Ql) = 6Q1 U 6Q1,
Qi\

e pela condicao de Dirichlet de cada uy, temos

max Ui — maxu; = . 3.4
ong, TR T (3.4)

Consequentemente, u < 1 em M\ Q; e, por conseguinte, 0 < u < 1 em M\ {p}. Como
o supremo ¢é atingido em algum ponto de 0Q), segue do Principio do Maximo Forte que
u=1em M\ {p}

Agora, considere a solucio f; € C®'(M) N C*®(9Q;) do problema
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fi=1 em (),

fi=0 em M\ Q;.

A funcao iui — f; é harmoénica em Q; \ Q; e satisfaz iui —f; < 0em 00; \ Q.
Pelo Principio do Maximo, segue que iui —f; < 0em Q; \ Q. Ademais, {fi}ien €
uma sequéncia de func¢oes harmonicas, com f; < 1 e, repetindo o argumento anterior, a
menos de uma subsequéncia, converge para uma fungao harmoénica f em M \ {p}. Como
iui — 1 quando i — 400, segue que f; — 1 em CY (M) N C.(M\ Qy). Substituindo

f; na desigualdade de estabilidade e utilizando a primeira identidade de Green, obtemos:

J rAM|2f%<J |vm?=J VP — J f.Duf.
M M 0O\Qy 9(0Q\ Q1)

donde segue que

JM GYVIRERS LQ D, fi, (3.5)
1

onde v é o vetor normal unitario externo para ;. Fazendo i — o0, segue do Teorema da

Convergéncia Dominada que

J IAmP? = lim J |AM]2f% < lim J D,f; =0,
M M Yo

1—00 1—00

um absurdo, pois M é por hipotese nao-planar.
Utilizando a afirmagao podemos assumir que [ — M. Dai, novamente podemos

passar a uma subsequéncia e assumir que u; converge a uma funcao harmoénica u €

00
loc

(M\ {p}. Note que u > 0 pelo Principio do Méaximo Forte e que, por (3.3) vale
U S U< U+ Moo

A menos de uma translacao da funcao u, podemos assumir que infu = 0 e concluir
que valem propriedades (a), (b). Para provarmos (c), note que como u — u; é limitada
proximo a p, podemos estendé-la até o ponto p (singularidade removivel).

Passemos agora para a prova da propriedade (d). Considere a solucdo do seguinte
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problema:

Aw;i(x) =0, xeQ;\Q,i>2
wi(x) =0, x € 00,

wi(x) =u, x € 0Q)y,

wi(x) =, x € Q.

Pelo Principio do Méaximo, u; < wy < uem Q; \ Q;. Entdo, como u; — uwem C2 (M\

{p}), tem-se que w; — wem C°_(M\ {p}). Ademais, podemos mostrar que

loc
J VW1|2
Q\Q1

é nao crescente em i. De fato, para j > i vale que

[ w3
Q;\Q 05\ Q1) m

[
>

o
S
—
IS
Q
3

P
~
2

N

3 1
J Ty 2 (J |wa>,
Q]\Ql Qi\Ql

donde segue a afirmagao. O item (d) segue entao por passagem ao limite.

Para a prova do item (e), note que no argumento anterior mostra-se que

J [Vw;* < C.
OQN\Q;

Tome ¢ € C®(M) tal que = 0 em Qe d = 1 em M\ Q3. Considere agora a
fungdo ¢w; e note que dpw; € CYUH(M). Pela desigualdade de Michael-Simon-Sobolev

(cf. Teorema 33) segue que

n—2

<J ((PWi)*?nZ) ’ <CJ O VWi’ + wilVP.
M M
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Pelo item (d) w; possui energia de Dirichlet finita. Como V¢ possui suporte compacto e

w; — uwem C® (M\ Q,), tem-se que

loc

2n

J w2 < C < 00.
M\ Qs

1

Utilizando o Lema de Fatou, podemos passar ao limite e obter

2

J un? < C < oo. (3.6)
M\ Q>

Por outro lado, como M possui curvatura limitada, pela desigualdade de Harnack
(Proposicao 30)
u(y) = C Mu(x) Yy € By(x).

Ademais, como cada bola B{(x) possui medida limitada inferiormente, se existisse uma
sequéncia x; — 0o com u(x;) > €, para algum ¢ > 0 fixado, entdo teriamos uma contra-
digao com (3.6).

O item (f) é uma aplicacao direta dos itens (c) e (e). De fato, é facil ver que Qg é
limitado para s > 0, pois do contrario teriamos uma contradicdo com (e). Além disso, é
facil ver que Qg é fechado.

Por fim, provemos a propriedade (g): para um valor regular s, Qs = {u < s} é um
compacto com fronteira suave e fechada Ly = u=!(s).

Afirmagao: Seja s € (sg, 00) um valor regular de u. Entao M \ Qg tem exatamente uma
componente conexa e esta é ilimitada.

Prova da Afirmacgao. Suponha que a afirmacao seja falsa. Se M \ Q¢ possuir uma
componente conexa [ limitada, entao como 0 <u<sem ' e u=sem 9", u atinge seu
minimo no interior de I' e pelo Principio do Maximo, u é constante, um absurdo. Isto
mostra que M \ Q¢ é desconexo, e portanto tem pelo menos dois fins, um absurdo pelo
Teorema de Cao-Shen-Zhu (Corolario 5).

Para finalizar a prova de (g), suponha que X seja desconexo. Neste caso, temos
duas opcoes: i) as componentes serao conectadas em M \ Qg; ou il) uma componente
de X limita um conjunto pre-compacto B € M \ Qg. O caso ii) nao pode ocorrer pelo
mesma aplicacdo do Principio do Méaximo que fizemos acima. No caso i), é possivel
conectar as duas componentes através de um caminho y em M\ Q; (ver figura 3.1). Por

outro lado, note que QO também é conexa, pois do contririo poderiamos tomar uma das
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Figura 3.1: caminho em superficie de nivel

componentes que nao contém o polo e utilizar o Principio do Maximo nesta componente.
Logo, podemos conectar os pontos finais do caminho y por um caminho em Qg e gerar um
loop também denotado por y. Ademais, é possivel ajustar y de tal sorte que ele intersecte
uma componente de Lg transversalmente em apenas um ponto, o que contradiz a hipotese
de que M é simplesmente conexa.

O

Para o que se segue, seja M < R™"! uma imersao minima estavel, 2-lados, completa,
nao-compacta, simplesmente conexa com curvatura uniformemente limitada |[Am| < K.
Fixe p € M e considere u: M — R a fun¢ao de Green obtida a partir da Proposicao 8.

Seja R o conjunto dos valores regulares de u e 8 := (0, 00) \ R. Relembre também que

F(s) = L Vu? (3.7)

*
S

Als)i= | 1A (3.9

S

para s € (0, 00).
Lema 11 (Lema 10, [15]). O conjunto dos valores requlares R € aberto e denso em (0, 00).

Demonstra¢ao. Observe que o item (6) da Proposi¢ao 8 implica que uw: M\ {p} — (0, c0)
é uma aplicagao propria. Como M\ {p} e (0, 00) sao espagos Hausdorff, isto implica que
R é aberto, pois para cada ponto y € R, existe uma bola Bs(x) C M, com u(x) =y e

d > 0, tal que u(Bs(x)) é um aberto contido em R. A densidade por sua vez segue do



Capitulo 3. Hipersuperficies Minimas Estaveis em R*! 56

classico Lema de Sard. O

Agora, para qualquer s € (0, 00), defina
Iii={x e M;u(x) =se |Vu|(x) >0} (3.9)

Entao X} é uma hipersuperficie minima de M. Pela Proposicao 30, dimp,, (Z\Z%) < n—2.

Em particular, se "1 (Z%) < co e, para qualquer fungao f € C (M),

defH“_l |1Zs = J f,

L3

onde no lado direito a integragao é tomada com respeito a forma volume Riemanniana

induzida em X}.

loc

Lema 12 (Lema 11, [15]). Para f € C{ .(M\ {p}), a funcdio t — jz: f € continua.

Demonstracao. Pela Proposigdo 30, é possivel cobrir s \ X! por bolas B, (x;) com
TP < e (uma vez que dimyyay (Zs\Z8) <n—2) e 1y < 1. Portanto, g\ U;By, (x:)
é regular, aberto pelo Lema 11 e possui normal vetor unitirio externo bem definido. Logo

a aplicacao

o J f
L5 \UiBr (xi)

é continua em & = 0. Além disso, segue da Proposicao 30 que

J f<CY I (By(x)) <CY_ 1P < Ce
Zo+5\UiBr (x4) i i
onde C ¢é uma constante que independe de 6. Combinando os resultados acima, obtemos

o desejado. O
Lema 13 (Lema 12, [15]). A funcdo F(s) € localmente Lipschitziana em (0, 00).

Demonstracao. Fixe um subconjunto compacto K C (0,00) e consider s < t valores
regulares de u com s,t € K.
Considere a regiao Qg :=u !([s, t]), i.e., a regido compreendida entre as superficies

de nivel u=!(s) e u'(t). Logo, Qg ¢ uma regido compacta de M com fronteira suave

Vu

Y ULy, lembrando que Iy :=u !(x). Seja 1 o vetor normal externo de Qg ¢, i.e., N = ol
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para g emn = —% para Xi. Usando o Teorema da Divergéncia, obtemos
\Y
F(s) —F(t) = J <Vu, IVul—u> =J (IVulVu,m)
Jo IVl 00, ¢
1
= %12% LQS t <(|Vu!2 +95)? Vu,n> (3.10)

5—0

- limJ div ((|Vu|2 v 5)%%) .
00 ¢
Pelas propriedades do divergente,
div (9u? +8)2Vu) = (VP +8)) Au+ (V (IVuf +8)*, Vu)
1 1
- <5 (V| +8) 2 VIVul?, Vu> ,

pois u é harmonica. Substituindo este resultado em (3.10), obtemos

F(s) — F(t) = lim JQ %(IVuIQ +5) H(VIVUP, V). (3.11)

Agora, pelas desigualdades de Kato e Cauchy-Schwarz e usando o fato que (|[Vuf2 + §)z >

|IVul, vale que

(IVuP +8)# (VIVUP?, Vi) < ((Vul +8) 3 VIVuPIVu < [VIVuP| < 2)vuD?ul,
(3.12)

Entéo, integrando (3.12) e usando a férmula da co-area, obtemos

t
F(s) — F(t)] < J VD2 < cj (s ,) dr.
Qs,t

S

Pela Proposicao 30, o volume de X. é uniformemente limitado por uma constante C; que
depende da dimensao e da geometria local de (5. Entao, escrevendo C; = C - Cy, a

desigualdade acima implica que
[F(s) = F(t)] < Ca(t —s). (3.13)

Como t > s, obtemos o desejado. O]
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3.2 Aplicacao da Formula de Stern-Bochner para Mi-
nimas Estaveis

Em [46] D. Stein mostrou uma forma de combinar a formula de Bochner com a Equacao
de Gauss para obter informacoes sobre a curvatura escalar a partir do comportamento
de fungoes harmonicas na variedade. Nesta secao, usaremos este método no operador de
estabilidade para obter estimativas para as aplicacoes A e F, definidas em (3.7) e (3.8).

Iniciamos com a seguinte desigualdade integral.

Proposigdo 9 (Proposi¢ao 13, [15]). Para qualquer fung¢ao @ € C2((0,00)) vale que

J:O o(s)%A(s)ds < 8?7[ J:O (s)*ds + % J:O @’ (s)F(s) ds. (3.14)

Demonstracao. Defina a seguinte aplicagao
2 1
€5 = (|VU’ +5)4.

Entao,

_3 1
Ves = - (IVul* +8) * VIVl = Je*VIVul” (3.15)

e~ =

1
Aes — Ze*MWuP — ;e64<Ve57 ViIAuf?)

1
= —ez *AlVuf* —

: S o7 VIV, (3.16)

16

Como u é harmonica em M \ {p}, vale a formula de Bochner:

1
Acs = Se5 <|D2u!2 + Ric(Vu, Vu) — 2657 \V!VuFIQ) : (3.17)

Agora, considere P € CP(M \ {p}) e entao tomando f = es\ na desigualdade de

estabilidade obtemos,
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J|AM|2e§w2< IV (esth)P?
M

= | e2VUP + 2esh(V, Ves) + h?|Ves|? (3.18)

JM

r

1
= | eIVP + (VI VeR) + b7 Ves [,
JM

Tomando { de modo que P = 0 em 0M, tem-se pela primeira identidade de Green,

JM<W’27V6%> +yact = | 922%

M v
Dai,
[ 1
J AmPER < | VPP — S2Aet + 12Vl
M Im 2

=| eIV —1? (esAes +[Ves’) +?Ves|
JM

= | —esP?Aes + 2|V
JM

Substituindo (3.17) na equagao acima, obtemos
2,2 L 2.2 3 4 212 : 2 2 2
IAml ey < ——e; | ID*ul” — —e; }VIVu! ] + Ric(Vu, Vu) | h* + ez [Vul”.
Reorganizando,

J (|AM|2e§ <1D2u|2 e54|vqu| |* + Ric(Vu, vm))qﬂ gJ e3[Vl.
M M

Pela equagao de Gauss, Ricpm < —|Am|. Além disso, pela desigualdade melhorada de Kato

vale, pela definicao de es,
3 2 2. 12 2. 12
3 ‘VIVuI ] IVuPD*uf? < e;|D*uf?
Isto implica que

1
Amle —2+§e6 <!D2ul2 5 [VIVuP|® + Ric(Vu, Vu)> > 0. (3.19)
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Seja B um subconjunto aberto de (0,00) contendo todos os valores singulares de u, e

$L:=(0,00) \ B. Entao,

1 3
J (|AM|2e52 +5e <|D2u|2 —5e" [VIVuP[” + Riem (Vu, Vu))) P* <
u~t (1)

J ez[Vul? +J ez|Vi.
u (L)

u~1(B)

Fazendo & — 0, tem-se que es — |Vul2, logo, pelo classico Lema de Fatou e (3.19),

obtemos

1 3
J <!AM!2|VLLI + 5qu|*1 (!D2u|2 — gquy*Q |vquP\2 + Ricm (Vu, Vu)>> P? =
ut(4)
1 3
J lim inf <|AM|2|e§ + ~les? <|D2u|2 — Ze;* |VIVUP® + Riem (Vu, Vu))) P? <
‘U—*l(ﬂ) 5—0 2 8
1
lim me <|AM|2|e§ + §|eg2 (|D2uy2 — geé‘* \V|Vu|2|2 + Riem (Vu, Vu))) P? <
u—1(U)

5—0
lim inf (J' ez[Vul? +J e%!VuP) =
5—0 ufl(u) B

j |Vu|rv¢|2+f VTP, (3.20)
w1 u-1(38)

Pela Formula da coarea, novamente tomando L :=u~'(s), obtemos que
2 1 —2 2.2 3 2 - 2
Aml” + §\Vu’ IDu/” — 3 |VIVUul?| + Ricpm (Vu, Vu) | ) p?ds | <
u s

J (J |V1|)|2) ds +J IVul|[ V. (3.21)
U X u-1(3)

Para ¢ € CZ((0,00)), tome P = @(u), entdo

1 3
J (J <|AM|2 + §|VLL|_2 <|D2u|2 -3 ‘VIVuIQI + Riepm (Vu, Vu)>> 1|)2> ds <
a \Jz,

[ ooy (J \Vurﬁ) as+[ ot (3.22)
S0 S u-1(:)

Se s € 4, como X  é uma hipersuperficie imagem inversa de um valor regular, seu normal

YVu

- Para hipersuperficies vale que:

unitario externo é dado por v =

Az, = [Vul7'D?(ulz,), (3.23)
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entao,

IVul?|Az, 2 = D*ul? — 2|V|Vul]* + D?u(v, v)?, (3.24)

e como u ¢ harmonica,

IVulPHz = D*u(v,v)*. (3.25)

Combinando estes resultados com a Proposicao 6, obtemos que

1
—RICM(VLL, Vu) = RlCM ( = —|AM|2 — QK;_-_S — |A):S|2 + H2257

Vu Vu
[Vul?

Vul” [Vl

o que implica
. 1 2 2 Lo 12 2
2Ricpm (Vu, Vu) = —§|AM| — [Vu|*Ks, — §|D ul” + |[V|Vul|

ao longo de X4. Entao,

3 1
2 0 2 . L (D22 2
L(p(s) (L JAME + 4 (|D ul? — V|V )) ds <

L ols)? (L %Kzs) s L @'(s)°F(s) ds + Lm o' (s)2IVuf’

Pela definigao de A(s) pelo item (g) da Proposicao 8, para s € R, L é conexa e pelo
Teorema de Gauss-Bonnet, IZS Ky, < 4m. Usando isto, a desigualdade de Kato e as

definicoes de A(s), F(s), obtemos:

3 1
[ ot (] Jame + vu (02 - 1919l ) as <
m 5. 4 4

L o(s)? (LS %Kzs) ds +L(p’(s)2F(s) ds +J @’ (s)?|[Vul.

u—1(4)
Portanto,
8 4 4
J o(s)? <—”j o(s)? ds +—J o' (s)?F(s) ds +—J o' (s)?IVul’.
L 3 s 3 sl 3 u—L(L)

Como @ é de suporte compacto e Lipschitz, sua derivada é uniformemente limitada quase

sempre, entao ¢@’(u)?|Vul? é uniformemente limitada, logo |B Nsuppe| — 0 e concluimos
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que
> 2 87 [, 2 4%
Q(s)*A(s)ds < — | @'(s)°ds +=| @'(s)*F(s)ds.
0 3 Jo 3 Jo
Um argumento de aproximacao padrao para ¢ completa a prova. O

Agora é possivel estabelecer o seguinte resultado:

Lema 14 (Lema 15, [15]). Vale que F(t) = O(t) quando t — 0.

Demonstragao. Novamente, defina Qs :={x € M;t <u(x) <s, s,t € R} e observe que

00+ = Xy UZLg. Integrando Au = 0 e usando o Teorema da Divergéncia, obtemos

0= JQ Au = L%Wu,n) = Jzt<Vu,n> —J (Vu,m),

S

pois o normal unitario externo tem sentidos opostos em X e Xs. Pela definicado de m

segue que

J IVuI:J |Vul.
T T,

Como [Vul € C¥ . (M\{p}) e t,s € R sdo arbitréarios, segue do Lema 12 que t — th Vul

é constante. Como M tem por hipdtese curvatura de Ricci uniformemente limitada, segue

da Desigualdade de Harnack (Proposi¢ao 31) que

F(t) :J IVul? < CJ u|Vul.
Tt

Iy

Como Z; é uma superficie de nivel, vale

F(t) < (CJ |Vu\> t=Cit
Tt

isto implica que

quando t — 0, como desejavamos.
Como consequéncia obtemos o seguinte

Corolario 5 (Corolario 16, [15]). Vale que

1 1

t
limsupj A(s) ds —i—tQJ

nNo St t t

4
s2A(s)ds < O(s) + §J t2s7*F(s) ds,

(3.26)
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quando t — 0.

Demonstracao. Para € € (0,1) e 1 < t, considere a funcao:

,

0, se s € (0,€l),
1 —logl
1—u, se s € [el, 1),
log e
1, se s e [lt),
Pels) = (3.27)
ts 1, se s e [t1),
t(2 —s), se s € [l,2),
0, se s € [2,00).

Entao vale que

1 1 2 t 1
1 —logl
J@AQ%BZJ Q__%i_&i)ds+jds+Jeszm

0 el log e 1 t
1 2
1 —logl
:J(L"%i_%g ds — 2 492t L. (3.28)
el log e

Por outro lado,

! logs —logl 2 l 9
l—————"-) ds=—5—[log"e+2loge+2(1 —¢€)l.
cl log e log” e

Observe que, tomando € suficientemente pequeno, 2log € + 2(1 — €) < 0. Portanto,

Jl (1_ logs—logl>2 ds
el log €

N
—

(3.29)

Entao, por (3.28) e (3.29),

1

1
J Pe(s)?ds < —t2+2t J ©e(s)?ds = 0O(t).
0 0

Da Proposicao 9, tem-se que

Joo Pe(s)2A(s)ds < 8?7[ JOO @e(s)?ds + = JOO @’ (s)?F(s) ds. (3.30)

0
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Analisemos cada fator da expressao acima:

1 2

00 1
J @’ (s)*F(s)ds :J (PIE(S)QF(S)dS—f‘J @’ (s)*F(s) ds +J @’ (s)*F(s) ds

0 0 t 1

=0 (I log elfl) +J

t

1 2

t2s7*F(s) ds +J t2F(s) ds; (3.31)

1

1 1

@e(s)?Als)ds + J @e(s)?Als) ds

t

t

| ocsratstas = |

0

@c(s)?Als) ds +J

el 1

2
+J @c(s)%A(s) ds

1

1 2 t
| —logl
:J (1_u) A(s) ds +j A(s) ds
1 log € 1

—l—Jl t?s 2 A(s) ds +J2 t2(2 — s)%A(s) ds; (3.32)

1

0 1 2
J Pe(s)?ds = | @e(s)’ds +J Pels)*ds
0 0 1

2

O(t) +J t*(2 —s)*ds = O(t), (3.33)

1

quando t — 0. Substituindo (3.31)-(3.33) em (3.30), obtemos

! logs —logl 2 t 2 9 9
1————=) A(s)ds + | A(s)ds | t°(2—s)?A(s)ds
el log e 1 1

1 2

t2s7F(s) ds + J tF(s) ds.

1

<O)+0 (Ilog elfl) +J

t

Fazendo € — 0, [ (1 — 1OJlf')g;g’gi)f[(s) ds — 0, O(Jloge|~t — 0. E como

r t2(2 —s)%A(s) ds >0,

1

tem-se que

2

4
t2F(s) ds + §J t2F(s) ds.

1
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Por fim, tem-se que ﬁ t2F(s) ds = o(t) quando t — 0. Entao, sob essa condicdo, vale que

t 1 4 1
J A(s) ds tQJ s 2A(s)ds < O(t)§J t2s7F(s) ds,
1 t t

onde O(t) é limitdo independente de 1 > 0. Isto completa a prova. O

3.3 Uma Extensao da Formula de Monotonicidade de
Munteanu-Wang

Considere M? < R? uma imersao minima estavel, 2-lados, simplesmente conexa, com-
pleta com curvatura uniformemente limitada. Para p € M fixo, considere a funcao de
Green u € C2 . (M \ {p}) contruida na Proposicao 8. Defina, como antes,

Agora, considere a aplicacao A : R — C dada por

Ax) ::x+1—\/(x+1) (1—%7(). (3.34)

Note que A([—1,3]) C R. Além disso, vale que

Lema 15 (Lema 17, [15]). Eziste xq € (1,2) tal que se x € (xg,2), entao x—%%(x)—kl > 0.

Prova. Por definicao,

logo,

logo,
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Obtendo o desejado.

O

Proposigao 10 (Proposicao 18, [15]). Eziste uma constante C > 0 tal que, para t € (0,1),
vale que
1 t 1
F(t) < Ct® +4mt® + ~tlim me A(s) ds +J s 2A(s) ds.
4 N0y ¢

Vu

s O vetor unitario normal externo a

Demonstracao. Considere t € R. Escreva v =
Q¢ ={u > s} A familia t — Z; tem velocidade normal |[Vu|~'v. Além disso, a curvatura
média de X, satisfaz

H = —|Vul H{V|Vul,v).

IVu|"H{VIVU?, V) + [Vu| THIVUf? = J (VIVul,v).

t t Iy

Fly = % (L |Vu\2> N L

Fixe o € (g, 2) como no Lema 15, e escreva A = A(«). Note que

tTOF/(t) +t*'F(t) = t"‘J

Xy

(VIVul, v) + oct“ll[ IVul?

It

u X(V|Vul,v) + ou” ¥ Hvuf?

.
|

u (VIVul,v) — [Vu(Vu %, v).

¢

Definindo
1
js == (IVul*+8)?, (3.35)

obtemos que

EF (0 ot () =l | w (T v~ Ja(Tu )
It

Agora,se 0 <t <7t <1, t,T € R, asegunda identidade de Green em Q; ¢ :={t <u < 7}

implica que

[ i =T = (i) sVt =

. ; (3.36)
J u*‘"Ajg, —jéAu*“ —J LLiO(Aj(s — jéAu*“ = J u*“Ajé —jg,Au*“.
(OF} (O™

T
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Como u é harmonica,
Au* = a(a + Du” 2| vu)? — ocu FYAU = oo + 1)u™ 2| vul. (3.37)

Além disso, temos que

Vis = - (IVul +8) * V|Vu?

1
2
: 1 22, 1. 2
Ajs = —1 ||Vu\ | + 535 AIVul”. (3.38)
Aplicando a formula de Bochner em (3.37) e usando o fato que u é harmonica, obtemos
1 :
Ajs = ——]53 |[Vul? ‘ +j5 " (ID*u’* + Ric(Vu, Vu)) ,

isto é,

Ajs =5 " (|D2u!2 4152 |Vul?| ) +55 'Ric(Vu, Vu). (3.39)

Substituindo (3.37) e (3.39) em (3.36), obtem-se que

[ e —iatwu ) = | w (s ) s (v =
It T

J u ! (|D2u|2 ngyWuy?erRic(Vu,Vu))+J5oc(oc+1) (2T,
Qi

(3.40)

Pela desigualdade de Kato melhorada, tem-se que
ID?uf? — 4)52 VIVul? } (3.41)

Seja B um subconjunto aberto de (0, 00) contendo todos os valores singulares de u, e
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i :=(0,00) \ B. Entao, usando a férmula da coarea em (3.40), obtem-se que

J u “(Vis,v) —js(Vu %, v) —J u “(Vis,v) —js(Vu %, v) =
p2S P
1
—J u %5t (|D2uy2 — —j52 ]|Vu\2]2 + Ric(Vu, Vu)) +jsa(oc 4+ 1u &+ | uyf?
Qenu—t(4) 4

1
+J u %5t <!D2ul2 — —j52 \|Vu|2}2 + Ric(Vu, Vu)> +ijsa(a + Du (22
Qenu-1(B) 4

1
— _J O u 5! (|D2u|2 — —j5? ||Vu|2]2 + Ric(Vu, Vu)) |Vu|—1> ds
0Ny \Jz, 4

+J (J jso(ox 4+ Du (2 IVuI)
(t,T)NU X

—J jsac(oe 4+ Du 2| vu? — u %5 'Ric(Vu, Vu)
Qir

—oc _ . 2
_J u 1 <|D2u|2 )5 2 “VU|2} )
Qt,-rﬁufl(%)

1
- J (J T (|92u|2——jg2\|Vu|2\2+Ric(Vu,Vu)) IVul‘l) ds
(t,T)N s 4

—I—J <J jso(ox 4+ Du—(«F2) |Vu|>
(t,T)nut

—J jsaoc+ 1u 2 wu2 — u (FYUi-Ric(Vu, Vu).
Qi Nu-1(B)

Como oo + Du= (25| Vul? — u=* 1 'Ric(Vu, Vu) ¢ uniformemente limitada em

L>(Q¢..) quando & — 0, tem-se que j; — |Vu| e entdo ['B] — 0 implica

(tF/ (1) + ot 'F(t) — (v °F(1) + or % TF(7) <

—J (J u_“IVuI_QRiCM(Vu,Vu)> ds
£,

t

t

+LT (J oo + 1)u°‘2|Vu!2) ds.

Sabemos que, ao longo de Ls,s € R,

—J (J u_“IVuI_QRicM(Vu,Vu)) ds
s

1 1
Ricpm (Vu, Vu) = —§|Vu|2!AM|2 — [VUuPKs, — 5|D2u|2 + VIVl

1 1
[Vu[Ricm (Vu, Vi) = —§!Aml2 — Kz, + VU2 VIVU|P — §|Vu|*2!D2ul27



Capitulo 3. Hipersuperficies Minimas Estaveis em R*! 69

entao, usando a equacao acima e a desigualdade de Kato,

(£ *F(t) + ot 'F(t)) — (T “F/(1) + ar 7 'F(7)) <

J (J u“IVuIQ(IDQuIQ—IV!VUHQ)) ds
s

t

T 1 1
-| (J —u S AMP —w K, SV VIV - 5u°‘rVu|2|D2ul2> ds
s

t
+J (J (o + 1)u_°‘_2|VU|2) ds
t s
<3 (J u“rAMIQ) s + | (J ““Kzs) o - | (J ““'V“'Q'V'W”Q) “
t s t s t )

1 T T
+§J <J u“IVu|2|D2u|2> ds +J (J oo+ l)u"‘lquIQ) ds.
t X t s

Como X é uma superficie de nivel, u ¢ constante ao longo de Xs. Portanto, a relacao

acima pode ser reescrita como

(tF/ (1) + at™*'F(t)) — (7 *F' (1) + ot (1)) <

lj s *A(s) ds +J (J Kzs) ds —lJ' (J !VuIQIV!VLLHQ) ds
2 J¢ t 5. 2 )y paN

+% J: oo+ 1)s™*2F(s) ds. (3.42)

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet e a Proprosicao 8§,

T T 1
J s« (J Kzs> ds < 471J s % ds= —147t(t1’°‘ — !, (3.43)
s

t t -
Além disso, pela desigualdade de Kato melhorada e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
2

3 ID2u|” > VIV’

implica que

s 2

S

3
J |Vu| 2 |D2u‘2 > J Z|IVul VIVl
s

3
> J 3 vul 2 Vv
. 2
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Entao, pela desigualdade de Holder,
2.2 O —1Tr 2
| Dt < Srs s (344
s

para s € R. Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.3), obtem-se

(t*F'(t) + ot * 'F(t)) — (T *F'(1) + ot * 'F(7)) < %JT s *A(s) ds +
ﬁzm(tl“ — 1)+ J: (—;As“lF’(s) + (27\2 + oo + 1)) s“QF(s)) ds.

(3.45)

Agora, pela desigualdade de Young com € > 0,
25 1F/(s)F(s) < 25 teF/(s)? + (2es) 'F(s)%

Tomando € = >, para « como no Lema 15, tem-se que
2A () ? )

)
25 'F/(s)F(s) < A'F/(s)? + AsF(s)*.
Reorganizando,

—A 1 (s)? < —2571F/(s)F(s) + As2F(s)?

—%s”‘F’(s)QF(s)1 < —;s"‘l?\F’(s) + ZAZS“QF(S).

Usando a relac¢do acima em (3.3), obtemos

(£ *F/(t) + ot *'F(t)) — (T *F'(7) + ar 7 'F(1)) < JT s %A(s) ds

t

DO | —

(—;s“lkF’(t) + (27\2 + oo+ 1)> s“QF(s)) ds.

(3.46)

Integrando por partes,

T3 3 _ T3
J ——s ¥ IAF/(s) ds = —-As “'F(s) [5=T —J “A—o)s T 2F(s) ds.
.2 2 . 2
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Sustituindo a expressdo acima em (3.3),

(£ *F(t) + ot 'F(t)) — (T “F/(1) + ar 7 'F(7)) <

N | —

r sTA(s) ds + 4—7((’(1’“11’“) + JT <§7\2 — §7\(oc+ 1) + oo + 1)) F(s) ds
t x—1 ¢ \4 2

—%)\T"‘lF(s) + g?\t“lF(t).

Observe que A foi escolhido de sorte que

3 3
ZAQ — 5}\(oc+ 1)+ (e +1) =0.

Entao,
(t%F'(t) + ot * 1F(t)) — (T *F/'(1) + ot ¥ 'F(71)) <
1(F 4 3 3
—J s %A(s) ds + —ﬂ(tl_“Tl_“) — AT ¥TF(s) + At TLF(1).
2 Ji ax—1 2 2
Reorganizando,

N | o

[t_‘"F’(t) + (oc— 7\) t‘“‘lF(t)} — {T“"F’(T) + (fx— 27\) T_‘HF(T)] <

1(" 4

S| osoAls) ds £ T ()
1 (" 47
- | tlfoc
5 Jt s (s) ds 1 ,

A

pois T > 0. Multiplicando a equacao acima por TRl T reorganizando,

/ 4 1 *
(tcx—%AF(t)) < C(T)?> 3N 4 —ﬂlt“—%A - §t2“—3xj s~ “A(s) ds, (3.47)
X — t

onde

C(t) =71 *F(1)+ <oc— g?\) T 1F(1),

que é uniformemente limitada e positiva, pelo Lema 15 (observe que ot — %7\ > —1). Pelo

Lema 13, existem 1, t € R, 1 < t < 7, tais que F é Lipschitziana em [L, t]. Entdo, integrando
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(3.47) neste intervalo,

Y odn

_3
o 5A+1 do

t
BB <o |

02* 35X 4o +J
1

1

1 t pT
+§J J 02% 3 g% A () dsdo
lJo

_ C (tzcx—g?\ﬂ _ lro—gAH)
200 — A +1
47t 3 3
—1)(a— A +2)

(
1 (" 3
+§J J 02% 2 s % A(s) dsdo.
1

o

Reorganizando,
a—3A a—3A C 20— 3A+1 A a—3A+2
tY20F(t) <V 20F(l) 4 oyt 2 + %2
(t) O 20— 3N +1 (x—1) (x—2A+2)
1 t pt
+—J J o2% 3 g% A () ds
2 lJo
B C 2a—3A+L | Am 1x—3A+2 )
oc——7\+1 (o (oc——?\+2)

Como « € (1,2) e pelo Lema 15, a dltima expressao acima é positiva. Logo,

(; $20—3A+1 + An LA 3A+2
20— 3A+1 (x—1) (c—2A+2)

1 t pT
+§J J 02“_%}‘3_"%(5) ds.
1Jo

(D) < 1PF(L) +
(3.48)

Agora, pelo Teorema de Fubini,

t pT t prs T rt
J J 020 aA g X A (g) dsdG:J J 02% A g A (s) deS+J J 0?* s~ %A(s) dods
1Jo L v
T

Yo 1 3
s* M A(s) ds + —t2“2)‘“J' s A(s) ds.
J 20— 3N +1

t

<;
2oc——A+1

Como s € (0,1), segue do Lema 15 que s* 3M1 < 1. Como t < 1, a estimativa acima

pode ser reescrita como

t pT t T
200—3A . —« 1 1 J —x
2 A(s)dsdo < —— | A(s) d T T —— A(s) ds.
L LG 3 (s) dsdo 20(_%7\+1J1 (s) ds +20¢—%7\—|—1 Gs (s) ds
(3.49)
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Substituindo (3.49) em (3.48), obtem-se que

3 C 47t

®) ) 20— 3N +1 (x—1) (x—2A+2)
1 t 1 3 "
+ A(s) ds + t2°‘27‘“J s “A(s) ds.
220 — 3A+ 1) L (s) 2(200 — 3A + 1) . (s)
(3.50)
Agora, pelo Lema 14, existe K > 0 tal que
10(*%)\]:(1) < Klocfg?\Jrl
isto implica que
1= E1) =0 (1"‘_3") , (3.51)
quando 1 — 0. Pelo Lema 15, isto implica que
L2 F(1) = o(1),
quando 1 — 0. Portanto, tomando o limite 1\, 0 em (3.50), obtem-se que
x—3A C 200—2A+1 4m x—3A+2
t (L)  ————— 20 M 2
BS sa—aat1 CENICEES)
1 Pl ‘ 20— 3A+1 ’ —
+ 2(20(—%?\4—1) <11rln\1glfj1 A(s) ds +t L s *A(s) ds ).

Como o — A(a) é continua em o« = 2 e A(2) = 2, tomando o limite « 7 2, obtem-se que

1 t 1.,("
tIF(t) < Ct? 4 4mt + Zhrln\iéafﬁ A(s) ds Zt2 L s 2A(s) ds.

Como T < 1, a afirmacao ¢é verdadeira. O
Corolario 6 (Corolario 20, [15]). Vale que F(t) = O(t?) quando t — 0.
Demonstracao. Pela Proposicao 10 e Corolario 5, obtem-se que
1 t 1!
F(t) < Ct3 4+ 4mt? + = lim ian A(s) ds + —t3J s 2A(s) ds
4 1No0 )y 4 J¢
1

t 1 4
tlimsupj Als) ds t3J s2A(s) ds < O(?) + —t3J s *F(s) ds.
o N1 t 3 )t
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Logo
1

F(t) < O(tH) + %ti”J s *F(s) ds, (3.52)

t
quando t — 0. Assuma por contradigao que limsup, g F(t)t 2 = oo. Se isto ocorrer,

entao podemos escolher uma sequéncia {tj}jen C (0,1) tal que

F(t))t % = Ert;af](F(s)s’Q — 0. (3.53)
jo

Usando (3.52) com t;, obtem-se

F(t;) <O(8) + =t Jl s 2(s72F(s)) ds

1 1
<O(t) + gth(t)J s 2 ds

Reorganizando, obtem-se que
1 2
1—§tj(1—tj) F(tj)gO(tj),

um absurdo, pois (1 — %tj(l —1t;)) — 1 quando j — oco. Isto implica que F(t) = O(t?),

como queriamos. ]

3.4 Resultado Principal

Podemos finalmente demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 14 ([15]). Se M? — R* ¢ uma imersio minima estdvel, conexa, 2-lados,
completa, entao M = R?* C R*.
Sabemos pelo Teorema 13 que este resultado é equivalente ao seguinte teoremas:

Teorema 15. Seja M3 — R* uma imersio minima estdvel e 2-lados. Entdo, existe uma

constante C < oo tal que

Am(p)ldm(p,oM) < C. (3.54)

Demonstracao. Suponha que o resultado seja falso. Entao, existem uma sequéncia de

hipersuperficies minimas estéveis, 2-lados, M; < R* e uma sequéncia de pontos p; € M;
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tais que

IAMm, (pi)ldm, (Pi, OMy) = Ry — o0, (3.55)

onde dp denota a distancia intrinseca em M;. Considerando um subconjunto apropriado
de M;, podemos assumir que M; é compacto e suave até seu bordo. Isto nos permite
assumir que p; maximiza a fungdo x — |A;(x)|dm, (x, 9M;). A menos de uma translagio
e de um reescalonamento da métrica, podemos assumir que p; = 0 e |A;(0)| = 1. Entao,

para quaisquer T < Ry e x € M; com dp, (0, x) < 1, obtemos

|Am, (x)] <

e entao, para cada r > 0,

— 1.

sip A, ()] € =
d, (x,0)<r Ri—r
Portanto, M; converge subsequencialmente suavemente para uma imersao minima esta-
vel, 2-lados, completa M? < R* com [Am(0)] = 1 e [Am(x)] < 1, para todo x € M.
Mostremos que uma imersao desta forma nao pode existir.
Pelo Corolério 2, podemos assumir que M é simplesmente conexa. Considere a funcao

de Green u € C2 (M \ {p}) como na Proposi¢do 8, e como antes considere

Fit) = |17,

onde £, = u!(t). Pelo Corolario 6, vale que F(t) < Ct2, para todo t € (0,00) e algum
CeR.
Considere f = @ ou para uma fungio teste @ € C%((0,00)) e substitua na expressao

acima. Entao, pelo Teorema 8 e a formula da co-area,

r

JM|AM|%(u)3<c |vupou)|3=cj o' (WP IV

JM M
(00 o
=C (J (p’(u)3!Vu!2> ds = CJ @'(s)? (J !VuIQ) ds
JO P 0 DT
) 0o
=C| ¢'(s)’F(s) ds < CJ @'(s)3s? ds. (3.56)
Jo 0
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Para p > 0, escolha

07 t € [07 p72)>

log t
+B ot ),

logp

et) =141, telp™,p),
logt

_1 g ) t S [p7 p2)7
ogp

Entdo @ € Cy' (M \ {p}), e por (3.56),

o0

J AmPo(u)?® < CJ @’(s)*s? ds.
M

0

Portanto,

los3 los3
J |AMP<2+ : )-+J |AMP+J |AMP(2— : )
{p-2<u<p1} log p {p-l<u<p} (p<u<o?) log p

P g2 p* g2
< CJ s— ds + CJ s— ds =
o2 s¥log” p o s3log”p

2C
log”p’

1

- - C
(log p -—bg92)+i&ggﬂogﬁ-—bgp)=

log® p

Por outro lado,

log s log p—2 log p?
9 0B o9 08P T, BRI yg g
log p log p log p
isto implica que f{p,2<u<p,1} IAm (2 + 112%2)3 > 0. Analogamente,
log s
| awre- =0
{p<u<p?} log p
Combinando estes resultados, obtemos
2C
J AMmPP < ——.
{p~1<u<p} log”p

Fazendo p — oo, obtem-se que Ayg = 0, um absurdo pois |[An (0)] = 1. Logo a sequéncia

{Mi}iew nao deve existir e a estimativa (3.54) é verdadeira. O



Capitulo 4

Hipersuperficies Minimas Estaveis em

R*: Versao 2

Uma analise cuidadosa dos capitulos precedentes revela que as demonstracoes ali apre-
sentadas dependem de forma bastante significativa das propriedades do espago ambiente,
em particular da estrutura dos conjuntos simplesmente conexos em R? e da equacao de
Gauss-Bonnet, o que dificulta a obtencao de generalizacoes para dimensoes superiores.
No entanto, em [16], O. Chodosh e C. Li estabeleceram uma nova demonstragao do Te-
orema de Bernstein Estavel em R3, baseada em um método que pode ser adaptado para
dimensoes maiores. Este capitulo dedica-se a apresentacao desta solucao. Vale mencionar
também que, além das duas provas aqui apresentas, existe uma terceira prova indepen-
dente para o Problema de Bernstein Estavel em R*, proposta por G. Catino, P. Mastrolia

e A. Roncoroni em [20].

4.1 O Meétodo de u-Bolhas

Descreveremos agora o método de p-bolhas. Para isto, se n < 7 considere (M™, g) uma
variedade Riemanniana n-dimensional com bordo e assuma que oM = 0_M U 0, M,
onde nenhum dos 04M é vazio. Fixe uma funcao suave u > 0 em M e uma funcao
suave h — fo0o em 0.M (ver figura 4.2). Escolha um conjunto Qg de fronteira suave'

00y C int(M) e 9. M C Qg (ver figura 4.1). Considere o seguinte funcional

! Mais geralmente, um conjunto de perimetro finito, mas para nossos fins é suficiente que tenha fronteira
suave.

7
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AQ) = J wdHm ! —J' (Xa — Xa,) hudH™, (4.1)
*Q M

definido em conjuntos de perimetro finito. Q C M com QAQ, = (Q\ Qp) U (Qp \
Q) € int(M). Um fato fundamental do método é que, nestas condicoes, sempre existe um

minimizante para o funcional A.

M P 7 QM

Figura 4.1: Esboco de M

Figura 4.2: fungao h

Proposicao 11 (Proposicao 12, [17]). Nas condi¢des acima, sempre existe um minimi-

zante Q com fronteira suave para A tal que QAQqy € int(M).

Uma demonstracao rigorosa do resultado acima pode ser encontrado em [49, Propo-
sicao 2.1]. Charamemos este conjunto minimizante de p-bolha ou bolha de sabao genera-
lizada para o funcional A. Para entender as propriedades que esta minimizante possui,

precisamos calcular as variagoes do funcional A.

Lema 16 (Lema 13, [17]|). Se Q¢ é uma familia a I1-parémetro suave de regides com

Qg = Q e campo de velocidades f em t =0, entao

iA(Qt) = J (Hu+ (Vmu, v) —hu) fdH™ (4.2)
dt .

onde H € a curvatura média de 0Q¢ e v é o normal unitdrio externo. Em particular, uma
u-bolha satisfaz
H=—u'"(Vmu,v)+h, (4.3)

ao longo de 0Q).

Demonstracao. Seja F : QO x (—e,e) — M uma variagao de Q, onde F(Q,t) = Q; e
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V, = % é seu campo de variacoes. Entao, pela Definicao 2,

d d . d "
aA(Qt)=aJaQt(qu) (F dut)—aJM (X — xa,) ((hw) o F) (F* dxy)

= ‘[ <Vu, Vt> +u (diVa_O_tV;r + Ht<Vt7Vt>)
00

— J (V(hu), Vi) + hudivp Vy.
Q¢

Acima, o gradiente é intrinseco a M, e omitiremos M na notacao por simplicidade. Por

outro lado, pelo Teorema da Divergéncia,
J (Y, VI + udivon, VY = 0.
20

Entao, usando novamente o Teorema da Divergéncia,

d
—A(Q) = J (Vu, Vi) + uH(ve, Vi) — J diva (huVy)
dt 20, o

= J <Vu, VtL> + (UWH¢ — hu) (v, V). (4.4)
20,

Portanto, tomando uma variagao tal que Vy = v, para alguma P € C*(M),

d

dt

A(Qy) = LQ<VLL, vip + (H—h)uwp = J (Hu+ 0yu — huhp.

t=0 00

Se Q) for uma p-bolha, entdao é um ponto critico para o funcional A, logo a integral acima

¢ nula para qualquer \p € C®°(M). Isto implica que
H=—u(Vu,v)+h,

como desejavamos. O]

Lema 17 (Lema 14, [17]). Considere a p-bolha QO com 0Q) = L. Assuma que Q¢ é uma
familia a 1-pardmetro suave de regioes com Qo = Q e campo de velocidades normal Vv

em t = 0. Entdo definindo Q) == ;—;h:o(A(Qt)) > 0, vale que

1
Qf) < J Veffu— (RM —1—Rs+ \AzF) fu+ (Apie— Asu) £2 dH!

)X

1 1
—J §u*1 (Vmu, vs) 2 4 3 (L4+ R +2(Vmh, vs)) FPudH™
z
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Demonstracao. Pela equagao (4.4), temos que

d? d
—A Q) = —J (Vu, Vi) + (uHe — hu)(ve, Vo)
dt dt Jo0,

= LQ (V ((Vu, Vi) + (uHy — hu) (ve, Vo)), V)
+ LQ ((Vu, V&) 4 (uHe — hu)(ve, Vi) He(ve, Vi)
= LQ (V(Vu, Vi), Vo) + He(Vu, Vi) (ve, Vi) + w(VHe, Vi) (ve, Vi)
- LQ RV, V) (v, Vi) + w(Vh, Vi) (e, Vo)
+ LQ He (Vu, Vi) (ve, Vi) + uH (v, Vi)? — uhHe (v, Vi)
Onde usamos que (V{(vy, Vi), Vi) = 0, que segue direto da ortogonalidade. Novamente
escolhendo uma variacao tal que Vo = {v, obtemos que

d2

S A= LQ YDy, v) + 1 (Y, V), v) + HA (Vs )

t=0

+ J wp*(VH, v) — hp*(Vu, v) —up*(Vh, v)
00

+ J HY*(Vu, v) + uH*? — uhHp?.
20
Como Q é uma p-bolha, satisfaz a equagao (4.3), logo

Q) = | Wt (VH, ) + H (Ve v) + 47D, v)
b
— J PV(Vu, V) + hp*(Vu, v) + udp?(Vh, v).
ba
Usando que 0¢H; = —AF — (JAz,|* + Ric(v, v))F, (vide, por exemplo, Proposigio de [2])
e a Proposicao 6, obtemos que (lembrando que £ = 9Q)
Q) = J (—ll)uAll) — %(RM —1—Rs + |Az|2)> P*u+ HP* (Vu, v)
b
+ | WD) = (T, V) 9V (), )
ba
= [ (P G Re RSP ) wu - Jreuu
T 2 4

+ J (Apmu — Azsu)p? —udp?(Vh, v) — h(Vu, v).
b
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Agora, novamente por (4.3),
Lo Lo 21,2 9, 1iao
§H Pru = S (Vu, v)“p* — h(Vu, v)p* + §h P,
o implica que

Q) < L (—ll)uAtb — %(RM —1—Rsz + |A>:|2)) Pu+ (Apu — Asu)p?

—J %ul(Vu, v)2Pp? + %(1 +h? 4 2(Vh, v) pu.
z

Para completar a prova, basta observar que, como Q é um ponto de minimo, devemos ter

Q) > 0. O

Uma das principais vantagens deste método é que, uma vez localizada, ¢ possivel obter
estimativas para algumas de suas quantidades geométricas, como diametro e volume,
mesmo tendo poucas informacdes sobre a variedade onde ela estid. Para isto, precisaremos

do seguinte resultado técnico.

Lema 18 (Lema 16, [17]). Para uma 2-variedade Riemanniana fechada (X2,g), suponha

que existe uma funcao suave g > 0 tal que
1
Ash < — (Ko —Ks) A+ 57\*1 IVsAl?, (4.5)

para algum Kq € (0, 00). Entdo diamgZ < ,/%071.

Demonstracao. Por contradigao, suponha que existam p,q € £ com

2
L:=d(p,q) >L;:= ”K_oﬂ'

Entao existe € > 0 e uma funcao suave

052\ (B.(p) UBL(a) — (~ . 2)),

L L
com [Vp|<1—¢€,p— _EO em 0Bc(p)ep— ?0 em 0B.(q).
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Bl X ! P
-k \\// /
e : i 2
50 : /—
Ly >
el L&
e ) '
(36 & : Figura 4.4: Qg em N

Figura 4.3: Esboco de p

Seja N a regiao de L entre B.(p) e B¢(q). Defina

h(x) = —2(1— 6)% tan (%p(x)) .

Pela suavidade de p,h € C®(N \ (B¢(p) UBc(q))),h — +0co em B.(p), h - —oco em

B.(q), e vale que

1 N NG ¢
Ko+ sh(x)® —[Vzh|(x) = Ky +2(1 — €)* tan” | —p(x)

91— o) " gec? (%(x)) Vo)

Lo Lo
2
> Ko+ 2(1 — e)Z% {m? (%p(x)) — sec? <%p(x))1
0
2
:K0—2(1—e)2% — Ko — (1—€)?Ky > 0. (4.6)
0

Agora, com a fungao h acima definida, considere, como antes, o funcional
AQ) = | g3~ (xa—xa,) hgdst’,
2*Q N

onde Qy é um conjunto de Caccioppoli com B.(p) C Qo C X\ Bc(q). Pela Proposi¢ao

11, existe uma p-bolha ) minimizante de A com fronteira 0Q) suave. Pelo Lema 16, vale
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que ky =—g (Vsg,vy) +h, onde y =0Q e k, é a sua curvatura. Pelo Lema 17,
0 < J IV P A — Kef2A — ky F2A + (AxA — A A) £2 d5H!
Y

- J <Vz7\, VY> th + <V):h, VY> dﬂ-Cl,
v

onde f é a variacao de uma familia a I-parametro {Q} com Qg = Q. Tomando f = A2,

obtemos

0<|
v

1 1
gJ —‘v A3
V4 K

12
VA2 A=Kz + (AsA =AM A — (VA vy) A 'h— (Vsh, vy ) dH!

2 1
A7 —Ke = 5K+ A (AzA = AyA) = AT (VA v, ) A

—J (Vsh,vy) ddt
Y

Por um lado,

%ki = % (h=A" (VA vy)) = %hQ — A Th(VsA, vy) + %?\2 (VA vy)?.
Portanto,
0< J 37\2 VA — Ky — %hQ AT (VA vy) — %?\2 (VA vy)? 3t
Y
— J AT (Vsh, vy) + (Vsh,vy) — A1 (AsA — A A) dFC
,
— L iA—Q VA = Ks + A7 (AsA — AYA) — %r@ Aot

1
‘J SN VA vy 4 (Veh, vy ) dIC
Y

Integrando por partes,

(VoA 1, VyA) agd! :J A2V AP dFHE

v

J ATAANAK! = —J
Y Y

Concluimos que

1 1
0< J —%7\—2 IV AP — Kz +ATARA — Sh2 = SA(VeA, vy)? = (Vih,vy) A3
Y
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Agora, usando a hipotese (4.5),

3 1 1 1
0< J — AV + SATIVEAR — SATH(VEN, v,)? = Ko — Sh? = (Vrhovy ) d3E
Y

Por outro lado, [VsAP? = [VsA + (Vs vy )2 = [VsA2 + (VA v, )2, entao
1, 2 Lo 1
0< | —gA2IVAR =Ko — Sh? — (Vish,vy) 430 <0,
Y

pois por (4.6), Ko+%h2+<vzh, v, ) > 0, mas isto ¢ um absurdo, completando a prova. [
Somos finalmente capazes de estabelecer o principal resultado desta secao.

Proposigdo 12 (Lema 6.1, [16]). Seja (N3, g) uma variedade tridimensional com bordo

compacto conexo satisfazendo
1
At (—A + §RN> > A, (4.7)

para algum A > 0. Suponha que existe p € N tal que dn(p,ON) > % Entao exriste um

aberto conexo QQ contendo ON, Q) C BsTTL (ON), tal que cada componente conexa de 0Q\ON
A

¢ uma esfera bidimenstonal, com drea mdxrima de 87” e didmetro menor ou igual a \2/—7%

Demonstragao. Como N satisfaz (4.7), pela Proposicao 4, existe u € C®°(N),u > 0 em
int(N), tal que

LA — R (43)

ANLL < —5

Tome @q € C®(N) uma suavizacao de dn (-, 0N), tal que Vool < 2 e @9 = 0 em ON
(veja [28]). Escolha € € (0, 1

.5, ) tal que €, %T{ + 2€ sao valores regulares de . Defina

_ @po—€ W
_P—e T
~At= 2

Qi ={xeN;—F <@ <Tle Qq:={x € N;—F < ¢ <0}. Portanto, vale que

Vol = — L [Vaol < 27tv/A <2n\/X_\/_X
N(p—\/ix_l_% N(p0\47t—|—€\/x ATt —2
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Em Q,, defina h(x) := —1 tan(¢(x)). Entao,

A= AN = A tan(0() — sec (0(0) [ Vn o (x)

>A—k%tmfumxn——%§sa9NﬂXN

> At 7 tan?(p(x) — § sec?(0(x)
:A—1>Q (4.9)

4

para A > 1. Com este h, definimos o funcional

A(Q) ::J S udH? —J (Xg —Xo,) hudH?,
e} N

ao longo de conjuntos de Caccioppoli Q em Q; com QAQ, € Q,. Pela Proposicio 11,
existe um minimizante Q de A com bordo suave. Tome Q como sendo a componente
conexa de {x € N;0 < @q(x) < €} U Q que contém dN. Por construcio, Q C stg(aN).

A

Agora, estabeleceremos as propriedades de Q. Pelo Lema 17,

1
0< J VsfPu— 2 (Rm—1=Rs +[As[") Put (Apu—Arw) 43¢
>

1
— §J u  (Vmu, v)f? + (14 h* + 2(Vph, V) FPudd?
z

1
= J Vs flPu— 3 (Rm — A — 2Ks) fPu 4 (Apu — Asu) £2 dH?
z

1
— §J u  (Vmu, v)f* + (14 h? + 2(Vph, v)) FPudd.
z

Onde usamos que em R3, Ry = Ky, a curvatura Gaussiana de X. Entdo, considerando

f= g*%, obtemos que

3 1
= J 1972’V29|2 - (57\ — Kz> — g 'Asgd3*
z

Integrando por partes,

J g 'Argdd(® = —J (Vs (g7"),Vsg) A3 =J g *[Vsgl” d3*.
> z >
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Logo,
1 1
0< J ——972’V29’2 - (—)\ - Kz) de:Q
s 4 2

Como g 2|Vzgl* > 0, isto implica que
e 1 2 2
“AHA(Z)=| =AdH* < | KgdH* =2mx(X),
2 ) :

pelo Teorema de Gauss-Bonnet. Logo L é uma esfera topologica e H?(Z) < ST". A

limitacao de didmetro segue de [17, Lemas 16 e 18|. O
4.2 Uma Deformacao Conforme e o Teorema de Berns-

tein Estavel em R*

Podemos finalmente apresentar a prova alternativa para o Teorema de Bernstein Estavel

em R*.

Teorema 16 (Corolario 2.2, [16]). Seja M3 < R* uma imersio minima estdvel, 2-lados,

completa, conexa. Entao M € planar.

Para resolver este problema, iremos primeiramente considerar a variedade (M3\{0}, g),
onde § ¢ a métrica conforme ¢ :=r~2g, onde r é a distancia Euclidiana a origem em R*.
Pelo Teorema de Barta (Proposi¢ao 5) podemos assumir que M é simplesmente conexa.

Como foi visto na Secao 1.1, para esta mudanca,
Vo2 =r|Vels e dp=r"dp (4.10)
Aplicando a Proposicao 2, temos

r?R=R+2(n—1)Viog(r) — (n —1)(n — 2)|V log(r)[?

2 (4.11)

Se definirmos, para qualquer a € R,
ind 2 1 ~ 2 ~
Q(f) := |Vf|~ + | =zR—a ) f*dp,
M 9 2

com f € C}(M \ {0}, entao,
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J )v P f +(§R—a) P26 4
J 2

2
V2 + —<v1og( ), V() g + (%) T2V dp
M

1~
+J (§R—a) T2 dp.

Integrando por partes, obtemos que

o —92 —2\?
Q (rTf) — JM V], — anQA(r) n (n—> 22 Vrf du

1~
+ J (—R — a> r2p*du
M \ 2

—92)2
:J Ve - = M2 e 0g(r) + %ﬁlVlog(r)lz —ar?f%du

1
+ §J Rf? +2(n — 1)f*Alog(r) — (n — 1) (n — 2)f*[V log(v)[} dp
M

nn-—2)
4

1 —2
= J V2 4+ =Rf? + n Alog(r) — TL—IVlog(r)l2 —ar?) fdpu.
LI 2 2 g

1
= J |Vf|3 + §Rf2 + ngAlog(r) — f2|Vf|z —ar 2 du
M

Agora, por (4.11), vale

n—2 ) n  n+2|Vrlg
—A(T)+T|V10g(r)|g:—r—2+? 2

Portanto,

n—2 2VT‘2
Q(r?f):JMIVﬂ ~Rf* + ( (%—n—i_ | |>+ ar” )deu

1 n n+2
J IV + §Rf2 + (5 (n —Z|Vr |2> ) r 22 dp.
M

Em pontos onde [Vr|g > 1, temos que

n o2 1 nn-—2)
2 > 2 — 2 - @@ _
Q (r f) > JMIVfIg + SR + ( 1 a) dp.

Tomando traco da equagao de Gauss, IAM% = —Ry. Entao, segue da estabilidade de M
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que

| e Az o
M

isto é,

1
J [Vflg + SR dp >0
M

para toda f € C}(M), pois R < 0 para hipersuperficies minimas em R™"!. Em particu-

lar, escolhendo a = W, temos que Q(f) > 0 para qualquer f € C}(M \ {0}). Pela

Proposicao 4, isto implica que existe u € C*(M \ {0}),u > 0 no interior de M \ {0}, tal

que

Au < —% (w — li) u. (4.12)

Agora, considere n = 3 e fixe p > 0. Pelo Teorema de Cao-Shen-Zhu (Teorema 5)
M\ Bm (0, e Vs p) tem uma tnica componente ilimitada, que chamaremos de E. Denote
por M := M\E. Aplicando o processo de p-bolha desenvolvido na Secao 4.1 (considerando
Qo = M, obtemos um conjunto M, (uma p-bolha) tal que dg(0M,, M) < 107;17 [OM|g <

327

2T e diamg(0M,) < 47% (basta observar que, para n = 3, A = 3

3 5 e, pelas hipototeses

topologicas de M, 0M, é conexo). Pelo Lema 1,
10m
Bam(0,p) € My C Bm (eﬂp> .

107
Isto implica que supypg, T(x) < e V2 p. Portanto, pelo Teorema 6,

1 3 321\ ? eVvs
B (0 <IMol € —=[0M|2 < | =) —=p*.
Bul0.p)l < Ml < iomal} < (57) " £

Logo, pelo Teorema 10, M deve ser planar, como desejavamos. Isto completa a prova.



Capitulo 5

Hipersuperficies Minimas Estaveis em

R5

A estratégia deste capitulo consiste em generalizar a demonstracao do Teorema de Berns-
tein apresentada no capitulo anterior. Observando mais atentamente, nota-se que o mé-
todo de p-bolhas admite uma generalizacdo relativamente direta para R®. A principal
dificuldade reside, entretanto, na obtencao das estimativas de volume e de didmetro ne-
cessarias ao argumento. Tendo isso em vista, O. Chodosh, C. Li, P. Minter e D. Stryker
utilizaram em [18] uma abordagem capaz de contornar essas limita¢oes dimensionais por
meio de uma ferramenta geométrica adicional, a curvatura bi-Ricci (definigdo 1).

O objetivo deste capitulo é apresentar detalhadamente essa demonstracao e descrever
como a curvatura bi-Ricci permite superar os obstaculos encontrados em dimensoes mais

elevadas. Todos os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [18].

5.1 Propriedades da Curvatura Bi-Ricci Deformada

Seja F: MN < R™"! uma imersao minima estavel 2-lados, completa. Seja g a métrica
induzida em M. Seja 1 a distancia Euclidiana para a origem 0 em R™"!. Considere a

métrica conforme g =172g em N = M \ F1({0}). Note que (N, g) é completa.

Proposigao 13 (proposicao 3.2, [18]). Seja M™ — R™ uma imersiao com campo veto-

rial unitdrio externo v. Entdo

HessMr =17'g —rldr@ dr — 11X, V)A.

89



Capitulo 5. Hipersuperficies Minimas Estaveis em R® 90

Demonstracao. Vale que

or X1 621‘ 61]' XiX;j

Y

0x; T 0x;0%; T T3

Entdo, como dr ® dr(e, ej) = (Vr,e;)(Vr, e;), segue que
Hess®" 1 = T ' gBuctidiana — T dT ® dr. (5.1)

Portanto, se X e Y sao campos em M, vale que

HessMr(X,Y) = (VMVMr, V) = <v1§§“’1vR““r, Y> - <v1§§““ (VR"“r>L ,Y>

-\ L

= Hess®" ' 1(X,Y) — <v£§““ (’;‘) ,Y>
-\ L

= Hess®" " 1(X,Y) + < (’—‘) ,VIQ““Y>
T

Rn+1 6 + ]Rn+1 L
= Hess™ r(X,Y)+ = <VX Y) .
Entdo, por (5.1),
HessMr(X,Y) =17 1g(X,Y) —r H{dr @ dr)(X,Y) — v 1{X, V)A(X,Y),

como desejavamos. O
Agora, escreva ¢ = —logT, tal que g = e?®g.

Proposigao 14 (Proposicao 3.3, [18]). Seja M™ < R™"! uma imersao com campo veto-

rial normal unitdrio v. Entao,

HessM(logr) = 1772g — 2r 2dr ® dr — 7 2(X, V)A.
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Demonstracao. Para quaisquer f > 0, X e Y campos vetoriais, calculemos

M

Hess™ (log f)(X,Y) = <V>’§4V(log f),Y> = <V>’\<A (Vf f) ,Y>
_ 1VMVMf ! vME Y
= ? X - E ?

= f HessMf(X,Y) — f2(df ® df)(X,Y).
Entao, pela Proposicao 13,

Hess™ (log £)(X,Y) = r "Hess™Mr(X,Y) — r2(dr @ dr)(X,Y)
=12g(X,Y) —r2(dr ® dr)(X,Y) —r 32X, V)A(X,Y)
—r 2 (dr®@dnr)(X,Y)
=172g(X,Y) = 2r2(dr® dr)(X,Y) — 7 (X, V)A(X,Y),

como desejavamos. O

Uma vez estabelecidades as propriedades acima para a métrica conforme g, iremos
agora obter expressoes para curvatura relativas a esta métrica. Primeiro, obteremos uma
base ortonormal para T,M com respeito as métricas g e g. Seja {ei}i<i<n uma base
ortonormal para T,M com respeito a métrica g. Entao, {€; := Tei}icicn € uma base
ortonormal para T,M com respeito a métrica g, pois (&, €;)g =1~ 2(Tei, rej)q = dyj.

Agora, escreva os tensores de curvatura Ryjj; := R(ey, €5, €, €i), liijﬁ = R(ey, ej, €j, ;)

e Aij = A(ei, e]-).

Proposicao 15 (Proposicao 3.4, [18]). No referencial acima descrito, vale que
rQRijji = ]iijji — 24 |dT’|2 + (dT(ei))Q + (dT(Cj))2 + <7_(), V> (Aii + AJ)) .
Demonstracao. Definimos o tensor
M 1 2
T:=Hess"'d —dd®@ddp + §|dd)| g.

Como antes, escreva Ti; := T(ey, ej). Pela Proposicao 14, temos que

1
T=r’g+r dradr+orldifg+r (% v)A. (5.2)
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Usando a Proposicao 1, obtemos

Ri]')'i - R(éi> é]'? éj7 él) - R(Teb rej7re)'7rei) - TAR(ei? ej7 e)'a ei)
=17 (Rijji — Tis — Tj5)

= 1"Ryj51 + 2 — [drf* — (dr(e))? — (dr(e;))? — (X, V) (Au + Aj5),

como desejavamos. O]

Podemos agora usar a Proposigdo 15 para obter curvaturas bi-Ricci de (N, g) no caso

onde a imersao é minima.

Proposi¢ao 16 (Proposigao 3.5, [18]). Seja M™ — R™"' uma imersio minima com

campo vetorial normal unitdrio v. Entao temos

~——

r’bi-Ric(e, e;) = bi-Ric(éy, &) — (4n — +6) + (2n — 1)|dr[?
+ (n—3) (dr(e1)® + dr(es)?)

+ (M —3)(X, v)(A11 + Ag).

Demonstracao. Pela Proposicao 15,

n
r’bi-Ric(e, e2) = ) 1*Rys + Z Rojia

2 j=3

M-

1

[Riiir — 2+ [drf* + (dr(e1))* + (dr(ei))?

I
.M:

i=2

+ (X, V) (A1 + Ayy)]

n
—

+ ) [Ryjjp — 2+ |drf? + (dr(e2))? + (dr(e;))?

j=3

+ <X, V>(A22 + A)'j).
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Reorganizando,
r’bi-Ric(ey, e;) Z R —2(n—1) + (n—D)ldrf + (n—1)dr(e,)’

+ ) dr(e)?+ (n—1DE VAL + ) (X V)Ay

i=2

'l\’l=

|_.
Il
N

Rotiz — 2(n —2) + (n— 2)[dr]* + (n — 2)dr(e,)?

+
™

\_r
I
w

dr(e)? + (N —2)(X, V)Azn + > (%, V)Aj;.

j=3

_|_

™

\_a
I
w

Dali,
r2bi-Ric(ey, e5) = bi-Ric(&;, &) — (4n — 6) + (2n — 3)|dr]?
+ Z dr(e))? + Z dr(e;)” + (n—3) (dr(e1)” + dr(e2)?)
i=1 j=1
+ ) ®VAL+ D (K V)Aj+ (= 3)(% V) (A + Az)
i=1 j=1
= bi-Ric(&y, &) — (4n — 6) + (2n — 3)|dr[> + 2|dr]’
+ (n—3) (dr(el)2 + dr(62)2) +2(X, v)Tr(A)
+ (n—=3)(X,v) (A1 + Ag)
— Di-Ric(&y, &) — (4n — 6) + (2n — 3)|dr]?
(n—3) (dr(er)” +dr(e;)?) + (n— 3)(X, v) (A1 + Ax),
onde na ultima desigualdade usamos que Tr(A) = 0 para hipersuperficies minimas. [

Proposigdo 17 (Proposi¢io 3.6, [18]). Seja M™ < R™"! uma imersao minima. Entao,

bi- RZC 61, eg = Z A Z Ag) — AHAQQ.

j=2

Demonstracao. Pela equacao de Gauss,
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n

bi-Ric(ey, e) = Z Riiin + Z Roji2 = Z (AllAii - A?i) + Z (A22Ajj - Agj)
i=2 j=3

i=2 j=3

=Y AuAu—) ApAj—> AL —Al —ApAyn—Al
i=1 i=2 j=3

=AnTr(A) = ) Al +AnTr(A)— Y A3 — ApAsx.
i=1 j=2
O resultado segue entdao novamente de Tr(A) = 0. O

—_—

Escolha uma base de vetores e; e ey tal que bi-Ric(é1, €) = Apigic. Agora podemos

limitar |A]?> em termos de Apigic.

Proposigao 18. Seja M™ — R™"! wma imersio minima com campo vetorial normal

unitdrio v. Para n < 3, temos

2 .
AP > —1 ((Bn—3) — (2n—1)|dr* — Api-pic) -

Demonstracao. Combinando as Proposicoes 16 e 17, obtemos que

T2 (Z A%l + A11A22> + (Tl — 3)(7?, V> (AH + A22)
i=1

= (4n—6) — (2n—1)|dr? — (n—3) (dr(e))? + dr(es)?) — Aviric- (5.3)

Usando que (X,v) = rdr(v) e desigualdade de Young, obtemos que

n—3

1 (A + A22)2 .

[(n—3)(X, V)(A11 + Agz)l < (n—3)dr(v)* +

Combinando este resultado com (5.1) e o fato que dr(e;)? +dr(e;)*+dr(v)? < 1, obtemos

que

n mn _3
2 (¥ A2, AZ 4 A As + T2 (A o+ Ag)’
r (; 11+Z 95 T Ar1g2 + 1 (A1 + Agz)

j=2

(3n —3) — (2n — 1)]dr]> — Avicric. (5.4)



Capitulo 5. Hipersuperficies Minimas Estaveis em R® 95

Agora, para o € (0,1) arbitrario, vale que

n—3 1 n—1
Al + A%+ AnAxn + 1 (A + Ag)” = B (A% + AgQ) + 1 (App + Ag)?

n—1

1 —1
= - (A} +A3,) + o (A + Ap) + - (1—0)(Ags+-+Ann)’.
2 4

Pois Tr(Anm) = 0 logo

n—3
A2+ AL+ A Ay + — (A1 + Ag)?

1 n—1 n—1)n—2
<(§+ 7 cr) (A$1+A§2)+( )4( )(1—0)(A§3+---+A3m)
Tomando o = E—j’ < 1, temos que
2 2 n—3 2 _M—2 2
All +A22+A11+T(A11+A22) < T(A11++Ann)

Combinando a equacdo acima com (5.1), para n > 3, obtemos que

n—2 n—2 «— - =
] L WS WS W)
i=1 i=2 j=3

= = n—3
>’ <Z Al + Z A%+ AnAg + 0 (A + A22)2>
im1 =2

> (3n—3) — (2n — 1)|dr* — Apigic,

como desejavamos. O

Proposigdo 19 (Proposi¢ao 3.10, [18]). Seja M™ — R™*! uma imersio minima. Para

3 <n <5, vale que

n(n—2 nn—2 n—2)"
1 2—m)(n®>—4n—4 -
P — Abi-Ric
n—?2 8
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Demonstracao. Pela Proposicao 18, temos

pap - M2 (R2d) (e 2)2> arf

2 2
nn-2) (n(n— 2) (n;2)2> drp

2 -
< —— ((3n—=3) — (2n— D)|dr[* — Apigic) —

n—2 2 9
_6n—1) n(n-2) nn—-2) nn—-22% 20@2n-1) ) 2 -
“Th_2 2 * T4 g ) R e

Note que o coeficiente de |dr|? do lado direito acima é negativo para 3 < n < 5, e usando

que |dr> < 1, concluimos que

e e et St

2 2
6(n—1)_n(n—2)+n(n—2)_(n—2)2_2(2n—1)_ 2 5
n—2 2 2 4 n—2 n-—2 e
2 —92)3 -
< (—) (3(n— -2 o) —Abi-mc)
n—?2 4
B 2 (2—n)(n2—4n—4)_5\. .
- n—9 g bi-Ric | »
como desejado. O]

Podemos entao estabelecer a seguinte versao mais fraca de estabilidade.

Teorema 17 (Teorema 3.1, [18]). Sejam F: M™ — R™"' uma imersio minima estdvel
2-lados, completa e N = M\ ({0}) com a métrica conforme § = v~ 2g. Entdo eziste uma
funcao suave V em N tal que

V < 1— Apipie

| 1ol ai> | voran
N N
para toda @ € CP(N).

Demonstracao. Combinando as Proposicoes 18 e 19, obtemos que

1 ((2—n)(n2—4n—4)

Vol2 dit < — Mbiric | dfl
JNIV@!gdu JNn—2 3 bR)dle7
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para qualquer @ € C®(N). Para n =4, a desigualdade acima se torna

. B 1 - B
JN IVel4 dit < JN 3 (8 = Abiric) @* dt,

e a funcao V := %(8 — Abiric) € a procurada. O

5.2 Meétodo de u-Bolhas para a Curvatura bi-Ricci Po-
sitiva
Suponha que (N™, gn) é uma variedade Riemanniana que admite uma funcao positiva V

tal que
V <1 = Apiric(gn)

J |V<p|2<J Ve?,
N N

para toda @ € C2(N). Observa-se que esta condigdo se aplica para a métrica conforme em
hipersuperficies minimas estéveis pelo Teorema 17. Pela Proposicao 4, isto é equivalente

a existéncia de uma funcao positiva u em N satisfazendo
—ANu = Vu < (1 — Apiric(gn)) .

Seja w uma funcao positiva suave em N. Seja O C N um conjunto aberto com bordo
suave (mais geralmente com perimetro finito, levando em consideracao que pode ocorrer
0*Q) C 0Q)). Seja v o campo vetorial (mais geralmente, a medida teérica) normal unitéario
externo ao longo de 0Q). Seja h uma funcao suave definida em uma vizinhanca de 9Q).

Estudaremos os minimizantes do funcional curvatura média prescrita torcida
A(Q) = J wdH™ ! —J hw dH™.
20 d

Calculemos agora as variacoes de A(Q).

Proposigao 20 (Proposicao 4.3, [18]). Seja {Qihtj<e uma familia suave de conjuntos
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abertos com bordo suave, onde Qg = Q e o campo vetorial variacional é Vy. Entao

d
A0, = J (VNw, Vi) + wlve, Vi) — whive, Vi) a3,
00

onde vy denota o campo vetorial normal unitdrio externo ao longo de 0Qy e Hy denota
a curvatura média escalar de 0Q¢ com respeito a vi. Entao os pontos criticos para A

satisfazem

H=h—-w{VNw,v).
Demonstracao. De modo anédlogo ao que foi feito no Lema 16, vale que

d d
A0 =2

T A
dt JE)Q (WoFy) (Ft dli) JQ ((hw) o Fy) (Ft dx)

dt
:J (Vaw, Vo) +w (divao, VI + Hy (ve, Vo)) do™!
00
—J (Va(hw), Vi) + hwdivg Vi dH™
[OF
_ J (Vaw, BE) + divao, (WV]) + wH, (ve, V) den!
00

—J diva, (hwVy) dH™
Q4

Pelo Teorema da Divergéncia,

d
LA, = J (Vaw, V) + wH, (v, Vi) — hw (v, Vi) AL (5.5)
00

Se ) é um ponto critico para A, supondo V, = fv para f € C2(Q), vale que
J (Vaw, v} + wH — haw) £ dH = 0, (5.6)
20

logo H =h — 0 logw, como desejado. O]

Teorema 18 (Teorema 4.4, [18]). Seja Q C N* um conjunto aberto com bordo suave que
¢ um ponto critico estdavel para A com fungao peso w =u. Seja X = 0Q). Sejay a métrica
induzida em L. Entao existe um funcao suave W € C*®(L) tal que

3 /1
WL = = —Agie
4<2 R (Y))
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e

J \vchfgj W(p2+§J (1+h*—2|Vh|) ¢?
s s 8 s

para todo @ € CX(L).
Demonstragao. Pela equagao (5.5), vale que

az d
—A(Qy) = —
Q) =

d't2 J <VNW, VtL> —+ WHt <Vt7 Vt> — hw <Vt7 Vt> dg‘fn_l
00

= J <VN (<V]\]'VV7 VtL> + WHt <Vt7 Vt> - hW <Vt7 Vt>) ,VtL> dj{n_l
20,
+J ((Vaw, Vi) + WHe (ve, Vi) — hu(ve, Vi) He(ve, Vi) dH™ !
00

_ J (U (Vaw, V), Vi) + w(VaHe, Vi) (v, V) dgm!
00

+ H(Vaw, V) (v, Vi) —w(Vnh, VE) (v, Vi) dH™ !
JOoQ

- h<VNW7 V’f_><vtavt> dx™!
JOoQ

+ He (Vaw, VE) (ve, Vi) + WHZ (vi, Vi)? — huH, (ve, Vy)? 3™
JoQ

Suponha que ) é um ponto critico de A. Entao é possivel escolher uma variagao F de Q

tal que D{Vy =0 e Vy = fv. Sob essas condicoes,

d2
at?

A(Qy) = J D3 u(v,v) + wf?oH + HFA(Vaw, v) dH™ !

t=0 z

— J wf(Vnh, v) + hf (Vaw, v) dH™
b3
+ J HfA(Vaw, v) + wH?*? — huHf? dH™
b3
Usando que Q é uma p-bolha e que 0¢Hli—g = —Asf — (|Az|* + Ricg, (v, V)f), obtemos
que

d2
at?

A(Qy) = J 2D w(v,v) — f(Vsw, Vsf) + 2 (Vaw, v) H

t=0 z

w (fAzf + (IAzf’ 4 Ricg, (v, V) %)

|
— J f2(Vsw, v) h + 2w (Vaw, v) .
b
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Usando a relacao

DAw(v,Vv) = Ayw — Asw — (Vaw, V) H, (5.7)
seglie que
d2
- A(Q) = | f2(Anw—As — (Vnf, V)
dt? =0 5

+ J 2 (Vaw, V) H —w (fAsf + (|Ax]* + Ricg, (v, v)) )
z

—J 2 (Vaw, v) h + 2w (Vnh,w) . (5.8)
b
Integrando por partes,

1 1
J —WfAsf = J WV ff’ — EWVZfQ = J WV + 3 (Vaw, Vs f?)
z z

>

:J WV + f (Vw, Vf). (5.9)
z

Substituindo (5.9) em (5.8), obtemos

d2

e (Anw — Asw) + w <|szl2 — (IA£P + Ricgy (v, V) f2)

A(Qy) :J

t=0 >

—J f2 <VNw,v>h—J 2w (Vnh, V).
z z

Como Q é um ponto critico estavel para A, devemos ter que

0 < J (AW — Asw) +w <!szl2 — (AP + Ricgy, (v, V) f2) —J f2(Vn, V) h
x s

—J 2w (Vsh,v).
z
Portanto,

J IVsfl> —f 2A5w > J (—=Anw + (IAx]* + Ricg, (v, v)) w)
o z

+J (R (Taw, v) 4w (Vah, v)) £2. (5.10)
b
Agora, considere f = w*%g. Entao,

1 1
sz = W_EV):Q — §W_%QV):W
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Logo,
1
WV =|Vsgl —w g (Vsw, Vsg) + ZW’QQQ IVswl. (5.11)

Agora, observe que

J fPArw = J gw Arw = J gw 'As(gw) — gAsg —2gw ' (Vsg, Vsw)
s s s

= J g’|Vs logwl2 —2gw 1 {Vsg, VW),
b
e que, por (5.11), vale

| (wivst? = asw) = | 9xg"+ | gw* (Vsg Viw) — ¢* Vs logwl
> z z
1
41 J w2g? [V swl. (5.12)
1);

Pela Desigualdade de Young com € > 0,

1
J gw ' (Vsw, Vsg) < J gw ' [Vsgl|Vew| < J eg®w 2 |Vew| 2+ e Vsgl®
> >

>

1
_ J e® [Vx logwl’ + 5 [Vzgl.
5 €
Substituindo este resultado em (5.12),

J (W|sz|2—f2AzW> <J Vgl + (5 —1)J g2 V5 log wi?
)y )y 2 )y

1 5 1 _9 o 9
+2€ LIV;QI —1—4Lw g’ |lVewl|”.

Tomando € = g, obtemos

4
J (w!sz|2—f2A;;w) <—J Vsgl®.
> 3 >

Combinando este resultado com (5.10), obtemos

4 2 Anw . 1 1
3 L Vsgl” > Jz <— v + A + Ricg, (v, v) — §H2 _ 5) g’

1 1
+ J (5 + §H2 + hd, logw + 9, log h) g°. (5.13)
s
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Como X é um ponto critico de A, Pela Proposigao 20,
H? = h? — 2hd,, logw + (dy logw)® > h? — 2hd,, logw.

Portanto,

4 ) AW T 1Y\
21 Vgl > H -
3 L| x| Jz ( ” + |Az > + Ricgy (v, V) 5 2) g

1
+§J (14+h*—2[|Vnhl) ¢°. (5.14)
z

Agora, refinaremos a desigualdade no lado esquerdo de (5.14). Usando a Equacao de

Gauss, vale que

n—1 n—1
: 2
Ric, (e1, e1) = R, (e, ei,ei,e1) = z (Rgy (€1, €1, €1,€1) + Aj1Ay — AT)
i=1 i=1
n—1 n n
- RQN (el7eiaeiael)+ § RgN (V7 ej7e)7 § RgN Vv, e]7e)av)

i=1 j=1 j=1
n—1 n—1

+ All Au A
i=1 i=1

n—1 n—2
= bi-Ricg, (e1,v) — Ricg, (v,¥) + An > Auw— Y A%

i=2 i=2
Usando que Tr(A) = H temos, para p > 0,
n—1
A ) Auw=-A} +A H=-A}, ~H) Ay+H
i i=2

>—A§1—QL(EAﬁ)2+(1_g)H2
o (e

onde na ultima igualdade tomamos L = “T’Q Escolha e; de modo que Ag;c(y) = Ricy (ey, e1).
Logo,
Asl* + Ricg (V. V) = Api—ric(gN) — Aric (V) + THQ
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Tomando n =4 e w = u, obtemos

1 1 1
+ |AsP + Ricgy (v, v) — §H2 -3 > 3~ Aric (V).

ANW

Basta entao tomar W = % — ANTW + [Axz[* 4+ Ricgy (v, v) — %HQ — %, encontrando assim a

funcao procurada. O]

Teorema 19 (Teorema 4.1, [18]). Seja X C N* um subconjunto aberto com fronteira
save 0X = 0. XU O0_X para algumas hipersuperficies suaves nao-vazias 04 X. Suponha que
dn(0.X,0_X) > 107t Entao existe um subconjunto relativamente aberto, conexo Q C X

com fronteira suave 0QQ = 0_X U X tal que

(a) 0_X C Q;
(b) L C X\ 0X € uma subvariedade fechada;
(¢) QO C Byor(0_X); e

(d) existe uma fun¢ao suave W € C*®(X) tal que

3 /(1
> 22 Ay
W > 1 (2 ARIC(Z))

J |V}:ﬂ2 >J Wf27
>

X

para toda f € C®(X).

Demonstracao. Seja d uma suavizacao da funcao distancia ao bordo dyn(0_X, -) tal que
IVnd < 2edly x =0. Seja € € (0, %) tal que € e 471 + 2¢e sejam valores regulares de d.

Defina
hO —

a—€_7’[
A1 e 2

Entao |[Vnh| = 4J%EIVN dl < % e, pela suavidade de d, o conjunto Q; := (=3 <ho< %}

tem fronteira suave e satisfaz Q; C Bigr(0_X). Em Q, defina
h:=tan (hy).

Entao

Vnh = — (1 + tanQ(ho)) Vnhy = — (1 + h2) Vinh,
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e portanto,

2|Vnh = (1 +h?)|Vnh < 1+ h2% (5.15)

Agora, com esta h, defina o funcional

A(Q) :J udf}CQ—J hu dJ?,
0 o)

ao longo de conjuntos de Caccioppoli tais que QA9 _X & N. Podemos tomar QQ como
sendo a componente conexa de {x € N; 0 < d < e}UI_X que contem ON, e deste
modo, desconsideramos as componentes conexas de Q disjunta de ON. Por construcao,
Qy satisfaz (a)-(c).
Pela Proposicao 11, existe um aberto Qg C N* minimizante de A. Escrevendo L =

0Q)g, segue do Teorema 19,

| 1vstt = | we,

b b

para toda f € C®(X), estabelecendo (d) como desejado. ]

5.3 Estimativas Geométricas para p-Bolhas

O objetivo desta secao é obter estimativas superiores para o didmetro e volume da p-
bolha construida no Teorema 19, similar ao que foi obtido no Lema 12. Especificamente,

queremos provar o seguinte resultado.

Teorema 20 (Teorema 5.1, [18]). Suponha que (£3,y) é uma 3-variedade conexa fechada

que admite uma funcao suave W tal que, para uma constante x € (0, 2], valem

W= ot (2= Agic(Y)) (5.16)

J Vs f[° <J Wi2,
> >

para toda f € C*(X). Entao
diam(Z,y) < 7 e Vol(Z,v) < 2n?.

Antes de demonstrarmos este resultado iremos apresentar alguns resultados funda-
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mentais.

Perfil Isoperimétrico

Seja 0 a primeira autofungao positiva associada ao operador —A — W. Entao, para um
conjunto aberto O C X com bordo suave, defina os funcionais volume e area ponderada
por

a(Q) ::J 0% dH2 e v(Q) ::J 0% 3,
00 Q

onde 0 ¢é a primeira autofuncao de —A — W com min©® = 1. Pela desigualdade 5.16 0
satisfaz

—A8 > o' (2= Anic(v)) 6. (5.17)

Definigao 8. O perfil isoperimétrico ponderado € definido como a fung¢ao1: (0,v(Z)) —» R
dada por
I(v) :=inf{a(Q);v(Q) = v}.

Pela compacidade de conjuntos de Caccioppoli, existe QO C L que possui I(v) para
todo v € (0,v(Z)) (ver [37]).
Primeira e Segunda Variacao

Como antes, considere F: (—e, €) x Q — M uma variacao de Q, onde F,(Q) = (t,Q) =

Qq, tal que %Itzo = fv, onde v é o campo unitario normal externo a 0Q e f € C*(Q).
Proposigao 21 (Proposicao 5.2, [18]). Temos que

ia(Qt):J (H+ a0 ' (VZ0,v)) f6* e iv(Qt):J fO*.

Demonstracao. Pela Definicao 2, temos que

d d

Lalng=12 LQ (0% o Fy) (F: du)

B . OF . (R oF, )
_JaQt <Vz(e ),E>—f—9 (leZ (ﬁ) +Ht<ﬁ7vt>) dH~.
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Entao,

d [ o [OF\ T
atzoa(ﬂt)z . <V>:(9 ),<¥> >

= X0 1 (Vs0,v) + 0%HF dFH*

JoQ
r

=| (07" (Vs0,v)+H)fO*dH>.
JoQ

ot

. OF \ ' )
+divga | 0% + O%Hf dH

[

t=0

Agora, pelo Teorema da Divergéncia,

oF of OF
iv (Qy) = J' <Vz (0%) —t> + 0%divg (—t) dH3 = J divp (e“_t) dFH3
Q, Q.

dt "ot ot ot
oF; > 9
= 0% ( —, v ) dH".
Jaﬂt < ot
Entao,
d & 2
— v(Qy) = 0% f dJH=,
dt t=0 20
como desejavamos. O

Proposigao 22 (Proposicao 5.3, [18]). Temos que

d2
at?

G(Qt) = J |Van|262 — (RiCz(V, 'V) + ’AaQF) f29°‘ + (A):e — Aage) f26“71

t=0 [JO}

+ J x(oc—1)(V0,v)*70% > + H (H+ a8~ (V:0,V)) 0%,
00

d2
at?

Demonstracao. Pela Proposicao 21 temos que,

v(Qy) = LQ (H+ a0~ (Vs0,v)) 76

t=0

d? d
@V (Q) = a

- J (0%(ve, Vi), Vit (Fi dp) + 0%H(ve, Vi) die
0Q

J (0% (vi, Vi) o Fy (F: dise)
00

= J (v, Vo) (VO*, VEE) + 0% (V{ve, Vi), Vo) + 0%H (v Vi)™
00

Portanto, escolhendo uma variagio tal que Fy = fv, para f € C*(X),

d2
a2

v(Q) = J of?0%H(V0,v) + f20%H.

t=0 (JO)
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De modo analogo, repetindo os argumentos do Teorema 18, obtemos que

d? 2
— a(Q):J —Asaf — (Ric (v, V) +|Asal”) f) O
7|, 8100 = (~deaf — (Ric (v.v)+1Asal’) 1)
aDZ0(v, v)f20% ! — a(V00, Voaf) O
JoQ
+ oaH (Vs0,v) 201 + a(ox — 1) (V50,v) f20%
JoQ
+ | H(H+ a0 (Vb v)) 70~
JoQ

Usando novamente a relacao (5.7) e integrando por partes, obtemos a identidade procu-

rada:

d2
dt?

alQ,) = J IVaaf’0” — (Rics (v, v) 4+ |Asal?) 20 + a (A5 0 — A 0) F70%!

t=0 00

- J (o —1)(Vs0,v)*70* 2 + H (H+ a8~ (V56, v)) 20,
20

Uma Desigualdade Diferencial no Sentido das Barreiras

Fixe vy € (0,v(Z)) e novamente considere uma familia {Q¢}jtj< suave de conjuntos aber-
tos com fronteira suave com Qy = Q cujo campo vetorial de variacoes em t =0 é 0~ *v,
onde v é o campo vetorial normal unitario externo ao longo de 9Q).

Note que v(t) :=v(Q) é uma funcao suave. Pela Proposi¢ao 22, temos que

d

\),(0) = a

v(Qy) = LQ 1=H"'0Q) > 0.

t=0

Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem um o > 0 e uma funcao suave t: (vg — 0,V +
o) — R, que ¢é inversa local de v, com t(vy) = 0.

Seja u: (vg — €,vg + €) — R definida por u(v) = a(t(v)). Note que u(vy) = a(0) =
I(vg). Além disso, como v(Qy(s)) = v(t(s)) = s, temos que u(s) > I(s), Vs € (vo—o0,vo+

0).
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Proposicao 23 (Proposicao 5.4, [18]). A funcdo u satisfaz

d%u(vo) =— (2 + %%u(vof) u(ve)~h.

Demonstracao. Pelo Teorema da Fungao inversa,

Et(s) - Teie)) portanto, —t(v) =

dt

2 dzv
d L d a8 (t(s)i. (5.18)

Pelas Proposicoes 22 e 23, vale por (5.18) que

dt J )1 %t q )3 J . _
— V) = 1 e — = — 1 . H+ a0 " (Vs0,v)) 0 *.
dv t:O( ) ( 20 dv?{,_, 20 6Q( (Vi >)
(5.19)
Agora, é bem sabido que
d,-4,.4
dv.  dt  dv
e
dvz™  dt?z dv dt dv?
Por definicao,
du d da dt
W) = oalt(s) = W) ) e
d2u d2 d2a at,. \? da dazt
0 = gsalth)) = SE00N (§00) + FoD-FE0L 620
Pela Proposicao 21, com f = 0%,
du _da dt B . dt
E(VO) = E(t(\’o)) : E(VO) = <LQH+ o0 <V29;V>> dv(Vo)

=H+ a0 (Vs0, V).

Novamente tomando 0 como primeira autofuncao de —Ay — W e usando as Proposicoes
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21 e 22, com f = 0~%, obtemos que

d?u 2 d%a dt > da a2t 2
dvg'(vo) (LQ 1) = (_dt (0) (E(VO)> + E(O) e (W)) (LQ 1)
_ J V00 0% — (Rics (v, v) + |Agql?) 0~
00

+ & (Ag0 — Ag0) 0% + x(ax — 1) (V50, v)? 0> 2

J HMH+ & (Vs0,v)) 0% — (H+ « (Vs0,v))* 072
00

Usando o Teorema da Divergéncia e expandindo a expressao que esta elevada ao quadrado,

obtemos

az 2
d_;t(vo) (J 1) = J (@ 'A50 — Rics (v, v)) 0% — a[V5a6 0% 2 — |Ayn[ 07>
4% 20 20

+ J —aH (V50,v) 0 %! — a(Vs0,v)? 0 %2
20

Por (5.17), temos que «(0'Az0) — Rics

|Asal? = 1H?, e claramente «|V,o020~* 2

< —2. Além disso, pela equacao de Gauss,
> 0. Logo,

d2 2 1
Gl ([ 1) <20 Jroe k(7500 0 - (Vso, ) o
00

1 1
+ J ——a? (Vs0, V)’ v 2 4 —a?(Vs0,v) v o2
20 2 2

= LQ —~ <2 + % (H+ cxel<vze,v>)2) o

1
+ J —x(x—2) (Vg0,v)? 0752,
20 2

Como « € (0, 2], %oc(oc— 2)(Vs0,v)0~*2 > (. Entao, usando (5.19), obtemos que

d*u 2 1du i
a0 (Lgl) <‘(“m(“ﬂ2) [

Em particular, a expressao acima implica que %(Vo) < 0. Pela Desigualdade de Holder

e (5.20), ,
(Jag 1) S LQ o JaQ 0% =ulw) LQ o
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Portanto, pelas ultimas desigualdades acima,

d*u ldu, .
W(VO) < — <2 + 55(\’0) ) u(v) 7,

como desejavamos. O
Agora, defina F(v) := I(v)?. Pela Proposicao 23, vale o seguinte resultado.

Proposicao 24 (Proposigao 5.5, [18] ). Para qualquer vy € (0,V), existe uma fun¢ao

suave U : (vg — a,vg + a) — R, para a > 0, satisfazendo

(a) U(vg) = F(vg);

(b) U(v) = F(v), para todov € (vg —a,vo+ a) e

ol

(c) U (vg) < —3U(vg) 3.

Demonstracao. Considere a funcao u definida anteriormente e considere U(v) := u(v)z.
Portanto a alternativa (a), segue diretamente das defini¢oes de u e F. A alternativa (b)
foi verificada anteriormente.

Por fim, para a provar a alternativa (c), derive

e
" 3 1 / 2 3 1y
U (vp) = T 2 (vo)u'(vo) +§u(v0)2u (vo)
3 3
< Zuféul(\’o)Q — 3U(V0)7% — ZU«(VO)*%U/(VOJQ = —3U(V0)7%;
onde a desigualdade segue da Proposicao 23. [

Proposicao 25 (Proposicao 5.6, [18]). A aplicacdo 1 € continua.

Demonstracao. Pela teoria de compacidade dos conjuntos de Caccioppoli (ver, por exem-

plo, [25]) e o Teorema 11, vale que

liminf I(v) > I(vy).

v—Vo
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Pela teoria de existéncia de barreiras feitas anteriormente para a funcao I em qualquer

vy € (0,V), vale que

lim sup I(v) < I(vy). (5.21)
vV—Vo
Combinando as equacgoes anteriores, obtemos que I é continua. O

Solucao de uma EDO

Estudaremos agora as solugoes de equacao diferencial ordinaria

ol

f(y) = =3f(y)~ (5.22)

Para isto, defina a funcao g: [0,1) — [0, 7) dada por

g(x) = ljx BN dt.

3Jo v/1—t3

Observe que g é um difeomorfismo. Tomando o mapa inverso v — g~ 1(Z

T —V), & possivel

extendé-lo para uma fungao suave fy : [=7, 7] — R tal que fy =1 e fy/(x) = —3fy(x) 3.

Para z > 0, defina f, : (—%z, 7z) — R dada por

v 23 (z71). (5.23)

7T

Note que f,(v) resolve (5.22) com f.(0) =0 e f,(0) = z5. Definimos k(z) = 7z e observe

que limy_, +y(z) f(v) = 0. Extenda f, para todo o R como zero fora de (—%z, 7z).

Podemons finalmente demonstrar o Teorema 20.

Demonstracao do Teorema 20. Seja 0 a primeira autofuncao positiva associada ao opera-

dor —A — W considerada anteriormente. Entao,
(—A—W)o=p0, p>0.
Portanto, vale por hipo6tese,

—AQ =B0+W0 >W0 > a'(2—Ari(y))0.
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Isto implica que
Ric(ye’“) = Ric, — (9_1A9) Y = Ricy + 2y — Agic (V)Y = 2.
Como o < % = 2, segue do Lema 20 que

diam(Z,y) < v3—1

Sl A

Isto estabelece a limitagao do diametro.

Agora, para a segunda parte, suponha por contradi¢ao que
v(E) = J 0% > 27°. (5.24)
b
Afirmamos que existe & > 0 tal que, para u = 47w+ 8, vale que

F(v) = f2 (v—B(w), (5.25)

para todo v € (0,27?). De fato, fixe ¢ € (0,1) e defina f, .(v) = cif,(v), onde f,. Como

f, & solucao de (5.23), temos que f, . é solucdo da equagao
£ (w) = —3cf 3 (w). (5.26)

Suponha que existe vy tal que f(vg) = F(vg) e f(v) < F(v) paratodov € (vop—e, vo+€), € >
0, onde f é a solucao de (5.22) (isto significa que f toca F por baixo). Tome U a fungao
suave definida em uma vizinhanga de vy, dada pela Proposicao 24. Entao a funcao suave
f toca a fungao suave F por baixo e, como F é positiva e continua (pela definigao de I e a

Proposigao 25), para todo ¢ € (0, 1), vale que
U”(vo) < —3U(vo) ™3 = —3F(vy) 78 < —3cF(vy) ™5 = —3cf(vy) 5 = " (vy),

um absurdo, portanto nao pode existir solugao de (5.26) que toca F(v) por baixo.
Agora,sejam 6 > 0 e € > 0 suficientemente pequenos tais que 7z + ez < v(X) para

z € (0, 1), que é possivel pois v(Z) > 27t = 3(47). Considere o grafico da funcao

Oz,c (V) = fz,c (V - E’(Z) - EZ),
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para v € [ez,2B(z) + ez]. Note que

9z,c(€l) - fzc(ez_ B(Z) - GZ) - fzc(_B(Z)) - gz,c(QB(Z) + €Z) =0
< min{F(ez), F(2B(z) + €z)}.

Além disso, g, . converge uniformemente a zero quando z — 0. Entdo, se g« . (v*) > F(v*)
para alguns v* e z*, entdo deve haver z € (0,z*] tal que g, . toca F por baixo, que é um
absurdo pela afirmacdo anterior. Portanto, vale que F > g, . para qualquer z € (0, u).
Fazendo z — u, e portanto € — 0, provamos a afirmacao para f,.. Basta entao fazer
z — 0 para obter o resultado desejado.

Estudaremos agora o comportamento assintotico de F e f,,(v — 3(pn)) quando v — 0.

Como f,(—p(w)) = 0, segue por definigao que f (—B(n)) = 3,/it. Portanto,

fu(v—B (1) = 3vy/iL+o(v), (5.27)

quando v — 0.
Por outro lado, tome xq tal que 0(xg) = min©® = 1. Entao, como em torno de x¢ o

comportamento assintotico das bolas geodésicas é tal qual o de bolas Euclidianas, temos

V(B () = 57 + o) e alBy(w)) = dur + o),

quando v — 0. Dai, resolvendo em 1 a primeira igualdade,

_ 3v %—i— (
T = i o(v

e substituindo na segunda, obtemos

ol

)

W=
SN
wIN

I(v) < (367)3v3 + o(v3),

onde acima utilizamos a definicao de I(v). Entao,

F(v) < (6v/7)v + o(v). (5.28)

Combinando as relagdes (5.25), (5.27) e (5.28) implicam que 3vy/p < 64/7, que ¢ um
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absurdo para 0 > 0. Portanto, como normalizamos de modo que min 0 = 1, temos que
Vol(Z,y) < | 6% =v(z) <2,
b

completando a prova do Teorema. O

5.4 Teorema de Bernstein Estavel em R’

O objetivo desta secao é demonstrar o Teorema de Bernstein Estavel para imersoes mini-
mas em R®. Sejam F : M* < R® uma hipersuperficie minima estavel 2-lados, simplesmente
conexa, completa e g a métrica induzida em M. Como antes, em N = M \ F~1({0}), seja
g =1 %g, onde t ¢ a distancia Euclidiana a origem 0.

Combinando os Teoremas 17, 19 e 20 (com reescalamento apropriado da métrica da

u-bolha) temos o seguinte resultado:

Lema 19 (Lema 6.1, [18]). Seja X C N um subconjunto fechado com bordo 0X =
0. X U0_X. Suponha que dg(9,.X,0_X) > 107. Entao existe um subconjunto relativa-

mente aberto, conexo (O C X com bordo suave 0Q) = 0_X U X tal que
1. 0_X C Q;
2. L C X\ 0X € uma hipersuperficie fechada;

3. QC 8107-[ (a_X) , €

4. Qualquer componente conexa Lo de X tem didmetro intrinseco de no mdximo 27 e

volume de no mdximo 167°.

Teorema 21 (Teorema 6.2, [18]). Qualquer imersao minima estdvel 2-lados, simples-

mente coneza, completa M* — R satisfaz
I¢* (By(x0) © M) < 8n%ep?,

para todo p > 0 e xg € M.

Demonstra¢ao. A menos de um movimento rigido, suponha 0 € F(M) e F(xq) = 0. Dado
p > 0, pelo Lema 19 (com X = N\ B,(xp)), existe um subconjunto relativamente aberto

Q c N\ B,(xo) tal que
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1. aBp(Xo) C fl,
2. Q C Bloﬂ (aBp(Xo))7 e

3. Qualquer componente conexa de 9Q \ 0B, (%) é suave com volume (na métrica g)

de no maximo 1672.

Agora, usando o Lema 1, vale que
Q C {x € M; dm(x,9B(xg)) < pe'®™} C Bpeuix(xg).

Por isso, qualquer componente conexa de aﬁ\aBp(xg) tem g-volume (volume na métrica

g) de no méaximo 167>e**™p3. Como M ¢é simplesmente conexa, pelo Teorema 5, M tem
um tnico fim, logo existe um conjunto pré-compacto aberto Q contendo B, (xq) U Q que
tem exatamente uma componente conexa, o qual é uma das componentes de aﬁ\aBp(xo).

Pelo Teorema 6, temos que
3" (By(xo) C M) < (1287%) 4 (167%)e*7p?,

Como desejavamos. O

Corolario 7 (Teorema de Bernstein Estavel em R®). Seja M* — R® uma imersao minima

estdvel, 2-lados, conexa, completa. Entao M € planar.

Demonstracao. Pela Proposicao 5, podemos assumir que M é simplesmente conexa. Entao
pelo Teorema 21, temos que M possui crescimento Euclidiano. Entao pelo Teorema 1.37

podemos concluir que M ¢é planar. O



Capitulo 6

Hipersuperficies Minimas Estaveis em

R6

Por fim, dedicaremos este capitulo a apresentacao da prova do Problema de Bernstein
Estavel em R®, dada por L. Mazet em [34]. Este ¢ o tltimo caso que foi resolvido até
o momento da redagao deste texto. Esta solucao é uma adaptacao do que foi feito no
Capitulo 5 fazendo uso de uma generalizagao da curvatura Bi-Ricci, chamada curvatura

o-Bi-Ricei (ver definigao 1).

6.1 Limitante Inferior Espectral para a Curvatura Bi-
Ricci

Esta secao dedica-se a adaptacao das propriedades da curvatura «-Bi-Ricci para hipersu-
perficies minimas estaveis, similar ao que foi feito na secao 5.1. Mas antes disso, precisa-

remos da seguinte observacao.

Observagao 6. Seja A € M, (R) uma matriz simétrica positiva definida e B € R™.
Entdo a funcao f: X € R™ — XtAX + B+X € R ¢ limitada por baizo e seu minimo é
dado por —3B+A'B.

Seja F: M™ «— R™"! uma hipersuperficie minima 2-lados, completa e g sua métrica
induzida. Considere a métrica conforme de Gulliver-Lawson § = v~2g onde r é a fungao
distancia Euclidiana a origem 0. Note que se F(p)=0, g ndo esta definida. Como antes,

considere N := M \ F~1(0). Como sabemos, a métrica (N, §) é completa.

116
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Denote por v o normal unitario de M e por |dr| a norma da diferencial de r ao longo
de M com respeito a métrica g. Seja {ei}i<i<n Uma base ortonormal para a métrica g,

logo €; := re; é uma base ortonormal para g. Pela Proposicao 2 as curvaturas seccionais

de g e g sao relacionadas por
ﬁijji = TQRi]']'i +2— |d.'['|2 — dr(e]-)g — <'p, V>(Aﬁ -+ A)]) (61)

Munidos deste resultado, vale a
Proposigao 26 (Proposicao 3.1, [34]). Vale que

—_——

bi-Ricy (€1, 85) = 12bi-Ricy(er.e9) +2(n— 1+ amn—2)) — (m+ a(n —1))|drf?
— ((n—2—o)dr(er)? + x(n — 3)dr(es)?)
— (P, V) (M =2 —a)A;; + a(n—3)Az).

Demonstracao. Similar a Proposicao 16, assumindo 6.1 e usando que tr(A) = 0, temos
que

P

bi- RlCoc 61, 62

n
Riiir + E Rajjo
j=3

T°Ruiiy + 2 — |drf* — dr(e;)” — dr(ei)® — (p, V) (A1 + Aii)

1 I\/]:‘ [ I\/];‘

+ Z (RijQ + 2 —|dr]* — dr(es)” — Ch'(ej)2 — (P, V) (A + Aii))
j:3

—ZrRmﬁaZerH( —1) +2x(n—2) — |drf’(n - 1)
= ) =3

— ofdrP(n Z dr(e;)? Z odr( e) —dr(e))?’(n—1)
j=3
— adr(er)*(n—2) — (p,v) Z A — a{p, V) Z Ajj
i=2 j=3

—(p,MAn(M —1) — ap, V) Az (n — 2)

= bi-Ricg(er,e2) +2(n — 1+ x(n —2)) — (n + a(n — 1))|dr]?
(n—2—o)dr(e))” + a(n — 3)dr(es)?)
— (P, V) (M —2—)S1; + ax(n —3)As).
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Proposigao 27 (Proposicao 3.2, [34]). Vale que
bi- RZC“ €, 62 Z A — (XZ Agl — O(AHAQQ.

Demonstracao. Aplicando a equacao de Gauss, de forma andaloga a Proposicao 17, vale

que

-

bi- RlC(x €1, 62 Z Ryt + OCZ RQ]]Q = Z AnAii — A%l) x
i=2

= _ZA%i—i_AllZAﬁ—i_ (XAQQZA]']' — X
i=2 i=2 j=3

= — Z A%l — A%l — (A11A22 + AEQ) O(Z A%] + (AH + AQQ)‘U‘(A).

j=3

(AzAj; — A3)

j=3

2

-

3

)

O resultado segue do fato que tr(A) = 0. ]

Proposicdo 28 (Proposicio 3.3, [34]). Seja a, o0 > 0 tal que a > 3,2a < x ¢

2 n n
Definamos
(n—2) —92 1 n—4\? ) n—2 2
fi= — ) (14— 1— -z
SW n 2 +ocn_2 + o (et 2n n(x
Entao

ar’|AP +f (1 —|dr*) < —r*bi-Rica(e1, €2) + (p, V) (N — 2 — &)Asq + o(n — 3)Ag) .
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Demonstracao. Vale que

—1?bi-Ric (e, €2) + (p, V) (N —2 — &) Ay + &(n — 3)Ay)

= T2 (Z A%l + CXZ Ag) + OCAHAQQ + <T‘72p, V> ((TL —2— CX)AH + OC(TL - 3)A22))
i=1

j=2
n n

— 12 (A%l + oAl + dApAn + Y Al Fa) A§j>
i=2 j=3

2 (<%v> (n—2— o)Ay, + oc(n—3)A22)> (6.2)

A afirmacao tr(A) = 0 implica que o vetor Aa := (A1, ..., Ann) pertenca ao subespaco
Foi={X=(x1,....,xn) € R™; X1 +--- +x, =0}

Observe que os vetores (n—2,n—2,—2,...,—2) e (1,—1,0,...,0) sdo L.I. e estdo em F,,,
entdo ¢ possivel encontrar uma base ortonormal {Ei}; <i<n—3 de F,_3 (por meio do processo

de ortonormalizagao) de modo que {Eq, ..., E,, 3, (n—2n—2,—2 ....—2),(1,—1,0,...,0)}

seja uma base de F,,. Entao podemos escrever

n—2 1
0 n—2 —1
= 2n(n—2) ' V2 >
E; :
—2 0

Entao, temos que

2
2
(Vm )”(K“f ﬁ) e
on V2
P
127

R =)
y
P

v

)
R =

<r v>( \T/L%LQ(TL—Z—FOL(n—ZL))Zl+n—\/_§2(1—oc)zg).

Reorganizando,
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A2+ A2, + aA Agy + <% v> (N—2— &)Ay; + a(n — 3)Ay)

n—2, n—2 z3 n—-2, yn-—2 x, n—2,
= z 212y + =+« zZi— o 212y + =25 + o z
on AT T m ARt e A Jn aRTRRTe A

x n—2<p > n—2 n—4
= —_ [ E | - 1—
i 7 20V ( m toa— z1 + (1 — o)zy
n—2 n—2 1
= —(1+2x)z% + \——— (1 —o)zizo + ~z
2n n 2

-9 -2 —4
() ( e G R _‘")22) ' o

Agora, para a > 0, estamos interessados no minimo (se existir) de

n—2 n—2 1
a(z§+zg)—T(1+2a)zf— T(l—a)—§z§

n—2/p > n—2 n—4
— (V)| — (1+ta—F )z 1—a)zs | .
* V2 <r2’ < n TerTe) T ( )22
A expressao acima é uma forma quadratica, cuja matriz é

n—2 n—2

S (142a) —y/—(1—
a ™ (14 2«x) i ( o)
n—2 1
(1= —_Z

m ) *73

Observe que todas as entradas da matriz acima sao positivas, e portanto a matriz acima
é positiva definida, se o« > % e seu determinante ¢ W > 0, por hipotese.
Se este for o caso, pela observacao 6 com o vetor B = —“7_22(1‘*2p,v> (v/ 5= (1 +

ocE—:;l, 1 — «), a quantidade em (6.1) é limitada inferiormente por

_<r£2’v> (ng:/\/Q) (nT_LQ(a—%) (1+o¢2:;1) +n;2(1—oc)2 (1+oc—2:;l)>
_<g,v>%;w2)((a_“2_ju+2a)) (1_a)2)
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Como (r—?p,v) = (1 —|dr|?), provamos que

n—2 n
a(z; +z3) — 7(1 +20)z] — [ —— (1 — o)zy125 — 523

Sver (*/n; 2 (142 )mra- oc)z2) <—(1—arPt,

multiplicando por —1 e reorganizando,

f —2 —2 1

—(1—dr) < n—(l +200)z% + \/n—(l — &)z129 + =23

T2 n n 2
n—2/p n—2 n—4

+—\/§ <1‘_2’V> <”—n (1+06—n_2) Zl+(1—0¢)22)-

Combinando isto com (6.1) e (6.1), se 2a > «, vale que

a(z? +23) +

f f
AP + = (1 —]drP) < a (M? + ZA%-) + (1 —]drP)
T oy T

< A%l + O(AgQ + OCAQQ + <T%,V> ((TL — 20()A11 + OC(TL — 3)A22)

+aZA%j

i#

i=2

n n
<AL+ Al + aAnAn+ Y Al +a) Al
j=3

+ <p v> (n—2— A + a(n—3)As)

r2’

< —bi-Rica(er, ) + (5, v) (=2 = ) Au + a(n = 3)As),

como desejado. O]

Teorema 22 (Teorema 3.1, [34]). Seja M™ & R™! uma hipersuperféie minima estdvel,

2-lados. Suponha n =5 e considere a = %, x = i—g ed= 13—0. Entao existe uma funcdo

suave V tal que

V=>0o— Xbi—Ric“

1
J Vol dvg > J —Ve? dvy, (6.4)
N N @

para qualquer @ € CL(N).

Demonstracao. Suponha que a base é escolhida de tal modo que Xbi_RiC“ = bi-Ricy(€1, €2).
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Por (6.1), sabemos que

J |v(p|2 d\)g > J (rQIAIQ - TL(TL_
N N

2 2 4
5 ) + = 1 !drl2> ¢* dvg, (6.5)

para qualquer @ € CL(N). Sob as hipéteses da Proposigao 28, & > 1(tal que n —2 — « <

a(n —3)), vale que

—2 244
alrYAl2— n(n—2) + i |dr|?
2 4
> —1?bi-Ricq(eq, €2) + (p, v) (M —200)A11 + a(n — 3)Agy) — f(1 —|dr[*)
nn—2) n? —

4
— dr|%.
a 5 +a 1 |dr|

Usando a Proposicao 26, obtemos que

—2 244
a (rQIAIQ _nn=2) L : !dr!2>

2

> —bi-Rice(81,8) +2n—1+ ax(n—2)) — (n + «(n — 1))|dr[?

—((n—2—a)dr(e;)* + x(n —3)dr(ex)?) — f(1 —|dr*) — a (n(nQ— 2) + anQZ_ 4|dr|2)

> C (larl*) — 5\biJRiccxa

onde

Clt)=2n—1+an-2))-(n—2+an-2))t—f(1-t)+a (n2_4 N n(n_2)> )

4 2

observe que C é uma funciao afim, portanto 0 < |dr*> < 1 implica que C(|dr]?) >

min{C(0), C(1)}. Mas,

nn—2)

C0)=2n—14an—2))—f—a 5 ,

Cl1) = 2n—1+an—2))—(2n—2+am—2) — a2 1

:oc(n—2)—a(n22)2 =(n—2) <oc—an;2).
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Se considerarmos a = % e = %, temos que a > %, 202 o, <leW= 12864699070 > 0.
Usando estes valores, obtemos que
731975 543
C0) = ——— ~ 047, C(1) = —= ~0.31.
1530628 1730
Entao, escolhendo & = 13—0 < min{C(0), C(1)}, temos
—2 214 x
V=al|rAP - n(n—-2) L i AT ) > 6 — Apigic, -
2 4 *
Pela estimativa (6.5), temos que (6.4) é verdadeiro, como queriamos. O

6.2 Construcao de u-bolha

Considere (N™, g) com a métrica g Lawson-Gulliver. Como estabelecido na se¢ao anterior,

existe uma fung¢ao suave V em N tal que

V>o— 5\bi-RicDc

- B 1 .~ 5
J IVel3din > J —Ve?dp,
N N a

para toda @ € CL(N). Queremos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 23 (Teorema 4.1, |34]). Assuma que (N,g) comn =5, a = L

10

40

X = 13

€

o= 13_0' Seja Q¢ um dominio em N tal que N\ By (Qg) # 0. Entao existe um dominio

Q, tal que
(a) Qo C Q, C Bior(Qy) e
(b) Eziste uma fun¢ao suave V em £ = 0Q, tal que

5
V> - — o\t
2

4
—J Vst du>J VE du,
4—(1 5 5

para qualquer £ € CL(X) onde du € a forma volume induzida por g.

(6.7)
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Repetindo o argumento da Secao 5.2, precisamos construir uma p-bolha. Seja Q;
um dominio em N tal que Qy € Q; C Bigg(Qg). Seja h : Q; \ Qg — R uma funcao
suave tal que limp_,30, h(p) = 400 e limp_,30, h(p) = —oco. Escolha um dominio I' com
QpeleQ.

Defina

A(Q) = J we —J (Xa —xr) hw?,
*Q N

sob conjuntos de perimetro finito Q tais que Qy € Q € Q;. Pela Proposicao 11, existe
um minimizante Q para A. Defina X := 0Q).
Como feito no Capitulo 5, a desigualdade (6.6) equivale a existéncia de uma fungao

positiva w em N tal que
—CIAW = \N/W = (6 — xbi_RiC‘x) wW. (68)

Denote por k = n—1 a dimensao de X e por v o normal unitario exterior a X. Repetindo
o processo do capitulo anterior, considere Qg um dominio em N tal que Q, € Q_
podemos calcular a primeira variacao de area:

Se Vi = aa—Ftt, com Vy = fv, entao como ja visto anteriormente,

d . a a n—
aA(Qt) :J (Vara, (W), V&) +diven, (W*V]) 4+ (He — h) w® (v, Vi) dH™
9*Qy
Entao,
d a—1 a n—1
— AQ) = (Vg,v)aw* f + (H—h)wef dH
dt|,_, 5

= J (ad¢logw +H —h)wefdHm L.
b
Se Q) é uma p-bolha, deve-se ter que

H=h— ad;logw. (6.9)
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Entao, se Q é uma p-bolha, por calculos analogos ao que foi feito no Lema 17, vale que

d2
0< —
dt?

A(Q,) = J Wo (—fAzf— <|Az|2 n ﬁc(v,v)) 2~ aw 2 (Vyw, v)> f2)
>

t=0

- J—Zawllav?w(v, v)f2 —aw ! <§w, Vf> f — 0, hf?.

Usando que div(wefVf) = aw® 'f(Vw, VF) + we|Vf[> + wfAf na desigualdade acima,

obtemos que
0< J —div (W) + we (IVHE = (JAs + Rie(v,v)) 2 — aw *(Vw, v)*?)
x
+ J aw® 'D2w(v, v)f2 — (Vh, v)f2.
s

Agora, usando que D*w(v,v) = Aw — Aw — H(Vw, v), obtemos que

0< J we (|Vf|2 - <|Az|2 n RTe(v,v)) 2 — aw 2(Vw, v>2f2>
>

+ J aw ! (Zw — Aw — H(Vw, v>> 2 — 20, h. (6.10)
s
Para f = w™2g, temos que Vf =w 2Vg — %w_%_lng. Entao podemos escrever
J w (V> — aw 'Awf?) = J w® ((VF, Vf) — aw"Awf?)
s s
2
— J we (w‘llv‘gl2 —agw *Y{Vg, Vw) + %WGQQQIVMQ)
s
—J aw® M2 Aw
s

2
= J IVgl> — aw 'g(Vg, Vw) + %W’QQQIVWP —aw 'g*Aw.
b

Usando as propriedades do divergente, div(g*w~'Vw) = 2gw1(Vg, Vw)—g*w?|[Vw|*+

g*wlAw, logo

J w (V> — aw ™' f?Aw) = J IVgl* — adiv (¢°w™'Vw) + aw ™ 'g(Vw, Vg)
b b

a2
— J (a — —) g’w 2| Vwl?
5 4
2

a
= J IVgl> — aw 'g(Vw, Vg) — <a - Z) g*w 2 Vw|.
b
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Agora, pela Desigualdade de Young com € > 0,

1
wig(Vw, Vg) < [VwhwlglVg| < €|Vgl* + P ~2g?|Vgl.

Entao, escolhendo € = —4_1a,

4 —
J we (IVf* — aw 2 Aw) < J Vgl + IVWI2 7 aw_292|V9|2
ba
2
_J (a . %) 92W—2|vg|2
ba
4 2
= m L |V9| .

Por (6.10), obtemos que

4
—J Vgl > J we (IVf* — aw ™' f*Aw)
4—a 5 5

> L wa <<!Azl2 + Ric(v, v)) +aw HVw,v)? —aw ! (gw — H(Vw, v)) — 6Vh> 2

— J <|A):|2 + Ric(v,v) + aw 2(Vw,v)> — aw ™! <ZW — Havw) — avh) g°.
s

Agora por (6.8),

4
—J Vgl* > J we (IVf* — aw ™' f*Aw)
4—a 5 5

> J (!AZIQ + Ric(v,v) + 6 — Abigic, + aw 2 (3, w)? + aHd, (logw) + aavh) g°.
s

(6.11)

Seja {eq, ..., en} uma base ortonormal de X. Usando a equacao de Gauss,

k k
ochcz(el, 62 = O(Z Rl])l = (XZ <R1j)‘1 + BHB]')' — B%]>

j=2 j=2

k
= Rica (v, e;) — Ric(v, V) Z By Bj; — BY) .

Escolha o referencial de tal modo que Ricy(ey, es) = A%, temos

k
RiC(V, V) _Xbi—Ric“ 2 R,iC(V, V) — bi— RiC“(V, 61) = —OC}\[ZUC + OCZ (AHA]')' — A%]) .

j=2
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Usando esta desigualdade em (6.2) e que tr(A) = H, obtemos

K
4
HJ Vgl* > J g’ <(7\§ic)2 — AR + & E (AnAj; —A3) + 6+ aw *(Vw, v>2>
—als b3

j=2
+ J g (aHo, logw + a(Vh,v))
>
= J 92 <6 (x}\fzilc + |A):’ + (XHAII - OCZ A1] +a (av 1OgW)2)
z
j=1

+ J 9* (aHz 0y logw + a(Vh,w)).
z

Agora, usando (6.9), temos que
- 2
Q= Az + aHs AL — ocZ AIZ] + a(dy logw)” + aHd., logw
j=1
K
= Azl + aHz AT —a ) A{-] H h)? + H(h — H).
j=1

Denote por @ a parte sem traco de As e seja O = (Dqy,..., D) € Fr. Entédo, para

x < 2, temos

1

Q>

1 S|
< 2+|(IDA|2+%H2+0¢H(DH—oc(EH—l—(DH) +E(H—h)2+H(h—H).

Novamente, podemos escrever uma decomposicao de @ o em uma base ortonormal de Fy

k—2 0 1
-y (V)| T |-
i=1 E k(k - 1) .

onde {Eih<i<k—2 € uma base ortonormal de Fy_;. Entao temos que
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2
1 o k—1 1 k—1 1
> “H2 4+ O P+ —H2 + aH —a| =H Z(H—nh)?
Q X + A|+K + o kz oc(K + kz) +a( h)
+H(h—H)

Observe que a expressao a direita é uma forma quadratica em (H,z,h), cuja matriz

associada é

1_|_oc_oc+1_1 ox [k+1 1_2 1_1
k k k% a 2V k k 2 a
G=| « /k+1 2 k—1
_ - — 1_ - 9
2\ Tk K X 0
1_ 0 1
2 a a

que é positiva definida se 1 — oc% >0edet(G) >0. Parak =4, a= %, o= %, temos

que
k—1 13
l—a———=—>0
v T 1
e
00 0 0,33 0,20 —0,40
det [G—]0 0 0O ~det | 0,20 0,30 0 ~ 0,0001 > 0.
1
00 — —
59 40 0,20 0,86

Entao k > %hg. Finalmente, com estes valores, temos que

4 2 2 5 > 2 5 1 2
i > S a\ Sy n d.h).
4_QLIVzgl Lg (2 A" ) +9° (5 +5xh +a

Podemos finalmente provar o teorema principal da secao.
Demonstracao do Teorema 23. Precisamos escolher um dominio (Q; e a funcao h. Seja

d: N\ Qp — R, uma suavizacio da funcio distancia ao bordo dg(-,0Qy) tal que

1 . .
Sdg<d<2dg e ‘Vdggz
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Seja € > 0 pequeno o suficiente para que (1 + 6)1171\/% seja um valor regular de d.
Defina Q, = O, U{d < (1 + e)11n\/§}. Entdo, em Qy, dg < 2(1 + e)mc\/% < 1007,
portanto QO C Bwoﬂ(Qo).

Em{0<d< (1+ 6)1171\/%}, defina a funcao h definida por h = ko d_ onde

1+e?
33 1 /15
k(t) := —{/ — tan —\/—t—z ,
10 11V 88 2

parat € (0, 1174/ %). Pela natureza da fungao tangente, lim,_,50, h(p) = +ooelimy_,50, h(p) =

; < = _ 5 3 =
—oo. Note que k é solucao da equacao —k’ = @kQ + 4, entao
~ ~/~
d(p) (rd 2a 3 5 3 1 6 1
o h| = ak’ < —+—h’) < —+4+ —h’=—-+ —h?
Ovh| = a l+e|ll+e| 1+4e 44+242 \20+22 2+22

Entao, pela construcao anterior,

4 2 5 (0 5
- \V/ > — —
4—(1J):’ ﬂ /J):f (2 )\ ’

como desejavamos. O]

6.3 Problema de Bernstein Estavel em R

Podemos finalmente provar o Teorema de Bernstein em RS, o tltimo resultado deste

trabalho.

Proposicao 29. Seja F: M® < R® uma hipersuperficie minima estdvel, 2-lados, com-

pleta, coneza. Entio F(M) C R® € planar.

Demonstracao. A menos de uma transla¢ao, suponha que existe py € M tal que F(pg) = 0.
Seja O, um dominio compacto suave em M tal que B, C (O, C Bs,, onde B, ¢ a bola
geodésica de raio p em M, e tal que 0 ¢ F(0Q,). Considere a métrica conforme de
Gulliver-Lawson ¢ := r2g. Pelos Teoremas 22 e 23, existe um dominio Q em M tal que
Q, C Q C Bigon(Q.) e 9Q satisfaz a limitacao (6.7) para a métrica g.

Pelo Teorema 5, M tem um tnico fim. Entao podemos considerar I' a componente
conexa de Q que contém B,. Pelo Corolario 2 podemos assumir que M é simplesmente

conexa, entao a componente conexa ilimitada de M \ I' tem uma tnica componente de
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bordo X,. Seja T a componente conexa de M\ Zy. Por construgao, temos que B, C Te

or c Bioor(Bzp)-

Pelo Lema 1 temos que a distancia Euclidiana em Bygg,(Bs,) é limitada por 2pe!®™,
Entao, usando a limitacao (6.4), temos que m = g < % = %, entao aplicando a

Proposicao 34 para a métrica g e obtemos que

—2 2
Volg(Zy) < <%€) Vol(Sh) = (%) Vol(S%).

Voltando para a métrica Euclidiana,

2
Vol(Zy) < (%) Vol(5*)16e*%07p*

Entao, aplicando o Teorema 6, obtemos que
5
™ 5y (80012 5007t .5
VOlg(IBp) < VOlg(r) é VOI(IB ) E 32e P

Logo pelo Teorema 10 M deve ser planar. O]



Apéndice A
Teoremas Importantes

O objetivo desta secao é apresentar os resultados ao longo do texto, inidicando suas

referéncias.

Proposigao 30 ([33], [29]). Fize um subconjunto compacto K de uma variedade Rieman-

niana n-dimensional (M™, g). Se u € uma fun¢ao harmoénica em (M, g), entdo
H ' (Bo(x) N{u=s}) < Cp™'

para qualquer s € R,x € K, p < pg = po(M, g, K, u). Aldisso,
dimp,, ({fu = s;[Vul =0}) <n—2

para qualquer s € R.

Proposicao 31 ([43]). Suponha que (M™, g) € uma variedade Riemanniana n-dimensional

completa e u é uma funcgdo harmonica positiva em B.(x). Se Riepm = —K? em B,(x), entdo
IVul(x) < Cr* + K)u(x),

para C = C(n).

Proposigao 32 ([43]). Seja M uma variedade Riemanniana completa com Ricp = —(n—
XK, para alguma constante K > 0. Suponha que w é uma funcdo harmonica positiva

definida em uma bola geodésica B, C M. Entao existe uma constante C dependente de

131
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n,a e C tal que

XGB% XEIBFL

Proposi¢ao 33 (|36]). Para n > 2, suponha que M™ — R™! é uma imersao minima

completa. Entao para qualquer w € C%'(M), vale que

(| wi) " <] wwr
M M

para qualquer C = C(n).

Proposicao 34 (Antonelli-Xu, [3]|). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana suave
compacta n-dimensional com n > 3 e 0 < v < 2—:;, A > 0. Denote por Ric(x) :=
inf{Ric, (v,v); v € T(M, [v| = 1} o infimo dos autovaloresdo tensor de Ricci. Suponha

que eziste uma funcao positiva u € C*(M) tal que
vYAu < uRic — (n —1)Au. (A.1)

Seja M o recobrimento universal de M, dotada da métrica pullback. Entao vale que:

1. Vale a limitacao de didmetro

—~ T /maxuy ntY
i M) < — . A2
s () < 2 (225 wa
2. Vale a limitagao de volume
Vol (M) < A EVol(S™). (A.3)

Além disso, se ocorrer a igualdade em (A.3), entao qualquer funcao w que satisfaca

A . - L, - . _ 1
(A.1) deve ser constante e M € isométrica a uma esfera de raio A 2.

Definicao 9. Seja (N, h) uma variedade n-dimensional com métrica h. Para uma func¢ao
positiva suave f em N e uma constante positiva s, definimos o tensor de Ricci conforme

de N associado com o fator conforme f e a altura h como

Ric'™) = Ric—s (f 'Vf) h.
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Iremos fazer uso também do seguinte resultado:

Lema 20 ([44]). Assuma que para um fator f e um peso s < == (s <2 sen =3), com

uma constante positiva k, vale que
Ric™s(v,v) > k.

Entao N € compacta e tem grupo fundamental finito. Além disso, tem-se

 9)2
diam(N, h) < \/n—l L =3

S

T
— se s < ——,
n+1+k n—1

T
diam(N, h) < Vo—
(N, 1) vk

se n=3es < 2.
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