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UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAU Í 
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Resumo

O objetivo desta dissertação é apresentar as soluções conhecidas para o Problema de

Bernstein Estável em Rn para hipersuperfícies 2-lados, com 3 ⩽ n ⩽ 6. Para isso,

estudamos as propriedades gerais das hipersuperfícies mínimas estáveis e os resultados

clássicos relacionados ao problema. Além do resultado clássico para o caso de superfícies,

apresentamos a resolução do problema por meio do método dos conjuntos de níveis de

funções harmônicas, para n = 4, e as soluções dadas através do método de µ-bolhas

para 3 ⩽ n ⩽ 6. Para cada dimensão, analisamos o comportamento da estabilidade em

conjunto com ferramentas clássicas e modernas da análise geométrica.

Palavras-chave: hipersuperfícies mínimas, estabilidade, teorema de Bernstein, conjuntos

de níveis de funções harmônicas, método de µ-bolha.
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Abstract

The objective of this dissertation is to present the known solutions to the Stable Bernstein

Problem in Rn for two-sided hypersurfaces, with 3 ⩽ n ⩽ 6. To this end, we study the

general properties of stable minimal hypersurfaces and the classical results related to the

problem. In addition to the classical result for the case of surfaces, we present a resolution

of the problem via the level-set method of harmonic functions for n = 4, as well as the

solutions obtained through the µ-bubble method for 3 ⩽ n ⩽ 6. For each dimension,

we analyze the behavior of stability in conjunction with classical and modern tools from

geometric analysis.

Keywords: minimal hypersurfaces, stability, Bernstein theorem, level sets of harmonic

functions, µ-bubble method.
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Introdução

A teoria das hipersuperfícies mínimas no espaço Euclidiano ocupa um lugar central na

Geometria Diferencial e na Análise Geométrica, surgindo naturalmente no estudo de pro-

blemas variacionais associados ao funcional área. Uma hipersuperfície imersaMn−1 ⊂ Rn

é dita ser mínima quando sua curvatura média é identicamente nula. No caso de hipersu-

perfícies em Rn+1, se M é dada localmente como um grá�co de uma função u : Ω→ R,

para algum Ω ⊂ Rn, o fato de ser mínima é equivalente ao fato de u satisfazer a equação

quasilinear elíptica das superfícies mínimas, dada por

div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
= 0. (1)

Neste contexto, é natural se perguntar como se comportam (e se existem) grá�cos da

forma u : Rn → Rn+1 que satisfazem a equação (1). A primeira resposta para este

problema foi dada por S. Bernstein em 1915, ao estabelecer que toda solução global da

equação das superfícies mínimas (1) em R2 é necessariamente a�m. Geometricamente,

isso equivale a dizer que as únicas superfícies mínimas inteiras em R3 são os planos. Este

resultado, juntamente com as tentativas de generalizá-lo, inaugurou uma extensa linha

de pesquisa voltada à compreensão da rigidez geométrica de hipersuperfícies mínimas em

dimensões mais altas. Por este motivo, a busca por uma generalização deste problema

passou a ser conhecido como Problema de Bernstein Clássico.

A generalização do Problema de Bernstein para dimensões superiores consiste em

perguntar se toda hipersuperfície mínima inteira em Rn deve ser um hiperplano. Ao

longo do século XX, diversos trabalhos mostraram que a resposta a essa questão depende

de maneira essencial da dimensão do espaço ambiente. Para grá�cos mínimos em Rn,

este problema foi resolvido por De Giorgi [21] em 1965 para n = 4, por F. J. Almgren

[1] em 1966 para n = 5, e por L. Simon [45] em 1968 para n ⩽ 7, e um argumento

1



Sumário 2

de regularidade interior permite extender a dimensão n = 8. Posteriormente, usando o

método de Simons, De Giorgi, E. Giusti e E. Bombieri mostraram em [9] que o Problema

de Bernstein é falso para n > 8, ao construir um cone mínimo estável não-planar.

Superfícies mínimas nasceram com o intuito de que, dada uma variação suave com

bordo �xado, dentre todas as superfícies obtidas, ela seja a de menor área, daí o nome

mínima. No entanto, nem toda hipersuperfície com curvatura média identicamente nula

satisfaz esta de�nição de minimização de área para qualquer domínio da superfície. A

classe especí�ca de hipersuperfícies mínimas que minimizam sempre a área, estas são as

hipersuperfícies mínimas estáveis, isto é, hipersuperfícies M tais que

∫
M

|A|2φ2 dµ ⩽
∫
M

|∇Mφ|2 dµ, ∀φ ∈ C∞
c (M),

onde A denota a segunda forma fundamental de M, ∇M é o gradiente associado à mé-

trica Riemanniana induzida em M e dµ representa o elemento de volume de M. Essa

desigualdade expressa a não negatividade do operador de Jacobi

L = ∆M + |A|2,

e impõe restrições severas sobre o comportamento geométrico da hipersuperfície.

Em 1979 M. do Carmo e C. K. Peng mostraram em [13] um resultado análogo ao

Teorema clássico de Bernstein: que toda superfície mínima estável orientável e completa

deve ser um plano. Este resultado era um pouco mais geral que o de Bernstein pois não

exige mais que a superfície seja um grá�co. Em 1980, D. Fischer-Colbrie e R. Schoen

mostraram em [24] e Pogorelov em [38] (1981) obtiveram o mesmo resultado de forma

independente. A tentativa de generalizar este resultado inaugurou uma nova classe de

problemas, conhecido como o Problema de Bernstein Estável. Vários autores investigaram

este problema e obtiveram resultados para casos especí�cos. Destacamos principalmente

o seguinte célebre resultado

Teorema 1 (Schoen-Simon-Yau [41]). Se Σn−1 ⊂ Rn, n ⩽ 6, é uma hipersuperfície

mínima completa, estável, 2-lados e existe V <∞ tal que

sup
R>0

Vol (BR(0) ∩ Σ)
Rn−1

⩽ V , (2)
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então Σ é planar.

Iremos apresentar este resultado com mais detalhes na seção 1.5. Como pode ser visto

no enunciado, este resultado impõe limitação para a dimensão do ambiente, o que causou

uma aparente di�culdade inicial para a adaptação do método para hipersuperfícies em

R6. No entanto, existe um resultado recente, dado por C. Bellettini em [8], que generaliza

este o resultado de Schoen-Simon-Yau para R6 com a hipótese adicional da imersão ser

própria e que há crescimento de volume Euclidiano no in�nito.

Uma vez que todo grá�co mínimo é estável, o contra-exemplo apresentado por Bombieri-

De Giorgi-Giusti nos a�rma que o problema de Bernstein estável é falso para dimensão

n ⩾ 9. Mais que isso, o artigo original [9] apresenta uma hipersuperfície mínima está-

vel 2-lados que não é um grá�co, limitando a possibilidade de validade do problema de

Bernstein estável para 3 ⩽ n ⩽ 7. Apesar de todos os esforços na direção de resolver o

Problema de Bernstein Estável para hipersuperfícies mínimas de dimensão maior que 2,

este problema �cou em aberto por várias décadas. Recentemente, O. Chodosh e C. Li [15]

propuseram uma abordagem inovadora que resolveu o caso de dimensão n = 4, abrindo

espaço para que novos desenvolvimentos fossem dados nesta teoria.

O objetivo principal desta dissertação é estudar o Problema de Bernstein Estável em

Rn, para 3 ⩽ n ⩽ 6, apresentando os principais resultados conhecidos e destacando o

papel desempenhado pela estabilidade na obtenção de teoremas de rigidez em diferentes

dimensões. Ressaltamos que até o presente momento o problema para a dimensão n = 7

encontra-se em aberto.

No Capítulo 1, são introduzidos conceitos fundamentais de geometria Riemanniana

e de hipersuperfícies mínimas, com ênfase na de�nição de estabilidade e em suas con-

sequências analíticas. Apresentaremos com mais detalhes um comportamento assintótico

das hipersuperfícies mínimas estáveis de dimensão mais alta, assim como a prova do re-

sultado de Schoen-Yau, acima citado. Também iremos apresentar uma generalização da

clássica desigualdade isoperimétrica, proposta por S. Brendle em [10] que será útil ao

longo do texto.

No Capítulo 2, trataremos de apresentar em detalhes a solução clássica, proposta por

M. do Carmo e K. Peng em [13], para o Problema de Bernstein Estável em R3. Mostra-

remos também um resultado equivalente ao Teorema de Bernstein que será importante

para a solução do problema em R4.
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No capítulo 3, apresentaremos a primeira prova para o Problema de Bernstein Estável

dada por O. Chodosh e C. Li em [15]. Estudaremos o comportamento das funções de Green

em hipersuperfícies mínimas estáveis. Em seguida, encontraremos desigualdades para a

energia de Dirichlet da função de Green nas superfícies de nível e para a segunda forma,

de modo que juntamente com a equivalência obtida no capítulo anterior, estabelecem o

Problema de Bernstein Estável em R4.

Destacamos que, após a prova apresentada por Chodosh e Li, descrita no Capítulo 3,

surgiram duas novas provas para o Problema de Bernstein Estável em R4, uma proposta

por G. Catino, P. Mastrolia e A. Roncoroni em [20] e outra por O. Chodosh e C. Li em

[16]. Dedicaremos o Capítulo 4 a apresentar esta última. O motivo de apresentar esta

solução é porque seu argumento é a base para a solução conhecida nas dimensões n = 5, 6.

Neste capítulo, apresentaremos uma deformação conforme da métrica, chamada métrica

de Gulliver-Lawson, e o método das µ-bolhas, fundamentais para as generalizações do

Problema de Bernstein Estável.

No Capítulo 5, investigamos como o método das µ-bolhas apresentado no Capítulo 4

foi adaptado por O. Chodosh, C. Li, P. Minter e D. Stryker em [18] para resolver o

Problema de Bernstein Estável em R5. A principal diferença é a introdução da curvatura

bi-Ricci ao método anterior e como esta afeta o fenômeno da estabilidade.

No Capítulo 6, apresentamos a prova proposta por L. Mazet em [34] para o Problema

de Bernstein Estável em R6 a partir do método usado no Capítulo 5 e da introdução

de uma generalização da curvatura bi-Ricci, chamada curvatura a-bi-Ricci, para a > 0.

Novamente o capítulo dedica-se a estudar como esta nova curvatura interfere na estabili-

dade.

Por �m, colocamos no Apêndice os resultados que destoam do contexto ou necessitam

de mais preparação para serem introduzidos, a destacar a importante Desigualdade de

Harnack.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos as de�nições e resultados básicos sobre a geometria das

imersões mínimas, a teoria das hipersuperfícies mínimas com suas propriedades clássicas

e resultados de outros trabalhos que serão importantes para o presente texto, bem como

para �xar as notações que serão usadas ao longo do texto. Daremos particular atenção

aos resultados de Cao-Shen-Zhu em [12] sobre o estudo do comportamento assintótico de

hipersuperfícies mínimas estáveis; de S. Brendle em [10] para obter uma nova desigualdade

geométrica e de Schoen-Yau em [42] para estudar as hipersuperfícies mínimas de cresci-

mento Euclidiano devido sua importância para o Texto. Também faremos uma breve

apresentação aos conjuntos de perímetro �nito. Admitimos que o leitor tenha familiari-

dade com conceitos básicos de Geometria Riemanniana, como a de�nição de variedades

diferenciáveis e plano Tangente. Doravante, entendemos por função suave uma função

que seja C∞ no espaço onde esteja de�nida.

1.1 Geometria das Subvariedades

Considere Σk uma subvariedade Riemanniana (não excluíndo a possibilidade de ter fron-

teira) de uma variedade Riemanniana n-dimensional V dotada da métrica g e da derivada

∇V .1

Dado um campo vetorial X em Σ, podemos escrever X = XT + X⊥, onde XT e X⊥ são

as componentes tangencial e normal de X, respectivamente. A derivada covariante ∇V

1Apesar de utilizarmos apenas o espaço Euclidiano Rn no decorrer do texto, iremos considerar o caso

geral para uma revisão mais abrangente.

5
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em M induz uma derivada covariante ∇Σ em Σ, dada por:

∇ΣX := (∇VX)
T .

Podemos então de�nir a segunda forma fundamental AΣ de Σ da seguinte forma: Dados

X, Y ∈ TxΣ, então

AΣ(X, Y) := (∇XY)
⊥ .

Observe que

n−k∑
l=1

g (AΣ(X, Y),Nl)Nl =

n−k∑
l=1

g

(∑
X

Y,Nl

)
Nl = −

n−k∑
l=1

g (Y,∇XNl)Nl,

onde {Nl} é uma base ortonormal de campos vetoriais para o espaço normal a Σ em uma

vizinhança de x.

Com isto, podemos de�nir o vetor curvatura média H em x por

H =

k∑
i=1

AΣ (Ei,Ei) , (1.1)

onde Ei é uma base ortonormal para TxΣ.

Observação 1. Sabemos que no caso onde k = n− 1 o espaço normal a Σ em x é gerado

por um único vetor unitário, o vetor normal externo que, a menos de menção explícita do

contrário, será denotado por ν. Então, por (1.1), H⃗ é dado por

H⃗(x) = H(x)ν.

Nestas condições, chamamos H(x) de curvatura média em x. Esta situação irá se repetir

com frequência ao longo deste trabalho e não faremos distinção de notação entre o vetor

curvatura média e a curvatura média, mas isto não deve gerar confusões.

Agora, considere f : Σ→ R uma função suave. Podemos de�nir o gradiente de f como

o único campo vetorial ∇Σf em Σ que satisfaz

⟨∇Σf,X⟩ = X(f), (1.2)

para todo campo vetorial X em Σ. Fixado um referencial ortonormal {E1, ...,En} em uma
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vizinhança de x ∈ Σ, vale que

∇Σf =

n∑
j=1

Ej(f)Ej.

Além disso, podemos de�nir a divergência do campo X como

divΣX :=

n−1∑
i=1

g (∇Ei
X,Ei) .

De�na o operador de Laplace-Beltrami ou Laplaciano ∆Σ em Σ por

∆Σf := divΣ (∇Σf) .

Por �m, de�na o Hessiano da função f no vetor v ∈ TxM como

(D2
Σf)x(v) := ∇v∇f,

e, para campos de vetores X e Y em Σ, a forma quadrática Hessiana ou simplesmente

Hessiana por

D2
Σf(X, Y) :=

〈
D2

Σf(X), Y
〉

Para uma exposição mais detalhada e para a prova das a�rmações acima, consulte [30].

Observação 2. Sempre que estiver claro no contexto, iremos omitir o simbolo do ambi-

ente nas aplicações acima de�nidas.

De�nição 1. Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana, p ∈M e {ei}1⩽i⩽n uma base

ortonormal para TpM. Se R denota a curvatura escalar em M e a ∈ R, de�nimos:

1. A curvatura de Ricci por

Ric(e1, e2) :=
n∑

i=2

R(e1, ei, ei, e1);

2. A curvatura bi-Ricci por

bi-Ric(ei, ej) :=
n∑

k=2

R(ei, ek, ek, ei) +
n∑

l=3

R(ej, el, el, ej);
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3. E a curvatura a-bi-Ricci por

bi-Rica(ei, ej) :=
n∑

k=2

R(ei, ek, ek, ei) + a
n∑

l=3

R(ej, el, el, ej)

Observe que estas de�nições dependem fortemente da métrica e, em geral, não há uma

forma conhecida de relacionar os valores acima para métricas distintas, exceto para o caso

especí�co onde uma métrica é conforme a outra. Devido a sua importância neste artigo,

iremos agora explicá-la em mais detalhes.

Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Uma outra métrica �g é dita

ser conforme à métrica g se existe uma função suave positiva f :M→ R tal que �g = fg.

Como a função f é positiva, é comum escrever f(x) = e2h(x), onde h : M → R é uma

função suave.

Observação 3. Como dito antes, as quantidades geométricas dependentes da métrica

mudam de valor quando alterada a métrica. Então, se �g é conforme a g, a menos de

mensão explícita do contrário, as quantidades geométricas referentes à métrica �g terão o

simbolo ′ ∼ ′. Por exemplo, se ∆M é o operador de Laplace-Beltrami referente a (M,g),

então ∆̃M é o operador de Laplace-Beltrami referente a (M, �g).

Seja {E1, ...,En} um referencial ortonormal, com relação a métrica g, em um aberto

U ⊂M,. Se �g = e2hg é uma métrica conforme, então

�g
(
e−hEi, e−hEj

)
= e−2h�g (Ei,Ej) = g (Ei,Ej) = δij,

donde segue que {e−hEi, ..., e−hEn} é um referencial ortonormal para U ⊂M, com relação

à métrica �g.

O próximo resultado nos mostra como é feita a relação de certas quantidades geomé-

tricas entre métricas conformes (veja capítulo 7 de [30]).

Proposição 1. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana e �g = e2hg, com h :M → R

suave. Então, para quaisquer campos vetoriais X, Y em M, e f : M → R uma função

suave, vale que

(a) ∇̃Mf = e
−2h∇f;

(b) ∇̃XY = ∇XY + X(h)Y + Y(h)X− g(X, Y)∇Mh;
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(c) d̃ivX = divX+ nX(h); e

(d) ∆̃f = e−2h(∆f+ (n− 2)g(∇f,∇h)).

Além disso, é possível relacionar as curvaturas com relação às métricas g e �g.

Proposição 2 (Proposição 7.30, [30]). Se R e 	R denotam respectivamente as curvaturas

escalares não-normalizadas de M com respeito às métricas g e 	g = e2hg, então

e2h	R = R− 2(n− 1)∆h− (n− 1)(n− 2)|∇h|2.

Para uso futuro, mostraremos também como as distâncias intrínsecas se relacionam, em

uma variedade conexa compacta, sob uma mudança conforme induzida por uma imersão

(vide [16, Lema 6.2]).

Lema 1. Sejam Nk,k ⩽ 1, uma variedade conexa compacta, possivelmente com bordo, e

r(x) := dRm(0, x). Então

1. Considere uma imersão Nk ↪→ Rm \ {0} e p,q ∈ N com d�g(p,q) ⩽ D, onde

�g = r−2g e g é a métrica induzida em N. Então r(p) ⩽ eDr(q).

2. Considere uma imersão φ : Nk ↪→ Rm com 0 ∈ φ(N) e sejam p,q ∈ N \ φ−1(0)

com d�g(p,q) ⩽ D. Se 	r(x) = dg(φ
−1(0), x) denota a distância intrínseca em N,

então 	r(p) ⩽ eD	r(q).

Demonstração. Item 1.: escolha uma curva γ : [0,L] → N, parametrizada pela velocidade

�g-unitária, conectando p e q, tal que L ⩽ D+ ϵ. Calculamos

log r(q) − log r(p) =
∫L

0

d

dt
log r (γ(t)) dt =

∫L

0

r (γ(t))
−1
g (∇r,γ ′(t)) dt.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando que |∇r|g ⩽ 1,

log r(q) − log r(p) ⩽
∫L

0

r (γ(t))
−1

|∇r|g|γ ′(t)|g dt

⩽
∫L

0

r (γ(t))
−1

|γ ′(t)|g dt

=

∫L

0

|γ ′(t)|�g dt

= L ⩽ D+ ϵ.
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Então, r(q) ⩽ eD+ϵr(p). O resultado segue fazendo ϵ→ 0.

Item 2.: comecemos notando que |∇	r|g = 1 e r(x) ⩽ 	r(x) para qualquer x ∈ N. Então,

como antes,

log 	r(q) − log 	r(p) =
∫L

0

d

dt
log 	r (γ(t)) dt =

∫L

0

r (γ(t))
−1
g (∇	r,γ ′(t)) dt

⩽
∫L

0

r (γ(t))
−1

|∇	r|g|γ ′(t)|g dt

=

∫L

0

r (γ(t))
−1

|γ ′(t)|g dt =

∫L

0

|γ ′(t)|�g dt = L.

Isto completa a prova.

1.2 Hipersuperfícies Mínimas Estáveis

Apresentaremos agora os principais objetos de estudo deste trabalho. Esta e as próximas

duas seções são baseadas no Capítulo 1 de [19] e nos Capítulos 1, 2 e 8 de [14].

Suponha que u : Ω ⊂ Rn−1 → R é uma função de classe C2 e considere seu grá�co

Graphu = {(x,u(x)) ∈ Rn; z ∈ Ω}.

Então sua área é dada por

Area(Graphu) =
∫
Ω

√√√√1+
n−1∑
i=1

u2
i =

∫
Ω

√
1+ |∇u|2

Aplicando isto a uma família a 1-parâmetro de grá�cos Graphu+tν, onde ν|∂Ω = 0, temos

que

Area(Graphu+tν) =

∫
Ω

√
1+ |∇u+ t∇ν|2.

Logo,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Area (Graphu+tν) =

∫
Ω

⟨∇u,∇ν⟩√
1+ |∇u|2

=

∫
Ω

div

(
ν

∇u√
1+ |∇u|2

)
−

∫
Ω

νdiv

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
.

Pelo Teorema da Divergência,
∫
Ω
divν = 0, segue que se u é ponto crítico do funcional
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área, então sa�sfaz a equação

div

(
∇u√

1+ |∇u|2

)
= 0. (1.3)

Esta equação é conhecida como equação das superfícies mínimas e foi descoberta por L.

Euler e J. L. Lagrange no século XVIII com o intuito de encontrar uma superfície que

minimizasse a sua área ao ser delimitada por uma curva fechada �xa no espaço (problema

este que posteriormente veio a ser conhecido como o �Problema de Plateau�), daí o nome

mínima. O grá�co de uma solução da equação das superfícies mínimas minimiza a área,

mas apenas das superfícies delimitadas pelo cilindro gerado pela curva dada. De fato,

usando o método de calibração é possível obter o seguinte resultado

Proposição 3 (Lema 1.1, [19]). Se u : Ω ⊂ Rn−1 → R satisfaz a equação das superfícies

mínimas (1.3) e Σ ⊂ Ω×R é qualquer outra superfície com ∂Σ = ∂Graphu, então

Area (Graphu) ⩽ Area(Σ).

Como é natural, surgiu o questionamento se hipersuperfícies mínimas minimizam a

área de classes de variações mais gerais, e este é o desenvolvimento que segue.

1.2.1 Variações de Área

Primeiramente, precisamos generalizar a discursão anterior que deu origem a equação das

superfícies mínimas. Para isto, precisamos da seguinte de�nição. Seja F : Σ×(−ϵ, ϵ) → N

uma variação de Σ com suporte compacto e bordo �xo, i.e., F = Id fora de um conjunto

compacto,

F(x, 0) = x,

e para todo x ∈ ∂Σ,

F(x, t) = x.

O campo vetorial ∂F
∂t

restrito a Σ é chamado o campo vetorial de variações, ou sim-

plesmente campo de variações de F.

De�nição 2. Sejam Σn ↪→ Nn+1 uma subvariedade e F uma variação de Σ. De�nimos o
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funcional área por

A (Ωt) =

∫
Ωt

dµt =

∫
Ω

F∗dµt, (1.4)

onde Ωt ≡ F(Ω, t), Ω ⊂ Σ, dµt é o elemento de volume em Ωt e * denota a operação

de pullback.

Teorema 2 (Primeira Variação de Área). Seja F : Σ × (−ϵ, ϵ) → M uma variação de

Σ ⊂M com campo variacional Ft :=
∂F
∂t
. Suponha que Σ é orientável e compacta. Então

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) = −

∫
Σ

⟨X,H⟩ dµ+

∫
∂Σ

⟨Ft,ν⟩ dσ,

onde ν é o campo normal externo ao bordo de Σ tangente a Σ, dµ é o elemento de volume

de Σ e dσ é o elemento de área de ∂Σ.

Demonstração. Seja (Xi) uma carta local sobre Σ, nesta carta, gij(t) := g( ∂F
∂xi

, ∂F
∂xj

) =

⟨ ∂F
∂xi

, ∂F
∂xj

⟩. De�na ξt =
√
det(gij(t))

√
det(gij(0)), onde gij é o (i,j)-elemento da matriz

inversa de g. Então,

A (Ωt) =

∫
Σ

dµt =

∫
Σ

√
det (gij(t))

√
det(gij(0)) det(gij(0)) dx

=

∫
Σ

ξt

√
det(gij(0)) dx =

∫
Σ

ξt dµ0.

Assim,
d

dt
A(t) =

∫
Σ

d

dt
(ξt)

√
det(gij(0)) dx. (1.5)

Agora, para qualquer x ∈ Σ, escolhemos uma carta em Σ de modo que gij(0) = δij e√
det(gij(0)) =

√
det(gij(0)) = 1. Com isto,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ξt =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(√
det(gij(t))

√
detgij(0))

)
=

1
2

1√
det(gij(0))

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det (gij(0))

=
1
2
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(gij(0)) =
1
2
tr
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gij(t)

)
=

1
2

k∑
i=1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

⟨Fi, Fi⟩

=

k∑
i=1

⟨∇Ft
F0, Fi⟩ =

k∑
i=1

〈
∇Ft

FT0 , Fi
〉
+

k∑
i=1

〈
∇Ft

F⊥0 , Fi
〉

= divΣFT0 + divΣF⊥0 = divΣFT − ⟨F0,H⟩. (1.6)
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Substituindo (1.6) em (1.5) e usando o Teorema de Stokes, obtemos que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(t) =

∫
Σ

divΣFT0 − ⟨F0,H⟩ dµ =

∫
∂Σ

〈
FT0 ,ν

〉
dσ−

∫
Σ

⟨F0,ν⟩ dµ.

Como ν é tangente a Σ, podemos escrever

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(t) =

∫
∂Σ

⟨F0,ν⟩−
∫
Σ

⟨F0,ν⟩ dµ,

como desejávamos.

Corolário 1. Nas condições do Teorema anterior, se F é uma variação com suporte

compacto, vale que
d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(t) = −

∫
Σ

⟨F0,ν⟩ dµ0.

Primeiramente, observe que o Corolário acima mostra que a de�nição de hipersuperfí-

cie mínima dada no início deste capítulo coincide com a de�nição de mínima como solução

da equação das superfícies mínimas (1.3). Além disso, podemos concluir que estas são

pontos críticos do funcional área. Como pontos críticos não são necessariamente pontos

de mínimo, precisamos calcular a segunda derivada do funcional área.

Suponha que Σk ⊂Mn é uma hipersuperfície mínima e, como antes, F é uma variação

de Σ com suporte compacto. Sem perda de generalidade, podemos supor que F é uma

variação normal de Σ, i.e.,

FTt ≡ 0.

Teorema 3 (Segunda Variação de Área). Suponha que Σk ⊂Mn seja uma subvariedade

mínima. Seja F um variação normal de Σ com suporte compacto e cujo campo variacional

seja Ft, então

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) = −

∫
Σ

|⟨A(·, ·), Ft⟩|2 +
∣∣∇N

Σ Ft
∣∣2 − Ric(Ft, Ft) dµ0.

Demonstração. Como na primeira variação, seja (Xi) um sistema de coordenadas locais, a

princípio arbitrário, sobre Σ, e de�na gij(t) = gij(Xi, Xj) ≡ ⟨Xi,Xj⟩ e ξt =
√
det(gij(t))√

det(gij(t)). Então,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) =

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ξt

√
det(gij(0)) =

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ξt dµ0. (1.7)
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Pela regra da cadeia,

d

dt

√
det(gij(t)) =

1
2

1√
det(gij(t))

(
d

dt
det (gij(t))

)
=

1
2

1√
det(gij(t)

Tr
(
g ′
ij(t)g

lm(t)
)
.

Multiplicando os dois lados por
√
det(gij(0)), obtemos que

2
d

dt
ξt = Tr

(
g ′
ij(t)g

lm(t)
)
ξt.

Logo,

2
d2

dt2
ξt =

d

dt
Tr
(
g ′
ij(t)g

lm(t)
)
ξt + Tr

(
g ′
ij(t)g

lm(t)
) d
dt
ξt

= Tr
(
g ′′
ij(t)g

lm(t) + gij(t)(g
lm) ′(t)

)
ξt + Tr

(
g ′
ij(t)g

lm(t)
) d
dt
ξt.

Por (1.6), temos que

2
d2

dt2
ξt = Tr

(
g ′′
ij(t)g

lm(t) + gij(t)(g
lm) ′(t)

)
+

1
2

(
Tr
(
g ′
ij(t)g

lm(t)
))2
ξt. (1.8)

Como antes, escolhemos um sistema de coordenadas (Xi) ortonormal em x, de modo que

gij(t)gjk(t) = δij. Diferenciando esta relação, obtemos que (gij) ′(t)gjk(t) = −gij(t)g ′
jk(t)

e portanto, (gij) ′(0) = δijg ′
jk(0). Usando isto em (1.8), obtemos que

2
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ξt = Tr
(
g ′′
ij(0)

)
− Tr

(
g ′
ij(0)g

′
lm(0)

)
+

1
2

(
Tr
(
g ′
ij(0)

))2
. (1.9)

Por outro lado, sabemos que ∇Ft
Fxi

−∇Fxi
Ft = [Ft, Fxi

] = 0, então

g ′
ij(0) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(Fi, Fj) = Ftg(Fi, Fj)

= g(∇Ft
Fi, Fj) + g(Fi,∇) = g(∇Fi

Ft, Fj) + g(Fi,∇Fj
Ft)

= Fig(Ft, Fj) − g(Ft,∇Fi
Fj) + Fjg(Fi, Ft) − g(∇Fj

Fi, Ft)

= −g(Ft, (∇Fi
Fj)

N) − g((∇Fj
Fi)

N, Ft) = −g(Ft,AΣ(Fi, Fj))

= −g(A(Fj, Fi), Ft) − 2g(Ft,A(Fi, Fj)). (1.10)
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Com isso,

Tr
(
g ′
ij(0)

)
=

k∑
i=1

g ′
ii(0) =

k∑
i=1

−2g (Ft,AΣ(Fi, Fj))

= −2g

(
Ft,

k∑
i=1

A(Fi, Fj)

)
= −2g(Ft,H) = 0,

pois Σ é mínima. Então podemos reescrever (1.8) como

2
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ξt = Tr
(
g ′′
ij(0)

)
− Tr

(
g ′
ij(0)g

′
lm(0)

)
. (1.11)

Agora, note que por (1.9)

k∑
i=1

g(Fitt, Fi) =
k∑

i=1

g(∇Ft
∇Ft

Fi, Fi)

=

k∑
i=1

g(∇Ft
∇Fi

Ft −∇Fi
∇Ft

−∇[Ft,Fi]Ft, Fi) +
k∑

i=1

g(∇Fi
∇Ft

Ft, Fi)

=

k∑
i=1

g (RM(Ft, Fi)Ft, Fi) + divΣ (Ftt) .

Portanto,

Tr
(
g ′
ij(0)

)
=

k∑
i=1

g ′′
ii(0) =

k∑
i=1

2g (Fitt, Fi) + 2g (Fit, Fit)

= 2
k∑

i=1

g (RM(Ft, Fi)Ft, Fi) + 2divΣ(Ftt) + 2
k∑

i=1

g (Fit, Fit)

= 2
k∑

i=1

g (RM(Ft, Fi)Ft, Fi) + 2divΣ(Ftt)

+ 2
k∑

i=1

g
(
FTit, F

T
it

)
+ 2

k∑
i=1

g
(
F⊥it, F

⊥
it

)
. (1.12)

Usando isto e o fato da variação ser normal, obtemos que
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k∑
i=1

g
(
FTit, F

T
it

)
=

k∑
i=1

g
(
(∇Ft

Fi)
T , (∇FT

Fi)
T
)
=

k∑
i=1

g
(
(∇Fi

Ft)
T , (∇Fi

Ft)
T
)

=

k∑
i=1

g

(
k∑

j=1

g(∇Fi
Ft, Fj)Fj,

k∑
i=1

g(∇Fi
Ft, Fxl)Fxl

)

=

k∑
i,j,l=1

g (∇Fi
Ft, Fj)g (∇Fi

Ft, Fl)g (Fj, Fl)

=

k∑
i,j,l=1

g (∇Fi
Ft, Fj)g (∇Fi

Ft, Fl) δjl

=

k∑
i,j=1

g (∇Fi
Ft, Fj)

2

=

k∑
i,j=1

(Fig(Ft, Fj) − g(Ft,∇Fi
Fj))

2

=

k∑
i,j=1

(g(Ft,∇Fi
Fj))

2
=

k∑
i,j=1

g
(
Ft, (∇Fi

Fj)
⊥
)2

=

k∑
i,j=1

g(AΣ(Fi, Fj), Ft)2. (1.13)

Agora, por (1.9), vale que

k∑
i=1

g
(
F⊥it, F

⊥
it

)
=

k∑
i=1

g
(
(∇Ft

Fi)
⊥, (∇Ft

Fi)
⊥)

=

k∑
i=1

g
(
(∇Fi

Ft)
⊥, (∇Fi

Ft)
⊥)

=

k∑
i=1

g
∣∣∣(∇Fi

Ft)
⊥
∣∣∣2

=
∣∣∣(∇⊥

ΣFt
)⊥∣∣∣2 . (1.14)
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Substituindo (1.13) e (1.14), temos que

Tr
(
g ′′
ij(0)

)
= 2divΣ(Ftt) + 2

k∑
i=1

g(RM(Ft, Fi)Ft, Fi)

+

k∑
i,j=1

g(AΣ(Fi, Fj), Ft)2 + 2
∣∣∇⊥

ΣFt
∣∣2 . (1.15)

Usando (1.10),

Tr
(
g ′
ij(0),g

′
lm(0)

)
=

k∑
i,j=1

g ′
ij(0)g

′
ji(0) =

k∑
i,j=1

(
g ′
ij(0)

)2
=

k∑
i,j=1

(−2g(AΣ(Fi, Fj), Ft))
2
= 4

k∑
i,j=1

(g(AΣ(Fi, Fj), Ft))2. (1.16)

Substituindo (1.15) e (1.16) em (1.11), obtemos que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ξt = −

k∑
i,j=1

(g(AΣ(Fi, Fj), Ft))
2
+
∣∣∇⊥

ΣFt
∣∣2

−

k∑
i=1

g(RM(Ft, Fi)Fi, Ft) + divΣ(Ftt). (1.17)

Substituindo (1.17) em (1.5),

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A(t) = −

k∑
i,j=1

∫
Σ

⟨A(Fi, Fj), F0⟩2 dµ0

+

∫
Σ

∣∣∇⊥
ΣFt
∣∣2 dµ0

−

k∑
i=1

∫
Σ

⟨RM(Ft, Fi)Fi, Ft⟩dµ0,

como desejávamos.

Com isto, podemos �nalmente de�nir:

De�nição 3. Dizemos que uma hipersuperfície mínima Σ ⊂ Rn é estável se, para todas

as variações F de Σ, com suporte compacto, tivermos A ′′(0) ⩾ 0.

Logo, hipersuperfícies mínimas estáveis são exatamente aquelas que se procurava desde
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a de�nição de superfície mínimas, isto é, são as minimizantes de área sob uma variação

suave arbitrária de superfícies.

Agora, de�na o operador auto-adjunto, conhecido como operador de estabilidade,

LX = ∆⊥
ΣX+ Tr (RM(·,X)·) + B(X), (1.18)

para campos vetoriais normais X em Σ. Acima, B é o operador de Simon de�nido por

k∑
i,j=1

g (AΣ(Ei,Ej),X)A(Ei,Ej)

Para hipersuperfícies com �brado trivial (como o caso de hipersuperfícies em Rn), o

operador de estabilidade pode ser simpli�cado da seguinte forma: Se considerarmos X =

fν, para uma função suave f dada, então

Lf = ∆Σf+ |AΣ|
2
+ RicM(ν,ν)f,

onde RicM é o tensor de Ricci em M.

Observe que a segunda variação implica que se Σk ⊂Mn é uma subvariedade mínima,

então a Hessiana do funcional área em Σ é dada por

−

∫
Σ

⟨·,L(·)⟩.

Com isto, podemos dizer que Σk é estável se para qualquer variação F com suporte com-

pacto, vale que
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Vol(F(t)) = −

∫
Σ

⟨Ft,LFt⟩ ⩾ 0.

Lema 2 (Desigualdade de Estabilidade, [19]). Suponha que Σn−1 ⊂Mn é uma hipersu-

perfície mínima estável com �brado normal trivial, então para toda função Lipschitiziana

f com suporte compacto

∫
Σ

(
RicM(ν,ν) + |AΣ|

2
)
f2 ⩽

∫
Σ

|∇Σf|
2.
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Demonstração. Como Σ é estável,

0 ⩽ −

∫
Σ

fLf = −

∫
Σ

(
f∆Σf+ |AΣ|

2f2 + RicΣ(ν,ν)f2
)
.

Integrando por partes,

∫
Σ

(
RicM(ν,ν) + |AΣ|

2
)
f2 ⩽

∫
Σ

|∇Σf|
2,

como desejávamos.

Exemplo 1. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado. Se u : Ω → R satisfaz a equação das

superfícies mínimas, então u é estável.

De fato, seja �Ft : Ω→ Rn+1, �Ft(x) = (x,u(x)+t) uma variação deΩ. Escolha ft : Ω→ Ω

tal que Ft = �Ft ◦ ft é uma variação normal. Então, se {E1, ...,En+1} é um referencial

ortonormal, vale que

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

Ft =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

�Ft ◦ ft = En+1 + �F ′0 ◦ f ′0. (1.19)

Como f ′0 é um campo vetorial em Ω, �F ′0 ◦ f ′0 é um campo vetorial tangente ao grá�co u.

Então, podemos escolher ft de modo que cancele com a componente tangencial de En+1,

logo
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

Ft = E
⊥
n+1 = ⟨En+1,ν⟩ν. (1.20)

Este processo produz uma variação Ft com campo de variações fν na origem. Isto implica

que

0 =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

Ht = −∆f− |A|2f, (1.21)

e então LΣf = 0. Note que ⟨En+1,ν⟩ > 0, então pelo Teorema de Barta (Proposição 5,

que será apresentado mais adiante) isto implica que Graphu é estável.

Como sabemos, toda hipersuperfície suave é localmente um grá�co, então toda hiper-

superfície mínima é localmente estável. Neste ponto surge naturalmente a pergunta que

motivou o Teorema de Bernstein clássico: existe alguma hipersuperfície mínima de Rn,

não planar, que é globalmente um grá�co (e portanto estável)? Esta pergunta constitui,

como sabemos, o problema clássico de Bernstein, cuja resposta é negativa para n = 3,

como foi provado por Bernstein em 1915; negativa para 4 ⩽ n ⩽ 8 e positiva para n ⩾ 9,
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por Bombieri-De Giorgi-Giusti em [9].

1.2.2 Propriedades das Hipersuperfícies Estáveis

Passaremos agora a estudar algumas das principais propriedades que derivam do con-

ceito de estabilidade. Comecemos com uma importante caracterização variacional para o

primeiro autovalor associado ao operador de estabilidade de uma hipersuperfí�e mínima

estável.

Lema 3 (Lema 1.34, [19]). Sejam L o operador de estabilidade, Ω ⊂ Σ um domínio

limitado e λ1 = λ1(Ω,L) o primeiro autovalor associado a L. Então vale que

λ1 = inf
{∫

Σ
|∇Σf|

2 − |AΣ|
2f2 − RicM(ν,ν)f2∫
Σ
f2

; f ∈W1,2
0 (Ω)

}
. (1.22)

Além disso, se u ∈W1,2
0 (Ω) satisfazendo∫

Σ
|∇Σu|

2 − |AΣ|
2u2 − RicM(ν,ν)u2∫
Σ
u2

= λ1, (1.23)

então u é suave e Lu = −λ1u.

Da Teoria Espectral, sabemos que associado o espectro do operador de estabilidade

LΣ é discreto e dado por uma sequência de autovalores λ1 < λ2 < · · · → ∞ e que LΣf ⩾ 0

se, e somente se, λ1 ⩾ 0. Isto mostra que a estabilidade está diretamente conectada com

o valor do primeiro autovalor do operador de estabilidade. Já o seguinte resultado mostra

que a primeira autofunção não muda de sinal.

Lema 4 (Lema 1.35, [19]). Se u é uma função suave em Ω que se anula em ∂Ω e

Lu = −λ1u onde λ1 = λ1(Ω;L), então u não muda de sinal em Ω.

Uma condição su�ciente para garantir a estabilidade de uma hipersuperfície é dada

no seguinte resultado.

Lema 5 ([7]). Seja Σ uma hipersuperfície mínima com �brado normal não-trivial, L o

operador de estabilidade e Ω ⊂ Σ um domínio limitado. Se existe uma função positiva u

em Ω com Lu = 0, então Ω é estável.
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Demonstração. Seja q = |AΣ|
2 + RicM(ν,ν), então L = ∆Σ + q. Como u > 0, podemos

de�nir w := logu e calcular ∇w = u−1∇u,

∆Σw =
∆Σu

u
− |∇Σw|

2 = −q− |∇Σw|
2. (1.24)

Seja f ∈ C∞
c (Ω). Multiplicando ambos os lados de (1.24) por f2 e integrando, obtemos

que ∫
Ω

f2q+ f2|∇Σw|
2 = −

∫
Ω

f2∆Σw.

Integrando por partes e usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,

−

∫
Ω

f2∆Σw =

∫
Ω

2⟨f∇Σf,∇Σw⟩ ⩽
∫
Ω

2|f∇Σf||∇Σw| ⩽
∫
Ω

f2|∇Σw|
2 +

∫
Ω

|∇Σf|
2.

Portanto, ∫
Ω

f2q ⩽
∫
Ω

|∇Σf|
2. (1.25)

Como fLf = f∇Σf+ f
2q = 1

2
∆Σf

2 − |∇Σf|
2 + f2q, (1.25) implica que

−

∫
Ω

fLf ⩾ 0,

como desejávamos.

O seguinte clássico resultado, devido a Fischer-Colbrie D. e Schoen R. [24], estabele

uma importante equivalência entre estabilidade e existência de uma função positiva que

anula o operador de estabilidade.

Proposição 4 ([24]). Se Σ é uma hipersuperfície mínima completa não-compacta com

�brado normal trivial, então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) λ1(Ω,L) ⩾ 0 para qualquer domínio limitado Ω ⊂ Σ;

(b) λ1(Ω,L) > 0 para qualquer domínio limitado Ω ⊂ Σ;

(c) Existe uma função positiva u tal que Lu = 0.

Demonstração. Pelo Lema 5 temos que o item (c) implica no item (a). Também clara-

mente (b) implica (a). Agora, suponha que vale (a) e considere um domínio limitado
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arbitrário Ω0 ⊂ Σ. Escolha outro domínio limitado Ω1 ⊂ Σ su�cientemente grande de

modo que Ω0 ⊂ Ω1. Pelo Lema 3,

λ1(Ω0;L) ⩾ λ1(Ω1;L) ⩾ 0. (1.26)

Seja u0 a primeira autofunção para L em Ω0 e de�na

u(x) :=

u0(x), se x ∈ Ω0,

0, caso contrário

Suponha que ocorre a igualdade em (1.26). Então Lu1 = −λ1u em Ω1 e, pelo Lema

4, u > 0 em Ω1, mas isto é um absurdo, pois por de�nição u é identicamente nulo em

Ω1 \Ω0. Portanto λ1(Ω;L) > 0, estabelecendo que (a) e (b) são equivalentes.

Resta então estabelecer que (b) implica (c). Para isto, para cada r > 0, considere BΣ
r (p)

a bola intrínseca aberta de raio r centrada em p ∈ Σ. Como por hipótese λ1(BΣ
r (p);L) > 0,

segue da Alternativa de Fredholm (vide, por exemplo, [11, Teorema 6.6]) que existe uma

única função vr comLvr = −|AΣ|
2 − RicM(ν,ν) em BΣ

r (p),

vr = 0, em ∂BΣ
r (p).

Escrevendo ur = vr + 1 na equação acima obteremosLur = 0, em BΣ
r (p),

ur = 1, em ∂BΣ
r (p).

(1.27)

Suponha que A := {x ∈ BΣ
r (p); ur(x) < 0} ̸= ∅. Então, existe uma componente conexa

C não-vazia de A. Por construção, ur < 0 em C e ur = 0 em ∂C, logo pelo Lema 4,

λ1(Ω;L) = 0, um absurdo. Logo ur ⩾ 0 em BΣ
r (p) e, pelo Princípio do Máximo, ur > 0

em BΣ
r (p).

Agora, para r > 0, de�na

wr := (ur(p))
−1
ur

e observe que Lwr = 0 e wr(p) = 1. Considere K um conjunto compacto com K ⊂ BΣ
R0
(p).
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Como wr é uma função positiva, segue da Desigualdade de Harnack (Proposição 32) que,

para qualquer r ⩾ 2R0,

sup
K

wr ⩽ CK.

Segue então das Estimativas Interior e de Fronteira de Schauder (consultar, por exemplo,

[47]) que

∥wr∥C2,α(K) ⩽ C
′

K.

Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, podemos tomar uma subsequência de wr que converge

C2,α
2 -uniformemente em conjuntos compactos para uma função w. Esta convergência ga-

rante que Lw = 0,w ⩾ 0 e w(p) = 1. Pela Desigualdade de Harnack (Proposição 32), isto

implica que w é positiva, sendo portanto a função procurada. Isto completa a prova.

Lema 6 (Schoen-Yau, [42]). Se Σn−1 ⊂Mn é uma hipersuperfície mínima 2-lados, então

vale que

Rg = 2Ricg(ν,ν) + |II|2 + RΣ, (1.28)

ao longo de Σs.

Demonstração. Seja {e1, .., en} uma base ortonormal para TpΣ. Então {e1, ..., en,ν} é uma

base ortonormal para TpM. Logo,

Rg = Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i=1

Ricg(ei, ei)

= Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i=1

Rg(ei,ν,ν, ei) +
n−1∑
i,j=1

Rg(ei, ej, ei, ej)

= 2Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i,j=1

Rg(ei, ej, ei, ej)

Isto por de�nição implica que
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Rg = 2Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i,j=1

g(∇ei
∇ej

ej −∇ej
∇ei

ej −∇[ei,ej]ej, ei)

= 2Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i.j=1

(∇ei
(∇Σ

ej
− II(ej, ej)ν) −∇ej

(∇Σ
ei
ej + II(ei, ej)ν)

− (∇Σ
[ei,ej]

+ II([ei, ej], ej)), ei)

Logo,

Rg = 2Ricg(ν,ν) −
n−1∑
i,j=1

g
(
∇ei

∇Σ
ej
ej −∇ei

∇Σ
ei
ej −∇Σ

[ei,ej]
ej, ei

)
= 2Ricg(ν,ν) −

n−1∑
i,j=1

II(ei, ej)g(∇ei
ν, ei)

+

n−1∑
i,j=1

g
(
∇Σ

ei
∇Σ

ej
ej −∇Σ

ej
∇Σ

ei
ej −∇Σ

[ei,ej]
ej, ei

)
= 2Ricg(ν,ν) −

n−1∑
i,j=1

II(ei, ej)g(∇ei
ν, ei) + RΣ.

Pela Compatibilidade da conexão,

g(∇ei
ν, ei) = eig(ν, ei) − g(ν,∇ei

ei) = −(∇ei
ei)

T = −II(ei, ei).

Logo,

Rg = 2Ricg(ν,ν) +
n−1∑
i,j=1

II(e− i, ej)II(ei, ei) + RΣ

Observação 4. Observe que, analisando melhor a prova acima, é fácil ver que, para

hipersuperfícies em geral, vale

Rg = 2Ricg(ν,ν) + |AΣ|
2
+ RΣ −H, (1.29)

onde H é a curvatura média de Σ.

Uma propriedade importante que hipersuperfícies mínimas possuem é que a proprie-

dade de estabilidade pode ser passada para o recobrimento universal, de modo, sempre
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que necessário e em condições favoráveis, é se de hipersuperfícies mínimas estáveis conexas

podem ser

Proposição 5 (Barta, [7]). Uma hipersuperfície mínima 2-lados Σ→ (Mn+1,g) é estável

se, e somente se, existe uma função u ∈ C∞(Σ\∂Σ) com u > 0 em Σ\∂Σ, tal que LΣu ⩽ 0,

onde LΣ := ∆+ |AΣ|
2 + Ric(ν,ν) é o operador de estabilidade.

Demonstração. Suponha que Σ é estável. Se Σ é compacta, notemos que a primeira

autofunção de LΣ satisfaz LΣφ = −λφ ⩽ 0, pois λ ⩾ 0,φ > 0. Se Σ é não-compacta,

escolha p ∈ Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · uma exaustão por regiões compactas com fronteiras suaves

de Σ. Fixe φi a primeira autofunção de LΣ em Ωi, normalizada de modo que φi(p) = 1.

Note que a caracterização variacional do primeiro autovalor (Lema 3) nos dá

0 ⩽ λ(Ωi+1) ⩽

∫
Σ
|∇φi|

2 − Vφ2
i∫

Σ
φ2

i

= −

∫
Σ
φiLΣφi∫
Σ
φ2

i

= λ(Ωi).

Logo, λ(Ωi) → λ∗ ⩾ 0 quando i → ∞. Então, para qualquer conjunto compacto �xado

K ⊂ Σ, obtemos que φi sa�staz a EDP dada por LΣφi + λ(Ωi)φi = 0, com limitação

uniforme dos coe�entes em K. Então, pela desigualdade de Harnack (Proposição 32), para

K ′ ⋐ K, temos

sup
K ′
φi ⩽ C inf

K ′
φi ⩽ Cφi(p) = C.

Pela Teoria de Schauder (consultar [47]), obtemos que

∥φi∥Ck,α(K ′′) ⩽ C,

para todo k ∈ N, onde K ′′ ⋐ K ′. Podemos então passar para a subsequência diagonal

para obter φi → u em C∞
loc(Σ) tal que

LΣu+ λ∗u = 0.

Note que u ⩾ 0, u(p) = 1 e que pelo Princípio do Máximo, u > 0 em Σ \ ∂Σ.

Suponha agora que existe u > 0 em Σ \ ∂Σ com LΣu ⩽ 0. É su�ciente mostrar que

λ(Ω) ⩾ 0 para qualquer Ω ⋐ Σ \ ∂Σ com bordo suave. Coloque w := logu. Então,

∇w =
∇u
u

→ ∆w =
∆u

u
− |∇w|2 ⩽ −V − |∇w|2.
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Para f ∈ C∞
c (Ω), multiplique por f2 e integrando por partes

∫
Σ

Vf2 + |∇w|2f2 ⩽
∫
Σ

⟨∇w,∇f2⟩

=

∫
Σ

2|f||∇w||∇f|

⩽
∫
Σ

|∇w|2f2 + |∇f|2.

Então, obtemos que ∫
Σ

Vf2 ⩽
∫
Σ

|∇f|2,

estabelecendo a estabilidade.

Corolário 2. Se Σn ↪→ (Mn+1,g) é uma hipersuperfície mínima estável 2-lados e π :

�Σ→ Σ é o recobrimento universal de Σ, então �Σ→ (M,g) é uma hipersuperfície mínima

estável.

1.3 Fins de Hipersuperfícies Mínimas Estáveis

Nesta seção estudaremos o comportamento dos �ns de uma hipersuperfíci mínima. Intui-

tivamente, compreendemos um �m de uma variedade como um "pedaço da variedade que

se extende ao in�nito". Apesar da aparente generalidade e, por consequência, di�culdade

em obter informações úteis, existe uma vasta gama de resultados profundos envolvendo o

número e comportamento do �ns de superfícies mínimas. Por exemplo, o clássico resul-

tado devido a Schoen em [39] que a�rma que o catenóide é a única superfície mínima em

R3 com curvatura total �nita e dois �ns mergulhados. Devido a estes resultados, é natural

tentar estudar os �ns de hipersuperfícies mínimas. No entanto, em Rn com n ⩾ 4, Cao-

Shen-Zhu descobriram em [12] um resultado supreendente: toda hipersuperfície mínima

estável 2-lados em Rn possui um único �m. Dedicaremos esta seção para apresentar este

resultado.

De�nição 4. Dada uma variedade Riemanniana (Mn,g), dizemos que um conjunto E é

um �m com respeito a um subconjunto Ω ⊂M, se este for uma componente conexa

ilimitada de M \Ω. Se E for um �m para qualquer subconjunto compacto Ω ⊂M, então

dizemos que E é um �m.

Para isto, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 7 (Yau, [48]). Seja Σn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima. Se dΣ(x,∂Σ) > r para

algum x ∈ Σ, então ∣∣BΣ
r (x)

∣∣ ⩾ |B1(0)| rn,

onde B1(0) é a bola Euclidiana n-dimensional de raio r centrada na origem.

Teorema 4 (Schoen-Yau, [42]). Se Σn ↪→ Rn+1 é uma hipersuperfície mínima estável,

2-lados, completa, então não pode existir uma função harmônica u não constante em Σ

com |∇Σu| ∈ L2(Σ).

Demonstração. Suponha por absurdo que existe uma tal função u e tome uma função

teste g ∈ C∞
c (Σ). De�ninido f = |∇Σu|g e substituindo na desigualdade de estabilidade,

obtemos

∫
Σ

|AΣ|
2
|∇Σu|

2
g ⩽

∫
Σ

∣∣∇Σf
∣∣2 = ∫

Σ

∣∣g∇Σ
∣∣∇Σu

∣∣+ ∣∣∇Σu
∣∣∇Σg

∣∣2
=

∫
Σ

g2
∣∣g∇Σ

∣∣∇Σu
∣∣∣∣2 + 2g

∣∣∇Σu
∣∣ 〈∇Σ

∣∣∇Σu
∣∣ ,∇Σg

〉
+
∣∣∇Σu

∣∣2 |∇g|2
=

∫
Σ

g2
∣∣∇Σ

∣∣∇Σu
∣∣∣∣2 + 1

2

〈
∇Σ
∣∣∇Σu

∣∣2 ,∇Σg2
〉
+
∣∣∇Σu

∣∣2 ∣∣∇Σg
∣∣2 .

Integrando por partes, obtemos que

∫
Σ

|AΣ|
2
|∇Σu|

2
g ⩽

∫
Σ

g2
∣∣∇Σ

∣∣∇Σu
∣∣∣∣2 − 1

2
g2∆Σ |∇Σu|

2
+
∣∣∇Σu

∣∣2 ∣∣∇Σg
∣∣2

=

∫
Σ

|∇Σu|∆Σ |∇Σu|+ |∇Σu|
2
∣∣∇Σg

∣∣2 .
Usando a Fórmula de Bochner (lembrando que a curvatura de Ricci é nula em Rn),

∫
Σ

|AΣ|
2
|∇Σu|

2
g ⩽

∫
Σ

−
1

n− 1

∣∣∇Σ
∣∣∇Σu

∣∣∣∣2 + |AΣ|
2
∣∣∇Σu

∣∣ 2g2 + ∣∣∇Σu
∣∣2 ∣∣∇Σg

∣∣2 .
Reorganizando, ∫

Σ

1
n− 1

∣∣∇Σ
∣∣∇Σu

∣∣∣∣2 g2 ⩽ ∫
Σ

∣∣∇Σu
∣∣2 ∣∣∇Σg

∣∣2 .
Agora tome R > 0. Escolha g de tal modo que g ≡ 1 em BΣ

R(0) e g ≡ 0 fora de BΣ
2R(0).

Então ∇Σg ⩽ CR−1, para alguma constante C > 0. Logo,

∫
BΣ

R(0)

1
n− 1

∣∣∇Σ
∣∣∇Σu

∣∣∣∣2 ⩽ O
(
R−2

) ∫
Σ

|∇Σu|
2
= O

(
R−2

)
.
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Fazendo R→ ∞, obtemos que |∇Σ|∇Σu|| ≡ 0, portanto |∇Σu| deve ser constante. Como

u é não-constante, o valor de |∇Σu| é não-nulo. Mas isto contradiz o Lema 7.

Podemos agora mostrar o resultado principal desta seção.

Teorema 5 (Cao-Shen-Zhu, [12]). SejaMm uma hipersuperfície mínima em Rm+1, para

m ⩾ 3. Se M é estável, então M possui um único �m.

Demonstração. Suponha que o resultado seja falso. Então é possível escolher uma exaus-

tão por conjuntos abertos pré-compactos (i.e., cujo fecho é um conjunto compacto) Ω1 ⊂

Ω2 ⊂ · · · tal que Σ\Ωj tenha pelo menos duas componentes conexas ilimitadas, para todo

j ∈ N. Portanto, é possível escrever Σ \Ω1 = E1 ∪E2 ∪E3, onde E1,E2 são ilimitados e E3

(que pode ser vazio) é a união de outras componentes com o conjunto ∂kΩj = ∂Ωj ∩ Ek.

Seja uj a solução do problema
∆Σuj(x) = 0, x ∈ Ωj,

uj(x) = 1, x ∈ ∂1Ωj,

uj(x) = 0, x ∈ ∂2Ωj ∪ ∂3Ωj.

(1.30)

Note que ∫
Σ

|∇Σuj+m|
2 ⩽

∫
Σ

|∇Σuj|
2 ,

para m ⩾ 0, pois uj+m minimiza a energia de Dirichlet para funções com mesmo dado

de bordo. Como uj é harmônica em Ωj, segue do Princípio do Máximo que 0 ⩽ uj ⩽ 1.

Então, a menos de uma subsequência, podemos assumir que uj converge para uma função

harmônica 0 ⩽ u ⩽ 1 em Σ com energia de Dirichlet �nita.

Agora, pelo Teorema 4, u deve ser constante. Nos resta provar que isto não é possível.

Para isto, de�na w := uj(1 − uj). Segue da Desigualdade de Michael-Simon-Sobolev

(Proposição 31) que

∫
Σ

(uj (1− uj))
2n
n−2 ⩽ C

∫
Σ

(|∇Σw|)
n

n−2

= C

(
2
∫
Σ

(1− uj)
2
|∇Σuj|

2
+ u2

j |∇Σuj|
2

) n
n−2

= O(1),
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quando j→ ∞, pois u tem energia de Dirichlet �nita. Então, pelo Lema de Fatou,

∫
Σ

(u(1− u))
2n
n−2 ⩽ lim inf

j→∞
∫
Σ

(uj (1− uj))
2n
n−2 <∞.

Pelo Lema 7, |BΣ
r (x)| ⩾ ωnr

n, sempre que dΣ(x,∂Ωj) > r. Então fazendo r → ∞ (que

é possível devido a in�nitude de E1 e E2), devemos ter que os volumes de E1 e E2 são

in�nitos. Pelo Teorema 4 u deve ser constante, então pelo princípio do máximo u ≡ 1 ou

u ≡ 0. Assuma que u ≡ 1 (caso contrário, tome 1− u).

Escolha uma função de corte ϕ tal que ϕ ≡ 1 em E2 e ϕ ≡ 0 fora de um compacto de

Σ. Então, considerando ϕuj, vale pelo argumento anterior que

∫
Σ

(ϕuj)
2n
n−2 ⩽ C

(
2
∫
Σ

|∇Σϕ|
2
u2
j + ϕ

2 |∇Σuj|
2

) n
n−2

= O(1). (1.31)

Novamente fazendo j→ ∞ e aplicando o Lema de Fatou, obtemos que

∫
Σ

ϕ
2n
n−2 <∞.

Mas isto implica que E2 tem volume �nito, um absurdo.

1.4 Uma Desigualdade Isoperimétrica

Esta seção dedica-se a estabelecer uma generalização para subvariedades mais gerais da

Desigualdade Isoperimétrica, que é um resultado clássico e muito importante para a Ge-

ometria Diferencial. Este celebre resultado, devido a S. Brendle em [10] é fundamental

para o que segue. Todos os resultados desta seção seguem do trabalho de [10].

No que segue Bn denota a bola unitária em Rn.

Teorema 6. Seja Σ uma subvariedade compacta n-dimensional de Rn+m (possivelmente

com bordo), onde m ⩾ 2. Seja f uma função suave positiva em Σ. Então

∫
Σ

√
|∇Σf|

2
+ f2|H|2 +

∫
∂Σ

f ⩾ n

(
(n+m)|Bn+m|

m|Bm|

) 1
n
(∫

Σ

f
n

n−1

)n−1
n

. (1.32)
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Primeiramente, suponha Σ conexa. Considere o problema


divΣ (f∇Σu) = nf

n
n−1 −

√
|∇Σf|

2
+ f2|H|2, em Σ,

∂u

∂ν
= 1 em ∂Σ.

(1.33)

Por [47, Teorema 6.30] existe uma função suave u : Σ→ R que resolve o problema acima

e u ∈ C2,λ(Σ) para γ ∈ (0, 1)..

Então, pelo Teorema da Divergência,

∫
Σ

nf
n

n−1 −

√
|∇Σf|

2
+ f2|H|2 =

∫
Σ

divΣ(f∇Σu) =

∫
∂Σ

f
∂u

∂ν
=

∫
∂Σ

f.

Agora, de�na os conjuntos

Ω := {x ∈ Σ \ ∂Σ; |∇Σu(x)| < 1},

U := {(x,y) ∈ (Σ \ ∂Σ)× (T⊥x Σ); |∇Σu(x)|2 + |y|2 < 1};

A := {(x,y) ∈ U;D2Σu(x) − ⟨A(x),y⟩ ⩾ 0}.

Além disso, de�na o mapa G : U→ Rn+m por

G(x,y) = ∇Σu(x) + y.

Note que, como u é de classe C2,γ,G é de classe C1,γ para cada 0 < γ < 1. Como

∇Σu(x) ∈ TxΣ e y ∈ T⊥x Σ são ortogonais, obtemos que

|G(x,y)|2 = |∇Σu(x)|
2 + |y|2 < 1,

para todo (x,y) ∈ U. Então valem os seguintes resultados.

Lema 8. A imagem G(A) é a bola aberta unitária Bn+m.

Demonstração. Por de�nição, A ⊆ U ⊆ Ω, logo G(A) ⊆ G(U) ⊆ G(Ω) ⊆ Bn+m.

Precisamos então provar a inclusão reversa. Fixe v ∈ Bn+m e de�na w : Σ→ R dada por
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w(x) := u(x) − ⟨x, v⟩. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

〈
∇Σw(x),ν(x)

〉
=
〈
∇Σu(x),ν(x)

〉
− ⟨v,ν(x)⟩ =

∣∣∇Σu(x)
∣∣ |ν(x)|− ⟨v,ν(x)⟩

= 1− ⟨v,ν(x)⟩ > 0,

para cada x ∈ ∂Σ. Como Σ é fechado, ela atinge seu mínimo no interior de Σ, seja

	x ∈ Σ \ ∂Σ este ponto. Pela suavidade de w, isto implica que ∇Σw(	x) = 0. Isto implica

que v = ∇Σu(	x)+	y para algum 	y ∈ T⊥x Σ. Consequentemente,
∣∣∇Σu(	x)

∣∣2+ |	y|2 = |v|2 < 1.

Além disso, D2
Σw(	x) ⩾ 0. Logo D2

Σu(	x) − ⟨AΣ(	x), v⟩ ⩾ 0. Como

⟨AΣ(	x), v⟩ =
〈
AΣ(	x),∇Σu(	x) + 	y

〉
= ⟨AΣ(	x, 	y⟩,

concluímos que

D2
Σu(	x) − ⟨AΣ(	x), 	y⟩ ⩾ 0.

Portanto, (	x, 	y) ∈ A e G(	x, 	y) = v, logo Bn+m ∈ G(A).

Lema 9. A matriz Jacobiana de G é dada por

detdG(x,y) = det
(
d2Σu(x) − ⟨AΣ(x),y⟩

)
,

para todo (x,y) ∈ U.

Demonstração. Fixe um ponto (a,b) ∈ U. Sejam {E1, ...,En} uma base ortonormal para o

espaço tangente TaΣ e (x1, ..., xn) um sistema de coordenadas locais em Σ tal que ∂
∂xi

= Ei

no ponto a. Além disso, seja {ν1, ...,νm} um referencial ortonormal local para o espaço

normal T⊥Σ. Então qualquer vetor normal y pode ser escrito da forma y =
∑m

i=1 yiνi.

Com estas escolhas, (x1, ..., xn,y1, ...,yn) é um sistema de coordenadas locais no espaço

total do �brado normal T⊥Σ. Podemos então calcular

〈
∂G

∂xi
(a,b),Ej

〉
=
〈	dek

(∇Σu),Ej
〉
+

m∑
i=1

bi
〈	dek

νi,Ej
〉

=
(
D2

Σu
)
(Ek,Ej) − ⟨A(Ek,Ej),b⟩ ,
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onde na última igualdade usamos que ⟨A(Ek,Ej)⟩ = −⟨	dei
νi,Ej⟩. Além disso,

〈
∂G

∂yi
(a,b),Ej

〉
= ⟨νi,Ej⟩ = 0 e

〈
∂G

∂yi
(a,b),νl

〉
= ⟨νi,νl⟩ = δil.

Com isto, obtemos que

detdG(a,b) =

D2
Σu(a) − ⟨A(a),b⟩ 0

∗ Id

 = det
(
D2

Σu(a) − ⟨A(a),b⟩
)
.

Lema 10. O determinante Jacobiano de G satisfaz

0 ⩽ detG ′(x,y) ⩽ f(x)
n

n−1 ,

para todo (x,y) ∈ A.

Demonstração. Considere um ponto (x,y) ∈ A. Usando a de�nição de A e a Desigualdade

de Cauchy-Schwarz, obtemos

−
〈
∇Σf(x),∇Σu(x)

〉
− f(x)⟨H(x),y⟩ ⩽

〈
∇Σf(x) + f(x)H(x),∇Σu(x) + y

〉
⩽
∣∣∇Σf(x) + f(x)H(x)

∣∣ ∣∣∇Σu(x) + y
∣∣

⩽
√

|∇Σf(x)|
2
+ f(x)2|H(x)|

√
|∇Σu(x)|

2
+ |y|2

⩽
√

|∇Σf(x)|
2
+ f(x)2|H(x)|.

Como u é solução de (1.33), divΣ(f∇Σu) = nf
n

n−1 −
√

|∇Σf|2 + f2|H|2, deduzimos que

∆Σu(x) − ⟨H(x),y⟩ = f(x)−1divΣ
(
f∇Σu

)
− f(x)−1

〈
∇Σf,∇Σu

〉
− ⟨H(x),y⟩

= nf(x)
1

n−1 − f(x)−1
√
|∇Σf(x)|2 + f(x)2|H(x)|2

− f(x)
〈
∇Σf,∇Σu

〉
− ⟨H(x),y⟩

⩽ nf(x)
1

n−1 .

Voltemos à prova do Teorema 6. Pelo Lema 8 temos que {σ2 < |G(x,y)|2 < 1} ⊆



Capítulo 1. Preliminares 33

G(Ω× {y ∈ T⊥x Σ; σ2 < |G(x,y)|2 < 1}). Então, pela Fórmula da Mudança de Variáveis,

|Bn+m| (1− σ) =
∫
{z∈Rn; σ2<|z|2<1}

dz ⩽
∫
G(Ω×{y∈T⊥

x Σ; σ2<|G(x,y)|2<1})

dz

⩽
∫
Ω

(∫
{y∈T⊥

x Σ; σ2<|G(x,y)|2<1}

| detDG(x,y)|IA(x,y)dy
)
dµ(x).

Então pelo Lema 10,

|Bn+m| (1+ σn+m) ⩽
∫
Ω

(∫
{y∈T⊥

x Σ; σ2<|∇Σu(x)|2+|y|2<1}

f(x)
n

n−1

)
dµ(x).

Fazendo uma mudança de variáveis e usando a fórmula da coarea,

∫
{y∈T⊥

x Σ; σ2<|∇Σu(x)|2+|y|2<1}

1 dy =

∫
{z∈T⊥

x Σ; (σ2−∇Σu(x)|2)
1
2
+<z<(1−|∇Σ|)

1
2 }

| detg ′(z)|dz

= |Bm|

∫
{z∈T⊥

x Σ; (σ2−∇Σu(x)|2)
1
2
+<z<(1−|∇Σ|)

1
2 }

dvol(z)

= |Bm|

((
1−

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)m

2

−
(
σ2 −

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)m

2

+

)
.

Onde g é a mudança de coordenadas |y|2 7→ z. Isto implica que

|Bn+m| (1+ σn+m) ⩽ |Bn+m|

∫
Ω

((
1−

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)m

2

−
(
σ2 −

∣∣∇Σu(x)
∣∣)m

2

+

)
f(x)

n
n−1 ,

(1.34)

para todo 0 ⩽ σ < 1. Como m ⩾ 2, segue do Teorema do Valor Médio que b
m
2 − a

m
2 ⩽

m
2
(b− a), para quaisquer 0 ⩽ a ⩽ b ⩽ 1. Consequentemente,

(
1−

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)m

2

−
(
σ2 −

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)m

2

+
⩽
m

2

((
1−

∣∣∇Σu(x)
∣∣2)− (σ2 − ∣∣∇Σu(x)

∣∣2)
+

)
⩽
m

2
(1− σ2),

para todo x ∈ Ω e todo 0 ⩽ σ < 1. Substituindo este resultado em (1.34), obtemos que

|Bn+m| (1+ σn+m) ⩽
m

2
|Bm| (1− σ2)

∫
Ω

f
n

n−1 ,

para todo 0 ⩽ σ < 1. Dividindo a desigualdade acima por 1 − σ e usando a identidade
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1− σn+m = (1− σ)(σn+m−1 + · · ·+ σ+ 1), obtemos

|Bm+n|

(
n+m∑
i=1

σn+m−i

)
⩽
m

2
|Bm| (1+ σ)

∫
Ω

f
n

n−2 .

Fazendo σ→ 1, segue que

(n+m) |Bm+n| ⩽ m |Bm|

∫
Ω

f
n

n−2 ⩽ m |Bm|

∫
Σ

f
n

n−2 .

Combinando este resultado com (1.33), obtemos

∫
Σ

√
|∇Σf|

2
+ f2|H|2 +

∫
∂Σ

f =

∫
Σ

f
n

n−1 ⩾ n

(
(n+m) |Bn+m|

m |Bm|

) 1
n
(∫

Σ

f
n

n−1

)n−1
n

,

Como desejávamos.

Agora suponha que Σ é desconexa. Neste caso, a desigualdade acima se veri�ca para

cada componente de Σ, então podemos somar todas as componentes. Como

a
n−1
n + b

n−1
n > a(a+ b)−

1
n = (a+ b)

n−1
n

para quaisquer a,b > 0, e n ⩾ 3, concluímos então

∫
Σ

√
|∇Σf|

2
+ f2|H|2 +

∫
∂Σ

f > n

(
(n+m) |Bn+m|

m |Bm|

) 1
n
(∫

Σ

f
n

n−1

)n−1
n

,

completando a prova do Teorema 6.

Corolário 3. Se Σ é uma imersão mínima compacta n-dimensional de Rn+2, então

satisfaz

|∂Σ| ⩽ n |Bn|
1
n |Σ|

n−1
n .

1.5 Estabilidade para Hipersuperfícies com Crescimento

Euclidiano

Uma das mais importantes contribuições para o estudo da estabilidade em hipersuper-

fícies mínimas foi feita por R. Schoen, L. Simon e S. T. Yau em [41], onde estudaram

o comportamento de hipersuperfícies com crescimento Euclidiano. Nesta seção, iremos
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apresentar os principais resultados deste artigo, que serão de fundamental importância

para a continuação deste trabalho.

A principal inspiração para o resultado principal é a clássica identidade de Simons:

Teorema 7 (Simons, [45]). Seja Σn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima. Então, a segunda

forma fundamental satisfaz a identidade

1
2
∆Σ |AΣ|

2
+ |AΣ|

4
= |∇ΣAΣ|

2

ao longo de Σ.

Comecemos com a seguinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Simons:

Proposição 6. Suponha que Σn ↪→ Rn+1 é uma imersão mínima. Então

|∇AΣ(x)|
2 ⩾

(
1+

2
n

)
|∇ |AΣ(x)||

2 , (1.35)

sempre que AΣ(x) ̸= 0.

Demonstração. Escolha um referencial ortonormal {E1, ...,En} paralelo e diagonalizante

de AΣ em p ∈ Σ. Então,

∇Ei
|AΣ|

2
= 2

n∑
j,k=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ek)AΣ (Ej,Ek) = 2

n∑
j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)AΣ (Ej,Ej) ,

e pela desigualdade Cauchy-Schwarz,

4 |AΣ|
2
|∇ |AΣ||

2
=
∣∣∣∇ |AΣ|

2
∣∣∣2 = 4

n∑
i=1

(
n∑

j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)AΣ (Ej,Ej)

)2

⩽ 4
n∑

i=1

((
n∑

j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2

)(
n∑

j=1

AΣ (Ej,Ej)
2

))

= 4 |AΣ|
2

n∑
i,j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2 .
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Isto implica que

|∇ |AΣ||
2 ⩽

n∑
i,j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2

=
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+

n∑
i=1

(∇Ei
AΣ) (Ei,Ei)

2

=
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+

n∑
i=1

(∑
j̸=i

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

)2

⩽
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+ (n− 1)

∑
j̸=i

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2

= n
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2 .

Então, pelas equações de Codazzi,

(
1+

2
n

)
|∇ |AΣ||

2 ⩽
n∑

i,j=1

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+ 2

∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2

=
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+

n∑
i=1

(∇Ei
AΣ) (Ei,Ei)

2

+ 2
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2 .

Reorganizando,

(
1+

2
n

)
|∇ |AΣ||

2 ⩽
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ej)

2
+

n∑
i=1

(∇Ei
AΣ) (Ei,Ei)

2

+
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ei,Ej)

2
+
∑
i ̸=j

(∇Ei
AΣ) (Ej,Ei)

2

= |∇AΣ|
2 .

A partir destes resultados, obtem-se o seguinte Teorema:

Teorema 8 (Shoen-Simon-Yau [41]). Suponha que Σn−1 ⊂ Rn é uma hipersuperfície

mínima estável 2-lados. Para todo p ∈ [2, 2 +
√

2
n−1

) e cada função ϕ Lipschitziana

não-negativa, vale que ∫
Σ

|A|2pϕ2p ⩽ C(n,p)
∫
Σ

|∇ϕ|2p. (1.36)
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Demonstração. Se tomarmos η = |A|1+qf, 0 ⩽ q ⩽
√

2
n−1

, na desigualdade de estabili-

dade, obtemos

∫
Σ

|A|4+2qf2 ⩽
∫
Σ

∣∣∇Σ(|A|1+qf
∣∣2 = ∫

Σ

∣∣f∇Σ|A|1+q + |A|1+q∇Σf
∣∣2

=

∫
Σ

〈
f∇Σ|A|1+q + |A|1+q∇Σf, f∇Σ|A|1+q + |A|1+q∇Σf

〉
=

∫
Σ

f2
〈
∇Σ|A|1+q,∇Σ|A|1+q

〉
+ 2f|A|1+q

〈
∇Σ|A|1+q,∇f

〉
+

∫
Σ

|A|2+2q
〈
∇Σf,∇Σf

〉
= (1+ q)2

∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣+ 2(1+ q)
∫
Σ

f|A|1+2q
〈
∇Σ|A|,∇Σf

〉
+

∫
Σ

|A|2+2q
∣∣∇Σf

∣∣2 . (1.37)

Agora, multiplicando a desigualdade de Simons (cf, [41])

|A|∆|A|+ |A|4 ⩾
2

n− 1
|∇|A||

2 ,

por |A|2qf2 e integrando, obtemos

2
n− 1

∫
Σ

|∇|A||
2
|A|2qf2 ⩽

∫
Σ

|A|1+2qf2∆|A|+ |A|4+2qf2

=

∫
Σ

|A|4+2qf2 − 2
∫
Σ

f|A|1+2q⟨∇f,∇|A|⟩

− (1+ 2q)
∫
Σ

f2|A|2q |∇|A||
2 . (1.38)

Combinando (1.37) e (1.38), vale

2
n− 1

∫
Σ

|∇|A||
2
|A|2qf2 ⩽ (1+ q)2

∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣+ ∫
Σ

|A|2+2q
∣∣∇Σf

∣∣2
+ 2(1+ q)

∫
Σ

f|A|1+2q
〈
∇Σ|A|,∇Σf

〉
− 2

∫
Σ

f|A|1+2q
〈
∇Σf,∇|A|

〉
− (1+ 2q)

∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣2 .
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Daí

(
2

n− 1
− q2

) ∫
Σ

|A|2q |∇|A||
2
f2 ⩽

∫
Σ

|A|2+2q|∇f|2 + 2q
∫
Σ

f|A|1+2q
〈
∇Σf,∇Σ|A|

〉
⩽

∫
Σ

|A|2+2q|∇f|2 + ϵq
∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣2
+
q

ϵ

∫
Σ

|∇f|2|A|2+2q,

onde na última desigualdade usamos que 2xy ⩽ ϵx2 + 1
ϵ
y2, para qualquer ϵ > 0. Então,

(
2

n− 1
− q2 − ϵq

) ∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣2 ⩽ (1+ q

ϵ

) ∫
Σ

|∇Σf|2|A|2+2q. (1.39)

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (1.37), iremos obter

∫
Σ

|A|4+2qf2 ⩽ (1+ q)2
∫
Σ

f2
∣∣∇Σ|A|

∣∣2 |A|2q +

∫
Σ

|A|2+2q|∇f|2

+ 2(1+ q)
∫
Σ

f|A|1+2q|∇Σf|
∣∣∇Σ|A|

∣∣ . (1.40)

Substituindo (1.39) na equação acima,

∫
Σ

|A|4+2qf2 ⩽ 2(1+ q)2
∫
Σ

f2|A|2q
∣∣∇Σ|A|

∣∣2 + 2
∫
Σ

|A|2q+2|∇f|2

⩽

(
2(1+ q)2(1+ q

ϵ
)

2
n−1

− q2 − ϵq
+ 2

) ∫
Σ

|A|2+2q
∣∣∇Σf

∣∣2 .
Se colocarmos p = 2 + q e f = ϕp, então 2 ⩽ p < 2 +

√
2

n−1
e aplicando a desigualdade

de H�older, obtemos

∫
Σ

|A|2pϕ2p ⩽
∫
Σ

|A|2p−2ϕ2p−2
∣∣∇Σϕ

∣∣2 ⩽ c(∫
Σ

|A|2pϕ2q

)p−1
p
(∫

Σ

∣∣∇Σϕ
∣∣2p) 1

p

,

para algum c ≡ c(n,p), como desejávamos.

Observação 5. Existe a seguinte versão melhorada do Teorema 8, também conhecido

como Teorema de Schoen-Simon-Yau (veja e.g. Teorema 8.16 de [14]).

Teorema 9 (Schoen-Simon-Yau, [41]). Seja Σn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima completa

2-lados. Então, para qualquer α ∈ [n−2
n

, 1 +
√

2
n
) existe uma constante C ≡ C(n,α) tal
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que ∫
Σ

|AΣ|
2α+2 ⩽ C

∫
Σ

|∇Σf|
2α+2 .

para qualquer f ∈ C0,1
c (Σ).

Provemos agora o principal resultado desta seção.

Teorema 10 (Schoen-Simon-Yau [41]). Se Σn−1 ⊂ Rn é uma hipersuperfície mínima

estável 2-lados, completa, n ⩽ 6, e existe V <∞ tal que

sup
R>0

Vol (BR(0) ∩ Σ)
Rn−1

⩽ V , (1.41)

então Σ é planar.

Demonstração. Para cada r > 0, existe uma função de corte ϕ com ϕ|Br(0) ≡ 1,ϕ|B2r(0) ≡

0 e tal que ϕ decai linearmente na direção radial no anel B2r(0) \ Br(0). Combinando a

limitação da norma Lp de |A|2 do Teorema 8 para esta ϕ e

2p = 4+

√
7
5
< 4+

√
8

n− 1
,

com a limitação do volume (1.41), obtemos

∫
Br(0)∩Σ

|A|4+
√

7
5 ⩽ C(n,p)r−4−

√
7
5Vol (B2r(0) ∩ Σ)

⩽ C(n,p)2n−1Vrn−5−
√

7
5 .

Como n−5−
√

7
5
constante, fazendo r→ ∞, obtemos que |A|2 ≡ 0, como desejávamos.

1.6 Conjuntos de Perímetro Finito

Esta seção dedica-se a apresentação dos conjuntos de perímetro �nito que serão impor-

tantes para o decorrer deste trabalho. Estes conjuntos possuem uma larga aplicação no

estudo de subvariedades mínimas, a destacar a prova do Teorema clássico de Bernstein

em Rn para n ⩽ 6, dada por E. Bombieri, E. De Giorgi e E. Giusti em [9] e suas ligações

com a Teoria Geométrica da Medida, uma área muito estudada atualmente. Devido a sua

complexidade que se distancia do objetivo deste texto, iremos nos restringir a apresentar

as de�nições e propriedades básicas.
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De�nição 5. Sejam Ω ⊆ Rn um conjunto aberto e f ∈ L1(Ω). De�na

∫
Ω

|Df| := sup
{∫

Ω

fdiv(g) dx; g = (g1, ...,gn) ∈ C1
0(Ω;Rn) e |g(x)| ⩽ 1, parax ∈ Ω

}
.

Como estamos em Rn, div(g) =
∑n

i=1
∂gi

∂xi
.

Exemplo 2. Se f ∈ C1(Ω), então por integração por partes,

∫
Ω

fdiv(g)dx = −

∫
Ω

n∑
i=1

∂f

∂xi
gi dx,

para qualquer g ∈ C1
o(Ω;Rn), tal que

∫
Ω

|Df| =

∫
Ω

|∇f|dx.

Mais geralmente, se f ∈W1,1(Ω), então

∫
Ω

|Df| =

∫
Ω

|∇f|dx

De�nição 6. Uma função f ∈ L1(Ω) é dita ser de variação limitada em Ω se
∫
Ω
|Df| <∞. De�nimos BV(Ω) como o espaço das funções em L1(Ω) com variação limitada.

Pelo Exemplo 2, temos que W1,1(Ω) ⊆ BV(Ω). O fato destes dois espaços não são

iguais segue do seguinte exemplo.

Exemplo 3. Suponha que E ⊆ Rn tem fronteira C2 e considere χE a função característica

de E. Se E for limitado, sabemos que χE ∈ L1(Ω). No entanto, é conhecido que χE /∈

W1,1(Ω)

Suponha que g ∈ C1
0(Ω). Então, segue do Teorema da Divergência que

∫
Ω

χEdiv(g) =
∫
E

div(g) =
∫
∂E

⟨g,ν⟩.

Se |g(x)| ⩽ 1, então segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz

∫
∂E

⟨g,ν⟩ ⩽ Hn−1(∂E ∩Ω) <∞, (1.42)

onde Hn−1 é a medida (n− 1)-dimensional de Lebesgue que em conjuntos regulares pode
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ser identi�cado com a medida de volume usual, como pode ser visto na Proposição 30. A

equação (1.42) mostra que χ ∈ BV(Ω), logo não se pode ter BV(Ω) ⊂W1,1(Ω).

Por outro lado, observe que, como E tem fronteira C2, ν(x) é um campo vetorial com

|ν(x)| = 1, e pode ser extendido para um campo vetorial N em todo o Rn, de modo que

N ∈ C1(Rn;Rn), com |N(x)| = 1 para todo x. Agora, se η ∈ C∞
0 (Ω) e |η| ⩽ 1, vale que,

escrevendo h = ηN, ∫
E

div(g)dx =
∫
∂E

ηdHn−1,

então

∫
Ω

|DχE| ⩾ sup
{∫

∂E

gdHn−1; g ∈ C∞
0 (Ω), |g| ⩽ 1

}
⩾ Hn−1(∂E ∩Ω) (1.43)

Combinando as equações (1.42) e (1.43), obtemos que

∫
Ω

|DχE| = Hn−1(∂E ∩Ω).

O exemplo acima mostra que, restrito ao Rn,
∫
Ω
|DχE| representa o perímetro de ∂E

em Ω. Isto motiva a seguinte de�nição,

De�nição 7. Sejam E um conjunto de Borel e Ω um conjunto aberto em Rn. De�na o

perímetro de E em Ω como

P(E,Ω) :=

∫
Ω

|DχE| = sup
{∫

E

div(g); g ∈ C1
0(Ω;Rn), |g(x)| ⩽ 1

}
.

Se Ω = Rn, P(E) = P(E;Rn).

Se E for um conjunto de Borel localmente de perímetro �nito, i.e., P(E;Ω) <∞ para

qualquer conjunto aberto Ω, dizemos que E é um conjunto de Caccioppoli.

Existe uma vasta literatura e muitas aplicações acerca dos conjuntos de Caccioppoli

(como já citamos, a prova geral do Teorema de Bernstein clássico é uma delas) que foge

do escopo deste trabalho. Iremos nos restringir a apresentar as propriedades básicas que

serão úteis neste trabalho.

Teorema 11 (Semicontinuidade Inferior, [25]). SejaΩ ⊆ Rn um conjunto aberto e {fj}j∈N
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uma sequência de funções em BV(Ω) que converge em L1loc(Ω) para uma função f. Então

∫
Ω

|Df| ⩽ lim inf
j→∞

∫
Ω

|Dfj|. (1.44)

Demonstração. Seja g ∈ C1
0(Ω;Rn) tal que |g| ⩽ 1. Então pelo Teorema da Convergência

Dominada, ∫
Ω

fdiv(g)dx = lim
j→∞

∫
Ω

fjdiv(g)dx ⩽ lim inf
j→∞

∫
Ω

|Dfj|,

basta então tomar o supremo na relação acima para obter (1.44).



Capítulo 2

Superfícies Mínimas Estáveis em R3

Neste capítulo, apresentaremos a solução do Problema de Bernstein para superfícies mí-

nimas estáveis em R3 descoberta por M. do Carmo e K. Peng em [13]. Além disso,

apresentaremos um importante e clássico resultado, que pode ser encontrado em [14], que

mostra uma rigidez de crescimento para hipersuperfícies mínimas e mostraremos que estes

resultados são equivalentes.

2.1 Teorema de Bernstein Estável em R3

Nesta seção provaremos a versão mais simples do Teorema de Bernstein estável, que

depende apenas da estabilidade e suas propriedades. Esta também representa a origem

do problema que motiva este texto.

Teorema 12 ([5]). Seja X : M → R3 uma imersão mínima estável, 2-lados, conexa.

Então X(M) ⊂ R3 é um plano.

Demonstração. Pela Proposição 5 podemos assumir que M é simplesmente conexa. Pelo

Teorema de Uniformização e a estrutura complexa dada por X,M deve ser conformemente

equivalente ou a todo o plano complexo C ou ao disco unitário B = {z ∈ C; |z| ⩽ 1}, e a

métrica induzida ds2 em M é dada por ds2 = λ2|dz|2, λ ̸= 0. Analisemos cada caso:

Caso 1. Considere o caso do disco unitário B. Suponha que qualquer subdomínio relativo

compacto D ⊂M é estável, então tem-se que

∫
M

(u∆Mu− 2u2K) ⩽ 0, (2.1)

43
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para toda função suave por partes u de suporte compacto em M. Então

K = −
1
λ2
∆ log λ, dM = λ2dA, ∆M =

1
λ2
∆. (2.2)

Logo podemos reescrever (2.1) como

∫
B

(u∆u+ u2∆ log λ2) ⩽ 0. (2.3)

Tomando φ = λ−1 e substituindo u por φu em (2.3), obtemos que

3
∫
B

|∇φ|2u2 ⩽
∫
B

φ2|∇u|2 − 2
∫
B

φu(∇u · ∇φ). (2.4)

Dado ϵ > 0, seque da desigualdade de H�older que

∫
M

|∇Mφ|
2u2 ⩽ β

∫
M

φ2|∇Mu|
2. (2.5)

Agora, escolha uma família de bolas geodésicas BR de raio R que formam uma exaustão

de M, �xe θ ∈ (0, 1) e de�na a função contínua u :M→ R dada por
u(x) = 1, x ∈ BθR,

u(x) =
R− dM(p, x)
R− θR

, x ∈ BR \ BθR,

u(x) = 0, x ∈M \ BR.

(2.6)

Por (2.5) obtemos que

∫
BR

|∇Mφ|
2 ⩽

β

(1− θ)2R2

∫
B

φ2 =
β

(1− θ)2R2
β

(1− θ)2R2

∫
B

=
πβ

(1− θ)2R2
.

Fazendo R → ∞, concluímos que |∇φ| ≡ 0, i.e., λ é constante, mas isto contradiz a

completeza de ds2 = λ2|dz|2. Logo M não pode ser conformemente equivalente a B.

Caso 2. Agora, considere o caso ondeM é conformemente equivalente ao plano complexo

C. Tomando ψ = ∆ log λ2, podemos escrever (2.3) como

∫
C

ψu2 ⩽
∫
C

|∇u|2. (2.7)
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Por um lado, se K não é identicamente nula, podemos escrever que ∆M log(−K) = 4K.

Isto implica que ∆ logψ+ψ = 0, então

ψ∆ψ+ψ3 = |∇ψ|2. (2.8)

Substituindo u por ψu em (2.7), obtemos

∫
C

ψ3u2 ⩽
∫
C

ψ2|∇u|2 +
∫
C

u2|∇ψ|2 +
∫
C

ψu⟨∇u,∇ψ⟩. (2.9)

Por outro lado, multiplicando (2.8) por u2, integrando sobre C e adicionando o resul-

tado em (2.9), iremos obter

∫
C

|∇ψ|2u2 ⩽
∫
C

ψ2|∇u|2. (2.10)

Novamente pela desigualde de Young, temos que 2ab ⩽ ϵa2 + 1
ϵ
b2, para todo ϵ > 0.

Substituindo este resultado em (2.9) e usando (2.10), obtemos

ψ2|∇u|2 = u2

(
ψ2 |∇u|2

u2

)
⩽ u2

(
αs

s
ψ2s +

α−t

t

(
|∇u|
u

)2t
)
,

que vale para todo α > 0 e todo 1 < s, t < ∞, com 1
s
+ 1

t
= 1. Escolha s = 3

2
, t = 3 e α

su�cientemente pequeno de modo que 2
3
α

3
2ψ3 ≪ α−3

3

|∇Σu|6

u6 para obter que

∫
C

ψ3u2 ⩽
α−3

3

∫
C

|u|6

u4
.

A expressão acima é válida para qualquer u ∈ C∞
c (C), a mesma deve valer para u3 ∈

C∞
c (C). De�nindo β2 :=

α−3

3
, obtemos que

∫
C

ψ3u6 ⩽ β3

∫
C

|∇u|6, (2.11)

para alguma constante β3. A desigualdade acima implica que, escolhendo a função u como

em (2.6) na bola geodésica BR ⊂ C de raio R, que ψ3 ≡ 0, então K ≡ 0 e X(M) deve ser

um plano. Isto conclui a prova do teorema.

Munidos deste resultado, somos capazes de apresentar uma prova mais simples para o

clássico Teorema de Bernstein:
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Corolário 4. Se u : R2 → R é uma função suave que satisfaz a equação das superfícies

mínimas (1.3), então u é linear, i.e., u(x,y) = ax+ by+ c para constantes a,b, c ∈ R.

Demonstração. Como visto no Exemplo 1, devemos ter que Graphu é uma superfície

mínima estável. Então, pelo Teorema 12, Graphu é planar, o que implica que u é linear.

2.2 Resultados Equivalentes

Uma consequência importante do Teorema 12 é que imersões mínimas orientáveis com

bordo possuem curvatura Gaussiana estimada superiormente pela distância até o bordo.

Este resultado foi provado originalmente por R. Schoen em [40] e a equivalência abaixo é

um resultado bastante conhecido (consultar, por exemplo, [14]).

Teorema 13. Para n ⩾ 2, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) Qualquer imersão Σn ↪→ Rn+1 mínima estável, 2-lados conexa deve ser planar;

(b) Existe uma constante C > 0 tal que qualquer imersão Σn ↪→ Rn+1 mínima estável

2-lados satisfaz

|AΣ(x)|dΣ(x,∂Σ) ⩽ C,

onde dΣ é a distância intrínseca em Σ.

Para provar este resultado precisamos de uma noção de convergência de imersões co-

nhecida como Convergência de Gromov-Hausdor� pontuada. Dizemos que uma sequência

de imersões pontuadas (Xk : Σn
k ↪→ Rn+1,pk) converge suavemente para uma imersão

pontuada (X∞ : Σn∞ ↪→ Rn+1,p∞) se existir uma exaustão Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · ⊂ Σ∞ de Σ∞
por conjuntos abertos conexos e difeomor�smos ϕk : Ωk → ϕ(Ωk) ⊂ Σk tal que

∥X∞ − Xk ◦ ϕk∥Ck(Ωk) → 0

quando k → ∞. Sobre esta noção é bastante conhecido o seguinte resultado (consultar,

por exemplo, o capítulo 7 de [19])

Proposição 7. Suponha que (Xk : Σn
k ↪→ Rn+1,pk) é uma sequência de imersões mínimas

com |Xk(pk)| ⩽ d ∈ (0,∞), supΣk
|AΣ| ⩽ C e dΣk

(p∞,∂Σk) ⩾ Rk, para uma sequência
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{Rk} → R ∈ (0,∞]. Então, a menos de uma subsequência, (Xk : Σk ↪→ Rn+1,pk) converge,

no sentido acima, para uma imersão mínima (X∞ : Σn∞ ↪→ Rn+1,p∞) com |X∞(p∞)| ⩽
d, supΣ∞ |AΣ∞ | ⩽ C e dΣ∞(p∞,∂Σ∞) ⩾ R.

De posse deste resultado, somos capazes de demonstrar o Teorema 13

Demonstração do Teorema 13. Sabemos que não existem hipersuperfícies mínimas fecha-

das em Rn+1. Então se vale (b) para Σn ↪→ Rn+1 completa, então deve-se ter que

dΣ(x,∂Σ) = ∞. Então AΣ(x) = 0, isto implica que Σ deve ser planar.

Reciprovamente, suponha que vale (a) e que (b) não vale. Então existe uma sequência

{Σn
k ↪→ Rn+1}k∈N de imersões mínimas 2-lados tais que

sup
x∈Σk

|AΣk
(x)|dΣk

(x,∂Σk) → ∞.

Seja {Ωk
i }i∈N uma exaustão compacta de Σk tal que ∪i∈NΩ

k
i = Σk. Então é possível

escolher, para cada k ∈ N um Ωk ⊂ Σk de modo a uma sequência {Ωk}k∈N de variedades

compactas com bordo tais que

sup
x∈Ωk

|AΩk
(x)|dΩk

(x,∂Ωk) → ∞.

Como |AΩk
(x)|dΩk

(x,∂Ωk) é uma função contínua de�nida em um compacto, atinge seu

máximo. A menos de uma translação, podemos supor que o máximo é atigindo em x = 0.

De�na rk := dΩk
(0,∂Ωk) e sk := |AΩk

(0)| (note que rksk → ∞).

Agora, de�na Ω ′
k := skB

Ωk
rk

(0), onde BΩk
rk

(0) é a bola intrínseca de Ωk centrada na

origem de raio rk. Note que

∣∣AΩ ′
k

∣∣ (0) = s−1
k |AΩk

| (0) = 1

e para qualquer x ∈ Ω ′
k, temos que

∣∣AΩ ′
k

∣∣ (x)dΩ ′
k
(x,∂Ω ′

k) ⩽
∣∣AΩ ′

k

∣∣ (0)dΩ ′
k
(0,∂Ω ′

k) = dΩ ′
k
(0,∂Ω ′

k) = skrk.

Para x ∈ Ω ′
k com dΩ ′

k
(0, x) ⩽ R, temos que

∣∣AΩ ′
k

∣∣ (x) ⩽ skrk

skrk − R
→ 1.
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Isto implica que Ω ′
k tem curvatura uniformemente limitada em conjuntos compactos.

Portanto, é possível escolher uma subsequência convergente de imersões {Ω ′
k}k∈N que

converge para uma imersão mínima estável Ω ′∞ ↪→ Rn+1. Por construção, |AΩ ′∞(0)| = 1,

então Ω ′∞ não é planar, o que contraria (a).



Capítulo 3

Hipersuperfícies Mínimas Estáveis em

R4

3.1 Propriedades da Função de Green em Hipersuper-

fícies Mínimas

Nesta seção iremos apresentar algumas propriedades referentes à função de Green de

hipersuperfícies mínimas estáveis, sobretudo com respeito aos seus conjuntos de nível.

Proposição 8 (Proposição 9, [15]). Para n > 2, seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima

estável, completa, 2-lados, simplesmente conexa com curvatura uniformemente limitada,

|AM| ⩽ C para algum C ∈ R+. Então, para p ∈ M, existe u ∈ C∞
loc(M \ {p}) com as

seguintes propriedades:

(a) ∆u = 0 em M \ {p};

(b) u > 0 em M \ {p} e inf u = 0;

(c) Valem as seguintes estimativas, para x→ p :

u(x) = cn(1+ o(1))dM(x,p)2−n,

|∇u|(x) = (n− 2)cn(1+ o(1))dM(x,p)1−n〈
∇|∇u|, ∇u

|∇u|

〉
= (n− 1)(n− 2)cn(1+ o(1))dM(x,p)−n;

49
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(d) Se K é um conjunto compacto contendo uma vizinhança aberta de p, então

∫
M\K

|∇u|2 <∞;

(e) u(x) → 0 quando dM(x,p) → ∞;

(f) Para todo s ∈ (0,∞), o conjunto Ωs := {u ⩾ s} ∪ {p} é compacto; e

(g) Se s ∈ (0,∞) é um valor regular de u, então ∂Ωs = u−1(x) := Σs é uma hipersu-

perfíe conexa fechada de M.

Demonstração. SeM = Rn, então u é a função de Green usual de Rn, donde segue todas

as propriedades acima. Suponhamos que M seja não planar.

Considere uma exaustão Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · ⊂ M pré-compacta de M, com p ∈ Ω1, e

∂Ωi suave, para cada i. A função de Green de Dirichlet para Ωi, ui = g
Ωi(p, x) satisfaz

∆ui(x) = 0 x ∈ Ωi \ {p},

ui(x) > 0 x ∈ Ωi,

ui(x) = 0 x ∈ ∂Ωi.

(3.1)

Ademais, seu comportamento assintótico em torno de p garante que

ui(x) = cn(1+ o(1))dM(x,P)2−n,

|∇ui|(x) = (n− 2)cn(1+ o(1))dM(x,p)1−n,

e 〈
∇|∇ui|,

∇ui

|∇ui|

〉
= (n− 1)(n− 2)cn(1+ o(1))dm(x,p)−n,

quando x→ p, (veja [4, 32, 43]).

A�rmamos que ui(x) ⩽ uj(x) para i < j e x ∈ Ωi \ {p}. De fato, pelo comportamento

assintótico das funções ui em torno de p, dado δ > 0, vale que ui(x) ⩽ (1 + δ)uj(x)

para x ∈ ∂Bϵ(p) para todo ϵ > 0 su�cientemente pequeno (dependente de δ). Como

0 = ui(x) < uj(x) para x ∈ ∂Ωi, obtemos, pelo Princípio do Máximo, que ui ⩽ (1+ δ)uj

em Ωi \ Bϵ(p). Fazendo δ, ϵ→ 0, veri�camos a desigualdade ui(x) ⩽ uj(x).
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Agora, de�na

µi := max
x∈∂Ω1

ui(x). (3.2)

De modo análogo ao que foi feito acima, podemos utilizar o comportamento assintótico

de ui e o Princípio do Máximo para concluir que

u1 ⩽ ui ⩽ u1 + µi em Ω1 \ {p}. (3.3)

Pelas propriedades da sequência {ui}i∈N, tem-se que {µi}i∈N é uma sequência não-decrescente

de números reais. Provemos que {µi}i∈N possui uma subsequência convergente.

De fato, deve-se ter que ou {µi}i∈N é superiormente limitada (e portanto vale a a�rma-

ção) ou deve possuir uma subsequência crescente ilimitada. Suponha então, sem perda de

generalidade, que µi → ∞ quando i→ ∞. Pela Desigualdade de Harnack (Proposição 31,

a sequência de funções harmônicas { 1
µi
ui}i∈N é localmente uniformemente limitada. Segue

do Teorema de Ascoli-Arzelá que, a menos de passagem a uma subsequência, { 1
µi
ui}i∈N

converge em C∞
loc(M\{p}) para alguma função harmônica não negativa u ∈ C∞

loc(M\{p}).

Dividindo (3.3) por µi e fazendo i → ∞, obtemos que 0 ⩽ u ⩽ 1 em Ω1 \ {p}. Por

outro lado, segue do Princípio do Máximo que

max
Ωi\Ω1

ui ∈ ∂(Ωi \Ω1) = ∂Ωi ∪ ∂Ω1,

e pela condição de Dirichlet de cada ui, temos

max
Ωi\Ω1

ui = max
∂Ω1

ui = µi. (3.4)

Consequentemente, u ⩽ 1 em M \Ω1 e, por conseguinte, 0 ⩽ u ⩽ 1 em M \ {p}. Como

o supremo é atingido em algum ponto de ∂Ω1, segue do Princípio do Máximo Forte que

u ≡ 1 em M \ {p}.

Agora, considere a solução fi ∈ C0,1(M) ∩ C∞(∂Ωi) do problema
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
∆fi = 0 em Ωi \Ω1,

fi = 1 em Ω1,

fi = 0 em M \Ωi.

A função 1
µi
ui − fi é harmônica em Ωi \ Ω1 e satisfaz 1

µi
ui − fi ⩽ 0 em ∂Ωi \ Ω1.

Pelo Princípio do Máximo, segue que 1
µi
ui − fi ⩽ 0 em Ωi \ Ω1. Ademais, {fi}i∈N é

uma sequência de funções harmônicas, com fi ⩽ 1 e, repetindo o argumento anterior, a

menos de uma subsequência, converge para uma função harmônica f em M \ {p}. Como
1
µi
ui → 1 quando i→ +∞, segue que fi → 1 em C0

loc(M)∩C∞
loc(M \Ω1). Substituindo

fi na desigualdade de estabilidade e utilizando a primeira identidade de Green, obtemos:

∫
M

|AM|2f2i ⩽
∫
M

|∇fi|2 =
∫
Ωi\Ω1

|∇fi|2 = −

∫
∂(Ωi\Ω1)

fiDνfi,

donde segue que ∫
M

|AM|2f2i ⩽
∫
∂Ω1

Dνfi, (3.5)

onde ν é o vetor normal unitário externo para Ω1. Fazendo i→ ∞, segue do Teorema da

Convergência Dominada que

∫
M

|AM|2 = lim
i→∞

∫
M

|AM|2f2i ⩽ lim
i→∞

∫
∂Ω1

Dνfi = 0,

um absurdo, pois M é por hipótese não-planar.

Utilizando a a�rmação podemos assumir que µi → µ∞. Daí, novamente podemos

passar a uma subsequência e assumir que ui converge a uma função harmônica u ∈

C∞
loc(M \ {p}. Note que u > 0 pelo Princípio do Máximo Forte e que, por (3.3) vale

u1 ⩽ u ⩽ u1 + µ∞.

A menos de uma translação da função u, podemos assumir que inf u = 0 e concluir

que valem propriedades (a), (b). Para provarmos (c), note que como u − u1 é limitada

próximo a p, podemos estendê-la até o ponto p (singularidade removível).

Passemos agora para a prova da propriedade (d). Considere a solução do seguinte
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problema:



∆wi(x) = 0, x ∈ Ωi \Ω1, i ⩾ 2

wi(x) = 0, x ∈ ∂Ωi,

wi(x) = u, x ∈ ∂Ω1,

w1(x) = u, x ∈ Ω1.

Pelo Princípio do Máximo, ui ⩽ wi ⩽ u em Ωi \Ω1. Então, como ui → u em C∞
loc(M \

{p}), tem-se que wi → u em C∞
loc(M \ {p}). Ademais, podemos mostrar que

∫
Ωi\Ω1

∇wi|
2

é não crescente em i. De fato, para j > i vale que

∫
Ωj\Ω1

|∇wj|
2 =

∫
∂(Ωj\Ω1)

wj

∂wj

∂η

=

∫
∂Ω1

u
∂wj

∂η

=

∫
∂(Ωi\Ω1)

wi

∂wj

∂η

=

∫
Ωi\Ω1

⟨∇wi,∇wj⟩

⩽

(∫
Ωj\Ω1

|∇wj|
2

) 1
2 (∫

Ωi\Ω1

|∇wi|
2

) 1
2

,

donde segue a a�rmação. O item (d) segue então por passagem ao limite.

Para a prova do item (e), note que no argumento anterior mostra-se que

∫
Ωi\Ω1

|∇wi|
2 ⩽ C.

Tome ϕ ∈ C∞(M) tal que ϕ ≡ 0 em Ω2 e ϕ ≡ 1 em M \ Ω3. Considere agora a

função ϕwi e note que ϕwi ∈ C0,1
c (M). Pela desigualdade de Michael�Simon-Sobolev

(cf. Teorema 33) segue que

(∫
M

(ϕwi)
2n
n−2

)n−2
n

⩽ C
∫
M

ϕ2|∇wi|
2 +w2

i |∇ϕ|2.
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Pelo item (d) wi possui energia de Dirichlet �nita. Como ∇ϕ possui suporte compacto e

wi → u em C∞
loc(M \Ω1), tem-se que

∫
M\Ω2

w
2n
n−2

i ⩽ C <∞.

Utilizando o Lema de Fatou, podemos passar ao limite e obter

∫
M\Ω2

u
2n
n−2 ⩽ C <∞. (3.6)

Por outro lado, como M possui curvatura limitada, pela desigualdade de Harnack

(Proposição 30)

u(y) ⩾ C−1u(x) ∀y ∈ B1(x).

Ademais, como cada bola B1(x) possui medida limitada inferiormente, se existisse uma

sequência xj → ∞ com u(xj) ⩾ ε, para algum ε > 0 �xado, então teríamos uma contra-

dição com (3.6).

O item (f) é uma aplicação direta dos itens (c) e (e). De fato, é fácil ver que Ωs é

limitado para s > 0, pois do contrário teríamos uma contradição com (e). Além disso, é

fácil ver que Ωs é fechado.

Por �m, provemos a propriedade (g): para um valor regular s, Ωs = {u ⩽ s} é um

compacto com fronteira suave e fechada Σs = u
−1(s).

A�rmação: Seja s ∈ (s0,∞) um valor regular de u. Então M \Ωs tem exatamente uma

componente conexa e esta é ilimitada.

Prova da A�rmação. Suponha que a a�rmação seja falsa. Se M \ Ωs possuir uma

componente conexa Γ limitada, então como 0 < u < s em Γ e u = s em ∂Γ , u atinge seu

mínimo no interior de Γ e pelo Princípio do Máximo, u é constante, um absurdo. Isto

mostra que M \Ωs é desconexo, e portanto tem pelo menos dois �ns, um absurdo pelo

Teorema de Cao-Shen-Zhu (Corolário 5).

Para �nalizar a prova de (g), suponha que Σs seja desconexo. Neste caso, temos

duas opções: i) as componentes serão conectadas em M \ Ωs; ou ii) uma componente

de Σs limita um conjunto pre-compacto B ⊂ M \Ωs. O caso ii) não pode ocorrer pelo

mesma aplicação do Princípio do Máximo que �zemos acima. No caso i), é possível

conectar as duas componentes através de um caminho γ emM \Ωs (ver �gura 3.1). Por

outro lado, note que Ωs também é conexa, pois do contrário poderíamos tomar uma das
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Figura 3.1: caminho em superfície de nível

componentes que não contém o polo e utilizar o Princípio do Máximo nesta componente.

Logo, podemos conectar os pontos �nais do caminho γ por um caminho emΩs e gerar um

loop também denotado por γ. Ademais, é possível ajustar γ de tal sorte que ele intersecte

uma componente de Σs transversalmente em apenas um ponto, o que contradiz a hipótese

de que M é simplesmente conexa.

Para o que se segue, sejaM ↪→ Rn+1 uma imersão mínima estável, 2-lados, completa,

não-compacta, simplesmente conexa com curvatura uniformemente limitada |AM| ⩽ K.

Fixe p ∈ M e considere u : M → R a função de Green obtida a partir da Proposição 8.

Seja R o conjunto dos valores regulares de u e S := (0,∞) \ R. Relembre também que

F(s) :=

∫
Σ∗

s

|∇u|2 (3.7)

e

A(s) :=

∫
Σ∗

s

|AM|2 (3.8)

para s ∈ (0,∞).

Lema 11 (Lema 10, [15]). O conjunto dos valores regulares R é aberto e denso em (0,∞).

Demonstração. Observe que o item (6) da Proposição 8 implica que u :M \ {p} → (0,∞)

é uma aplicação própria. Como M \ {p} e (0,∞) são espaços Hausdor�, isto implica que

R é aberto, pois para cada ponto y ∈ R, existe uma bola Bδ(x) ⊂ M, com u(x) = y e

δ > 0, tal que u(Bδ(x)) é um aberto contido em R. A densidade por sua vez segue do
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clássico Lema de Sard.

Agora, para qualquer s ∈ (0,∞), de�na

Σ∗
s := {x ∈M; u(x) = s e |∇u|(x) > 0} (3.9)

Então Σ∗
s é uma hipersuperfície mínima de M. Pela Proposição 30, dimHau(Σs\Σ

∗
s) ⩽ n−2.

Em particular, se Hn−1(Σ∗
s) <∞ e, para qualquer função f ∈ C∞

loc(M),

∫
fdHn−1⌊Σs =

∫
Σ∗

s

f,

onde no lado direito a integração é tomada com respeito a forma volume Riemanniana

induzida em Σ∗
s.

Lema 12 (Lema 11, [15]). Para f ∈ C0
loc(M \ {p}), a função t 7→

∫
Σ∗

t
f é contínua.

Demonstração. Pela Proposição 30, é possível cobrir Σs \ Σ∗
s por bolas Bri(xi) com∑

i r
n−2+η
i < ϵ (uma vez que dimHau(Σs \Σ

8
s) ⩽ n−2) e ri ⩽ 1. Portanto, Σs \∪iBri(xi)

é regular, aberto pelo Lema 11 e possui normal vetor unitário externo bem de�nido. Logo

a aplicação

δ 7→
∫
Σs+δ\∪iBri

(xi)

f

é contínua em δ = 0. Além disso, segue da Proposição 30 que

∫
Σs+δ\∪iBri

(xi)

f ⩽ C
∑
i

Hn−1(Bri(xi)) ⩽ C
∑
i

rn−1
i ⩽ Cϵ,

onde C é uma constante que independe de δ. Combinando os resultados acima, obtemos

o desejado.

Lema 13 (Lema 12, [15]). A função F(s) é localmente Lipschitziana em (0,∞).

Demonstração. Fixe um subconjunto compacto K ⊂ (0,∞) e consider s < t valores

regulares de u com s, t ∈ K.

Considere a região Ωs,t := u
−1([s, t]), i.e., a região compreendida entre as superfícies

de nível u−1(s) e u−1(t). Logo, Ωs,t é uma região compacta de M com fronteira suave

Σs∪Σt, lembrando que Σx := u−1(x). Seja η o vetor normal externo de Ωs,t, i.e., η = ∇u
|∇u|
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para Σs e η = − ∇u
|∇u|

para Σt. Usando o Teorema da Divergência, obtemos

F(s) − F(t) =

∫
∂Ωs,t

〈
∇u, |∇u| ∇u

|∇u|

〉
=

∫
∂Ωs,t

⟨|∇u|∇u,η⟩

= lim
δ→0

∫
∂Ωs,t

〈(
|∇u|2 + δ

) 1
2 ∇u,η

〉
= lim

δ→0

∫
∂Ωs,t

div
(
(|∇u|2 + δ) 1

2∇u
)
.

(3.10)

Pelas propriedades do divergente,

div
(
(|∇u|2 + δ) 1

2∇u
)
=
(
(|∇u|2 + δ) 1

2

)
∆u+

〈
∇
(
|∇u|2 + δ

) 1
2 ,∇u

〉
=

〈
1
2
(|∇u|+ δ)−

1
2 ∇|∇u|2,∇u

〉
,

pois u é harmônica. Substituindo este resultado em (3.10), obtemos

F(s) − F(t) = lim
δ→0

∫
Ωs,t

1
2
(|∇u|2 + δ)− 1

2 ⟨∇|∇u|2,∇u⟩. (3.11)

Agora, pelas desigualdades de Kato e Cauchy-Schwarz e usando o fato que (|∇u|2+δ) 1
2 ⩾

|∇u|, vale que

(|∇u|2 + δ)− 1
2

〈
∇|∇u|2,∇u

〉
⩽ (|∇u|2 + δ)− 1

2 |∇|∇u|2||∇u| ⩽
∣∣∇|∇u|2

∣∣ ⩽ 2|∇u||D2u|.

(3.12)

Então, integrando (3.12) e usando a fórmula da co-área, obtemos

|F(s) − F(t)| ⩽
∫
Ωs,t

|∇u||D2u| ⩽ C
∫ t

s

Hn−1(Στ)dτ.

Pela Proposição 30, o volume de Στ é uniformemente limitado por uma constante C1 que

depende da dimensão e da geometria local de Ωs,t. Então, escrevendo C2 = C · C1, a

desigualdade acima implica que

|F(s) − F(t)| ⩽ C2(t− s). (3.13)

Como t > s, obtemos o desejado.
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3.2 Aplicação da Fórmula de Stern-Bochner para Mí-

nimas Estáveis

Em [46] D. Stein mostrou uma forma de combinar a fórmula de Bochner com a Equação

de Gauss para obter informações sobre a curvatura escalar a partir do comportamento

de funções harmônicas na variedade. Nesta seção, usaremos este método no operador de

estabilidade para obter estimativas para as aplicações A e F, de�nidas em (3.7) e (3.8).

Iniciamos com a seguinte desigualdade integral.

Proposição 9 (Proposição 13, [15]). Para qualquer função φ ∈ C0,1
c ((0,∞)) vale que

∫∞
0

φ(s)2A(s)ds ⩽
8π
3

∫∞
0

φ(s)2 ds +
4
3

∫∞
0

φ ′(s)F(s)ds. (3.14)

Demonstração. De�na a seguinte aplicação

eδ := (|∇u|2 + δ) 1
4 .

Então,

∇eδ =
1
4

(
|∇u|2 + δ

)− 3
4 ∇|∇u|2 = 1

4
e−3
δ ∇|∇u|2. (3.15)

e

∆eδ =
1
4
e−3∆|∇u|2 − 3

2
e−4
δ ⟨∇eδ,∇|∆u|2⟩

=
1
4
e−3
δ ∆|∇u|2 −

3
16
e−7
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 . (3.16)

Como u é harmônica em M \ {p}, vale a fórmula de Bochner:

∆eδ =
1
2
e−3
δ

(
|D2u|2 + Ric(∇u,∇u) − 3

8
e−7
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2) . (3.17)

Agora, considere ψ ∈ C∞
0 (M \ {p}) e então tomando f = eδψ na desigualdade de

estabilidade obtemos,
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∫
M

|AM|2e2δψ
2 ⩽

∫
M

|∇(eδψ)|
2

=

∫
M

e2δ|∇ψ|2 + 2eδψ⟨∇ψ,∇eδ⟩+ψ2|∇eδ|2

=

∫
M

e2δ|∇ψ|2 +
1
2
⟨∇ψ2,∇e2δ⟩+ψ2|∇eδ|2.

(3.18)

Tomando ψ de modo que ψ ≡ 0 em ∂M, tem-se pela primeira identidade de Green,

∫
M

⟨∇ψ2,∇e2δ⟩+ψ2∆e2δ =

∫
∂M

ψ2∂e
2
δ

∂ν
= 0.

Daí, ∫
M

|AM|2e2δf
2 ⩽

∫
M

e2δ|∇ψ|2 −
1
2
ψ2∆e2δ +ψ

2|∇eδ|2

=

∫
M

e2δ|∇ψ|2 −ψ2
(
eδ∆eδ + |∇eδ|2

)
+ψ2|∇eδ|2

=

∫
M

−eδψ
2∆eδ + e

2
δ|∇ψ|2.

Substituindo (3.17) na equação acima, obtemos

∫
M

|AM|2e−2
δ ⩽

∫
M

−
1
2
e−2
δ

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + Ric(∇u,∇u)

)
ψ2 + e2δ|∇u|2.

Reorganizando,

∫
M

(
|AM|2e2δ +

1
2

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + Ric(∇u,∇u)

))
ψ2 ⩽

∫
M

e2δ|∇ψ|2.

Pela equação de Gauss, RicM ⩽ −|AM|. Além disso, pela desigualdade melhorada de Kato

vale, pela de�nição de eδ,

3
8

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 ⩽ |∇u|2|D2u|2 ⩽ e4δ|D

2u|2.

Isto implica que

|AM|2e−2
δ +

1
2
e−2
δ

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + Ric(∇u,∇u)

)
⩾ 0. (3.19)
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Seja B um subconjunto aberto de (0,∞) contendo todos os valores singulares de u, e

U := (0,∞) \B. Então,

∫
u−1(U)

(
|AM|2e−2

δ +
1
2
e−2
δ

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + RicM(∇u,∇u)

))
ψ2 ⩽∫

u−1(U)

e2δ|∇u|2 +
∫
u−1(B)

e2δ|∇ψ|2.

Fazendo δ → 0, tem-se que eδ → |∇u| 12 , logo, pelo clássico Lema de Fatou e (3.19),

obtemos

∫
u−1(U)

(
|AM|2|∇u|+ 1

2
|∇u|−1

(
|D2u|2 −

3
8
|∇u|−2

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + RicM(∇u,∇u)

))
ψ2 =∫

u−1(U)

lim inf
δ→0

(
|AM|2|e2δ +

1
2
|e−2

δ

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + RicM(∇u,∇u)

))
ψ2 ⩽

lim inf
δ→0

∫
u−1(U)

(
|AM|2|e2δ +

1
2
|e−2

δ

(
|D2u|2 −

3
8
e−4
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 + RicM(∇u,∇u)

))
ψ2 ⩽

lim inf
δ→0

(∫
u−1(U)

e2δ|∇u|2 +
∫
B

e2δ|∇u|2
)

=∫
u−1(U)

|∇u||∇ψ|2 +
∫
u−1(B)

|∇u||∇ψ|2. (3.20)

Pela Fórmula da coarea, novamente tomando Σs := u
−1(s), obtemos que

∫
U

(∫
Σs

(
|AM|2 +

1
2
|∇u|−2

(
|D2u|2 −

3
2

∣∣∇|∇u|2
∣∣+ RicM(∇u,∇u)

))
ψ2 ds

)
⩽∫

U

(∫
Σs

|∇ψ|2
)
ds +

∫
u−1(B)

|∇u||∇ψ|2. (3.21)

Para φ ∈ C∞
c ((0,∞)), tome ψ = φ(u), então

∫
U

(∫
Σs

(
|AM|2 +

1
2
|∇u|−2

(
|D2u|2 −

3
2

∣∣∇|∇u|2
∣∣+ RicM(∇u,∇u)

))
ψ2

)
ds ⩽

∫
U

φ ′(s)2
(∫

Σs

|∇u|2
)
ds +

∫
u−1(B)

φ ′(s)2|∇u|3. (3.22)

Se s ∈ U, como Σs é uma hipersuperfície imagem inversa de um valor regular, seu normal

unitário externo é dado por ν = ∇u
|∇u|

. Para hipersuperfícies vale que:

AΣs
= |∇u|−1D2(u|Σs

), (3.23)
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então,

|∇u|2|AΣs
|2 = |D2u|2 − 2 |∇|∇u||2 +D2u(ν,ν)2, (3.24)

e como u é harmônica,

|∇u|2H2
Σs

= D2u(ν,ν)2. (3.25)

Combinando estes resultados com a Proposição 6, obtemos que

1
|∇u|2

RicM(∇u,∇u) = RicM

(
∇u
|∇u|

,
∇u
|∇u|

)
= −|AM|2 − 2KΣs

− |AΣs
|2 +H2

Σs
,

o que implica

2RicM(∇u,∇u) = −
1
2
|AM|2 − |∇u|2KΣs

−
1
2
|D2u|2 + |∇|∇u||2

ao longo de Σs. Então,∫
U

φ(s)2
(∫

Σs

3
4
|AM|2 +

1
4

(
|D2u|2 − |∇|∇u||2

))
ds ⩽

∫
U

φ(s)2
(∫

Σs

1
2
KΣs

)
ds

∫
U

φ ′(s)2F(s)ds +

∫
u−1(B)

φ ′(s)2|∇u|3.

Pela de�nição de A(s) pelo item (g) da Proposição 8, para s ∈ R,Σs é conexa e pelo

Teorema de Gauss-Bonnet,
∫
Σs
KΣs

⩽ 4π. Usando isto, a desigualdade de Kato e as

de�nições de A(s), F(s), obtemos:

∫
U

φ(s)2
(∫

Σs

3
4
|AM|2 +

1
4
|∇u|−2

(
|D2u|2 − |∇|∇u||2

))
ds ⩽

∫
U

φ(s)2
(∫

Σs

1
2
KΣs

)
ds +

∫
U

φ ′(s)2F(s)ds +

∫
u−1(U)

φ ′(s)2|∇u|3.

Portanto,

∫
U

φ(s)2 ⩽
8π
3

∫
U

φ(s)2 ds +
4
3

∫
U

φ ′(s)2F(s)ds +
4
3

∫
u−1(U)

φ ′(s)2|∇u|3.

Como φ é de suporte compacto e Lipschitz, sua derivada é uniformemente limitada quase

sempre, então φ ′(u)2|∇u|3 é uniformemente limitada, logo |B∩ suppφ| → 0 e concluímos
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que ∫∞
0

φ(s)2A(s)ds ⩽
8π
3

∫∞
0

φ ′(s)2 ds +
4
3

∫∞
0

φ ′(s)2F(s)ds.

Um argumento de aproximação padrão para φ completa a prova.

Agora é possível estabelecer o seguinte resultado:

Lema 14 (Lema 15, [15]). Vale que F(t) = O(t) quando t→ 0.

Demonstração. Novamente, de�na Ωt,s := {x ∈M; t ⩽ u(x) ⩽ s, s, t ∈ R} e observe que

∂Ωs,t = Σt ∪ Σs. Integrando ∆u = 0 e usando o Teorema da Divergência, obtemos

0 =

∫
Ωt,s

∆u =

∫
∂Ωt,s

⟨∇u,η⟩ =
∫
Σt

⟨∇u,η⟩−
∫
Σs

⟨∇u,η⟩,

pois o normal unitário externo tem sentidos opostos em Σt e Σs. Pela de�niçãdo de η

segue que ∫
Σt

|∇u| =
∫
Σs

|∇u|.

Como |∇u| ∈ C0
loc(M\ {p}) e t, s ∈ R são arbitrários, segue do Lema 12 que t 7→

∫
Σt

|∇u|

é constante. ComoM tem por hipótese curvatura de Ricci uniformemente limitada, segue

da Desigualdade de Harnack (Proposição 31) que

F(t) =

∫
Σt

|∇u|2 ⩽ C
∫
Σt

u|∇u|.

Como Σt é uma superfície de nível, vale

F(t) ⩽

(
C

∫
Σt

|∇u|
)
t = C1t

isto implica que

F(t) = O(t),

quando t→ 0, como desejavamos.

Como consequência obtemos o seguinte

Corolário 5 (Corolário 16, [15]). Vale que

lim sup
l↘0

∫ t

l

A(s) ds + t2
∫ 1

t

s−2A(s)ds ⩽ O(s) +
4
3

∫ 1

t

t2s−4F(s)ds, (3.26)
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quando t→ 0.

Demonstração. Para ϵ ∈ (0, 1) e l < t, considere a função:

φϵ(s) =



0, se s ∈ (0, ϵl),

1−
log s− log l

log ϵ
, se s ∈ [ϵl, l),

1, se s ∈ [l, t),

ts−1, se s ∈ [t, 1),

t(2− s), se s ∈ [1, 2),

0, se s ∈ [2,∞).

(3.27)

Então vale que

∫ 1

0

φϵ(s)
2 ds =

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

ds +

∫ t

l

ds +

∫ 1

t

t2s−2 ds

=

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

ds− t2 + 2t− l. (3.28)

Por outro lado,

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

ds =
l

log2 ϵ
[log2 ϵ+ 2 log ϵ+ 2(1− ϵ)].

Observe que, tomando ϵ su�cientemente pequeno, 2 log ϵ+ 2(1− ϵ) ⩽ 0. Portanto,

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

ds ⩽ l. (3.29)

Então, por (3.28) e (3.29),

∫ 1

0

φϵ(s)
2 ds ⩽ −t2 + 2t

∫ 1

0

φϵ(s)
2 ds = O(t).

Da Proposição 9, tem-se que

∫∞
0

φϵ(s)
2A(s)ds ⩽

8π
3

∫∞
0

φϵ(s)
2 ds +

4
3

∫∞
0

φ ′(s)2F(s)ds. (3.30)
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Analisemos cada fator da expressão acima:

∫∞
0

φ ′
ϵ(s)

2F(s)ds =

∫ l

0

φ ′
ϵ(s)

2F(s)ds+

∫ 1

t

φ ′
ϵ(s)

2F(s)ds +

∫ 2

1

φ ′
ϵ(s)

2F(s)ds

= O
(
| log ϵ|−1

)
+

∫ 1

t

t2s−4F(s)ds +

∫ 2

1

t2F(s)ds; (3.31)

∫∞
0

φϵ(s)
2A(s)ds =

∫ l

ϵl

φϵ(s)
2A(s)ds +

∫ t

l

φϵ(s)
2A(s)ds +

∫ 1

t

φϵ(s)
2A(s)ds

+

∫ 2

1

φϵ(s)
2A(s)ds

=

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

A(s)ds +

∫ t

l

A(s)ds

+

∫ 1

t

t2s−2A(s)ds+

∫ 2

1

t2(2− s)2A(s)ds; (3.32)

∫∞
0

φϵ(s)
2 ds =

∫ 1

0

φϵ(s)
2 ds +

∫ 2

1

φϵ(s)
2 ds

= O(t) +

∫ 2

1

t2(2− s)2 ds = O(t), (3.33)

quando t→ 0. Substituindo (3.31)-(3.33) em (3.30), obtemos

∫ l

ϵl

(
1−

log s− log l
log ϵ

)2

A(s)ds +

∫ t

l

A(s)ds

∫ 2

1

t2(2− s)2A(s)ds

⩽ O(t) + O
(
| log ϵ|−1

)
+

∫ 1

t

t2s−4F(s)ds +

∫ 2

1

t2F(s)ds.

Fazendo ϵ→ 0,
∫ϵ

ϵl
(1− log s−log l

logϵ
)A(s)ds → 0, O(| log ϵ|−1 → 0. E como

∫ 2

1

t2(2− s)2A(s)ds ⩾ 0,

tem-se que

∫ t

l

A(s)ds t2
∫ 1

t

s−2A(s)ds ⩽ O(t) +
4
3

∫ 1

t

t2F(s)ds +
4
3

∫ 2

1

t2F(s)ds.
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Por �m, tem-se que
∫2

1
t2F(s)ds = o(t) quando t→ 0. Então, sob essa condição, vale que

∫ t

l

A(s)ds t2
∫ 1

t

s−2A(s)ds ⩽ O(t)
4
3

∫ 1

t

t2s−4F(s)ds,

onde O(t) é limitdo independente de l > 0. Isto completa a prova.

3.3 Uma Extensão da Fórmula de Monotonicidade de

Munteanu-Wang

Considere M3 ↪→ R4 uma imersão mínima estável, 2-lados, simplesmente conexa, com-

pleta com curvatura uniformemente limitada. Para p ∈ M �xo, considere a função de

Green u ∈ C∞
loc(M \ {p}) contruída na Proposição 8. De�na, como antes,

Agora, considere a aplicação λ : R→ C dada por

λ(x) := x+ 1−

√
(x+ 1)

(
1−

1
3
x

)
. (3.34)

Note que λ([−1, 3]) ⊂ R. Além disso, vale que

Lema 15 (Lema 17, [15]). Existe x0 ∈ (1, 2) tal que se x ∈ (x0, 2), então x− 3
2
λ(x)+1 > 0.

Prova. Por de�nição,

λ(2) = 2

λ ′(x) = 1−
1
3
(1− x)

[
(x+ 1)

(
1−

1
3
x

)]− 1
3

,

logo,

λ ′(2) =
4
3
.

Então, a expansão de Taylor para λ perto de 2 é:

λ(x) =

∞∑
n=0

λ(n)(2)
n!

(x− 2)n = λ(2) + λ ′(2)(x− 2) + O((x− 2)2)

= 2+
4
3
(x− 2) + O((x− 2)2) ,

logo,

x−
3
2
λ(x) + 1 = −(x− 2) + O((x− 2)2)
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Obtendo o desejado.

□

Proposição 10 (Proposição 18, [15]). Existe uma constante C > 0 tal que, para t ∈ (0, 1),

vale que

F(t) ⩽ Ct3 + 4πt2 +
1
4
t lim inf

t↘0

∫ t

l

A(s)ds +

∫ 1

t

s−2A(s)ds.

Demonstração. Considere t ∈ R. Escreva ν = ∇u
|∇u|

, o vetor unitário normal externo a

Ωs = {u ⩾ s}. A família t 7→ Σt tem velocidade normal |∇u|−1ν. Além disso, a curvatura

média de Σs satisfaz

H = −|∇u|−1⟨∇|∇u|,ν⟩.

Logo,

F ′(t) =
d

dt

(∫
Σ∗

t

|∇u|2
)

=

∫
Σ∗

t

|∇u|−1⟨∇|∇u|2,ν⟩+ |∇u|−1H|∇u|2 =
∫
Σt

⟨∇|∇u|,ν⟩.

Fixe α ∈ (α0, 2) como no Lema 15, e escreva λ ≡ λ(α). Note que

t−αF ′(t) + t−α−1F(t) = t−α

∫
Σt

⟨∇|∇u|,ν⟩+ αt−α−1

∫
Σt

|∇u|2

=

∫
Σt

u−α⟨∇|∇u|,ν⟩+ αu−α−1|∇u|2

=

∫
Σt

u−α⟨∇|∇u|,ν⟩− |∇u|⟨∇u−α,ν⟩.

De�nindo

jδ :=
(
|∇u|2 + δ

) 1
2 , (3.35)

obtemos que

t−αF ′(t) + αt−α−1F(t) = lim
δ↘0

∫
Σt

u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩.

Agora, se 0 < t < τ ⩽ 1, t, τ ∈ R, a segunda identidade de Green em Ωt,s := {t ⩽ u ⩽ τ}

implica que∫
Σt

(u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩) −
∫
Στ

(u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩) =∫
Ωt

u−α∆jδ − jδ∆u
−α −

∫
Ωτ

u−α∆jδ − jδ∆u
−α =

∫
Ωt,τ

u−α∆jδ − jδ∆u
−α.

(3.36)
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Como u é harmônica,

∆u−α = α(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2 − αu−(α+1)∆u = α(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2. (3.37)

Além disso, temos que

∇jδ =
1
2

(
|∇u|2 + δ

)− 1
2 ∇|∇u|2

e

∆jδ = −
1
4

∣∣|∇u|2∣∣2 + 1
2
j−1
δ ∆|∇u|2. (3.38)

Aplicando a fórmula de Bochner em (3.37) e usando o fato que u é harmônica, obtemos

∆jδ = −
1
4
j−3
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + j−1
δ

(
|D2u|2 + Ric(∇u,∇u)

)
,

isto é,

∆jδ = j−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2)+ j−1
δ Ric(∇u,∇u). (3.39)

Substituindo (3.37) e (3.39) em (3.36), obtem-se que

∫
Σt

u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩−
∫
Στ

u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩ =∫
Ωt,τ

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + Ric(∇u,∇u)
)
+ jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2.

(3.40)

Pela desigualdade de Kato melhorada, tem-se que

|D2u|2 −
1
4
j−2
δ

∣∣∇|∇u|2
∣∣2 ⩾ 0. (3.41)

Seja B um subconjunto aberto de (0,∞) contendo todos os valores singulares de u, e
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U := (0,∞) \B. Então, usando a fórmula da coarea em (3.40), obtem-se que

∫
Σt

u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩−
∫
Στ

u−α⟨∇jδ,ν⟩− jδ⟨∇u−α,ν⟩ =

−

∫
Ωt,τ∩u−1(U)

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + Ric(∇u,∇u)
)
+ jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2

+

∫
Ωt,τ∩u−1(B)

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + Ric(∇u,∇u)
)
+ jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2

= −

∫
(t,τ)∩U

(∫
Σs

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + Ric(∇u,∇u)
)
|∇u|−1

)
ds

+

∫
(t,τ)∩U

(∫
Σs

jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|
)
ds

−

∫
Ωt,τ

jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2 − u−αj−1
δ Ric(∇u,∇u)

−

∫
Ωt,τ∩u−1(B)

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2)
−

∫
(t,τ)∩U

(∫
Σs

u−αj−1
δ

(
|D2u|2 −

1
4
j−2
δ

∣∣|∇u|2∣∣2 + Ric(∇u,∇u)
)
|∇u|−1

)
ds

+

∫
(t,τ)∩U

(∫
Σs

jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|
)
ds

−

∫
Ωt,τ∩u−1(B)

jδα(α+ 1)u−(α+2)|∇u|2 − u−(α+1)j−1
δ Ric(∇u,∇u).

Como α(α + 1)u−(α+2)jδ|∇u|2 − u−α−1j−1
δ Ric(∇u,∇u) é uniformemente limitada em

L∞(Ωt,τ) quando δ→ 0, tem-se que jδ → |∇u| e então |B| → 0 implica

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽

−

∫τ

t

(∫
Σs

u−α|∇u|−2RicM(∇u,∇u)
)
ds

−

∫τ

t

(∫
Σs

u−α|∇u|−2RicM(∇u,∇u)
)
ds

+

∫τ

t

(∫
Σs

α(α+ 1)u−α−2|∇u|2
)
ds.

Sabemos que, ao longo de Σs, s ∈ R,

RicM(∇u,∇u) = −
1
2
|∇u|2|AM|2 − |∇u|2KΣs

−
1
2
|D2u|2 + |∇|∇u||2.

|∇u|−2RicM(∇u,∇u) = −
1
2
|AM|2 − KΣs

+ |∇u|−2|∇|∇u||2 − 1
2
|∇u|−2|D2u|2,
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então, usando a equação acima e a desigualdade de Kato,

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽∫τ

t

(∫
Σs

u−α|∇u|−2(|D2u|2 − |∇|∇u||2)
)
ds

−

∫τ

t

(∫
Σs

−
1
2
u−α|AM|2 − u−αKΣs

+ u−α|∇u|−2|∇|∇u||2 − 1
2
u−α|∇u|−2|D2u|2

)
ds

+

∫τ

t

(∫
Σs

α(α+ 1)u−α−2|∇u|2
)
ds

⩽
1
2

∫τ

t

(∫
Σs

u−α|AM|2
)
ds +

∫τ

t

(∫
Σs

u−αKΣs

)
ds −

∫τ

t

(∫
Σs

u−α|∇u|−2|∇|∇u||2
)
ds

+
1
2

∫τ

t

(∫
Σs

u−α|∇u|−2|D2u|2
)
ds +

∫τ

t

(∫
Σs

α(α+ 1)u−α−1|∇u|2
)
ds.

Como Σs é uma superfície de nível, u é constante ao longo de Σs. Portanto, a relação

acima pode ser reescrita como

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽

1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds +

∫τ

t

(∫
Σs

KΣs

)
ds −

1
2

∫τ

t

(∫
Σs

|∇u|−2|∇|∇u||2
)
ds

+
1
2

∫τ

t

α(α+ 1)s−α−2F(s) ds. (3.42)

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet e a Proprosição 8,

∫τ

t

s−α

(∫
Σs

KΣs

)
ds ⩽ 4π

∫τ

t

s−α ds =
1

α− 1
4π(t1−α − τ1−α). (3.43)

Além disso, pela desigualdade de Kato melhorada e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

2
3

∣∣D2u
∣∣2 ⩾ |∇|∇u||2

implica que

∫
Σs

|∇u|−2
∣∣D2u

∣∣2 ⩾ ∫
Σs

3
2
|∇u|−2|∇|∇u||2

⩾
∫
Σs

3
2
|∇u|−2|∇|∇u||2.
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Então, pela desigualdade de H�older,

∫
Σs

|∇u|−2|D2u|2 ⩽
3
2
F(s)−1F ′(s)2, (3.44)

para s ∈ R. Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.3), obtem-se

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽
1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds +

1
α− 1

4π(t1−α − τ1−α) +

∫τ

t

(
−
3
2
λs−α−1F ′(s) +

(
3
2
λ2 + α(α+ 1)

)
s−α−2F(s)

)
ds.

(3.45)

Agora, pela desigualdade de Young com ϵ > 0,

2s−1F ′(s)F(s) ⩽ 2s−1ϵF ′(s)2 + (2ϵs)−1F(s)2.

Tomando ϵ = s
2λ(α)

, para α como no Lema 15, tem-se que

2s−1F ′(s)F(s) ⩽ λ−1F ′(s)2 + λs−2F(s)2.

Reorganizando,

−λ−1F ′(s)2 ⩽ −2s−1F ′(s)F(s) + λs−2F(s)2

−
3
4
s−αF ′(s)2F(s)−1 ⩽ −

3
2
s−α−1λF ′(s) +

3
4
λ2s−α−2F(s).

Usando a relação acima em (3.3), obtemos

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽
1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds

+
4π
α− 1

(t1−α − τ1−α) +

∫τ

t

(
−
3
2
s−α−1λF ′(t) +

(
3
4
λ2 + α(α+ 1)

)
s−α−2F(s)

)
ds.

(3.46)

Integrando por partes,

∫τ

t

−
3
2
s−α−1λF ′(s) ds = −

3
2
λs−α−1F(s) |s=τ

s=t −

∫τ

t

3
2
λ(−α1)s

−α−2F(s) ds.
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Sustituindo a expressão acima em (3.3),

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽

1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds +
4π
α− 1

(t1−ατ1−α) +

∫τ

t

(
3
4
λ2 −

3
2
λ(α+ 1) + α(α+ 1)

)
F(s) ds

−
3
2
λτ−α−1F(s) +

3
2
λt−α−1F(t).

Observe que λ foi escolhido de sorte que

3
4
λ2 −

3
2
λ(α+ 1) + α(α+ 1) = 0.

Então,

(t−αF ′(t) + αt−α−1F(t)) − (τ−αF ′(τ) + ατ−α−1F(τ)) ⩽

1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds +
4π
α− 1

(t1−ατ1−α) −
3
2
λτ−α−1F(s) +

3
2
λt−α−1F(t).

Reorganizando,

[
t−αF ′(t) +

(
α−

3
2
λ

)
t−α−1F(t)

]
−

[
τ−αF ′(τ) +

(
α−

3
2
λ

)
τ−α−1F(τ)

]
⩽

1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds +
4π
α− 1

(t1−α − τ1−α) ⩽

1
2

∫τ

t

s−αA(s) ds
4π
α− 1

t1−α,

pois τ > 0. Multiplicando a equação acima por t2α− 3
2
λ e reorganizando,

(
tα− 3

2
λF(t)

) ′
⩽ C(τ)t2α− 3

2
λ +

4π
α− 1

tα− 3
2
λ +

1
2
t2α− 3

2
λ

∫τ

t

s−αA(s) ds, (3.47)

onde

C(τ) := τ−αF ′(τ) +

(
α−

3
2
λ

)
τ−α−1F(τ),

que é uniformemente limitada e positiva, pelo Lema 15 (observe que α− 3
2
λ > −1). Pelo

Lema 13, existem l, t ∈ R, l < t < τ, tais que F é Lipschitziana em [l, t]. Então, integrando
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(3.47) neste intervalo,

tα− 3
2
λ − lα− 3

2
λ ⩽ C(τ)

∫ t

l

σ2α− 3
2
λ dσ +

∫ t

l

4π
α− 1

σα− 3
2
λ+1 dσ

+
1
2

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dsdσ

=
C

2α− 3
2
λ+ 1

(
t2α− 3

2
λ+1 − l2α− 3

2
λ+1
)

+
4π

(α− 1)(α− 3
2
λ+ 2)

(
tα− 3

2
λ+2 − lα− 3

2
λ+2
)

+
1
2

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dsdσ.

Reorganizando,

tα− 3
2
λF(t) ⩽ lα− 3

2
λF(l) +

C

2α− 3
2
λ+ 1

t2α− 3
2
λ+1 +

4π
(α− 1)

(
α− 3

2
λ+ 2

)tα− 3
2
λ+2

+
1
2

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) ds

−

(
C

2α− 3
2
λ+ 1

l2α− 3
2
λ+1 +

4π
(α− 1(α− 3

2
λ+ 2)

lα− 3
2
λ+2

)
.

Como α ∈ (1, 2) e pelo Lema 15, a última expressão acima é positiva. Logo,

tα− 3
2
λF(t) ⩽ lα− 3

2
λF(l) +

C

2α− 3
2
λ+ 1

t2α− 3
2
λ+1 +

4π
(α− 1)

(
α− 3

2
λ+ 2

)tα− 3
2
λ+2

+
1
2

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) ds.

(3.48)

Agora, pelo Teorema de Fubini,

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dsdσ =

∫ t

l

∫s

l

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dσds+

∫τ

t

∫ t

l

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dσds

⩽
1

2α− 3
2
λ+ 1

∫ t

l

sα− 3
2
λ+1A(s) ds +

1
2α− 3

2
λ+ 1

t2α− 3
2
λ+1

∫τ

t

s−αA(s) ds.

Como s ∈ (0, 1), segue do Lema 15 que sα− 3
2
λ+1 ⩽ 1. Como t < 1, a estimativa acima

pode ser reescrita como

∫ t

l

∫τ

σ

σ2α− 3
2
λs−αA(s) dsdσ ⩽

1
2α− 3

2
λ+ 1

∫ t

l

A(s) ds +
1

2α− 3
2
λ+ 1

∫τ

σ

s−αA(s) ds.

(3.49)
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Substituindo (3.49) em (3.48), obtem-se que

tα− 3
2
λF(t) ⩽ lα− 3

2
λF(l) +

C

2α− 3
2
λ+ 1

t2α− 3
2
λ+1 +

4π
(α− 1)

(
α− 3

2
λ+ 2

)tα− 3
2
λ+2

+
1

2(2α− 3
2
λ+ 1)

∫ t

l

A(s) ds +
1

2(2α− 3
2
λ+ 1)

t2α− 3
2
λ+1

∫τ

t

s−αA(s) ds.

(3.50)

Agora, pelo Lema 14, existe K > 0 tal que

lα− 3
2
λF(l) ⩽ Klα− 3

2
λ+1

isto implica que

lα− 3
2
λF(l) = O

(
lα− 3

2
λ
)
, (3.51)

quando l→ 0. Pelo Lema 15, isto implica que

lα− 3
2
λF(l) = o(1),

quando l→ 0. Portanto, tomando o limite l↘ 0 em (3.50), obtem-se que

tα− 3
2
λF(t) ⩽

C

2α− 3
2
λ+ 1

t2α− 3
2
λ+1 +

4π
(α− 1)

(
α− 3

2
λ+ 2

)tα− 3
2
λ+2

+
1

2(2α− 3
2
λ+ 1)

(
lim inf
l↘0

∫ t

l

A(s) ds + t2α− 3
2
λ+1

∫τ

t

s−αA(s) ds

)
.

Como α 7→ λ(α) é contínua em α = 2 e λ(2) = 2, tomando o limite α↗ 2, obtem-se que

t−1F(t) ⩽ Ct2 + 4πt+
1
4
lim inf
l↘0

∫ t

l

A(s) ds
1
4
t2
∫τ

t

s−2A(s) ds.

Como τ ⩽ 1, a a�rmação é verdadeira.

Corolário 6 (Corolário 20, [15]). Vale que F(t) = O(t2) quando t→ 0.

Demonstração. Pela Proposição 10 e Corolário 5, obtem-se que

F(t) ⩽ Ct3 + 4πt2 +
1
4
lim inf
l↘0

∫ t

l

A(s) ds +
1
4
t3
∫ 1

t

s−2A(s) ds

t lim sup
l↘0

∫ t

l

A(s) ds t3
∫ 1

t

s−2A(s) ds ⩽ O(t2) +
4
3
t3
∫ 1

t

s−4F(s) ds.
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Logo

F(t) ⩽ O(t2) +
4
3
t3
∫ 1

t

s−4F(s) ds, (3.52)

quando t → 0. Assuma por contradição que lim supt↘0 F(t)t
−2 = ∞. Se isto ocorrer,

então podemos escolher uma sequência {tj}j∈N ⊂ (0, 1) tal que

F(tj)t
−2
j = max

[tj,1]
F(s)s−2 → ∞. (3.53)

Usando (3.52) com tj, obtem-se

F(tj) ⩽ O(t2j) +
1
3
t3j

∫ 1

tj

s−2(s−2F(s)) ds

⩽ O(t2j) +
1
3
tjF(t)

∫ 1

tj

s−2 ds

= O(t2j) +
1
3
tjF(tj)(1− tj).

Reorganizando, obtem-se que

(
1−

1
3
tj(1− tj)

)
F(tj) ⩽ O(t2j),

um absurdo, pois (1 − 1
3
tj(1 − tj)) → 1 quando j → ∞. Isto implica que F(t) = O(t2),

como queríamos.

3.4 Resultado Principal

Podemos �nalmente demonstrar o principal resultado deste capítulo.

Teorema 14 ([15]). Se M3 ↪→ R4 é uma imersão mínima estável, conexa, 2-lados,

completa, então M = R3 ⊂ R4.

Sabemos pelo Teorema 13 que este resultado é equivalente ao seguinte teorema:

Teorema 15. Seja M3 ↪→ R4 uma imersão mínima estável e 2-lados. Então, existe uma

constante C <∞ tal que

|AM(p)|dM(p,∂M) ⩽ C. (3.54)

Demonstração. Suponha que o resultado seja falso. Então, existem uma sequência de

hipersuperfícies mínimas estáveis, 2-lados,Mi ↪→ R4 e uma sequência de pontos pi ∈Mi
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tais que

|AMi
(pi)|dMi

(pi,∂Mi) = Ri → ∞, (3.55)

onde dM denota a distância intrínseca emMi. Considerando um subconjunto apropriado

de Mi, podemos assumir que Mi é compacto e suave até seu bordo. Isto nos permite

assumir que pi maximiza a função x 7→ |Ai(x)|dMi
(x,∂Mi). A menos de uma translação

e de um reescalonamento da métrica, podemos assumir que pi = 0 e |Ai(0)| = 1. Então,

para quaisquer r < Ri e x ∈Mi com dMi
(0, x) ⩽ r, obtemos

|AMi
(x)| ⩽

Ri

dMi
(x,∂Mi)

⩽
Ri

Ri − r
,

e então, para cada r > 0,

sup
dMi

(x,0)⩽r

|AMi
(x)| ⩽

Ri

Ri − r
→ 1.

Portanto, Mi converge subsequencialmente suavemente para uma imersão mínima está-

vel, 2-lados, completa M3 ↪→ R4 com |AM(0)| = 1 e |AM(x)| ⩽ 1, para todo x ∈ M.

Mostremos que uma imersão desta forma não pode existir.

Pelo Corolário 2, podemos assumir queM é simplesmente conexa. Considere a função

de Green u ∈ C∞
loc(M \ {p}) como na Proposição 8, e como antes considere

F(t) :=

∫
Σt

|∇u|2,

onde Σt = u−1(t). Pelo Corolário 6, vale que F(t) ⩽ Ct2, para todo t ∈ (0,∞) e algum

C ∈ R.

Considere f = φ ◦u para uma função teste φ ∈ C0,1
c ((0,∞)) e substitua na expressão

acima. Então, pelo Teorema 8 e a fórmula da co-área,

∫
M

|AM|3φ(u)3 ⩽ C
∫
M

|∇(φ ◦ u)|3 = C
∫
M

φ ′(u)3|∇u|3

= C

∫∞
0

(∫
Σt

φ ′(u)3|∇u|2
)
ds = C

∫∞
0

φ ′(s)3
(∫

Σt

|∇u|2
)
ds

= C

∫∞
0

φ ′(s)3F(s) ds ⩽ C
∫∞
0

φ ′(s)3s2 ds. (3.56)
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Para ρ≫ 0, escolha

φ(t) =



0, t ∈ [0, ρ−2),

2+
log t
log ρ

, t ∈ [ρ−2, ρ−1),

1, t ∈ [ρ−1, ρ),

2−
log t
log ρ

, t ∈ [ρ, ρ2),

0, t ∈ [ρ2,∞).

Então φ ∈ C0,1
0 (M \ {p}), e por (3.56),

∫
M

|AM|3φ(u)3 ⩽ C
∫∞
0

φ ′(s)3s2 ds.

Portanto,

∫
{ρ−2⩽u⩽ρ−1}

|AM|3
(
2+

log s
log ρ

)3

+

∫
{ρ−1⩽u⩽ρ}

|AM|3 +

∫
{ρ⩽u⩽ρ2}

|AM|3
(
2−

log s
log ρ

)3

⩽ C
∫ρ−1

ρ−2

s2

s3 log3 ρ
ds + C

∫ρ2

ρ

s2

s3 log3 ρ
ds =

C

log3 ρ
(log ρ−1 − log ρ−2) +

C

log3 ρ
(log ρ2 − log ρ) =

2C
log2 ρ

.

Por outro lado,

2+
log s
log ρ

∈
[
2+

log ρ−2

log ρ
, 2+

log ρ2

log ρ

]
= [0, 4],

isto implica que
∫
{ρ−2⩽u⩽ρ−1}

|AM|3(2+ log s
logρ

)3 ⩾ 0. Analogamente,

∫
{ρ⩽u⩽ρ2}

|AM|3(2−
log s
log ρ

)3 ⩾ 0.

Combinando estes resultados, obtemos

∫
{ρ−1⩽u⩽ρ}

|AM|3 ⩽
2C

log2 ρ
.

Fazendo ρ→ ∞, obtem-se que AM ≡ 0, um absurdo pois |AM(0)| = 1. Logo a sequência

{Mi}i∈N não deve existir e a estimativa (3.54) é verdadeira.



Capítulo 4

Hipersuperfícies Mínimas Estáveis em

R4: Versão 2

Uma análise cuidadosa dos capítulos precedentes revela que as demonstrações ali apre-

sentadas dependem de forma bastante signi�cativa das propriedades do espaço ambiente,

em particular da estrutura dos conjuntos simplesmente conexos em R2 e da equação de

Gauss-Bonnet, o que di�culta a obtenção de generalizações para dimensões superiores.

No entanto, em [16], O. Chodosh e C. Li estabeleceram uma nova demonstração do Te-

orema de Bernstein Estável em R3, baseada em um método que pode ser adaptado para

dimensões maiores. Este capítulo dedica-se a apresentação desta solução. Vale mencionar

também que, além das duas provas aqui apresentas, existe uma terceira prova indepen-

dente para o Problema de Bernstein Estável em R4, proposta por G. Catino, P. Mastrolia

e A. Roncoroni em [20].

4.1 O Método de µ-Bolhas

Descreveremos agora o método de µ-bolhas. Para isto, se n ⩽ 7 considere (Mn,g) uma

variedade Riemanniana n-dimensional com bordo e assuma que ∂M = ∂−M ∪ ∂+M,

onde nenhum dos ∂±M é vazio. Fixe uma função suave u > 0 em M e uma função

suave h → ±∞ em ∂±M (ver �gura 4.2). Escolha um conjunto Ω0 de fronteira suave1

∂Ω0 ⊂ int(M) e ∂+M ⊂ Ω0 (ver �gura 4.1). Considere o seguinte funcional

1Mais geralmente, um conjunto de perímetro �nito, mas para nossos �ns é su�ciente que tenha fronteira

suave.

77
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A(Ω) :=

∫
∂∗Ω

udHn−1 −

∫
M

(χΩ − χΩ0
)hudHn, (4.1)

de�nido em conjuntos de perímetro �nito. Ω ⊂ M com Ω△Ω0 := (Ω \ Ω0) ∪ (Ω0 \

Ω) ⋐ int(M). Um fato fundamental do método é que, nestas condições, sempre existe um

minimizante para o funcional A.

Figura 4.1: Esboço de M
Figura 4.2: função h

Proposição 11 (Proposição 12, [17]). Nas condições acima, sempre existe um minimi-

zante Ω com fronteira suave para A tal que Ω△Ω0 ⋐ int(M).

Uma demonstração rigorosa do resultado acima pode ser encontrado em [49, Propo-

sição 2.1]. Charamemos este conjunto minimizante de µ-bolha ou bolha de sabão genera-

lizada para o funcional A. Para entender as propriedades que esta minimizante possui,

precisamos calcular as variações do funcional A.

Lema 16 (Lema 13, [17]). Se Ωt é uma família a 1-parâmetro suave de regiões com

Ω0 = Ω e campo de velocidades f em t = 0, então

d

dt
A(Ωt) =

∫
Σt

(Hu+ ⟨∇Mu,ν⟩− hu) f dHn−1, (4.2)

onde H é a curvatura média de ∂Ωt e ν é o normal unitário externo. Em particular, uma

µ-bolha satisfaz

H = −u−1 ⟨∇Mu,ν⟩+ h, (4.3)

ao longo de ∂Ω.

Demonstração. Seja F : Ω × (−ϵ, ϵ) → M uma variação de Ω, onde F(Ω, t) ≡ Ωt e
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Vt =
∂F
∂t

é seu campo de variações. Então, pela De�nição 2,

d

dt
A (Ωt) =

d

dt

∫
∂Ωt

(u ◦ F) (F∗ dµt) −
d

dt

∫
M

(χΩ − χΩ0
) ((hu) ◦ F) (F∗ dxt)

=

∫
∂Ωt

⟨∇u,Vt⟩+ u
(
div∂Ωt

VT
t +Ht⟨νt,Vt⟩

)
−

∫
Ωt

⟨∇(hu),Vt⟩+ hudivMVt.

Acima, o gradiente é intrínseco a M, e omitiremos M na notação por simplicidade. Por

outro lado, pelo Teorema da Divergência,

∫
∂Ωt

〈
∇u,VT

t

〉
+ udiv∂Ωt

VT
t = 0.

Então, usando novamente o Teorema da Divergência,

d

dt
A (Ωt) =

∫
∂Ωt

〈
∇u,V⊥

t

〉
+ uHt⟨νt,Vt⟩−

∫
Ωt

divM (huVt)

=

∫
∂Ωt

〈
∇u,V⊥

t

〉
+ (uHt − hu)⟨νt,Vt⟩. (4.4)

Portanto, tomando uma variação tal que V0 = ψν, para alguma ψ ∈ C∞
c (M),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) =

∫
∂Ω

⟨∇u,ν⟩ψ+ (H− h)uψ =

∫
∂Ω

(Hu+ ∂νu− hu)ψ.

Se Ω for uma µ-bolha, então é um ponto crítico para o funcional A, logo a integral acima

é nula para qualquer ψ ∈ C∞
c (M). Isto implica que

H = −u⟨∇u,ν⟩+ h,

como desejávamos.

Lema 17 (Lema 14, [17]). Considere a µ-bolha Ω com ∂Ω = Σ. Assuma que Ωt é uma

família a 1-parâmetro suave de regiões com Ω0 = Ω e campo de velocidades normal ψν

em t = 0. Então de�nindo Q(ψ) := d2

dt2
|t=0(A(Ωt)) ⩾ 0, vale que

Q(f) ⩽
∫
Σ

|∇Σf|
2
u−

1
2

(
RM − 1− RΣ +

∣∣ÅΣ

∣∣2) fu+ (∆Mu− ∆Σu) f
2 dHn−1

−

∫
Σ

1
2
u−1 ⟨∇Mu,νΣ⟩2 f2 +

1
2

(
1+ h2 + 2⟨∇Mh,νΣ⟩

)
f2udHn−1.
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Demonstração. Pela equação (4.4), temos que

d2

dt2
A (Ωt) =

d

dt

∫
∂Ωt

〈
∇u,V⊥

t

〉
+ (uHt − hu)⟨νt,Vt⟩

=

∫
∂Ωt

〈
∇
(〈
∇u,V⊥

t

〉
+ (uHt − hu)⟨νt,Vt⟩

)
,Vt

〉
+

∫
∂Ωt

(〈
∇u,V⊥

t

〉
+ (uHt − hu)⟨νt,Vt⟩

)
Ht⟨νt,Vt⟩

=

∫
∂Ωt

〈
∇⟨∇u,V⊥

t ⟩,Vt

〉
+Ht⟨∇u,Vt⟩⟨νt,Vt⟩+ u⟨∇Ht,Vt⟩⟨νt,Vt⟩

−

∫
∂Ωt

h⟨∇u,Vt⟩⟨νt,Vt⟩+ u⟨∇h,Vt⟩⟨νt,Vt⟩

+

∫
∂Ωt

Ht

〈
∇u,V⊥

t

〉
⟨νt,Vt⟩+ uH2

t⟨νt,Vt⟩2 − uhHt⟨νt,Vt⟩2.

Onde usamos que ⟨∇⟨νt,Vt⟩,Vt⟩ = 0, que segue direto da ortogonalidade. Novamente

escolhendo uma variação tal que V0 = ψν, obtemos que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) =

∫
∂Ω

ψ2D2u(ν,ν) +ψ ⟨⟨∇u,∇(ψν)⟩,ν⟩+Hψ2⟨∇u,ν⟩

+

∫
∂Ω

uψ2⟨∇H,ν⟩− hψ2⟨∇u,ν⟩− uψ2⟨∇h,ν⟩

+

∫
∂Ω

Hψ2⟨∇u,ν⟩+ uH2ψ2 − uhHψ2.

Como Ω é uma µ-bolha, satisfaz a equação (4.3), logo

Q(ψ) =

∫
Σ

uψ2⟨∇H,ν⟩+Hψ2⟨∇u,ν⟩+ψ2D2u(ν,ν)

−

∫
Σ

ψ⟨∇u,∇ψ⟩+ hψ2⟨∇u,ν⟩+ uψ2⟨∇h,ν⟩.

Usando que ∂tHt = −∆F − (|AΣt
|2 + Ric(ν,ν))F, (vide, por exemplo, Proposição de [2])

e a Proposição 6, obtemos que (lembrando que Σ = ∂Ω)

Q(ψ) =

∫
Σ

(
−ψu∆ψ−

1
2
(RM − 1− RΣ + | 
AΣ|

2)

)
ψ2u+Hψ2⟨∇u,ν⟩

+

∫
Σ

ψ2D2u(ν,ν) −ψ ⟨∇u,∇ψ⟩−ψ2⟨∇(hu),ν⟩

=

∫
Σ

(
|∇ψ|2u−

1
2
(RM − RΣ + | 
AΣ|

2)

)
ψ2u−

3
4
H2ψ2u

+

∫
Σ

(∆Mu− ∆Σu)ψ
2 − uψ2⟨∇h,ν⟩− h⟨∇u,ν⟩.
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Agora, novamente por (4.3),

1
2
H2ψ2u =

1
2
u−1⟨∇u,ν⟩2ψ2 − h⟨∇u,ν⟩ψ2 +

1
2
h2ψ2u,

o implica que

Q(ψ) ⩽
∫
Σ

(
−ψu∆ψ−

1
2
(RM − 1− RΣ + | 
AΣ|

2)

)
ψ2u+ (∆Mu− ∆Σu)ψ

2

−

∫
Σ

1
2
u−1⟨∇u,ν⟩2ψ2 +

1
2
(1+ h2 + 2⟨∇h,ν⟩)ψ2u.

Para completar a prova, basta observar que, como Ω é um ponto de mínimo, devemos ter

Q(ψ) ⩾ 0.

Uma das principais vantagens deste método é que, uma vez localizada, é possível obter

estimativas para algumas de suas quantidades geométricas, como diâmetro e volume,

mesmo tendo poucas informações sobre a variedade onde ela está. Para isto, precisaremos

do seguinte resultado técnico.

Lema 18 (Lema 16, [17]). Para uma 2-variedade Riemanniana fechada (Σ2,g), suponha

que existe uma função suave g > 0 tal que

∆Σλ ⩽ −(K0 − KΣ) λ+
1
2
λ−1 |∇Σλ|

2 , (4.5)

para algum K0 ∈ (0,∞). Então diamgΣ ⩽
√

2
K0
π.

Demonstração. Por contradição, suponha que existam p,q ∈ Σ com

L := d(p,q) > L0 :=

√
2
K0

π.

Então existe ϵ > 0 e uma função suave

ρ : Σ \ (Bϵ(p) ∪ Bϵ(q)) →
(
−
L0

2
,
L0

2

)
,

com |∇ρ| ⩽ 1− ϵ, ρ→ −
L0

2
em ∂Bϵ(p) e ρ→ L0

2
em ∂Bϵ(q).
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Figura 4.3: Esboço de ρ

Figura 4.4: Ω0 em N

Seja N a região de Σ entre Bϵ(p) e Bϵ(q). De�na

h(x) = −2(1− ϵ)
π

L0
tan
(
π

L0
ρ(x)

)
.

Pela suavidade de ρ,h ∈ C∞(N \ (Bϵ(p) ∪ Bϵ(q))),h → +∞ em Bϵ(p), h → −∞ em

Bϵ(q), e vale que

K0 +
1
2
h(x)2 − |∇Σh| (x) = K0 + 2(1− ϵ)2

π2

L20
tan2

(
π

L0
ρ(x)

)
− 2(1− ϵ)

π

L0
sec2

(
π

L0
ρ(x)

)
|∇Σρ(x)|

⩾ K0 + 2(1− ϵ)2
π2

L20

[
tan2

(
π

L0
ρ(x)

)
− sec2

(
π

L0
ρ(x)

)]
= K0 − 2(1− ϵ)2

π2

L20
= K0 − (1− ϵ)2K0 > 0. (4.6)

Agora, com a função h acima de�nida, considere, como antes, o funcional

A(Ω) =

∫
∂∗Ω

gdH1 −

∫
N

(χΩ − χΩ0
)hgdH2,

onde Ω0 é um conjunto de Caccioppoli com Bϵ(p) ⊂ Ω0 ⊂ Σ \ Bϵ(q). Pela Proposição

11, existe uma µ-bolha Ω minimizante de A com fronteira ∂Ω suave. Pelo Lema 16, vale
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que kγ = −g−1⟨∇Σg,νγ⟩+ h, onde γ = ∂Ω e kγ é a sua curvatura. Pelo Lema 17,

0 ⩽
∫
γ

|∇γf|
2
λ− KΣf

2λ− kγf
2λ+ (∆Σλ− ∆γλ) f

2 dH1

−

∫
γ

⟨∇Σλ,νγ⟩ f2h+ ⟨∇Σh,νγ⟩ dH1,

onde f é a variação de uma família a 1-parâmetro {Ωt} com Ω0 = Ω. Tomando f = λ−
1
2 ,

obtemos

0 ⩽
∫
γ

∣∣∣∇γλ
− 1

2

∣∣∣2 λ− KΣ + (∆Σλ− ∆γλ) λ
−1 − ⟨∇Σλ,νγ⟩ λ−1h− ⟨∇Σh,νγ⟩ dH1

⩽
∫
γ

1
4

∣∣∣∇γλ
− 1

2

∣∣∣2 λ−2 − KΣ −
1
2
k2γ + λ−1 (∆Σλ− ∆γλ) − λ

−1h ⟨∇Σλ,νγ⟩ dH1

−

∫
γ

⟨∇Σh,νγ⟩ dH1.

Por um lado,

1
2
k2γ =

1
2

(
h− λ−1 ⟨∇Σλ,νγ⟩

)2
=

1
2
h2 − λ−1h ⟨∇Σλ,νγ⟩+

1
2
λ−2 ⟨∇Σλ,νγ⟩2 .

Portanto,

0 ⩽
∫
γ

1
4
λ−2 |∇Σλ|

2
− KΣ −

1
2
h2 + λ−1h ⟨∇Σλ,νγ⟩−

1
2
λ−2 ⟨∇Σλ,νγ⟩2 dH1

−

∫
γ

λ−1h ⟨∇Σh,νγ⟩+ ⟨∇Σh,νγ⟩− λ−1 (∆Σλ− ∆γλ) dH
1

=

∫
γ

1
4
λ−2 |∇Σλ|

2
− KΣ + λ−1 (∆Σλ− ∆γλ) −

1
2
h2 dH1

−

∫
γ

1
2
λ−2 ⟨∇Σλ,νγ⟩2 + ⟨∇Σh,νγ⟩ dH1.

Integrando por partes,

∫
γ

λ−1∆γλdH
1 = −

∫
γ

〈
∇γλ

−1,∇γλ
〉
dH1 =

∫
γ

λ−2|∇γλ|
2 dH1.

Concluímos que

0 ⩽
∫
γ

−
3
4
λ−2 |∇γλ|

2
− KΣ + λ−1∆Σλ−

1
2
h2 −

1
2
λ−2 ⟨∇Σλ,νγ⟩2 − ⟨∇Σh,νγ⟩dH1.
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Agora, usando a hipótese (4.5),

0 ⩽
∫
γ

−
3
4
λ−2 |∇γλ|

2
+

1
2
λ−2|∇Σλ|

2 −
1
2
λ−2⟨∇Σλ,νγ⟩2 − K0 −

1
2
h2 − ⟨∇Σhνγ⟩dH1.

Por outro lado, |∇Σλ|
2 = |∇Σλ+ ⟨∇Σλ,νγ⟩|2 = |∇Σλ|

2 + ⟨∇Σλ,νγ⟩2, então

0 ⩽
∫
γ

−
1
4
λ−2|∇γλ|

2 − K0 −
1
2
h2 − ⟨∇Σh,νγ⟩dH1 < 0,

pois por (4.6), K0+
1
2
h2+⟨∇Σh,νγ⟩ > 0, mas isto é um absurdo, completando a prova.

Somos �nalmente capazes de estabelecer o principal resultado desta seção.

Proposição 12 (Lema 6.1, [16]). Seja (N3,g) uma variedade tridimensional com bordo

compacto conexo satisfazendo

λ1

(
−∆+

1
2
RN

)
⩾ λ, (4.7)

para algum λ > 0. Suponha que existe p ∈ N tal que dN(p,∂N) ⩾ 5π√
λ
. Então existe um

aberto conexo Ω contendo ∂N,Ω ⊂ B 5π√
λ
(∂N), tal que cada componente conexa de ∂Ω\∂N

é uma esfera bidimensional, com área máxima de 8π
λ

e diâmetro menor ou igual a 2π√
λ
.

Demonstração. Como N satisfaz (4.7), pela Proposição 4, existe u ∈ C∞(N),u > 0 em

int(N), tal que

∆Nu ⩽ −
1
2
(2λ− RN)u. (4.8)

Tome φ0 ∈ C∞(N) uma suavização de dN(·,∂N), tal que |∇φ0| ⩽ 2 e φ0 = 0 em ∂N

(veja [28]). Escolha ϵ ∈ (0, 1
2
, ) tal que ϵ, 4√

λ
π+ 2ϵ são valores regulares de φ0. De�na

φ :=
φ0 − ϵ
4√
λ
+ ϵ

π

−
π

2
,

Ω1 := {x ∈ N;−π
2
< φ < π

2
} e Ω0 := {x ∈ N;−π

2
< φ ⩽ 0}. Portanto, vale que

|∇Nφ| =
1

4√
λ
+ ϵ

π

|∇Nφ0| ⩽
2π

√
λ

4π+ ϵ
√
λ
<

2π
√
λ

4π
=

√
λ

2
.
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Em Ω1, de�na h(x) := −1
2
tan(φ(x)). Então,

λ+ h2 − 2|∇Nh| = λ+
1
4
tan2(φ(x)) − sec2(φ(x))|∇Nφ(x)|

⩾ λ+
1
4
tan2(φ(x)) −

√
λ

2
sec2(φ(x))

⩾ λ+
1
4
tan2(φ(x)) −

1
4
sec2(φ(x))

= λ−
1
4
> 0, (4.9)

para λ > 1. Com este h, de�nimos o funcional

A( 	Ω) :=

∫
∂∗ 	Ω

udH2 −

∫
N

(χ 	Ω − χΩ1
)hudH3,

ao longo de conjuntos de Caccioppoli 	Ω em Ω1 com 	Ω△Ω0 ⋐ Ω1. Pela Proposição 11,

existe um minimizante �Ω de A com bordo suave. Tome Ω como sendo a componente

conexa de {x ∈ N; 0 ⩽ φ0(x) ⩽ ϵ} ∪ �Ω que contém ∂N. Por construção, Ω ⊂ B 5π√
λ
(∂N).

Agora, estabeleceremos as propriedades de Ω. Pelo Lema 17,

0 ⩽
∫
Σ

|∇Σf|
2u−

1
2

(
RM − 1− RΣ +

∣∣ÅΣ

∣∣2) f2u+ (∆Mu− ∆Σu) f
2 dH2

−
1
2

∫
Σ

u−1⟨∇Mu,ν⟩f2 +
(
1+ h2 + 2⟨∇Mh,ν⟩

)
f2udH2

=

∫
Σ

|∇Σf|
2u−

1
2
(RM − λ− 2KΣ) f

2u+ (∆Mu− ∆Σu) f
2 dH2

−
1
2

∫
Σ

u−1⟨∇Mu,ν⟩f2 +
(
1+ h2 + 2⟨∇Mh,ν⟩

)
f2udH2.

Onde usamos que em R3, RΣ = KΣ, a curvatura Gaussiana de Σ. Então, considerando

f = g−
1
2 , obtemos que

0 ⩽
∫
Σ

∣∣∣∇Σ

(
g−

1
2

)∣∣∣2 g− (1
2
λ− KΣ

)
− g−1∆Σg+

1
2
g−2|∇Σg|

2 dH2

=

∫
Σ

3
4
g−2|∇Σg|

2 −

(
1
2
λ− KΣ

)
− g−1∆ΣgdH

2.

Integrando por partes,

∫
Σ

g−1∆ΣgdH
2 = −

∫
Σ

〈
∇Σ

(
g−1
)
,∇Σg

〉
dH2 =

∫
Σ

g−2|∇Σg|
2 dH2.
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Logo,

0 ⩽
∫
Σ

−
1
4
g−2|∇Σg|

2 −

(
1
2
λ− KΣ

)
dH2.

Como g−2|∇Σg|
2 ⩾ 0, isto implica que

1
2
λH2(Σ) =

∫
Σ

1
2
λdH2 ⩽

∫
Σ

KΣ dH
2 = 2πχ(Σ),

pelo Teorema de Gauss-Bonnet. Logo Σ é uma esfera topológica e H2(Σ) ⩽ 8π
λ
. A

limitação de diâmetro segue de [17, Lemas 16 e 18].

4.2 Uma Deformação Conforme e o Teorema de Berns-

tein Estável em R4

Podemos �nalmente apresentar a prova alternativa para o Teorema de Bernstein Estável

em R4.

Teorema 16 (Corolário 2.2, [16]). Seja M3 ↪→ R4 uma imersão mínima estável, 2-lados,

completa, conexa. Então M é planar.

Para resolver este problema, iremos primeiramente considerar a variedade (M3\{0}, �g),

onde �g é a métrica conforme �g := r−2g, onde r é a distância Euclidiana a origem em R4.

Pelo Teorema de Barta (Proposição 5) podemos assumir que M é simplesmente conexa.

Como foi visto na Seção 1.1, para esta mudança,

|∇φ|2g = r−2∥ �∇φ∥2�g e dµ = rnd�µ. (4.10)

Aplicando a Proposição 2, temos

r−2�R = R+ 2(n− 1)∇ log(r) − (n− 1)(n− 2)|∇ log(r)|2g. (4.11)

Se de�nirmos, para qualquer a ∈ R,

Q(f) :=

∫
M

∣∣ �∇f∣∣2
�g
+

(
1
2
�R− a

)
f2 d�µ,

com f ∈ C1
0(M \ {0}, então,
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Q
(
r

n−2
2 f
)
=

∫
M

∣∣∣ �∇(rn−2
2 f
)∣∣∣2

�g
+

(
1
2
�R− a

)
rn−2f2 d�µ

=

∫
M

|∇f|2g +
n− 2
2

⟨∇ log(r),∇(f2)⟩g +

(
n− 2
2

)2

r−2f2|∇r|2g dµ

+

∫
M

(
1
2
�R− a

)
r−2f2 dµ.

Integrando por partes, obtemos que

Q
(
r

n−2
2

f
)
=

∫
M

|∇f|g −
n− 2
2

f2∆(r) +

(
n− 2
2

)2

r−2f2|∇r|2g dµ

+

∫
M

(
1
2
�R− a

)
r−2φ2 dµ

=

∫
M

|∇f|2g −
n− 2
2

f2 log(r) +
(n− 2)2

4
f2|∇ log(r)|2g − ar−2f2 dµ

+
1
2

∫
M

Rf2 + 2(n− 1)f2∆ log(r) − (n− 1)(n− 2)f2|∇ log(r)|2g dµ

=

∫
M

|∇f|2g +
1
2
Rf2 +

n

2
f2∆ log(r) −

n(n− 2)
4

f2|∇f|2g − ar−2f2 dµ

=

∫
M

|∇f|2g +
1
2
Rf2 +

(
n

2

(
∆ log(r) −

n− 2
2

|∇ log(r)|2g

)
− ar−2

)
f2 dµ.

Agora, por (4.11), vale

−∆(r) +
n− 2
2

|∇ log(r)|2g = −
n

r2
+
n+ 2
2

|∇r|2g
r2

.

Portanto,

Q
(
r

n−2
2 f
)
=

∫
M

|∇f|2g
1
2
Rf2 +

(
n

2

(
n

r2
−
n+ 2
2

|∇r|2g
r2

)
+ ar−2

)
f2 dµ

=

∫
M

|∇f|2g +
1
2
Rf2 +

(
n

2

(
n−

n+ 2
2

|∇r|2g
)
− a

)
r−2f2 dµ.

Em pontos onde |∇r|g ⩾ 1, temos que

Q
(
r

n−2
2 f
)
⩾

∫
M

|∇f|2g +
1
2
Rf2 +

(
n(n− 2)

4
− a

)
dµ.

Tomando traço da equação de Gauss, |AM|2g = −Rg. Então, segue da estabilidade de M
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que ∫
M

|∇f|2g − |AM|2gf
2 dµ ⩾ 0,

isto é, ∫
M

|∇f|2g +
1
2
Rf2 dµ ⩾ 0

para toda f ∈ C1
0(M), pois R ⩽ 0 para hipersuperfícies mínimas em Rn+1. Em particu-

lar, escolhendo a = n(n−2)
4

, temos que Q(f) ⩾ 0 para qualquer f ∈ C1
0(M \ {0}). Pela

Proposição 4, isto implica que existe u ∈ C∞(M \ {0}),u > 0 no interior de M \ {0}, tal

que

�∆u ⩽ −
1
2

(
n(n− 2)

2
− �R

)
u. (4.12)

Agora, considere n = 3 e �xe ρ > 0. Pelo Teorema de Cao-Shen-Zhu (Teorema 5)

M \ BM(0, e
10π√
3 ρ) tem uma única componente ilimitada, que chamaremos de E. Denote

por �M :=M\E. Aplicando o processo de µ-bolha desenvolvido na Seção 4.1 (considerando

Ω0 = �M, obtemos um conjuntoM0 (uma µ-bolha) tal que d�g(∂M0,∂ �M) ⩽ 10π√
3
, |∂M0|�g ⩽

32π
3

e diam�g(∂M0) ⩽ 4π√
3
(basta observar que, para n = 3, λ = 3

2
e, pelas hipotóteses

topológicas de M,∂M0 é conexo). Pelo Lema 1,

BM(0, ρ) ⊂M0 ⊂ BM

(
e

10π√
3 ρ
)
.

Isto implica que sup∂M0
r(x) ⩽ e

10π√
3 ρ. Portanto, pelo Teorema 6,

|BM(0, ρ)| ⩽ |M0| ⩽
1

6
√
π
|∂M0|

3
2

�g ⩽

(
32π
3

) 3
2 e

32π√
3

6
√
π
ρ3.

Logo, pelo Teorema 10, M deve ser planar, como desejávamos. Isto completa a prova.



Capítulo 5

Hipersuperfícies Mínimas Estáveis em

R5

A estratégia deste capítulo consiste em generalizar a demonstração do Teorema de Berns-

tein apresentada no capítulo anterior. Observando mais atentamente, nota-se que o mé-

todo de µ-bolhas admite uma generalização relativamente direta para R5. A principal

di�culdade reside, entretanto, na obtenção das estimativas de volume e de diâmetro ne-

cessárias ao argumento. Tendo isso em vista, O. Chodosh, C. Li, P. Minter e D. Stryker

utilizaram em [18] uma abordagem capaz de contornar essas limitações dimensionais por

meio de uma ferramenta geométrica adicional, a curvatura bi-Ricci (de�nição 1).

O objetivo deste capítulo é apresentar detalhadamente essa demonstração e descrever

como a curvatura bi-Ricci permite superar os obstáculos encontrados em dimensões mais

elevadas. Todos os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [18].

5.1 Propriedades da Curvatura Bi-Ricci Deformada

Seja F : MN ↪→ Rn+1 uma imersão mínima estável 2-lados, completa. Seja g a métrica

induzida em M. Seja r a distância Euclidiana para a origem 0 em Rn+1. Considere a

métrica conforme �g = r−2g em N =M \ F−1({0}). Note que (N, �g) é completa.

Proposição 13 (proposição 3.2, [18]). Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão com campo veto-

rial unitário externo ν. Então

HessMr = r−1g− r−1dr⊗ dr− r−1⟨⃗x,ν⟩A.

89
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Demonstração. Vale que

∂r

∂xi
=
xi

r
,

∂2r

∂xi∂xj
=
δij

r
−
xixj

r3
.

Então, como dr⊗ dr(ei, ej) = ⟨∇r, ei⟩⟨∇r, ej⟩, segue que

HessR
n+1

r = r−1gEuclidiana − r
−1dr⊗ dr. (5.1)

Portanto, se X e Y são campos em M, vale que

HessMr(X, Y) =
〈
∇M

X ∇Mr, Y
〉
=
〈
∇Rn−1

X ∇Rn+1

r, Y
〉
−

〈
∇Rn+1

X

(
∇Rn+1

r
)⊥

, Y
〉

= HessR
n+1

r(X, Y) −

〈
∇Rn+1

X

(
x⃗

r

)⊥

, Y

〉

= HessR
n+1

r(X, Y) +

〈(
x⃗

r

)⊥

,∇Rn+1

X Y

〉

= HessR
n+1

r(X, Y) +

〈(
c⃗

r

)⊥

,
(
∇Rn+1

X Y
)⊥〉

.

Então, por (5.1),

HessMr(X, Y) = r−1g(X, Y) − r−1(dr⊗ dr)(X, Y) − r−1⟨⃗x,ν⟩A(X, Y),

como desejávamos.

Agora, escreva ϕ = − log r, tal que �g = e2ϕg.

Proposição 14 (Proposição 3.3, [18]). Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão com campo veto-

rial normal unitário ν. Então,

HessM(log r) = r−2g− 2r−2dr⊗ dr− r−2⟨⃗x,ν⟩A.
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Demonstração. Para quaisquer f > 0, X e Y campos vetoriais, calculemos

HessM(log f)(X, Y) =
〈
∇M

X ∇(log f), Y
〉
=

〈
∇M

X

(
∇Mf

f

)
, Y
〉

=

〈
1
f
∇M

X ∇Mf−
1
f2
∇Mf, Y

〉
= f−1HessMf(X, Y) − f−2(df⊗ df)(X, Y).

Então, pela Proposição 13,

HessM(log f)(X, Y) = r−1HessMr(X, Y) − r−2(dr⊗ dr)(X, Y)

= r−2g(X, Y) − r−2(dr⊗ dr)(X, Y) − r−2⟨⃗x,ν⟩A(X, Y)

− r−2(dr⊗ dr)(X, Y)

= r−2g(X, Y) − 2r−2(dr⊗ dr)(X, Y) − r−2⟨⃗x,ν⟩A(X, Y),

como desejávamos.

Uma vez estabelecidades as propriedades acima para a métrica conforme �g, iremos

agora obter expressões para curvatura relativas a esta métrica. Primeiro, obteremos uma

base ortonormal para TpM com respeito às métricas g e �g. Seja {ei}1⩽i⩽n uma base

ortonormal para TpM com respeito à métrica g. Então, {�ei := rei}1⩽i⩽n é uma base

ortonormal para TpM com respeito a métrica �g, pois ⟨�ei, �ej⟩�g = r−2⟨rei, rej⟩g = δij.

Agora, escreva os tensores de curvatura Rijji := R(ei, ej, ej, ei), �Rijji := �R(ei, ej, ej, ei)

e Aij := A(ei, ej).

Proposição 15 (Proposição 3.4, [18]). No referencial acima descrito, vale que

r2Rijji = �Rijji − 2+ |dr|2 + (dr(ei))
2 + (dr(ej))

2 + ⟨⃗x,ν⟩ (Aii +Ajj) .

Demonstração. De�nimos o tensor

T := HessMϕ− dϕ⊗ dϕ+
1
2
|dϕ|2g.

Como antes, escreva Tij := T(ei, ej). Pela Proposição 14, temos que

T = r−2g+ r−2dr⊗ dr+ 1
2
r−2|dr|2g+ r−2⟨⃗x,ν⟩A. (5.2)
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Usando a Proposição 1, obtemos

�Rijji = �R(�ei, �ej, �ej, �ei) = �R(rei, rej, rej, rei) = r4�R(ei, ej, ej, ei)

= r2 (Rijji − Tii − Tjj)

= r2Rijji + 2− |dr|2 − (dr(ei))
2 − (dr(ej))

2 − ⟨⃗x,ν⟩(Aii +Ajj),

como desejávamos.

Podemos agora usar a Proposição 15 para obter curvaturas bi-Ricci de (N, �g) no caso

onde a imersão é mínima.

Proposição 16 (Proposição 3.5, [18]). Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima com

campo vetorial normal unitário ν. Então temos

r2bi-Ric(e1, ej) = b̃i-Ric(�e1, �e2) − (4n−+6) + (2n− 1)|dr|2

+ (n− 3)
(
dr(e1)

2 + dr(e2)
2
)

+ (n− 3)⟨⃗x,ν⟩(A11 +A22).

Demonstração. Pela Proposição 15,

r2bi-Ric(e1, e2) =
n∑

i=2

r2R1ii1 +

n∑
j=3

R2jj2

=

n∑
i=2

[�R1ii1 − 2+ |dr|2 + (dr(e1))
2 + (dr(ei))

2

+ ⟨⃗x,ν⟩(A11 +Aii)]

+

n∑
j=3

[�R2jj2 − 2+ |dr|2 + (dr(e2))
2 + (dr(ej))

2

+ ⟨⃗x,ν⟩(A22 +Ajj).
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Reorganizando,

r2bi-Ric(e1, e2) =
n∑

i=1

�R1ii1 − 2(n− 1) + (n− 1)|dr|2 + (n− 1)dr(e1)2

+

n∑
i=2

dr(ei)
2 + (n− 1)⟨⃗x,ν⟩A11 +

n∑
i=2

⟨⃗x,ν⟩Aii

+

n∑
j=3

�R2ii2 − 2(n− 2) + (n− 2)|dr|2 + (n− 2)dr(e2)2

+

n∑
j=3

dr(ej)
2 + (n− 2)⟨⃗x,ν⟩A22 +

n∑
j=3

⟨⃗x,ν⟩Ajj.

Daí,

r2bi-Ric(e1, e2) = b̃i-Ric(�e1, �ej) − (4n− 6) + (2n− 3)|dr|2

+

n∑
i=1

dr(ei)
2 +

n∑
j=1

dr(ej)
2 + (n− 3)

(
dr(e1)

2 + dr(e2)
2
)

+

n∑
i=1

⟨⃗x,ν⟩Aii +

n∑
j=1

⟨⃗x,ν⟩Ajj + (n− 3)⟨⃗x,ν⟩(A11 +A22)

= b̃i-Ric(�e1, �e2) − (4n− 6) + (2n− 3)|dr|2 + 2|dr|2

+ (n− 3)
(
dr(e1)

2 + dr(e2)
2
)
+ 2⟨⃗x,ν⟩Tr(A)

+ (n− 3)⟨⃗x,ν⟩(A11 +A22)

= b̃i-Ric(�e1, �e2) − (4n− 6) + (2n− 3)|dr|2

(n− 3)
(
dr(e1)

2 + dr(ej)
2
)
+ (n− 3)⟨⃗x,ν⟩(A11 +A22),

onde na última desigualdade usamos que Tr(A) = 0 para hipersuperfícies mínimas.

Proposição 17 (Proposição 3.6, [18]). Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima. Então,

bi-Ric(e1, e2) = −

n∑
i=1

A2
1i −

n∑
j=2

A2
2j −A11A22.

Demonstração. Pela equação de Gauss,
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bi-Ric(e1, e2) =
n∑

i=2

R1ii1 +

n∑
j=3

R2jj2 =

n∑
i=2

(
A11Aii −A

2
1i

)
+

n∑
j=3

(
A22Ajj −A

2
2j

)
=

n∑
i=1

A11Aii −

n∑
i=2

A22Ajj −

n∑
j=3

A2
2j −A

2
11 −A11A22 −A

2
22

= A11Tr(A) −

n∑
i=1

A2
1i +A22Tr(A) −

n∑
j=2

A2
2j −A11A22.

O resultado segue então novamente de Tr(A) = 0.

Escolha uma base de vetores e1 e e2 tal que b̃i-Ric(�e1, �e2) = �λbi-Ric. Agora podemos

limitar |A|2 em termos de �λbi-Ric.

Proposição 18. Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima com campo vetorial normal

unitário ν. Para n ⩽ 3, temos

r2|A|2 ⩾
2

n− 2

(
(3n− 3) − (2n− 1)|dr|2 − �λbi-Ric

)
.

Demonstração. Combinando as Proposições 16 e 17, obtemos que

r2

(
n∑

i=1

A2
1i +A11A22

)
+ (n− 3)⟨⃗x,ν⟩ (A11 +A22)

= (4n− 6) − (2n− 1)|dr|2 − (n− 3)
(
dr(e1)

2 + dr(e2)
2
)
− �λbi-Ric. (5.3)

Usando que ⟨⃗x,ν⟩ = rdr(ν) e desigualdade de Young, obtemos que

|(n− 3)⟨⃗x,ν⟩(A11 +A22)| ⩽ (n− 3)dr(ν)2 +
n− 3
4

r2 (A11 +A22)
2 .

Combinando este resultado com (5.1) e o fato que dr(e1)2+dr(e2)2+dr(ν)2 ⩽ 1, obtemos

que

r2

(
n∑

i=1

A2
1i +

n∑
j=2

A2
2j +A11A22 +

n− 3
4

(A11 +A22)
2

)

(3n− 3) − (2n− 1)|dr|2 − �λbi-Ric. (5.4)
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Agora, para σ ∈ (0, 1) arbitrário, vale que

A2
11 +A

2
22 +A11A22 +

n− 3
4

(A11 +A22)
2
=

1
2

(
A2

11 +A
2
22

)
+
n− 1
4

(A11 +A22)
2

=
1
2

(
A2

11 +A
2
22

)
+
n− 1
4

σ (A11 +A22)
2
+
n− 1
4

(1− σ) (A33 + · · ·+Ann)
2 .

Pois Tr(AM) = 0 logo

A2
11 +A

2
22 +A11A22 +

n− 3
4

(A11 +A22)
2

⩽

(
1
2
+
n− 1
4

σ

)(
A2

11 +A
2
22

)
+

(n− 1)(n− 2)
4

(1− σ)
(
A2

33 + · · ·+A2
nn

)
Tomando σ = n−3

n−1
⩽ 1, temos que

A2
11 +A

2
22 +A11 +

n− 3
4

(A11 +A22)
2 ⩽

n− 2
2

(
A2

11 + · · ·+A2
nn

)
.

Combinando a equação acima com (5.1), para n ⩾ 3, obtemos que

n− 2
2

r2|AM|2 ⩾ r2
(
n− 2
2

n∑
i=1

A2
ii +

n∑
i=2

A2
1i +

n∑
j=3

A2
2j

)

⩾ r2
(

n∑
i=1

A2
1i +

n∑
j=2

A2
2j +A11A22 +

n− 3
4

(A11 +A22)
2

)

⩾ (3n− 3) − (2n− 1)|dr|2 − �λbi-Ric,

como desejávamos.

Proposição 19 (Proposição 3.10, [18]). Seja Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima. Para

3 ⩽ n ⩽ 5, vale que

r2|AM|2 −
n(n− 2)

2
+

(
n(n− 2)

2
−

(n− 2)n

4

)
|dr|2

⩾
1

n− 2

(
(2− n)(n2 − 4n− 4

8
− �λbi-Ric

)
.
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Demonstração. Pela Proposição 18, temos

r2|A|2 −
n(n− 2)

2
+

(
n(n− 2)

2
−

(n− 2)2

4

)
|dr|2

⩽
2

n− 2

(
(3n− 3) − (2n− 1)|dr|2 − �λbi-Ric

)
−
n(n− 2)

2
+

(
n(n− 2)

2
−

(n− 2)2

4

)
|dr|2

=
6(n− 1)
n− 2

−
n(n− 2)

2
+

(
n(n− 2)

2
−

(n− 2)2

4
−

2(2n− 1)
n− 2

)
|dr|2 −

2
n− 2

�λbi-Ric.

Note que o coe�ciente de |dr|2 do lado direito acima é negativo para 3 ⩽ n ⩽ 5, e usando

que |dr|2 ⩽ 1, concluímos que

r2|A|2 −
n(n− 2)

2
+

(
n(n− 2)

2
−

(n− 2)2

4

)
|dr|2

6(n− 1)
n− 2

−
n(n− 2)

2
+
n(n− 2)

2
−

(n− 2)2

4
−

2(2n− 1)
n− 2

−
2

n− 2
�λbi-Ric

⩽

(
2

n− 2

)(
3(n− 1) −

(n− 2)3

4
− (2n− 1) − �λbi-Ric

)
=

(
2

n− 2

)(
(2− n)(n2 − 4n− 4)

8
− �λbi-Ric

)
,

como desejado.

Podemos então estabelecer a seguinte versão mais fraca de estabilidade.

Teorema 17 (Teorema 3.1, [18]). Sejam F : Mn ↪→ Rn+1 uma imersão mínima estável

2-lados, completa e N = M \ ({0}) com a métrica conforme �g = r−2g. Então existe uma

função suave V em N tal que

V ⩽ 1− �λbi-Ric

e ∫
N

∣∣ �∇φ∣∣2
�g
d�µ ⩾

∫
N

Vφ2 d�µ,

para toda φ ∈ C∞
c (N).

Demonstração. Combinando as Proposições 18 e 19, obtemos que

∫
N

| �∇φ|2�g d�µ ⩽
∫
N

1
n− 2

(
(2− n)(n2 − 4n− 4)

8
− �λbi-Ric

)
d�µ,
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para qualquer φ ∈ C∞
c (N). Para n = 4, a desigualdade acima se torna

∫
N

| �∇φ|2�g d�µ ⩽
∫
N

1
2

(
8− �λbi-Ric

)
φ2 d�µ,

e a função V := 1
2
(8− �λbi-Ric) é a procurada.

5.2 Método de µ-Bolhas para a Curvatura bi-Ricci Po-

sitiva

Suponha que (Nn,gN) é uma variedade Riemanniana que admite uma função positiva V

tal que

V ⩽ 1− λbi-Ric(gN)

e ∫
N

|∇φ|2 ⩽
∫
N

Vφ2,

para toda φ ∈ C∞
c (N). Observa-se que esta condição se aplica para a métrica conforme em

hipersuperfícies mínimas estáveis pelo Teorema 17. Pela Proposição 4, isto é equivalente

à existência de uma função positiva u em N satisfazendo

−∆Nu = Vu ⩽ (1− λbi-Ric(gN))u.

Seja w uma função positiva suave em N. Seja Ω ⊂ N um conjunto aberto com bordo

suave (mais geralmente com perímetro �nito, levando em consideração que pode ocorrer

∂∗Ω ⊂ ∂Ω). Seja ν o campo vetorial (mais geralmente, a medida teórica) normal unitário

externo ao longo de ∂Ω. Seja h uma função suave de�nida em uma vizinhança de ∂Ω.

Estudaremos os minimizantes do funcional curvatura média prescrita torcida

A(Ω) :=

∫
∂Ω

wdHn−1 −

∫
∂

hwdHn.

Calculemos agora as variações de A(Ω).

Proposição 20 (Proposição 4.3, [18]). Seja {Ωt}|t|<ϵ uma família suave de conjuntos
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abertos com bordo suave, onde Ω0 = Ω e o campo vetorial variacional é Vt. Então

d

dt
A(Ωt) =

∫
∂Ωt

〈
∇Nw,Vt

〉
+w⟨νt,Vt⟩−wh⟨νt,Vt⟩dHn−1,

onde νt denota o campo vetorial normal unitário externo ao longo de ∂Ωt e Ht denota

a curvatura média escalar de ∂Ωt com respeito a νt. Então os pontos críticos para A

satisfazem

H = h−w−1⟨∇Nw,ν⟩.

Demonstração. De modo análogo ao que foi feito no Lema 16, vale que

d

dt
A(Ωt) =

d

dt

∫
∂Ω

(w ◦ Ft) (F∗t dµ) −
d

dt

∫
Ω

((hw) ◦ Ft) (F∗t dx)

=

∫
∂Ωt

⟨∇Nw,Vt⟩+w
(
div∂Ωt

VT
t +Ht ⟨νt,Vt⟩

)
dHn−1

−

∫
Ωt

⟨∇Ω(hw),Vt⟩+ hwdivΩVt dH
n

=

∫
∂Ωt

〈
∇Nw,B⊥

t

〉
+ div∂Ωt

(
wVT

t

)
+wHt ⟨νt,Vt⟩ dHn−1

−

∫
Ωt

divΩt
(hwVt) dH

n.

Pelo Teorema da Divergência,

d

dt
A(Ωt) =

∫
∂Ω

〈
∇Nw,V⊥

t

〉
+wHt ⟨νt,Vt⟩− hw ⟨νt,Vt⟩ dHn−1. (5.5)

Se Ω é um ponto crítico para A, supondo V0 = fν para f ∈ C∞
c (Ω), vale que

∫
∂Ω

(⟨∇Nw,ν⟩+wH− hw) f dHn−1 = 0, (5.6)

logo H = h− ∂t logw, como desejado.

Teorema 18 (Teorema 4.4, [18]). Seja Ω ⊂ N4 um conjunto aberto com bordo suave que

é um ponto crítico estável para A com função peso w = u. Seja Σ = ∂Ω. Seja γ a métrica

induzida em Σ. Então existe um função suave W ∈ C∞(Σ) tal que

W ⩽
3
4

(
1
2
− λRic(γ)

)
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e ∫
Σ

∣∣∇Σφ
∣∣2 ⩽ ∫

Σ

Wφ2 +
3
8

∫
Σ

(
1+ h2 − 2

∣∣∇Nh
∣∣)φ2,

para todo φ ∈ C∞
c (Σ).

Demonstração. Pela equação (5.5), vale que

d2

dt2
A (Ωt) =

d

dt

∫
∂Ωt

〈
∇Nw,V⊥

t

〉
+wHt ⟨νt,Vt⟩− hw ⟨νt,Vt⟩ dHn−1

=

∫
∂Ωt

〈
∇N

(〈
∇Nw,V⊥

t

〉
+wHt ⟨νt,Vt⟩− hw ⟨νt,Vt⟩

)
,V⊥

t

〉
dHn−1

+

∫
∂Ωt

(〈
∇Nw,V⊥

t

〉
+wHt ⟨νt,Vt⟩− hu ⟨νt,Vt⟩

)
Ht⟨νt,Vt⟩dHn−1

=

∫
∂Ωt

〈
∇N⟨∇Nw,V⊥

t ⟩,V⊥
t

〉
+w⟨∇NHt,V⊥

t ⟩⟨νt,Vt⟩dHn−1

+

∫
∂Ωt

Ht⟨∇Nw,V⊥
t ⟩⟨νt,Vt⟩−w⟨∇Nh,V⊥

t ⟩⟨νt,Vt⟩dHn−1

−

∫
∂Ωt

h⟨∇Nw,V⊥
t ⟩⟨νt,Vt⟩dHn−1

+

∫
∂Ωt

Ht

〈
∇Nw,V⊥

t

〉
⟨νt,Vt⟩+wH2

t ⟨νt,Vt⟩2 − huHt ⟨νt,Vt⟩2 dHn−1.

Suponha que Ω é um ponto crítico de A. Então é possível escolher uma variação F de Ω

tal que DtVt = 0 e V0 = fν. Sob essas condições,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A (Ωt) =

∫
Σ

f2D2
Nu(ν,ν) +wf

2∂tHt +Hf
2⟨∇Nw,ν⟩dHn−1

−

∫
Σ

wf2⟨∇Nh,ν⟩+ hf2⟨∇Nw,ν⟩dHn−1

+

∫
Σ

Hf2⟨∇Nw,ν⟩+wH2f2 − huHf2 dHn−1.

Usando que Ω é uma µ-bolha e que ∂tHt|t=0 = −∆Σf− (|AΣ|
2 + RicgN

(ν,ν)f), obtemos

que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A(Ωt) =

∫
Σ

f2D2
Nw(ν,ν) − f ⟨∇Σw,∇Σf⟩+ f2 ⟨∇Nw,ν⟩H

−

∫
Σ

w
(
f∆Σf+

(
|AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν)

)
f2
)

−

∫
Σ

f2 ⟨∇Σw,ν⟩h+ f2w ⟨∇Nw,ν⟩ .
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Usando a relação

D2
Nw(ν,ν) = ∆Nw− ∆Σw− ⟨∇Nw,ν⟩H, (5.7)

segue que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A(Ωt) =

∫
Σ

f2 (∆Nw− ∆Σ − ⟨∇Nf,ν⟩)

+

∫
Σ

f2 ⟨∇Nw,ν⟩H−w
(
f∆Σf+

(
|AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν)

)
f2
)

−

∫
Σ

f2 ⟨∇Nw,ν⟩h+ f2w ⟨∇Nh,w⟩ . (5.8)

Integrando por partes,

∫
Σ

−wf∆Σf =

∫
Σ

w |∇Σf|
2
−

1
2
w∇Σf

2 =

∫
Σ

w |∇Σf|
2
+

1
2

〈
∇Nw,∇Σf

2
〉

=

∫
Σ

w |∇Σf|
2
+ f ⟨∇Nw,∇Σf⟩ . (5.9)

Substituindo (5.9) em (5.8), obtemos

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A(Ωt) =

∫
Σ

(∆Nw− ∆Σw) +w
(
|∇Σf|

2
−
(
|AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν)

)
f2
)

−

∫
Σ

f2 ⟨∇Nw,ν⟩h−

∫
Σ

f2w ⟨∇Nh,ν⟩ .

Como Ω é um ponto crítico estável para A, devemos ter que

0 ⩽
∫
Σ

(∆Nw− ∆Σw) +w
(
|∇Σf|

2
−
(
|AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν)

)
f2
)
−

∫
Σ

f2 ⟨∇N,ν⟩h

−

∫
Σ

f2w ⟨∇Σh,ν⟩ .

Portanto,

∫
σ

|∇Σf|
2
− f 2∆Σw ⩾

∫
Σ

(
−∆Nw+

(
|AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν)

)
w
)
f2

+

∫
Σ

(h ⟨∇Nw,ν⟩+w ⟨∇Nh,ν⟩) f2. (5.10)

Agora, considere f = w− 1
2g. Então,

∇Σf = w
− 1

2∇Σg−
1
2
w− 3

2g∇Σw.
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Logo,

w |∇Σf|
2
= |∇Σg|

2
−w−1g ⟨∇Σw,∇Σg⟩+

1
4
w−2g2 |∇Σw|

2 . (5.11)

Agora, observe que

∫
Σ

f2∆Σw =

∫
Σ

g2w−1∆Σw =

∫
Σ

gw−1∆Σ(gw) − g∆Σg− 2gw−1 ⟨∇Σg,∇Σw⟩

=

∫
Σ

g2 |∇Σ logw|2 − 2gw−1 ⟨∇Σg,∇Σw⟩ ,

e que, por (5.11), vale

∫
Σ

(
w |∇Σf|

2
− f2∆Σw

)
=

∫
Σ

|∇Σg|
2
+

∫
Σ

gw−1 ⟨∇Σg,∇Σw⟩− g2 |∇Σ logw|2

+
1
4

∫
Σ

w−2g2 |∇Σw|
2 . (5.12)

Pela Desigualdade de Young com ϵ > 0,

∫
Σ

gw−1 ⟨∇Σw,∇Σg⟩ ⩽
∫
Σ

gw−1 |∇Σg| |∇Σw| ⩽
∫
Σ

ϵg2w−2 |∇Σw| 2+
1
2ϵ

|∇Σg|
2

=

∫
Σ

ϵg2 |∇Σ logw|2 +
1
2ϵ

|∇Σg|
2 .

Substituindo este resultado em (5.12),

∫
Σ

(
w |∇Σf|

2
− f2∆Σw

)
⩽

∫
Σ

|∇Σg|
2
+
(ϵ
2
− 1
) ∫

Σ

g2 |∇Σ logw|2

+
1
2ϵ

∫
Σ

|∇Σg|
2
+

1
4

∫
Σ

w−2g2 |∇Σw|
2 .

Tomando ϵ = 3
2
, obtemos

∫
Σ

(
w |∇Σf|

2
− f2∆Σw

)
⩽

4
3

∫
Σ

|∇Σg|
2 .

Combinando este resultado com (5.10), obtemos

4
3

∫
Σ

|∇Σg|
2 ⩾

∫
Σ

(
−
∆Nw

w
+ |AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν) −

1
2
H2 −

1
2

)
g2

+

∫
Σ

(
1
2
+

1
2
H2 + h∂ν logw+ ∂ν logh

)
g2. (5.13)
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Como Σ é um ponto critíco de A, Pela Proposição 20,

H2 = h2 − 2h∂ν logw+ (∂ν logw)
2 ⩾ h2 − 2h∂ν logw.

Portanto,

4
3

∫
Σ

|∇Σg|
2 ⩾

∫
Σ

(
−
∆Nw

w
+ |AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν) −

1
2
H2 −

1
2

)
g2

+
1
2

∫
Σ

(
1+ h2 − 2 |∇Nh|

)
g2. (5.14)

Agora, re�naremos a desigualdade no lado esquerdo de (5.14). Usando a Equação de

Gauss, vale que

Ricγ (e1, e1) =
n−1∑
i=1

Rγ (e1, ei, ei, e1) =
n−1∑
i=1

(
RgN

(e1, ei, ei, e1) +A11Aii −A
2
1i

)
=

n−1∑
i=1

RgN
(e1, ei, ei, e1) +

n∑
j=1

RgN
(ν, ej, ej,ν) −

n∑
j=1

RgN
(ν, ej, ej,ν)

+A11

n−1∑
i=1

Aii −

n−1∑
i=1

A2
1i

= bi-RicgN
(e1,ν) − RicgN

(ν,ν) +A11

n−1∑
i=2

Aii −

n−2∑
i=2

A2
1i.

Usando que Tr(A) = H temos, para µ > 0,

A11

n−1∑
i=2

Aii = −A2
11 +A11H = −A2

11 −H

n−1∑
i=2

Aii +H

⩾ −A2
11 −

1
2µ

(
n−1∑
i=2

Aii

)2

+
(
1−

µ

2

)
H2

⩾ −A2
11 −

n− 2
2µ

n−1∑
i=2

A2
ii +

(
1−

µ

2

)
H2

= −

n−1∑
i=1

A2
11 +

6− n
4

H2,

onde na última igualdade tomamos µ = n−2
2
. Escolha e1 de modo que λRic(γ) = Ricγ(e1, e1).

Logo,

|AΣ|
2
+ RicgN

(ν,ν) ⩾ λbi−Ric(gN) − λRic(γ) +
6− n
4

H2.
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Tomando n = 4 e w = u, obtemos

−
∆Nw

w
+ |AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν) −

1
2
H2 −

1
2
⩾

1
2
− λRic(γ).

Basta então tomar W = 3
4
− ∆Nw

w
+ |AΣ|

2 + RicgN
(ν,ν) − 1

2
H2 − 1

2
, encontrando assim a

função procurada.

Teorema 19 (Teorema 4.1, [18]). Seja X ⊂ N4 um subconjunto aberto com fronteira

save ∂X = ∂+X⊔∂−X para algumas hipersuperfícies suaves não-vazias ∂±X. Suponha que

dN(∂+X,∂−X) ⩾ 10π. Então existe um subconjunto relativamente aberto, conexo Ω ⊂ X

com fronteira suave ∂Ω = ∂−X ⊔ Σ tal que

(a) ∂−X ⊂ Ω;

(b) Σ ⊂ X \ ∂X é uma subvariedade fechada;

(c) Ω ⊂ B10π(∂−X); e

(d) existe uma função suave W ∈ C∞(Σ) tal que

W ⩾
3
4

(
1
2
− λRic(Σ)

)

e ∫
Σ

|∇Σf|
2 ⩾

∫
Σ

Wf2,

para toda f ∈ C∞(Σ).
Demonstração. Seja �d uma suavização da função distância ao bordo dN(∂−X, ·) tal que

|∇N
�d| ⩽ 2 e �d|∂−X ≡ 0. Seja ϵ ∈ (0, 1

2
) tal que ϵ e 4π + 2ϵ sejam valores regulares de �d.

De�na

h0 =
�d− ϵ

4+ ϵ
π

−
π

2
.

Então |∇Nh| =
1

4+ ϵ
π
|∇N

�d| ⩽ 1
2
e, pela suavidade de �d, o conjunto Ω1 := {−π

2
< h0 <

π
2
}

tem fronteira suave e satisfaz Ω1 ⊂ B10π(∂−X). Em Ω1, de�na

h := tan (h0) .

Então

∇Nh = −
(
1+ tan2(h0)

)
∇Nh0 = −

(
1+ h2

)
∇Nh0,
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e portanto,

2 |∇Nh| = (1+ h2) |∇Nh| ⩽ 1+ h2. (5.15)

Agora, com esta h, de�na o funcional

A(Ω) =

∫
∂∗Ω

udH2 −

∫
Ω

hudH3,

ao longo de conjuntos de Caccioppoli tais que Ω△∂−X ⋐ N. Podemos tomar Ω como

sendo a componente conexa de {x ∈ N; 0 ⩽ �d ⩽ ϵ} ∪ ∂−X que contem ∂N, e deste

modo, desconsideramos as componentes conexas de Ω disjunta de ∂N. Por construção,

Ω0 satisfaz (a)-(c).

Pela Proposição 11, existe um aberto Ω0 ⊂ N4 minimizante de A. Escrevendo Σ =

∂Ω0, segue do Teorema 19, ∫
Σ

|∇Σf|
2 ⩾

∫
Σ

Wf2,

para toda f ∈ C∞
c (Σ), estabelecendo (d) como desejado.

5.3 Estimativas Geométricas para µ-Bolhas

O objetivo desta seção é obter estimativas superiores para o diâmetro e volume da µ-

bolha construída no Teorema 19, similar ao que foi obtido no Lema 12. Especi�camente,

queremos provar o seguinte resultado.

Teorema 20 (Teorema 5.1, [18]). Suponha que (Σ3,γ) é uma 3-variedade conexa fechada

que admite uma função suave W tal que, para uma constante α ∈ (0, 2], valem

W ⩾ α−1 (2− λRic(γ)) (5.16)

e ∫
Σ

|∇Σf|
2 ⩽

∫
Σ

Wf2,

para toda f ∈ C∞(Σ). Então

diam(Σ,γ) ⩽ π e Vol(Σ,γ) ⩽ 2π2.

Antes de demonstrarmos este resultado iremos apresentar alguns resultados funda-
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mentais.

Per�l Isoperimétrico

Seja θ a primeira autofunção positiva associada ao operador −∆ −W. Então, para um

conjunto aberto Ω ⊂ Σ com bordo suave, de�na os funcionais volume e área ponderada

por

a(Ω) :=

∫
∂Ω

θα dH2
γ e v(Ω) :=

∫
Ω

θα dH3
γ,

onde θ é a primeira autofunção de −∆ −W com min θ = 1. Pela desigualdade 5.16 θ

satisfaz

−∆θ ⩾ α−1 (2− λRic(γ)) θ. (5.17)

De�nição 8. O per�l isoperimétrico ponderado é de�nido como a função I : (0, v(Σ)) → R

dada por

I(v) := inf{a(Ω); v(Ω) = v}.

Pela compacidade de conjuntos de Caccioppoli, existe Ω ⊂ Σ que possui I(v) para

todo v ∈ (0, v(Σ)) (ver [37]).

Primeira e Segunda Variação

Como antes, considere F : (−ϵ, ϵ)×Ω→M uma variação de Ω, onde Ft(Ω) ≡ (t,Ω) =

Ωt, tal que ∂Ft

∂t
|t=0 = fν, onde ν é o campo unitário normal externo a ∂Ω e f ∈ C∞(Ω).

Proposição 21 (Proposição 5.2, [18]). Temos que

d

dt
a(Ωt) =

∫
∂Ω

(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)
fθα e

d

dt
v(Ωt) =

∫
∂Ω

fθα.

Demonstração. Pela De�nição 2, temos que

d

dt
a (Ωt) =

d

dt

∫
∂Ω

(θα ◦ Ft) (F∗t dµ)

=

∫
∂Ωt

〈
∇Σ(θ

α),
∂Ft

∂t

〉
+ θα

(
divΣ

(
∂Ft

∂t

)T

+Ht

〈
∂Ft

∂t
,νt

〉)
dH2.
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Então,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

a (Ωt) =

∫
∂Ω

〈
∇Σ(θ

α),
(
∂Ft

∂t

)⊥
〉∣∣∣∣∣

t=0

+ div∂Ω

(
θα
(
∂Ft

∂t

)T
)

+ θαHfdH2

=

∫
∂Ω

αθα−1f ⟨∇Σθ,ν⟩+ θαHfdH2

=

∫
∂Ω

(
αθ−1 ⟨∇Σθ,ν⟩+H

)
fθα dH2.

Agora, pelo Teorema da Divergência,

d

dt
v (Ωt) =

∫
Ωt

〈
∇Σ (θα) ,

∂Ft

∂t

〉
+ θαdivΩ

(
∂ft

∂t

)
dH3 =

∫
Ωt

divΩ

(
θα
∂Ft

∂t

)
dH3

=

∫
∂Ωt

θα
〈
∂Ft

∂t
,νt

〉
dH2.

Então,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

v (Ωt) =

∫
∂Ω

θαf dH2,

como desejávamos.

Proposição 22 (Proposição 5.3, [18]). Temos que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

a(Ωt) =

∫
∂Ω

|∇∂Ωf|
2θ2 −

(
RicΣ(ν,ν) + |A∂Ω|2

)
f2θα + α (∆Σθ− ∆∂Ωθ) f

2θα−1

+

∫
∂Ω

α(α− 1)⟨∇Σθ,ν⟩2f2θα−2 +H
(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)
f2θα,

e
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

v(Ωt) =

∫
∂Ω

(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)
f2θα.

Demonstração. Pela Proposição 21 temos que,

d2

dt2
v (Ωt) =

d

dt

∫
∂Ω

(θα⟨νt,Vt⟩) ◦ Ft (F∗t dµt)

=

∫
∂Ω

〈
θα⟨νt,Vt⟩,V⊥

t

〉
(F∗t dµt) + θ

αHt⟨νt,Vt⟩2 dµt

=

∫
∂Ωt

⟨νt,Vt⟩
〈
∇θα,V⊥

t

〉
+ θα

〈
∇⟨νt,Vt⟩,V⊥

t

〉
+ θαHt⟨νtVt⟩2.

Portanto, escolhendo uma variação tal que F0 = fν, para f ∈ C∞
c (Σ),

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

v (Ωt) =

∫
∂Ω

αf2θα−1⟨∇θ,ν⟩+ f2θαH.
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De modo análogo, repetindo os argumentos do Teorema 18, obtemos que

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

a (Ωt) =

∫
∂Ω

(
−∆∂Ωf− (Ric

(
ν,ν) + |A∂Ω|

2
)
f
)
fθα

+

∫
∂Ω

αD2
Σθ(ν,ν)f

2θα−1 − α ⟨∇∂Ωθ,∇∂Ωf⟩ fθα−1

+

∫
∂Ω

αH ⟨∇Σθ,ν⟩ f2θα−1 + α(α− 1) ⟨∇Σθ,ν⟩ f2θα−1

+

∫
∂Ω

H
(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)
f2θα.

Usando novamente a relação (5.7) e integrando por partes, obtemos a identidade procu-

rada:

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

a(Ωt) =

∫
∂Ω

|∇∂Ωf|
2θ2 −

(
RicΣ(ν,ν) + |A∂Ω|2

)
f2θα + α (∆Σθ− ∆∂Ωθ) f

2θα−1

+

∫
∂Ω

α(α− 1)⟨∇Σθ,ν⟩2f2θα−2 +H
(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)
f2θα,

Uma Desigualdade Diferencial no Sentido das Barreiras

Fixe v0 ∈ (0, v(Σ)) e novamente considere uma família {Ωt}|t|<ϵ suave de conjuntos aber-

tos com fronteira suave com Ω0 = Ω cujo campo vetorial de variações em t = 0 é θ−αν,

onde ν é o campo vetorial normal unitário externo ao longo de ∂Ω.

Note que v(t) := v(Ωt) é uma função suave. Pela Proposição 22, temos que

v ′(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

v(Ωt) =

∫
∂Ω

1 = Hn−1(∂Ω) > 0.

Pelo Teorema da Função Inversa, existem um σ > 0 e uma função suave t : (v0 − σ, v0 +

σ) → R, que é inversa local de v, com t(v0) = 0.

Seja u : (v0 − ϵ, v0 + ϵ) → R de�nida por u(v) = a(t(v)). Note que u(v0) = a(0) =

I(v0). Além disso, como v(Ωt(s)) = v(t(s)) = s, temos que u(s) ⩾ I(s), ∀s ∈ (v0−σ, v0+

σ).
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Proposição 23 (Proposição 5.4, [18]). A função u satisfaz

d

dv
u(v0) = −

(
2+

1
2
d

dv
u(v0)

2

)
u(v0)

−1.

Demonstração. Pelo Teorema da Função inversa,

d

dv
t(s) =

1
dv
dt
(t(s))

, portanto,
d2

dt2
t(v) = −

d2v
dt2

(t(s))
dv
dt
(t(s))3

. (5.18)

Pelas Proposições 22 e 23, vale por (5.18) que

dt

dv

∣∣∣∣
t=0

(v) =

(∫
∂Ω

1
)−1

e
d2t

dv2

∣∣∣∣
t=0

= −

(∫
∂Ω

1
)−3

·
∫
∂Ω

(
H+ αθ−1 ⟨∇Σθ,ν⟩

)
θ−α.

(5.19)

Agora, é bem sabido que
d

dv
a =

d

dt
a · d
dv
t

e
d2

dv2
a =

d2

dt2
a · d
dv
t2 +

d

dt
a · d

2

dv2
t.

Por de�nição,

du

dv
(v) =

d

dv
a(t(s)) =

da

dt
(t(v)) · dt

dv
(v) e

d2u

dv2
(v) =

d2

dv2
a(t(v)) =

d2a

dt2
(t(v))

(
dt

dv
(v)

)2

+
da

dt
(t(v)) · d

2t

dv2
(v). (5.20)

Pela Proposição 21, com f = θα,

du

dv
(v0) =

da

dt
(t(v0)) ·

dt

dv
(v0) =

(∫
∂Ω

H+ αθ−1 ⟨∇Σθ,ν⟩
)
dt

dv
(v0)

= H+ αθ−1 ⟨∇Σθ,ν⟩ .

Novamente tomando θ como primeira autofunção de −∆Σ −W e usando as Proposições
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21 e 22, com f = θ−α, obtemos que

d2u

dv2
(v0)

(∫
∂Ω

1
)2

=

(
d2a

dt
(0)
(
dt

dv
(v0)

)2

+
da

dt
(0) · d

2t

dv2
(v0)

)(∫
∂Ω

1
)2

=

∫
∂Ω

|∇∂Ωθ
−α|

2
θα −

(
RicΣ(ν,ν) + |A∂Ω|2

)
θ−α

+ α (∆Σθ− ∆∂Ωθ) θ
α−1 + α(α− 1) ⟨∇Σθ,ν⟩2 θ−α−2∫

∂Ω

H (H+ α ⟨∇Σθ,ν⟩) θ−α − (H+ α ⟨∇Σθ,ν⟩)2 θ−2.

Usando o Teorema da Divergência e expandindo a expressão que está elevada ao quadrado,

obtemos

d2u

dv2
(v0)

(∫
∂Ω

1
)2

=

∫
∂Ω

(
αθ−1∆Σθ− RicΣ(ν,ν)

)
θ−α − α |∇∂Ωθ|

2
θ−α−2 − |A∂Ω|

2
θ−α

+

∫
∂Ω

−αH ⟨∇Σθ,ν⟩ θ−α−1 − α ⟨∇Σθ,ν⟩2 θ−α−2.

Por (5.17), temos que α(θ−1∆Σθ) − RicΣ ⩽ −2. Além disso, pela equação de Gauss,

|A∂Ω|2 = 1
2
H2, e claramente α|∇∂Ωθ|

2θ−α−2 ⩾ 0. Logo,

d2u

dv2
(v0)

(∫
∂Ω

1
)2

⩽ −2θ−α −
1
2
H2θ−α − αH ⟨∇Σθ,ν⟩ θ−α−1 − α ⟨∇Σθ,ν⟩2 θ−α−2

+

∫
∂Ω

−
1
2
α2 ⟨∇Σθ,ν⟩2 ν−α−2 +

1
2
α2 ⟨∇Σθ,ν⟩2 ν−α−2

=

∫
∂Ω

−

(
2+

1
2

(
H+ αθ−1⟨∇Σθ,ν⟩

)2)
θ−α

+

∫
∂Ω

1
2
α(α− 2) ⟨∇Σθ,ν⟩2 θ−α−2.

Como α ∈ (0, 2], 1
2
α(α− 2)⟨∇Σθ,ν⟩θ−α−2 ⩾ 0. Então, usando (5.19), obtemos que

d2u

dv2
(v0)

(∫
∂Ω

1
)2

⩽ −

(
2+

1
2
du

dv
(v0)

2

) ∫
∂Ω

θ−α.

Em particular, a expressão acima implica que du
dv

(v0) ⩽ 0. Pela Desigualdade de H�older

e (5.20), (∫
∂Ω

1
)2

⩽
∫
∂Ω

θα ·
∫
∂Ω

θ−α = u(v0)

∫
∂Ω

θ−α.
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Portanto, pelas últimas desigualdades acima,

d2u

dv2
(v0) ⩽ −

(
2+

1
2
du

dv
(v0)

2

)
u(v0)

−1,

como desejávamos.

Agora, de�na F(v) := I(v)
3
2 . Pela Proposição 23, vale o seguinte resultado.

Proposição 24 (Proposição 5.5, [18] ). Para qualquer v0 ∈ (0,V), existe uma função

suave U : (v0 − a, v0 + a) → R, para a > 0, satisfazendo

(a) U(v0) = F(v0);

(b) U(v) ⩾ F(v), para todo v ∈ (v0 − a, v0 + a) e

(c) U ′′(v0) ⩽ −3U(v0)−
1
3 .

Demonstração. Considere a função u de�nida anteriormente e considere U(v) := u(v)
3
2 .

Portanto a alternativa (a), segue diretamente das de�nições de u e F. A alternativa (b)

foi veri�cada anteriormente.

Por �m, para a provar a alternativa (c), derive

U ′(v) =
3
2
u

1
2 (v)u ′′(v0),

e

U ′′(v0) =
3
4
u− 1

2 (v0)u
′(v0)

2 +
3
2
u(v0)

1
2u ′′(v0)

⩽
3
4
u− 1

2u ′(v0)
2 − 3u(v0)−

1
2 −

3
4
u(v0)

− 1
2u ′(v0)

2 = −3U(v0)−
1
3 ,

onde a desigualdade segue da Proposição 23.

Proposição 25 (Proposição 5.6, [18]). A aplicação I é contínua.

Demonstração. Pela teoria de compacidade dos conjuntos de Caccioppoli (ver, por exem-

plo, [25]) e o Teorema 11, vale que

lim inf
v→v0

I(v) ⩾ I(v0).
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Pela teoria de existência de barreiras feitas anteriormente para a função I em qualquer

v0 ∈ (0,V), vale que

lim sup
v→v0

I(v) ⩽ I(v0). (5.21)

Combinando as equações anteriores, obtemos que I é contínua.

Solução de uma EDO

Estudaremos agora as soluções de equação diferencial ordinária

f ′′(y) = −3f(y)−
1
3 (5.22)

Para isto, de�na a função g : [0, 1) → [0, π
4
) dada por

g(x) =
1
3

∫x

0

1√
1− t

2
3

dt.

Observe que g é um difeomor�smo. Tomando o mapa inverso v 7→ g−1(π
4
− v), é possível

extendê-lo para uma função suave f0 : [−π
4
, π
4
] → R tal que f0 = 1 e f ′′0 (x) = −3f0(x)−

1
3 .

Para z > 0, de�na fz : (−π
4
z, π

4
z) → R dada por

v 7→ z
3
2 f0
(
z−1v

)
. (5.23)

Note que fz(v) resolve (5.22) com f ′z(0) = 0 e fz(0) = z
3
2 . De�nimos k(z) := π

4
z e observe

que limv→±k(z) f(v) = 0. Extenda fz para todo o R como zero fora de (−π
4
z, π

4
z).

Podemons �nalmente demonstrar o Teorema 20.

Demonstração do Teorema 20. Seja θ a primeira autofunção positiva associada ao opera-

dor −∆−W considerada anteriormente. Então,

(−∆−W)θ = βθ, β > 0.

Portanto, vale por hipótese,

−∆θ = βθ+Wθ ⩾Wθ ⩾ α−1 (2− λRic(γ)) θ.
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Isto implica que

Ric(θ,α)
γ = Ricγ − α

(
θ−1∆θ

)
γ ⩾ Ricγ + 2γ− λRic(γ)γ ⩾ 2γ.

Como α ⩽ 4
3−1

= 2, segue do Lema 20 que

diam(Σ,γ) ⩽
√
3− 1

π√
2
= π.

Isto estabelece a limitação do diâmetro.

Agora, para a segunda parte, suponha por contradição que

v(Σ) =

∫
Σ

θα > 2π2. (5.24)

A�rmamos que existe δ > 0 tal que, para µ = 4π+ δ, vale que

F(v) ⩾ fz (v− β(µ)) , (5.25)

para todo v ∈ (0, 2π2). De fato, �xe c ∈ (0, 1) e de�na fz,c(v) = c
3
4 fz(v), onde fz. Como

fz é solução de (5.23), temos que fz,c é solução da equação

f ′′(w) = −3cf−
1
3 (w). (5.26)

Suponha que existe v0 tal que f(v0) = F(v0) e f(v) ⩽ F(v) para todo v ∈ (v0−ϵ, v0+ϵ), ϵ >

0, onde f é a solução de (5.22) (isto signi�ca que f toca F por baixo). Tome U a função

suave de�nida em uma vizinhança de v0, dada pela Proposição 24. Então a função suave

f toca a função suave F por baixo e, como F é positiva e contínua (pela de�nição de I e a

Proposição 25), para todo c ∈ (0, 1), vale que

U ′′(v0) ⩽ −3U(v0)−
1
3 = −3F(v0)−

1
3 < −3cF(v0)−

1
3 = −3cf(v0)−

1
3 = f ′′(v0),

um absurdo, portanto não pode existir solução de (5.26) que toca F(v) por baixo.

Agora,sejam δ > 0 e ϵ > 0 su�cientemente pequenos tais que π
2
z + ϵz < v(Σ) para

z ∈ (0,µ), que é possível pois v(Σ) > 2π = β(4π). Considere o grá�co da função

gz,c(v) = fz,c(v− β(z) − ϵz),
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para v ∈ [ϵz, 2β(z) + ϵz]. Note que

gz,c(ϵz) = fzc(ϵz− β(z) − ϵz) = fzc(−β(z)) = gz,c(2β(z) + ϵz) = 0

< min{F(ϵz), F(2β(z) + ϵz)}.

Além disso, gz,c converge uniformemente a zero quando z→ 0. Então, se gz∗,c(v∗) > F(v∗)

para alguns v∗ e z∗, então deve haver z ∈ (0, z∗] tal que gz,c toca F por baixo, que é um

absurdo pela a�rmação anterior. Portanto, vale que F ⩾ gz,c para qualquer z ∈ (0,µ).

Fazendo z → µ, e portanto ϵ → 0, provamos a a�rmação para fz,c. Basta então fazer

z→ 0 para obter o resultado desejado.

Estudaremos agora o comportamento assintótico de F e fµ(v − β(µ)) quando v → 0.

Como fµ(−β(µ)) = 0, segue por de�nição que f ′µ(−β(µ)) = 3
√
µ. Portanto,

fµ(v− β(µ)) = 3v
√
µ+ o(v), (5.27)

quando v→ 0.

Por outro lado, tome x0 tal que θ(x0) = min θ = 1. Então, como em torno de x0 o

comportamento assintótico das bolas geodésicas é tal qual o de bolas Euclidianas, temos

v (Br(x0)) =
4
3
πr3 + o(r3) e a (Br(x0)) = 4πr2 + o(r2),

quando r→ 0. Daí, resolvendo em r a primeira igualdade,

r =

(
3v
4π

) 1
3

+ o(v
1
3 )

e substituindo na segunda, obtemos

I(v) ⩽ (36π)
1
3v

2
3 + o(v

2
3 ),

onde acima utilizamos a de�nição de I(v). Então,

F(v) ⩽ (6
√
π)v+ o(v). (5.28)

Combinando as relações (5.25), (5.27) e (5.28) implicam que 3v
√
µ ⩽ 6

√
π, que é um
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absurdo para δ > 0. Portanto, como normalizamos de modo que min θ = 1, temos que

Vol(Σ,γ) ⩽
∫
Σ

θα = v(Σ) ⩽ 2π2,

completando a prova do Teorema.

5.4 Teorema de Bernstein Estável em R5

O objetivo desta seção é demonstrar o Teorema de Bernstein Estável para imersões míni-

mas emR5. Sejam F :M4 ↪→ R5 uma hipersuperfície mínima estável 2-lados, simplesmente

conexa, completa e g a métrica induzida em M. Como antes, em N =M \ F−1({0}), seja

�g = r−2g, onde t é a distância Euclidiana a origem 0.

Combinando os Teoremas 17, 19 e 20 (com reescalamento apropriado da métrica da

µ-bolha) temos o seguinte resultado:

Lema 19 (Lema 6.1, [18]). Seja X ⊂ N um subconjunto fechado com bordo ∂X =

∂+X ⊔ ∂−X. Suponha que d�g(∂+X,∂−X) ⩾ 10π. Então existe um subconjunto relativa-

mente aberto, conexo Ω ⊂ X com bordo suave ∂Ω = ∂−X ∪ Σ tal que

1. ∂−X ⊂ Ω;

2. Σ ⊂ X \ ∂X é uma hipersuperfície fechada;

3. Ω ⊂ B10π (∂−X) , e

4. Qualquer componente conexa Σ0 de Σ tem diâmetro intrínseco de no máximo 2π e

volume de no máximo 16π2.

Teorema 21 (Teorema 6.2, [18]). Qualquer imersão mínima estável 2-lados, simples-

mente conexa, completa M4 ↪→ R5 satisfaz

H4 (Bρ(x0) ⊂M) ⩽ 8π2e44πρ4,

para todo ρ > 0 e x0 ∈M.

Demonstração. A menos de um movimento rígido, suponha 0 ∈ F(M) e F(x0) = 0. Dado

ρ > 0, pelo Lema 19 (com X = N \ Bρ(x0)), existe um subconjunto relativamente aberto

�Ω ⊂ N \ Bρ(x0) tal que
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1. ∂Bρ(x0) ⊂ �Ω;

2. �Ω ⊂ �B10π (∂Bρ(x0)) , e

3. Qualquer componente conexa de ∂ �Ω \ ∂Bρ(x0) é suave com volume (na métrica �g)

de no maxímo 16π2.

Agora, usando o Lema 1, vale que

Ω̃ ⊂
{
x ∈M; dM(x,∂B(x0)) < ρe10π

}
⊂ Bρe11π(x0).

Por isso, qualquer componente conexa de ∂Ω̃\∂Bρ(x0) tem g-volume (volume na métrica

g) de no máximo 16π2e33πρ3. Como M é simplesmente conexa, pelo Teorema 5, M tem

um único �m, logo existe um conjunto pré-compacto aberto Ω contendo Bρ(x0) ∪ Ω̃ que

tem exatamente uma componente conexa, o qual é uma das componentes de ∂Ω̃\∂Bρ(x0).

Pelo Teorema 6, temos que

H4 (Bρ(x0) ⊂M) ⩽ (128π2)−
1
3 (16π2)

4
3e44πρ4,

Como desejávamos.

Corolário 7 (Teorema de Bernstein Estável emR5). SejaM4 ↪→ R5 uma imersão mínima

estável, 2-lados, conexa, completa. Então M é planar.

Demonstração. Pela Proposição 5, podemos assumir queM é simplesmente conexa. Então

pelo Teorema 21, temos que M possui crescimento Euclidiano. Então pelo Teorema 1.37

podemos concluir que M é planar.



Capítulo 6

Hipersuperfícies Mínimas Estáveis em

R6

Por �m, dedicaremos este capítulo a apresentação da prova do Problema de Bernstein

Estável em R6, dada por L. Mazet em [34]. Este é o último caso que foi resolvido até

o momento da redação deste texto. Esta solução é uma adaptação do que foi feito no

Capítulo 5 fazendo uso de uma generalização da curvatura Bi-Ricci, chamada curvatura

α-Bi-Ricci (ver de�nição 1).

6.1 Limitante Inferior Espectral para a Curvatura Bi-

Ricci

Esta seção dedica-se à adaptação das propriedades da curvatura α-Bi-Ricci para hipersu-

perfícies mínimas estáveis, similar ao que foi feito na seção 5.1. Mas antes disso, precisa-

remos da seguinte observação.

Observação 6. Seja A ∈ Mn(R) uma matriz simétrica positiva de�nida e B ∈ Rn.

Então a função f : X ∈ Rn 7→ X⊥AX + B⊥X ∈ R é limitada por baixo e seu mínimo é

dado por −1
4
B⊥A−1B.

Seja F : Mn ↪→ Rn+1 uma hipersuperfície mínima 2-lados, completa e g sua métrica

induzida. Considere a métrica conforme de Gulliver-Lawson �g = r−2g onde r é a função

distância Euclidiana à origem 0. Note que se F(p)=0, �g não está de�nida. Como antes,

considere N :=M \ F−1(0). Como sabemos, a métrica ( �N, �g) é completa.

116



Capítulo 6. Hipersuperfícies Mínimas Estáveis em R6 117

Denote por ν o normal unitário de M e por |dr| a norma da diferencial de r ao longo

de M com respeito a métrica g. Seja {ei}1⩽i⩽n uma base ortonormal para a métrica g,

logo �ei := rei é uma base ortonormal para �g. Pela Proposição 2 as curvaturas seccionais

de g e �g são relacionadas por

�Rijji = r
2Rijji + 2− |dr|2 − dr(ej)

2 − ⟨p,ν⟩(Aii +Ajj). (6.1)

Munidos deste resultado, vale a

Proposição 26 (Proposição 3.1, [34]). Vale que

˜bi-Ricα(�e1, �e2) = r2bi-Ricα(e1, e2) + 2(n− 1+ α(n− 2)) − (n+ α(n− 1))|dr|2

−
(
(n− 2− α)dr(e1)2 + α(n− 3)dr(e2)2

)
− ⟨p,ν⟩ ((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22) .

Demonstração. Similar à Proposição 16, assumindo 6.1 e usando que tr(A) = 0, temos

que

b̃i-Ricα( �e1, �e2) =
n∑

i=2

�R1ii1 + α
n∑

j=3

�R2jj2

=

n∑
i=2

r2R1ii1 + 2− |dr|2 − dr(e1)
2 − dr(ei)

2 − ⟨p,ν⟩ (A11 +Aii)

+

n∑
j=3

(
R2jj2 + 2− |dr|2 − dr(e2)

2 − dr(ej)
2 − ⟨p,ν⟩ (A22 +Ajj)

)
=

n∑
i=2

r2R1ii1 + α

n∑
j=3

r2R2jj2 + 2(n− 1) + 2α(n− 2) − |dr|2(n− 1)

− α|dr|2(n− 2) −
n∑

i=2

dr(ei)
2 −

n∑
j=3

αdr(ej)
2 − dr(e1)

2(n− 1)

− αdr(e2)
2(n− 2) − ⟨p,ν⟩

n∑
i=2

Aii − α⟨p,ν⟩
n∑

j=3

Ajj

− ⟨p, r⟩A11(n− 1) − α⟨p,ν⟩A22(n− 2)

= bi-Ricα(e1, e2) + 2(n− 1+ α(n− 2)) − (n+ α(n− 1))|dr|2(
(n− 2− α)dr(e1)2 + α(n− 3)dr(e2)2

)
− ⟨p,ν⟩ ((n− 2− α)S11 + α(n− 3)A22) .
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Proposição 27 (Proposição 3.2, [34]). Vale que

bi-Ricα(e1, e2) = −

n∑
i=1

A2
1i − α

n∑
j=2

A2
2j − αA11A22.

Demonstração. Aplicando a equação de Gauss, de forma análoga à Proposição 17, vale

que

bi-Ricα(e1, e2) =
n∑

i=2

R1ii1 + α

n∑
j=3

R2jj2 =

n∑
i=2

(
A11Aii −A

2
1i

)
α

n∑
j=3

(
A22Ajj −A

2
2j

)
= −

n∑
i=2

A2
1i +A11

n∑
i=2

Aii + αA22

n∑
j=3

Ajj − α

n∑
j=3

A2
2j

= −

n∑
i=2

A2
1i −A

2
11 − α

(
A11A22 +A

2
22

)
α

n∑
j=3

A2
2j + (A11 +A22)tr(A).

O resultado segue do fato que tr(A) = 0.

Proposição 28 (Proposição 3.3, [34]). Seja a,α > 0 tal que a > 1
2
, 2a ⩽ α e

W :=

(
a−

1
2

)(
a−

n− 2
2n

(1+ 2α)
)
−
n− 2
2n

(1− α)2 > 0.

De�namos

f :=
(n− 2)2

8W

(
n− 2
n

(
a−

1
2

)(
1+ α

n− 4
n− 2

)2

+ (1− α)2
(
a+

n− 2
2n

−
2
n
α

))
.

Então

ar2|A|2 + f
(
1− |dr|2

)
⩽ −r2bi-Ricα(e1, e2) + ⟨p,ν⟩ ((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22) .
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Demonstração. Vale que

−r2bi-Ricα(e1, e2) + ⟨p,ν⟩ ((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

= r2

(
n∑

i=1

A2
1i + α

n∑
j=2

A2
2j + αA11A22 + ⟨r−2p,ν⟩ ((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

)

= r2

(
A2

11 + αA
2
22 + αA11A22 +

n∑
i=2

A2
1i + α

n∑
j=3

A2
2j

)

+r2
(〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

)
(6.2)

A a�rmação tr(A) = 0 implica que o vetor A∆ := (A11, ...,Ann) pertença ao subespaço

Fn := {X = (x1, ..., xn) ∈ Rn; x1 + · · ·+ xn = 0}.

Observe que os vetores (n−2,n−2,−2, ...,−2) e (1,−1, 0, ..., 0) são L.I. e estão em Fn,

então é possível encontrar uma base ortonormal {Ei}1⩽i⩽n−3 de Fn−3 (por meio do processo

de ortonormalização) de modo que {E1, ...,En−3, (n− 2,n− 2,−2, ...,−2), (1,−1, 0, ..., 0)}

seja uma base de Fn. Então podemos escrever

A∆ =

n−3∑
i=1


0

0

Ei

 xi + 1√
2n(n− 2)



n− 2

n− 2

−2
...

−2


z1 +

1√
2



1

−1

0
...

0


z2.

Então, temos que

A2
11 + αA

2
22 + αA11A22 +

〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

=

(√
n− 2√
2n

z1 +
z2√
2

)2

+ α

(√
n− 2√
2n

z1 −
z2√
2

)2

+ α

(
n− 2
2n

z21 −
1
2
z22

)
+
〈 p
r2
,ν
〉(

(n− 2− α)
(√

n− 2√
2n

z1 +
z2√
2

)
α(n− 3)

(√
n− 2√
2n

z1 −
z2√
2

))
=

(√
n− 2√
2n

z1 +
z2√
2

)2

+ α

(√
n− 2√
2n

z1 −
z2√
2

)2

+ α

(
n− 2
2n

z21 −
z22
2

)
+
〈 p
r2
,ν
〉(√

n− 2√
2n

(n− 2+ α(n− 4))z1 +
n− 2√

2
(1− α)z2

)
.

Reorganizando,
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A2
11 + αA

2
22 + αA11A22 +

〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

=
n− 2
2n

z21 +

√
n− 2√
n

z1z2 +
z22
2

+ α
n− 2
2n

z21 − α

√
n− 2√
n

z1z2 +
α

2
z22 + α

n− 2
2n

z21

−
α

2
z22 +

n− 2√
2

〈 p
r2
,ν
〉(√n− 2

n

(
1+ α

n− 4
n− 2

)
z1 + (1− α)z2

)

=
n− 2
2n

(1+ 2α)z21 +

√
n− 2
n

(1− α)z1z2 +
1
2
z22

+
n− 2√

2

〈 p
r2
,ν
〉(√n− 2

n

(
1+ α

n− 4
n− 2

)
z1 + (1− α)z2

)
. (6.3)

Agora, para a > 0, estamos interessados no mínimo (se existir) de

a(z21 + z
2
2) −

n− 2
2n

(1+ 2α)z21 −

√
n− 2
n

(1− α) −
1
2
z22

+
n− 2√

2

〈 p
r2
,ν
〉(√n− 2

n

(
1+ α

n− 4
n− 2

)
z1 + (1− α)z2

)
.

A expressão acima é uma forma quadrática, cuja matriz é

a−
n− 2
2n

(1+ 2α) −

√
n− 2
4n

(1− α)

−

√
n− 2
4n

(1− α) α−
1
2

 .

Observe que todas as entradas da matriz acima são positivas, e portanto a matriz acima

é positiva de�nida, se α > 1
2
e seu determinante é W > 0, por hipótese.

Se este for o caso, pela observação 6 com o vetor B = −n−2√
2
⟨r−2p,ν⟩ (

√
n−2
n

(1 +

αn−4
n−2

, 1− α), a quantidade em (6.1) é limitada inferiormente por

−
〈 p
r2
,ν
〉 (n− 2)2

8W

(
n− 2
n

(
a−

1
2

)(
1+ α

n− 4
n− 2

)2

+
n− 2
n

(1− α)2
(
1+ α

n− 4
n− 2

))

−
〈 p
r2
,ν
〉 (n− 2)2

8W

((
a−

n− 2
2n

(1+ 2α)
)
(1− α)2

)
= −

〈 p
r2
,ν
〉 (n− 2)2

8W

(
n− 2
n

(
a−

1
2

)(
1+ α

n− 4
n− 2

)2

+ (1− α)2
(
a+

n− 2
2n

−
2
n
α

))
= −

〈 p
r2
,ν
〉2
f.
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Como ⟨r−2p,ν⟩ = (1− |dr|2), provamos que

a(z21 + z
2
2) −

n− 2
2n

(1+ 2α)z21 −

√
n− 2
n

(1− α)z1z2 −
1
2
z22

−
n− 2√

2

(√
n− 2
n

(
1+ α

n− 4
n− 2

)
z1 + (1− α)z2

)
⩽ −(1− |dr|2)f,

multiplicando por −1 e reorganizando,

a(z21 + z
2
2) +

f

r2
(1− |dr|2) ⩽

n− 2
2n

(1+ 2α)z21 +

√
n− 2
n

(1− α)z1z2 +
1
2
z22

+
n− 2√

2

〈 p
r2
,ν
〉(√n− 2

n

(
1+ α

n− 4
n− 2

)
z1 + (1− α)z2

)
.

Combinando isto com (6.1) e (6.1), se 2a > α, vale que

a|A|2 +
f

r2
(1− |dr|2) ⩽ a

(
|A∆|

2 +
∑
i ̸=j

A2
ij

)
+
f

r2
(1− |dr|2)

⩽ A2
11 + αA

2
22 + αA22 +

〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2α)A11 + α(n− 3)A22)

+ a
∑
i ̸=j

A2
ij

⩽ A2
11 + αA

2
22 + αA11A22 +

n∑
i=2

A2
1i + α

n∑
j=3

A2
2j

+
〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22)

⩽ −bi-Ricα(e1, e2) +
〈 p
r2
,ν
〉
((n− 2− α)A11 + α(n− 3)A22) ,

como desejado.

Teorema 22 (Teorema 3.1, [34]). Seja Mn ↬ Rn+1 uma hipersuperf¢ie mínima estável,

2-lados. Suponha n = 5 e considere a = 11
10
,α = 40

43
e δ = 3

10
. Então existe uma função

suave V tal que

V ⩾ δ− �λbi-Ricα

e ∫
N

|∇φ|2�g dv�g ⩾
∫
N

1
a
Vφ2 dv�g, (6.4)

para qualquer φ ∈ C1
c(N).

Demonstração. Suponha que a base é escolhida de tal modo que �λbi-Ricα = b̃i-Ricα(�e1, �e2).
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Por (6.1), sabemos que

∫
N

|∇φ|2 dv�g ⩾
∫
N

(
r2|A|2 −

n(n− 2)
2

+
n2 − 4

4
|dr|2

)
φ2 dv�g, (6.5)

para qualquer φ ∈ C1
c(N). Sob as hipóteses da Proposição 28, α ⩾ 1(tal que n− 2−α ⩽

α(n− 3)), vale que

a

(
r2|A|2 −

n(n− 2)
2

+
n2 + 4

4
|dr|2

)
⩾ −r2bi-Ricα(e1, e2) + ⟨p,ν⟩ ((n− 2α)A11 + α(n− 3)A22) − f(1− |dr|2)

−a
n(n− 2)

2
+ a

n2 − 4
4

|dr|2.

Usando a Proposição 26, obtemos que

a

(
r2|A|2 −

n(n− 2)
2

+
n2 + 4

4
|dr|2

)
⩾ −b̃i-Ricα(�e1, �e2) + 2(n− 1+ α(n− 2)) − (n+ α(n− 1))|dr|2

−
(
(n− 2− α)dr(e1)2 + α(n− 3)dr(e2)2

)
− f(1− |dr|2) − a

(
n(n− 2)

2
+ a

n2 + 4
4

|dr|2
)

⩾ C
(
|dr|2

)
− �λ �bi−Ricα

,

onde

C(t) := 2(n− 1+α(n− 2)) − (2n− 2+α(n− 2))t− f(1− t) +a
(
n2 − 4

4
−
n(n− 2)

2

)
,

observe que C é uma função a�m, portanto 0 ⩽ |dr|2 ⩽ 1 implica que C(|dr|2) ⩾

min{C(0),C(1)}. Mas,

C(0) = 2(n− 1+ α(n− 2)) − f− a
n(n− 2)

2
,

e

C(1) = 2(n− 1+ α(n− 2)) − (2n− 2+ α(n− 2)) − a
n(n− 2)

2
+ a

n2 − 4
4

= α(n− 2) − a
(n− 2)2

4
= (n− 2)

(
α− a

n− 2
4

)
.
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Se considerarmos a = 11
10

e α = 40
43
, temos que a > 1

2
, 2a ⩾ α,α ⩽ 1 e W = 26697

184900
> 0.

Usando estes valores, obtemos que

C(0) =
731975
1530628

≃ 0.47, C(1) =
543
1730

≃ 0.31.

Então, escolhendo δ = 3
10

⩽ min{C(0),C(1)}, temos

V = a

(
r2|A|2 −

n(n− 2)
2

+
n2 + 4

4
|dr|2

)
⩾ δ− �λbi-Ricα .

Pela estimativa (6.5), temos que (6.4) é verdadeiro, como queríamos.

6.2 Construção de µ-bolha

Considere (Nn, �g) com a métrica �g Lawson-Gulliver. Como estabelecido na seção anterior,

existe uma função suave �V em N tal que

�V ⩾ δ− �λbi-Ricα

e ∫
N

| �∇φ|2�g d�µ ⩾
∫
N

1
a
�Vφ2 d�µ, (6.6)

para toda φ ∈ C1
c(N). Queremos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 23 (Teorema 4.1, [34]). Assuma que (N, �g) com n = 5, a = 11
10
, α = 40

43
e

δ = 3
10
. Seja Ω0 um domínio em N tal que N \ B10π(Ω0) ̸= ∅. Então existe um domínio

Ω∗ tal que

(a) Ω0 ⊂ Ω∗ ⊂ B10π(Ω0) e

(b) Existe uma função suave V em Σ = ∂Ω∗ tal que

V ⩾
δ

2
− αλΣ

e
4

4− a

∫
Σ

|∇Σf|
2
dµ ⩾

∫
Σ

Vf2 dµ, (6.7)

para qualquer f ∈ C1(Σ) onde dµ é a forma volume induzida por g.
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Repetindo o argumento da Seção 5.2, precisamos construir uma µ-bolha. Seja Ω1

um domínio em N tal que Ω0 ⋐ Ω1 ⊂ B100π(Ω0). Seja h : Ω1 \ Ω0 → R uma função

suave tal que limp→∂Ω0
h(p) = +∞ e limp→∂Ω1

h(p) = −∞. Escolha um domínio Γ com

Ω0 ⋐ Γ ⋐ Ω1.

De�na

A(Ω) =

∫
∂∗Ω

wa −

∫
N

(χΩ − χΓ )hw
a,

sob conjuntos de perímetro �nito Ω tais que Ω0 ⋐ Ω ⋐ Ω1. Pela Proposição 11, existe

um minimizante Ω para A. De�na Σ := ∂Ω.

Como feito no Capítulo 5, a desigualdade (6.6) equivale a existência de uma função

positiva w em N tal que

−a�∆w = �Vw ⩾
(
δ− �λbi-Ricα

)
w. (6.8)

Denote por k = n−1 a dimensão de Σ e por ν o normal unitário exterior a Σ. Repetindo

o processo do capítulo anterior, considere Ω0 um domínio em N tal que Ω+ ⋐ Ω−

podemos calcular a primeira variação de área:

Se Vt :=
∂Ft

∂t
, com V0 = fν, então como já visto anteriormente,

d

dt
A(Ωt) =

∫
∂∗Ωt

〈
∇∂∗Ωt

(wa) ,V⊥
t

〉
+ div∂Ωt

(
waVT

t

)
+ (Ht − h)w

a ⟨νt,Vt⟩ dHn−1.

Então,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(Ωt) =

∫
Σ

⟨∇Σ,ν⟩awa−1f+ (H− h)waf dHn−1

=

∫
Σ

(a∂t logw+H− h)waf dHn−1.

Se Ω é uma µ-bolha, deve-se ter que

H = h− a∂t logw. (6.9)
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Então, se Ω é uma µ-bolha, por cálculos análogos ao que foi feito no Lema 17, vale que

0 ⩽
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

A(Ωt) =

∫
Σ

wa
(
−f∆Σf−

(
|AΣ|

2 + R̃ic(ν,ν)
)
f2 − aw−2 ⟨∇Σw,ν⟩2 f2

)
+

∫
−Σaw−1D̃2w(ν,ν)f2 − aw−1

〈
∇̃w,∇f

〉
f− ∂νhf

2.

Usando que div(waf∇f) = awa−1f⟨∇w,∇f⟩+wa|∇f|2 +waf∆f na desigualdade acima,

obtemos que

0 ⩽
∫
Σ

−div (waf∇f) +wa
(
|∇f|2 −

(
|AΣ|

2 + R̃ic(ν,ν)
)
f2 − aw−2⟨∇w,ν⟩2f2

)
+

∫
Σ

awa−1D̃2w(ν,ν)f2 − ⟨∇h,ν⟩f2.

Agora, usando que D̃2w(ν,ν) = ∆̃w− ∆w−H⟨∇w,ν⟩, obtemos que

0 ⩽
∫
Σ

wa
(
|∇f|2 −

(
|AΣ|

2 + R̃ic(ν,ν)
)
f2 − aw−2⟨∇w,ν⟩2f2

)
+

∫
Σ

aw−1
(
∆̃w− ∆w−H⟨∇w,ν⟩

)
f2 − f2∂νh. (6.10)

Para f = w−a
2 g, temos que ∇f = w−a

2∇g− a
2
w−a

2
−1f∇g. Então podemos escrever

∫
Σ

wa
(
|∇f|2 − aw−1∆wf2

)
=

∫
Σ

wa
(
⟨∇f,∇f⟩− aw−1∆wf2

)
=

∫
Σ

wa

(
w−a|∇g|2 − agw−a−1⟨∇g,∇w⟩+ a2

4
w−a−2g2|∇w|2

)
−

∫
Σ

awa−1f2∆w

=

∫
Σ

|∇g|2 − aw−1g⟨∇g,∇w⟩+ a2

4
w−2g2|∇w|2 − aw−1g2∆w.

Usando as propriedades do divergente, div(g2w−1∇w) = 2gw−1⟨∇g,∇w⟩−g2w−2|∇w|2+

g2w−1∆w, logo

∫
Σ

wa
(
|∇f|2 − aw−1f2∆w

)
=

∫
Σ

|∇g|2 − adiv
(
g2w−1∇w

)
+ aw−1g⟨∇w,∇g⟩

−

∫
Σ

(
a−

a2

4

)
g2w−2|∇w|2

=

∫
Σ

|∇g|2 − aw−1g⟨∇w,∇g⟩−
(
a−

a2

4

)
g2w−2|∇w|2.
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Agora, pela Desigualdade de Young com ϵ > 0,

w−1g⟨∇w,∇g⟩ ⩽ |∇w|w−1g|∇g| ⩽ ϵ|∇g|2 + 1
4ϵ
w−2g2|∇g|2.

Então, escolhendo ϵ = 1
4−a

,

∫
Σ

wa
(
|∇f|2 − aw−1f2∆w

)
⩽

∫
Σ

|∇g|2 + 1
4− a

|∇w|2 + 4− a
4
w−2g2|∇g|2

−

∫
Σ

(
a−

a2

4

)
g2w−2|∇g|2

=
4

4− a

∫
Σ

|∇g|2.

Por (6.10), obtemos que

4
4− a

∫
Σ

|∇g|2 ⩾
∫
Σ

wa
(
|∇f|2 − aw−1f2∆w

)
⩾

∫
Σ

wa
((

|AΣ|
2 + R̃ic(ν,ν)

)
+ aw−2⟨∇w,ν⟩2 − aw−1

(
∆̃w−H⟨∇w,ν⟩

)
− ∂νh

)
f2

=

∫
Σ

(
|AΣ|

2 + R̃ic(ν,ν) + aw−2⟨∇w,ν⟩2 − aw−1
(
∆̃w−H∂νw

)
− ∂νh

)
g2.

Agora por (6.8),

4
4− a

∫
Σ

|∇g|2 ⩾
∫
Σ

wa
(
|∇f|2 − aw−1f2∆w

)
⩾

∫
Σ

(
|AΣ|

2 + R̃ic(ν,ν) + δ− λ̃bi−Ricα + aw−2 (∂νw)
2
+ aH∂ν(logw) + a∂νh

)
g2.

(6.11)

Seja {e1, ..., en} uma base ortonormal de Σ. Usando a equação de Gauss,

αRicΣ(e1, e2) = α
k∑

j=2

RΣ
1jj1 = α

k∑
j=2

(
R̃1jj1 + B11Bjj − B

2
1j

)

= R̃icα(ν, e1) − R̃ic(ν,ν) + α
k∑

j=2

(
B11Bjj − B

2
1j

)
.

Escolha o referencial de tal modo que RicΣ(e1, e2) = λΣRic, temos

R̃ic(ν,ν) − λ̃bi−Ricα ⩾ R̃ic(ν,ν) − ˜bi− Ricα(ν, e1) = −αλΣRic + α

k∑
j=2

(
A11Ajj −A

2
1j

)
.
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Usando esta desigualdade em (6.2) e que tr(A) = H, obtemos

4
4− a

∫
Σ

|∇g|2 ⩾
∫
Σ

g2

((
λΣRic

)2
− αλΣRic + α

k∑
j=2

(
A11Ajj −A

2
1j

)
+ δ+ aw−2⟨∇w,ν⟩2

)

+

∫
Σ

g (aH∂ν logw+ a⟨∇h,ν⟩)

=

∫
Σ

g2

(
δ− αλΣRic + |AΣ|

2
+ αHA11 − α

k∑
j=1

A2
1j + a (∂ν logw)

2

)

+

∫
Σ

g2 (aHΣ∂ν logw+ a⟨∇h,w⟩) .

Agora, usando (6.9), temos que

Q := |AΣ|
2
+ αHΣA

Σ
11 − α

k∑
j=1

(
AΣ

1j

)2
+ a (∂ν logw)

2
+ aH∂ν logw

= |AΣ|
2
+ αHΣA

Σ
11 − α

k∑
j=1

(
AΣ

1j

)2
+

1
a
(H− h)2 +H(h−H).

Denote por Φ a parte sem traço de AΣ e seja Φ△ := (Φ11, ...,Φkk) ∈ Fk. Então, para

α ⩽ 2, temos

Q ⩾
1
k
H2 + |Φ△|

2
+
α

K
H2 + αHΦ11 − α

(
1
k
H+Φ11

)2

+
1
a
(H− h)2 +H(h−H).

Novamente, podemos escrever uma decomposição de Φ△ em uma base ortonormal de Fk

Φ△ =

k−2∑
i=1

 0

Ei

 xi + 1√
k(k− 1)


k− 1

−1
...

−1

 z,

onde {Ei}1⩽i⩽k−2 é uma base ortonormal de Fk−1. Então temos que
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Q ⩾
1
k
H2 + |Φ△|

2
+
α

K
H2 + αH

√
k− 1
k
z− α

(
1
K
H+

√
k− 1
k
z

)2

+
1
a
(H− h)2

+H(h−H)

⩾

(
1
k
+
α

k
−
α

k2
+

1
a
− 1
)
H2 +

(
1− α

k− 1
k

)
z2 +

1
a
h2 + α

√
k− 1
k

(
1−

2
k

)
Hz

+

(
1−

2
a

)
Hh.

Observe que a expressão à direita é uma forma quadrática em (H, z,h), cuja matriz

associada é

G =


1
k
+
α

k
−
α

k2
+

1
a
− 1

α

2

√
k+ 1
k

(
1−

2
k

)
1
2
−

1
a

α

2

√
k+ 1
k

(
1−

2
k

)
1− α

k− 1
k

0

1
2
−

1
a

0
1
a

 ,

que é positiva de�nida se 1−αk−1
k
> 0 e det(G) > 0. Para k = 4, a = 11

10
, α = 40

43
, temos

que

1− α
k− 1
k

=
13
43
> 0

e

det

G−


0 0 0

0 0 0

0 0
1
22


 ≃ det


0, 33 0, 20 −0, 40

0, 20 0, 30 0

−40 0, 20 0, 86

 ≃ 0, 0001 > 0.

Então k ⩾ 1
22
h2. Finalmente, com estes valores, temos que

4
4− a

∫
Σ

|∇Σg|
2 ⩾

∫
Σ

g2
(
δ

2
− aλΣ

)
+ g2

(
δ

2
+

1
22
h2 + a∂νh

)
.

Podemos �nalmente provar o teorema principal da seção.

Demonstração do Teorema 23. Precisamos escolher um domínio Ω1 e a função h. Seja

�d : N \Ω0 → R+ uma suavização da função distância ao bordo d�g(·,∂Ω0) tal que

1
2
d�g ⩽ �d ⩽ 2d�g e

∣∣∣∇̃�d
∣∣∣
�g
⩽ 2.
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Seja ϵ > 0 pequeno o su�ciente para que (1 + ϵ)11π
√

88
15

seja um valor regular de �d.

De�na Ω1 = Ω0 ∪ {�d ⩽ (1 + ϵ)11π
√

88
15
}. Então, em Ω1, d�g ⩽ 2(1 + ϵ)11π

√
88
15

⩽ 100π,

portanto Ω1 ⊂ 	B100π(Ω0).

Em {0 < �d < (1+ ϵ)11π
√

88
15
}, de�na a função h de�nida por h = k ◦ �d

1+ϵ
, onde

k(t) := −

√
33
10

tan

(
1
11

√
15
88
t−

π

2

)
,

para t ∈ (0, 11π
√

88
15
). Pela natureza da função tangente, limp→∂Ω0

h(p) = +∞ e limp→∂Ω1
h(p) =

−∞. Note que k é solução da equação −k ′ = 5
242
k2 + 3

44
, então

|∂νh| = ak
′
∣∣∣∣ �d(p)1+ ϵ

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

�� ′
(p)d

1+ ϵ

∣∣∣∣∣ ⩽ 2a
1+ ϵ

(
3
44

+
5
242

h2

)
⩽

3
20

+
1
22
h2 =

δ

2
+

1
22
h2

Então, pela construção anterior,

4
4− a

∫
Σ

|∇f|2 ⩾
∫
Σ

f2
(
δ

2
− αλΣ

)
,

como desejávamos.

6.3 Problema de Bernstein Estável em R6

Podemos �nalmente provar o Teorema de Bernstein em R6, o último resultado deste

trabalho.

Proposição 29. Seja F : M5 ↪→ R6 uma hipersuperfície mínima estável, 2-lados, com-

pleta, conexa. Então F(M) ⊂ R6 é planar.

Demonstração. Amenos de uma translação, suponha que existe p0 ∈M tal que F(p0) = 0.

Seja Ω+ um domínio compacto suave em M tal que Bρ ⊂ Ω+ ⊂ B2ρ, onde Bρ é a bola

geodésica de raio ρ em M, e tal que 0 /∈ F(∂Ω+). Considere a métrica conforme de

Gulliver-Lawson �g := r−2g. Pelos Teoremas 22 e 23, existe um domínio Ω̃ em M tal que

Ω+ ⊂ Ω̃ ⊂ B100π(Ω+) e ∂Ω̃ satisfaz a limitação (6.7) para a métrica �g.

Pelo Teorema 5, M tem um único �m. Então podemos considerar Γ a componente

conexa de Ω̃ que contém Bρ. Pelo Corolário 2 podemos assumir que M é simplesmente

conexa, então a componente conexa ilimitada de M \ Γ tem uma única componente de
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bordo Σ0. Seja Γ̃ a componente conexa de M \ Σ0. Por construção, temos que Bρ ⊂ Γ̃ e

∂Γ̃ ⊂ B100π(B2ρ).

Pelo Lema 1 temos que a distância Euclidiana em B100π(B2ρ) é limitada por 2ρe100π.

Então, usando a limitação (6.4), temos que 4
(4−a)α

= 43
29
< 3

2
= k−1

k−2
, então aplicando a

Proposição 34 para a métrica �g e obtemos que

Vol�g(Σ0) ⩽

(
δ

6α

)−2

Vol(S4) =
(
800
43

)2

Vol(S4).

Voltando para a métrica Euclidiana,

Vol(Σ0) ⩽

(
800
43

)2

Vol(S4)16e400πρ4

Então, aplicando o Teorema 6, obtemos que

Volg(Bρ) ⩽ Volg(Γ̃) ⩽ Vol(B5)

(
800
43

) 5
2

32e500πρ5.

Logo pelo Teorema 10 M deve ser planar.



Apêndice A

Teoremas Importantes

O objetivo desta seção é apresentar os resultados ao longo do texto, inidicando suas

referências.

Proposição 30 ([33], [29]). Fixe um subconjunto compacto K de uma variedade Rieman-

niana n-dimensional (Mn,g). Se u é uma função harmônica em (M,g), então

Hn−1(Bρ(x) ∩ {u = s}) ⩽ Cρn−1

para qualquer s ∈ R, x ∈ K, ρ ⩽ ρ0 ≡ ρ0(M,g,K,u). Aldisso,

dimHau({u = s; |∇u| = 0}) ⩽ n− 2

para qualquer s ∈ R.

Proposição 31 ([43]). Suponha que (Mn,g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional

completa e u é uma função harmônica positiva em Br(x). Se RicM ⩾ −K2 em Br(x), então

|∇u|(x) ⩽ C(r−1 + K)u(x),

para C ≡ C(n).

Proposição 32 ([43]). SejaM uma variedade Riemanniana completa com RicM ⩾ −(n−

1)K, para alguma constante K ⩾ 0. Suponha que u é uma função harmônica positiva

de�nida em uma bola geodésica Ba ⊂ M. Então existe uma constante C dependente de

131
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n,a e C tal que

sup
x∈Ba

2

u(x) ⩽ C inf
x∈Ba

2

u(x).

Proposição 33 ([36]). Para n > 2, suponha que Mn → Rn−1 é uma imersão mínima

completa. Então para qualquer w ∈ C0,1
c (M), vale que

(∫
M

w
2n
n−2

)n−2
n

⩽
∫
M

|∇w|2,

para qualquer C ≡ C(n).

Proposição 34 (Antonelli-Xu, [3]). Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana suave

compacta n-dimensional com n ⩾ 3 e 0 ⩽ γ ⩽ n−1
n−2

, λ > 0. Denote por Ric(x) :=

inf{Ricx(v, v); v ∈ TxM, |v| = 1} o ín�mo dos autovaloresdo tensor de Ricci. Suponha

que existe uma função positiva u ∈ C∞(M) tal que

γ∆u ⩽ uRic− (n− 1)λu. (A.1)

Seja M̃ o recobrimento universal de M, dotada da métrica pullback. Então vale que:

1. Vale a limitação de diâmetro

diam
(
M̃
)
⩽

π√
λ

(maxu
minu

)n−3
n−1

γ

. (A.2)

2. Vale a limitação de volume

Vol
(
M̃
)
⩽ λ−

n
2Vol(Sn). (A.3)

Além disso, se ocorrer a igualdade em (A.3), então qualquer função u que satisfaça

(A.1) deve ser constante e M̃ é isométrica a uma esfera de raio λ−
1
2 .

De�nição 9. Seja (N,h) uma variedade n-dimensional com métrica h. Para uma função

positiva suave f em N e uma constante positiva s, de�nimos o tensor de Ricci conforme

de N associado com o fator conforme f e a altura h como

Ric(f,s) := Ric− s
(
f−1∇f

)
h.
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Iremos fazer uso também do seguinte resultado:

Lema 20 ([44]). Assuma que para um fator f e um peso s < 4
n−1

(s ⩽ 2 se n = 3), com

uma constante positiva k, vale que

Ricf,s(ν,ν) ⩾ k.

Então N é compacta e tem grupo fundamental �nito. Além disso, tem-se

diam(N,h) ⩽

√
n− 1+

(n− 3)2
4
s
− n+ 1

π√
k

se s <
4

n− 1
,

e

diam(N,h) ⩽
√
2
π√
k

se n = 3es ⩽ 2.
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