AV1-MA11-2012

Questio 1.

Prove que se a, b, ¢ e d sdo nlimeros racionais tais que a2+ b3 =cv2+dyV3entioa=ceb =d.

UMA SOLUCAO

Aigualdade av/2 +bv/3 = cv/2 +d+/3 implica que (a — ¢)v/2 = (d — b)+/3. Suponha que tenhamos (a, b) # (c,d).
Entdo teremos a # c ou b # d. Digamos que b # d (o caso a # c é andlogo). Neste caso podemos dividir ambos os
lados por d — b, e teremos

a—c /3
i—-b 2

Como 4, b, ¢, d sdo todos racionais, o lado esquerdo é racional e igual a alguma fragdo irredutivel g Mas ai terfamos

32 = 2p2,

o que é impossivel, pois o lado esquerdo tem um ndmero par de fatores 2 e o lado direito tem um ndmero impar

(ou: o lado esquerdo tem um ntimero impar de fatores 3 e o lado direito tem um ntimero par).
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Questio 2.

Seja f : R — R uma fungdo crescente tal que, para todo x racional, vale f(x) = ax +b (com a,b € R

constantes). Prove que se tem f(x) = ax + b também se x for irracional.

UMA SOLUCAO

Dado x irracional, podemos achar r e s racionais com r < x < s, sendo s — r tdo pequeno quanto desejemos.
Como f é crescente, dai vem f(r) < f(x) < f(s), ouseja, ar +b < f(x) < as +b. Como f é crescente, entdo a > 0,
logo podemos subtrair b de cada termo e dividir por 4, sem alterar a direcao das desigualdades:

fx) —b

a

r < <s.

fx)=b

Como r e s podem ser escolhidos tdo proximos de x quanto desejemos, isto nos obriga a ter -~

f(x) =ax+0.

= X e, portanto,
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Questao 3.

(a) Determine uma fung¢do afim f : R — R tal que ¢ : R — RR, definida por g(x) = ||f(x)| — 1|, tenha o gréfico

abaixo.

(b) Expresse g na forma g(x) = A+ aq|x —a1| + ag|x — ap| + ... + ay|x — a,|, para algum 5, explicitando os

valores de A, aq,...,ay.

=Y

UMA SOLUCAO

(@)
Observagdo: Em principio ndo é necessdrio “deduzir” quem é f, basta apresentar uma funcédo candidata e verificar.

No entanto, dois argumentos para obté-la seguem abaixo.

Primeiro arqumento: No trecho afim mais a direita, vale g(x) = 2x + 2. Portanto para x > —1, vale, ||f(x)| — 1] =
2x + 2. Entdo, no intervalo (—1,00), a expressdo |f(x)| — 1 ndo se anula, logo ou é sempre negativa, e neste caso
f(x)| =1| = |f(x)| — 1. No primeiro
caso, terfamos —|f(x)| +1 = 2x + 2, ou | f(x)| = —1 — 2x, em particular |f(0)| = —1, o que é impossivel. Entdo s6

ter-se-4 || f(x)| — 1| = —|f(x)| + 1, ou é sempre positiva, e neste caso ter-se-a

resta segunda opgédo, e |f(x)| —1 = 2x + 2, de onde |f(x)| = 2x + 3, para x > —1. Concluimos que f(x) = 2x + 3
ou f(x) = —2x — 3. Ambas as possibilidades sdo vélidas, e escolhemos a primeira f(x) = 2x + 3. Ai observamos

que essa escolha de f(x) também funciona nos demais trechos afins.

Segundo arqumento: Suponha que a taxa de variagdo de f seja positiva. Entdo, para x suficientemente afastado para
a direita da raiz de f, f é positiva e maior do que 1, de modo que ||f(x)| — 1| = f(x) — 1. No trecho mais a direita,

isso dd 2x + 2, e dai se conclui que f(x) = 2x + 3. Nos outros intervalos, basta verificar.

Verificagio: Para verificar que g(x) = ||f(x)| — 1| olha-se a coincidéncia das fun¢des em cada trecho afim. Os dois
lados sdo afins nos mesmos intervalos: (—oo, —2], [-2, —%], [—%, —1] e [1,00). Logo basta verificar a coincidéncia
entre as func¢des em dois pontos de cada intervalo. Basta, portanto, verificar que coincidem em —3, -2, — %, -1,0,0

que pode ser feito facilmente.



(b) E natural tomar a; = —2, 4, = —% e a3 = —1. Entdo buscamos escrever

3
g(x) :A+tx|x+2|+ﬁ|x+§|+'y\x+1|.

Impondo g(0) = 2, g(—1) =0, g(—3) = 1 e g(—2) = 0, obtemos quatro equagdes lineares nas incégnitas A, a, B e

7. Resolvendo o sistema, chegamosem A = —1, & =y =2 e f = —2, logo na fun¢do dada por
3
x> —1+2]x+2| —2x+ EI +2]x + 1.

Resta ver que essa fungdo é realmente a fungdo g. Essa verificagdo é feita da mesma maneira que na questéo (a).
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Questio 4.

Ache uma fragdo ordindria igual ao ntiimero real & = 3,757575....

UMA SOLUCAO

Se & é o niimero acima entdo 100x = 375,757575. ... Subtraindo as duas igualdades, vem 99« = 372,0000.. ..

_3n
Logo &« = 55 .
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Questdo 5.

Considere as seguintes possibilidades a respeito das fung¢des afins f,¢ : R — R, em que f(x) = ax+be
g(x) =cx+d.

A) f(x) = g(x) para todo x € R.
B) f(x) # g(x) seja qual for x € R.
C) Existe um tnico x € R tal que f(x) = g(x).

Com essas informagdes,
i) Exprima cada uma das possibilidades acima por meio de relagdes entre os coeficientes a, b, c e d.

ii) Interprete geometricamente cada uma dessas 3 possibilidades usando os graficos de f e g.

UMA SOLUCAO

(i) A possibilidade A) ocorre se, e somente se, a = c e b = d. Prova: Se a = c e b = d entdo, para qualquer x € R,
tem-se f(x) = ax +b = cx +d = g(x). Por outro lado, se f(x) = g(x) para qualquer x € R, entdo, em particular,
f(0) = g(0), ouseja,a-0+b =c-0+d,isto é b = d; além disso, f(1) = g(1), implicandoa-1+b =c-1+d, ou
seja, a = ¢ (usando que b = d).

A possibilidade B) ocorre se, e somente se, 1 = ceb # d. Prova: Sea = ceb # d, entdo f(x) — g(x) =
(a—c)x+ (b—d) = b—d # 0, para qualquer x € R. Por outro lado, se f(x) # g(x) para qualquer x € R entdo
f(x) —g(x) = (a—c)x+ (b—d) # 0 para qualquer x € R, ou seja, (a — c)x + (b — d) ndo tem raiz. Mas isto s6
ocorresea =ceb #d.

A possibilidade C) ocorre se, e somente se, a # c. Prova: Se a # c entdo f(x) — g(x) = (a —c)x + (b —d) tem
Unica raiz igual a ‘;—:lc’, logo este é o tnico ponto x tal que f(x) = g(x). Por outro lado, se existe um tinico ponto x

tal que f(x) = g(x) é porque a diferenca f(x) — g(x) = (a — ¢)x + (b — d) tem uma tnica raiz, ou seja, a — ¢ # 0.

(if) No caso A), os gréficos de f e g sdo retas coincidentes. No caso B), os graficos de f e g sdo retas paralelas. No
caso C), os gréficos de f e g sdo retas concorrentes.



